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Eessona

Kiesolev analiiiitilise geomeetria praktikum on koostatud eeskitt TRU
Matemaatikateaduskonna vajadusi arvestades (ning on méeldud kasutamiseks
koos U. Lumiste ja K. Ariva opikuga ,Analiiiitiline geomeetria“), kuid suurt
osa sellest saab kasutada ka teistes teaduskondades, kus opetatakse analiiiiti-
list geomeetriat kas iseseisva ainena voi korgema matemaatika kursuse osana.

Praktikumi I osa haarab valiku iilesandeid vektoralgebrast, reeperitest ja
punkti koordinaatidest. Edasi on kavandatud jéargmised materjalid: II osa —
iilesanded sirgete, tasandite ja reeperiteisenduste kohta, III osa — iilesanded
teist jarku joonte ja pindade kohta ning IV osa — projektiivse analiiiitilise
geomeetria iilesanded.

Ulesandekogu kasutamist lihtsustavad vajaliku teoreetilise materjali lii-
hiesitused iiksikute aineloikude ees ning iilesannete vastuste juures esitatud
napunaited.






Peatukk 1

Lineaarne vektoralgebra

1. Lineaartehted vektoritega

1. Vektoralgebra pohimoisted

Skalaarsed ja vektoriaalsed suurused. Fiiiisikas eristatakse kaht liiki
suurusi: 1) skalaarsuurused, mis on téielikult iseloomustatud oma reaalar-
vulise véértusega, kusjuures viimast saab kujutada arvsirge punktina (néit.
aeg, temperatuur, maas jne.), 2) vektorsuurused, mille taielikuks iseloomus-
tamiseks on peale arvulise védrtuse tarvis teada veel sihti ja suunda (tung,
kiirus, kiirendus jne.).

Vektori moiste. Matemaatikas skalaar- ja vektorsuuruse vasteteks on vas-
tavalt reaalarv ja vektor. Vektori all moistetakse siin sirgloiku, millele on
omistatud suund; me kujutame teda noole abil. Vektori puhul koneldakse
tema sihist, suunast, ja pikkusest, samuti tema alg- ja lopp-punktist. Vek-
tor on méadratud téielikult, kui on antud algus- ja lopp-punkt, s.t. jarjesta-
tud (nummerdatud) punktipaar. Vektorit alguspunktiga A ja 16pp-punktiga
B téahistatakse ﬁ . Vektori stht madratakse sirgega, millel asub vektor voi
mistahes sellega paralleelse sirgega. Vektori suund maéaératakse otspunktide
jarjestusega ning néidatakse noole teravikuga. Antud sihi korral on suuna
valikuks kaks voimalust. Vektori jﬁ pikkuseks (ehk mooduliks) nimetatakse

16igu AB pikkust, tahistatakse |E | ehk AB.
Vektorite hulk jagatakse klassideks tingimusega, et iihte klassi kuuluvad
koik tihise sihi, suuna ja pikkusega vektorid. Uhte klassi kuuluvaid vektoreid
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6 PEATUKK 1. LINEAARNE VEKTORALGEBRA

nimetatakse vordseteks.

Vektorite vordsuse tunnus. Kaks vektorid on vordsed siis ja ainult siis
(parajasti siis), kui neil on iihine siht, suund ja pikkus. Vektorite vordsust
tahistatakse nagu skalaaride puhul margiga ,,=". Vordsed vektorid samasta-
takse, s.t. vordseid vektoreid vaadeldakse iihe ja sellesama vektorina erinevais
asendeis. Vektoreid, mille algus- ja lopp-punkt ei ole naidatud, tahistatakse
@, b, ... ning nende pikkusi |a|, 0], |, ... ehk a, b, c, .. ..

Uhikvektor. Vektorit pikkusega 1 nimetatakse iithikvektoriks ehk normee-
ritud vektoriks. Uhikvektorit, millel on vektoriga @ sama siht ja suund, té-
histatakse af ja nimetatakse vektorile a@ vastavaks tihikvektoriks.

Nullvektor. Vektorit, mille algus- ja Iopp-punkt iihtivad, nimetatakse null-
vektoriks. Nullvektori siht ja suund on méaramata ning pikkus on null. Null-
vektori siimbol on 0 (voi 0, kui tdhendus on vahetult selge).

Vastandvektor. Kaht vektorit, millel on iihine pikkus ja siht, kuid vas-
tupidised suunad, nimetatakse vastandvektoreiks. Vektori @ vastandvektorit
maérgitakse —a (,miinus @*).

Vektorite kollineaarsus. Vektoreid, mis parast iihisesse alguspunkti kand-
mist asuvad iihel sirgel, nimetatakse kollineaarseteks. Kollineaarseid vekto-
reid iseloomustab tihine siht, s.t. neid kandvate sirgete paralleelsus. Kasuta-
takse tahistusi:

(vektorid @ ja b on kollineaarsed),

allb
@b (vektorid @ ja b on samasuunalised),
atlb

Nullvektorit voib lugeda soovi korral kollineaarseks iga vektoriga.

(vektorid @ ja b on vastassuunalised).

Komplanaarsed vektorid. Kaht voi enam vektorit, mis péarast iihisusse
punkti kandmist asuvad iihel tasandil, nimetatakse komplanaarseteks. Komp-
lanaarsed vektorid voivad erineda nii sihilt, suunalt kui pikkuselt, kuid nende
sihid on paralleelsed iihe tasandiga. Kollineaarsed vektorid on alati komp-
lanaarsed. Kui kolme vektori hulgas on kaks kollineaarset, siis need kolm
vektorit on komplanaarsed.
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2. Vektorite liitmine

Roopkiiliku reegel: kahe mitte-
kollineaarsete vektori liitmiseks kan-
takse nad iihisesse alguspunkti: sum-
mavektori maarab liidetavaile vekto-
ritele ehitatud roopkiiliku diagonaal,
mis lahtub iihisest alguspunktist (vt.
joon. .

Seda reeglit ei saa rakendada kol-
lineaarsete vektorite puhul, pealegi
on seda tiilikas kasutada suurema ar-
vu vektorite liitmisel. Vektorite sol-
tumatus alguspunktist lubab anda
praktilisema eeskirja.

S

L
ST
+
Sy

Joonis 1.2

Kolmnurga reegel:

S

b

Joonis 1.1

S

Joonis 1.3

kahe vektori liitmiseks rakendatakse teine liidetav esi-

mese liidetavaga lopp-punkti: summavektor viib esimese liidetava alguspunk-
tist teise liidetava 16pp-punkti (vt. joon. . See reegel sobib ka kollineaar-
sete vektorite puhul, mil kolmnurk kidub sirgldiguks (vt. joon. .

Kui vektoreid on enam kui kaks siis saab neid liita jarjestikku: liidetakse
esmalt kaks, nende summage liidetakse kolmas vektor jne. Sel viisil saab leida
mistahes 1opliku arvu vektorite summa:

a4 a) + ah =

2l
_I_
Sl
_l’_
&l
_l’_
IS

|
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Liitmisprotsessis rakendatakse kor-
duvalt kolmnurga reeglit (vt. joon.
ay &2 [[.4). Iga liidetav tuleb rakendada
talle eelneva liidetava lopp-punkti,
kusjuures summavektori méarab tek-
kinud murdjoone sulgeja. Siit saame
vektorite liitmise iildeeskirja.

&

Joonis 1.4 o
Hulknurga reegel: lopliku arvu

vektorite liitmiseks kantakse iga
jargnev vektor eelneva vektori lopp-
punkti; summavektor viib esimese liidetava alguspunktist viimase liidetava
lopp-punkti.
Komplanaarsete vektorite liitmisel on hulknurk tasandiline, mittekomp-
lanaarsete puhul — ruumiline.
Vektorite liitmine on:

1) kommutatiivne (summa ei soltu liidetavate jarjekorrast), kahe liidetava
korral @ +b = d + b (vt. joon

2) assotsiatiivne (summa ei soltu liidetavate rithmitamisest sulgude abil),
kolme liidetava puhul (@4 b0) +¢=a+ (b+ ) (vt. joon. )

3. Vektorite lahutamine

Vektorite lahutamine on vektorite liitmise poordtehe. Kahe vektorl aja
b vaheks @ — b nimetatakse vektorit, mille summa vektoriga b on vordne
vektoriga d.

Vahe @ — b = ¥ médrab seega vorrand a = b+ Z, millel on parajasti iiks
lahend. Vektori lahutamiseks tuleb liita vastandvektor

—b=a+ (D).
Kahe vektori vahe geomeetriliseks konstrueerimiseks kantakse need vektorid

tihisesse alguspunkti: nende vahe on vektor, mis viib vihendaja (lahutatava)
16pp-punktist vihendatava 16pp-punkti (vt. joon. 1.6)).
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- —

(@+b)+c=d+ (b+0)
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b
b Joonis 1.6
Joonis 1.5

Kahe vektori summa ja vahe on méaéaratud neile vektoritele ehitatud réop-
kiiliku kahe diagonaaliga (vt. joon. [L.6).

4. Vektori korrutamine arvuga.

Vektorite summa @ +a@ +. ..+ @, milles @ esineb k korda, on kollineaarne
vektoriga @ ja omab moodulit k|@|. On loomulik nimetada seda summat
vektori @ k-kordseks ja tiahistada k'@ voi @k.

Antud vektori korrutiseks arvuga (skalaariga) nimetatakse vektorit, mis
on kollineaarne antud vektoriga, mille moodul vordub arvu absoluutvaartuse
ja antud vektori mooduli korrutisega ning mis on antud vektoriga sama- voi
vastassuunaline vastavalt sellele, kas arv on positiivne voi negatiivne.

Vektori @ ja arvu k korrutis k'@ on seega vektori, mis rahuldab tingimusi:

1) kd | @,
2) |ka@| = |kl|dl,

3) k@ 11 @, kui k> 0,
kad 1| @, kui k < 0.
Vektori korrutamisel arvuga on jargmised omadused:
1) (kl)ad = k(Ia),
2) (=k)d =k(—-a)=—(ka)
3) k@ = 0 parajasti siis, kui kehtib vihemalt {iks tingimustest k = 0,
a =0.

Vektori @, iihikvektori ag, ja vastandvektori —a vahel on jirgmised seosed:

1
7= (d@ =

a
~T = (1)@ = (- [@)a.
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Vektorite liitmisel ja korrutamisel arvuga on distributiivsuse omadus:
1) K(@+0)=ka+kb,

2) (k+1)d=kd+1d

5. Vektori jagamine arvuga. Vektorite kollineaarsus.

Vektori korrutamisel arvuga on kaks poordtehet. Antud nullist erineva
arvu k ja vektori @ _puhul vérrand k7 = d maéérab iihe ja ainult iithe vektori,

a . . .
mida tahistatakse = ja nimetatakse vektori a jagatiseks arvuga k. Jagatist

a 1.,
arvuga voib vaadelda korrutisena arvu podrdvaartusega: 7 =50

Antud Vektorlte a ja b korral véib moodustada vorrandi arvu x Inéé-
ramlseks zb = @. See vorrand ei ole alati lahenduy (néit. kui @ H b voi
b =0 ja @ # 0); selleparast vastavat poordtehet pole olemas. Kui b 7é 0,
siis on vorrandi b = @ lahenduvuseks tarvilik ja piisav, et @ || b. Sel
korral nimetatakse lahendit vektorite @ ja b suhteks ja tahistatakse @ : b
Seega saab konelda ainult kolhneaarsete vektorite suhtest.

Iga kahe kollineaarse vektori @ ja b # 0 korral leidub parajasti iiks arv
x nii, et x b =7

Tulemused voime kirjutada {ildisemal kujul: kahe vektori kollineaarsuseks
on tarvilik ja piisav, et kehtiks seos

a6’+ﬁ_b):0,

kus arvud a ja S ei ole korraga nullid (a? + 8% # 0).

Vektorite liitmine ja lahutamine (koordinaatideta).

=

1.1. On antud vektorid @ ja b Konstrueerida jargmised vektorid: 1) @+ b;
2) @ —0;3) b—a;4)-a—b.

1.2. On antud |d| =

, 3’:19ja

a + 3) = 24. Arvutada

R
H—b‘.

1.3. On antud |d| =

- 3‘ — 30. Leida

E+F‘.
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1.4. On antud ristuvad vektorid @ ja b, kusjuures |d| = 5 ja ’?;’ = 12.

Leida, ‘6’—1— 7))‘ ja )E’— b

1.5. Vektorite @ ja b vaheline nurk on ¢ = 60°, kusjuures |@| = 5 ja
m _ 8. Leida (3+ 3’ ia ‘3— 3).

1.6. Vektorite @ ja b vaheline nurk on @ = 120°, kusrjuures |@| = 3 ja
’?))‘ = 5. Leida 6’4——6)‘ ja |@ — 3)

1.7. Millist tingimust peavad rahuldama vektorid @ ja Z, et kehtiksid jéarg-
mised seosed: 1) ‘6’4— b’ = ‘3— b‘ 2) ’5’4— b‘ > ‘E’— b|;3) )E’—l— b‘

ﬁ_zy

1.8. Missugust tingimust peavad rahuldama vektorid P ja ¢ selleks, et vek-
tor P + ¢ jaotaks P ja ¢ vahelise nurga pooleks (eeldusel, et koigil
kolmel vektoril on iithine alguspunkt).

Vektori korrutamine arvuga (koordinaatideta).

1.9. On antud vektorid @ ja b Konstrueerida jargmised vektorid: 1) 3@;
1> 1— 1 -
2) —=b:;3)2ad +=-b;4) =ad —3D.
) 2 Y ) a + 3 Y ) 2 a

1.10. Kasutades vektoritele @ ja b ehitatud roopkiilikut kontrollida jargmis-
te vorduste kehtivust :

(a) (@4 )+ (@ — b) =23
(b) (G+b)—(T—1b)=20;
() T+(b—-3)=1b;
T b T+b
d_ JRN— .
T-0 - @+0b
b:
() —5—+ B

—/
s}
+
S
~
|
—
>
_|_
SR

N——
I
DN | —
Q)
|
S
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(g) <E+%> +(3+g):;(ﬁi ).

1.11. Millist tingimust peavad rahuldama vektorid, et kehtiksid jargmised

seosed:

@) T+b=AT—0b)
b

(b) o = o
|a| ‘b

&
)
+
(wyl
Il
B
|
=

(e) |7 -0 =3+ 0|

1.12. Antud kolmnurga ABC puhul téhistalakse_) AB = m ja AC_): ﬁ’
Konstrueerida jargmised vektorid: 1) m;— n; 2) m; ”; 3) n ;m;

m+n

1, . .
4) — . Vottes pikkusiithikuks 5 || konstrueerida vektorid: 5)
|7 |m + |m| 75 6) | 7| m— |m| 7.

1.13. Toestada, et kolmnurga iga kiilje pikkuse ja selle kiiljega risti oleva
ithikvektori summa on null.

Markus. Eeldatakse, et iihikvektorid on koik suunatud kolmnurga sisse.

2. Vektorite lineaarne soltuvus ja soltumatus.

1. Vektori projekteerimine teise vektori sihile.

_Olgu antud vektorid @ ja b=
AB ning tasand 7, mis ei ole pa-
ralleelne vektoriga @. Asetame li-
bi punktide A ja B tasandid pa-
ralleelselt tasandiga m ja tdhistame
nende loikepunktid mingi @ sihilise

Joonis 1.7
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sirgega vastavalt A ja B’ Vektorit

A'B'nimetatakse vektori b kompo-

nendiks vektori @ sihile (tasandiga

7 madratud prOJekteerlmlsel) ja tahistatakse pa a_)(H 7) voi lihtsalt p g Tab
(vt. joon. D Vektori b pmjektswomks vektori @ sihile (paralleeleselt ta-
sandiga 7) nimetatakse komponendi 7 ¢ 2b pikkust (moodulit), mis on varus-
tatud pluss- voi miinusmérgiga vastavalt sellele, kas p 37; on vektoriga @
sama- voi vastassuunaline. Projektsiooni tahistatakse ]3’33(” 7) voi lihtsalt
= b . Niisiis

Vektorite paralleelprojekteerimise puhul (paralleelselt iihe ja sama tasandiga
7) kehtivad jargmised omadused:

[\
£
S|
S
=S

S

I

oyl
S|
S

>

2b) pa(kb) = kpab.

Analoogiliselt defineeritakse projekteerimine tasandil sirgete abil; projek-
teerimise sihi maarab mingi antud sirge.

Seni kasitlesime paralleelprojekteerimise iildjuhtu — kaldprojekteerimist.
Kui projekteerivad tasandid (sirged) on risti vektoriga @, siis koneldakse
0rtogonaalprojeﬁteerimisest, ortogonaalkomponendist ]_9’37)) ja ortogonaalpro-
jektsioonist pg b. Vastupidisel juhul ,ortogonaal-“ asemel tuleb ,kald-“.

2. Vektorite lineaarkombinatsioon. Summeerimiskokku-
lepe.
Vektorite lineaartehete abil defineeritakse vektorite lineaarkombinatsioo-
ni moiste.
Vektorite ay, @s, . .., a, lineaarkombinatsiooniks nimetatakse avaldist

kiai + koas + . .. + kpa,,
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kus ki, ko, ..., k, on mingid arvud. N N

Niiteks kd on vektori @ lineaarkombinatsioon, @ + b ja @ — b on
vektorite @ ja b lineaarkombinatsioonid. a; + as + ... + a, on vektorite
a1, as, . .. a, lincaarkombinatsioon jne.

Lineaarkombinatsiooni kja; + kaas + . . . + kya,, nimetatakse mittetriviaal-
seks, kui arvude kq, ko, . .., k, hulgas leidub vihemalt iiks nullist erinev (s.t.
k? + k3 +...+ k> #0). Vastupidisel juhul nimetatakse teda triviaalseks ning
tema vadrtuseks on siis nullvektor 0.

Summa lithidalt maaramiseks kasutatakse sageli summeerimissiimbolt Z

Naiteks lineaarkombinatsiooni kirjutame sellle stimboli abil liihidalt

Zkiazk1a+k2@)+~~-kn@)-

i=1

Maksimaalse lihtsuse saavutamiseks on otstarbekas jatta siimbol Z ara ja
kasutada Einsteini summeerimiskokkulepet: iga liiget, milles mingi taht-
indeks (nn. summeerimisindeks) esineb kaks korda, tuleb summeerida; liide-
tavate arvu méérab eelnevalt kokkulepitud (v6i juurdemérgitud) summeeri-
misindeksi muutumispiirkond. Kui néiteks i = 1,2, 3, siis k;a; = kiay +koas +
ksas. Einsteini summeerimiskokkuleppe puhul on monikord vaja summeeri-
mise keelu mirki (1). Niiteks avaldis k;a, = 0 (1) on samavéirne jirgmiste
avaldistega:
kia; =0, keaz =0, k3dz=0.

3. Lineaarse soltuvuse moiste.

Vektoreid ay, as, . . . , a, nimetatakse lineaarselt soltuvaiks, kui leidub nen-
de mittetriviaalne lineaarkombinatsioon, mis on vordne nulliga. Vastupidisel
juhul vektoreid a7, as, . .., a, nimetatakse lineaarselt soltumatuks.

Sellest definitsioonist jireldub: vektorid aj,as, ..., a, on lineaarselt sol-
tuvad, kui vihemalt iiks on avaldatav iilejaédnute lineaarkombinatsioonina.

Lineaarsoltuvusel on jargmised omadused:

1) Kui osa antud vektoreist on lineaarselt soltuvad, siis ka koik antud
vektorid on lineaarselt soltuvad.

2) Kaks vektorit on lineaarselt soltuvad parajasti siis, kui nad on kolli-
neaarsed.
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3) Kolm vektorit on lineaarselt soltuvad parajasti siis, kui nad on komp-
lanaarsed.

4) Tavalise kolmemootmelise ruumi iga neli vektorit on lineaarselt soltu-
vad.

Jareldused

1. Maksimaalne lineaarselt soltumatute vektorite arv ruumis on kolm, ta-
sandil — kaks, sirgel — iiks. Sellepérast deldakse, et ruum on kolme-,
tasand kahe-, sirge iihemootmeline (-dimensionaalne).

2. Sirgel saab iga vektorit avaldada selle sirge mistahes nullist erineva
vektori lineaarkombinatsioonina.

3. Tasandil saab iga vektorit avaldada selle tasandi mistahes kahe mitte-
kollineaarse vektori lineaarkombinatsioonina.

4. Ruumis saab iga vektorit avaldada mistahes kolme mittekomplanaarse
vektori lineaarkombinatsioonina.

4. Vektorvorrand 7 = u? + v?.

Antud mittekollineaarsete vektorite & ja T_}ning_)kahe reaalarulise muu-
tuja u ja v abil méiratud vektorvorrand @ = uk +v [ seab igale arvupaarile
(u, v) vastavusse teatud vektori, kusjuures erinevatele arvupaaridele vastavad
erinevad vektorid. Paari (u,v) muutmisel jadvad vektorid Z, T ja @ komp-
lanaarseteks. Koneldakse, et vektorid x bis 7 mésravad ruumis rihi. Viimane
on iihine koigile vektorpaariga Z, T paralleelsetele tasanditele (samuti nagu
siht on iihine paralleelsete sirgete hulgale). Seega antud vektorvorrand esitab
koik vektorid, mis on paralleelsed rihiga.

Vektorite lineaarne soltuvus ja soltumatus (koordinaatideta).

1.14. Milliseid tingimusi peavad rahuldama kordajad « ja 3, et kehtiks seos

— -

b
ag—i—ﬁ—:(),
a b

kusE’#OjaT;#O.
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1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

1.19.
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Vektor ¢c=ud +v b on esitatud kahe mittekollineaarse vektori @ ja
b lineaarkombinatsioonina. Kas mélemad kordajad u ja v voi iiks neist
voib olla vordne nulliga?

Toestada, et kui e ja T on tasandi mistahes kaks mittekollineaarset
vektorit, siis selle tasandi iga vektor 7 on esitatay kujul 7 = u I +v 7.
Toestada, et arvud u ja v on vektoritega 7, k: T iiheselt midratud.

Naidata geomeetriline konstruktsioon, mis voimaldab esitada antud
vektori kahe temaga komplanaarse liidetava summana, kui on teada:

iihe liidetava suund ja pikkus,

(a)

(b) molema liidetava siht,
(c)
(

d) molema liidetava pikkused.

c¢) the liidetava siht ja teise pikkus,

Teha kindlaks, millal on esitus voimalik ja kui palju on lahendeid, kui
kumbki vektor ei ole paralleelne antud vektoriga.

Toestada, et kui €1, €2, €3 on ruumi mistahes kolm mittekomplanaar-
set vektorit, siis ruumi iga vektor 7 on esitatav kujul 7 = €, +y €2+
2€5. Toestada, et arvud z, y, 2 on vektoritega @, €1, €2, €3 iiheselt
médratud.

Teades vektorite T, m, T esitusi mittekompla-



naarsete vektorite @, ® Ja ¢ lineaarkombinatsioonina, kont-
rollida, kas vektorid 1, E.'E on komplanaarsed, ning jaata-
va vastuse korral andas nendevaheline lineaarne s3ltuvus:

- L ' ps
I) 1 = 28-B-8 , m = 2b-d-a , 1B = 28-%-B,
2) I=3, m=8-b-¢ , @ =a-B+o ,
3) T=a+b*c, B=b+e , 1B =-a+d .

1,20, Vektorid a ja b avalduvad kolme mittekomplanaarse
vektori &, 8,, €, lineaarkombinatsioonidena jérgmiselt:
I 2 3 s

s -,
T-bld, 1 =1,2,3,
Milliseid meoseid peavad rahuldams kordajad , et
Da=5;2)48; 3@ = ¥l.
I.2I. Leida antud nelja mittekomplanaarse vektori
m=a-b+3; P=2+%;
A-b4+8 ; i=%-3
vaheline lineaarne lbltueul.
1,22, Esitada vektor -1+ +
naarse vektori # =3 + § - 28 , 0 = &
lineaarkombinatsioonina,
1,23, Kuidas asetsevad neli vaktorit ruumis, kui nad on
seotud lineaarse s3ltuvusega <3 + ﬁ5 + (8 +&8% =0, kus

I) Ak O, pAO,pko;8F0;

3 kolme mittekompla -
-b jaB=2b+ 3¢

2)al =0, pAO,pto, 040
)X =p=0,840,040;
)X =pap=0,840°7

Kolmnurk ja vektorid.
I1.24, Tde=tada, et korrapdrase kolmnurga keskpunkti

tippudega iihendavate vektorite summa on null.

I1.25, Kolmnurga ABC raskuskeskmeks on punkt O, T3esta -
da, et OA + OB + OF = 0.

1.26. Kolm vektorit AB = 3, BC = a Ja Ei = b on kolmnum

ga kulggdeka. Avaldada kolmnurga m@diaanidega thtivad vek -
torid AM, BN ja TP vektorite &, ©, ¢ kaudu.

D5l =



~T.27. Eelmises ulesandes antud kolmnurga mediaanid
esitada ainult kahe vektori a ja b 1lineaarkombinatsioo-
nidena.

1.28. Teha kindlaks, et vektorid, mis uhtivad mista-
hes kolmnurga mediaanidega, vOivad omakorda olla teise
kolmnurga kiilgedeks.

1.29. Leida kolmnurgas punkt, nii et sellest punk -
tist kolmnurga tippudesse hinevate vektorite summa oleks O,

1.30. Punktist O lihtuvad kaks vektorit OA = & ,
éﬁ D . Leida nurga AOB poolitajal asuv vektor oM.

1.31. EKolmnurga kiljed on iB = c, B = a, G =
Leida selle kolmnurga nurgapoolitajatega kollineaarsed vek-
torid.

1.32. Kolmnurgas ABC on vietud nurga A poolitaja
AD. Avaldada vektor AD vektorite AB Ja AC kaudu.

1. 33. Kolmnurga ABC killg BC on jaotatud viieks
vordseks osaks, kusjuures kdik jaotuspunktid D 'DZ’ 3 Ja
D, on iihendatud vastastipuga A. Tghistades kul:_led AB-¢
ja BC = ¥, leida vektorite D,A, ﬁ? —1 ja 5‘1 aval-
dised vektorite & J® lmu.(ﬁl

1.34. Kblmnurgas ABC punkt D jaotab kilje BC suh-
tes m:n, s.t. BD.DC = min. Avaldada vektor AD vektorite
=% ja i€ = © lineaarkombinatsioonina.

Nelinurk v6i hulknurk ja vektorid.

1.35. Rombi diagonaalvektoriks on AC = &, BD = B.
Esitada rombi kiilgvektorid A5, BG, 05 Jja DA vektorite @
Ja ® lineaarkombinatsioonina.

1,36, Roopkliliku ABCD diagonaalvektorelks on AC=&
ja BP=b. Avaldada rodpkiliku kilgvektorid AB, BC, OD ja
e
DA vektorite & Jja % kaudu.

- 16 -



1.37. ROOpkiilikus ABCD on AB=d@ ja AD=b. Avalda-
da vektorid MA, MB, MC ja MD vektorite a Ja D kaudu,
kui M on ro6pkiliku diagonaalide 16ikepunkt.

1.38. Ileida rodpkiilikus punkt, nii et sellest punk-
tist roopkulilku tippudesse minsvate vektorite summa oleks O.

1.39. ROGpkilliku ABCD Ikiilgede BC ja CD kesk -
punktid on X ja L. Avaldada vektorid BC Jja CD vekto-
rite k¥ ja 1 kaudu, kui AK = k ja AL = 1.

1.40. Nelinurga ABCD killgede AB ja CD -
tideks on punktid ¥ ja E. Tdestada, et #8 = —gxk
Tuletada siit teoreem trapetsi keskldigu kohta.

1.41. Nelinurgas ABCD (tasandilises v0i ruumilises)
on AB =@, BC =1, CD=79P, DA =93 Leida diagonaalide
AC ja BD: keskpunkte iihendav vektor EF. .

1.42, Vordhaarse trapetsi ABCD alumine alus AB = a,
baar AD = b ning Rendevaheline nurk £ BAD = ’3" . Esitada
trapetsi Ulejdanud kiillgedeks Jja diagonaalideks olevad
vektorid & Jja b lineaarkombinatsioonidena.

1.43., Korraparase viisnurga ABCDE kilgedeks olevad
vextorid on AB=-1m, BC =8, D=7, E=q jaEA = F .
Konstrueerida vektorid:

) B-0+p-q+7; 2)ﬁ+2§+%?;

5 B+ 38 -35-q+2F.

1.44. EKorrapirase kuusnurga lahiskiilgedeks on vekto-
rid AB =5 ja BE = §. Avaldada selle kuusnurga kilge~
deks olevad vektorid Af, CD, DE, EF vektorite P ja g kau-
du.

1.45., Korrapdrases kuusnurgas ABCDEF on AB - § ,
BC =7 .
1) Avaldada vektorid AC, AD ja AE vektorite P ja

q kaudu.
2) Leida vektorite suhted :
BC : AD; BC : EF; CF : AB; AB : BC.

-

+46. Korrapirases kuusnurgas ABCDEF on AB 2 ja

= n . Avaldada vektorid E, 15, AF Ja EF vektorite

- 17 -



£ ja ¥ kaudu.

1,47, T8estada, et korrapsrase hulknurga keskpunk-
tist tippudesse lahtuvate vektorite summa on O.

1.48. Toestada, et korraparase hulknurga keskpunkti
kohavektor on hulknurga tippude kohavektorite aritmsetiline
keskmine.

Hulktahukas ja vektorid.

1.49, Rooptahukas on ehitatud kolmele mittekompla -
naarsele vektorile AB =5, AD =§ Jja IL' = ¥. Avaldada
selle rooptahuka llejaanud servadeks, diagonaalideks ja
tahkude diagonsalideks olevad vektorid P, § Jja ¥ kaudn.

1,50, ROOptahukas ABCDA'B'C'D! on antud kilgserva-
deks olevad vektorid: AB = &, AD = %, 1A' = P.

Konstrueerida vektorid:

1) 2 +8 +7 2)ﬁ+§+l§; 3) %'1-%54-5;
#) B+E-F; 5 BE-F+55.

Tetrasedri ABCD tipust A lahtuvad servad
=3, I8 =%t ja AP =T. Avaldada antud vektorite kau-
dn tetraeedri ililejaanud servadeks olevad vektorid, tehu BCD
mediaan DM Ja vektor m, kugs Q on tehu BCD raskuskese.

1,52, On antud tetraseder OABC. Tahistades 01 =€,
0B=0, 00 =% avaldada %, b ja ¥ kaudu vektorid ¥,
¥ ja T8, kus M, P ja R on servade OA, OB ja OC
kegkpunktid; K,Q Ja 8 aga vastavalt vastavate servade
keskpunktid.

‘1.53. On antud kolm paarikaupa ristuvat samas punk -
tis rakendatud joudm M, N ja P. Leida resultantjéud R, kui

M =2xG, N =10kG ja P = 11kG.

3. Baas jJa koordinaadid. Li-
neaartehted vektoritecga
koordinaatkujul.

1. Basp_js koopdineadid.

Vektorite koordinaatide dsfinserimisel kasutatakse

- 18 -



vektorite linsaarse s8ltuvuse mdistet.

Beap ja kogrdinaadid sirgel. Valime sirge vektorite
bulgast mingi vektori @ # 0. Iga vektor X .gellest hul-
gast avaldud kujul ¥ = x8. Jeldakse, et & moodustab sirge
vektorite hulga baagi; skalaari x nimetatakse vektori X
koordinsadiks bassil §, Et T =x9 , siis x =1’ ehk

-F o 2e,
s.%. vektori koordinmet virdub absoluutvaartuselt vektori
pikimsega, kui pikXimstthikuks sirgel valida baasi @ pikkus
(s.t. lugeda bassivektar ihikvektoriks), koordinsadi mArgi
midrab vektori suumd baasi suhtes.

Baas korraldad tksthese vastavuse sirge vektorite hul-
ga ja reaalarvude hulga vahel, kus vektorile vastab tema
koordinaat. Baasi valik nddrab sirgel kindla suuna; suunsga
varustatul sirget nimetatakse teljeks.

Baas ja koordinsadid tesandil vdi ruumis. Valime:-ta-
sandi vektorite bulgast vabalt kaks mittekollineaarsgt"vek-
torit 71 Ja 32. Iga vektor X vaadeldavast hulgast.on
vextorite §, Ja &, linesarkombinatsioon:

; = 210‘1 + 22;2-
Oeldakse, et vektorid &, ja ?2 moodustavad tasandi vektorite
hulga bassi : arve - x' ja x° nimetatakse vektori X
koordinaatideks baasil ?1 '°.2 3

Analoogiliselt mAaratakse vektori koordinaadid ruumis:

fikseeritakse mingid kolm mittekomplensarget velktorit &, ,
&, 3’5 - vektorite hulga bace ruumis. Iga vektor X o
beasi vektorite 3'1’, 72 . 33 lineasarkowbinatsioon:

X = ‘.1 3 d = 152543
ehk Uksikasjalikult

- i 10
x-xe1+x232+x3:3 ’
7 Skalaare x1, 12, 13 nimetatakse vektori X koordinaatideks

- 19 -



baasil 3'1 .'8’2,33 3

Nii tasandil kui ka ruumis on baasivektorid jdrjesta-
tud: sellepdrast on jarjestatud ka vektori koordinaadid.
Baas korraldab iiksihese vastavuse tasandi vektorite hulga
ja jarjestatud reaalarvupaaride hulga vahel, ruumis vekto -
rite hulga ja jarjestatud reaalarvukolmikute hulga vahel.
Eui vektoril ¥ on koordinaadid x., x2, 13, siis kiriu -
tatakse X = (x,x°,x’), tasandil amaloogiliselt ¥ = (x ,x°)
(v61 X = (x1.x2,0) ). Vektorite koordinaadid erinevate
baaside suhtes on erinevad.

Baasi nimetatakse ristbaasiks (ehk ortonormeeritud
baasiks), kui baasivektorid o ,e s, on paarikaupa ristu -
vad (ohk ortogonaalsed) uhikvektorid. Ristbaasi vektorite
pubul kasutatakse sageli spetsisalseid tahistusi 1,J,K;
vektori koordinaate sellise baasi suhtes tdhistatakse tah-
tedega x,y,z Ja nimetatakse ristkoordinaatideks. Vektori
ristkoordinaadid on vektori ristprojektsioonid baasivektori-
te sihtidele.

2. Lineaartehted vektoritega koordinaatkujul.
Olgu vektorid x Jja y antud oma koordinaatidega

ningi baasi 01,02,95 suhtes :

(x-' x2 xj) Ja ;= (’1 112"5),
X = xi°i s ¥ = ’1:1 i 1=1,2,3.

(1) Vektorid on vdrdsed parajasti siis, kui vastavad
koordinaadid on vdrdsed:
T =3 siis ja ainult siis, ki x,& =7, ehk
(xi-yi)fi=0. s.t. kui

‘1311, 12=yz ’ x3=’3. (1.1)

(2) Kahe vektori summa (vahe) koordinaatideks on nende

vektorite vastavate koordinsatide summad (vahed):

x

s.t.

Xy = xi‘i s+ ’1;-1 = (xij Ii) :1 s B8.t.

TaT=0x 370575 X5 £33 ). (1.2)
Bullvektori koordinaadid on nullid.
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{(3) Vektori korrutamisel arvuga korrutub selle arvuga
vektori iga koordinaap:

K = k(x,8,) = (x;) &, s.t.
1&=(n1’ kle kx;) . (1-5)

(4) Vektorid on kollineaarsed parajasti siis, kui
nende koordinaadid on virdelised.
Kui X||F; F#0, siis ¥ = k. Jdrelikult

x1=kyi, s.t. ‘_1_2 f}-k, (1.4)

I Yo = 3'5 4
Vastupidi, seosest (1.4) Jjdreldub vektorite kollineaarsus.
(5) Tunnus vektorite lineaarseks sdltuvuseks.

Kui f=‘1‘1 ’ f:yiti y 2 = z,® . 1=1,23
mingi baasi suhtes Ja

k.‘; + ki +k,2=0 '
siis seoste (1. 1-4) pohjal

k1x1 + kzyi + k}’i =0. (1.5)
Vastupidi, seosest koordinaatide vahel (1.5) jdreldub seos
vektorite vahel.

Jubhul kui seoses (1.5) kordajatest k,, k,, k3 va -
hemalt iiks on mullist erinev, on tegemist vektorite X, ¥, Z
lineaarse sGltuvusega.

Kolm vektorit on lineaarselt sdltuvad parajasti siis,
kui vektorite koordinaatidest moodustatud determinant on
vordne nulliga, s.t.

% X X
¥, Yo 15 =0.

l1 32 !5

Lineaartehted vektoritega koordinsatide abil.

1,54, On antud kolm vektorit: X = ( 2,4) , b =(-3,1),
T = (5,-2). Leida vektorid

-2l -



1) 2& + 36 - 58,
2) T + 280 + 188 .

1.55. On antud Xolm vektorit & = ( 3,-1), b x(1,-2),
&€ =(1,7). Leida vektori P =% + D + & Xkoordinsadid
baasil T, D .

1.56. Tasandil on antud kaks vektorit P=(2,-3),
@=(1, 2) . Leida vektori & = ( 9, &) arenduse koordinaa-
did vaasil P, ¥ .

1.57. Tasandil on antud kolm vektorit & = ( 3,-2 ),
b=(2,1) 3a&=(7,-4 ). Leida iga vektori koordinsa-
did ilejasnud kahest vektorist moodustatud baasil.

1,58, Esitada vektor ¢ vektorite & ja b 1linesan
kombinatsioonina, kui

1) &T=(4,-2), B=(3

2)t=(5|4)s S’(')r

3) §=(6,2), B=(a2),

1.59. On’ antud kolm vektorit & = ( 5, 3 ) , b=
=(2,0), €=(4,2). Valida arvud o Ja p nii, et
kolm vektorit e«a, b ja ¢ moodustaksid kolmmurga, kui
iga vektor pekendada eelmise 15pp-punkti.

1.60, Ruumis on antud vektorid & = ( 3,-2,6 ) Ja
b=(2,1, 0). Leida vektoriad:

1N a+b; 2):—5‘; 3) 2a ;
4)-%"53 5) 2K + 3b ; 6)%‘-F-

1.61., Ruumis on antud kolm vektorit & = (5, 7, 2),
L (3,0, 4), g = (-6, 1,-1 ).

Ioide vektorid 1) 38 - 26 + € ; 2) 5& + 6b + 48 .

1.62. Ruumis on antud kolm vektorit 7 = ( 3,-2, 1 ),
e@=(1,1,-2), T=(2,1,-3). Leida vektori
€x=(1,6, 5) koordinaadid baasil F,d,¥ .

1.63. On antud neli vektorit a =( 2, 1, 0 ),
b=(1,1,2), T=(2,2,-1) ja d=(3, 7,-7).
Leida iga vektori koordinsadid tilejadanud kolmest vektorist
moodustatud bassil.

1,64, Vektorid iB = ( 2, 6,-4 ) ja AC = ( 4, 2,-2)
on kolmourga ABC kiilgedsks. Leida kolmnurga mediaan vekto-
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3. Baas ja koordinaadid. Lineaartehted vekto-
ritega koordinaatkujul
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rite m , B—]>\7 ja Cﬁ koordinaadid.

- - =
1.65. Leida, millistel « ja 3 védrtusel vektorid @ = =2 § + 8 k b
i — 67 + 2k on kollineaarsed.

=«

1.66. Naidata, et iga kolme Vektorl a, b ja < mng iga kolme arvu A, p, v
korral vektorid \d@ — I b v b —\7, ,u? — v°d on komplanaarsed.

1.67. On antud neli vektorit @ = (1,5,3), b = (6,4, —2), @ (o —5,7),
= (—20,27,—35). Valida arvud o, /8 ja ~ nii, et vektorid a@, b ,

v 7 ja 7 moodustaksid kinnise murdjoone, kui iga jargnev vektor ra-
kendada eelmise vektori 16pp-punktist.

%
1.68. Esitada vektor 7 vektorite 7, b ja Kl lineaarkombinatsioonina, kui

1) @ =(2,31), b = (5,7,0), @ = (3,-2,4), d = (4,12, -3);

9) @ = (5,-2,0), b = (0,-3,4), @ = (—6,0,1), d = (25,22, 16).

3) @ = (3,5,6), b = (2,-7,1), @ = (12,0,6), d = (0,20,18).
1.69. Teha kindlaks, millistel allpool toodud juhtudel vektorid H}, ? ja Kl

on lineaarselt soltuvad ning esitada sel puhul vektor < vektorite @ ja
b lineaarkombinatsioonina:

) @ =(521), 5 =(~1,4,2), @ = (—1,-1,6);
2) @ = (6,4,2), b = (~9,6,3), @ = (—3,6,3):
3) @ = (6,18, 12),7:(—8,24,—16),?:(8,7,3);
4) @ =(2,-3,5), b = (-8,12,-15), @ = (6,9, 10).



Peatukk 2

Reeper ja punkti koordinaadid

1. Punkti kohavektor

Punktihulkade kirjeldamiseks vektorite abil on tarvis korraldada vastavus
vektorite ja punktide vahel. Selline vastavus saadakse iihe suvalise punkti
fikseerimisega sirgel, tasandil voi ruumis.

B

@)

Joonis 2.1
Fikseeritud punkti O nimetatakse alguspunktiks (ehk pooluseks). Punkti

P kohavektoriks alguspunkti O suhtes nimetatakse vektorit O? Igale punk-
tile seatakse vastavusse tema kohavektor O suhtes. Seejuures (vt. joon.

AB = OB - OA.

Jarelikult vektor on oma lopppunkti ja alguspunkti kohavektorite vahe.
Kui punktide A, B, C,... kohavektorii;aks on E), b, ?, ... iithe ja sama
pooluse suhtes, kirjutatakse A(@), B(b), C(7), ...

2.1. Anda tingimus kolme punkti A(@), B(?) ja C() kollineaarsuseks.
2.2. Mida voib Selda kolme punkti A(@), B(?) ja C(@) vastastikuse asen-

_>
di kohta, kui nende kohavektorid on seotud jargmiselt: od + Bb +
¢ =0, kusjuures a + 8+ = 07

21
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%
2.3. Milline on nelja punkti A(@), B(b ), C(7) ja D(j) komplanaarsuse
tingimus?

2.4. Naidata, et kolmnurga tippude kohavektorite summa on null, kui koor-
dinaatide alguspunkt asub kolmnurga raskuskeskmes.

2.5. Kus peab asetsema reeperi alguspunkt, selleks et ro6pkiiliku koigi tippu-
de kohavektorite summa oleks null?
2.6. Roopkiiliku kolme tipu A, B, C' kohavektorid on (@), (b ) ja (). Aval-

dada nende kaudu B vastastipu D kohavektor (7)

2.7. Toestada, et tetraeedri vastaskiilgede keskpunkte ihendavad 16igud 16i-
kuvad {iihes ja samas punktis ning poolituvad selles.

2.8. Niidata, et n materiaalse punkti raskuskeskmest koikidesse nendesse
punktidesse suunatud vektorite summa on null (eeldusel, et koikides n
punktides on vordsed massid).

2. Afiinne reeper. Ortoreeper ja ristreeper

1. Afiine reeper.

Stiisteemi, mis koosneb alguspunktist ja vektorbaasist, nimetatakse afiineks
reeperiks (ehk afiinseks koordinaatsiisteemiks). Igale punktile = saab seda
vastavusse tema kohvektori (77) = (@? ). Kohavektori koordinaate antud
baasil nimetatakse punkti x afiinseks koordinaadiks. Seega punkti afiinseteks
koordinaatideks antud reeperi suhtes on tema kohavektori koordinaaii()i sama
reeperi suhtes. Kui on antud kaks punkti A ja B kohavektoritega OA = @,
OB = b, siis ﬁ = O@ —O0A=1bv -7 ning vektori koordinaadid on ots-
punktide koordinaatide vahed (16pp-punkti koordinaatidest tuleb lahutada
alguspunkti koordinaadid).

Afiine reeper sirgel koosneb iihest punktist O ja iihest vektorist < # 0.
Teda téhistatakse R = {0, €} (vt. joon. Sirge suvalise punkti X afiinse
koordinaadi x maarab vektorvordus.

OX =27¢
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~l

o) X(z)

>

Joonis 2.2

Punkti X koordinaadiga x tdhistatakse stimboliga X (z). Reeper R =
{0, ?} korraldab {iksiihese vastavuse sirge punktide hulga ja koigi reaalar-
vude hulga vahel: X <> 2. Reeperi fikseerimine muudab sirge arvteljeks.

Afiine reeper tasandil koosneb punktist 0 ja kahest mittekollineaarsest
vektorist €1 ja e3: R = {0, e, e_g} (vt. joon. . Tasandi suvalise punkti X
koordinaatideks 7 ja xo (ehk x ja y) on tema kohavektori O‘X) koordinaadid,
mis maaratakse vordusest

O—)g:x“@ ja a=1,2,

ehk
O_X) = xl?l + 1’26_2>.

Joonis 2.3

Punkti X koordinaatidega x' ja 2 (ehk z ja y) tihistatakse X (2!, 2?)
ehk X (x,y). Reeper R = {0, €1, ?2} korraldab iiksiihese vastavuse tasandi
punktide hulga ja koigi jarjestatud reaalarvupaaride hulga vahel:

X & (z', 2%



Afiinse reeperi korrel on vektorbaas iildjuhul t&dies-
t1 suvaline, s.t. baasivektorite pikkuste ja reeperinurka-
de kehta ei esitata mingeid kitsendusi peale nsude, et vek-
torid oleksid lineaarselt saltumatud, s.t. mittekollineaar-
sed (tasandil) ja mittekomplanaarsed (ruumis).

Ka ruumis nimetatakse sellist afiinset reeperit, mil-
le baasivektorid on iihikvektorid kaldreeperiks.

2, Ortoreeper ja ristreeper.

Afiinse reeperi (baasi) puhul eristatakse jéargmisi
erijuhte. Kui baasivektorid on vastastikku risti (ortogo-
naalsed), siis koneldakse ortoreeperist ehk ortogonaalsest
reeperist (ortobaasist ehk ortogonaalsest bassist). Kui
baasivektorid on iihikvektorid, siis koneldskse normeeritud
reeperist (baasist).

Normeeritud ortoreeperit (-bsesi) nimetatakse ortonor-
meeritud reeperiks (baasiks) ehk ristreeperiks (-baasiks),
ka Descartes'i ristkoordinasadistikuks, Ristreeperit té-
histatakse sageli R = {0, 1’, 3’, k.J, tasandil vastavalt
RES {O, T, 3] 2 | Punkti koordinaate ristreeperi suhtes
nimetatakse ristkoordinastideks. Ristreeperi kasutamisel
rida valemeid oluliselt lihtsustuvad., Nditeks kshe tasan-
dil asuva punkti A(x,, y,) ja B(x,, ¥,) vaheline kaugus,
mis on vdrdne vektori AB=(x2-x1,yzfy{% pikkusega, arvu-
tatakse ristreeperis valemiga

1881 = Vixpm 202 + p- 3902 (2.2)

Mirkus. XKui iilesandes reeper (baas) on ristreeper,
siis lihtsuse mottes me seda edaspidi eraldl ei miirgi.

1 René Descartes /dekaart/,lad, Renatus Cartesius (1596-
1650).

2 Kui iilesannetes esineyad téhistused 1, J,'E on alati te-
gemist kas ristreeperi voi ristbaasiga.

3 Valen kehtib ainnlt ristreeperi korral ja on erijuht va-
lemist (2.1), kui w = &.
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Punkti koordinaat sirgel,

2.9. Konstrueerida punktid A(1), B(V2), c(-V3),
D(2/3), B(/5-1), F(-0,(4)).

2,10, Konstrueerida punktid, mille koordinsadid rahul-
daksid vorrandeid:

1) &R - BB 5 5) xduxPeix=0;
2) x°- 4 = 0; 6) xC+ux+4=0;
3) j=x|= 3; 7) x°-x+6=0.
4) x2+ x-6=

2:11. Kirjeldada punktide geomeetrilist asendit, kui
nende koordinaadid rahuldavad Jjédrgmisi vorratusi:

1) x>2; )l 3) x-5<10; 4) x24x-12>0;

5) x°+x-12<0.

2212, TCestada semasus X,pXon+X, Xpp#X, Xp.=0, kus
A, B, C, D on suvalised punktid arvteljel, xAB - vektori
AB koordinaat Jne.

el Arvutada punkti A koordinaat, kui on teada:

1) B(3) ja ABz(5): 2) B(2) ja AB=(-3); 3) B(-5) ja BA=(-3);
4) B(0) ja (IBis2; 5) B(2) ja |aBl=3; 6) B(-5) ja IDBj=2.

2:14. Olgu sirgel smtud kolm suvalist punkti A, B ja

C. Soltumata nende vastastikusest agsendist, kehtib seos:
AB+B8=AC. Kontrollida selle vdrduse oOigsust jirgmiste punk-
tide puhul:

a) A(-3), B(5) ja C(12);

b) A(4), B(1) ja C(6);

c) A(3), B(-7) ja C(-2);

d) A(x1)' B(xz) Ja 0(13)0

2:15. leida punktide A Jja B vaheline kaugus 4
alljargnevatel juhtudel: 1) A(1), B(-7); 2) A(3), B(-2);
3) A(-6), B(-10) Kontrollida tulemust joonisel.



Ristreeper tasandil

5.16. Eonstrueerida punktid: A(2; 7),B(3,0), C(1,-4),

0,5), E(=1,2), F(=4,-3), &(-2,0), H(0,~3), K(-33, 23),
L( 2, - 3), N(O, 5)-

2,17, Leida punktide A(2, -3), B(3, -1), C(-5, 1),
D(-3, -2), E(-5, =1) projektsioonide koordinsadid abstsiss-
teljel.

2.18. Leids punktide A(-3, 2), B(-5, 1), C(3, -2),
D(-1,1) E(-6, -2) projektsioonide koordinaadid ordinaattel-
jel.

2219. Teha kindlaks, millises veerandis asub punkt
M(x,y), ki 1) xy>0; 2) xy<0; 3) x-y=0; 4) x+y=0; 5) X+PQ;
6) x+y<0; 7) x-y>0; 8) x-y<O.

2.20, Olgu antud punkt M(x,y). Leida punktiga M siinmeet-
riline punkt

a) reeperi glguspunkti suhtes;

2) sbstsigstelje suhtes;

3) ordinaattelje suhtes;

4) esimese ja kolmanda reeperinurgs poolitaja suhtes;

5) te}se Jja neljanda reeperinurga poolitaja suhtes.

2,21, Leida punktiga A(2, 3), B(-3, 2), C(-1, -1),
p(-3, -5), E(-4, 6), F(a, b) simmeetrilised punktid x-telje
suhtes. :

2022, Leida punktidega A(-1, 2), B(3, -1), C(-2, -2),
D(-2, 5), E(3, -5), F(a, b) simmetrilised punktid y-telje
suhtes,

2023, leida punktidega A(3, 3), B(2, -4), C(-2, 1),
p(5, -3), E(-5, -4), F(a, b) simmeetrilised punktid
reeperi alguspunkti suhtes.

2.24, Leida punktidega A(2, 3), B(5, -1), C(-3, 4)
siimmeetrilised punktid esimese reeperinurga poolitaja
suhtes. a

2,25, Leida punktidega A(3, 5), B(-4, 3), C(7, -2)
siimmeetrilised punktid teise reeperinurga poolitaja Suh-
tes,
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2.26, Milline on iihel reeperinurga poolitajasl asu-
va punkti koordinaatide vaheline seos?

2.,27. Punktide A(-2, 5) ja M(x, y) vaheline kaugus
on 3 pikkusiihikut. Leida punkti M koordinaadid, kui 1) A
ja ¥ asetsevad x-teljega paralleelsel sirgel; 2) A ja M
asetsevad y-tel jega paralleelsel sirgel.

Vektorid ja loigud

2,28, Leida vektori Kﬁé(x.y) 18pp-punkti  koordi-
naadid, kui

1) x=4, y==2, A(1,2);

2) x=-1, y=3, A(-1,0);

3) x=0, y=-3, A(4,3).

2029, Leida vektori iB pikkus ja sihikoosinused ,kui

1) A(-1,4), B(4,-8);

2) A(4,7), B(-2,-1);

3) A(1,2), B(4,6).

2,30, On antud keks punkti A(3, 7) ja B(S5, 6). Leida
vektori projektsioonid reeperitelgedel.

2,31, Konstrueerida reeperi alguspunktist léhtu-
vad ISigud,'kui nende proJjektsioonid reeperitelgedel on:
1) x=3, y=2; 2) x=2, y==5; 3) x=-5, y=0; 4) x=-2, y=3;

5) x=0, y=3; 6) x=-5, y=-1,

2.32. Konstrueerida loigud, miJle alguspunktiks on
punkt M(2, -1) ning nende projektsioonid reeperitelgedel
on: 1) x=4, y=3; 2) x=2, y=0; 3) x=-3, y=1; 4) x=-4, y=-2;
5) x=0, y=-3; 6) x=1, y=-3.

2.33. Laigu Iﬂlz projektsioonid reeperitelgedel on
x=5, y=-4 ning alguspunkt on M,(-2, 3). Leida selle 10igu
lopp-punkti koordinasadid.

2,34, Loikude projektsioonid reeperitelgedel on:

1) x=3, y==4; 2) x=12, y=5; 3) x=-8, y=6; Leida nende loi-
kude pikkused. g

- 3] -



2.35, Laigu pikkus 4 on 5 ning ta projektsioon abst-
sissteljel 4, Leida selle laigu.projoktsioon ordinaattel jel,
kui ta moodustab ordinaatteljega: 1) teravnurga; 2) niiri-
nurga.

2,36, Loigu MN pikkus on 13, ta algus asetseb punktis
M(3, -2) ning ta projektsioon abstsissteljel on 12, Leida
selle loigu otspunkti koordinaadid, kui ta moodustab ordi-
naatteljega: 1) teravnurga; 2) niirinurga.

2.37. Loigu MN pikkus on 17, ta lopp-punkt on N(-7,3)
ning projektsioon ordinaatteljel 15. Leida selle 151gu al-
guspunkti koordinaadid, kui ta moodustab abstsissteljega:
1) teravnurga} 2? niirinurga.

Kollineaarsed punktid. Kaugused,

2238, Kontrollida, kas antud kolm punkti
1) (Q,S), (2.1). (-1’7);
2) (3|1)p (-2."9): (8'11)§
3) (0’2)' (-1'5)9 (3.4)
asetsevad iihel sirgel.

2,39. On antud punktid A(0,0), B(3,-4), C(-3,4),
D(-2,2) ja E(10,~3). Leida punktide 1) A ja B; 2) B ja C;
3) A jaC; 4) C ja D; 5) A ja D; 6) D ja B vaheline kaugus
d.

2240, Leida x-teljel punkt, mis asetseb vordsel kaugu-
sel reeperi alguspunktist ja punktist A(9,-3).

2,41, Leida ordinaatteljel punkt, mis asetseb punktist
A(4,-6) 5 iihiku kaugusel.

2,42, Leida punkti M ordinaat, kui ta abstsiss on 7
ning kaugus punktini N(-1,5) on 10,

2.43, Leida punkt, mille kaugus x-teljest ja punktist
A (=5,2) on 10.

2,44, Leida punkt, mille kaugused punktidest 4 (-5,1),
B (3,-5) ja ¢ (2,2) on vordsed.

2,45, Leida antud kolmest punktist A(2,2), B(-~5,1) ja
C(3,-5) vordsel kaugusel asuva punkti koordinesadid.



2,46, Millist tingimust peavad rahuldama punkti M(x,y)
koordinaadid, et see punkt asetseks vordsetel kaugustel
punktidest A(7,-3) ja B(-2,1),

Kolmnurk, roopkulik, nelinurk,

2,47, Naidata, et kolmnurk on korraparane, kui ta ti~
pud on A(5,2), B(B,Gjr) ja €(3, g‘)

2,48, Naidata, et kolmnurk tippudega A(6,5), B(1,10) ja
C(3,2) on taisnurkne.

2,49, Kolmnurga tipud on A(2,-3), B(1,3) ja C(-6,-4),
Leida punkt M, mis uhtib tipuga A, kui joonis murtakse kok-~
ku mooda sirget BC.

2,50, Ruudu kiillg on 1, Leida ruudu tippude koordinaadid,
kui reeperi telgedeks on:1) kaks mitteparalleelset ruudu kud
ge; 2) kaks diagonaali; 3) sirged, mis on paralleelsed ruu-
du kﬁlgedega ning 16ikuvad ruudu keskpunktis,

2,51, Reeperi teljed on paralleelsed rombi diazonaali -
dega. Punktid A(x1,y1) Ja B(x2,y2) on rombi lahistipud. Aval-
dada ulejaanud tippude koordinaadid antud tippude koordinaa-
tide kaudu,

2,52, Roopkuliku ABCD kolm tippu on A(2,3), B(4,-1) ja
€(0,5). Maarata neljas tipp D,

2053, Raspkﬁliku kolm tippu on:

1) A(4,2), B(5,7), C(-3,4);

2) A(3,-5), B(5,-3), C(-1,3)., Leida tipu B vastastipp D

2,54, Antud trapetsi ABCD kolm jarjestikust tippu on
A(-1,-2), B(1,3) ja C(9,9). Leida trapetsi neljas tipp D,
kui trapetsi alus AD=15,

2.55. Vordhaarse trapetsi pikem alus 4B=8, korgus 3 ja
alusnurk 450. Votame trapetsi pikema aluse abstsissteljeks ,
aluse keskpunktist ehitatud ristsirge ordinaatteljeks, kus-
Juures positiivseks suunaks loeme trapetsi sisemusse suundu-
va ristloigu suuna, Leida trapetsi tippude, diagonaalide 18-
kepunkti M ja haarade laikepunktide koordinaadid,
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2,56, EKorrapérase kuusnurge kiilje pikkuseks on 6 moot~
ihikut. Leida kuusnurga tippude ristkoordinsadid, kuil koor-
dingatide alguspunktiks on kuusnurga keskpunkt ja x-telg
18bib kuusnurga kaht vastastippu.

2,57. Toestada, et korrapdrase hulknurga tippude ssma-
nimeliste koordinaatide aritmeetiline keskmine on vordne
hulknurga keskpunkti vastava koordinaadiga.

Ristree Iruumis,

2298, Millistes oktantides voivad asuds punktid, kui
1) xy>0; 2) x2<0; 3) yz>0; 4) xyZ>0; 5) xyz<O.

2.59. Millistes oktantides voivaed asuda punktid, mil-
le koordinaadid rshuldavad jirgmisi vorrandeid: 1) x-y=0;
2) x+y=0; 3) x-2=0; 4) x+2=0; 5) y-z=0; 6) y+2z=0.

2,60, Olgu antud punktid A(4, 3, 5), B(-3, 2, 1),
c(2, -3, 0) ja D(0, O, ~3). Leida nende punktide projekt-
sioonid: 1) xy-tasandil} 2) xz-tasandil; 3) yz-tasandil}
4) abstesissteljel; 5) ordinaatteljelj 6) aplikaatteljel.

2261, Leida reeperi alguspunkti O kaugus punk-
tidest A(4, -2, -4), B(-4, 12, 6), C(12, -4, 3), D(12, 16,
=15).

2462, Antud on punktid a(1, -2, -3), B(2, -3, 0),
c(3, 1, -9), d(-1, 1, -12). Arvutada loikude AC, BD ja CD
pikkused. g

2263, Abstsisstel jel leida punkt, mille kaugus punk-
tist A(-3, 4, 8) on 12. '

2.64, Leida vektori ®=(3, =1, 4) 1opp-punkt N, kui
vektori alguspunkt on M(1, 2, -3).

2465, Leida vektori AB=(2, -3, -1) slguspunkt, kui ta
10pp-punkt on B(1, =1, 2).

2.66. On antud punktid A(3, -1, 2) ja B(-1, 2, 1).
Leida vektorite 1B Ja Ta koordinaadid.

2.67, Kolmnurga tipud on: A(-1, 2, 3), B(5, -3, 4) Ja
c(2, 1, 6)-.. Alalgada kolmnurga kiilgvektorid reeperi iihik-
vektorite i, j, k kaudu.
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2468. Eas on voimalik lahendada eelmisele iilesandele
vastupidist tilesannet, s.0. teades iolmnurga kiilgvekto-
reid, leida kolmnurga tippude kohavektorid?

2469, On antud kolmnu.rsa tipp A(2, -5, 3) ning kiilg-
vektorid AB=(4, 1, 2) Ja B=(3, -2, 5). Leida ilejainud
tipud ja kiilgvektor GA.

2.70. Toestada, et kolmnurk tippudega 4,(3, -1, 6),
Az(-1 7, =2) Ja A (1, -3, 2) on téisnurkme.

2.7, 'roostada. et kolmnurk tippudega A(3, -1, 2),
B(0, -4, 2) Ja C(-3, 2, 1) on vordkiilgne.

2272, Toestada, et kolmnurga M(3, -2, 5), N(-2, 1,-3),
P(5, 1, ~1) sisenurgad on teravnurgad.

2.73. Kas kolmnurk tippudega ll1(4, -1, 4), l2(0, P,
-4), l3(3. 1, -2) on teravnurkne, t@isnurkpe voi niirinurk-
ne?

2974, RS6pKiiliku ABCD kolm tippu on A(3, -1, 2),

B(1, 2, -4) Ja C(-1, 1, 2). Leida neljas tipp D.

275, R66pkiiliku ABCD kolm tippu on A(3, -4, 7),
B(-5, 3, -2) ja €(1, 2, -3), Leida tipu B vastastipp D.

2276, FNelinurga tipud on mé@dratud kohavektoritega
a=51+23-k, b=i-3j+4k, c=-21+J+3k, d=21+6J-2k. Toestada, et
see nelinurk on rédpkiilik.

2077, Kontrollida, kas neli punkti A(3, -1, 2), B(1,
2, -1), ¢(-1, 1, -3), D(3, -5, 3) osutuvad trapetsi tippu-
deks.

2,78, Olgu antud kuubi neli tippu 'A(-e, -a, -a),
B(a, -a, -a), C(-a, &, -a) ja D(a, a, a). ¥iHrata kuubi
ilejddnud tipud.

Afiinne reeper tasandil.

2079. Kaldreeperis, mille baasivektorite vaheline nurk
on w=—'._F— » konstrueerida kolmnurk tippudega A(3, 5),
B(-“'l 7)’ 0(5’5l -3'5)-

2.80, Konstrueerida punktid A(3, 2), B(-4, 6), C(-2,
-5), D(4, -1) kaldreeperis, kui reeperinurk on w--é_‘ o
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2481, Leldas kaldreeperis jirgmiste punktide kaugus
teineteisest:

1) A (1, 10), B (7, 2), w=60°;

2) A (0, -4), BU{?, -2),w=30°

3) A (-5, 4), B (-1, -5)m=45°;

4) A (5,4, 6,2), B (7,5, 2,8),w=120°.

2482, Leida reeperinurk w , kui punkti A (10, -4)
kaugus punktist B (7, -1) on 3 mootiihikut.

2.83. Kaldreeperis on antud punkt M(6,4), kusjuures
reeperinurk w =150°. lLeida selle punkti kaugus reeperitel-
Jest,

2,84, Leida punkti M koordinaadid kaldreeperis, kui ts
kaugused reeperitelgedest on vastavalt 1 ja 1,5 iihikut ja
w= . ;

2,85, Leida 1oikude projektsioonid reeperitelgedel,
kui 10igu pikkus 4 ja reeperinurk w on vastavalt: 1) d=12,
u:-a—.‘i«' ; 2) d=6, w=~ r 3) d=2, W = - i.

2.86, Loigu projektsioonid reeperitelgedel on X=1,

Y== 3. Leida selle laisu projektsioon teljel, mis moodustab
x-teljega nurga ¢= -z-i' . .

2.87. On antud punktid I,'(’l, -5) Jja HZ(I&, -1), Leida
loigu l1l2 p:égjektsioonid teljel, mis moodustab x-teljega
nurga P-- z- .

2,88, On antud kaks punkti P(-5, 2) ja Q(3, 1), Leida
lBigu PQ projektsioon teljel, mis moodustab x=teljega nurga
¢ =arctan g.

2,89, On entud kaks punkti M (2, -2) ja M,(7, -3). Lei-
da 1oigu l,,lle projektsioon teljel, mis 1l&bidb punkte A(5, -4),
B(-7, 1) ning on suunatud: 1) punktist A punkti B ning
2) punktist B punkti A,

2,90, Rombi kiilje pikkuseks on 3 mootilhikut. Leida
rombi tippude koordinaadid, kul rombi kiil jed on reeperitel-
gedeks,

2.91. On antud korrapérane kuusnurk ABCDEF. Leida tip-
pude koordinaadid, kul koordinsatide alguspunktiks on punkt
A, sbstsisstelje-positiivne suund iihtidb vektori \AB positiiv-
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se suunaga ning ordinaattelje positiivmne suund iihtib vek-
tori iE suunaga, kusjuures uhlkloiguks molenal teljel on
kuusnurga kiilg.,

2.92, On antud keks rsopkiliku ldhistippu A(-1, 3)
ja B(2, =1). Leida kaks iile jasnud tippu, kui reeperitel-
gedeks on rodpkiiliku disgonaalid.

2.93. Leida korrapidrase kuusnurgs tippude koordinaa-
did, kui kuusnurga kiilg on a, reeperialguspunkt asetseb
kuusnurga keskpunktis ning abstsisstelg ldébidb kaht vastas-
tippu.

2.94, Trapetsi ABCD alumine alus AB on kolm korde pi-
kem iilemisest alusest CD. Reeperi alguspunktiks votame
punkti A, abstsisstelje positiivseks suunaks aluse AB suu-
na, ordinaadi positiivseks suunaks haara AD suuna ning
kiilgede AB ja AD pikkused iihikloikudeks nendel telgedel,
Leide trapetsi tippude, diagonaalide 1o0ikepunkti O ning
haarade loikepunkti § koordinaadid.

295, On antud afiinne reeper, kusjuures reeperinurk
w = arccos(-i) ning iihik10ik abstsisstel jel on 2,5 korda
pikem ﬁhiklaigust ordinaattel jel. Konstrueerida selles
reeperis punktid A(4, 2), B(-2, 1), C(-3, -3), D( 2, - 3).

i

§3.Loigu jagamine antud
suhtes

1. Lihtsuhe.

Kolme ilihel sirgel asuva punkti A, B, C lihtsuhteks
punktide antud jirjekorras nimetatakse arvu (vektorite
suhet)A = AC:CB ja tdhistatakse (ABC). Olgu punktide A ja

: B kohavektorid alguspunkti
c O suhtes 8 ja © (vt. joon.
2.5). Mddrame punkti C ko-
A P havextori €. Et AGNTE, siis
Joon. 2.5, lihtsuhe eksisteeridb ja on




‘Sheselt mBiratud vorrandiga
AC = AGE.
Avaldsme AT ja OB otspunktide kohavektorite kaudu: ATU=8-g,
CB-0-3. Asendades saadud avaldised vorrandisse, saame
T-8:=za(-2),
ehk, kui 1 4 A # 0, 8,t, A # B, siis

g = -E—-?‘—;Mb 3 (2.3)
Arvu A nimetatakse ka suhteks, milles punkt C jagab 1ldigu
4B, Antud definitsioon médreb selle suhte ka siis, kui
punkt C asub sirgel AB vil jaspool 10iku AB. Et sellisel Ju-
hul ICHEE, siis on 13igu vilispunkti korral lihtsuhe A<O.
Kui aga C on 1oigu AB sisepunkt, siis ACHJB ja A =0,
Erijuhul, kui C on 1oigu keskpunkt, A = 1, s.t. loigu

keskpunkti ;gl_xgxggggr on otapunktide kohavektorite aritmee-
tiline keskmine
E = %— . (2.4)

Kui punktid on mésratud koordinaatidega A(x,, Jq» Zq)»
‘B(Xy, Yos %)y C(Xy, F» 34), slis punkt C jagab 1oigu AB
lihtsuhtes A , kus 2 -_d:ﬁ ‘on vektorite AU ja CB vas-
tavate koordimaatide thine suhe

X=X

1

A e 2

XX

Kui punktid A, B ja lihtsuhe A on antud, siis jaotuspunkti
C koordinaadid leitakse seosest (2.5)

Xa+ AX Fa+AY Za+ AZ
4 2 1 K L 2
R T IR a o Sl e i o s
ning 10igu keskpunkti koordinasadid on vordsed otspunktide
koordinaatide aritmeetilise keskmisega

3%, ik .
T = iy (2.5)

21 +22

+X Y
. ‘_1:_3”3=_15_72 Py 2 (2.7)
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Tasandil kasutatakse kahte esimest, sirgel ainult esimest
seost, Valemid (2,5) - (2.7) on afiinsed valemid ja rist-
reeperis ei lihtsustu.

2. Ne ] t

Nelja ilhel sirgel asetseva punkti A, B, C,D (A # D),

(B # C) liit- ehk anharmogniligeks suhteks nimetatakse ar-
vu V , mis on vordne lihtsuhete A = (ABC), K = (ABD) ja-

gatisega
Y= (ABCD) = (ABC) : (ABD) = 7’:
Euil punktid iihel sirgel on méiratud koordinaatidega

‘(111 Tq» 21), B(xzs T2» za)s 0(13, T3 53)1 n(xq,s Ty ‘4)1
siis liitsuhe arvutatakse valemiga:

(2.8)

. e o B 737 I3774
Y = (ABOD) & el ; =2 =
i ¥ o W _ TV NEV,

Bo=2 Z,~32
;3:i1 $ 34-21
e SR

(2.9)

Eui liitsuhe (ABCD) = -1, Seldaskse, et punktid C ja D jage-
ved 10igu AB harmooniliselt, ehk teisiti, et paarid A,B ja
C,D on harmoonilised.

Loigu jagemine antud suhtes (sirzel).
MM
2,96. Milirata lihtsuhe X = g , uilles punkt M(x) ja-

gab punktidega M,(x) ja M,(x) piirfitud 13igu MMy
2:97. Leida lihtsuhe (ABC). kui:
1) A(2), B(?), C(5); 4) A(3), B(2), C(3);
2) A(-3). B(-B)’ c(6); 5) A(1)' B(1), c(1).
3) A('1)' @(o)s C(3)s
2.98. On antud kolm punkti A(-7), B(-1) ja C(1). M#s-
rata lihtsuhe A , milles igaiiks antud punktidest jagadb -
dlejdlinud kahe punkti vahelise 13igu.
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2:99. Leida kolmest punktist A(1), B(3) ja C(~2) moo-
dustatud lihtsuhete koik kuus véirtust.

2.100. Teades, et (ABC)=A , leida (ACB),(BAC), (BCA),
(CAB), (CBA). i

2:101. On antud (ABP)= A , (ABQ)= p - Deida (PQA)
Ja (P<B).

2.102. On antud (ABP)=A , (ABQ)=p , (ABR)=» .
Leida (PRQ).

2,103. On ensud (ABP)= A , (ABQ)= m  ning loigu
PQ keskpunkt R. Leida (ABR),

2,104. Sirgel on antud kaks punkti A ja B, mis jaota-
vad ta kolmeks osaks: 1oiguks AB; kiireks, mis jd#b punk-
tist B paremale, ja kiireks, mis jd#b punktist A vasakule.
Samdal sirgel on antud liikuv punkt X, mis jaotab loigu AB
suhtes A . Uurida, kuidas muutub A , kui punkt X paiknebd
imber punktide A ja B vahel, kui punkt X iihtib ilihega nen=-
dest punktidest, kui kaugeneb piirematult punktist B pare-
male voi punktist A vasakule.

© 2.105. M&drata kahe antud punkti M,(x,) ja M,(x,) poolt
piirstud 10igu keskpunkti koordinaat x.
2.106. Leida 15igu M M, keskpunkti koordinast x jérg-
mistel juhtudel: g
1) A(3), B(9);
2) ¢(-5), D(2);
3) E(-6), PF(6).

2.107. On antud kaks punkti M,(x;) ja M (x,). Leida

10iku MN, suhtes A (@ xﬁ_ ) jaotav punkt X(x).

5 2
2,108, Leida punkti X koordinaat x, kul ta jeotab

punktidega M,(3) ja ¥,(6) piiratud 1oigu suhtes:
SMA= [ DX =55 D= 55 D A=0; 5=
2,109. Leida punkti B koordinsat, kui punkt C(-2) jao-
tab punktide A(3,5) Jja B(x) vahelise 10igu suhtes A = %.

= a0k-



2:110. Leida punkti M koordinsat, kuli on teada:
1) l1(3). la(?) Jad = l-‘l 3 na =2 ;

2) A(2), B(-5) JaX =AM : MB =3
3) ¢(-1), D(3) jad =cM: M=} ;
4) A(-1), B(3) jad =AM : MB = =2 3
5) A1), B(=3) jaA =BM : MA = -3 ;
6) A(-2), B(-1) ja =Bl:|u=.% 2

2.111. Toestada, et kui punktide O, E ja M koordinae-
did on vastavalt O, 1 ja x, siis x = -(MEO),

£:112. On antud kaks punkti A(5) ja B(-3). Leida:

1) punktiga A punkti B suhtes siinmeetrilise
vunkti M koordinaat;

2) punktiga B punkti A suhtes siinmeetrilise
punkti N koordinaat.

2:113. Punktidega A(-2) ja B(19) piiratud 10ik on jao-
tatud kolmeks vordseks osaks. Leida jaotuspunktide koordi-
nsadid.

2.114. Leida punktidega P(-25) ja Q(-9) kolmeks vord-
seks osaks jaotatud 1loigu otspunktide A ja B koordinaadid.

2:115. Punktidesse, mille koordinaadid on 1, 2, 3,ee.y
10 on paigutatud vastavalt msssid 1, 2, 3, ..., 10, Leida
slisteemi raskuskeskme koordinaat,

2.116. Kang on jaotatud sentimeetriteks ja millimeet-
riteks., Jaotustele 23,7 ja 74,3 cm vastavatesse punktides-
se on rakendatud koormused 350 ja 475 G, Leida kangil punkt,
kuhu tuleb asetada tugipunkt, et kang oleks tasakaalus.

2.117. Horisontaalne lstt, mille pikkus on 3 m ja
kaal 80 kG, toetub otstega liikumatutele tugedele 4 ja B

0 o ~ = (joor. 3.6), Kui kauzele punk-
o — —L tist A tuleb paigutada koormus
&y 200 w6 g2 200 kG, et rohk punktile B oleks
Joon. 2.6. 110 kG2
- 41 -
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2.78.
2.79.
2.80.
2.81.
2.82.
2.83.
2.84.
2.85.
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2.87.
2.88.
2.89.
2.90.
2.91.
2.92.
2.93.
2.94.
2.95.
2.96.
2.97.
2.98.
2.99.

2.100.
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2.101.
2.102.
2.103.
2.104.
2.105.
2.106.
2.107.
2.108.
2.109.
2.110.
2.111.
2.112.
2.113.
2.114.
2.115.
2.116.

2.117.

3.

PEATUKK 2. REEPER JA PUNKTI KOORDINAADID

Loigu jagamine antud suhtes
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2.118.

31

Varras, mille pikkus on 60 cm, on otstest iiles riputatud kahe n6ori
abil. Uks nendest nooridest ei talu 20 kG iiletavat pinget. Kui kaugele
vastavast varda otspunktist voib rakendada koormuse 96 kG?

Liitsuhe. Harmooniline suhe.

2.119.

2.120.

2.121.

2.122.

2.123.

2.124.

2.125.

On antud liitsuhe (ABCD) = v . Oletades, et punktid A, B, C, D on
paarikaupa erinevad, leida antud nelja punkti koik 24 liitsuhet, mis vas-
tavad antud punktide koigile permutatsioonidele. Vaadata juhtumeid:
1) v=—tan’a; 2)v=-1

Leida nelja punkti A, B, C, D liitsuhted (ABCD) jargmistel juhtudel:

1) A1), B(=3), C(1), D(4);

2) A(2), B(=6), C(0), D(5);

3) A(4), B(0), C(=3), D(4);

4) A1), B(1), C(3), D(2);

5) A(=5), B(=2), C(=2), D(6);
6) A(=1), B(6), C(—4), D(—4)

On antud kolm punkti A(—3), B(1) ja C(2). Leida igale nendest neljas
harmooniline kahe iilejaanu suhtes.

On antud punktid A(1), B(2), C(4) ja (ABCD) = —1. Leida punkt D.

Toestada, et kui punktipaar C, D jaotab harmooniliselt punktipaari
1

. 1
A, B, siis AB_AC'+AD'

Tdoestada, et kui punkt O jaotab loigu AB pooleks, kuid punktid C' ja
D jaotavad 16igu AB harmooniliselt, siis OA? = OC - OD.

On antud punktide harmooniline nelik A, As, Az, A4. Toestada, et 16i-
gu Az A, keskpunkt on 16igu A; A; suhtes valimiseks punktiks.
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Loigu jagamine antud suhtes (tasandil).

2.126.

2.127.

2.128.

2.129.

2.130.

2.131.

2.132.

2.133.

2.134.

Toestada, et igal alltoodud juhul punktid A, B ja C asetsevad iihel
sirgel ja leida lihtsuhe (ABC):

1) A(2,1), B(—2,5), C(0,3);

3) A(0, O) B(-3,-3), C(1,1).
Leida punktidega M;(2,3) ja My(—5, 1) piiratud 16iku M; M, suhtes A

jaotava punkti M koordinaadid, kui:

1
DA=2 2A=—-5 3HA=—4 HA=2
On antud kolm iihel sirgel asuvat punkti A(1,—1), B(3,3) ja C(4,5).
Leida suhe A, milles igaiiks neist punktidest jaotab kahe iilejaanud
punktiga piiratud loigu.

Leida loigu M, M, keskpunkti koordinaadid, kui:
1) M1(2,3), MQ(—4, 7),
2) Ml(_274>7 M2(27—4>,
3) M1(070)7 M2(171)

Uks 16igu AB otspunkte asetseb punktis A(2,3), 16igu keskpunkt on
M (1,—2). Leida 16igu teine otspunkt.

Loik otspunktidega A = (x,5) ja B = (—2,y) jaguneb punktis C' =
(1,1) pooleks. Leida punkti A abstsiss ja punkti B ordinaat.

Kolmnurga tipud on A(1,—-3), B(3,—5) ja C(—5,7). Leida kolmnurga
kiilgede keskpunktid.

Kolmnurga tipud on A(3, —7), B(5,2) ja C'(—1,0). Leida kiilgede kesk-
punktid.

Leida kolmnurga tipud, kui kolmnurga kiilgede keskpunktid on:

1) A1(_2>1)a B1(2,3) ja 01(4,—1);
2) My(2,4), My(—3,0) ja M;(2,1);
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2.135.

2.136.

2.137.

2.138.

2.139.

2.140.

2.141.

2.142.

2.143.

2.144.

2.145.

3) M(—2,-1), N(—1,4) ja P(-2,2).
Arvutada kolmnurga mediaanide pikkused, kui kolmnurga tipud on
A(3,-2), B(5,2) ja C(—1,4).
On antud kolmnurga tipud A(1,4), B(3,-9), C(—5,2). Leida tipust B

tommatud mediaani pikkus.

Kolmnurgas ABC: A(5,—4), B(—1,2), C(5,1) on tommatud mediaan
AD. Arvutada mediaani AD pikkus.

Leida kolmnurga mediaanide keskpunktid, kui kolmnurga tipud on:

1) A(_Ga 6)7 B(147 2)7 C(_Qa 10)7

2) A(07 0)7 B<157 _3)7 C<27 _9)
Teades roopkiiliku ABC'D kahte ldhistippu A ja B ning diagonaalide
loikepunkti M, leida iilejddanud kaks tippu jargmistel juhtudel:

3) A(—43,-7), B(2,6), M (3,11).
Roo6pkiiliku iihe kiilje otspunktid on A1(2,1) ja As(—3,4) ning diago-
naalide 16ikepunkt M (—1,0). Leida roopkiiliku tipud Az ja Aj.

On antud kaks punkti A(3,—1) ja B(2,1). Leida: 1) punktiga A punkti
B suhtes siimmeetrilise punkti M koordinaadid; 2) punktiga B punkti
A suhtes siimmeetrilise punkti /N koordinaadid.

Punktidega A(1, —3) ja B(4, 3) piiratud 16ik on jaotatud kolmeks vord-
seks osaks. Leida jaotuspunktide koordinaadid.

On antud kaks punkti A(—4,2) ja B(8,—7). Leida punktid C' ja D, mis
jaotavad loigu AB kolmeks vordseks osaks.

Punktid C4(1,2) ja Cy(3,4) jagavad 16igu AB kolmeks vordseks osaks.
Leida punktid A ja B.

Leida punktidega P(2,2) ja Q(1,5) kolmeks vordseks osaks jaotatud
loigu otspunktid A ja B.
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2.146.

2.147.

2.148.

2.149.

2.150.

2.151.

2.152.

2.153.

2.154.

2.155.

2.156.

PEATUKK 2. REEPER JA PUNKTI KOORDINAADID

Punktide A(3,2) ja B(15,6) vaheline 16ik on jaotatud viieks vordseks
osaks. Leida jaotuspunktide koordinaadid.

Leida kolmnurga mediaanide 16ikepunkti koordinaadid, kui kolmnurga
tipud on: (1,4), (—5,0) ja (—2,—1).

Leida kolmnurga mediaanide l6ikepunkt, kui kolmnurga tipud on A(1, 2),
B(0,5) ja C(—2,3).

Kolmnurga tipud on A(1, —4), B(3,—8) ja C(5,0). Leida punktid, mil-
les mediaanid jagunevad kolmeks vordseks osaks.

Kolmnurga mediaanide loikepunkt asetseb abstsissteljel, kaks kolmnur-
ga tippu punktides A(2,—3) ja B(—5,1) ning kolmas tipp C' asetseb
ordinaatteljel. Méarata punktide M ja C koordinaadid.

Kahel sarnasel kolmnurgal on tihine tipp A(3; —6) ja iihine nurk tipu A
juures. Leida suurema kolmnurga kaks iilejadnud tippu, kui véiksema

5)
tipud on B(6,2; —3,6) ja C(5;1) ning vastavate kiilgede suhe on o

Roo6pkiiliku ABCD tipp A on ithendatud kiilje BC' keskpunktiga M ja
tipp B — kiiljel C'D asetseva punktiga N, mille kaugus punktist D on

1
gCD. Millistes suhetes jagab loigud AM ja BN nende 16ikepunkt K.

Leida nelinurga A(3, —2), B(3,5), C(0,4), D(—1,—1) diagonaalide AC'
ja BD loikepunkt M.

On antud nelinurga tipud A(—2,14), B(4,—-2), C(6,—2) ja D(6,10).
Leida diagonaalide AC' ja BD loikepunkt .

On antud nelinurga tipud A(—3,12), B(3,4), C(5, —4) ja D(5,8). Maa-
rata, millises suhtes diagonaal AC jagab diagonaali BD.

On antud trapetsi kolm jarjestikust tippu A(—2, —3), B(1,4) ja C(3,1).
Leida neljas tipp D tingimusel, et alus AD on viis korda pikem alusest
BC.
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Loigu jagamine antud suhtes (ruumis).

2.157.

2.158.

2.159.

2.160.

2.161.

2.162.

2.163.

2.164.

2.165.

2.166.

4.

On antud kolmnurga tipud: M;(3,2,—5), My(1,—4,3), M3(—3,0,1).
Leida kolmnurga kiilgede keskpunktid.

Kolmnurga tipud on A(2,—1,4), B(3,2,—6), C(—5,0,2). Arvutada ti-
pust A tommatud mediaani pikkus.

On antud réopkiiliku ABCD kaks tippu A(2,—3,-5), B(—1,3,2) ja
diagonaalide 16ikepunkt E(4, —1,7). Méirata roopkiiliku kaks iilejéé-
nud tippu.

Leida 16igu otspunktid, kui punktid C'(2,0,2) ja D(5,—2,0) jagavad
loigu kolmeks vordseks osaks.

Loik otspunktidega A(—1,8,3) ja B(9,—7,—2) on jagatud punktidega
C, D, E, F viieks vordseks oseks. Leida nende punktide koordinaadid.

Homogeense kangi raskuskese asetseb punktis C'(1,—1,5) ja iiks tema
otspunkt on A(—2,—1,7). Mé&rata teise otspunkti koordinaadid.

Loigu otspunktid on A(1,1,1) ja B(1,2,0). Leida 16igu jaotuspunkt C/
mis jagab loigu suhtes 2 : 1.

Loigu AB jaotuspunkt C' jagab 16igu suhtes 5 : 2. Leida 16igu otspunkt
B, kui A(3,7,4) ja C(8,2,3).

Leida suhted Ay, A2, A3, milles koordinaatrtasandid jagavad loigu ots-
punktidega A(2,—1,7) ja B(4,5,—2).

Loik AgAs on jaotatud viieks vordseks oseks, kusjuures jaotuspunkti-
dest A1<3, —5, 7) ja A4(—2, 4, —8) Leida Ao, AQ, Ag, A5.

Polaarkoordinaadid

Polaarkoordinaadid on maéaéaratud, kui on antud punkt O — nn. poolus
ja poolusest lahtuv poolsirge — nn. po_la,)artelg. Punkti X polaarkoordinaati-
deks nimetatakse tema kohavektori OX pikkust — polaarraadiust p (punkti

kaugust poolusest) ja polaartelje ning kohavektori OX vahelist nurka Po-
laarnurka ¢ (vt. joon. [2.5)). Kaks koordinaati (p, ¢) médravad punkti asendi
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tasandil iiheselt. Uksiihese vastavuse saamiseks tasandi punktide ja koordi-
naatide paaride (p, ) vahel on piisav, et polaarnurk ¢ muutuks vahemikus
0 < ¢ < 27 (positiivsed nurgad saadakse kohavektori poorlemisel vastu
kellaosuti litkumist). Kui sellist kitsendust ei tehta, siis iiks ja sama punkt
méadratakse koordinaatidega (p, ¢ + 2nm), kus n on suvaline tdisarv. Kui ka-
sutatakse iildistatud polaarkoordinaate, kus p voib olla ka negatiivne, siis
loetakse, et (p,¢) ja (—p, ¢ + 7) on iiks ja seesama. Kahe punkti A(py, ¢1)
ja B(ps, p2) vaheline kaugus polaarkoordinaatide puhul arvutatakse jargmise

valemi abil (vt. joon. [2.6)):

AB = \Jpt+ 73— 2p1prcos (92 — ).

Joonis 2.5 O

Joonis 2.6

2.167. Konstrueerida punktid, mille polaarkoordinaadid on:

A(37). BOLF). C(6.%), D053). B(25.%), F6m),
G(33). HE.). 1(-27).

2.168. Konstrueerida punktid, mille polaarkoordinaadid on:

A(3,%2), B(2,m), C(3,-%), D(4,3%), E(5,2) ja F(1,-1)

(punktide D, E ja F' asukohad leida ligikaudselt).

2.169. Kuidas asetsevad punktid, mille polaarkoordinaadid rahuldavad iihte
jargmistest vorranditest: 1) p = 1; 2) p=15; 3) p=a; 4)p=F;
5)p=7%; 6)p=73; T7)p=const?

2.170. On antud punkt A (5, %”) polaarkoordinaatides. Leida: 1) punkt B,
mis on stimmeetriline punktiga A pooluse suhtes; 2) punkt C, mis on
siimmeetriline punktiga A polaartelje suhtes.
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2.171. Leida punktidega (1, %); (3, %”), (%, —%), M (p, ) stimmeetrilised punk-

tid: 1) pooluse suhtes; 2) polaartelje suhtes.
2.172. Leida punktidega M, (3,%), Ms (2,—%), M3 (3, —%), M4 (1,2) ja M5 (5, —1)
polaartelje suhtes siimmeetriliste punktide polaarkoordinaadid.

2.173. Leida punktidega M, (5, g), M, (2, —%), Ms (4, gw), M, (3, —2) pooluse
suhtes siimmeetriliste punktide polaarkoordinaadid.

2.174. On antud punktid A (8, —%7‘(‘) ja B (67 —%) polaarkoordinaatides. Leida
punkte A ja B ithendava sirgloigu keskpunkti polaarkoordinaadid.

2.175. On antud punktid M; (12, 57) ja M, (12, —27) polaarkoordinaatides.
Leida punkte M; ja M, iihendava sirgloigu keskpunkti polaarkoordi-
naadid.

2.176. On antud roopkiliku ABC' D kaks tippu A (3, —%7?) ja B (5 iw) po-

' 14
laarkoordinaatides, kusjuures poolus iihtib diagonaalide loikepunktiga.

Leida roopkiiliku kaks iilejaanud tippu.

2.177. On antud korrapédrane kuusnurk, mille kiilg on a. Leida kuusnurga
tippude polaarkoordinaadid, kui {iks tipp on pooluseks je sellest ti-
pust ldhtuv kuusnurga kiilg on polaarteljeks eeldusel, et polaarnurk
rahuldab tingimust 0 < ¢ < 7.

Kahe punkti vaheline kaugus.

2.178. On antud punktid M (p1, 1) ja Ma(p2, p2) polaarkoordinaatides. Leida
nende punktide vaheline kaugus d.

2.179. On antud punktid M; (5, %) ja M, (8, —%) polaarkoordinaatides. Ar-
vutada nende punktide vaheline kaugus.

2.180. Arvutada punktide A (2, %) ja B (1 5—“); C (4, %) jaD (6, 6%); E (3 11—”)

112 » 718
ja F (4, %) vahelised kaugused.

2.181. Leida polaarteljel punkt, mis asetseb punktist A (4\/5, %), viie tihiku
kaugusel.

2.182. Ruudu lahistipud polaarkoordinaatides on M, (12, —1”—0) ja My (3, %)
Leida ruudu pindala.
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2.183.

2.184.

2.185.

2.186.

2.187.

2.188.

2.189.

2.190.

2.191.

2.192.

PEATUKK 2. REEPER JA PUNKTI KOORDINAADID

7 1
Ruudu vastastipud polaarkoordinaatides on P <6, —Eﬂ') ja@ <4, 67T> :

Leida ruudu pindala.

5 7
Kolmnurga tipud polaarkoordinaatides on A <5, g) , B (8, g) ,C (3, %) .

Kontrollida, kas see kolmnurk on korrapérane.

Kolmnurga OAB iiks tipp asub pooluses ning teised kaks on A(py, 1)
ja B(pa, p2). Arvutada kolmnurga pindala.

Kolmnurga OAB iiks tipp asub pooluses O, kaks iilejaanut tippu on
A (5, %) ja B <4, %) . Arvutada selle kolmnurga pindala.

Kolmnurga iiks tipp asetseb pooluses, kahe iilejaanud tipu polaarkoor-

5
dinaadid on <4, g) ja <1, %) . Arvutada kolmnurga pindala.

1 7
On antud korrapérase kolmnurga kaks tippu A (4, —EW> ja B (8, E’/T)

polaarkoordinaatides. Leida kolmnurga pindala.
. . . s 4\ |
Kolmurga tipud polaarkoordinaatides on A (9, 1—0), B (12, 1—5> ja
3T . :
C (10, ?W> . Leida kolmnurga pindala.

1 7
Kolmnurga tipud polaarkoordinaatides on A (3, §7T>, B (8, —77) ja
5
C (6, §7T> Arvutada kolmnurga pindala.

Konstrueerida koordinaatide alguspunktist lahtuvad loigud, kui nende
pikkused ning polaarnurgad on vastavalt: 1) d = 5, ¢ = g; 2)d =3,

) T 4
p =757 3) 9 =-g54) =3
Loikude projektsioonid koordinaattelgedel on: 1) X =1, Y = V3: 2)
X =3V2, Y = -3V2; 3) X = —2v/3, Y = 2. Leida nende loikude
pikkused ja polaarnurgad.
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2.193. Leida loigu projektsioon z-teljel, kui on antud loigu pikkus ning nurk,

2
mille ta moodustab teljega: 1) d = 6, ¢ = g; 2)d =6, p= g; 3)

d=T,p=5:4)d=59=05d=5p=m6 d=4,¢= 7.

5. Vorrandi geomeetriline sisu

1. Kovera konstrueerimine vorrandi jargi

Vorrand, mis seob kahte muutuvat suurust = ja y, omab lihtsa geomeet-
rilise sisu, kui vaadelda muutujaid x ja y kui zy-tasandi punkti koordinaate.
Kahte koordinaati x ja y siduv vorrand méaarab tasandil kovera.

Vorrandi jargi kovera joonestamiseks koostatakse harilikult tabel, andes
tihele muutujatest védédrtusi ja arvutades kiillaldase arvu (soltuvalt kovera
kujust) kovera punkte ja ithendades leitud punktid pideva joonega, saamegi
kovera ligikaudse kuju.

Enne kovera konstrueerimisele asumist punktide abil on soovitav kovera
omadusi uurida, lahtudes kovera vorrandist. Stimmeetriliste koverate korral
konstrueeritakse punktide abil ainult kovera iiks osa ja koik siimmeetrilised
osad joonestatakse juba siimmetriaomaduste pohjal.

2. Kovera vorrandi koostamine kovera geomeetriliste
omaduste pohjal

Kovera xy-tasandil voib méarata
kui mingit geomeetrilist omadust ra-
(z,y) huldavate punktide hulga, kusjuures
antud omadus on ainult vaadeldud
hulga punktidel. Punktide geomeet-
' > riline omadus eraldab kovera punk-
P(=b,0) ! @b, 0) tid tasandi iilejaanud punktidest.

Joonis 2.9 Teatud geomeetrilise omadusega
méaratud kovera vorrandi koosta-
misel tuleb véljendada analiiiitiliselt

fakt, et koigil kovera punktidel on see etteantud omadus.
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Naide. Cassiniﬂ ovaaliks nimetatakse tasandilist koverat, mille iga punkti
kauguste korrutis samal tasandil asuvast kahest kindlast punktist on kons-
tantne. Tahistame Cassini ovaali suvalise punkti X (z, y) kauguste konstantse
korrutise kahest fikseeritud punktist P ja @ siimboliga a? ja punktide P ja Q
vahelise kauguse 2b. Enne kui asuda kovera vorrandi koostamisele, tuleb vali-
da reeper, mis oleks geomeetriliselt koveraga voimalikult hésti seotud. Mida
paremini on reeper valitud, seda lihtsama kuju omab kovera vorrand. Antud
juhul valime ristreeperi z-teljeks sirge PQ (vt. joon. ja alguspunktiks
loigu PQ keskpunkti. Kuna punktid P ja ) on samavaarsed, voib oletada,
et kover on stimmeetriline ning reeperi valiku tottu on punktid P(—b,0) ja
Q(b,0) siimeetrilised y-telje suhtes.
Kovera vorrandi saame, kui véljenda-
me valemiga kovera geomeetrilise omadu-
se, et Cassini ovaali suvalise punkti X kau-

gus punktidest P ja @ on a?, s.t.
XP|XG| = o’

Joonis 2.10 ehk koordinaatides

VE+b)2 442/ (x—b)?2+y?=d’
Sellega ongi Cassini ovaali vorrand koostatud (vt. joon. . Jaab ainult
veel vorrandi lihtsustamine. Vabanedes radikaalidest (2 +3* +b* + 2bx) (2% +
y? + b* — 2bx) = a* ja teostades lihtsustused, voime Cassini ovaali vorrandi
esitada kujul

(IQ 4 y2>2 o 2b2(x2 _ y2> — CL2 - b2.
Koostatud vorrandist on vahetult ndha, et Cassini ovaal on siimmeetriline

nii x-telje kui ka y-telje suhtes.

Vorranditega maaratud punktihulgad.

2.194. Kontrollida, kas punktid A(0,5), B(—2,3) ja C(1,—1.5) asetsevad ko-
veral 22% — 3zy +y — 5 = 0.

2.195. Mis on iseloomulik kovera vorrandile, kui kover 1dbib reeperi alguspunk-
ti?

!Cassini, Givannio Domenico (1625-1712), itaalia péritoluga prantsuse astronoom.
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2.196. Teha kindlaks, millised geomeetrilised kujundid on méaaratud jargmiste

vorranditega:

1) z—y=0; 6) y=a;

2) x+y=0; 7) (z=1(x+3)=0;
3) 22 —y* =0; 8) xy = 0;

4) 2% 49 = 0; 9) z(x +1)(x —2) =0;
5) 2° +1* = a% 10) (x+a)(y—10b) =

2.197. Konstrueerida koverad, mille vorrandid on: 1) 2243y = 6;2) y = x—5;
Ny=2%4)y=(z—-1)2+2;5) y =2

2.198. Konstrueerida koverad, mis on méératud vorranditega: 1) zy = 4; 2)

1
y= 5 3) (22 + 1)y = 4a.

2.199. Konstrueerida kover, mille vorrand on 2%y = 4a® - (2a — y). (See kover
kannab Agneszﬂ loki nime).

2.200. Konstrueerida kover (neljaleheline roos), mille vorrand on p = 10sin 2¢.

2.201. Teha kindlaks, millised koverad on méératud jargmiste vorranditega

polaarkoordinaatides: 1) p = 5; 2) p = g; 3) p= —g; 4) pcosp = 2;
1

1
5) psing =1;6) p==6cosy; 7) p=10sinp; 8) sinp = X 9) sinp = 3

Teha joonised.

Kovera vorrandi koostamine kovera geomeetriliste omaduste poh-
jal.

2.202. Konstrueerida kover, kui ta polaarkoordinaadid rahuldavad vorrandit
p= g (Archimedese spiraal).

2.203. Konstrueerida jargmised Archimedese spiraalid: 1) p = 2¢; 2) p = 5¢;
_ Y. __¥
N p=":4)p=-".
T T

! Agnesi [apnezi], Maria Gaetana (1717-1799), itaalia naismatemaatik.
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Leida poolusest ldhtuval ning polaarteljega nurga p = T moodustaval

kiirel Archimedese spiraali p = 3¢ poolt eraldatud l6ikude pikkused.

5
Archimedese spiraalil p = —¢ on voetud punkt C, mille polaarraa-

dius on 47. Teha kindlaks, mitmeks osaks jaotab see spiraal punkti C
poraalraadiuse.

Konstrueerida kover p = T (hiiperboolne spiraal).
¥

1 )
Konstrueerida jargmised hiiperboolsed spiraalid: 1) p = —; 2) p = —;
¥ ¥
s s
3 p=—34)p=——
2 ¥

6
Leida hiiperboolsel spiraalil p = — punkt P, mille polaarkoordinaadiks
¥

on 12. Teha joonis.

Konstrueerida jargmised logaritmilised spiraalid: 1) p = 2%; 2) p =
1 P
(z)

Leida logaritmilisel spiraalil p = 3% punkt, mille polaarraadius on 81.
Teha joonis.

Tsiikloidiks nimetatakse ringjoone mingi punkti trajektoori, kui ring-
joon veereb ilma libisemata mooda sirget. Leida tsiikloidi parameetri-
lised vorrandid, vottes parameetriks veereva ringjoone raadiuse poor-
denurga.

Konstrueerida kover: p = a(1 — cos ). (Kardioid).

Ristkiilik, mille kaks kiilge iihtivad reeperi telgedega, deformeerub nii,
et diagonaali pikkus a jadb endiseks. Reeperi alguspunktis asuva tipu
vastastipust on tommatud ristloik ristkiiliku diagonaalile. Selle 1oigu
alguspunkt joonistab ristkiiliku deformeerimisel kovera, mida nimeta-
takse astroidiks. Leida astroidi vorrand ning teha joonis.

Néidata, et astroidi (vt tilesanne nr [2.213.) saab defineerida kui tihe

ringjoone sees ilma libisemata veereva teise ringjoone mingi punkti
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2.216.

2.217.
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trajektoori, kui veereva ringjoone raadius on 1 liikumatu ringjoone

raadiusest.

On antud ringjoone diameeter OD = 2a

ja puutuja DE (vt joon. .11). Lébi Ya
punkti O on tommatud kiir O F ning vii-
masel leitud punkt X nii, et loik OX on
vordne ringjoone ja puutuja vahelise 10i-
guga BFE. Kui kiir OF po6orleb imber O 2a D
punkti O, siis punkti X trajektoor on

kover, mida nimetatakse Diokles’e tsis- Joon

oonis 2.11

soidiks. Leida selle kovera vorrand ning
konstrueerida graafik.

E

&V

Leida evolvendi, s.o. liikumatult poolilt mahakeritava pingul niidi ots-
punkti trajektoori parameetrilised vorrandid.

Lemniskaadiks nimetatakse Cassini ovaali erijuhtu tingimusel, et a = b.
Leida lemniskaadi vorrand ristreeperis ja polaarkoordinaatides. Konst-
rueerida lemniskaat, kui a = 5.

2.218. Punkt A asetseb kaugusel a sirgest x.
Igal punkti A ldbival ja sirget x loika-

*
| B/;,]\V val sirgel y on nende sirgete loikepunk-

2.219.

7, > tist B konstantsel kaugusel b margitud
b punktid M ja M;. Leida nende punktide
hulga vorrand. Sellisel teel saadud kove-
Joonis 2.12 rat nimetatakse konhoidiks. Joonestada
konhoid kolmel juhul: @ > b, a = b ja

a < b.

On antud sirge x ning punkt A, mis asub sellest sirgest kaugusel a.
Punkti A {imber poorleb kiir AB ning sellele kiirele on kantud punktist
B (kiire ja sirge x l6ikepunkt) mdlemale poole 16igud BM = BM; =
OB, kus O on punktist A sirgele x joonestatud ristloigu aluspunkt.
Kiire AB poodrlemisel moodustavad punktid M ja M; kovera, mida
nimetatakse strofoidiks. Leida selle kovera vorrand ning konstrueerida
see kover.
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III peatiikk
MITTELINEAARTEHTED VEKTORITEGA

§1. Areaalkorrutis

Tagsendi kahe vektori X ja ¥ korral reaalarvu

IT1F] sin < (F,¥) nimetatakse nends vektorite areaalkorru-
tiseks’ ja tahistatakse TAF:

A7 = FIF] sincE D). (3.1)

Areaalkorrutiste omadused:

1) antikommutatiivsus (ehk alternatiivsus)
IAT = - INT;
2) distributiivsus
X+ AT = TNZ + TAT;
3) assotsiatiivsus reaalarvuga korrutamise suhtes
(D AT = x(TAD.
Siit jéreldub, et
INT =0 (3.2)
parajasti siis, kui X ||J. Sawuti jéreldub siit valem areaal-
korrutise arvutsmiseks, kui vektorid on mairatud oma koor-
dinaatidega. Olgu

] T-x%, F=7%, 1.=1, 2, (3.3)
siis o) el
;Ay = (que-XPV1) 3-1/\ :2 = y1 > :1A :2- (3-‘)
y

Definitsioonist Jéreldu‘b, ey ristuvate iihikvektorite areaml-~
korrutis on vordne thega ja jlrelikult ristreeperis velem
areaalkorrutise arvutamiseks omeb kuju:

1 Lad. k. area - pindala.

- 87 -



IAY = 3 (3.5)
o

Kahele mittekollineaarsele vektorile X ja ¥ ehitatud
roopkiiliku pindlala on

5 (x,y) = 'ff\ﬂ . (3.6)

Areaslkorrutise X A¥ mirk soltub orientatsioonist tasandil,
S8eosed (3.,3) kujutavad endast erijuhtu baasiteisendusvale-
mitest, kus teisendusmaatriksi

x' P
A
determinandiks on parajasti aresalkorrutis ristreeperis

¢ =x'y% - 2% = IAT .
Beostest (3.4) jireldub, et iildiselt bassid {X, § };ja
{f,l, } on sama- voi erisuguselt orienteeritud, soltuvalt
sellost kas XAY ja e,‘ /\e2 on sama- voi erimérgilised.
Aresaalkorrutise iildistuseks ruumis on vektorkorrutis

(vt. § 3).

C=

3.1, Arvutada kolmnurga pindala, kui kolmnurga tipud
on: " 1) A(4, 2), B(9, 4) ja C(7, 6);

2) x(ag -3). L(39 2) da n(-zg 5)3

3) u(‘39 2)' N(S, -2) Ja P(1. ))‘

4) n1(39 "‘4). "2(—2. 3) Ja u3(49 5)3

5) A1(2. 1), A2(3. 4) ja 53(1. 6);

6) 31(-2’ "’)o Ba(os =3) Ja 32(1 7

7) C4(5, 4), C5(11, 0) ja C5(0, 3)..

3.2. Kolmnurga kaks tippu on A(5, 1) ja B(-2, 2), kolmas
tipp C asub x-teljel, Leida kolmnurga tipp C, kuil kolmaurga
pindala on 10.

3.3. Kolmnurga pindala on S=3, kaks tippu on A(3, 1)
ja B(1, -3) ning kolmas tipp asetseb y-teljel. Leida tipp C.

3.4, Eolmnurga pindsla on S=3,kaks tippu A(3, 1) Ja
B(1, -3) ning kolmnurga raskuskese asetseb x-teljel. Leida
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kolmnurga tipo C.

3.5, Kolimurga tipud on A(3, 6), B(-1, 3) ja C(2, -1).
Leida tipust C joomestatud kSrgus.

3.6. leida kolmnurga iimbermoot ja pindala, kui ta ti-
pud on A(-2, 1), B(2, =2) ja C(8, 6).

3.7. Rombi kiilg on 5V70 ning kaks vastastippu on
P(4, 9) ja Q(-2, 1). Leida rombi pindala.

3,8, Rombi kiilg on 5\/2 ning kaks vastastippu on
P(3, -4) Ja Q(1, 2). Leida rombi korgus.

3.9, Kontrollids, kas punktid A(-3, 8), B(1, 5) ja
C(4, 1) on rombi tipud ning arvutada selle rombi pindala,

3.10, Leida rédpkiiliku pindala, kuil on antud rédpkiili-
ku kolm tippu: A(-2, 3), B(4, -5) ja C(-3, 1).

3,11, Rodpkiiliku tipud on A(3, 7), B(2, =3) ja C(-1,4).

Arvutada tipust B kiiljele AC joonestatud korgus.

3,12, Rodpkiiliku pindala on S=12 ruutithikut ning ta
tipud on A(-1, 3) ja B(-2, 4). Leida rodpkiiliku kaks iile-
Jdénud tippu tingimusel, et rddpkiiliku diagonaalide 15ike-
nunkt asetseb abstsissteljel.

3.13. Rospkiiliku pindala on S = 17 ruutiihikut ning
kaks tippu on A(2,1) ja B(5,-3). Leida selle rosopkiiliku
kaks iilejddnud tippu, kui ta diagonaalide 13ikepunkt aset-
seb ordinaatteljel. ;

3.14. On antud punktid: A(1, 3), B(4, 7), C(2, 8) ja
D(-1, 4). Kontrollida, kas nelinurk ABCD on rodpkiilik ning
leide kiiljele AB joonestatud korgus,

2:12: Arvutada viisnurga pindala, kui viisnurga tipud
asetsevad punktides A(-2, 0), B(0, -1), ¢’2, 0), D(3, 2) ja
E(-1, 3).
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§2. Skalaarkorrutis

Kahe vektori X ja ¥ skalaarkorrutiseks 1 nimetatakse

reaalarvu
3 =| 7] cos(T, ). (3.7)

Skalaarkorrutise omadused:

1) X7 = X (kommutatiivsus);

2) (X + VZ = 22 + 32 (distributiivsus);

3)A (XP) = WR)Y = RULP) (asséteiatiivsus arvuga korru—
tamise suhtes).

Skalaarkorrutist XX nimetatakse skalasrruuduks ja ta& -
histatakse ‘22. Vektori skalaarruut on vordne vektori pikkuse
|Z]= x ruuduga, s.t. ¥ = x°, ehk

x =[3| .ﬁ"'f (3.8)

Punktide A ja B vaheline kaugus (16igu AB p yor -
dub vektori AB (voi BA) pikkusega. Jarelikult \E]- iBe,

Skalaarkorrutise definitsioonist tuleneb valem vektori-
tevahelise nurga maaramiseks. Kui © 4 0 ja ¥ # 0, eiis

cos £ (X,y) = -i-g- -y (3.9)

Skalaarkorrutis ’x'j':n ngll Jargmistel Juhtudel:

1) kui liks teguritest on null; 2) kui cos<(X,¥)=0, s.t, kui
F1F. Kui skalaarkorrutises uks voi molemad tegurid on vord =
sed nulliga, siis skalaarkorrutis on vordne nulliga. Arves —
tades, et vektori O siht on mAsramate ja teda voib seega lu-
geda ristuvaks (ortogonaalseks) iga vektoriga, voib celda,
et vektorite ortogonaalsuseks on tarvilik ja piisav skalaar-
korrutise vordumine nulliga.

1  Skalaarkorrutist tahistatakse %y voi (&) voi <{X,¥). Kui
tegurid on uksliikmed, siis tavaliselt eelistatakse esimest
tehistust, kui tegurid on hulkliikmed, kasutatakse teist %a-
histust. Viimase aja kirjanduses eelistatakse kolmandat ta -
histust.

Mo



Uhikvektorite X ja J,skalsarkorrutis on vordne vekto-
ritevahelise nurga koosinusega

X7, = cos=(X,,7,) . (3.10)
Kollineaarsete vektorite vaheline nurk on O voi Sﬁ'.
Euna korrutis x cos .= (X,y) méérab vektori X projekt-
siooni vektori ¥ sihile (mida t#histatakse pii) ja korru-
tis y cos— (X,¥) middrab vektori ¥ projektsiooni vektori X

sihile (tdhistatakse pg¥), sils skalaarkorrutist voime de-
fineerida veel kahe valemiga

37 = Il g7, I = 171 pgk. (3.11)

Viimasest seosest leiame i{the vektori projektsiooni teise
vektori sihile

pf?.='xi lp?.=

Siit tuleneb omakorda, et vektori korrutis thikvektorige
ib vordub vektori projektsiooniga iihikvektori sihile

-yi . (3.12)

iy.o = pfof . (3013)

Kolme vektorit el saa skalaarselt korrutada, seat juba
kahe vektori skalaarkorrutis on arv. Suurus (X¥)Z on vektor.
Kui ristbassi {0,1,J,k} korral on antud kaks vektorit
oma koordinaatidega X = (xq,xz,x3) Ja 7 = (34, Tos y3) .
s.te T=x,T + x23'+ x5k, J = % Yo F+ yéf, siis
55 = 37y + 5T, + 375 (3.7
s.t. vektorite skalaarkorrutis ristbaasi korral vordub nen-
de vektorite vastavate koordinesatide korrutisega. Vektori
pikkus vordub seega ruut juurega koordinaatide ruutude sum-
mast
Izl = PSR XS (3.15)

Nurk kahe vektori vahel:

- B1=



cos 2(X,¥) Xqla K Xp¥3 + 73

V-?‘lg;%_\/ ;1*;2;3

Kshe vektori ortogonaalsuse tingimus:
Xg¥q ¥ X5F5 + x3y3 = 0.

Nurgad vektorl ja baasivektorite vahel:

- X4
cosc(x, 1) = "
V22
cosz(;, = = ’
V x1§+x2§+x§
- x
cosL (x,k) R S | S

V ;1 +;2+x 3

Vektori projektsioon teise vektori sihil:

x1y1 * XY, + Xqy4
2 2

xq + x5+ ig

P;i:v

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

Tasandil kehtivad ristbaasi korral analoogilised valemid

(tuleb vitta vaid Pu(xys Xy 0), Tu(3ys T O)e

Olgu X je ¥ mingid vektorid, mille koordinaedid sntud

iilaise afiinse baasi {0, LT 7Y ‘8'3}su.htes on
X = (xqu X5 33)1 ¥F= (Y1p o 73)’ S.Te

X = xisi, %= 7:[?1' i=14;25 36

Kasutades skalaarkorrutise omadusi, saame vektorite skalaar-

koryutise arvutada jéirgmise valemi abil:

Iy=(x48,; + X8, + x333)(.7131 + T8, + Y38q) = x’Iy’la'? "

© 4 X85 4 xRS 4 (x¥p + xvq)EE, ¢

+ (x1y3 + X974 )5133 + (53, + x3y3)3233.

(3.20)



Kasutades summeerimiskokkulepet, saal tulemuse kirjutada
lithidalt:

5 = x,758,8; (3.21)
ehk téhistades
gy = 338y, (3.22)
saame kahe vektori skalaarkorrutise avaldada kujul
x5 = xgdsu- (3.23)

Erijuhuna valemist (3.23) saame valemi vektori skalaarruu-

du (pikkuse ruudu) arvutamiseks {ildigeB afilnges reeperis:

¥ . XX 4o (3.24)
Kaldreeperis
3% = 32 = 3% =15 gy = :i:J = °°8‘(:i:;)) (3.25)

ja velem (3.23) kahe vektori skalaarkorrutise arvutemiseks
omab kuju

2 - x1y1 *x272*13739(11)2+!271 ) coscz (31',32)+(z1’3,
wx3yT) 0054(313’3)4-(:2134':3:2) 0954(32.3’3)’ (3.26)

ning valem (3.24) skalaarruudu (pikkuse ruudu) arvutami-’
seks on Jdrgmine

22 = (2% )%+ (x3)% 2:1x2coe¢(31, &) +

(3.27)
+ 2x'x3cos 4(31,33) + 2x§3cosé(?2,?3).

Erijuhul, kui afiinne baas on ristbaas (ortonormeeritud),
8.t. B = 313 = ‘51 , omab vektorite skalaarkorrutise
avaldis juba eespool antud kuju (3.14) ning skalaarruudu
avaldised (3.24) ja (3.27) omavad kuju (3.15).

Vektorvorrand #d=c.

Arvude korrutamise pddérdtehe on jagamine. Vektorite
skalaarkorrutamise poordtehtena el saa "skalaarsest Jaga-
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u;i.aest" rédkida, sest "jagatis" ei ole ihene. Vorrandil
Ir = ¢ on lopmata palju lahendeid: iiks vorrand
IZIF| cos< (IA) = ¢ siseldab kaht tundmatut |¥|jac (F 3).

Olgu @ selle vorrandi iiks lahend, s.t. (&, D)= c,
siis (X,0) - (&,H)=0 ehk (F-a, ®M)=0, s.t. X-5.lH. Tasan-
dilisel juhul jéreldub siit, et iga vektor blT7 méirab
vektoriga X-a kollineaarse sihi: :?-'a'ui. Selle tottu kehtib
vordus

X=2a+tb, (3+28)

kus t on mingl skalaarmuutujs. Vastupidi, kui f_lj, siis
koos vektoriga ¥=3on ka vektor x-a+bt vorrandi xn=c lshend.
Jérelikult, tessandil on vorrand Xi=c¢ semaviiirne parameetri-
1ise vektorvorrandiga X = a + tb, kus & on esimese vorrandi
mingi lahend Jja b.Ln.

Ruumis iga wektorpaari bH’c ’ b.Ln, c.Ln korrel on vor-
rand In-¢ ansloogilistel pohjustel samaviirne pmneetriliae
vektorvﬁrrendiga

Taa+ub+ve. (3.29)

Vorrendi Xiioe fildlahend ¥ on selle vorrandi iihe erila-
hendi ja vestava huosoonse vorrsndi X1=0 iildlahendi (tasan—
441 b, ruumis ub+vd) sumnma.

Geomeetriliselt miirab vorrand Xn=c tasandil sirge,
ruumis tasandi. Yektorit T nimetatakse vastavalt sirge voi
tasandi normsalvektoriks,

3,16, Leida vektorite X ja ¥ skalaarkorrutis, kui
1) [F =8, [l = 5,<ED = 60°%
2) 7] = |F] = 1,«GED = 135%
N TLF
4) E" 3, l?' = 6, E” i%
5) [ElLwdu 4Tl = 0B o Do s L
3,17. leida skalaarkorrutis xy, kui x=3p-2q ja y=p+i4q
ning D ja g on ristuvad fhikvektorid.
3,18, Leida skalaarkorrutis g, kui p=3a8+b-2¢;
§=8-4b-5&, kus 3, b ja & on paarikaupa ristuved ihikvekto-
rid.
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3,19, Arvutade vektori P=o @ + 8D + ¥ & pikkus, kui
@, © ja & on paarikaupa ristuvad vektorid.

3420, Leida vektori & = 3 - 47 pikkus, kui @ ja & on
paarikaupa ristuvad iihikvektorid.

3,21, Vektorid P = 8 + 28 ja § = 58 - 4% on risti. Mil-
lise nurga moodustavad iihikvektorid ¥ ja ©?

3,22, Kentrollida, kas vektorid P=a(bd)-b(aé) ning ¢
on teineteisega risti. P
3,23, Toestada, et vektor P-b- -lg!?l on risti vekto-
riga %.

3,24, On antud, et [&] = 3, |B| = 5. Leida, millistel
o viirtustel on vektorid ¥+ «b, & =¥ teineteisega risti.

2.22. Leida, millisel or viiirtusel vektorid §-«n+17b
ja §=3a-b on risti, kui |&| = 2, [F| = 5,2(88)= §-

3,26, Vektorid ¥ ja b mpodustavad av-é!’ , kus-
juures & = 3; Bl = 4. Leida 1) ¥b; 2) T 3) B°; 4)(F +
8)2; 5) (382B)(&#28); 6) (&-5)%; 7) (3m2b)°.

3,27, Vektorid &, b ja & moodustavad paarikaups nurgad
60°. Laida vektord §=#+5+8 pikkus, kui |3 ) =4, [B] = 2 ja
51 =

.28. Arvutada 9E°-2(EA)+4i2, kui |&| = %, |F] = 6 ja
< (8f) =

3.29. Arvutada F+3(8)-2(58)+1, kul F=4i-K, b=+,
$=28-38 ning @o=4, At=1, <(@m)= 3.

3¢30. Vordkulgse kolmnurga k'ulgvektoriteks on iihikvek-
torid BC=a, CA=b, AB=8. Leida avaldis &b+b&+Zd.

3,31, On antud kolm vektorit X, ¥ ja %, mis rahuldavad
Tilngimust X+y+2=0. Leida Xy+yz+ix, kui [¥] = 3, |y| 1 ja

3¢32, Kolmnurga ABC kulgede pikkused on BC=5, CA=6 ja
AB=7:. Leida vektorite Ba Ja BC skalaarkorrutis.,

3.33.Vektorid &, % ja € moodustaved kolmnurga, s.t,

_a+b+3=0, Leida ¢ pikkus, kui vektorid a ja © on teada.

334, Ieida vektoritele X=5p+2 ja F=p-33 ehitatud
raspmj_gg diagonaalide pikkused, kui |B|=2Z, |Tl= 3 ja
<D = 7.
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3¢35. Kolmnurga kiilgedeks on vektorid, mis avaldnvad
ristuvate iihikvektorite kaudu jérgmiselt: AB-Sa+2b, BG=23-
-45, ‘Gh= -78+2b, Leida kolmnurga ABC mediaani AN ja korgu-
se AD pikkused.

3.36. Tahistades rombil iihest tipust léhtuvad kiiljed
g ja b, toestalla, et rombi diagonaslid om risti.

3,37, Joud ¥ ja §, mis mdjuved 120° nurga all, on ra-
kendatud iihte punkti. Leids Tesultantjoua R, kui [B] =
Ja Ial = 4,

3,38, Leida joud, mis on vordne viie komplanaarse, suu-
ruselt vordse ning samasse punkti rakendatud jou resaltan-
diga, kui nurk iga kahe jirgneva jou vahel on 72°,

Vektoritevaheline nurk. Projektsioonid (koordinaati-
deta).

3.39. Arvutada vektorite ¥=31+27 ja y=T+57 veheline
nurk, kui 1 ja J on vastastikiu ristuvad dhikveitorid.

3,40, Vektorid AB-21-6;], -i+7j Ja GA_-Bi-;j moodusta-
vad kolmnurga, kusjuures i Ja ;l on vastastikku ristuvad
hikvektorid. Leida selle kolmnurga nurgad.,

3,41, Leida vektori x=61-2J+3k pikkus ja nurged, mil-
lised ta moodustab ristuvate iihikvektoritega T, 5 Ja K.

3.42, Arvutada ro6pkiiliku ABCD diagonaalide vaheline
nurk, kul ridpkiliku k'dlgvektorite iB Ja AD valieline nurk
¥= g ja |iB| =3; |Ap| =

3e430 Leida t&isnu.rkse vordhaarse kolmnurga teravnur-
kade tippudest tommatud mediaanide vaheline nurk,

3.44, Leida vordhaarse kolmnurga tipunurk, kui aluse
otspunktidest tommatud mediaanid on risti.

3e45+10ida vektori F=101+27 projektsioon teljele, mil-
lel on vektoriga y-5I—123' sama siht , kusjuures 1 Jja ;j on
vastastikku ristuvad iihikvektorid., Arvutada telje ja iihik-
vektorite E Jja ;i. vahelised nurgad.

3.46., Vektorite projektsioonid Bamal teljel on:
Pg=5, p3=-3, pz=-8 Ja Pz=6. Kas voib sellest jéreldada, et
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need wvektorid moodustavad kinnise murdaoone"

Jelt7. Kolmnurga ABC kﬂlgvektoritoks on AB=b Ja :A: =C
Avaldada tipust B tommatud korgumktor BD vektorite b ja
¢ kaudu,

3.48. R6opkiilik on ehitatud vektoritele a ja D. Aval-

dada vektor, mis on kiiljele & tommatud korguseks.

v3 0
(koordinastideta).

3.49. Leida vektori ¥ 10pp-punktide hulk, kui X algus-
punkt on punktis A ja X rahuldedb tingimust (X,a)= = , kus
& on etteantud vektor ja o on antud positiivme arv.

3450, Leida vektori ¥ 10pp-punktide hulk, kui X on ra-
kendatud punkti A ja ¥ rabuldab tingimusi (X,a)=o< , (X,b)=
=, kus @,5 on antud mittekollineaarsed vektorid ja oc, P
on antud positiivsed arvud.

&1_ Tédisnurkses kolmnurgas ABC _on tommatud korgns
CH hupotenuuaile AB, Avaldsda vektor CH vektorite &=CB Ja
b=CA kaudun,

3.52. On antud ristkiilik ABCD ja punkt M (mis voib asu-
da ristkiiliku tasandil voi ka viljaspool seda). Niidata, et:
1) punktist M ristkiiliku vastastippudesse kulgevate vektori-
te skalaarkorrutis on vordne samast punktist M teistesse
vastastippudesse kulgevate vektorite skalaarkorrutisega
ITA 176 = irB ﬁ; 2) iihe paari vektorite skalasarruutude summa
on vord.ne teise paari vektorite skalaarruvtude summaga:

+ M2 = B + D2,

353, Punkt D jaotab kolmnurgas ABC kiilje AB suhtes
AD:DB= A , Leida 1oigu CD pikkus kolmnurga kolme kiilje ja
arvu X kaudu,

3e54. Toestada, et punktide ABCD mistahes paigutuse
puhul tasendil voi ruumis kehtib vordus BC AD + CA BD +

+ AB CD = 0.

3,55. Toestada, et kui tetraeedris ABCD kaks serva on

vestavalt risti oma vastasservadega, siis ka iilejidnud kaks
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serva on teineteisega risti.

b te seost troll,

3456, Toestada asmasus (8+5)2+ (8-5)%= 2(3%+5°) ning
selgitada ta geomeetriline t#hendus.
3.57. Knidas peavad iksteise suhtes asetsema vektorid
T, T ja &, selleks st kehtiks vordus (&b)&=&(%&)?
.58, Kontrollida, kas kehtivad jirgmised vordused
(kus a = |%l)?

1) da = a2 5) &(6B) = 35°;

2) #2a = 2% 6) (82B)2 = 2C+B2+08h;
3) #28 = a7; 7) (&+5)(8-5)=8°-52;
4) E(E5) = o75; 8) (36)2 = 3352,

2.22.!01:3 kindlaks, miks samasus
3_p3:=(a-1) (a2+ab+b2),
mis on oige reaalarvude korral, ei kehti vektorite puhul.
3,60, !c')osbada, et kahe vektori skalaarkorrutis ei muu-
tu, kui (thele vektorile liita teise teguriga ristuv vektor,

Sk arrutia t vektorid on madratud
koordingstide sbil (tassndil)

3.61. Vaktorite it koordinaadid on:
1) T = (5, 2), b= (-3, 6);
2) ¥ = (6, -8), (12, 9)3
3) & (3, -5), b = (7, 4).
Leida nende vektorite skalaarkorrutis,.

3.62. On antud vektorid &(5, 2), b=(7, -3). Leida
vektor X, mis rahuldab samasegselt kahte vorrandi® &¥=38
Ja bx=30.

3,63, On antud kolm vektorit 3=(3, -2), b=(-5, 1) ja
8=(0, 4), leida
1) 382- 48b + 5b° - 6bE - 28%;
2) 2(3)T - 3(52)F + @B,
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3,64, Leida punktids 1) A(11, 4); 2) B(-3, —4),
3) ¢(-11, 0); 4) D(5, 12) kaugus reeperi alguspunk-
tist., '
3.65. Leida punktide A(5, 2) Ja B(1, -1); C(-6, 3) ja
D(0, =5); 0(0, 0) Ja P(-3, 4); Q(95 -7) ja R(4, 5) vaheli-
ne kaugus.
3,66, Leida punktide A ja B vsheline kaugus, kui
1) ‘(‘h 3)1 B(?, 73
2) A(B' 1)9 B(—2, 4)3
3) A(12, 1), B(O, 4);
4) A(3, 5), B(4, 6).
3,67, Leida reeperitelgedel punktid, mia asetsevad
punktidest (1, 1) ja (3, 7) vordsel kaugusel,
3,68, Leida abstsissteljel punkt M, mille kaugus punk-
tist N(2, -3) on 5.
3,69, Ieida ordinaatteljel punkt M, mille kaugus punk-
tist N(-8, 13) on 17.
3.70. Leida y-teljel punkt, mis asetseb punktist
(-8, —-4) ja Teeveri alguspunktist vordsel kaugusel.
3.71. Leida reepericelgedel punktid, mis asetsevad
punktist M(-5, 9) kaugusel 15.
3.72. Folmnurga tipud on A(3, 2), B(-1, -1) ja C(11,-6)
Leida kiilgede pikkused.
3.73. Toestada, et punktid A(2, 2), B(-1,6), C(-5, 3)
ja D(-2, =1) on ruudu tippudeks, g
3,74, Ruudu léhistipud on A(2, -1) ja B(-1, 3). Leida
kaks iile jédnud tippu,
3075, Ruudu l#éhistipud on A(3, -7) ja B(-1, 4). Leida
ruudu pindala.
3.76. On antud ruudu vastastipud A(3, 0) ja C(-4, 1).
Leida ruudu teised tipud,
3272, Ruudu vastastipud on P(3, 5) ja Q(1, -3). Leida
ruudu pindala.

3278, Rombi vastastipud on.A(8, -3) ja C(10, 11) mning
xiilje AB pikkus on 10. Leida selle rombi iilejifinud tippude

koordinaadid.
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3279, Vektorite ¥ ja B koordinaadid on:
1) 8=(4, 3), E=(1' 7);
2) &(s, -8), b=(12, 9);
3) g=(2, 5), S=(39 =7);
4) &=(2, -6), s;(-39 9.
Leida vektoritevahelime nurk.
3,80 Je1da vextorite B ja GD wvaheline nurk jirgmistel

Juhtudel:
1) A(2, 1), B(-2, 3), C(1, 0), D(3, 4);

2) a1, 2), B(2, 3), c(2, -1, D(—3, 1);
3) A(1, 1), B(Za 4)9 0(5, '1)9 D(9| s
4) A(Z, 3)0 B(3g 6)’ 0(3’ 5)9 D(1! 9);
5) a(1, ?7), B(2, 4), ¢(-3V3 , 3), D(1,V3 );
6) a(o, 0), B(2, 1), C(0, 0), D(-2, 5).

3,81, On entud neli punkti A(-3, 1), B(2, 4),

c(0, -5) ja D(-3, 0). Toestada, et AB|CD.

3.82. Tsestadn, et kolmnurk ABC on tédisnurkne, kui
) Atos O), B(3o 1)1 0(1, 7);
2) A(19 1). 3(29 3)' 0(5, "1)Q

3,83, Selgitada, kas kolmnurk on terwv-, téis- voi
niirinorkne, kul kolmnurga tipud on:

1) P(-2, 1), Q(4, 8), R(10, 6);

2) A(3, 1), B(?, 5), C(5, -1);.
3) M1, 1), U0, 2), M52, -1);
4) M(-1, 3), N(1, 2), P(O, 4).

3,84, Roopkiiliku ABCD tipud on A(3, -7), B(5, -7),
C(-2, 5) ning neljas tipp D asetseb tipu B vastas. leida
selle r8bBpkiiliku diagonsalide pikkused.,

3.85, Kolmnurga tipud on A(5, 0), B(O, 1) ja C(3, 3).
Leida kolmnurga sisenurgad,

3,86, Kolmnurga tipud on A(-V3, 1), B(O, 2) ja
Cc(-2V3, 2).leida tipu A juures olev vdlisnurk,

3,87, On antud kaks punkti M(2, 2) ja N(5, -2). Leida
abstsissteljel punkt P, nii et L MPN oleks t#isnurk.

3,88, On antud vektor OA=(x,y). Leide vekteri OA nur-
za ?varra pooranisel saadud vektori 03 koordinaadid.
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3,89, On entud kaks punkti A(2, 1) Jja B(5, 5). Leida
vektori AB nurga % vorra pooramisel saadnd vektord AC
10pp—-punkt.

3,90, Vektorid a=(-12, 16) ja b=(12, 5} on rakendatud
iihes punktis. Leida ihikvektor, mis on rekendatud samas
punktis ning poolitab vektorite @ ja T vahelise nurgae.

3.91. Ieida vektori 8=(7, -4) projektsioon vektoriga
5=(-8, 6) paralleelsel teljel.

3.92. On antud vektor a=(6, -8). Ieida vektoriga &
kollineaarse ihikvektori & koordinaadid kai vektorid a
ja .o on 1) sanasuu.nalised. 2) vestassuunalised.

3:.93. Leida korrapédrase kuusnurga keskpunkt, kus kaks
1éhistippu on A(2, 0) ja B(5, ¥3 ).

3:94, Leida korrapédrase n-nurkse hulknurga tipu A
koordinasdid, kui on teada esimese tipu A,(x,, y,) ja kesk-
punkti S(x 0 yo) koordinaadid.

3.95. Vektorite KA A,], A,l 20 A2A pikkused on a4, 85
ag ning need vektorid moodustavad x-telje positiivse suu-
naga vastavalt nurgad Y ,, ¥ YR ¢ 3e- Leida vektori A A ob
koordinaadid.

3,96, Vektorite A_A Bas A,.IAZ, A2A3. R A:An pikkused
on vastavalt 4, d,, ..., dn ning need vektorid moodustavad
x-telje positiivse suunaga vastavalt nurgad Par Por cees
¢ - leida punkti A, koordinsadid, kui on teads A (x,, 7,).

03

Skalaarkorrutise arvutamine, kui vektorid on
médrgtud oma koordinsatidega (ruumis).

3,97, Leida vektorite & ja b skalaarkorrutis, kui
=4I+73+3'f,jag= 3I—53+f.
3,98, Leida vektorite & ja b skalaarkorrutis, kui
1) 8(3, 5, 7), B=(-2, 6, 1):
2) a=(3, 0, -6), B=(2, -4, 0);
3) &=(2, 5, 1), b=(3, -2, 4).
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3,99, On antud vextorid E=(4, -2, -4), B=(6, -3, 2).
1 vutada 1) #; 2) V& 3) VBZ; 8) (28-3)(me2b).
32100, On antud kolm vektorit ¥=(5, -6, 1),
B=(~4, 3, 0), &=(5, -8, 10). Arvitada avaldised:
1) 3!2 - 485 + 282;
2) 2!2 + 432 - 582;
3) b - 4B% - sEE.
3,101, On antud kolm vektorit &=(3, 1, 2)
Be(2, 7, 4), T=(1, 2, 1). leida 1) (WDE; 2) BB,
3) §%% + 5°% + 821,
3.;192.-. On antud punktid ‘(-1’ 3' 7)0 3(2’ -1’ 5) Ja
c(0, 1, =5). Leida A
1) (2£B-0B)(28C+BA);
2) Ezg
3) B3
4) vektorite (AB A8) ja AB(XE .B6) koordi-
naadid.

Vaktori pikkus.

3,103, Arvutada vextori ¥=(6, 3, -2) pikkus,

3,104, Arvutada vektoritele 8=(3, -5, 8), b=(-1, 1,~4)
ehitatud roopkiiliku diagonaslide pikkused.

3,105, Leida vektoritele 8=(3, 4, -12), b=(6, -2, -3)
ja ¥=(6, 7, -6) vastavad-iihikvektorid !o' So Ja T,.

3,106, Vektorl koordinaadid on X=4, Y=-12. Leida kol-
mas koordinaat 2, kui[E)= 13.

.3.107. On antud punktid A(-1, 5, -10), B(5, -7, 8),
c(2, 2, -7) ja D(5, -4, 2). Kontrollida, kas vektorid AB
ja CD on kollineaarsed. Teha kindlaks, milline vektor on
pikem ja mitu korda, kas nad on sama- vol vestassuunalised.

32108, Leida punkti A(4, -3, 5) kaugus nullpunktist
ja reeperitelgedest. :

3,109. Leida punktide A,(<1, 0, 1) Ja A5(1, 2, 2)
xaugus teineteisest,
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32110, Ieida tetraeedri servade pikkused, kui tetra-
eedri tipud on A4(0, O, 0), Aa(-'l, 2, =3), A3(2, -1, 3) ja
A4(1, 2, 1. J

32111, z-teljel leida punkt, mis asetseks vordsel kau-
gusel punktidest A(-4, 1, 7) ja B(3, 5, -2).

3,112, yz-tasandil leida punkt, mis asetseks vordsel
kaugusel punktidest A(3, 1, 2), B(4, -2, =2) ja C(0, 5, 1)«

3,113, Leida kolmnurga pindala, kui kolmnurga tipud
on A(O, 2, =3), B(4, 4, 1) ja C(-1, 0, =1).

3,114, Leida tetrasedri pindala,kui tetraeedri tipud

on A(2, 2, 2), B(2, 2, =2), C(2,-2,2)
ja D(-2, 2, 2).

Vektoritevaheline nurk (koordinaatidega).

347115, Ieida vektorite & ja B vaheline nurk, kui
1) 8=(2, 5, 4), b=(6, 0,=3);
2) 8=(1, 1, -4), b=(1, -2, 2).
3,116, Leida vektorite & ja b vahelise nurga koosinus,

kui o=
1) 8=(2, -4, 4), b=(-3, 2, 6);

2) 3=(8, 4, 1), b=(2, -2, 1).
32117, Arvutada vektori & sihikoosinused, kui
1) B=(12, =15, =16); 2) B= (3, 4, 12).
3,118, Kas vektor voib moodustada  reeperitelgedega
jirgmised nurgad: 1) o= 45°, /3 = 60°, I= 120°;
2)x= 45° B =135 = 60°%
D= 0° P = 150°, = 60°7
3119, Eas vektor voib moodustada reeperitelgedega
jirgmised nurgad: 1) o¢= 30°, = 45%;
2) /3= mos r' = &oi
3) «=150°% r = 30°
3,120, Vektor moodustab x- ja z-teljega vastavalt nur-
gad o = 120° ja r= 45°, Millise nurgs moodustab ta y-tel-
jegs?
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3,121, Vektor @ moodustab x- ja y-teljega nurgad
o= 60° ja p= 120°.Leida vektori koordinasdid,kui 18| = 2.

3,122, Leida punkti M koordinaadid, kui ta kohavektor
moodustab reeperitelgedega vordsed nurgad ning pikkus
on 3.

3:.123, Ieida punkt, mis asetseb x-teljega 30° nurga
moodustaval sirgel ning on punktist A(3, O) 8 ihiku kaugu-
sel,

3,124, Kaks vektorit 8=(2, -3, 6) ja b=(-1, 2, -2) on
rakendatud samasse punkti, Leida vektorite & ja b vahelise
nurga poolitajat m#dda kulgeva vektori T koordinasdid, kui
& = 3 V&2

3,125, Vektorid 8=(-3, 0, 4) ja B=(5, -2, -14) léhtu-
vad samast punktist. Leida thikvekXtor, mis algab samast
punktist ning jaotab vektorite & ja § vahelise nurga poo-
leke.

30126, Kolmnurga tipud on A(<1, -2, 4), B(-4,-2, 0)
Jja €(3, -2, 1). Leida tipu B juures olev sisenurk.

3,127, Kolmnurga tipud on A(3, 2, -3), B(5, 1, -1) ja
c(1, -2, 1). Leida tipu A juures olev vilisnurk,.

3,128, Arvutada kolmnurga A(1, 2, 1), B(3, -1, 7) ja
0(?7, 4, -2) sisenurgad ja teha kindlaks, kas kolmnurk on
vordkiilgne.

3,129, Felinurgs tipud on A(1, -2, 2), B(1, 4, 0),
c(~4, 1, 1) ja D(~5, =5, 3). Toestada, et ta diagonaalid
AC ja BD on teineteisega risti.

3,130, Teha kindlasks, millisel e viirtusel on vekto-
rid B=x1 - 3] + 2k Jab=1 + 2] - «X teineteisega risti.,
32131, Leida iihikvektor B, mis on risti vektoriga

#=(3, 6, 8) Ja abstsissteljega.

3,132, Vektoriga 8=(6, -8, -7,5) kollineaarne vektor
¥ moodustab z-teljega teravmurga. Leida selle vektori koor—
dinaedid, kui X1 = 50. - bogi=i 4

3,133, Vektoritega &= 31 + 23 + 2k ja B 161 - 227 sk
risti olev vektor X moodustab Z‘teldesﬂ mirinurga. Leida sel-
1e vektori koordinaadid, kui I1X) = 14,
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3.134. Leida vektoriga a=(2, 1, -1) kollineaarne vek-
tor X, mis rehuldab tingimust Xa=3.

3,135, Leida vektoritegads(2, 3, 1) ja b=(1, -2, 3)
ristiuv  vektor ¥, mis rahuldab tinginmust

{51 - T + i -6,

3,136, On antud kaks vektorit: 8=(3, -1, 5) Jja
$=(1, 2, -3). Leids z-teljega ristiuv  vektor ¥, mis ra-
huldab tingimusi ¥8=9, X¥b=-4.

32137, On antud keks ssmast punktist ldhtuvat vekto-
rit a=(8, 4, 1) Ja $=(2, -2, 1). Deida samast punktist
léhtuv vektor ¥, mille pikkus on vordne vektori & pikkuse-
ga, on risti wvektoriga @ ja komplanaarne vektoritega & ja
P ning moodustab vextoriga B teravnurga.

Projektsioonid (koordinsatidega),

3.138. Leida vektori @ projektsioon vektori b sihil,

e 1) 8=(5, 2, 5), B=(2, -1, 2);
2) 8=(8, 4, 1), b=(2, -2, 1).

3,139, Leida vektori B=(4, -3, 2) projektsioon teljel,
mis moodustab  reeperitelgedega vordsed teravnurgad.

3,140, Leida vektori 8=( 2, -3, -5) projektsioon tel-
Jel, mis moodustab x- ja z-teljega nurgad o« = 45°, I= 60°
ning y-teljega teravnurga.

3,141, On antud kaks punkti A(3, -4, -2) ja B(2, 5,-2).
Leida vektori AB projektsioon teljel, mis moodustab x- ja
y-teljega nurgad o= 60°, p- 120° ning g-tel jega niirinur-
ga.

3,142, On antud vektori pikkus &= 2 ning nurgad
x= 45°, §=60% ps= 120°, Leida vekbori & projektsioonic

reeperitelgedel.

3,143, On antud kolm vektorit: & = 31 - 6J -K,
D=T+4J-5k, ¢= 31 - 4 + 12F. Leida px(3+b).
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3.144. On antud kolm vektorit: &=(1, -3, 4),
B=(3, -4, 2) ja 8=(-1, 1, 4). Leida pg,q8.

3,1 5, Op antud kolm vekborit: 8=-21+j+k, B=I+57,
E=41+43. Leida py(38-26).

32146, On antud kaks punkti M(-5, 7, -6) ja
N(?7, -9, 9). Leida vektori &=(1, -3, 1) projektsioon vek-
tors N sinil.

3,147, On antud punktid A(-2, 3, -4), B(3, 2, 5),
c(1, -1, 2) ja D(3, 2, -4). Leida pgpAB.

Segaiileasnde id,

3,148, On antud kolm vektorit: 5=21-J+3k, B=I-3J+2k,
8=31+2J-4k. Leida vektor ¥, mis rshuldab tingimusi ¥&=-5,
$6=-11, ¥&=20.

3,149, On antud kolm vektorit 8=(3, -2, 4),

P=(5, 1, 6), &=(-3, 0, 2). Leida vektor ¥, mis rahuldab
samasegselt kolme vorrandit: aX=4, bx=35, 5%X=0.

3.150. On antud ksks vektorit &=(1, 1, 1) ja 5=(1,0,0).
Leida vektor G, mis on risti vektoriga 3, moodustsb vekto-
riga ) nurgs 60° ning on suunatud nii, et vek'corite kolmik
a, b, ¢ on samuti orienteeritud kui ristbaas {:L, 5, EL

3,151, Arvutada, millist t66d teeb joud 1'_(3, =5, 2),
kui ta rakenduspunkt nihkub vektori ¥=(2, -5, 7) slguspunk-
tist 1lopp-punkti,

3,152, Leida jou ¥=(3, -2, 5) 85, kui ta rekendus—
punkt liigub msds sirget punktist A(2, -3, 5) punkti
3(3’ -2' '1)'

3,153, Kolm joudu M=(3, -4, 2), N=(2, 3, -5) ja
P=(-3, -2, 4) on rakendatud iihte punkti, Leida nende joudu-
dega vordse jou poolt tehtud t85, kul see joud paikneb iim-
ber punktist k,(5, 3, -7) mddda sirget punkti M,(4, -1, -4)

3.154, Vektoriga F=(1, -8, -7) mddratud aoud :]asuneb
kolmeks jouks, kusjuures iiks neist on wmddratud vektoriga

%=(2, 2, 1). Leids jou ¥ vektori ¥ sihiline komponent.
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3,155, Kuubi tippu on rakendatud kolm joudu, mildede
suurused on 1, 2 ja 3 ning nad on suunatud sellest tipust
léhtuvate tahkude diagonsale msoda. Leida nende kolme jou
resultantjaud.

Kaldreeper,

3,156, Leida kahe punkti M(3, O) js N(1, -2) vaheline
kaugus, kui kaldreeperi reeperinurk w = 120°.

3.157. On antud kolmnurk A(O, O), B(?7, 4), C(-1, 6)
kaldreeperis w = 60°, Arvutada pumktist A joonestatud me-
diasni pikkus.

3,158, Punktid M(-j, -5) ja N(x, y) on siimmeetrilised
x-telje suhtes. Leida punkti N koordinaadid, kui kaldreepe-
ri reeperinurk w = 60°.

3:159, Leida korrspédrase kuusnurga tipud, kui kuusnur-
ga kiilg a=1 ning reeperitelgedeks on valitud kaks ldhis-
kiilge selliselt, et reepqu alguspunkti vestes asuva
tipu koordinasedid on positiivsed.

3,160, Arvutads kolmnurga A(14, 3), B(9, -2), C(4, 1)
kiilgede pikkused, kui w = 2/37 .

3,161. Kaldreeperis reeperinurgaga w = arccos(-3/5)
on antud korrapidrase kolmnurga kaks tippu A(2, -2) ja
B(7, 1). Leida kolmnurgs kolmas tipp.

3,162, Leida kaldreeperi reeperinurk w , kui punkti-
de A(10, -4) ja B(7, -1) vaheline kaugus on 3.

3,163, Ringjoone keskpunkt asetseb vunktis C(-7, 4)
ning raadius on R=6. Leida reeperinurga poolitajatega pa-
ralleelsete diameetrite otspunktid, kui w = ﬂ:

3,164, Ealdreeperis w = 150° kolmnurga tipud on
0(o, 0), A(3, 1) ja B(-1, 4). Arvutada kolmnurga pindala.

34165, Leida reeperinurk, kui kolmnurgs A(-5, -1),
B(3, -2), ¢(1, 4) pindala on 11,5 ruutiihikut,
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Afiinne reeper,

32166, EKonstrueerida afiinne reeper
kui
1 &= T Bq= 4 Byp= O

2) 147825= 1 B2 3
3) 8q9= 4, 812= 8, &55= 253

4) 811= 4, 845= -8, 825 25.
32167, Leida vektorid=(56, -10) pikkus, kui g,,= 4,

842= 8 ja Bop= 25.

3,168, Leida vextori 3=(7, -8) pikkus, kul g,,=%
‘12= 8. 522= 25.

3,169, Leida vektoriga.@=(7, -8) risti olev dhikvek-
tor b, xui gq4= 4, 845= 8, 8= 25.

32120, Reeverivektorite pikkused on 18, =2, 18,)=3
ning mnemdevaheline nurk w= g. Leida g44, 845s 8pp Ding
punktide A(1, -2) ja B(-3, 4) vaheline kaugus.

3.171. Afiinsereeperi vekterits pikkused on vastavalt
1841 =4, I5,] = 2. Nendevahalime nurk on w = %. EKolunurga
ABC tippude koordinasdid antud reeperis on A(1, 3), B(1, 0)
ja €(2, 1). Leida kolmnurga kiilgede AB ja AC pikkused ning
nendevahelime nurk A,

3:172. Afiinse reeperi vektorite pikkused on vastavalt
|31| = 2, 1521 = 3 ning nendevaheline nurk (y = %E. Sel-
les reeperis on antud vektorid 8=(1,2) ja b=(2, 2). Leida
esimese ja teise vektori vaheline nurga koosinus,

3,173, On entud kolmnurk ABC tippudega A(1, 1),

B(5, 3) ja C(3, 5) afiinses reeperis. Kolmnurga kiilgede
pikkused on vastavalt AB=\62, AC=4, BC=V2E. Leida selle
reeperi vektorite pikkused ning memdevaheline nurk,

3.174, On antud kolmnurk ABC tippudega A(1, 0), B(0,1),
c(3, 2) afiinses reeperis. Téisnurk asetseb tipu C juures
ning kaatetid on CA=2, CB=3. Leida kolmnurga KB{ Xkiilgede
pikkused ning nemdevaheline nurk, kui selle kolmnurga
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tippude koordinaadid on £(1,1), B(2,2) ja € (2,4).

3.175. Sirge, mis labib punkte A(4,1) ja B(~2,y), moo -
dustab vordsed nurgad molema reeperiteljega. Leida punkti B
ordinaat uldise afiinse reeperi korral.

3. Vektorkorrutis

Kahe vektori ¥ i ] ¥ vektorkorrutiseks nimetatakse vek-
torit 2, mis rahuldab tingimusi:
1) 212, 21T (sihi naaratlus);
2) 2, ¥, 2 on parempoolne kolmik (suuna maaratlus);
3) l?'-|ﬂ[‘y’[ sins (X,¥) (pikkuse maaratlus).
Vektorite X ja ¥ vektorkorrutist tahistatakse kas X»y voi
[x,ﬂ Vektorkorrutise pikkusel
l?xyl i sin/ (5,7 (3. 30)
on lihtne geomeetriline tahendus: kui kanda tegurid X ja ¥
uhisesse alguspunkti, siis nendega maaratud roopkullku pind-
ala on
S=[x|h -ilx |ﬂsinz_(x,'y’)|.[f4[ (3.31)
Seega vektorite X ja ¥ vektorkorrutis on vektor, mis vordub
pikkuselt teguritele ehitatud roopkuliku pindalaga, on ris -
ti selle reopkiliku tasandiga ja suunatud nii, et tema 16pp-
punktist vaatates lilhem poore X poolt ¥ poole toimub vastas-
suunaliselt kellaosuti liikumiselz,
Vektorkorrutise omadused:
1) antikommutatiiveus Xuy = -yxX;
2) assotsiatiivsus skalaarse teguri suhtes
AXY) =X (D7), (D) =MTF);
3) distributiivsus vektorite liitmise suhtes
T (Fi2) = F + BE, (BINT = BT + Tois
Kui antud baasi S-Ee sy 1=1,2,3 'g korral vektorid on
maaratud koordinaatide abil x-x.‘e1+x262+x3 3 y=y1e1+y2 y,s,
siis vektorite vektorkorrutis arvutatakse jargmiste valemite
abil,

xy = X2 X3
Yo y3

ehk

X, X
Yy I

x1 23 "

e,re, + =
i W ¥4 y3|e17~e3+

21e3

- o=



ety CRTN e1-z‘é'3 e e,
Xr»y = x1 12 X.
i Yo Yg
Ristreeperi korral vektorite vektorkorrutise arvutamise va -
lemid on jargmised:

i:i-]xz 4 “'x.l xB‘. \x1 x,
LY I3ls 177 T2

Yo Y3
ehk i 3 k
f‘i = 11 x2 13
Yy Yo y}

Ristreeperi korral vektorkorrutise Xxy koordinaatideks ole-
vaid telst jarku determinante on lihtne leida nn."Kate reeg-
11 abil": kirjutame vektorite koordinaadid uksteise alla
= (xl, Xyy X4 )3
- (Y1' Yo 33)0
Vektorkorrutise Xxy esimese, teise ja kolmanda koordinaadi
leidmiseks katame vastavalt kinni esimesed, teised ja kolm-
mandad koordinaadid ja kinnikatmata koordinaatidest moodus-
tade determinandid. Tuleb ainult meeles pidada, et vektor -
korrutise teise koordinaadi ees on mark miinus,

Vektorkorrutiste arvutamine (koordinaatideta)

3,176 Arvutada vektorite X ja ¥ vektorkorrutise pikkus
%7, kut
VIx|= 65 [T =5 ~(x,9) =
2)|X|= 10; |F|= 2 ja FF = 12,
3,177 Arvutada skalaarkorrutis Xy, kui |Xk3, ¥ = 26 Jja
[Z>H = 72, 2
3,178 Teades, et |X)=1, |y|- 2 jas(X,¥) = 3-.7" a.vvu -
tada 1) (HP; 2)[(2:+9'):(x+2y)] EN[ESPMER ) K
30179 Poh;jendada, et kehtib jargmine vordus:
1) (T2 + (&F)2
3,180 Naidata, et (x;?) = iz?z Millal kehtib siin vor-
dus?
3,181 Vektorite X, ¥, @ ja V vahel kehtivad seosed
Xuy = UV, X<l = §-7. Toestada, et vektorid X~V ja y-d on

kollineaarsed,
e - 80 ~
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3.177.
3.178.
3.179.
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3.181.
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3.182.

3.183.

3.184.

3.185.

3.186.

3.187.

3.188.

3.189.

3.190.

3.191.

3.192.

3.193.

PEATUKK 3. MITTELINEAARTEHTED VEKTORITEGA

Millisel a vaartusel on vektorid 7 = ad + 5 b ja ¢ =3d — b kolli-
neaarsed, kui @ ja b ei ole kollineaarsed?

Niidata, ej} kui kolm vektorit @, 7)) el ole kolhneaarsed siis vordus-
test TX b = bx < =Cxa jareldubvordusa+b+c—OJa

vastupidi.

Millist tingimust peavad rahuldama vektorid 2 ja 7/, et vektorid Z+ %
ja @ — ¥ oleksid kollineaarsed?

Teades ristkiiliku kiilgvektorite @ ja b pikkusi |d] = 3 ja |3| = 4,
arvutada ristkiiliku diagonaalvektorite pikkus.

Leida vektorkorrutis (7 + ¥) x (¥ — %), kui @ ja ¥ on mittekolli-
neaarsed. Anda tulemusele geomeetriline tolgendus.

Leida vektoritele
pindala, kui @ ja

— 920 +3bjay =@ —4b ehitatud ro6pkiiliku
on ristuvad thikvektorid.

SR

Leida vektoritele AB = i +27 ja AD =
pindala, kui |m| =5, |7| = 3 ja £(m, )

37 ehitatud réopkiiliku

®Iﬂ|

On antud kolmnurga kaks kiilge AB = Sp — 47 ja BC = P +57.
Leida kolmnurga korgus CD kui p ja ¢ on ristuvad iihikvektorid.

- -

Leida vektoritele @ = 2m+ 7 — 7 ja b =m-37+ p ehitatud roop-
kiiliku diagonaalide vahelise nurga siinus, kui m, 7 ja p on ristuvad

tthikvektorid.

Leida vektori @ = 3P —12¢ +47 projektsioon teljel, mille sihivektoriks
on vektor ¥ = (P —27) x (P + 3¢ — 47), kusjuures p, ¢ ja 7 on
ristuvad tihikvektorid.

— — —
T

Toestada, et vektorid @ = P x 71, ¥y = ¢ X7 ja 2 =
komplanaarsed.

—
X N on

Uhest punktist lihtub kolm mittekomplanaarset vektorit @, ?7), .
Néidata, et nende vektorlte otspunkte labiv tasand on risti vektoriga
TXb+bXxT+TxT



3.194.

3.195.

3.196.

3.197.

3.198.

3.199.

3.200.

3.201.

3.202.

3.203.
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Kas vasaku kie kolm esimest sorme moodustavad vasakpoolse voi pa-
rempoolse vektorite kolmiku, kui poial ja esimene sorm on vilja siru-
tatud peopesa tasandil ning keskmine sorm koverdatud peopesa poole?
Anda vastus parema kée sormede kohta.

Niidata, et vektorite @, 3, ¢ tsiiklilisel iimberpaigutamisel kolmikute
iseloom (vasak- voi parempoolne) ei muutu.

Kontrollida, et vektorkolmiku kahe vektori iimberpaigutamisel vasak-
poolne kolmik muutub parempoolseks ja vastupidi.

Lihtsustada korrutised 7 x i/, ¥ x 2, Z X @ teades, et iithikvektorid 7,
Y ja Z on risti ning moodustavad 1) parempoolse voi 2) vasakpoolse
kolmiku.

Toestada, et vektorkorrutis ei muutu, kui iihele tegurile liita teise te-
guriga kollineaarne vektor.

Niidata, et vektori Z vektorkorrutis temaga ristuva iihikvektoriga 7/ on
samavidrne vektori @ pooramisega tiisnurga vorra kellaosuti litkumise
suunas iihikvektoriga ¥ ristuval tasandil.

Teha kindlaks, kas vektorite @ ja 7 vektorkorrutist voib asendada kol-
me jargmise operatsiooniga:
1) vektori 7 projekteerimisega vektoriga ¥ ristuvale tasandile;

2) projekteeritud vektori podramisega taisnurga vorra kellaosuti lii-
kumise suunas samal tasandil;

3) pooratud vektori korrutamisega teguri ¥ mooduliga.

On antud vektorid @ ja b. Leida 7 nii, et @ = b x 7. Kas iilesanne
on alati lahenduv ja kui palju on tal lahendeid?

Avalda vektor ¥ = (3 P72 k) (@ —74—5?) ristuvate tihikvektorite

- > —

1, J, k parempoolse kolmiku kaudu.

Ristuvate iihikvektorite vasakpoolse kolmiku m, 7, P korral 7 =
(3m 447 +5p) X (M + 67 +47). Leia vektori 7 pikkus.



o8 PEATUKK 3. MITTELINEAARTEHTED VEKTORITEGA

Vektorkorrutiste arvutamine koordinaatide abil.
3.204. Leida vektorkorrutis @ x 7/, kui

7 =(2,3,1), ¥ =(506,4);
2) 7 =(5-2,1), ¥ =(4,0,6);
z

3) T=(-2.6,—4), 7 = (3,-9,6).
3.205. On antud vektorid @ = (3, —1,—2) ja ¥ = (1,2, —1). Leida vektorkor-
rutised: 1) 7 x 43 2) 22 + 7)) x ¥; 3) 27 —¥) x 27 + 7).
3.206. On antud vektorid @ = (2,-3,1), b = (-3,1,2) ja @ = (1,2,3).
Arvutada (@ x b)) x € jad x (b x ©).

3.207. On antud punktid A(2,—1,2), B(1,2,—1) ja C(3,2,1). Arvutada vek-
torkorrutised: 1) AB x BC; 2) (BC —2CA) x CB.

3.208. Arvutada vektoritele @ = (8,4,1) ja b = (2, —2,1) ehitatud réopkiili-
ku pindala.

3.209. On antud punktid A(1,2,0), B(3,0,—3) ja C(5,2,6). Leida kolmnurga
ABC pindala.

3.210. Kolmnurga tipud on A(1,—1,2), B(5,—6,2) ja C(1,3,—1). Leida tipust
B kiiljele AC' langetatud korguse pikkus.

3.211. Leida vektorite @ = (2,-2,1) ja b= (2, 3,6) vahelise nurga siinus.

3.212. Arvutada vektoritele @ = (2,1, —1) ja b= (—2, 1, 3) ehitatud r66pkii-
liku diagonaalide vahelise nurga siinus.

3.213. Arvutada afiinses reeperis antud vektorite ¢ = (0,1,—1) ja d =
(2,0,1) poolt midratud roopkiiliku pindala, kui |er| = 1, |e3] = 2,
lez| = 3, kui esimese kahe reeperivektori vaheline nurk on 30° ja kol-
mas vektor on risti molema eelnevaga.

3.214. Arvutada eelmises iilesandes antud roopkiliku diagonaalidele ehitatud
roopkiiliku pindala.



3.1. SEGAKORRUTIS 59

3.215. Joud ? = (3,2, —4) on rakendatud punktis A(2,—1,1). Leida selle jou
moment koordinaatide alguspunkti suhteg']

3.216. Joud P = (2,—4,5) on rakendatud punktis My(4, —2, 3). Leida selle
jou moment punkti A(3,2, —1) suhtes.

3.217. Joud P on rakendatud punkti A. Leida selle jou momendi suurus ja
sihikoosinused punkti C' sihtes, kui:

1) 7 =(3,4,-2), A2,—1,-2), C(0,0,0);
2) B =1(2,2,9), A4,2,-3), C(2,4,0).

3.218. On antud joud M = (3,—1,-3), N = (3,2,—1) ja P = (—4,1,3),
mis on rakendatud punktis C'(—1,4, —2). Leida resultantjou momendi
suurus ja sihikoosinused punkti A(2,3, —1) suhtes.

1. Segakorrutis

Kahe vektori 7 ja i vektorkorrutise 7 x 4 skalaarkorrutist (7 x ¥)Z
nimetatakse kolme vektori 7, i ja Z segakorrutiseks. Kolme vektori sega-
korrutis on reaalarv, mille absoluutvairtus vordub neile vektoritele ehita-
tud rooptahuka ruumalaga ja on positiivne parempoolse ning negatiivne

vasakpoolse kolmiku puhul. Et kehtib samasus (77 x ¥)Z = Z(¥ x 2),
siis segakorrutise tahistamiseks kasutatakse lihtsamat téhist, s.t. (7 2) voi

—>—>—>

Ty Z.
Segakorrutise algebralised omadused:

1) Soltuvus tegurite jérjekorrast. Segakorrutise absoluutvédrtus séilib te-
gurite igal imberpaigutusel; méark muutub vastupidiseks kahe teguri
vahetamisel ja seega séilib tegurite tsiiklilisel {imbervahetamisel.

2) Segakorrutis on assotsiatiivne reaalarvuga korrutamise suhtes:

(@)Y 7Z) = (Z(ay)?) = (TY(a?)) = a(TY 7).

'Kui vektor 7 kujutab joudu, mis on rakendatud mingis punktis M ja vektor @ laheb
mingist punktist O punkti M, siis vektor @ x f kujutab endast jou f momenti punkti O
suhtes.
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3) Segakorrutis on distributiivne vektorite liitmise suhtes:

(@7 +22)Y7) = (117 2) + (227 2),
(T +12)7) = (Tn?) + (Ty7),
(TY(E+2) = (TF7Va) + (TVz).

Kui baasi S = {€;,7 = 1,2, 3} korral vektorid on méiratud oma koordinaati-
de abil @ = Zje;, ¥ = y_;e—]’ , Z = Zzen, siis vektorite segakorrutis arvutatakse

jargmise valemi jargi

Ty T2 T3
—>—>—> —>—>—>
TYzZ=|Y1 Y2 Ys3|e€1€2€3.
Z1 k2 23

N
Ristbaasi korral ejeses = 7?k = 1 ja vektorite segakorrutise arvutamise
valem lihtsustub

Ty T2 I3

Y1 Y2 Y3
21 22 23

By
oy

v

Vektorvorrand (??T) = 0 on samaviirne vektorvorrandiga 7 = @ + uk +
—

vl.

nii, et ¥ = OX siis lopp-punktid X
C taidavad tasandi, mis | labib punkti C
kohavektoriga ¢ = = 0C ning on maa-

X K ratud rihivektoripaariga k T

O
?/\? Kui 7 rakendada fikseeritud punkti O,
7

Joonis 3.1

3.219. Toestada, et kolme vektori segakorrutis on null, kui kaks neist vekto-
reist on kollineaarsed.

3.220. Toestada algebraliselt, et kolme komplanaarse vektori segakorrutis on
null.

3.221. Toestada vektorite @ x ¥, @ x ¥ ja © X W komplanaarsus.



3.1.

3.222.

3.223.

3.224.

3.225.

3.226.

3.227.

3.228.

3.229.

3.230.

3.231.
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—

Niidata, et kui Z X ¥ + ¥ X Z + Z x @ = 0, siis vektorid 7, ¥ ja 2
on komplanaarsed.

Toestada, et vektorite 77, i ja 2 komplanaarsuse tarvilikuks ja piisa-
vaks tingimuseks on vordus a@ + % + vZ = 0, kusjuures vihemalt
iiks arvudest «, 3, v peab olema nullist erinev.

Toestada, et |77 7| < |Z]|¥||Z|. Millistel eeldustel on voimalik vor-
dus?

Toestada samasused 1) (Z+7)(V+2)Z+2) =277 7;2) Ty (Z+
AT +uy) =2y Z, kus A ja u on suvalised arvud.

N
C

>

Leida vektoritele ¥ = @ + F—I— C,y=a-+ b— CiaZ=1d-—
ehitatud réoptahuka ruumala.

+

Leida alljargnevatele vektoritele ehitatud ro6ptahuka ruumala:

) ad=7 —3q + 70 =2P+7-3Tjac=7+2¢+7 (kus
D, q jaT on rlstuvad tihikvektorid);
2) @ b

—> — —> - - —> — —> 1 —
=3m+5n, b =m-—2n, ¢ =2m+7n (kus |m| = o1 7| = 3,
1

Arvutada vektorltele T =37 +2] —5k: Y= 7 - j + 4k jas =
T —37 J+ ¥ chitatud rooptahuka korgus kul aluseks on vektoritele 2
ja ¥ ehitatud roopkiilik ( J ja ¥ on ristuvad tihikvektorid).

Lelda(z X j) (z +7—|— k).

Teha kindlaks, milline on vektorite kolmik @, 3, <

poolne), kui

(parem- voi vasak-

2) 3:7,3:%’,?:7; c=17;
) d=i+j,b=j,C=k =T

Vektorid @, b il _moodustavad parempoolse ristuvate vektorite kol-
miku. Arvutada v ¢, kui | ) = 4, ]b[—? 12| = 3.
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3.232. Vektor ¢ on risti vektoritega @ ja b, Nurk vektorite @ ja b vahel on
30°. Leida @ b ¢, kui |d| =6, |b| =3, || =3.

3.233. Arvutada segakorrutis 77 7, kui

1) Z=1(2,0,1), 7=(1,3,-2), T = (4,—1,1);
Z=(1,-1,3), ¥ =(-221), T =(3,-2,5).

3.234. Niidata, et vektoritele OA = @, OB = Zja oC=1¢ rajatud tetraeed-
ri ruumala on vordne iihe kuuendikuga nende vektorite segakorrutise
absoluutvéartusest, s.o.

V=-|3b2l.

| =

3.235. Tetraeedri tipud on A(2,—1,1), B(5,5,4), C = (3,2,—1) ja D(4,1,3).
Leida tetraeedri ruumala.

3.236. Tetraeedri tipud on A(2,3,1), B(4,1,-2), C(6,3,7) ja D(—5,—4,8).
Leida tipust D langetatud korguse pikkus.

3.237. Tetraeedri ruumala on V' = 5 ja kolm tippu asetsevad punktides A(2,1, —1),
B(3,0,1) ja C(2,—1,3). Leida neljanda tipu D koordinaadid, kui ta
asetseb y-teljel.

3.238. Teha kindlaks, kas vektorid 7, i/, 2 on komplanaarsed, kui:

z v
2) T=(3,-2,1), 7 =(21,2), 2 =(3,—1,-2);
z T =(1,2,-3), T =(3,-4,7).
3.239. Lihtudes kolme vektori AB = (X1, Y1, Z1), AC = (X», Ya, Zs) ja AD =

(X3, Y3, Z3) komplanaarsuse tingimustest, anda neljanda punkti A(z1, y1, 21),
B(xg,y2, 22), C(x3,Ys, 23) ja D(x4,ys, z4) komplanaarsuse tingimus.

3.240. Toestada, et neli punkti A(1,2,—-1), B(0,1,5), C(—1,2,1) ja D(2,1,3)
asetsevad samal tasandil.
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2.

Topeltvektorkorrutis

Vektorkorrutise @ x % ja vektori Z° vektorkorrutis on jille vektor, mida
nimetatakse topeltvektorkorrutiseks.
Iga vektorkolmiku 7, 3/, Z korral kehtib samasus

}
I
<)
)
oy
|
sy
<)
N

(ZxY)xZ

Kahe vektorkorrutise vektorkorrutise avaldis:

(TxY)x(ZxW)=Z(FY0) - 0(ZYZ)=9§(TZ0) — Z(YZ0).

Jacobi samasus:

3.241.
3.242.

3.243.

3.244.

3.245.

3.246.

3.247.

—

(ZXY)XxZ4+ (T xZ)xZ+(

Niidata, et kui @ L ¥ ja @ L Z,siis @ x (¥ x Z) = 0.
Millistel tingimustel kehtib (7 x ) x 2 =7 x (¥ x 2).

— .

On antud, et 7 = a7 + pu7. Leida vektorite 7, ¥ ja Z vaheline seos,
mis ei sisaldaks kordajaid A ja p.

Kas on voimalik leida vektor 7, mis rahuldaks samaaegselt kahte vor-
randit: 7 x @ =aja ¥ x b = ¢, kus @, b, ¢ on antud vektorid ning
a - antud arv.

Niidata, et kehtib vordus E{b_; + CTQ’b_; = 0, kui leidub vektor @ mis
rahuldab samaaegselt kahte vorrandit a; x @ = b; ja as X © = by

N
Leida vektor 7', mis rahuldab vorrandite siisteemi 7@ = a, 7Tb =3
ja ¢ =, kus @, b, ¢ on mittekomplanaarsed vektorid.

Toestada samasused:

) Zx(¥x2)=7(T7)-Z(TV);
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, kui @ ja 7 ristuvad,;

¥

—
=T

)

=15 1=

18 1> 1w

ERERE)
13 1t Tw

IERERE

18 1> T

14) (ZF2)(TTD) =

for

s > ﬂz

> a 1>

te 1t

13 s

= > e

15) (ZY2)* =

(1,2,1). Arvutada

—

jaz

3.248. On antud vektorid

— —
T Xy

1) (

I
1o
—~
—
_
=
=
SN—
I
s
P
(@]
5
i
L
I
13
=
v
Py
=3
X3
o &
X
—~
to
=
s -Z
~— —~
< —
i)
5 -
—_ &
o
<t
N
(a)

Segaiilesanded (vektorarvutus).

3.251. Kas jargmised vordused on samavaarsed:
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1) =7 jaa? =ay;

N T =TjaTT =77

3) T=YjalxZ=09x7;

) T=9jarl+Z=9+7.
3.252. Leida (7 + j + k) (i + ] + k)

3.253. Niidata, et vektorid @ = (1,-5,3) ja b= (—2,10, —6) on kollineaar-
sed.

3.254. Leida kordajad a ja v, kui vektorid 7 = Al +57 —kja g =37 +
Jj + vk on kollineaarsed.

3.255. Niidata, et vektorid Z = (2,—3,0) ja ¥ = (3,2,1) on risti.

3.256. Leida xy-tasandil vektor x, mis oleks risti vektoriga y = (5, —3, 4) ning
pikkuselt temaga vordne.

3.257. Niidata, et vektorid 7 = (=3,0,2), ¥ = (2,1,—4) ja Z = (11, -2, -2)
on komplanaarsed.

3.258. @data,_}et Vek)tor :4:? on_kc))mpla_r)laarng ithikvektoritega i ja Z, kuid
OA=6i +3) +4k jaOB=21 +37 + k.

3.259. Kontrollida, kas kolm vektorit

—

1) @=(2,-1,3), b = (1,4,2),
2) T

¢ =(3,1,-1);
= (1,6,5), m = (3,-2,4), © = (7, —18,2)
on komplanaarsed.

3.260. Leida vektoritele @ = (2,—1,3) ja b = (1,-3,1) ehitatud ropkiiliku
pindala.

3.261. Leida vektori @ = (6,—2,3) pikkus ja eihikoosinused.

3.262. Leida iihikvektori O = (1,0) ja vektori AB vahelise nurga koosinus,
siinus ja tangens, kui
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3.263.

3.264.
3.265.

3.266.

3.267.

3.268.

3.269.

3.270.

3.271.

3.272.

3.273.

3.274.

3.275.

PEATUKK 3. MITTELINEAARTEHTED VEKTORITEGA

1) A _273)a B(479)7 4) A 573 ) B(5a_7)>
2) A(2,1), B(3,0); 5) A(L,4), B(2,5);

Leida vektori AB ristprojektsioon teljel, mille sihivektoriks on vektor
CD, kui A(—4,2), B(6,4), C(—6,—1), D(—1,—13).

Toestada, et kolmnurk tippudega A(5,—4), B(3,2) ja C(2,-5).

On antud vordkiigse kolmnurga kaks tippu A(2,1) ja B(6,3). Leida
selle kolmnurga kolmas tipp.

Vordhaarse kolmnurga aluseks on 16ik AC, kusjuures A(—4,2), C'(4, —4).
Leida selle kolmnurga tipu B koordinaadid, kui alusnurgad on arctan 6

On antud kolmnurk ABC: A(2, —3), B(1,3) ja C(—6,—4). Leida punkt
M, mis on siimmeetriline tipuga A kiilje BC' suhtes.

Teades kolmnurga tippude kohavektoreid o, 3, ¢, leida mediaanide
loikepunkti kohavektor.

Leida kolnurga ABC: A(2,2), B(—5,1), C(3,—5) timber joonestatud
ringi keskpnkt ja raadius.

On antud kolmnuga kaks kiilgvektorit AB = (2,1,-2) ja BC = (3,2,6).
Leida selle kolmnurga nurgad.

Leida eelmise iilesande andmete pohjal kolmnurga pindala.

Kolmnurga tipud on A(2,—-1,-3), B(1,2,—4) ja C(3,—1,—2). Leida
tipust A vastaskiiljele ehitatud korgusega kollineaarse vektori h koordi-
naadid, kui A~ moodustab y-teljega niirinurga ning ta pikkus on 2v/'34.

On antud ruudu kaks korvuti asetsevat tippu A(—3,2) ja B(2,4). Leida
ruudu tiilejaanud tipud.

On antud ruudu vastastipud A(—3,2) ja B(5,—4). Leida iilejaanud
tipud C' ja D.

Rombi vastastipud on A(8,—3), C'(10,11). Leida rombi teised tipud,
kui rombi kiilje pikkus on 10.
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3.276. Rocpkiiliku kolme tipu A, B ja C kohavektorid on @, b ja €. Leida
neljana tipu D kohavektor d.

3.277. Teades roopkiiliku ABC'D kolme tipu kohavektoreid @, b, Z, leida
roopkiiliku diagonaalide 16ikepunkti kohavektor 7.

3.278. On antud trapetsi kolm tippu A(@), B(?) ja C(?). Leida neljanda tipu
raadiusvektor d, diagonaalide 16ikepunkti raadiusvektor 7 ja kiilgser-

vade loikepunkti raadiusvektor p, teades, et alus AD on A korda suurem
alusest BC.

3.279. Teades rooptahuka ABCDA'B'C'D’ nelja tipu raadiusvektoreid @, T;,
¢, d, leida iilejasinud nelja tipu raadiusvektorid.

3.280. Rooptahuka kiilgvektoriteks on vektorid OA = @, OB = b, OC = .
Leida tipust O lahtuva rooptahuka diagonaali ja tippe A, B, C' ldbiva
tasandi tasandi loikepunkti kohavektor.

3.281. Leida vektoritele P = (3,1,-2), @ = (—4,0,3) ja & = (1,5,—1)
ehitatud rooptahuka ruumala ning teha kindlaks, kas need vektorid
moodustavad vasakpoole voi parempoole kolmiku.

3.282. Massid my, ma, ..., m, on paigutatud punktides M;(77), My (73), . .., M, (7).
Leida selle masspunktide siisteemi raskuskeskme kohavektor.

3.283. Naidata, et n materiaalse punkti raskuskeskmest koikidesse punktidesse
suunduvate vektorite summa on null, kui koigis n punktid on vordsed
massid.

3.284. Kahte vektorkolmikur ay,as,as ja b_l), 172), by nimetatakse kaaskolmiku-
teks, kui nende kolmikute vektorid on seotud jérgmiselt:

o [1, kuii=k
aiby, = .
0, kuii#k

Leida vektorkolmiku a7, a3, a3 kaaskolmiku vektorid l;l) , b_; , 53) , kasutades

skalaar- ja vektorkorrutist.

3.285. Leida vektorkolmiku a1 = (2,1,—1), as = (=3,0,2), a3 = (5,1, -2)
kaaskolmiku vektorid.
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3.286. On antud kolme JOU komponendld ax =5 = =
b =37 by—6] b —4k cx—12z ¢, = J,C = —15k. Leida
antud Joudude resultantjou suurus ja siht.
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I peatiikk. Lineaarne vektoralgebra

1.1. Vt. joon. [L.8
1.2, - b| = 22.

1.3. |3+ b| =20

Joonis 1.8
1.4.|C+0b|=|3 - b| = 13.
1.5. |d+b|=V129~114;|d — b| =
1.6.|d+ b|=V19~44;|d — b| =

1.7.1) a L b. Selgitus. Vektorid 5’+3ja @— b on vektoritele @ ja b chitatud
roopkiiliku diagonaalid; kui r6opkiiliku diagonaalid on vordsed, sis roopkiilik
on ristkiilik; 2) vektorite @ ja b vaheline nurk peab olema teravnurk; 3)
vektorite @ ja b vaheline nurk peab olema niirinurk.

1.8. |p| = |q|, kuna réopkiiliku diagonaalid jaotavad kiilgedevahelise nurga
pooleks ainult rombi korral.

1.9. Vt. joon. 1.9

1.10. Vt. joon. [I.10}

1) AACE; 2) AACF,; 3) AABD; 4) roopkilik ABiM Dy; 5) AMBC; 6) ja
7) AAPQ.

69
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2
20
\

Joonis 1.9

1.11. 1) @ ja b on kol
lineaarsed. Roopkiiliku dia-
gonaalid on kollineaarsed ai-
nult siis, kui ta kiiljed on kol-
lineaarsed; 2) a ja b on
samasuunalised, kuna nende
sihtide iihikvektorid on vord-
sed; 3) d ja b on kollincaarsed
ja samasuunalised; 4) ja b)

a ja b on kollineaarsed, kuid
vastassuunalised.

Joonis 1.10 1.13. Mirkus. Iga kolm-

nurga kiilje pikkuse korrutis

temaga risti oleva iihikvektoriga on vektor, mille pikkus on vordne kiilje pik-
kusega ja suund on selle kiiljega risti. Seega selle vektori voime saada, kui
poorame kolmnurga kiilje taisnurga vorra.
1.14. 1) a = =0, kui @ ja b on mittekollineaarsed; 2) o = f3, kui @ ja b on
kollineaarsed ning vastassuunalised; 3) « = —f, kui @ ja b on samasuunalised.
1.15. u=v=0,kui¢=0;u=0jav #0, kui ¢ja b on kollineaarsed; u # 0
ja v =0, kui ¢ ja a on kollineaarsed.
1.17. 1), 2) Esitus on alati voimalik ja lahend on iihene; 3), 4) Lahendeid
voib olla kaks, liks voi mitte iihtegi olenevalt antud liidetavate pikkustest.
1.19. 1) [+m+17=0; 2) 2+ 11 — i = 0; 3) L7, — mittekomplanaarsed.

Markus. Et leida lﬁ, m ja 7 vahelist lineaarset soltuvust, tuleb neid méaéravast
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kolmest vordusest elimineerida abivektorid a, b ja ¢ kui seda teha ei saa,
siis on vektorid /, m ja 7 mittekomplanaarsed ning antud vordusest saame
vektorite d, bj ja ¢ esitused vektorite l m Ja i lineaarkombinatsioonidena. Nii

naltekSJuhuIS)saamea—l—n b——l+2m—nJac:l—m+n
1 2 3
1.20. 1) a' = b', a* = b?, a® = b*; 2) Zl = Z_Q = % Mirkus. Kasutame

vektorite kollineaarsuse tingimust @ = b. 3) Kordajate vahelisi seoseid, mis
ei soltu vektorite €1, €5, €3 valikust, pole olemas.

1.21. 3m +2n —3p+ 44 = 0.

Markus. Otsitav lineaarne soltuvus
saadakse vektorite d, b ja € elimineeri-
mise teel antud V6rdust%st.

1.22. S—— — 4+ —.
5m+5n+5ﬁ

1.23. 1) Voib olla neli vektorit, kus-
juures ei ole iihtegi kahte kollineaarset
ja iihtegi kolme komplanaarset vektorit;
kui kaks antud vektorit on kollineaarsed,
Joonis 1.11 siis koik neli vektorit on komplanaarsed;

kui kolm vektorit on kollineaarsed, siis

on kollineaarsed koik neli; kui kolm vek-

torit on komplanaarsed, siis on ka koik neli kollineaarsed; 2) Z;, c ja d on

komplanaarsed; 3) @ ja d on kollineaarsed; 4) d = 0.
1.24. Markus. Nulliga vordumise tingimus tuleneb koige lihtsamast faktist,
et poorates koiki liiddetavaid 120° (voi 240°) vorra, summa ei muutu.

— a — C—b —= b
1.26. Vt. joon [1.11} AM = ¢+ % voi AM = &2, BN = @ + 5 Vi

BN—G;C ﬁ—hgvaic‘ﬁ: =

1.27. AM = (b + )BN—a+ b B -

1.28. Markus. Et kolm vektorit AM BN Ja ﬁ oleksid kolmnurga kiil-

gedeks, peab olema tdidetud tingimus m + BN + C’_}>7 = 0. Selle digsuses

veendume, kui véljendame iga mediaani pohikolmnurga kiilgede a, b ja €

kaudu pidades silmas, et @ + b+é=0.

1.29. Kolmnurga mediaanide 1oikepunkt.

1.30. 00 = 24 2.
a b

—

!

Sar!
|

=Y
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1.31. Kolmnurga sisenurkade poolitajatega kollineaarsed vektorid: p; = €
c

— —
—

b a c b
b n= ¢ f, = 5 g; valisnurkade poolitajatega kollineaarsed vektorid:
a_ ¢ a
. ¢ b . a c”ﬁ b a
2:“"‘7(12 -+ - _+_
7 Eﬁyﬁuﬁy@y
1.32. A
[AB| + |AC|
L. = 2. = 3. —
1.33. D1A = —(¢+ —=); DZA:—(E+?), D3A:—(E+?), D4A =
a a
@+ o)
—(C+ —=).
5a
1.34. AD = b g
77114_711 m—i—nl 1 1 1 — 1 1
135. AB= — — — BC=-—+ = D= —~+ = DA=_—~ —,
2a 92 2a 2a  92p 2a  9p
a—b q+b b—a i+b
1.36. AL=2"" pC =222 cp=-""% pi--21°

1.87. Vt. joon 112 MA = — 20 3B = =0 3 = 29w

b—a

2
1.38. Diagonaahde 161kepunkt
4] — 2 20— 4
1.39. BC = - 2% ,CD = l k

—»

1.41. EF = m_p - q

1.42. BC = —a+b0? b_aa/@ a—b, 5@ —a
1.44.5@—— ﬁ —q,C"ﬁ—q p,FA p—

1.45. Vt. joon|1.13[1 1@ P+ q; /ﬁ = 2¢; ﬁ = 2q P, 2) B?zﬁ = %;
B-C>’:E7 = —1; ﬁzﬁ = —2. Suhtel EB? pole motet, sest vektorid on

mlttekolhneaarsed

1.46. 1@ —m+ nzﬁ m+nﬁ
1.49. BC = BC’_q,C_[S CD'::,E:D_& j+7 AD' = BC'
q+r@ DC' = j+§ AC' = j+ 7+ 7, CA §
AB — 3 BB = CC' — DD — i BA' —

b.

+
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D c E D
b F C
q
A a B A p B
Joonis 1.12 Joonis 1.13
— —
BD = BD = —j+§ BD = —j+q+7 DB = ji—q+F
S S Fre .o Brerd
1.51. BC =¢—5: 2d— & DB = d— b DM = ;C—d;@: +§+
o B4i-d s G4d-b - a+b-¢
152 MN = 2 C2 0 pp_CHazb pe 0F0-c
y 2 2 2
1.53. |R| = 15.
1.54. (—30,21), (0,0).
1.55. 7= 24 — 3b,
1.56. @ = 27+ 57,
. L1 1 .
1.57. 6:2b—|—_’,b:§_’—§é’, 526—26.3
1.58.1) ¢=ad—b; 2) =2a —3b; 3) = 54
1.59. a=2,v=-3.
1.60. 1) (17_176)7 2) (57 376); 3) (67 _4712); 4) (17__70); 5) (07_1712);
5
6) (37_572)'
1.61. 1) (3,22, —3): 2) (19,39, 30).
1.62. =27 — 34+ 7.
O e e 2,1, 15, 3- 1, 1+
1.63.d =2a—3b+c¢,c=—2a+3b+d, b= —a+§c— §d’ a= §b— §c+ Ed'
—
1.64. AM = (3,4,-3); BN = (0,—5,3); CP =(-3,1,0)
1.65. a0 =4, 3= —1.
1.67. =2, =3,v=5.
1.68.d=ad+b— ¢, d=>5d+ 4b; d = 4da — C.
1.69. 1) Vektorid a, b ja ¢ on lineaarselt s6ltumatud; 2) vektorid @, b ja ¢ on

2. .
lineaarselt soltuvad ¢ = 5&’ + §b; 3) vektorid a, b ja ¢ on lineaarselt soltuvad,

kuid vektor ¢ ei ole esitatav vektorite @ ja b lineaarkombinatsioonina, kuna
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nad on omavahel kollineaarsed, aga vektor ¢ ei ole nendega kollineaarne; 4)
vektorid on lineaarselt soltuvad; ¢ = —a — b.

II peatiikk. Reeper ja punkti koordinaadid

2.1. (b—@) = A(@—@) véi (b—@) x (€— @) = 0. Tingimus viljendab vektorite
1@ ja /ﬁ kollineaarsust.

2.2. Kolm punkti on kollineaarsed.

2.3. a(b— @) + B(é— @) +~v(d— @) = 0, kus o® + 2+~ #£ 0.

B
2.4. Markus. Eelnevalt leida raskuskeskme kohavektor C' = g(cﬁ +ax+a3),

kus ai, a3, a3 on kolmnurga tippude kohavektorid vabalt valitud alguspunkti
korral.

2.5. Roopkiiliku diagonaalide loikepunktis. Lahend on ainus. Markus. Iga
roopkiiliku puhul alguspunkti mistahes asendi korral kehtib seos a7 + a3 =
as + dy, s.0. a1 + as + az + ay = 2(dz + dj).

—

26.d=a+c—b.

2.7. Markus. Koigi kolme 1oigu keskpunktidel on sama kohavektor C =

1
Z(Cﬁ + a3 + a3 + ay), kus a3, dz, as, ay on tetraeedri tippude kohavektorid.

2.8. Markus. Téhistame antud masspunktide kohavektorid (vabalt valitud
koordinaatide alguspunkti korval) ay, az,as, . .., a,. Toestame, et nende ras-

kuskese on méiratud kohavektoriga C = (a1 +as+az+...+a,).
n

2.9. Vt. joon 2.1}
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|\\\ T T
T~ 2
RN 3
R 2
1
1
V2
T F T C T
P

Joonis 2.1

210. )z =2;2) 21 =2, 00 =—-2;3) 1 = =2, 20 =4 4) 1y = 2, x5 = —3;
5) 1 =0, 9 = 3, 3 = 1; 6) 1y = 19 = —2; 7) vorrandil on imaginaarsed
lahendid, imaginaarsete koordinaatidega punkte ei saa konstrueerida.

2.11. Punktid asetsevad: 1) punktist M (2) paremal; 2) 16igul [M7(—1), My(1)];
3) punktist M (5) vasakule suunduval kiirel [M(5), —o0); 4) véljaspool 16iku
[M;(—4), M3(3)]; 5) vahemikus (M;(—4), M2(3)).

2.13. 1) —2; 2) 5: 3) —8:4) —2ja 2; 5) —1 ja 5; 6) —7 ja —3.
2.15. 1) 8; 2) 5; 3) 4.

2.16. Vt. joon. 2.2
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4
WY !
.
Koo ¥ |
B I S
Fi H i iL
é
Joonis 2.2
2.17. A,(2,0), B.(3,0), C.(—=5,0), D.(—3,0), E.(—5,0).
2.18. A4,(0,2), B,(0,1), C,(0,-2), D,(0,1), E,(0,—2).
2.19. 1),3) LIIT; 2),4) I1,1V; 5) LI, IV; 6) I1, 11T, IV, 7) 1,111, 1V; 8) I, I1, I1I
2.20. 1) (—z,—y); )( —Yy); )(afy) 4) (y,x); 5) (—y, —x).
2.21. 1) (27—3)7 ) ( ) ) ( ) ) ( 75)7 5) ( 4, 6)7 6) (CL?_b)'
2.22. 1) (1,2); 2) (=3, —1); 3) (2,—2): 4) (2,5); 5) (=3, —5); 6) (~a,b).
2.23. 1) (=3,-3); 2) (—2,4); 3) (2,—1); 4) (—5,3); 5) ( ,4); 6) (—a, —b).
2.24. 1) (3,2); 2) (—2,5); 3) (4,-3)
2.25. 1) (=5,-3); 2) (=3,4); 3) (2,-7).
226.r=yjax = —y.
2.27. 1) M(1,5) ja My(—5,5); 2) M;(—2,8) ja My(—2,2).
2.28. 1) B(5,0); 2) B(—2,3); 3) B(4,0).
2.29. 1) d = 13, cos<p5: %, sinj = —%; 2) d =10, cosp = —g, sinp =
— 3) d=05, cosp = 5 sinp = =

2.30. pr_B = 2, pyA_B = —1. Markus. Loigu projektsioonid telgedel on
vordsed otspunktide samanimeliste koordinaatide vahedega. Projektsiooni
mark soltub sellest, kas projektsiooni suund langeb iihte telje positiivse voi
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negatiivse suunaga.
2.33. (3,-1).
2.34. 1) 5; 2) 13 3) 10.

2.35. 1) 3; 2)

2.36. 1) (-9, ) 2) (=9, —7).

2.37. 1) (—15,—12); 2) (1,—12).

2.38. 1) ja 2) asetsevad, 3) ei asetse.
2.39. 1) 5; 2) 10; 3) 5; 4) V/5; 5) 2v/2; 6) 13
2.40. M (5,0).
2.41. M, (0, —3); My(0, —9).

2.42. Ulesandel on kaks lahendust: y; = 11, yp = —1.

2.43. (1,10) ja (=11, 10).

2.44. (—1,-2).

2.45. M(—1,-2).

2.46. 182 — Sy = 53.

2.47. AB=BC =CA=4.

2.49. M (—5,4). Méarkus. Punkti M leiame tingimusest: AB = M B ja AC' =
MC.

2.50. 1) (0,0), (1,0), (1,1), (0,1) v&i (0,0), (=1,0), (=1, 1), (0,1) véi (0,0),
(—=1,0), (=1,-1), (0,—1) voi (0,0), (1,0), (1,—1), (0,—1) soltuvalt sellest,

1 1
millised ruudu kiiljed on voetud reeperitelgedeks; 2) (5\/5, 0), (0, 5\/5),

1 1 11 11 1 1 1 1
(-320) (0-5v2):9 (35) (-33)- (--3): (53)
2.51. C'(2zy—x1,91) ja D(x2, 2y1 —y2) voi C'(x1, 2y2 —y1) ja D' (221 — 22, y2).
2.52. D1(2,1), Ds(—2,9), D3(6,—3). Méarkus. Neljas tipp voib olla iga tipu
vastastipp ning seetottu on iilesandel 3 lahendit.

2.53. 1) D(—4,—-1); 2) D(—3,1). Markus. Kasutame abipunkti - diagonaa-
lide 16ikepunkti.
2.54. D(11,7).

12

2.55. A(—4,0), B(4,0), O(1,3), D(—1,3), M (0, €>, 5(0,4).

2.56. (6,0), (3,3V3), (—3,3V3), (=6,0), (=3, -3V3), (3, -3V3).

2.58. 1) 1,111, V, VII; 2) IL 111, V, VIIL: 3) 1,11, VII, VIIL; 4) 1,111, VI, VIII; 5)
11,1V, V, VIL.

2.59. 1) 1,111, V, VIL; 2) IL, IV, VI, VIII; 3) 1, 111, VI, VIL; 4) 11,1V, V, VIII; 5)
111, IV, VI, VII.



78 VASTUSED

2.60. 1) (4,3,0), (—3,2,0) punkt C asetseb xy-tasandil, jarelikult tema pro-
jektsioon sellel tasandil tihtib punkti endaga (0,0,0); 2) (4,0,5), (—3,0,1),
(2,0,0);3) (0,3,5), (0,2,1), (0,-3,0);4) (4,0,0), (—=3,0,0), (2,0,0), (0,0,0);
5) (0,3,0), (0,2,0), (0,—3,0), (0,0,0): 6) (0,0,5), (0,0,1), (0,0,0).

2.61. OA=6;0B =14;0C =13;0D = 25.

2.62. 7, 13, 5.

2.63. (5,0,0) ja (—11,0,0).

2.64. N(4,1,1).

2.65. A(—1,2,3).

2.66. AD = (—4,3,—1), BA = (4, -3,1).

2.67. AB=67 -5+ k:BC=—37 447 42K:CA=—37+ 7 —3%.
2.68. Ei ole voimalik, kuna antud koordinaatidega vektorid on vabavektorid.
Kolmnurga paralleelnihkel ruumis tema kiilgede projektsioonid telgedel ei
muutu.

2.69. B(6, —4,5),C(9, —6,10),CA = (~7,1, 7).

2.73. LM MsMs; on nirinurk.

2.74. Roopkiiliku neljas tipp voib olla tihes jargmistest punktidest: Dy (—3,4, —4),
Dy(1,-2,8), D3(5,0,—4).

2.75. D(9, -5, 6).

2.76. Markus. ? —-d =7 - 7, s.0. kiiljed AB ja DC on vordsed ja
paralleelsed.

2.78. (a,a,—a), (a,—a,a), (—a,a,a), (—a, —a,a).

2.79. Vt. joon. 2.3

2.81. 1) d ~ 721; 2) d ~
877, 3) d ~ 6,79; 4) d =~
4.81.

2.82. w=—

2.83. d1 = 2, dg = 3. Mar-

kus. (Vt. joon. R.4)). di =
MP = AMsin(m —w) =

1
ysinw = 4-5 = 2
Joonis 2.3 d = MQ = AL =
OAsin (r —w) = xsinw =

6--=3.

N | —



II PEATUKK. REEPER JA PUNKTI KOORDINAADID 79

2.84. M;(3,2), My(—3,2),
Ms(—3,-2) ja My(3,—2). Mir-

kus. Ulesandel on neli lahendit, kuna
pole maaratud, millises veerandis
punkt asub.

2.85.1) X = —6, Y = 6V3; 2) X =
3vV3,Y =-3:3) X =2,V = —V2.

Joonis 2.4

2.86. —2.
—4
2.87. 3v3 .

2
2.88. 4.

2.89. 1) —5; 2) 5.

2.90. (£3,43), (0,£3), (0,0), (£3,0).

(
2.91. A(0,0), B(1,0), C (g g) D(1,V3), E (0, \/g) F (-% \E)
(

2.92. C(5,3), D(2,7) ja C(—1,—5), D(—4,—1).

1 1 1 1 1 1 1 1
2.93. Za, = ——a, = - ——a,—= ~a,—=3a ).
93. (a,0), <2a,2\/§a),( 2a,2\/§a),( a,O),( 5% 23a), <2a, 23&)

2.94. A(0,0), B(1,0), C <§ 1), D(0,1), O (1 3), S (0, §>.

4’4 2
2.96. A — -1
g2 " 4
2.97. 1) Y ) —1; 3) —3 4) 0; 5) ei ole méaratud.

AB CB 1 AC BC 1
2.98.A1:B_C:37)\2:ﬂ:§7A3:@:_47)\4:m:_4_17
N — BA _3 \ CA B

T AC 47T AB 3 )
2.99. (ABC) = ——, (ACB) = ——, (BCA) = 3 (BAC) = —=, (CAB) =
5 3
— BA) = —.
2 (C ) 2 1 14+ A 1
2.1 . = — 11— _ — e -
00 (AC’B))\ 1—-X\, (BAC) R (BCA) o (CAB) oY
BA) =4+—.
(CBA) =+773 .
I+ p I+u
2.101. (PQA) = ———~< (POB) = ———.
(PQA) = S (PoB) = =K
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2.102. LEVW=N
1+ M) —p)
A 2\
2.103. (ABR) = 2 T2
24+ A+ u
2.104.Vt. joon. 2.5l A = X;
A X B o AX A4
— XB Al?élX AB
Joonis 2.5 i:X;A:ﬁ:%:
' Loy L AX
x 00; = %5
AB+BX  AB L o
. XB  XB
2.105. z = L2
’ 3
2.106. 1) 6; 2) —=, 3) 0
2.107. o — TLTAT2
1+ A
21 21 9
2.108. 1) —; 2) —; ;0 4) 3; —.
2.109. B(—4,2).
17 13 1
2.110. 1) 3 2) 7 3) 3 4) 7, 5) 3; 6) 0.
2.112. 1) M(—11); 2) N(13).
2.113. (5) ja (12).
2.114. A(7) ja B(—41).
2.115. 7.
2.116. x ~ 52,8 cm (tdpsusega kuni 1 mm). Méarkus. Tugipunkt peab iihti-

ma kangi tasakaalupunktiga, s.t. mojuvate joudude rakenduspunktide vahe-
line 16ik tuleb jaotada nende joududega poordvordelisteks osadeks.

2.117.

x = 1,05 m. Markus. Toele B mojub poole lati kaal, s.o. 40 kG.

Jarelikult koormusest 200 kG voib toele B langeda 110 — 40 = 70 kG ning
toele A iilejaanud 130 kG. Votame punkti A koordinaatide alguspunktiks
ning jaotame loigu AB suhtes 70 : 130 = 7 : 13.

2.118.

2.119. Kuus erinevat vaartust: v, v—1,

Mitte lahemale kui 47,5 cm.

vr—11 1 . v

. 1) —tan®q,

v 'v1i-v' v—1
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2 1

2 2 a, sin® a; 2) —1, 2 ja 7

—sec? a, esc? a, — cot? @, cos

11
2.120. 1) 0; 2) ~5 3),5) ei ole méératud; 4) 1

1 2 4
2.121. ' (§>, B’ (3§>, A (15) Mérkus. Kui punkt C' jaotab 16igu AB

suhtes A, siis punktiga C neljas harmooniline paari A ja B suhtes jaotab
sama loigu suhtes -\.

2.122. D §
2.125. Markus. Leida suhe, milles 16igu A3 A, keskpunkt jaotab 16igu A As.

1 1
2.126. 1) 1; 2) —5 3) —-.

pazry (502 s (20 (12),
A

B AC BA 2
2.128. AI_B—O_z,Ag_O—Bl__:;,A?)_E__?_
1
2.129. 1) (~1,5); 2) (0,0); 3) (5’5)-
2.130. B(0, 7).

2131. z =4,y = —3.
2.132. Kiilgede AB, BC ja AC keskpunktid on vastavalt (2,—4), (—1, 1),
(—2,2).

2.133. M(4,—2,5), N(2,1), O(1,—3,5).

2.134. 1) (—=4,5), (8,1), (0, —3); 2) (—3,3), (7.5), (—=3,-3): 3) (1,—3), (3,1),
(=5,7).

2.135. V26, V17 ja V41.

2.136. 13.

2.137. AD = %

2.138.1) A1(0,6), B1(5,5), C1(1,7);2) A1(4,25,—3), B1(8,—3,75), C1(4,75, —5,25).
2.139. 1) C(10,9), D(4,—-4); 2) (5,-3), (1,—5); 3) C(10,5,10), D(4,—3).
Markus. Roéopkiiliku diagonaalid poolituvad loikepunktis. Kui on antud 16i-

gu teine otspunkt ja keskpunkt, voib otsitavaid tippe méaérata kui 16igu ots-
punkte.

2.140. A3(—4,—1), A4(1,—-4).

2.141. 1) M(1,3); 2) N(4,-3).

2.142. (2,—-1), (3,1).

2.143. C(0,—1), D(4,—4).
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2.144. A(—1,0) ja B(5,6).

2.145. A(3,-1) ja B(0,8).

2.146. M;(5,4,2,8), M5(7,8,3,6), M5(10,2,4,4), M4(12,6,5,2). Méarkus. Jao-
2 2 4

tame 16igu AB neljas erinevas suhtes: \; = 7 Ay = §; A3 = §; Ay = T

2.147. (—2,1). Markus. Otsitav punkt jaotab iga mediaani tipust arvates

suhtes 2 : 1.
1 10
2.148. [ ——, — ).
(53)
2.149. (3,—4), (4,-2), (3,-6), (2, —4).
2.150. M(—1,0) ja C(0,2).
2.151. By(11,0), C4(8,11,5).

Markus. Otsitavad tipud jagavad loigud AB ja AC suhtes A = ——
-— > > > 3

2.152. AK: KM =3, BK: KN = —.

Markus. Votta vektorid E ja zﬁ afiinse reeperi baasivektoriteks.

2.153. M (1,2).

Markus. Téhistame suhte, milles otsitav punkt M (z,y) jagab diagonaali,

tdhega A. Seda suhet voib arvutada punktide A, C' ja M abstsisside voi

ordinaatide kaudu. Kuna molemad suhted peavad olema vordsed suhtega A,

saame vorrandi, mis seob koordinaate x ja y. Teise vorrandi saame, vottes

abstsisside ja ordinaatide suhted vordseks suhtega A, milles punkt M jagab

diagonaali BD.

1
2.154. (4-,1
(52

2.155. —1: 3, punktist B arvates.
2.156. D(8, —18). E

A
2.157. (2, —1,-1), (~1,-2,2), (0,1, -2). W
2.158. 7. F R
2.159. C(6,1,19), D(9 — 5,12). Jat
2.160. A(—1,2,4), B(8, 4, 2). B

(3,

(
2.161. C(1,5,2), D(3,2,1), E(5,-1,0), C
F(7,—4,-1).
2162. z =4, y=—1, 2 =3. Joonis 2.6
2.163. (0,1, -2).
2.164. B(10,0,2,6).

7 1
2.165. A\, = =, Ay = —
65. \ =5 de = ;
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14 4 1 11
s (14 -512) 2 (4 22) s (1 -9) (227 ).
2.167. Vt. joon. 2.6
2.169. 1), 2), 3) ringjoontel, mille keskpunktid asetsevad pooluses ning raa-
diused on vastavalt 1, 5 ja a; 4), 5), 6), 7) — kiirtel, mis ldhtuvad poolusest

ja moodustavad polaarnurga 30°, 60°, 90°, .

4

2.170. 1) B (5, %ﬂ) 2) C (5, g)

5) 5% 2 5w 7 4
2.171. 1) (1,2 Y (22 2 (1,2 il

) (74)7 (37 3)7 (37 6)7 (p7<10+7r)7 ) <’4)7 <3’ 3)7

2 7
=z o1 — ).
376 7(p7 7T S0>

2
2.174. (1,——7T
T
2.175. <6, —).
i 5) 11
2.1 = D
0.0 (3.20). 0 (5 1)
1) 220+ 3y = 2)y=x—5
x Y r |y N
0] 2 0|5 &
1| 4s ty 1| —4
2 | 2/ 2 | -3
3 0
4| =2/ 510
R " 6 1
—11] 8/ Z U R
—2| 10/ —1|-6
Joonis 2.7 Joonis 2.8

2.177. (a,0), (a\/ﬁ, %) (m,%), (aﬁg) (a, %ﬁ) (0,%).
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Ay

Joonis 2.9

2.178.
2.179.
2.180.
2.181.
2.182.
2.183.
2.184.

Joonis 2.11

VASTUSED

—_
—_

Joonis 2.10

+lp| 4
1519

+l4) 16 | = | N

Joonis 2.12

d= \/Q% + 03 — 20102 cos(ip2 — ).

d=T.

AB =+/3,CD =10, EF = 5.
Ml(l, 0) ja MQ(?, O)

9(17 — 4/3).
2(13 + 6V/2).

AB=BC=CA=T1.
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1) zy =
T Y
1 4 Y
1/ 8
1/ 16
r—0|y— o0
2 2
1 Y
4 1
6 2/3
8 1/
-1 —4
1/ -8
Joonis 2.13
4x
)y = 22+ 1
2y

Y T Y

0 [—-1] =2

2 | —2| 8%

i

16/17 | 1/3 | 12/10

Joonis 2.14
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1 :
2.185. S = Eplpg[sm(gol — )]
Mairkus. Kolmnurga pindala arvutamiseks kasutame trigonomeetrilist vale-

. 1 .
mit: S = 50102 sin(p1 — 2).

2.186. 5.
2.187. S = 1.
2.188. 28V/3.

2.189. S = 6(5v/3 — 3).
Markus. Teha joonis ja arvutada otsitav pindala, kasutades kolmnurki, mille
iiks tipp asetseb pooluses, s.o. kolmnurki OAB, OBC', OAC.
2.190. 3(4 3—1).
T

5
2.192. 1) d =2, ¢ = ; 2>d:6,¢:_%;3>d:4,¢:6m

2.193. 1) 3; 2) -3; 3) 0; 4) 5; 5) -5; 6) 2.
2.194. Punktid A ja C' asuvad koveral, punkt B mitte.
2.195. Kovera vorrandis puudub vabaliige.
2.196. 1) Reeperinurga poolitaja; 2) teise ja neljanda reeperinurga poolita-
ja; 3) molemad nurgapoolitajad; 4) imaginaarne kover, millel on iiks reaalne
punkt — reeperi alguspunkt; 5) ringjoon, mille keskpunkt asetseb reeperi al-
guspunktis ning raadius on a; 6) sirge, mis on paralleelne abstsissteljega; 7)
kaks sirget, mis on paralleelsed y-teljega; 8) kaks reeperitelge; 9) kolm sirget:
ordinaattelg (x = 0) ja sellega kaks paralleelset sirget; 10) kaks sirget: iiks on
paralleelne ordinaatteljega (z 4+ a = 0) ning teine paralleelne abstsissteljega
(y—b=0).
2.197. Vt. joonised 2.7H2.11]
2.198. Vt. joonised 2.12H2.14]

2.199. Vt. joon. 2.15
2y Markus. Vorrandist jareldub vahe-
tult, et kover on slimmeetriline y-
telje suhtes ega 16ika z- telge (y = 0
ei rahulda vorrandit). Kui a > 0,

asub kover tervikuna iilemises pool-
8a?
tasandil: y = ———. Viimasest
Y 4a? + 22
avaldisest ndeme, et abstsissi x kas-
Joonis 2.15 vades kahaneb ordinaat y. Kui x =
0, siis y = 2a. Peale esialgset uuri-

mist méarame veel arvutamise teel moned jooksvad punktid ning veendume,

VH
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et koveral on joonisel esitatud kuju. Kovera konstrueerimiseks tuleb anda
konstandile a mingi vaértus.

2.200. Vt. joon. [2.16]

2.201. 1) Ringjoon, mille keskpunkt asub pooluses ja raa-
dius on 5; 2) poolusest lahtuv kiir, mis moodustab polaar-

teljega nurga g; 3) poolusest ldhtuv kiir, mis moodustab

T
polaarteljega nurga 7 4) sirge, mis on risti polaarteljega

ning eraldab sellel 16igu @ = 2 (arvestades poolusest); 5)
sirge, mis asetseb iilemisel pooltasandil, on paralleelne po-
laarteljega ning asetseb sellest 1 iihiku kaugusel; 6) ringjoon, milledseskpiBkt

T
on C}(3,0) ning raadius 3; 7) ringjoon, mille keskpunkt on Cj (5, 5) ning
raadius 5; 8) joon koosneb kahest poolusest ldhtuvast kiirest, kusjuures tiks
. T . 5 .
moodustab polaarteljega nurga —, teine nurga —m; 9) joon koosneb kont-
sentrilistest ringjoontest, mille keskpunktid asuvad pooluses ning raadiused
arvutatakse valemiga r = (—1)" - T + mn, kus n on suvaline mittenegatiivne

6

taisarv.
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2.202. Vt. joon. ja tabel.

(Nr. 2.202.

0

7/12 ~ 0,26
/s~ 0,39
76 = 0,52
m/a~ 0,79
m/5 2 1,05
3/s ~ 1,18
mfo & 1,57

37 /4 2 2,36
~ 3,14

37/~ 4,71
27 ~ 6,28

VASTUSED

Joonis 2.17

Joonis 2.18

Mairkus. Kui anname polaarkoordinaatidele negatiivseid vaértusi, saame ko-
vera teise haru, mis on méargitud punktiiriga. Konstrueerimisel pole vajadust
arvutada kohavektori ligikaudseid véartusi, piisab, kui votta 16ik pikkusega
7 ning leida ndidatud osad.

2.203.
2.204.

6 (vt.

2.205.
2.206.
2.207.
2.209.
2.210.

Vt. joon. ja

Pooluse juurde jaava loigu pikkus on g ning iga jargmise pikkus on

joon. [2.20)).
Viieks osaks (vt. joon.
Vt. joon. [2.22]
Vt. joon. 2.23]ja [2.24]
Vt. joon
Vt. joon. [2.26| (81,4).
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p=3p
Joonis 2.19 Joonis 2.20
p=12¢
0 _ _
> p = ;
Na) :
C
Joonis 2.21 Joonis 2.22
2.211. z = a(t —sint); y = a(1 — cost). Lahendus. = a(1 — cos p)

Vt. joon.2.28 1t = OA=0OB—-AB=MB—-MP =

at —a-sint = a(t —sint); Y = AM = BC = PC =
a—a-cost=a(l—cost).

2.212. Vt. joon. 2.27] ja tabel.

2.213. 2°# + " = 4’7, vt. joon. Lahendus.

z=MB-cost = BP-cos’t = AB-cos®t = a-cos’ t;

y =AM -sint = AP -sin’t = AB-sin®t = a-sin®t. Joonis 2.27
Seega saime astroidi parameetrilised vorrandid: x =
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pP=3
pP==5
Joonis 2.23 Joonis 2.24
0 >
p=37
Q
Joonis 2.25 Joonis 2.26
Yy
C
, P
OA B g
Joonis 2.28

a-cos’tjay =a-sin®t. Elimineerides nendest kahest vorrandist parameetri
t, saamegi vastuses antud astroidi vorrandi.
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© 0
Ay

0 0

v

12

u B P

6 f

g t

T a R )

3 2 Vi1 z

T O T

2 ¢ Joonis 2.29

2 3a ty

3 2 ]

3

4
B P

T 2a

5% C

0

dn " g

3 O A ID

37 a Joonis 2.30

2

2.214. Vt. joon. [2.30}

Markus. Ristkiiliku tipp P kirjeldab liikumatu ringjoone, mille raadius on
OP = a. Punkte P, M ja C' ldbiva ringjoone raadius on a ja viimane veereb
ilma libisemata mooda esimest ringjoont. Et selles veenduda, on kiillaldane
toestada, et — M P =— PD.

2.215. Vt. joon. 2.31]

2.216. Vt. joon. 2.32] = = a(cost + ¢ - sint); y = a(sint — ¢ - cost).
Markus. Kuni mahakerimiseni niidi otspunkt asetseb punktis ). Mahake-
rimisel pingutatud niit iihtib ringjoone puutujaga, kusjuures puutuja pikkus
on PM =— PQ = at.

2.217. (2% + y?) = 2a*(2* — y?) voi 0* = 2a* cos 2.
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Joonis 2.31 Joonis 2.32

2.218. 27 -y = (y + a)*(b* — y*). Miérkus. Et teha kindlaks seos muutu-
vate koordinaatide ja antud parameetrite a ja b vahel, kasutame kolmurkade
sarnasust.
2.219. y(2* + y*) = a(2® + y*). Vt. eelmine {ilesanne.
2.220. p = 2rcos’ ¢ voi (22 + y*)? = 2ra’.
2.221. Kahe ringjoone kaared on: 1) (v —a)? + (y — a)* = 2a*, kui y > 0 ja
2) (z —a)* + (y + a)? = 2a?, kui y < 0.
2.222. Lahendus (joon.|2.33)).
Ay Vastavalt kovera definitsioo-
M nile: OX = 0OA + AX =
OA + AB. Avaldame OX,
OAja AB: OX = /2% + 42,

Y 2
OA =2acosp = _ar

p o B T AB — oo b PW
O } U AB = +2asin @ i\/m
(+ kui ¢ > 0 ja jarelikult
y > 0; — kui ¢ < 0 ja jare-
likult y < 0). Asetades saa-
dud loikude avaldised pohi-

vorrandisse, saame

Joonis 2.33
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2ax
\V4 2 + y2 = —m +
2ay

——Z voi 24y —2ax+
2+ 1?2

2ay = 0. Taiendades x ja y
sisaldavad litkmed taisruutu-

deks, saamegi vastuses antud

1,3

ringjoone vorrandi. Vastus: y* = 5 .
r—ux

2.223. o = asin 2 voi (22 +9°)* = 4a’2%y*. Kéver kujutab nelja kroonlehega
oit stidamikuga koordinaatide alguspunktis, s.t. koosneb neljast koordinaati-
de alguspunktist lahtuvast aasast.

2.224. p = acos p + b voi 22 +3? — ax)? = b*(z* + y*). Kogu kovera saame
ainult siis, kui punkt A joonestab kaks korda ringjoone.

2.225. f(z,y) = 2ax — a*.

2.226. 1) f(z,y) = 2az; 2) f(z,y) = —2ax — a*.

2.227. f(x,y) = 42° + 4y* + 2a°>.

2.228. f(x,y) = 42° + 4y* — 4ax — day + 4a*.

III peatiikk. Mittelineaartehted vektoritega

3.1. 1) 7; 2) 14; 3) 12; 4) 26; 5) 4; 6) %; 7) 13.
3.2. (32,0); (—8,0);

3.3. (0,—8) vai (0,—-2).

3.4. (5,2) vai (2,2).

3.5. 5.

3.6. P =15+5V5; S = 25.

3.7. 150.

3.8. 4V2.

3.9. AB=BC; S=T".

3.10. 20.

3.11. 7,4,

3.12. C1(=7, —3), D1(—6,—4) vi Cy(17, —3), Dy(18, —4).

3.13. C1(—2,12), Dy(—5,16) voi Cy(—2,2), Dy(—5,%).

3.14. AB = DC ja AB || DC; h = 2,2. Mérkus. Korguse arvutamiseks
avaldame pindala kahel erineval viisil.
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3.15. 12,5. Napunaide. Hulknurga pindala arvutamiseks jagame hulknurga
kolmnurkadeks.

2
3.16. 1) 20; 2) —g; 3) 0; 4) 18; 5) —3.

3.17. 7% = —5. Lahendus. % = (37 — 27 = —5)(P +47) = 39° +
1297 —2 7? =3 — 8= —b, sest vastavalt tingimusele p? = 7% =1

b
S ©9

arkus. Leida skalaarkorrutis p ¢ ning teha kindlaks, kas see on null.
+-.

)
40.
3.26. 1) —6; 2) 9; 3) 16; 4) 13; 5) —61; 6) 37; 7) 73,
3.27. |7| = 10.
3.28. 143.
3.29. 104.

3

w
N
N
° o Zwin

3.33. |C| = \/5’2 + b2 —2@b cosy. Mirkus. Nurk Z(@5) on kolmnurga
valisnurk, tema tdiendnurk on tahistatud ~.
3.34. |7 + ¥ =15; |7 — ¥| = vH93.

124/5
E‘ = T\/_ Markus. Koigepealt tuleb mediaani ja
—
korguse vektor ithikvektorite kaudu ning seejérel ihikvektorite kaudu: AM =

1@ + %B? ja E = E + ﬁ, kus A tuleb arvutada E ja B? ristseisu
tingimuse jargi.
3.36. Mirkus. On kiillaldane niidata, et rombi puhul, kui | @] = ‘—b)

naalide skalaarkorrutis on null.

3.37. | K| = V3T
3.38. Resultantjoud on vordne nulliga.

3.39. L(Z,7) = %.

3.40. A = g; B = arccos

3.35. ‘m’ — 6

, diago-

25

ja C' = arccos =
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3.41.|a:\:7,cosl(xz):?,cosé(a:, )z—;,cosé(af,k‘)z?-
2
3.42. o = arccos —.

VT

3.43. cosp = % Mairkus. Avaldada koigepealt mediaanid kaatetite kaudu.
3.44. cosa = % Mairkus. Avaldada mediaanvektorid servvektorite kaudu.
3.45. pyp7T = a y ,cosZ(y 1) = L cos (Y, J) = T

3.46. Ei. Ulesande tingimustest jéreldub, et vektor Z 4+ ¥ + Z + @ on risti
prmektsmontehega

b —
347.BD= -5 1.
C
3.48. ﬁ_%’a—?

3.49. Tasand mis on risti vektoriga @ ja eraldab sellel alates punktist A
a

loigu pikkusega —.
a

3.50. Kahe sellise tasandi loikesirge, mis on risti vektorite @ ja b sihtidega

e
ning eraldab nendel alates punktist A vastavalt 1oigud — ja o
a

3.51. C’*[}I ; . Markus. Punkt IT jaotab hiipotenuusi AB suhtes

ﬁ? )\—a .

A A
3.53.CD* = b2 —
1+>\a+1+)\ TESYE

kiilje pikkused.

3.54. Markus. Iga vektor esitada tema algus- ja lopp-punkti kohavektorite
kaudu.

3.55. Markus. Vt. eelmist tilesannet.

3.56. Roopkuliku diagonaalide ruutude summa on vordne kiilgede ruutude
summaga.

3.57. Siin on kaks voimalust: 1) vektor b on risti vektoritega @ ja ¢; 2)
vektorid @ ja ¢ on kollineaarsed.

3.58. 1) Ei kehti, sest vektori @ korrutis arvuga a ei ole arv, vaid on vektoriga
@ kollineaarne vektor; 2), 5), 6), 7) kehtivad; 3) ei kehti (vt.1); 4), 8) kehtivad
ainult kollineaarsete vektorite korral.

3.61.1) —3;2)0; 3) 1.

3.62. 7 = (6,4).

3.63. 1) 181; 2) (—194,12).

%, kus a, b, ¢ on kolmnurga kolme
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3.64. 1) V137; 2) 5; 3) 11; 4) V2.
3.65. 5; 10; 5; 13.
3.66. 1) 5; 2) V/34; 3) 13; 4) V2.
3.67. (14,0) ja (0, 4}).
3.68. M;(6,0) ja My(—2,0).
3.69. M;(0,28) ja My(0, —2).
3.70. (0, —10).
3.71. (7,0), (=17,0), (0,9 + 10v/2), (0,9 — 10v/2).
3.72. AB =5, BC +13; CA = 8V/2.
3.74. Ulesande tingimust rahuldavad kaks ruutu, mis on siimmetriilised kiilje
AB suhtes, ihe ruudu tipud on Ci(—5,0), D;(—2,—4) ning teisel ruudul
C5(3,6) ja Dy(6,2).
3.75. 137.
3.76. B(0,4) ja D(—1,-3).
3.77. 34.
3.78. B(2,5) ja D(16,3).
3.79. 1) 45° 2) 90° 3) 135°; 4) 180°.
3.80. 1) cosp =0, sinp = —1, ¢ = 270° 4 360°k;
3 7

3
2) cosp = ~ sinp = Nt © = arccos (_\/ﬁ) + 2km;

1 1
3) cosp = —, singp = ———, ¢ = 315° 4+ 360°k;
V2 V2
1) L. Lo~ 50 1 360k
Cosp=—,sinp=—, p= ;
V2 V2
1 3
5) cosp = 2 sinp = g, © = 60° 4 360°k;
1 12 12
6) cos ——, ¢ = arcsin —— + 2km;

——  sinp =
15 T s

V145
k omab koiki taisarvulisi vaértusi.
3.82. AB = /10; AC = V/50; BC' = V40; AC? = AB? + BC?.
3.83. 1) Niirinurkne; kuna PR? > PQ*+ QR?; 2) tiisnurkne; 3) niirinurkne;
4) teravnurkne.
3.84. 13, 15.
3.85. ZABC = /BAC = %; /ACB = g

3.86. Markus. Arvutada kolmnurga kiilgede pikkused ning kasutada seejérel
koosinusteoreemi.
3.87. Pi(1,0) ja P5(6,0).
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3.88. 7' = X cosp—Ysing, y = Xsinp+ Y cosp.
3V3 5

V22 ovE ).
2 72 V3

311
3.90. (\/1_30 @)'

3.91. 8.

3.92. 1) (0,6, —0,8); 2) (—0,6,0.8).
3.93. M;(8,0) voi My(—1,3v/3).
2w(k — 1)

3.89. C

3.94. (zg + (21 — w9) cos
M + (y1 — yo) cos
3.95. a1 coswy + as cosws + ag cosws, aq Sinwy + ag Sin ws + as sin ws.

3.96. (zg + dy cospy + -+ + d,, cOS P, Yo + dy singy + - -+ + d,, sin y,).

3.97. b = —20.

3.98. 1) 31; 2) 6; 3) 0.

3.99. 1) 22; 2) 6; 3) 7; 4) —200.

3.100. 1) 716; 2) —721; 3) —353.

3.101. 1) (21,42,21); 2) 280; 3) (115, 242, 137).

3.102. 1) —524; 2) 13; 3) 3;4) (AB, AC)- BC = (—70,70, —350) ja AB(AC, BC') =
(—78,104, —312).

3.103. |3 = 7.

3.104. )a’+ 3‘ 6, ’E— ?‘ — 14,

Yo + (1 — o) sin

3.105. @y = 1—13(3,47 —12), bo = %(6, —2,-3), Co = %(6, 7,—6).

3.106. z = +3.

3.107. Vektor AB on kaks korda pikem vektorist @ Nad on samasuunali-
sed.

3.108. 5v/2; V/34; V/41; 5.

3.109. d = 3.

3.110. AlAQ == AlAg == A3A4 = ]_4, A1A4 == \/6, A2A3 == 3\/6, A2A4 = 2\/5
3.111. (0,0, ).

3.112. (0,1, -2).

3.113. 9.

3.114. S = 8(3 + V/3).

3.115. 1) 90°; 2) 135°.

3.116. 1) = 5-2) 1
. . COSO{—21, COSO[—3.



98
12 3 16 3
3.117. 1) cosa = 55 cos f = —) CO8Y = — 5 2) cosa = E
12
Ccosy = 3
3.118. 1), 3) voib; 2) ei voi.
3.119. 1), 3) Ei véi; 2) voib.
3.120. 60° voi 120°.
3.121. a = (1,—1,v2) vdi a = (1,—1,—/2).
3.122. M;(V3,V3,V3), My(—V/3,—V/3,—V/3).
3.123. 11 =3+ 4V3; y1 = 4 voi 29 = 3 — 4V3; yo = —4.
3.124. ¢ = (—3,15,12).
3.125 ( 2 L1 )
VB Ve VB

3.126. 45°. )
3.127. arccos <—§)
3.130. o = —61.
3.131. 7 = ig(o, —4,3)
3.132. 7 = (—24, 32, 30)
3.133. 7 = (-4, —6,12)
3.134. 7 = (1,1, —3).
3.135. 7 = (—3,3,3).
3.136. @ = (2,—3,0).

5 =11 4
3.137. (75%75)
3.138. 1) 6; 2)
3.139. /3.
3.140. —3.
3.141. —5.
3.142. X =2, Y =1, Z = —1
3.143. —4.
3.144. 5.
3.145. —11
3.146.3.
3.147. —6-.
3.148. T =27 +37 — 2k
3.149. 7 = (2,7,3)
3.150. (4, =008 =108

, cos = —

VASTUSED

13’
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3.151.
3.152.
3.153.
3.154.

3.155.
3.156.]
3.157]

3.158]

3.159.
3.160.

3.161.

3.162.
3.163.

17. Mirkus. Selle jou t66 avaldub valemiga w = ??
31.
13.
POV TR
3 3 3
9.
d=2.
AM =T7.
r=—8, y=0>.
(0,0), (1,0), (2,1), (2,2), (1,2), (0,1).
AB =5; AC =2V21; BC =1T1.

o (g, —#) voi (g, #) Mairkus. Otsitav tipp C peab ra-

huldama jargmisi tingimusi: CA = AB ja CB = AB.
s

W= —.

3
Mi(—1,10), My(—13,—2), Ms(—7+2v3,4—2v/3), My(—7—2V3,4+

2V 3). Markus. Koik otsitavad punktid asetsevad antud keskpunktist C' 6
ithiku kaugusel, peale selle ihe diameetri puhul ¢ = w — ¢ ning teise puhul

=+ =)

3.164.
3.165.

3.166.

o
o
0
&
I

3.167.
3.168.

3.169.

3.170.

S = 3,25.
w:3()°¥roiw:150°. -
1)w:§, |€>1|:2, |€2|:17 2)w:§, |E)1|:17 |€2|:1, 3)
4 — — — —
g,|€1|:2>|€2|:5;4)C08w=—5a|€1|:2,|62|=5-
|d| = 78.
|d| = 30.
- 4 1 - 41
- (L) 7] - (1)
) ! (5 5) ? ( 5 5)

—> —> — — 1
911261224,922262229,912:|61||€2|COSW:2'3'§:3,

3.171.

3.172.

3.173.

3.174.

d = /917 + 2197y + goay? = /4 - (—4)2+2-3-(=4) -6+ 962 = V244
m

AB=6,AC =4, LA= 7.

13

14 5
— — - - m
|€1|:2, ’62’:1, 4(61, 62)23.

4
AB =1, AC' =5, cos A’ = =
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y = —5. Markus. Lahendamiseks voib kasutada valemit 16igu AB
pikkuse arvutamiseks iildises afiinses reeperis. Kui A(z1,y1), V (22, y2) ja l6ik

moodustab x-telje positiivse suunaga nurga ¢, siis valem omab kuju: 3{2 — zl =
sin ? '

sin(w — @)

1) 15; 2) 16

7y = £30.

3.178./1) 3; 2) 27; 3) 300.

Vektorite 77 ja 3 ristseisu korral.

B.I182]a = —15.

Vektorid 4 ja 7 peavad olema kollineaarsed.

[3.185.1 24.

3.186.| (7+7) x (7 —7) = 29 x . See samasus niitab, et antud roépkiiliku
diagonaalidele ehitatud roopkiiliku pindala on kaks korda suurem esialgse
roopkiiliku pindalast.

3.187. ‘3 x F‘ ~ 11
3188 37.5.
3.189. CD — 3.8.

/248
3.190.|sinp = 373

3.191.py ¥ = £ olenevalt sellest, kas 7, ¢ ja 7 moodustavad parem- voi
ahempoolse kolmiku.

3.193.| Mirkus. Kasutada samasust: (3 —ad)x(¢-7d) =71 x b+ x

Cc+7Cxd.

Vasaku kie kolm esimest sorme moodustavad vasakpoolse kolmiku,

parema kie samad sormed moodustavad parema kée kolmiku.

BA97T]1) X =2, x 2= X T =T 2) Tx P =2, P x T =
—Z. 2 xZT=-7.

Ei ole lahenduv kahel juhul: 1) kui b =0 ja @ # 0ja2) kui @ ja
b ei ole teineteisega risti. Kui @ ja b eiole teineteisega risti, siis rahuldab

iilesande tingimusi lopmata hulk vektoreid 7. Koik nad on risti vektoriga @.

Nende seas on lithim vektor (risti vektoriga 3), mille pikkus on | 7| = %; tile-

jaanud lahendid saadakse antud vektorist, liites talle vektoriga b paralleelse
suvalise vektori. R

3.202] 7 =37 — 177 — 4%

7I=21
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3.218.
3.220.

3.224.
3.226.
3.227.

3.228.
3.229.

3.230.
sed.

3.231)
3.232.

—12,-26,—8), (0,0,0).
2,14); )(20 4,28).

0,
x?:(7m n x (b x ) = (10,13, 19).
) (—

—; 2) 28; cosa = ——
6 2
’ 7'1 4 7
V66. cosa = ——, cosf = ———, cosy = ———.
V66 b V66 K V66

Mirkus. Kui vektorid 77, 37 ja 7 on komplanaarsed, siis segakorru-

cosfB=—=,cosy=

tise arvutamisel voib z asendada 7 ja 7 lineaarkombinatsiooniga.

Juhul kui vektorid @, b C on iiksteisega risti.
v=4 ‘ ab e ‘

1) v = 25; 2) v = 0. Mérkus. Teise iilesande vastus on ilmne, kuna

vektorid @, b, 2 on komplanaarsed.

49
) V323

1),4) parempoolne; 2),3),6) vasakpoolne; 5) vektorid on komplanaar-

T =24,

@ b'¢ = £27. Plussmirk on juhul, kui vektorite @, 3, ¢ kolmik on

parempoolne, miinusméark — kui vektorite kolmik on vasakpoolne.

5233] 1)
3.2351]3

3.236.]
3.237.

1) —11;2) —7.
11.
D1<07870); D1(07 _77 O)
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3.238.| 1), 3) komplanaarsed; 2) mittekomplanaarsed.

T2 =21 Ya2—Y1 22— 2

3.239.| (x5 — 21 ys—vy1 23— 21| =0

Ta—21 Ya—Y1 24— 21

3.242.| Vordus kehtib siis ja ainult siis, kui on tdidetud vahemalt iiks kahest
tingimusest: 1) vektor ¥ on risti vektoritega @ ja Z’; 2) vektorid 7 ja Z on
kollineaarsed.

(Z x @)y = 0. Méarkus. On soovitatav mitte kasutada kolme vekto-
ri komplanaarsuse valmis tingimust, vaid lahendada iilesanne, elimineerides
vordusest 7 = A7 + py kordajad A ja pu. A elimineerimiseks korrutame
vorduste mf)lema_i)d pooli vektoriaalselt @-ga. p elimineerimiseks korrutame
saadud Vérdusg> b-ga (skalaarselt).

— ab ax7< - - 7
3.244.| v = —:—7; Lahendus. Korrutame vorduse ' x b = ¢ mole-
a —
maid pooli vektoriaalselt vektoriga @. Saame (77 X b) x @ = ¢ x . Edasi

(ZxD)xa=0b(Ta)-T(ba) =



= &% . Arvestades, et ¥&= o, saame o D-F(b&)=Exa. Lahen-
dades viimase vorrandi ¥ suhtes, saame toodmud vastuse.

32246, T = W—M . Lahendus. Korrutame
esimest vorrandit arvuga /3, teist arvuga o ja lahuteme
esimesest vorrandist teise. Saame X(ot b—/sa)=0, S.ta
x_usg- A® Analoogiliselt X(,a¢- ¢?)=0, s.t. X ljnc- o
Kui X on risti kahe vektoriga, siis ta on kollinesarme
nende vektorite vektorkorrutisega X= .a(otb—p") (pe- )=
= ap [ot(frc’)-r{s(&né')i- {(a’-b)] « Kordaja A leidmiseks kor-
rutame vorduse molemaid pooli skalaarselt vektoriga £ Ja
kasuteme vorrandit ¥b=/ , sasme . =%bc.

3,248, 1) (=46, 29, -12); 2) (-7, 7, 7). 3,249, (4,60,32),
32250, =80 » 32251, 1) EKuiot#0, siis vordused on sama-
viirsed, s.o, vordusest ¥=y jéreldub o ¥=uxF ja vastupidi.
Teiste sonadega, vektorvordust voib korrutada ja jagada
nullist erineva arvuga; 2) esimesest vordusest jareldub
teine, kui vastupidine ei kehti. Vordusest XZ=yz Jiéreldub
vaid, et (Z-¥)Z=0, s.t. (FF)L1Z; 3) esimesest jareldub
teine, kuid mitte vastupidi. Vordusest X«Z=FxZ jireldub
vaid, et (FF) || Z; 4) vordused on samavaarsed. 15 25

22292, 3. 33254, o= 15; t— =1/5. m!‘ Wi_w_’l
=(_ —1i, = ‘—25— 5 O). 3,259, 1) &, 1] ja € on mitte-

komplanaarsed; 2) 1, @ ja & on komplanaarsed. 3\ﬂ'5.
3,261, 8 = 7; cos o = g, cos /5: -s, cos g =

30262, 1) cos ¢= —, sinp= —=, tgy= 1, ¢ = 45°+ 360%k;
2) cos = —, sin¢=-- L, tgyp= -1, @= 315% 360%K;

3) cos ¢ = -1, sing=0, tg¢=0, = 180% 360°%:;
4) ces y =0, sin¢=-1, tg ' pole méEratud, = 270%+ 360%k;

5) sema, mis 1); 6) cosp= ——, sing= - -3—, tgw= =3,
vazs Vo s

30263, 2. 3,265, C,(4-\3, 2+2\3), 02(4+\5, 2-2\3).
3,266, B,(%, %), B,(=- 8, - 1%). Mirkus., Psérates vektorit
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E(‘J nurga ¢ = arctan ﬁrra ning muutes ta pikkust —2#"
korda, saame_vektqri AB. 3,267, M(-5, 4),

32268, T = 5:.;2:3. o 3,269, Keskpunkt on (-1, =2),
raadius r=5. 3,270, cosiA= -@—; cosB= 4/21; cosC= 9% c
2221, 8 = 2 VA7 . 3,272, X=-6, Y=-8, Z=-6. 34273s D(-5,7),
c(0, 9) woi D*'(-1, =3), C'(4, -1). 3,274, C(4, 3),

D(-2, =5). Mérkus. Olgu M diagonsali AB keskpunkt, Tippude
C ja D leidmiseks podrame vektorit ¥B xora nurga %, kord
nurga - § vorra. 3.275. B(2, ”i’ D(16, 3).

3a226. 1) y5p ey 3272, ¥ = BT | 3008, T4,
F-823 5. 32229, =8 - + £, =T - % + %
< =% -F +1-,I-.=1 -% . 2280, = T2 DA E,

34281, va6. Vektorid B, § ja ¥ moodustavad vasakpoolse
kolmiku, kuna nende segakorrutis on negatiivne.

lm'f.‘-llzf'a-b eee h a‘l = Q
F - m b = ]
3.292.. a 114-%: !.;. l‘1l§r3
By A —;11-5%5 212850 B1=(-2/3, 4/3, 1),

b2=(1/3, 1/3' 1): -(2/3, «1/3, 1). mn‘(zoo 9, 12)3
R=25; cosx = 20/25; cos s = 9/25; cos { = 12/25,
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