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Sissejuhatus

Kieseoleva konspekti aluseks on Sheldon M. Rossi opikud ,Introduction to
Probability Models“ (Elsevier/Academic Press, 2009, 10th ed.) ja ,Stochas-
tic Processes“ (Wiley, 1996, 2nd ed.).

Juhusliku protsessi all moistetakse juhuslike suuruste peret {X(¢) : t € T'},
mille iga liige X (¢) on juhuslik suurus tavalises mdottes. Me eeldame, et
koik juhuslikud suurused X (¢) on méératud iihel ja samal téendosusruumil
(Q,F,P).

Parameeter ¢ on reaalarvuline muutuja, mida tavaliselt tolgendatakse ajana,
kuid see voib nédidata ka kohta ruumis. Seega juhuslik protsess on reeglina
ajast soltuv juhuslik suurus. Hulka, mille elementideks on X (¢) koikvoimali-
kud vadrtused, nimetatakse protsessi seisundite ruumiks ja X (t) on protsessi
setsund ajamomendil £.

Hulka T nimetatakse juhusliku potsessi indekshulgaks. Kui T' on loenduv
hulk, siis iitleme, et juhuslik protsess on diskreetse ajaga protsess. Sel juhul
loeme kokkuleppeliselt, et T = {0,1,2,...}, kuigi see ei pruugi tihendada
vordseid ajavahemikke. Kui T on mingi intervall reaaltelje positiivses osas,
néiteks T = [0, 00), siis iitleme, et juhuslik protsess on pideva ajaga protsess.

Niide 1
Ajamomendil ¢ parklas olevate autode arv X (¢) on pideva aja-
ga protsess, mille seisundite hulk on {0,1,2,..., M}. Voimalik
kiisimus: kui suur on téenédosus, et parklas on vabu kohti ajamo-
mendil £y7

Naide 2

Olgu X(t) vee tase tammi taga ajamomendil ¢. See on pideva
ajaga juhuslik protsess, mille seisundite hulk on mingi intervall
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[0, a]. Loomulik kiisimus: milline peab olema tammi korgus L,
et iileujutus oleks praktiliselt vélistatud? Kui kaua voib minna
aega esimese iileujutuseni antud tammi korguse korral?

Naiide 3

Olgu X,,,n =0,1,2,... n-nda nidala 16puks lattu jadnud toode-
te A arv. See on diskreetse ajaga protsess. Huvi pakub kiisimus:
milliste X,, vdartuste korral tuleks jargmiseks niddalaks tooteid
juurde tellida?

Juhuslikku protsessi {X (¢t) : ¢ € T} nimetatakse soltumatute juurdekasvu-
dega protsessiks, kui suvaliste ajamomentide tg < t; < ... < t, korral
juhuslikud suurused X (t1) — X (t9), X (t2) — X (t1),..., X (tn) — X (tn—1) on
soltumatud. Oeldakse, et protsess on statsionaarsete soltumatute juurde-
kasvudega, kui lisaks eeltoodule suvaliste ¢1,to € T ja s > 0 korral vahe
X (ta +s) — X(t1 + s) on sama jaotusega nagu X (t2) — X (¢1).

Niide 4 (Uldine juhuslik ekslemine)

Olgu Y1, Ys, ... soltumatute sama jaotusega juhuslike suuruste
jada. Siis juhuslik protsess

{(Xn=) Y, k=1,2,..}
k=1

on statsionaarsete soltumatute juurdekasvudega ja teda nime-
tatakse dldiseks juhuslikuks ekslemiseks. Kui Y on kauplusest
k-nda nédala jooksul ostetud teatud esemete arv, siis X, on n
esimese nédala jooksul ostetud esemete koguarv. (Mirgime, et
erineva jaotusega Y} korral statsionaarsus ei kehti.)

Niide 5 (Wieneri protsess (ehk Browni liikumine))

Juhuslikku protsessi {X (¢),t > 0} nimetatakse Wieneri protses-
stks, kui

(1) ta on statsionaarsete, sdltumatute juurdekasvudega,
(2) X(0) =0,
(3) igat > 0 korral X (¢) jaotub normaalselt keskvadrtusega 0.

Wieneri protsessiga puutume kokku, kui jilgime aineosakese lii-
kumist vedelikus voi gaasis. Osake saab teda timbritsevatelt mo-
lekulidelt pidevalt toukeid, mille tagajérjel tema asukoht on kaoo-
tilises muutumises. Kui me fikseerime mingi sihi ja O-punkti
sellel, siis osakese asukoht X (t) selles sihis on histi kirjeldatav
Wieneri protsessina.

v
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Nii juhuslik ekslemine kui ka Wieneri protsess on néited iihest juhuslike
protsesside klassist, mida nimetatakse Markovi protsessiks. Markovi prot-
sesside all méeldakse juhuslikke protsesse, millel on jargmine omadus: kui
mingil ajamomendil X (¢) véértus on teada, siis protsessi hilisem kulg st
X(t+s), s > 0 ei soltu enam sellest, kuidas protsess kulges enne ajamo-
menti t. Seega antud oleviku korral tulevik ei soltu minevikust. Tédpsemalt,
protsessi nimetatakse Markovi protsessiks, kui tinglik jaotusfunktsioon

P{X(t) <z | X(tl) :ml,X(tg) :wg,...,X(tn) :a?n} =

=P{X(t) <z | X(tn) = za}

suvaliste t1 < to < ... < t, korral.



Peatiikk 1

Markovi ahelad (diskreetse
ajaga)

Jiargnevas lubame katsetulemuste soltuvust iiksteisest, st. vaatleme olukor-
da, kus jargmiste katsete tulemused voivad soltuda eelmiste katsete tule-
mustest.

Peame silmas, et vahel ei pruugi katsetulemuste (juhuslike suuruste X)
véadrtused olla arvulised (nt ilm v6ib olla pilvine, vihmane, péikeseline, ... ).

1.1 Definitsioonid ja néiited.
Markovi ahelate seisundite klassifikatsioon

1.1.1 Definitsioonid, niited

Olgu juhuslikul katsel G iilimalt loenduv arv katsetulemusi Ey, Fo, Fs, . . ..
Kui kordame katset G mingi loplik arv kordi, siis saame katsetulemuste jada
Fy, By, Bs, E7, B, Es .. ., st. indeksid tulevad mingis juhuslikus jérjekorras.
Tahistame X, := katse nr. n tulemus, antud juhul seega X1 = F1, Xo = F4
jne.

Kui X, soltub X,,_1 — st ja ei soltu eelmistest, siis on tegemist Markovi
ahelaga. Téhistame lihtsuse mottes F; = j.

Definitsioon 1.1.1 (Markovi ahel). Juhuslike suuruste jada {X,}, kus n
voib omada 16pliku voi loenduva arvu véédrtusi, nimetatakse Markovi ahe-
laks, kui kehtib

P{Xn = .7| XO = kOaXl = ]{317 v 7Xn—2 = kn—QaXn—l = kn—l} =

minevik

= P{Xn = ] ‘ anl = k’nfl}

tulevik olevik
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st. jargmise seisundi prognoosimiseks on vaja teada ainult praegust seisun-

dit.

Voime definitsioonis toodud tingimuse sonastada jargnevalt: fikseeritud ole-
viku korral tulevik ei soltu minevikust.

Voimalikke katsetulemusi, X,, vdartusi E7, Es, ... nimetatakse Markovi ahe-
la seisunditeks ehk olekuteks. Toendosust

P{X, = j|Xn_1 =i} = p}})
nimetatakse tleminekutéendosuseks (seisundist i seisundisse j iilemineku

tdendosus sammul n).
Markovi ahela algseis antakse tavaliselt ette tGendosusjaotusega

P{Xo=j}=p), j=12.., > pl=1
J

mis néitab dra millise toendosusega on mingi seisund ldhteseisundiks (siisteemi
algolekuks).

Definitsioon 1.1.2 (Homogeenne Markovi ahel). Kui iileminekutoendosu-
sed pgl) ei soltu n-i vadrtusest, st. iga n korral p(ﬁ) = pij, siis Markovi ahelat

(]
nimetatakse homogeenseks.

Niide 1.1.1 (Miindivisete seeria). Olgu meil soltumatute katsete jada, mis
formaalselt on vaadeldav Markovi ahelana. Juhuslik suurus X v6ib oman-
dada védrtusi 0 (kiri) voi 1 (kull). Sellisel juhul

P{X, =jlXo=ko, X1 =ki,....Xn2=kn 0, Xp 1 =kn 1} =
soltumatuse
tf)g;u

= P{X,=j|Xn 1 =Fkn1} P{X,=j}=3

Niide 1.1.2 (Lihtsustatud ilma mudel). Oletame, et homne ilm séltub
tdnasest ilmast, mitte varasematest ilmadest: kui téna sajab, siis homme
sajab toendosusega «, kui téna ei saja, siis homme sajab téendosusega f3.
Eristame kahte seisundit: 0 — sajab, 1 — ei saja.

Definitsioon 1.1.3 (Uleminekumaatriks). Maatriksit
P = (pij)
nimetatakse Markovi ahela dleminekumaatriksiks.

Antud néiites

0 1 >
P=0 « 11—« 1
1 I5; 1-0 1

kusa+(l—a)=1jaf+(1—-p8)=1.
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Niide 1.1.3 (Kommunikatsioonimudel). Vaatleme digitaalse info (mis on
nullidest ja iihtedest koosnev jada) mitme-etapilist iilekannet. Ulekanne toi-
mub paljude etappide kaupa, kus igal etapil voib tekkida viga 0 — 1 voi
1 — 0 téendosusega p. Oletame, et igal astmel stimbol sdilub téendosusega p
ja moondub toéendosusega 1 — p. Sellisel juhul saame {ileminekumaatriksiks

0 1
P=0 P 1—10 ’
1 1-p P

mis on siimmeetriline maatriks, st. iilekandekanal on stimmeetriline — 0 ja 1
sailimise ja muutumise téenfosus on sama.

Niide 1.1.4 (Hasartmingu mudel). Vaatleme méngijat, kes igas méngus
voib voita 1 krooni téendosusega p voi kaotada 1 krooni tdendosusega 1 — p.
Mangud on soltumatud. Mangija lahkub méangust, kui ta on kogu raha &ra
raisanud voi kui ta on véitnud N krooni. Téahistagu X, maéngija rahalist
seisu n mingu jirel ja olgu voimalikud seisundid 0,1,2,...,N. {X,,} on
Markovi ahel, kuna

P{X, = j| Xo =0, X1 =i1,..., Xp-2=ip2,Xpn1 =1} =

minevik

= P{X, =j|X-1 =1}

Minevik rolli ei méngi, kuna liidame ainult eelmisele véértusele +1 v6i —1.
Uleminekumaatriksiks saame

0 1 2 3 ... N >
0 1 0 0 0 0 1
1 1-p 0 p 0 0 1
P= 9 0 1-p 0 p 0 1
3 0 0 1-p 0 0 1
L p :
N 0 0 0 1 1

kus iileminekutdendosused on jargmised: p; ;+1 = p (vdidab iithe krooni juur-
de), pii—1 = 1 — p (kaotab iihe krooni), poo = 1 ja py N = 1, kusjuures
i =1,...,N — 1. Samas néiteks p; ;4o = 0 (ithe ménguga kahte krooni ei
teeni) ja p;;—3 = 0 (ithe ménguga kolme krooni ei kaota).

Definitsioon 1.1.4 (Neelav seisund). Seisundit 4, mille korral p;; = 1, ni-
metatakse neelavaks seisundiks.

Toodud néites on neelavad seisundid 0 ja N, nendest seisunditest ahel enam
ei vélju.
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Niide 1.1.5 (Juhuslik ekslemine).

[Joonis: osakese lilkumine ajas]

Osake liigub igal sammul vasakule toenédosusega 1—p ja paremale toendosusega
pst.piic1 =1—=p, piit1 =D, pii = 0,1 =0,£1,£2,.... Juhuslik ekslemine
on stimmeetriline kuip=1—p = %

Niide 1.1.6 (Juhuslik ekslemine peegeldumisega). Osake liigub igal sam-
mul vasakule tdendosusega 1 — p ja paremale toendosusega p. Kui X;,, = 0,
siis Xp41 = 1 ja X, = N, siis X401 = N — 1, kus X, tdhistab osakese
asukohta parast n sammu. Siis iileminekumaatriks moodustub jargnevalt:

0 1 2 3 N D

0 0 1 0 0 0 1

1 1-p 0 p 0 0 1
P= 5 0 1-p 0 p 0 1
3 0 0 1-p 0 0 1

: : : ) :

N 0 0o ... 1 0 1

Toodud Markovi ahela korral nimetatakse seisundeid 0 ja N peegeldavateks
seisunditeks.

Niide 1.1.7 (Realistlikum ilma mudel (protsessi teisendamine Markovi
ahelaks)). Oletame, et homne ilm soltub nii ténasest kui eilsest ilmast,
tdhistame stindmused jargnevalt: 0 — sajab, 1 — ei saja. Kuidas saada vasta-
valt jérgnevale tabelile Markovi ahelat?
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eile ‘ téna ‘ P(homme sajab) ‘ P(homme ei saja)

0 0 0.7 0.3
1 0 0.5 0.5
0 1 0.4 0.6
1 1 0.2 0.8

Tingimus, et fikseeritud oleviku korral tulevik ei soltu minevikust, ei ole

téidetud, st. kui seisundiks lugeda iihel pdeval toimunu (sadas/ei sadanud),

siis ei ole tegu Markovi ahelaga.

Loeme protsessi seisundiks kahe jérjestikuse péeva ilma, tdhistame FEy =

(0,0), By = (1,0), E; = (0,1), B3 = (1,1). Sellisel juhul on juba tegu Mar-

kovi ahelaga, sest see mis juhtub edasi kahe pdeva kombinatsiooni mottes,

soltub sellest, mis toimus {iks samm tagasi. Kirjutades vélja vastava iilleminekumaatriksi,

saame
00 10 01 11 )
p_ 00 07 0 03 0 1
10 05 0 05 0 1
01 0 04 0 06 1
11 0 02 0 08 1

Siin maatriksis on neli tundmatut parameetrit (0.7,0.5,0.4,0.2).

1.1.2 Uleminek k sammu jooksul. Chapman-Kolmogorovi vérrandid

Olgu meile antud homogeenne Markovi ahel iileminekumaatriksiga P = (p;;)
ja olgu meie iilesandeks leida

P {seisundist i seisundisse j k sammu jooksul} =: p;;(k).
Voéime kirjutada

pl](k) = P{X5+k — j|Xs — Z} s on S;Valine
00
= ZP{Xk = j7 Xm = Z‘XO = Z} toen. lgrl.“lft.. lause

=0

Tuletame meelde, et P(AB) = P(B)P(A|B), millest jéreldub P(AB|C) =
P(B|C)P(A|BC), seega saame:

= > P{Xo=1Xo =i} -P{Xp = j|Xpn =, Xo = i} =
=0

= > pa(m)py(k —m)
=0
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ning seega saame valemi

pij (k) = D2 opa(m)pii(k — m)

mida nimetatakse Chapman-Kolmogorovi valemiks.

Esitame jérgnevas selle vorrandi maatrikskujul. Tahistades P(k) = (pij(k)),
voib vorrandi vilja kirjutada jargnevalt: P(k) = P(m) - P(k — m). Valides
m = 1 saame P(k) = P(1)P(k—1) = P - P(k — 1). Siis néiteks

k =2 korral P(2) = P-P(1)=P-P = P2
k =3 korral P(3) = P- P(2) = P- P? = P3,

seega {ilemineku tdeniosused k sammu jaoks on | P(k) = P¥|.

Niide 1.1.8 (Ilma mudel, jarg). Vaatleme niites 2 késitletud ilma mudelit,
kus tileminekutéenéosused olid antud maatriksiga

a 11—«
P= .
(5175)
Soovime vastust kiisimusele, et kui tdnane ilm on teada, siis milline ilm on
toendoliselt iilehomme? Vastavalt #sjaleitud valemile

== (5 175)(5 175)

ja vottes a = 0.7 ning 5 = 0.4 saame, et
(0.7 0.3)\/0.7 0.3\ (0.61 0.39
"7 \04 0.6/\0.4 0.6/ \0.52 048
1.1.3 Markovi ahelate seisundite klassifikatsioon

Definitsioon 1.1.5 (Ebaoluline seisund). Seisundit E; (ehk ¢) nimetatakse
ebaoluliseks, kui leidub téisarv ¢y > 0 ja leidub seisund Ej nii, et p;;(to) > 0
(i-st j-i saab minna positiivse toendosusega), kuid p;;(t) =0Vt =1,2,....

Kui P(A) > 0, siis Suurte Arvude Seaduse pohjal %4 — P(A) > 0 = ny
on mingist kohast alates suurem nullist toendosusega 1 (siindmus A toimub
varem voi hiljem, kuna tema tdenéosus on positiivne).
Ebaoluline seisund saab esineda ainult 16plik arv kordi, varem v6i hiljem ta
”kaob”. Vastasel juhul nimetatakse seisundit oluliseks.
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Definitsioon 1.1.6 (Kaasnevad seisundid). Seisundeid F; ja E; nimetatak-
se kaasnevateks, kui mingite ¢ > 0 ja s > 0 korral p;;(t) > 0 ja pj;i(s) > 0.

Niide 1.1.9. Olgu Markovi ahel nelja seisundiga: E1, Fo, E3, Ey ja iilemi-
nekumaatriks olgu

1 1
V22
Pzaoli
? 1
0055

Mida oskame 6elda antud Markovi ahela seisundite kohta?

E; on ebaoluline, sest sattudes E5 (voi Ey) pole voimalik jouda tagasi Fy.
E5 on ebaoluline, sest sattudes Ey (voi E3) pole voimalik jouda tagasi Fs.
Es5, E4 on olulised ja kaasnevad (t = s =1).

Tuletame meelde, et seisundit E; nimetatakse neelavaks, kui p;; = 1 (iilleminek

ithe sammuga), seega jarelikult p;;(t) = 1,Vt =1,2,....

Niide 1.1.10. Vaatleme juhuslikku ekslemist, kus 0 ja N on neelavad sei-
sundid. Vaatleme iileminekumaatriksi

0 1 2 3 ... N D

0 1 0 0 0 0 1

1 l—p 0 p 0 0 1
P= 0 1-p 0 p 0 1
3 0 0 1-p 0 0 1

: D :

N 0 0 0 1 1

seisundeid olulisuse/ebaolulisuse seisukohalt.

Seisundid 0 ja N on neelavad ja olulised seisundid.

Seisund 1 on ebaoluline, kuna pjo > 0, aga pp1(t) = 0 Vt korral.

Seisund 2 on ebaoluline, kuna p2g(2) = p21 - p1o = (1 — p)? > 0, aga
po2(t) =0Vt =1,2,... jaoks.

Olulisust saab n#idata moélema neelava seisundi jaoks.

Olgu {X,,} homogeenne Markovi ahel seisunditega Ey, F1, . . ..
Té&histame

SY := koigi ebaoluliste seisundite klass,
SE, = Ej-ga kaasnevate seisundite klass.

Kui E; € Sg,, siis B; € S E; (st. kaasnevus on siimmeetriline suhe). Seega
voib delda, et Sg, = Sg;, kui E; ja Ej on kaasnevad.

7
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Olgu Ey ¢ Sg,. Siis Sg, N Sk, = 0 (on mitteloikuvad, sest kui leiduks tihine
element, siis oleks Ej ja E; juba kaasnevad). Seega koigi oluliste seisun-
dite hulk jaguneb teineteist vilistavateks kaasnevate seisundite klassideks
S1,82 .83 ...

Koik seisundid kokku moodustavad klassi $ = S°U St US?US3U.. ..

Lemma 1.1.1. Kui Markovi ahel satub olulisse seisundisse F;, siis ta ei
vélju enam kunagi klassist Sg;, .

>
Vaatleme eraldi kahte véimalust klassist S, viljumiseks:

a) Stisteem (Markovi ahel) ei saa sattuda iihessegi teise olulisse seisun-
disse Ej ¢ Sg,, vastasel juhul

1) E; kas kaasneb Ej-ga, st. E; = Ej, mis on vastuolus sellega, et

E; ¢ Sg,
vOi

2) E; on ebaoluline, st. E; — Ej, aga E; «+~ E;, see on aga vastuolus
lemma eeldusega, et E; on oluline seisund.

b) Siisteem ei saa sattuda iihessegi ebaolulisse seisundisse F; € S°. Kui
ta seda teeks, siis mingi E, korral tekib variant, kus E; — E; — E,,
aga I; < E,. Sellel on kaks alajuhtu:

(A) E; —» Ej — E,, kuid E; «+ E, ja E; + E, — vastuolu eeldusega,
et E; on oluline,

(B) E; - E; — E,, kuid E; «+ E, ja E; + E, — vastuolu eeldusega,
et I on ebaoluline, tekib teekond F; — E, — E; — Ej.

Definitsioon 1.1.7 (Mittelahutuv Markovi ahel). Markovi ahelat, millel
on ainult iiks kaasnevate seisundite klass (S'), nimetatakse mittelahutu-

vaks Markovi ahelaks. Vastasel juhul nimetatakse Markovi ahelat lahutuvaks
(81,52 83, ...~ 16plik voi 1opmatu hulk).

Allpool on kujutatud Markovi ahela struktuuri kirjeldav iilevaatlik tabel.
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SOl st | s2 | 83| s¢
S CAEBEIESEL
ST o|SM]| o 00
S21o]l 0 [SM|] 0] o
S3Tol o 0 [SM| 0
st o] o 0 0 | SM

Toodud Markovi ahelate seisundite lahutuse puhul on tahistused jargmised:

S0 — ebaoluliste seisundite klass,
S1,52,83 ... — oluliste seisundite klassid,
0 — nullidest koosnev maatriks,
Y4 — maatriks, mis voib sisaldada ka mittenullilisi elemente,
SM - stohhastiline maatriks, st. ridade summad on vordsed iihega.

Téahistame toendosuse, et lahtudes seisundist j joutakse sinna esimest korda
uuesti tagasi tdpselt n sammuga, jargnevalt:

f](n) = P{Xn :jaanl #jale #J’XO :]}

Margime veel, et fj(n) < pjj(n), kuna toendosus p;;(n) lubab seisundis j
kéia ka enne n-ndat sammu. Seisundisse tagasipodrdumise toendosuse saa-
me, liites koik fj(n)-id iile voimalike n vadrtuste, st.

oo
Fj = Z fj(n) = P{lahtudes seisundist j joutakse kunagi seisu j tagasi}.
n=1

Definitsioon 1.1.8 (Korduv seisund). Seisundit F; nimetatakse korduvaks
(rekurrentseks), kui F; = 1. Kui F; < 1, siis seisundit F; nimetatakse
médduvaks (i.k. transient)(st. me ei saa olla kindlad, et jouame sinna sei-
sundisse tagasi).

Definitsioon 1.1.9 (Nulliline seisund). Seisundit E; nimetatakse nullili-
seks, kui pj;(n) = 0,n — oo (seisundisse tagasipdérdumise Sansid ajas ka-
hanevad). Vastasel korral nimetatakse seisundit mittenulliliseks.

Definitsioon 1.1.10 (Perioodiline seisund). Seisundit £ nimetatakse pe-
rioodiliseks (perioodiga d;), kui seisundisse F; tagasip66rdumine on voimalik
ainult d; > 1 vai selle kordse arvu sammudega; seejuures on d; suurim sellise
omadusega arv.

Niiteks Ej —Ej ————— Ej —Ej - — —Ej — ...
2 sammu 6 sammu 2 sammu 4 sammu

Periood d; = 2 on suurim iihistegur arvuhulgale {n : p;;(n) > 0}.
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Naiide 1.1.11.
j+21
Y
29
9
_1
j+ 14 P2
S, S,
7 ) 7 )
Q Q
1 1
) p=3 pP=73
J 2 2
T T t
0 1 2

[Joonis: paremale liikumise ja paigale jd&mise toendosus on %]

Antud juhul on tegu juhusliku ekslemisega koos paigaltammumisega. Pare-
male liikumise ja kohalejéédmise toendosus on % Paneme téhele, et

fj(1) = 3 (paigaltammumise tdenosus),

fj(n) = 0,n > 1(vasakule tagasi ei saa minna)

ja
> 1
F, .= E ; =—-<1

st. toenfiosus jouda seisundist j tagasi (iildse kunagi) on %,
moodduv seisund.

Kuna

seega j on

1 n
pjj(n) = P{teha n paigaltammumist} = <2> —0 (n— 00),

siis voib Gelda, et j on nulliline seisund (V5 korral). Perioodilisusest rédkida
ei saa, sest d; = 1, aga peaks olema d; > 1 (arvuhulk {n : p;j(n) > 0} on
antud juhul naturaalarvude hulk).

Niide 1.1.12 (Siimmeetriline juhuslik ekslemine). Téhistame liikkumist sam-

mul n
+1, paremale liikumine téenéosusega %

Y, =
—1, vasakule liikumine téenéosusega %
Olgu X,, — asukoht péarast sammu n, siis

Xn:X0+Y1+Yé++Yn

10
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0 1 2 t

[Joonis: paremale ja vasakule liitkumise toen. on 3]

Paigaltammumise tdendosus on null, st. see on vilistatud. Iga seisund j on
perioodiline perioodiga d; = 2. Kas seisund j on korduv (st. kas F;=1) ?

0 (ithe sammuga tagasi ei tule, tammumist ei ole),
fi(2 :P{+—v61—+}:%.%+%.%:%’
0

Tekib ebareeglipdrane tdendosuste jada (vihemalt lihtsat reeglit ei ole), ei
ole selge, kas F; = 1 voi F; < 1. Selle kiisimuse lahendame hiljem teiste
votetega.

11
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1.2 Tarvilikud ja piisavad tingimused seisundi kor-
duvuseks. Solidaarsusteoreem

Tuletame mugavama kriteeriumi seisundi korduvuse kontrollimiseks. Kasu-
tame sellist matemaatilist vahendit nagu genereeriv funktsioon.

Definitsioon 1.2.1 (Genereeriv funktsioon). Arvujada {a,}°°, genereeri-
vaks funktisooniks nimetatakse funktsiooni a(z) = 300 | an2™. !

Teoreem 1.2.1. E; on korduv seisund parajasti siis, kui
o0
Pj=7  pjj(n) = cc.
n=1
Mooduva (mittekorduva) seisundi korral kehtib valem Fj = %, kus P; on

loplik arv.

>
Téistoendosuse valemit P(A) = > P(A|B;)P(B;) rakendades (B;-d on tei-
neteist vilistavad) saame, et

pjj(n) = fi(Vpj;(n—1) + f;(2)pj;(n —2) + ...+ fi(n — 1)p;;(1) + fj(n() : 1)-
1.1

Mirgime, et jadade {p;;(n)}  ja {f;(n)}, -, genereerivad funktsioonid on

o
Pi(z) =) _pjj(n) - "
n=1
ja .
Fi(z) = fi(n) - 2"
n=1
Korrutades valemit (1.1) 2"-ga ja seejirel summeerides saame, et

Pi(z) = Y pjj(n)2" =
n=1

= 2f() Y pii(n = DT 2L D pyln =D
n=2

n=1

= F(2)(1+ Pj(2)),

millest suurused Pj(z) ja Fj(z) avalduvad jérgmisel kujul:

'Kui jada {a»} on tokestatud (|an| < M), siis astmerida a(z) koondub V|z| < 1 korral,
sest

n — _n 1
|a(z)|§Z|an||z| <MZ|Z| :M'm<00-
n=0

12
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Vaatleme niiiid teoreemi véidet. Korduvus tdhendab, et F; = 1. Seega peame
nditama, et P; = co < F; = 1.

Piisavus.

Kui P; = oo, siis lim,y; Pj(2) = P; = oo. (B) pohjal saame niiiid, et
hszl Fj(z) = 1.

Tarvilikkus.

Kui Fj = 1, siis ka lim 41 Fj(2) = 1 ning (A) pohjal saame, et lim,4, Pj(z) =
oo ehk Pj = oo.

Mooduva seisundi E; korral on P; < oo (Ioplik) ja kui votta z = 1, siis

. (B) pi(1 P
P;j(1) = P; < oo ning F; = Fj(1) = ij(j()l) = 177,

<

Niide 1.2.1 (Stummeetriline juhuslik ekslemine: jérg). Jéitkame eelmist
néidet ja vaatleme siimmeetrilist juhuslikku ekslemist.
Téhistasime liikumist sammul n

+1, paremale liikumine tGenéosusega %

"= —1, vasakule liikkumine toenédosusega %
Leiame
pj;(1) =0,
pii(2) =5 =C3(3)(3),
p;i(3) = 0, kuna oli perioodiline,
p;j(4) = P{2 paremale ja 2 vasakule} = CA%(%)Q(%)Q — %_

Uldjuhul saame siit, et
pij(n) = Ci (3)2(3)*.

Kas seisund j on korduv ?
Teame, et kui

Py = 22021 pjj(n) = oo« jon korduv ,
< 00< jon moédduv .

Teame niiiid, et kui

13
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n paaritu, siis p;;(n) =0,

n paaris, siis pj;(n) = p;;(2k) = C3(3) (3)" = C3 - v
k=1,2,3,...; Ch ="

Rea koonduvuse kontrollimiseks kasutame Stirlingi valemit: 2

(&

k! N\/ﬂ<k>k

Stirlingi valemi kohaselt
(2k)! V2m2k - (2k)2F ek el 2%k
kUKD €2k Nk - kF 27k - kP mk

Seega saame, et p;;(2k) = C5, - 22% ~ \/%

k
Cor, =

Saame harmoonilise rea
1 |
— = — — = oo, millest pii(2k) = o0
2 VRS 2.2
ja sellest tulenevalt on seisund j korduv (t6endosusega 1 jouame sellesse seisu

tagasi). Stimmeetrilise juhusliku ekslemise koik seisundid j = 0,4+1,£2, ...
on korduvad.

Milline sisu on summal ), p;;(n)?
Téhistame Nj;-ga seisundisse j tagasijoudmiste koguarvu léhtudes seisun-
dist j. Defineerime indikaatori:
I - _ ) 1, kui X, =,
Xa=3} 7 0, kui X, # j.
Indikaatorite summa {ile kéigi n védrtuste annabki N;;. Leiame mitu korda
keskmiselt joutakse seisundisse j tagasi:

ENjj = E(Y_Iix,—plXo=7) = ...

n=1

Kui on tegu mittenegatiivsete juhuslike suurustega, siis voib keskvéartuse
votta igast litkmest eraldi (iildjuhul v6ib l6pmatust arvust litkmetest kesk-
vidrtuse votmisega tekkida probleeme).

=Y B(Ix,—pXo=j) =

n=1

I

2Mirgiga ’~’ tdhistame asiimptootilist ekvivalentsi, st. a, ~ b, parajasti siis, kui
$ — 1, n — oo. Samal ajal ei pea vahe (an — bn) — 0. Néiteks 2n ~ 2(n — 3). Rea
koonduvuse méadramiseks ei ole vaja suuremat tdpsust kui astimptootiline ekvivalents. On

teada, et kui a,, ~ by, siis Xpa, < 0o & X,b, < oo ja samuti on read koos hajuvad.

14
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= (1-P{X, = j|Xo = j} + 0- P{X,, # j|Xo = j}) =
n=1

o0
= pjj(n).
n=1
Meenutame, et seisundit j nimetatakse nulliliseks, kui p;;(n) — 0 (protsessis
Jareldame, et méoduv seisund on alati nulliline st. kui rida koondub, siis rea

iildliige ldheneb nullile. Teisiti kirjapanduna:

Kui j on mésduv < ijj(n) < 00 = pjj(n) = 0, kui n — oo.
n

Votame kokku erinevad klassifikatsioonid:

1) korduv — mésduv,
2) perioodiline — mitteperioodiline,
3) nulliline — mittenulliline.

Seega saab kéik seisundid jagada 23 = 8 klassiks alljirgnevalt.

perioodilised mitteperioodilised
nulliline mittenulliline nulliline mittenulliline

k + - k + -
o) o)

r r

d + d +

u u

v v

m m

o) o)

o - * o - *
d d

u u

v s

% - mooduv seisund ei saa olla mittenulliline. Seega jaiab jargi kuus seisun-
dite klassi/tiiiipi.

Teoreem 1.2.2 (Solidaarsusteoreem). Mittelahutuvas Markovi ahelas on
koik seisundid tht ja sama tutpi, st. kui vihemalt ks seisund on perioodi-
line, siis ka koik teised seisundid on perioodilised; kui vihemalt iiks seisund
on korduv, siis koik seisundid on korduvad; kui vihemalt ks seisund on
nulliline, siis koik seisundid on nullilised.

15
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>

Nullilisus

Teame, et koik seisundid mittelahutuvas Markovi ahelas kaasnevad teine-
teisega. Vaatleme kahte suvalist erinevat seisundit Ej ja E;. Kuna nad on
kaasnevad, siis kaasnevuse definitsiooni kohaselt 3 M, N : pi;j(N) > 0 ja
pjk(M) > 0. Vaatleme lisaks toendosust prr(N + M +n) = ..., rakendame
Chapman-Kolmogorovi vorrandit, saame, et ... = > > pri(N)pis(n)psi (M),
n=20,1,2,.... Hindame

Pik(N + M +n) > pii(N) pjj(n) pjx(M) = o - 8- pjj(n), n=0,1,2,...
—— ~——
a>0 B8>0

Analoogiliselt saame, et p;;(N + M +n) > a- - prp(n), n = 0,1,2,...
Kokkuvottes saame vorratuste paari

a%ﬁ'pkk(n—i-M-FN)ijj(n)za'ﬁ'pkk(n_M_N)‘ (1.2)

Sellest jéreldub, et Ej on nulliline (p;;(n) — 0) parajasti siis, kui pgr(n) —
0, n — oo, st. E} on nulliline.

Korduvus
Oletame, et Ej on korduv, st. P, := Y > | prr(n) = oo, siis

00 (1.2) S) 00
pP; > Z pji(n) > af Z pkk(n—M—N):aﬁZpkk(n):oo

n=N-+M n=N+M n=0

ja seega E; on korduv.

Perioodilisus
Oletame, et Ej on perioodiline perioodiga dj, st. kui pgr(n) > 0 mingi n

korral, siis n : dg, n on dj mingi tiisarvkordne. Kuna aga pgr(M + N) >
Pkj(N) - pjg(M) = o- B > 0 ja kuna Ej, on peroodiline, siis sammude arv
peab jaguma perioodiga, st. N + M : dj.

Vaatleme niiiid seisundit £} ja nditame, et E; on samuti perioodiline, kus-
juures d; = dj,. Kui p;j(n) > 0, siis (1.2) tottu prr(n + M + N) > 0. Kuna
E}, on perioodiline, siis sellest jireldub, et n + M + N : d;, ja sellest, et

N + M : dy, jireldub, et n : dj, millest tuleneb, et E; on perioodiline ja
tema periood d; > dj. Kui niitid ldhtuda seisundi E; perioodilisusest, siis
saaksime d; < dj. Seega kokkuvottes saime stimmeetrilist arutelu kasutades,
et d = dj.

<

16
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Definitsioon 1.2.2. Mittelahutuvat Markovi ahelat nimetatakse perioodili-
seks (korduvaks, nulliliseks), kui tema seisundid on perioodilised (korduvad,
nullilised).

Oletame, et Markovi ahel on perioodiline. Siis Markovi ahela seisundid jagu-
nevad alamklassidesse.

Teoreem 1.2.3. Kui Markovi ahel on perioodiline perioodiga d, siis tema
seisundite hulk jaguneb d alamklassiks Ry, R1, Ra, ..., Rg_1 nii, et igal sam-
mul toimub téendosusega 1 dileminek klassist Ry klassi Rii1 ning klassist
Ry_1 tagasi klassi Ry.

17
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1.3 Juhuslikud ekslemised vorel

1.3.1 Juhuslik ekslemine sirge tadisarvulistel punktidel

Vaatleme osakest, mis liigub vérel punktist £ punkti k + 1 téen&osusega
p > 0 ja punktist £ punkti £k — 1 téendosusega ¢ = 1 — p > 0, kusjuures
p + ¢ = 1 ning {ileminekud on séltumatud.

Olgu X algseisund, seisund hetkel n (tehtud on n sammu) aga

v — +1, toendosusega p,
‘| —1, tdenidosusega q.

Meile on teada, et seisundid (seega ka kogu ahel) on korduvad, kuip=q=
1

3¢

Teoreem 1.3.1 (Korduv Markovi ahel). Ulalkirjeldatud juhuslik ekslemine

on korduv Markovi ahel parajasti siis, kui p = q = %

>

Kuna 0 < p < 1, siis saame jéareldada, et koik seisundid on kaasnevad, seega
on ahel mittelahutuv. Sellisele ahelale saame rakendada solidaarsusteoreemi,
piisab n#idata iihe seisundi korduvust. Rakendades teoreemi 1.2.1 néiitame
seisundi j korduvust.

Seisund j on korduv < ijj (n) = oo.

n=1

oo
Seisund j on méoduv < ijj (n) < 0.

n=1

On selge, et paaritu arvu sammudega ei joua tagasi samasse seisu:

ij(2k3+ 1) = 0, k > O,

Py (2k) = Cé“kpqu (binoomjaotus).

Kasutame Stirlingi valemit n! ~ +/ 27m(%)n. Kuna
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siis

Vaatleme lugejat:

=1, kuip:q:%,

p=gq= % korral 77 | p;j(2k) = oo, sest Y po f = 00, st. ahel on korduv
(kuna k aste on £ < 1).

p # q korral

i 4pq

k=1

kuna vk > 1V k korral, seega asendades v/ 7k iithega, avaldis kasvab,

oo
<Z 4pq =...
k=1

ja kasutades niilid geomeetrilise jada summa valemit, saame

__4pq
1 —4pq

st. rida koondub. Jérelikult koondub ka ekvivalentne rida ).~ ; p;;(2k) ning
seega on mittesiimmeetriline ekslemine médduv.

<4
Intuitiivne pohjendus toodud teoreemile oleks jargmine.

Kui ekslemine on stimmeetriline, siis ”keskeltldbi tammume paigal”. Kui p >
q, siis toimub "triiv” —iga Y ldheb keskeltldbi paremale, EY; = 1-p—1-q > 0.

1.3.2 Siimmeetrilised juhuslikud ekslemised ruumis R*, k > 2

Vaatleme osakest, mis liigub ruumi R* tiisarvulistel punktidel. Téhistame
seisundit antud hetkel jargmiselt: mi,ma, ..., my. Jargmisesse seisundisse
minekul toimub muutus (kas +1 voi —1) iga koordinaadiga, seega on kokku
2" erinevat voimalust uue seisundi saamiseks. Selline juhuslik ekslemine on

stimmeetriline, kui iga voimaliku uue seisundi téendosus on 2%6
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Vaatleme juhtu, kui k& = 2.

= +

Toodud jooniselt on nédha,

et on vbimalik litkuda
nelja erinevasse punkti

JO 1 - .
toendosusega y ja mujale
rohkem liikuda ei saa.

=

Naitame, et korduvuse omadus jiaidb kehtima tasandil, aga mitte korgema-
dimensonaalses ruumis.

Teoreem 1.3.2. Simmeetriline juhuslik ekslemine on korduv iihe- ja ka-
hemadotmelises ruumis, kuid on médoduv korgemadimensionaalses ruumis (k >

3).

>
Vaatleme juhtu k& = 2.
Tihistagu X,, = (X!, X2) ahela seisundit hetkel n . Tahame teada, kas

Z ! = oo (st. seisund null on korduv) ,
Poo < oo (st. seisund null on mésduv) .

Saame, et
poo(2n) = P{Xy, =0/ Xy =0} =
— P{X}, = 01X} = 0} - P{X}, = 0[XZ = 0} = ..

ning tuginedes eelmise teoreemi toestusele voime jatkata, et

(3)] ~ () %

Kuna ) 2%, L = oo, siis ka Y 0% poo(2n) = oo (sest ekvivalentsed read

hajuvad korraga). Jérelikult k£ = 2 korral on seisund null korduv ja solidaar-
susteoreemi pohjal on koik seisundid korduvad, st. Markovi ahel on korduv.

Vaatleme niitid juhtu k = 3.
Eelnevaga analoogilisele arutelule toetudes saame, et

()] ~ (%) =

20
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Kuna S, —L__ < oo, siis seisund null on méséduv ja koik teised seisun-
n=1(7)3/2 ’ J
did on mooduvad.

Kui k > 3, siis n aste kasvab ja 7, W ja koik seisundid on mdoduvad.

<

21



MTMS.02.003. Juhuslikud protsessid

1.4 Maingija laostumise probleem

Kéesolevas peatiikis vaatleme jargmist olukorda :
maéngija voidab igas méngus téendosusega p iihe iihiku ja kaotab téendosusega
q lihe iihiku, kusjuures p+ ¢ =1, p,¢ > 0 ja méngud on séltumatud.

Probleem: kui suur on téendosus, et méngija, kes alustab méngu ¢ {ihikuga,
kogub N iihikut enne laostumist.

Olgu X,, = méngija seis parast méngu n,n = 0,1, 2, ... ning eelduse kohaselt
Xo =1. X1,X2,X ... on Markovi ahel iileminekumaatriksiga

01 2 3 .- N D

0 10 0 0 0 1
1 q 0 p O 0 1
P= > 0 g 0 p 0 1
3 00 g O 0 1
: Do D :
N 00 ... 0 1 1

kus seisundid 0, N on neelavad ja korduvad seisundid. Seisundid { 1, 2, ...,
N-1 } on méséduvad seisundid, sest koigist neist voib positiivse tdendosusega
jouda kas seisundisse 0 voi IV, millest enam tagasi ei saa.

Tahistame otsitava toendosuse

IT; = P{ mingija i ithikuga kogub N iihikut enne laostumist }.

II; leidmiseks kasutame ”tinglikustamist” ehk ”lahkamist”. Lahkame tulemu-
se suhtes avaméngu, kasutades téistoendosuse valemit P(A) = > P(B;)P(A|B;).
Rekursiivse seose

Hi:P‘Hi+1+Q'Hi—1a i:]-)"'aN_]-u

abil ongi voimalik leida II;. Et p + ¢ = 1, siis iilaltoodust jareldub, et ¢lII; +
pll; = pll;+1 + qll;—q ehk I, —II; = %(Hz — H,‘_l), kusi=1,2,...,N—1.
Suurust I1;1 1 —1II; nimetame diferentsiks ja suurust IT; —II;_; seega eelmiseks
diferentsiks.

Kuna IIy = 0, st. algkapitali 0 korral oleme kohe laostunud, siis vaatleme
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diferentse, mille korral ¢ > 0.
I, —II; =
IIs — Il =

' i1
I = g = I(ILiq — Iig) = (%) L
N-1
+ Iy —Iy-y = Iy —Hy—2) = <g> I

p
qul

1o - |

q
p
Niiiid saame, et

1:

millest jareldub, et

1—(2)N - 1-4
L= 17172 = 1_<gpN ) kui q #pv
P

% , kui ¢ = p.

N——

millest jéareldub, et

q q ot N ,kuiq;ép,
”z—_ 1+=4+...+ [ = l|1—_ 1 (%)
ﬁ 7kuiq_p_%‘

Stimmeetrilise ekslemise korral on otsitav toendosus seega ﬁ (vordeline esi-
algse kapitaliga).
Kui vaatleme juhtu, kus N — oo, siis

i
- 1
Hi:{ 1—<%> , kui p > 3,

0 ,kuiq:pzivéip<%.
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1.5 Ergoodiline teoreem

Vaatleme olukorda, kus Markovi ahel on juba kaua toiminud (n on suur).
Osutub, et teatud tingimustel Markovi ahelate seisundite tdenéosused (sa-
muti {ileminekutdendosused p;;j(n)) stabiliseeruvad st. muutuvad konstant-
seteks.

Tahistame toendosuse, et n sammu ldbimisel oleme olnud seisundis j

P{X, =j} = pj(n).

Sellisel juhul
(n+1) Z pi(n) - pij(1 (1.3)

Maatrikskujul kirjutades saame, et 7, = (p1(n),p2(n),...); P = (pi;) ning
Tpi1 = TP = 1 P? = ... = moP"™!, kus mp = (p1(0),p2(0),...) on
algjaotus. Voib juhtuda, et p;(n + 1) = p;(n). Kui see on nii, siis on ka kdaik
jargmised toendosused iithesugused.

Niide 1.5.1 (Ilmaennustus). Vaatleme juba eelpool késitletud ilma mude-
lit, kus iileminekutdendosused olid antud maatriksiga

a 11—«
P= .
(5175)
Olgu tahistatud seisundid jargmiselt: 0 — sajab, 1 — ei saja, siis vottes a = 0.7
ning 8 = 0.4 saame, et

p2_ (07 0.3) (0.7 0.3) _ (0.61 0.39
~\04 06)\04 06) " \052 048)

4 p2 p2_ (057... 042...
pr=rr _(0.56... 0.43...)°

P _ 0.571... 0.429...
“\0.571... 0.429...)°

st veerud muutuvad konstantseteks.

Olgu mp = (0.2,0.8).

Siis 7,41 = mo - P"*! ja jarelikult mo - P? = (0.571...,0.429...).

Kui my = (0.3,0.7), siis saame samuti, et mo - P? = (0.571...,0.429...),
st. tulemus ei soltu algjaotusest — ikka on 57% péevadest sajused ja 43%
paevadest kuivad.
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Defineerime Markovi ahelat iseloomustava suuruse.

Definitsioon 1.5.1.

K(no) =1- ésupz ‘pim(nO) _pjm(n0)|a

25—
kus m tdhistab veergu ja pim(no) = P{Xy,, = m|Xo = i}. Suurust K(no)

nimetame ergoodilisuse kordajaks.

Siin summa Y [Pim(10) —Pjm(no)| kirjeldab tileminekumaatriksi P i-nda
ja j-nda rea erinevust. Kui suurim erinevus maatriksi P™° ridade vahel on
véike, siis suurus K (ng) on suur. Oluline on see, kas K (ng) on positiivne voi
vordne nulliga.

Vaatleme juhtu, kus K(ng) > 0. Lihtne on niha, et see kehtib néiteks juhul,
kui leidub vihemalt iiks seisund E,,, kuhu v6ib jouda positiivse tGendosusega
igast seisundist iihe ja sama sammude arvuga ng:

dm : Vs pim(no) >0 > 0,

ehk, teisisénu, {ileminekumaatriksi P"° m-nda veeru koik elemendid on suu-
remad kui § > 0.

Selles viite toestuseks piisab tidhele panna, et

7 * 0 % *x ...
K(ro) =0 3 pin(ro) = pim(ro) =2 | (6o 0 )

st. leiduvad read 7 ja 7, kus null on kohakuti mittenulliga. Meil aga on juht,

kus
i\ % )

jarelikult summa ei saa olla kaks, vaid on véiksem kui kaks.

Osutub, et ergoodilisuse kordaja K (ng) positiivsus on piisav tingimus, et
toendosused stabiliseeruksid.

Niide 1.5.2. Olgu meil perioodiline ahel kahe seisundiga E7 ja Fs. Sellisel

jubul K (ng) = 0,
P(2n) = (é g’)

P@2n+1) = (? é) .

Stabiliseerumist ei toimu, kuna E; — FEs téendosusega 1 ja ka Fo — Ej
toentosusega 1; K(ng) =1— 3(|1 — 0/ + |0 — 1|) = 0 V ng korral.

ja
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Teoreem 1.5.1 (Ergoodiline teoreem). Kui K(ng) > 0 mingi ng korral,
siis leiab aset koondumine ¥ i = 1,2, ... lim, o0 pij(n) = limy 00 pj(n) =:
p;f,j =1,2,..., kus téendosused p}f moodustavad nn. statsionaase jaotuse,
st. nad rahuldavad vorrandisiisteems p;f =), Dipij ning nad ei soltu algjao-
tusest.

>

Tahistame

mj(n) =inf; p;j(n) (maatriksi P" j-nda veeru inf) ja
M;(n) = sup; p;j(n) (maatriksi P" j-nda veeru sup).
Leiame

. C.-K. valem .
mj(n+1) zlrllfpij(n—l—l) == 1ri1f2pikpkj(n) > ...
k
ja kuna pg;(n) > mj(n), siis
... >mj(n) il}pr,-k = m;j(n).
k
Seega mj(n + 1) > mj(n) (infiimumite jada on kasvav jada).

Analoogiliselt Mj(n + 1) = sup; p;jj(n +1) = ... < Mj(n) (supreemumite
jada on kahanev jada). Seega

st. monotoonselt kasvav (kahanev) tokestatud jada on koonduv. Sellest jéreldub,
et leiduvad piirvédirtused. Kas nende piirviirtuste vahe on null?
Olgu « ja B kaks suvalist seisundit.

Hindame

0=1—1=> par(no) = Y _ par(no) =
k

k

S [par(n0) — par(n0)) + S [pai(no) — psi(no).
k k

>0 <0

Jérelikult on need summad absoluutvéartuselt vordsed ja ergoodilisuse kor-
daja voime kirjutada jargmiselt:

K(0) = 1=5up 3" [ 020) = pi 0]

Hindame vahet

M;(no) — mj(no) = sup paj(no) — ifﬁlfpﬁj(no) =
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= sup[pa;(no) — paj(no)] < ...

a,B

Kui vaatame koiki voimalikke paare, siis saame hinnata, et

< SUEZ [Pak(no) — par(no)] =1 — K(no).
B

Hindame vaadeldud vahet ka sammude arvu ng+n korral, kus n on suvaline:

Mj(no +n) —mj(no +n) = sup[paj(no +n) — pgj(no +n)] =

a7ﬁ
- Sug Zpak no pk] Zpﬁk no pkj =
& k

= sugZ[pak no) — pak(n0)|prj(n) <
« k

<su};>z [Pak(10) —pak(ro)] M; (n +sué)z [Park(no)—psk(no)m;(n) =
Pk Pk

ja kuna need kaks summat on absoluutvairtuselt vordsed, siis

=S Z+(pak(no) — ppr(no))[M;(n) —m;(n)] =

= (1= K(no))(M;(n) —m;(n)).
Vottes n = ng, saame
M;(2n0) —m;(2n0) < (1 — K (no))(M;(no) — my(no)) < [1 — K(no))*.
Kui n = (N — 1)ny, siis
M;(Nng) —mj(Nng) < [1 — K (ng)]N =0, kui N — oo.

Seega N kasvades tulemus viheneb!

Toestasime tulemuse ng-kordsete vaartuste korral. Kuid monotoonsuse tottu
kehtib see ka no mittekordsete vadruste korral. Seega, arvestades M;(n) ja
mj(n) monotoonsust, oleme niidanud, et

M;(n) —mj(n) — 0, kui n — oo.

Jarelikult
lim M;(n) = limm;(n) =: p;

ja seega on nende piirvéédrtuste vahe téepoolest null.
Lisaks, eelduse pohjal mj(n) < p;j(n) < M;(n), ja kuna m;(n) ja M;(n)
piirvéddrtused on samad, siis

lim pj(n) = pj,
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st. maatriksi P" = (p;;(n)) veerud muutuvad konstantseteks.

T&histame

pi(n) =P{Xn =3} = phpei(n), > _ph=1

k k

Vaatleme vahet
Ipi(n) — pj| = ‘Zpkpk] p;*‘ =...

Kuna Y, pd = 1, siis
= }Zpi(pkj(n) ’ Zpklpkj —pjl <.

ning kuna  Mj(n) > pg;(n) > mj(n) ja M;(n) > p; > m;(n), siis
< (M(n) —m;(n) Y pf = M;(n) — mj(n) = 0.
k
Seega siis p;(n) — pj.

Jadb tle ndidata, et p; rahuldavad teoreemi véites toodud siisteemi.
Chapman-Kolmogorovi vorrandist saame, et pg;(n+1) = > pri(n) - pi; (1).
Minnes n-iga piirile saame, et

hm pkj n4+1 Z lim pkl n)pi;(1).

NB! Selline piirvaértuse ja summa vahetus eeldab 16plikku summat; loendu-
va summa korral — {ihtlasi koondumisi. Oletame, et iiks neist eeldustest on

tdidetud. Siis
= pr " Pij-
i

Niide 1.5.3 (Ilmaennustus, jirg). Meid huvitab endiselt see, mitu protsenti
pdevadest on sajused ja mitu protsenti kuivad. Uleminekutoenéosused olid

antud maatriksiga
0.7 0.3
P= (0.4 O.6>'

Vastavalt #sjatoestatud teoreemile saame, et

{pz‘) = p§-0.7+p; 04,
pi = p5-03+p;-06.
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{0.3p3 = 0.4p3,
potpi = L.

Siit saame, et pj; = %p’f = %Iff ja

4 3

Niide 1.5.4. Vaatleme kahte maletajat:

A Esimene maletaja on ”kiilma kéhuga- temal tuju ja partiide tulemused
ei soltu eelmistest méangudest.

B Teine maletaja on emotsionaalne — partiid méngima minnes séltub ta
tuju (ja uue partii tulemus) eelmise partii tulemusest.

Vaatleme pikka partiide jada, mille korral iga méngu v6ib vaadelda Markovi
ahela sammuna, st. méngijale mojub ainult eelmine méng. Uleminekumaatriksid
(1 - voit, 2 — viik, 3 — kaotus) avalduvad jargmisel kujul:

>

B 1 p roq 1

Pa= 2 p roq 1

3 pr q 1

ja

>
1 p+e r q—e¢ 1
Pp = 2 p T q 1
3 p—e 1T q+¢ 1

Kumb méngija kogub pika turniiri jooksul rohkem punkte? Kummal juhul
on voidu statsionaarne téendosus suurem?

) pp+pr+pg=p v ¢q
PA :PA-PA: P T q
p r q

Iga n korral seega PAo™ = P4, millest jéareldub, et

p, kui j =1
limp;j(n) =piy = r, kui j =2
" q, kui j =3

Seega p} = p, p5 = r ja p; = ¢ (see on stabiilne protsess).
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Ergoodiline teoreem iitles, et pj = > i Dipij. Vaatleme niiiid olukorda, kus
pij on Pp elemendid. Saame vorrandisiisteemi

pi(p+e)+p5p+p5(p—¢) =i
pir +pyr + p3r =

Pi(q —¢€) +p5q +p3(qg+¢) =p3
pi+ps+p3=1

Vorrandisiisteemist saame, et 7 = p3, jarelikult viikide statsionaarne téendosus
on modlemal méngijal sama suur.
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Peatiikk 2

Poissoni protsessid

2.1 Eksponentjaotus kui méiluta jaotus.
Eksponentjaotuse omadused

Et eksponentjaotus on juhuslike protsesside teoorias (ja eriti Poissoni prot-
sesside juures) olulisel kohal, vaatleme siin paragrahvis lihemalt moningaid
eksponentjaotuse kasulikke omadusi. Esmalt tuletame meelde, et pidev (ja
mittenegatiivsete viirtustega) juhuslik suurus 7" on eksponentjaotusega (7" ~
£(N)), kui tema tihedusfunktsioon fr avaldub kujul fr(t) = Ae ™, ¢ > 0 ja
jaotusfunktsioon kujul Fp(t) := P{T <t} =1 — e .

Eksponentjaotuse karakteristlik omadus: eksponentjaotus on "méluta”
jaotus.

Niide 2.1.1 (Lambi to6tamise aeg). Téhistagu T lambi todiga, T ~ E(N),
ja olgu meil teada fakt, et lamp on t66tanud juba vahemalt aja s, st. T > s.
Leiame, kui suur on tdenéosus, et lamp to6tab veel vihemalt aja ¢, kui on
teada, et ta on juba tootanud aja s:

P{T >t+s} e+

P{T>t+sT>s}= P(T>s] % =e

Osutub, et otsitav téenfosus ei soltu s vidrtusest!

Seega, kui lampide téoiga on antud eksponentjaotusega T ~ E(N), siis need
lambid, mis on juba tédtanud aja s, on tédpselt sama head kui uued lambid.

Graafiliselt viljendudes tdhendab see omadus, et eksponentjaotuse tingliku

tihedusfunktsiooni graafik alates suvalisest punktist s on sama kujuga kui
graafik, mis algab punktist 0:
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[Joonis: (tinglik) eksponentjaotus alates hetkest s kiitub tépselt nagu

esialgne jaotus alates hetkest 0]

Lemma 2.1.1 (Eksponentjaotuse karakteristlik omadus). (Pidev) juhuslik
suurus 7" on eksponentjaotusega T' ~ £(\) parajasti siis, kui P{T" > t+s|T >
s} =P{T > t}.

(=) Taestatud néites 2.1.1.

(<) Oletame, et kehtib P{T >t + s|T > s} = P{T > t}. Sellest seosest ja

tingliku toendosuse valemist P{T > t+s|T > s} = % saame, et

kehtib P{T > t+s} = P{T > t}P{T > s}. Lahutame viimase vorduse
molemad pooled suurusest P{T" > s} ja jagame lébi ¢-ga, saame

P{T > s} —P{T >s+1t}
t

1—P{T >t}
——=

—P{T>s)}- (2.1)

Arvestades jaotusfunktsiooni definitsiooni ja T pidevust, saame Fp(s) :=
P{I'<s} =1-P{T > s} =1—-P{T > s}, mis koos seosega (2.1)

annab
Fr(t)
ot

Fr(s+t) — Fr(s)
t

=[1 = Fr(s)]-

Protsessis t — 0 saame siit omakorda seose Fi(s) = [1 — Fp(s)]Fp(0).
Tihistame A = Fi(0), siis Fin(s) = [1 — Fr(s)]\, millest

[1—Fr(s)] _ '
Tt?%g—_—Ad&(mU—Eﬂw)——x

Seega 1 — Fr(s) = e ¢ ja tingimusest Fr(0) = 0 saame ¢ = 0,

millega olemegi ndidanud, et T' ~ E(A).
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Lemma 2.1.2. Olgu 77, ..., T, soltumatud juhuslikud suurused, T, ~ (),
k=1,...,n. Siis juhuslik suurus 7' = min{73, ..., T} ~ EA1 + ... + \p).

>
Arvutame
kuimin Ty >z, siis VI >z

P{T > 2z} = P{min{T1,...,T,} > z}

_ P{ ﬁ (Tk > x)} s()ltugatus ﬁ P{Tk > l‘} eksponentjazotuse eeldus
k=1 k=1

n
_ H 6—>\ka: _ 6_(A1+'“+)‘")$.
k=1

Seega T'~ E(A1 + ...+ ).

Erijuhul, kui T} ~ £(A), jdreldub eelmisest lemmast, et T' ~ E(nA).
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2.2 Poissoni protsessi moiste

Definitsioon 2.2.1. Juhuslikku protsessi {N(¢),¢ > 0} nimetatakse loen-
davaks protsessiks, kui N(t) on mingite siindmuste (iitleme siindmuse A)
toimumiste koguarv ajavahemikus [0, t].

Eriti téhtis loendav protsess on Poissoni protsess.

Definitsioon 2.2.2. Loendavat protsessi {N(¢),¢ > 0} nimetatakse Pois-
soni protsessiks, kui

(2) protsessi juurdekasvud loikumatutes ajaintervallides on séltumatud
(St. iga t1 < tg < t3 < t4 korral N(t4) — N(tg) ja N(tg) — N(tl)
on soltumatud juhuslikud suurused),

(3) stindmuste arv mistahes 16igul pikkusega t on Poissoni jaotusega ju-
huslik suurus keskvaartusega At, st suvalise s,t > 0 korral

(AD)"

7'€_At, n=0,1,2,....
n!

P{N(t+s)— N(s)=n}=

Tingimusest (3) jareldub, et EN(t) = E[N(t)—N(0)] = At ja A nimetatakse
protsessi intensiivsuseks. Et tingimuses (3) toodud tdenéosus ei soltu hetkest
s, siis protsess on ajaliselt homogeenne.

Naiide 2.2.1.

N (t) on ajahetkeks ¢ 16hustunud aatomite arv radioaktiivse aine puhul.
Kindlustuses: N(t) on liiklusdnnetuste arv ajahetkeks t.

N(t) on telefonijaama saabunud véljakutsete arv ajahetkeks ¢.

Poissoni protsessi on voimalik defineerida ka teisiti. Selleks tuletame meelde,
et stimbol o(t) tidhistab korgemat jarku lopmata viikest suurust vorreldes
suurusega t vaadeldavas protsessis.

Definitsioon 2.2.3. Loendav protsess {N(t),t > 0} on Poissoni protsess,
kui

(1) N(0) =0,
(2’) {N(t),t > 0} juurdekasvud on statsionaarsed ja soltumatud,

(3") P{N() =1} = M + o(t), kui t — 0,
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(@) P{N(t) > 2} = o(t), kui t — 0.

Seega iitleb omadus (3’), et tépselt ithe siindmuse toimumise tden#dosus
lithikese ajavahemiku jooksul on ligikaudu vérdeline selle ajavahemiku pik-
kusega. Omaduse (4’) jirgi aga on rohkem kui iihe siindmuse toimumine
sama lithikese ajavahemiku jooksul praktiliselt voimatu (stindmused ei toi-
mu mitmekaupa). Paneme veel tihele, et omaduse (1’) tottu on tdendosus, et
siindmus A toimub mingil etteantud ajamomendil ¢y, vérdne nulliga. Seega
ajavahemike otspunktide sisse- v6i viljaarvamine ei muuda ajavahemikku
sattumise tdendosusi.

Teoreem 2.2.1. Definitsioonid 2.2.2 ja 2.2.3 on ekvivalentsed.

>

(=) Veendume esmalt, et definitsioonist 2.2.2 jéreldub definitsioon 2.2.3.
Nouded (17) ja (1) on identsed. Juurdekasvude statsionaarsus (2’) tuleneb
sellest, et (3) pohjal on protsessi juurdekasvud soltumata ajaintervalli asu-
kohast Poissoni jaotusega, mille parameeter At soltub ainult ajaintervalli
pikkusest. Téahistame lithiduse mottes

Po(t) = P{N(t) = n}.

Vottes eelduses (3) s =0 jan =1 ja arvestades seost e =1+ z + %? +...
saame, et

()
1!

Pi(t) =P{N(t) =1} = e M =e M.\t =

=[1—=XHo(t)] - M=A+o(t), kuit — 0,
millega on néidatud, et kehtib ka (3’).

Analoogiliselt saame, et
Py(t) =1— At + o(t).

Lihtsast vordusest P>2(t) =1 — Py(t) — Pi(t) jéreldubki niiiid omadus (4).

(<) Néitame, et definitsioonist 2.2.3 tuleneb 2.2.2. Sisuliselt on vaja néidata,
et definitsioonist 2.2.3 jareldub (3), sest (1) ja (2) on ilmsed. Juurdekasvude
statsionaarsust arvestades piisab vaadelda iiksnes juhtu s = 0, st. nédidata
iiksnes valemi
)"
P{N(t) =n} = (A1) e n=01,2,... (2.2)

n!
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kehtivust. Tuletame Py(t) jaoks diferentsiaalvorrandi jargmisel teel:

Po(t+h) =P{N(t+h) =0} =P{N(t) = 0, N(t + h) — N(t) = 0}
=P{N(t) =0} -P{N(t +h) — N(t) =0} = Ry(t) - Py(h),

kus kahe viimase vorduse saamisel on kasutatud vastavalt juurdekasvude
soltumatust ja statsionaarsust. Seega

Po(t + h) — Po(t) Po(h) —1
h h ’

Lastes niitid & — 0 ja arvestades, et (3’) ja (4’) tottu Py(h) =1 — Ah+o(h),
saame vorrandi

= Py(t)

Py(t) = —APy(t) ehk teisiti [In Py(t)] = —A,

millest
InPy(t) = =Mt +c ehk Py(t) = e MHe,

Kuna aga Py(0) = 1, siis jouame valemini
Py(t) = e, (2.3)

mis ongi noéutud tdendosus n = 0 korral.

Analoogiliselt n > 0 korral
=P{N(t)=n,N(t+h)— N(t) =0}
FP{N(t) = n— 1, Nt +h) - N(t) = 1)

+Y) P{N(t) =n—k N(t+h) - N(t) = k}.

Soltumatuse tottu avalduvad koéik viimases summas toodud toendosused
iiksiktoendosuste korrutiseks, misjérel viimast summat saab iilalt hinnata
suurusega

SOP{N( 4+ h) — N(1) = k) < PAN(R) > 2} = ofh),
k=2

kui h — 0. Seetottu saame, et

P,(t+h) = P,(t)Py(h) + Po—1(t)Pi(h) +
= (L= Ah)Pu(t) + (Ah) Pra(2)
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millest
Pn(t + h) - Pn(t)

h
Lastes h — 0, jouame vorrandini

o(h)
-

= —APy(t) + AP_1(t) +

/

Pn(t) = _)‘Pn(t) + APn—l(t)‘

Selle mugavamaks lahendamiseks tihistame Q,(t) = e P, (t). Diferentsee-
rides selle seose mélemaid pooli ning asedades seejérel P,; (t) saame holpsasti
seose

!/

Q,(t) = AQn_1(1). (2.4)
Lahendame selle erijuhul n = 1:
Q1(t) = AQo(t) = AeM - Ry(t) = A
seose (2.3) tottu. Jérelikult
Q1(t) =M +c

millest
Pi(t) = e M\t +¢),

kus tingimuse P;(0) = 0 tdttu peab konstant ¢ olema 0. Seega

Pi(t) = e M(\t).

Saadud tulemusest jdareldub tisna lihtsalt ka valemi (2.2) kehtivus iildjuhul
(kasuta matemaatilise induktsiooni meetodit).

<
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2.3 Siindmustevaheline aeg Poissoni protsessis

Olgu {N(t),t > 0} Poissoni protsess intensiivsusega A. Téhistame S; <
So < ... slindmuste toimumise momendid selles protsessis ning olgu 77 = 51,
Ty = So—51,T5 = S3—.5,, ... ajavahemike pikkused jérjestikuste siindmuste
vahel ehk nn. tihemikud. Selgitame vilja tithemike kui juhuslike suuruste
jaotuse.

Esmalt paneme téhele, et siindmus {77 > ¢} on samavéirne siindmusega
{N(t) = 0}, millest
P{T} >t} =P{N(t) =0} = Py(t) = e .
Seega T on eksponentjaotusega parameetriga A ehk 77 ~ E(A).
Tihemiku 75 jaotuse saamiseks leiame koigepealt tema tingliku jaotuse tin-
gimusel, et T7 = s:
P{Ty > t|T} = s} = P{0 stindmust vahemikus (s,s +t] | T} = s} =
ja kuna juurdekasvud on séltumatud juhuslikud suurused, siis
= P{0 siindmust vahemikus (s, s + t]} =
ning statsionaarsuse tottu
= P{0 siindmust vahemikus (0,t]} = Py(t) = e .

Néaeme, et Tb tinglik jaotus ei soltu T; véartusest, mistottu 75 ja 717 on
soltumatud. Keskmistame niiiid 75 tinglikud tdenédosused iile T; koikvoimalike
vaartuste:

P{Ty >t} = EP{Ty>t|T\}) =

oo
:/ P{Ty >t | T\ =s}fr(s _’\t/ fri(s —
0
Analoogiliselt jatkates saame jargmise teoreemi.

Teoreem 2.3.1. Tihemikud T1,Ts, ... on soltumatud sama eksponentjao-
tusega juhuslikud suurused, T; ~ E(N).

Mdrkus. Teoreem ei tohiks olla iillatav. Juurdekasvude so6ltumatuse ja
statsionaarsuse eeldus on tegelikult samavéérne viitega, et mistahes ajahet-
kel protsess algab tdendosuslikult uuesti ("taastub”). See téhendab, et sellest
hetkest edasi protsessi kéik ei sdltu tema eelnevast kulust (juurdekasvude
soltumatus) ning on sama jaotusega kui esialgne protsess (juurdekasvude
statsionaarsus). Teiste sonadega, protsessil puudub mdilu ja seetdttu oligi
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oodata tithemike eksponentjaotust.

Raske pole leida ka stindmuste toimumise ajahetkede S1, .52, ... jaotust. Ku-
na S, =11+ 15+ ...+ 1T, siis on siin tegemist eksponentjaotuse n-kordse
konvolutsiooniga, mis on teatavasti gammajaotus. Voib aga arutleda ka ot-
seselt: stindmus S,, > ¢ on samavéérne siindmusega N (t) < n, jirelikult

n—1 n—1 ()\t)k
P{S, >t} =P{N(t) <n}=> Pit) = o e,
k=0 k=0
Siit saame avaldada ka jaotusfunktsiooni
n—1
"

Fs,(t) =P{Sy <t} =1-P{S, >t} =1-Y
k=0

e (2.5)

mille tuletis on gamma-jaotuse tihedus (néital). Seega on toestatud

Lemma 2.3.1. Poissoni protsessis on n-nda siindmuse toimumise hetk S,
gamma-jaotusega (parameetritega n ja A) juhuslik suurus.
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2.4 Siindmuste toimumishetkede tinglik jaotus

Oletame, et me teame, et ajavahemikus [0, t) on toimunud tépselt iiks
siindmus. Millal see v6is toimuda? Juurdekasvude statsionaarsuse pohjal ei
oma iikski sama pikkusega ajaintervallidest eeliseid teiste ees — jarelikult
on loota toimumishetkede iihtlast jaotust 16igul [0, t].

Seda pole toesti raske kontrollida: iga s < t korral

P{S <s| N{t)=1} = DALSs N =1}

P{N(t) =1}

_ P{1 siindmus [0, s] kestel ja 0 stindmust (s, ] kestel }
- P{N({) =1} -
_Pi(s) Pyt —s)  AseA A9

Py(t) B e T

mis tdhendabki S; iihtlast jaotust 16igul [0,¢). Tulemust saab iildistada ju-
hule, kus meil on teada, et ajavahemikus [0,¢] on toimunud n siindmust.
Selleks tuletame meelde méned jarkstatistikutega seotud faktid.

Olgu Y7, Yo, ..., Y, juhuslikud suurused. Jiarjestame nad kasvavalt, tdhistades
Y1) < Yo < ... <Yy, Suurusi Yy, . .., Y(,) nimetatakse jdrkstatistikuteks.
(Paneme téhele, et pidevate juhuslike suuruste korral on vorduste Y;) = Y(;)
toendosused nullid). Kui Y;, ¢« = 1,...,n on soltumatud ja sama jao-
tusega pidevad juhuslikud suurused tihedusega f(x), siis jirkstatistikute
iihistihedus on

fY(1)7Y(2),---,Y(n) (y17 Y2, - .- 7yn) =
= > MeyaWieun) =
5(y17---7yn)
=nl fly1) - flyn), 11 <y2<...<Yn.
Tegur n! tuleneb siin sellest, et lahtesuuruste Y1, Yo, ...,Y, koik n! permu-

tatsiooni annavad jérkstatistikutele iihe ja sama va#drtuskomplekti. Naiteks
16igul [0,¢] iihtlase jaotusega soltumatute juhuslike suuruste, mille iiksik-
tihedused on f(y) = 1, jirkstatistikute iihistiheduseks on t”—,: (piirkonnas
0<y; <ya...<yn <t, st n-mddtmelise kuubi iithes "nurgas”).

Teoreem 2.4.1. Tingimusel, et ajamomendiks t on Poissoni protsessis toi-
munud n sindmust, on nende toimumishetkede Sy, S, ..., S, tihisjaotus sa-
ma nagu loigul [0,t] dhtlase jaotusega soltumatutest juhuslikest suurustest
saadud jarkstatistikutel.
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Mdrkus. Teoreemi intuitiivne tdhendus on selles, et kui me jélgime siindmuse
A toimumise hetki Poissoni protsessis teatud aja véltel, siis ndivad nad jao-
tuvat ajateljel iihtlaselt, ilma et tekiks olulisi kuhjumisi.

>
Vaatleme 0 < t; <tg9 < ... <t, <tpy+1 =1 jaolgu h; piisavalt viike selleks,
et t; +h; <tiy1, 1 =1,2,...,n. Leiame niitid tingliku téendosuse
P{ti <S;<ti+h;, i=1,2,...,n | N(t) :n}:
_ P{1 siindmus igas [t;,; + h;) ja 0 stindmust mujal [0, ] sees }
a P{N(t) =n} -
_ Py(hy) -+ Pi(hy) - Po(t —hy —ho — ... — hy) _
P(t)
Mae— M1 AR e~ Ahn . —A(t—h1—h2—...—hy) !
— e n = by hyohy
A"t tn
n!
Seega

P{ti§S¢<ti+hi, i:1,2,...,n|N(t):n} _n!
Iy - by by tn

ja lastes h; — 0 saamegi (tinglikuks) tiheduseks ndutava

n!
fSl,Sz,...,Sn(t17t27 o 7tn ‘ N(t) - TL) - ﬁ
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2.5 Poissoni protsessi omadusi

2.5.1 Osaprotsessideks lahutamine

Vaatleme Poissoni protsessi {N(t), ¢ > 0)} intensiivsusega A. Oletame, et
selles protsessis esineb kahte tiilipi siindmusi, kusjuures iga siindmus on
I tiiiipi toendosusega p ja II tiiipi tGendosusega 1 — p. Eeldame veel, et
iiksiksiindmuste tiilibid on iiksteisest séltumatud. Néiteks, kui kauplusse
saabuvad ostjad Poissoni protsessi kohaselt (intensiivsusega A), siis voib nad
jagada kahte tiitipi vastavalt soole: I tiiiipi siindmus tdhendaks naiskliendi
saabumist (tdendosus 0.6) ja II tiilipi siindmus tdhendaks meeskliendi saa-
bumist (toendosus 0.4). Seejuures jérjekordse kliendi tiiiip ei soltu eelnevate
klientide tiiiibist.

Olgu {Ni(t), t > 0} ja {Na2(t), t > 0} vastavalt I ja II tiiiipi siindmuste arv
ajavahemikus [0, t], N(t) = Ni(t) + Na(t).

Teoreem 2.5.1. Protsessid {N1(t), t > 0} ja {Na(t), t > 0} on soltumatud
Poissoni protsessid intensiivsusega vastavalt \p ja A(1 — p).

>

Olgu n,m > 0 ja téhistame siindmused A = {Ni(t) = n, Na(t) = m} ja
B ={N(t) =n+m}. Kuna {N(t¢),t > 0} on Poissoni protsess, siis
A"

P(B) = me

Niiiid paneme téhele, et fikseeritud summa N(t) = n + m korral I tiiiipi
siindmuste arv Nj(¢) on binoomjaotusega juhuslik suurus, mistottu

P(A[B) = Cippp"(1 = p)™

Korrutame saadud avaldised:

m ()\t)n-HTL —At _
(n+m)!

()‘tp)ne—)\tp (A1 - P))me—,\t(l—p)_

n! m!

P{Ni(t) = n, Na(t) = m} = Cjyp,p" (1 = p)

Seega avaldub N (t) ja Na(t) iihisjaotus on kahe Poissoni jaotusega juhusliku
suuruse tdendosusfunktsioonide korrutisena. Leiame Nj(t) marginaaljaotuse
summeerides iile No(t) koigi vadrtuste:

P{Ni(t) =n} =Y P{Ni(t) = n,No(t) =m} =
m=0
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L O Ly $5 )" gy _ Oy
n! = m)! n!

Siit jareldubki, et protsess { N1(t),t > 0} on Poissoni protsess intensiivsusega
Ap. Analoogiliselt saame, et {N2(t),¢ > 0} on Poissoni protsess intensiivsu-
sega A(1 — p).

<

Vaatleme niiiid veidi iildisemat olukorda, kus I ja II tii{ibi téen&osused ei ole
konstantsed, vaid soltuvad ajast. Tapsemalt: olgu toenédosus, et ajamomendil
s toimuv siindmus on I tiiiipi, vordne p(s). Tdendosus, et ta on II tiiiipi on
seega 1 — p(s). Toestame eelmise teoreemiga analoogilise viite:

Teoreem 2.5.2. Protsessid {N1(t),t > 0} ja {Na(t),t > 0} on soltumatud
Poissoni protsessid intensiivsusega vastavalt \p; ja AN(1 — p;), kus

1 t
D= / p(s)ds.
tJo

| 2

Toestuskiik kordab eelmise teoreemi téestust. Ainus erinevus seisneb selles,
et fikseeritud summa N (t) = n+m korral I tiiiipi siindmuste arvu Ni(t) jao-
tus on kiill binoomjaotus, kuid teistsuguse parameetriga. Tépsemalt, vaatle-
me suvalist siindmust, mis toimub ajaintervallis [0, ¢]. Juhul, kui ta toimuks
momendil s, siis oleks tema I tiiiipi kuuluvuse tinglik tdenéiosus p(s). Teame
aga, et siindmuse toimumise hetk s jaotub iihtlaselt 16igul [0, ¢], st tema tihe-
dus on 1. Seega (téis-)tdentosus, et suvaline 16igul [0, ¢] toimunud siindmus

on I tiiilipi, vérdub
1 t
bt = / p(s)ds
t Jo

soltumata sellest, mis tiitipi on teised siindmused. Niitid jadb iile korrata
eelmise teoreemi toestus kuni 16puni.

<

2.5.2 Poissoni protsesside kompositsioon

Eelnevad kaks teoreemi késitlesid Poissoni protsessi lahutamist kaheks ” osa-
protsessiks”. Huvi pakub aga ka vastupidine olukord, kus on antud kaks
Poissoni protsessi {N1(t),t > 0} ja {N2(¢),t > 0} ning me summeerime nad
loomulikul viisil, defineerides N (¢) = Ny(t) + Na(t).
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Niitena voiksime tuua juhu, kus Nj(t) ja Na(t) loendavad linnasiseste ja
linnade vaheliste kutsungite arvu telefonikeskjaamas. Siis N(¢) on kutsun-
gite koguarv ajavahemikus [0, t).

Sellist summat nimetatakse kompositsiooniks. Enne alapunkti pohitulemuse
fikseerimist tuletame meelde, et kehtib jargmine lemma.

Lemma 2.5.1. Kahe séltumatu Poissoni jaotusega juhusliku suuruse sum-
ma on ka Poissoni jaotusega, kusjuures parameetrid liituvad.

Naitame, et kehtib ka jargmine tulemus.

Teoreem 2.5.3. Kui {Ni(t),t > 0} ja {Na(t),t > 0} on sdltumatud Pois-
soni protsessid intensiivsusega vastavalt A1 ja g, siis nende kompositsioon
N(t) = Ni(t) + Na(t) on Poissoni protsess intensiivsusega A = A1 + Ag.

>

On lihtne ndha, et definitsiooni 2.2.2 kaks esimest nouet on N(¢) puhul
taidetud. Tingimus (3) osutub tédidetuks aga seetottu, et kahe soltumatu
Poissoni jaotusega juhusliku suuruse summa N(t + s) — N(t) = Ni(t +
s) — Ni(t) + Na(t + s) — Na(t) on ka Poissoni jaotusega vastavalt eeltoodud
lemmale.

<

Kui néiteks biiroo kaks masinakirjutajat teevad teineteisest soltumatult vi-
gu Poissoni protsessi kohaselt intensiivsusega 1 ja 2 viga 5 minuti kohta, siis
ajamomendiks ¢ tehtud vigade koguarv N (¢) on Poissoni protsess intensiiv-
susega 3 viga (5 minuti kohta).
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2.6 Poissoni protsessi iildistused

Vaatleme Poissoni protsessi kahte iildistust. Esimene neist on mittehomo-
genne ehk mittestatsionaarne Poissoni protsess, kus lubame protsessi inten-
siivsusel A soltuda ajast t.

2.6.1 Mittehomogeenne Poissoni protsess

Definitsioon 2.6.1. Loendavat protsessi {N(¢),¢ > 0} nimetatakse mit-
tehomogeenseks Poissoni protsessiks intensiivsusfunktsiooniga A(t), ¢ > 0,
kui

(1) N(0) =

(2) {N(t),t > 0} juurdekasvud on séltumatud,

(3) P{N(t+h) — N(t) =1} = X(t)h + o(h), h — 0 ¥V t korral,
(4)

4) P{N(t+h)— N(t) > 2} =o(h), h = 0 V t korral.
Olulist rolli méngib niiiid suurus m(¢ fo s)ds. Nimelt néitame, et prot-

sessi juurdekasv ajavahemikus [t, t+s) on P01sson1 jaotusega keskvidrtusega
m(t+s) —m(t):

P{N(t+s) —N(t) _ TL} _ (m(t + 521'— m(t))n ef[m(t+s)fm(t)]7 n > 0. (2.6)

Erijuhuna saaksime siis muidugi, et N(t) ~ P(m(t)), millest EN(t) = m(t)
ja mistottu funktsiooni m(t) nimetatakse protsessi keskvddartusfunktiooniks.
Paneme lisaks téhele, et tavalise Poissoni protsessi korral kehtib A(t) = A ja
sel juhul m(t) = X - ¢t.

Valemi (2.6) toestuse idee on sama, mis homogeeense protsessi korral. Fik-
seerime t ja tdhistame

P,(s) =P{N(t+s) — N(t) =n}.
Tuletame diferentsiaalvorrandi Pp(s) jaoks. Selleks arvutame

Py(s+h) =P{N(t+s+h)— N(t) =0}
= P{0 stindmust [¢,t + s) sees, 0 stindmust [t + s,t + s+ h) sees}

= P{0 stindmust [t,t + s) sees} - P{0 siindmust [t + s, + s + h) sees}

= Po(s)[1 = A(t + s)h + o(h)],
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kus kaks viimast vordust jarelduvad juurdekasvude séltumatusest ja sellest,
et tingimused (3) ja (4) annavad seose P{N(t + s+ h) — N(t +s) =0} =
1 —A(t+ s)h+ o(h). Seega

P h) — P h
bs+h) b(s) ==Xt +s)Py(s) + ol ),
h h
mis h — 0 korral annab vorrandi
Py(s) = ~A(t + 5)Pols).
Selle lahendamiseks leiame esmalt, et [In Po(s)]/ = —A(t + s) ning siit

s t+s
In Py(s) = — /0 At4u)dusC = — /t AW dy+C = —[m(t+5)—m()]+C,

millest
P()(S) _ e—[m(t-i—s)—m(t)}-i—C.

Tingimusest Py(0) = 1 saame C = 0. Ulejiznud toendiosuste Py(t), Pa(t),. ..
leidmine toimub analoogiliselt teoreemi 2.2.1 tdestusega.

Niide 2.6.1 (Mittehomogeenne Poissoni protsess). Olgu hamburgerikiosk
avatud 8 — 22 ja soltugu kiilastajate voo intensiivsus ajast jargmiselt

5 + 5t, 0<t<3,

A(t) = < 20, 3<t <8,
20 —3(t—8), 8<t< 14,

kus ¢t on aeg alates kioski avamisest (st. t = 0 kell 8 hommikul).

Leiame, kui suur on téendosus, et ajavahemikus 10-11 saabub vdhem kui 3
klienti ehk P{N(3) — N(2) < 3}. Selleks leiame kdigepealt Poissoni jaotuse
parameetri:

3

m(3) — m(2) = /23)\(s)ds _ /23(5—1—5s)ds — (5s+255%)| =175,

seega N (3) — N(2) ~ P(17.5). Niitid otsitav toendosus avaldub

2. 17.5k
P{N(3)-N(2) <3} =>_ ?e*”f’ =...~0.
k=0
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2.6.2 Poissoni liitprotsess

Definitsioon 2.6.2. Juhuslikku protsessi {X(¢),t > 0} nimetatakse Pois-
soni littprotsessiks, kui ta avaldub kujul

N(t)
Xt)=)Y Y, t>0,
=1

kus {N(t), t > 0} on Poissoni protsess ja {Y;, i = 1,2,...} on soltumatud sa-
ma jaotusega juhuslikud suurused, mis on séltumatud ka protsessist { N (¢),t >

0}.

Erijuhul, kui Y; =1, ¢ =1, 2,.. ., siis Poissoni liitprotsess taandub harilikule
Poissoni protsessile N (t).

Niide 2.6.2. Saabugu ostjad kauplusesse Poissoni protsessi kohaselt ja
olgu Y; i-nda ostja poolt kaupluses kulutatud raha. Me véime lugeda Y;
soltumatuteks juhuslikeks suurusteks (kui mitte arvestada seda, et mdni
ostja kaldub teinekord valima sedasama kaupa, mida teisedki ostjad). Siis
ajamomendiks ¢ kaupluse kassasse kogunenud raha X (¢) on Poissoni liitprot-
sess.

Arvutame juhusliku suuruse X (¢) keskvéirtuse ja dispersiooni Poissoni liit-
protsessis. Keskvéirtuse leiame N(t) suhtes voetud tinglike keskvé#rtuste
keskmistamise teel ("lahkame” N (t) jargi):

EX(t) = E{E[X(t) | N@®)]}-

Arvutame

N(t)
EIX(t) [ N@W) =n] =B |3 Vi | N(t) =n| =
=1

=F

Y YiIN(t)=n
=1

=S B | N()=n) =
=1

n
=> EY;=n-EYi,
i=1
kus eelviimane vordus tuleneb Y; ja {N(t),t > 0} soltumatusest. Jarelikult

E[X(t) | N(#)] = N(t)EY1,

millest keskmistamisega iile N (t) saame EX (t) = A\tEY7, so iiksik keskviirtus
korrutatud keskmise liidetavate arvuga. Dispersiooni korral on tulemus teist-
sugune. Lahtume sellest, et

DX(t) = EX%(t) — [EX (1)) = EX2(t) — \2#2(EY)%
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Jaab iile arvutada

EX?(t) = B{E[X*(1) | N(1)]}.

Leiame esmalt

EIX(t) | N(t) =n] = E Y| IN@)=n|=

- (Zy> | N () =n :E(Zy) -

n
=E) Y+ E (> VY, | =n EY?+) EYEY; =
i=1 i ij
=n-EY24n(n—1)(EY)%

Seega
E[X?(t) | N()] = N(t) - EY? + N($)(N(t) — 1)(EY1)?%,

millest
EX2(t)= EN(t)- EY2 + E[N(t)(N(t) — 1)(EY1)>.

Arvestades, et EN(t) = At ja EN2(t) = DN(t) + [EN(®)]* = A + 2212,

saame pérast lihtsustusi valemi
DX (t) = MEY;2.
Seega on tulemus suurem kui iiksikdispersioonide ”keskmine” summa

MDY; = M[EY? — (EY1)?).

Tuletame meelde, et fikseeritud arvu séltumatute juhuslike suuruste korral
kehtib D(>"" ,Y;) = >, DY;. Seega liidetavate juhuslik arv suurendab

summaarset dispersiooni.
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Peatiikk 3

Pideva ajaga Markovi ahelad

3.1 Moiste. Chapman-Kolmogorovi vorrandid

Selles alajaotuses késitleme juhuslike protsesside klassi, millel on palju eri-
nevaid rakendusi ja mis on tuntud pideva ajaga Markovi ahelate nime all.
Vaadeldav klass on iildisem kui seni késitletud Poissoni protsesside klass,
sisaldades viimast juba erijuhuna. Alltoodust selgub, et me saame pideva
ajaga Markovi ahela kui ldhtume mingist diskreetse ajaga Markovi ahelast
ja iga iileminekuaja (mis diskreetse aja korral vordub 1 ajaiihikuga) asen-
dame eksponentjaotusega juhusliku suurusega. Osutub, et eksponentjaotus
on ainus jaotus, mis sellises olukorras séilitab protsessi Markovi omaduse.

Nagu diskreetse ajaga Markovi ahelate korral, nii eeldame ka siin, et juhus-
liku protsessi véaiartuste hulk on iilimalt loenduv ning véimalike olekute hulk
on {0,1,2,...}.

Definitsioon 3.1.1 (Pideva ajaga Markovi ahel). Oeldakse, et juhuslik
protsess {X (t), t > 0} on pideva ajaga Markovi ahel, kui suvaliste s, t > 0
ja suvaliste mittenegatiivsete tiisarvude i, j, z(u), 0 < u < s korral kehtib
vordus

P{X(t+s)=7X(s) =14,X(u) =2(u),0 <u<s}=P{X(t+s)=7j|X(s) =i}

Teiste sonadega, pideva ajaga Markovi ahel on juhuslik protsess, millel on see
tuntud omadus, et tuleviku X (¢ + s) jaotus antud oleviku X (s) ja mineviku
X(u) = x(u), 0 <u < s korral soltub ainult olevikust ja mitte minevikust.
(Kui protsessi seisund mingil ajahetkel on teada, siis mineviku uurimine ei
anna tuleviku kohta mitte mingit lisainformatsiooni.)

Definitsioon 3.1.2 (Statsionaarsed iileminekutdendosused). Kui tdendosus
P{X(t+s) = j|X(s) = i} ei sdltu s vairtusest, siis deldakse, et pideva ajaga
Markovi ahelal on statsionaarsed (e homogeensed) ileminekutoendosused.
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Edaspidi késitlemegi ainult selliseid ahelaid.

Naitame koigepealt, et pideva ajaga Markovi ahela korral on aeg T;, mille
véltel seisundisse ¢ sattunud protsess seal piisib, eksponentjaotusega juhuslik
suurus. Selleks oletame néiteks, et ajamomendil 0 on protsess seisundis ¢ ja
ta ei ole véljunud sealt 5 minuti jooksul. Kui suur on téen&osus, et protsess
piisib seisundis ¢ veel 3 minutit? Formaalselt otsime toen#osust, et P{T; >
8|7; > 5}. Markovi omaduse tdttu on ajahetkel 5 kogu info tuleviku kohta
selles, et hetkeseisund on ¢ ja info "eelnevad 5 minutit seisundis ¢” ei oma
mingit tdhtsust. Seega on otsitav téendosus vordne tdendosusega, et T; > 3:

P{T; > 8T, >5) = P{X(s) =4, 0< s <8|X(s) =i, 0<s<5)
=P{X(s)=1i, 5<s<8X(s) =1, 0<s<5}
Lpix(s) =i, 5<s<8X(5) =i}
= P{X(s) =4, 0<s<3|X(0) =i} =P{T} > 3}.

Uldjuhul saame sama argumentatsiooni kasutades, et iga s, t > 0 korral

P{T; > s +t|T; > s} = P{T; > t}.

Jarelikult (vt. lemma 2.1.1) on tegemist méluta (mittevananeva) jaotusega,
mis saab olla ainult eksponentjaotus.

Ulaltoodu annab véimaluse defineerida pideva ajaga Markovi ahel teisel vii-

sil.

Definitsioon 3.1.3 (Pideva ajaga Markovi ahel). Pideva ajaga Markovi
ahel on juhuslik protsess, mis

1) sattudes seisundisse i jaib sinna ajaks T; ~ E()\;), kusjuures seisundi-
tes viibimise ajad on soltumatud juhuslikud suurused.

2) véljudes seisundist 4, siseneb ta teatava toendosusega P;; seisundisse
J, kusjuures {ileminekutdendosused F;; rahuldavad tingimusi P; = 0
ja >2; Py =1iga i korral.

Seega toepoolest, pideva ajaga Markovi ahel on juhuslik protsess, kust iihest

olekust teise liikkumine toimub nagu (diskreetse ajaga) Markovi ahelas, kuid
igas olekus viibimise aeg on eksponentjaotusega juhuslik suurus.

T&histame toenédosuse, et protsess, mis hetkel s on olekus i, on aja t méodudes
olekus 7, jargmiselt:

Bij(t) = P{X(t +s) = j|X(s) = i}
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Piitiame taoliste toenaosuste leidmiseks tuletada diferentsiaalvorrandid.

Markovi omadusele tuginedes toestame koigepealt jargmised lemmad.

Lemma 3.1.1. Kehtivad seosed

1 — Py;(h)
(@) lim ——== = X (3.1)
. Py(h) o,
(b)  lim === = APy, kui i # (3.2)

(a) Sisenedes seisundisse i kiivitub (arvestades T; eksponentsiaalset jao-
tust) Poissoni protsess intensiivsusega A; mis 16peb koos iileminekuga
teise seisundisse. Poissoni protsessi korral on aga aja h jooksul stindmuse
toimumise tden#dosus (milleks antud juhul on aja h jooksul seisundist
i lahkumise toenéosus 1 — Py;(h)) ligikaudu vordeline ajaintervalli pik-
kusega: 1 — Pj;(h) = A\ih + o(h). Sellest jireldubki (a).

(b) Kuna P;;(h) on toendosus, et protsess liheb aja h jooksul seisundist 4
seisundisse 7, siis me saame ta esitada kahe tGenéosuse korrutisena:

P;j(h) = P{aja h jooksul lahkutakse olekust i}
P {iileminek toimub olekust 7 olekusse j}
= [1 = Py(h)] - Pij = [\ih +o(h)] - P;j.

Siit jareldub seos (b).

Lemma 3.1.2 (Chapman-Kolmogorovi vorrand). Suvaliste s, ¢t > 0 korral

Pyt +s) ZPHc ) - Pij(s (3.3)
>
Et aja t + s jooksul jouda seisundist ¢ seisundisse j, peab protsess pérast
aja t moodumist olema mingis seisundis k, £ = 0,1, 2,.... Summeerimine

ile koikvoimalike k vaiartuste annabki otsitava toenédosuse:
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Py(t+s) = P{X(t +s) = j|X(0) = i}

_ ki:oP{X(t +s5) =, X(t) = k| X(0) =i}
_ iP{X(t) — KX (0) = i} - P{X (t 4+ 5) = j|X (&) = k, X (0) = i}
- gp{xu) = k[X(0) = i} - P{X(t +5) = j|X(t) = k}
_ iPik(t) - Poi(s).
part

<
Seos (3.3) on Chapman-Kolmogorovi vorrandi analoog pideva aja jaoks.
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3.2 Kolmogorovi taha- ja ettesuunatud vorrandid

Tuletame niitid toendosuste Pj;(t) leidmiseks diferentsiaalvorrandid.
Lemmast 3.1.2 saame kdigepealt

Pij(t+h) = Py(t) = 32520 Pi(h)Py;(t) — Pij(t) =
= Yo Pir(h)Pij(t) — [L — Pi(h)]Py(2).

Jagades 14bi suurusega h ja arvestades lemmat 3.1.1 ndeme, et

po Pt ) = Py) |~ Plh)

h—0 h h—0 Py h

Naitame niiiid, et vorduse paremal poolel v6ib piirilemineku ja summeeri-
mise jarjekorra dra vahetada. Selleks piisab veenduda, et seal asuv rida on
iga fikseeritud N korral hinnatav

Pij(t) — AiPij (1) (3.4)

N
L Pi(h) o Py (h)
lliniélf ' Zh Pyj(t) > hin%l(I)lf N Pyi(t) = N szkpkg t).
ki k=0 k=0
ki ki
(3.5)
Teiselt poolt, suurte N korral (N > i)
lim sup Pk
h—0 Z J
o~ Pu(h) = Palh)
< lim sup Z ik Py;(t) + Z ik
h—0 h
k=0 k=N+1
| ki
N
: Py (h)
= lim sup ! Py (t 1-— Pi.(h
e | 2= P Z !
| ki
N
=X > PiPyi(t) — i ZPW
k=0
k#i k;éz
kus viimase vorduse jaoks kasutasime lemmat 3.1.1.
Lastes niiiid N — oo (ja arvestades, et P;; = 0) saame, et
lim supz Pk] )<\ ZszPk] t), (3.6)

h—0 ki
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mis koos vorratusega (3.5) annab vajaliku

. Py, (h)
lim » h( Pyj(t) = X > PipPij(t). (3.7)

h—0
k#i k#i

Asendades viimase avaldise vorduse (3.4) paremasse poolde, voime lugeda
toestatuks jargmise teoreemi.

Teoreem 3.2.1. Iga i,5, t >0 korral

t) =X > PiPej(t) — NPy (t). (3.8)
ki

Vorrandsiisteem (3.8) on tuntud kui Kolmogorovi tahasuunatud vérrandid.
Taolise vorrandi lahendamist vaatleme konkreetsetel juhtudel (iildjuhul ei
saa).

Saab tuletada veel teistsuguse vorrandisiisteemi P;;(t) méaéramiseks. Selleks
lahtume jélle Chapman-Kolmogorovi vorrandist (lemma 3.1.2):

Z](t+h szk P/C] PZJ()_
= Z Pir(t) Prj(h) — [1 = Pj;(h)] Py ().
k#j

Seega

. PBi(t+h)— Pt ) Py;(h 1 — Pji(h
lim ( ]1 ():}f_r% Zpik(t)kh()_[ h():|Pij(t)

Eeldades, et piirile mineku ja summeerimise jarjekorra voib dra vahetada,
saame lemmat 3.1.1 kasutades vorrandid

ZAkPk] zk )\B]()
k#j

Kahjuks ei ole mainitud vahetus alati digustatud. Osutub aga, et see on
lubatav, kui on tédidetud vdhemalt iiks tingimustest:

1) vaadeldaval protsessil on ainult 16plik arv seisundeid;
2) iga i korral nende j hulk, mille korral P;; > 0, on 16plik;

3) lemmas 3.1.1 (b) néidatud koondumine
koigi i, (i # j).

PijT(h) — \iP;; on iihtlane iile
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Tulemuse votame kokku jargmise teoreemina.

Teoreem 3.2.2 (Kolmogorovi ettesuunatud vorrandid). Kui on tdidetud
moni tingimustest 1) - 3), siis iga i,j, t >0 korral

Pi(t) = NePujPu(t) — APy (t). (3.9)
k#j

Teoreemides 3.2.1 ja 3.2.2 toodud voérrandeid on moénikord véimalik lahen-
dada analiiiitiliselt, enamasti aga mitte. Sageli piisab aga asiimptootilisest
lahendist, kus ¢t — oco.

Jargnevalt uurime lihemalt iihte pideva ajaga Markovi ahelate erijuhtu.
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3.3 Naiteid Kolmogorovi vorrandi lahendamise koh-
ta. Siisteemi tasakaalu seisund

Vaatleme probleemi, mida voib kisitleda kahe seisundiga pideva ajaga Mar-
kovi ahelana.

Olgu meil seade (masin), mis tootab torgeteta eksponentsiaalse aja £(Ag)
ning rikkis olek (remondiaeg) kestab samuti eksponentsiaalse aja — E(A1).
Eeldame, et ajahetkel 0 on seade korras (seisund 0). Tahame niiteks tea-
da, kui suur on téen#osus, et hetkel ¢ = 10 on seade tookorras (kusjuures
vahepeal voib seade olla ka rikkis).

Markovi ahela iileminekumaatriks on kujul

0 1
P=0 0 1 ,
1 1 0
siit loeme vélja, et Pyo =0,FPy =1,Pio=1,P1 =0.

Kirjutame vélja Kolmogorovi tahasuunatud vorrandid kujul
Py(t) = X Y P Pej(t) — NPy (8),
ki

{ Pbo(t) = AoPo1 Pro(t) — AoPoo(t) (1)
Pyo(t) = M PioPoo(t) — M Pro(t)  (2)

Rohkem pole vaja vilja kirjutada, kuna Ppi(t) = 1 — Poo(t) ja Pii(t) =
1 — Pyp(t). Korrutades vorrandid (1) ja (2) vastavalt 1abi A\; ja Ao-iga ning
vottes arvesse, et Py = 1 ja Pjg = 1 saame, et

4 { AlPéo(t) = MA1Pio(t) — A1 Poo(t)
AP (t) = AoAi1Poo(t) — AoA1Pio(t)

ning seega kehtib, et
A1 Py (t) + Ao Py (t) = 0.

Integreerime: A1 Pyo(t) + Ao Pio(t) = ¢. Madrame c: Pyo(0) = 1; P1o(0) = 0
(ilma ajakuluta ei saa seisund muutuda). Tehes asenduse saame, et A\; = c,
AoPro(t) = A1 (1 — Pyo(t)). Asendame Pyo(t) vorrandisse (1):

Poo(t) = M (1= Pao(t)) = AoPao(t) = M — (Ao + A1) Poo(#)-
Tahistame vorrandi lahendamiseks:

)\1 ’ /

9(t) = Ponlt) = -5 = (1) = Poo(®)
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ja asendame selle eelmisse avaldisse:

/ A
g (1) =M—(ot+A1) [9(t) + ———| = —(NotA1)g(t) = g(t) = ce” QoA
Ao + A1
millest
AL Ao A (oA, M
0) = Py (0)— = =c= Pylt) = otA)t, 7L
9(0) 00(0) A+ Ao+ ¢ bo(?) >\0+)\1€ Jr>\o-|->\1

Asendades saadud Py (t) eelpool toodud vorrandisse Ao Pio(t) = A\ (1 — Poo(t))
saame, et
A1 A1 Al o
Pp(t)= " [1—Pot)=...= —~ e~ GoFAt,
10(0) = 55 11 = Poo(®) M+ Ao+
Joonistame selle funktsiooni graafiku, méarates A\g = 1 ja \; = 9, st. korras-
oleku keskmine aeg on /\1—0 = 1 ja rikkisoleku keskmine aeg on )\% = é. Seega
korrasoleku aeg on keskmiselt 9 korda pikem.

Asendame Ag ja Ap vddrtused valemitesse:

1 9
Pyo(t) = Ee_mt + 10’ jakuna e 1% ZX 0, siis Pyo(t) — 0.9

Analoogiliselt saame, et Pjg(t) — 0.9.

Pyo(t)
1'\_____““
094 ... T T T T e e
e
Pio(t) t
10(t) .
0.9
///ﬂ
/
t

Seda olukorda, kus mélemad tdendosused on ra stabiliseerunud nimetatak-
se siisteemi tasakaalu seisundiks. Ndhtub, et pika aja jooksul pole oluline,
millisest seisundist siisteem startis.
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Uurime siisteemi tasakaaluseisundit.

Arvestades, et suure t korral téenéosused stabiliseeruvad, siis lihtsustuvad
ka Kolmogorovi vorrandid. Kui t — oo, siis P, (1) = 0.

Tahistame lim;_,o P;;(t) = p; (eisoltu ¢ vadrtusest). Tahasuunatud vorrandid
annavad meile samasuse:

0 = Aopo — Aopo,

0 = Aipo — A1po.

Tasakaaluseisundi véljaselgitamiseks kasutatakse Kolmogorovi ettesuunatud
vorrandeid

Pyj(t) = > MePi;Pi(t) — APy (b),
ki
tasakaaluseisundis: 0 = Zk# MePrjpr — N\jpj, 5 =0,1,2,...

Meie néites (kahe olekuga) avalduvad need seisundid jargmiselt:

0 = A1 Piop1 — Aopo,
0 = A Piop1 — Aopo,

millest saame, et A\ip; = Agpo. Teiselt poolt pyg +p1 = 1, st pg = 1 — p1.
Saame:
Ap1 = Ao(1 —p1) = Ao — Aop1 =

A 1

p1 = " _f N 10 (rikkisoleku tdendosus),
A 9

Po = " _: N 10 (korrasoleku toenéosus).
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3.4 Tekke ja kao protsessid

Definitsioon 3.4.1 (Tekke ja kao protsess). Pideva ajaga Markovi ahelat
{X(t),t > 0} seisundite hulgaga {0, 1, 2, ...} nimetatakse tekke ja kao (ka
stinni ja surma) protsessiks, kui seisundist n on voimalik iile minna {iksnes
naaberseisunditesse n — 1 jan + 1.

Toélgendus: iileminekut n — n+ 1 nim. tekkeks, u,— tekke intensiivsus
n — n — 1 nim. kaoks, vp— kao intensiivsus

Seega tekke ja kao protsessi korral Pj; = 0 kui |i—j| > 2. Olgu seisundis n vii-
bimise aeg T, ~ £(A,) ning olgu tdendosused, et iilemineku korral siisteem
laheb just nimelt seisundisse n — 1 voi n + 1 vastavalt P, ,—1 ja Py nt1-
Kuna eelduse kohaselt P, = 0 ja iileminekud kaugemale on vilistatud, siis
Pn,nfl + Pn,nJrl =1

Definitsioon 3.4.2 (Puhas kao/tekke protsess). Kui on véimalikud ainult
tileminekud n — n — 1, siis tekke ja kao protsessi nimetatakse puhtaks kao
protsessiks(pu = 0). Kui on véimalikud ainult tileminekud n — n + 1, siis
tekke ja kao protsessi nimetatakse puhtaks tekke protsessiks (v = 0).

Edaspidi on mugav kasutada suurusi

vy = 0,
Up = AnPn,n—lan > 17
Hn = )\nPn,n+1a n > 0,

kusjuures py, + vn = Ap.

Lemma 3.1.1 pohjal voib siis iihtlasi kirjutada, et iga n > 0 korral

. 1—=Py(h)
1 - = )\n = n (3
I pn v

lim 7Pn’n71(h) = Up,

h—0 h

. Pn n+1(h)

lim —————= = u,,.

hl—% h K

Ulalkirjeldatud protsessi korral on suurust X loomulik tdlgendada teatava
populatsiooni arvukusena ajahetkel ¢, tileminekut n — n + 1 stinnina ning
tileminekut n — n—1 surmana. Seose A\, = un,~+v, tottu jaguneb intensiivsus
A kaheks liidetavaks, millest 1, on sobiv nimetada stinni intensiivsuseks ja
vy, surma intensiivsuseks.
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3.4.1 Tekke ja kao protsessi modelleerimine

Niide 3.4.1. Siinni ja surma protsessi on lihtne modelleerida. Oletame, et
populatsiooni arvukus on parajasti n. Seda arvukust hoiame juhusliku aja
T, ~ E(Ay) véltel. Seejérel toimub kas siind v6i surm, mille otsustamiseks

viskame "kulli ja kirja”, kus ”kulli” (siind) tdenfosus on —£r— = L2 ja
) (Un+in) An
"kirja” (surm) toendosus on i) ljf“ = 3. Kui tulemuseks on "kull”, siis suu-
n n n

rendame populatsiooni iithe vorra (siind), "kirja” puhul aga vihendame po-
pulatsiooni iithe vorra (surm). Edasi ootame vastavalt juhusliku aja 75,1 ~
E(An—1) voi Tp41 ~ E(Ant1) ja kordame skeemi.

Parameetrite u, ja v, iiks voimalik tolgendus on jargmine: kui mingil het-
kel populatsiooni arvukus on n, siis aeg jargmise siinnini on eksponentjao-
tusega keskvairtusega ;%n ja aeg jérgmise surmani on ekponentjaotusega

keskvéadrtusega Vi
n
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Niide 3.4.2. Seisundis n kéiivitatakse kaks ”eksponentsiaalset kella”.

1. kell hakkab tirisema eksponentsiaalse aja T} jérel (parameetriga ).

2. kell hakkab tirisema eksponentsiaalse aja T» jirel (parameetriga vy,).
Tirisevad téiesti juhuslikult, me ei tea kumb tiriseb varem. Kui 1. tiriseb
varem, on tegu tekkega, kui 2. tiriseb varem, on tegu kaoga.

Niide 3.4.3 (Telefonikeskjaam). Olgu telefonikeskjaamas n viljaminevat
liini (st korraga saab sinna sisse helistada maksimaalselt n abonenti). Tele-
foniomanikud helistavad juhuslikel ajamomentidel (see on Poissoni protsess)
intensiivsusega p. Kui kaik liinid on kinni, siis 1dhevad koned kaduma (kadu-
dega siisteem, ei saa jirjekorda jadda). Olgu siisteemi seisundiks hoivatud
liinide arv ja olgu kénede pikkused eksponentsiaalse jaotusega juhuslikud
suurused parameetriga v.

Méadrame py ja v, k=0,1,2,...,n:

vp = kv, k=0,1,2,...,n (kasutame lemmat 2.1.2 eksponentjaotusega
juhuslike suuruste miinimumi kohta),

e = i,k =0,1,2,...,n — 1 (helistajate arv ei soltu sellest, mitu liini
on hoéivatud).

Niide 3.4.4 (Lineaarne kasvumudel). Populatsiooni iga liige v6ib surra
intensiivsusega v ja paljuneb intensiivsusega p. Kui meil on populatsioonis
n liiget, siis populatsiooni paljunemise koguintensiivsus on u, = nu,n > 0
ja surmaintensiivsus on v, = nv,n > 1.

Niide 3.4.5 (Jérjekorrasiisteem M/M/1). Tahistatakse M/M/1 (sisend-
voog Markovi protsessi kohaselt / viljundvoog Markovi protsessi kohaselt
(teenindusajad on eksponentsiaalsed ja soltumatud) / teenindajate arv).
Kliendid saabuvad teeninduspunkti, kus on iiks teenindaja, Poissoni protses-
si jirgi intensiivsusega u, st kahe iiksteisele jirgneva siindmuse (saabumise)
vaheline aeg on eksponentjaotusega € (u). Saabudes liheb klient teenindaja
juurde, kui too on vaba, v6i jiarjekorda, kui teenindaja pole vaba. Kui klient
on &ra teenindatud, siis ta lahkub ja jarjekorrast tuleb uus klient teenindaja
juurde. Teenindusaeg on eksponentjaotusega &£ (v).

Olgu X (t) siisteemis momendil ¢ viibivate indiviidide arv, st. jirjekorras
viibivate klientide arv + teenindatav, X > 0. Parameetrid: u, = p,n >
0; vy, =v,n > 1.

3.4.2 Tasakaaluvorrandid ja nende lahendamine tekke ja kao

protsesside korral

Jiargnevas pakub meile huvi stabiilseks muutunud siisteem.
Kolmogorovi ettesuunatud vorrandid avaldusid kujul

Pij(t) =Y AP Pi(t) — APy ().
k#j
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Tasakaaluoleku puhul (¢ suur):

.Pij(t) — Dy, \V/i,

Pi'j(t) — 0.

Teeme asendused ka Kolmogorovi vorrandisse, saame, et

0="> MePijpr — Ajpj, §=0,1,2,..;
ki

Aipj = 3 AePrjprs §=0,1,2,....
k#j
Viimane vorrand ongi tasakaaluvorrandi (steady state) iildine kuju. Mérgime
veel, et Py; = 0, kui |k — j| > 2 voi k = 5.
Téahistustest vorrandis:

Dj — tben#osus, et siisteem on seisundis j
(eeldusel, et siisteem on tasakaalus),

Py — tOendosus, et siisteem ldheb seisundist k seisundisse j
(eeldusel, et toimub muutus),

Aj — olekus j viibimise eksponentsiaalse aja parameeter,

Aipj — seisundist j véljumise intensiivsus,

Ak Prj — seisundist k seisundisse j iilemineku intensiivsus,

> MePyjpr  — seisundisse j joudmise intensiivsus.

k#j

Tekke ja kao korral saame minna ainult naaberseisundeisse (mitte kauge-
male!), samasse seisundisse ei saa jidda. Kirjutame vilja tasakaaluvorrandi
tekke ja kao protsessi korral:

J = 0: Aopo = A1 Prop1,
J =1 Mip1 = Ao Poipo + A2 Paapz,
J = 2: Aap2 = A1 Prap1 + A3 Psaps,
tldkujul siis
Ajipj = Aj—1Pj—1j - pj—1 + Ajra Pty piva
Tekke ja kao protsessi korral kehtib A\; = p; +v;, samuti kehtivad asendused

AiPjjv1 = pj ja AjPjj_1 = v;. Paneme téhele, et hetkel j = 0 jddb ainult
tekke komponent (\g = pg), dra kaduda ei saa midagi (vy = 0).

Seda arvestades saame, et
j = 0: (po + v0)po = v1p1,
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J=1: (1 +v1)p1 = popo + vape,
tldjuhul siis
(g + v5)pj = pj—1pj—1 + Viripj+1, J=1,2,....

Kirjutades eelneva tabelina iiles:

seisund lahkumise intensiivsus = saabumise intensiivsus
0 pfopo = Vip1 (0)
1 (1 +vi)pr = popo + vep2 (1)
2 (2 +1v2)p2 = pip1 +v3ps (2)
n (,U'n + Vn)pn = WUp—1Pn—1 T Un+1Pn+1 (TL)

Meie eesmirgiks on lahendada need vorrandsiisteemid toendosuse suhtes.
Vastavaid vorrandeid liites saame, et

(0) = Hopo = Vip1
(0) + (1) = pp1r = 2p2
(0) + (1) +(2) = op2 = v3p3
0)+1)+...4+(n) = pnPn = Vnp1Pnt1
Avaldades koik py kaudu, saame, et
HoPo
P11 = 5
41
Hip1  HoM1Po
pz = =
vy V19
_ HoH1p2
’ Vi3

iildvalem seega

S i
Pn = (H ” >p0. (3.10)
=1

Meile ei ole teada pg, kuid teame, et Y 7> pp = 1. Asendades pj saame, et

0 110
p0+u—po+—'u'upo+...:1
V1 12V%]

ja seega pg avaldub kujul

1

- — (3.11)
L+ 5 Il =5

Po
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3.5 Naiteid tekke ja kao protsesside uurimise koh-
ta

3.5.1 Kadudega teenindussiisteem. Erlangi valemid

Vaatleme veel niites 3.4.3 kirjeldatud situatsiooni: oletame, et telefonikesk-
jaama tulevad kutsungid Poissoni protsessi kohaselt, intensiivsusega p. Konede
pikkused on séltumatud juhuslikud suurused eksponentjaotusega &(v). Te-
lefonikeskjaamas on n liini. Abonent saab radkida, kui vihemalt iiks liin on
vaba, iithendus toimub silmapilkselt. Koikide liinide hoivatuse korral laheb
kutsung kaduma st jirjekorda ei eksisteeri.

Telefonikompaniid huvitab kao tden#osus.

Olgu X (t) := ajahetkel ¢ haivatud liinide arv (X (¢t) =0,1,2,...,n).
P{kutsung liheb kaduma} = p, (n liini on hoivatud, n + 1 kutsung ldheb
kaduma).

Tekkeintensiivsus (kutsungi tuleku intensiivsus) seisundis k (hoéivatud on k
liini) on pr = p (helistajate arv ei soltu sellest, mitu liini on héivatud),
k=0,1,2,...,n — 1. Kui k = n, siis siisteemi juurde tulla ei saa (u, = 0).
Kaointensiivsus (kone pikkuse intensiivsus) seisundis k on v, = kv, k =
0,1,2,...,n. Tahistame siisteemi koormust (tekke ja kao intensiivsuse jaga-
tist) jargnevalt: p = L. Teisendades valemit (3.10) saame, et

k k k i
) (T2 ) oo o (TTE) e = 2
Pe = (H ” >p0— (Hiy>po—p (Hi>po— TPo-
=1 =1 =1
Arvestades, et X (¢) voimalikud olekud on 0,1, ..., n, saame
1 1 1
k

= k 1 - ke
L+ iy MT,l L+300m Yieolw

Seega tasakaaluoleku toendosused avalduvad jargmiste valemite kaudu:

DPo

,Ok
Pr = gpg, kzl,...,n, (3.12)
1
po=—7p. (3.13)
2o

Ulalsaadud valemeid nimetatakse Erlangi valemiteks.

Niide 3.5.1. Olgu infotelefonid kahe voi nelja vastuvotjaga (n = 2 voi
n = 4), jarjekorda ei eksisteeri. Vaatleme kdne saamise tdenéosusi:
Kui n = 2, siis
pl 01 | 03 | 05 |1 |2] 3 | 4 [—o
prn | 0.0045 | 0.0335 | 0.0769 | 0.2 | 0.4 | 0.5294 | 0.6054 | — 1
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Kui n =4, siis
pl 02 o6 | 1 | 2 | 4 | 6 | 8 |[—o
prn | 0.0001 | 0.003 | 0.0154 | 0.095 | 0.311 | 0.470 | 0.575 | — 1

Jareldus: iiks nelja vastuvotjaga infotelefon on kasulikum, kui kaks kahe
vastuvotjaga infotelefoni — kao téendosus vorreldavate koormuste korral on
viiksem.

3.5.2 Teenindamine jirjekorraga (jarjekorrasiisteem M /M /n)

Olgu meil siisteemis n teenindajat (teenindusseadet) ja saabugu tellimused
Poissoni protsessi kohaselt intensiivsusega u. Tellimuse tditmiseks kulub eks-
ponentsiaalne aeg parameertriga v. Kui tellimuse saabumise momendil on
iiks masin vaba, siis hakkab see silmapilkselt teenindama, vastasel korral
ldheb tellimus jirjekorda. Jérjekorrast voetakse téitmiseks esimene tellimus.

Probleem: leida tellimuste arvu tdendosus selles siisteemis (arvestades ka
jarjekorda).
Olgu X := slisteemis viibivate tellimuste arv = teeninduses olevate tellimus-
te arv + jérjekorras olevate tellimuste arv, X = 0,1,2,.... Meid huvitavad
iiksikute seisundite toendosused pg, p1,p2,... . Tunneme huvi stabiilse sei-
sundi vastu. Eeldame, et siisteem on téotanud juba pikka aega ja on tasa-
kaalus.
Vaatleme intensiivsusi:

tekkeintensiivsus:  pp = p, Vk > 0 (saabumise intensiivsus);
kv, kui0<k<n,

kaointensiivsus: Vg = . B _ .
nv, kui k > n (slisteemis on jirjekord).

Valemite (3.10) ja (3.11) pohjal saame, et
k
%pOa 1<k<n,
Pk = P
T E==po, k>n

ja
1

= k n °
nopk | pt oo pyk—
> ok—o G T 5 2 hen (B
Siin summa Y 77 (2)*" on geomeetriline rida teguriga £. Voimalikud
on kaks varianti:

Pbo

Kui % > 1, st. p > n, siis summa on 16pmatu (koormus on suurem kui
seadmete arv). Jirjekord kasvab (X — 00), tasakaaluseisundit ei teki
ja stabiilset olukorda ei saabu.
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Kui aga % < 1<% p < n, siis summa on 1oplik, siisteem stabiliseerub
ja leiduvad positiivsed toendosused po, i, ..., Y peoPk = 1 (siisteemi
koormus ei ole liiga suur).

3.5.3 Masinate teenindamine

Vaatleme n automaati (masinat, arvutit, ...), mis normaalse t66 juures ei
ndua operaatori vahelesegamist ehk teenindamist. Olgu operaatorite (tehni-
kute) arv r, r < n. Eeldame, et iga automaat to6tab torgeteta eksponent-
siaalse aja parameetriga p ja automaadi parandamise aeg on eksponentsiaal-
ne parameetriga v. Rikkisolevat aparaati parandab parajasti iiks tehnik.

Kui suure téendosusega on korraga rikkis k automaati?

Seisundiks loeme rikkis automaatide arvu, teke — automaat ldheb rikki, kadu
— automaat parandatakse dra. Toendosus P{rikkis on k automaati} = py.
Tahistame X:= rikkis olevate automaatide arv, X =0, 1,2, ..., n.

Tekkeintensiivsused:

g = (n—k)u, 0<k<n (hetkel on rikkis k& automaati ja tootavaid
seadmeid n — k tiikki).

Kaointensiivsused:
{ksu, kui0 <k <r,
vy =

rv, kui k > r (rikkis on rohkem kui parandajaid).

Tuginedes valemitele (3.10) ja (3.11) saame, et

! k
pk_{k!(:k)!l)po, 1<k

7ﬂhﬂk+(!n,k)!IOkPO, r<k
ja
1

- N ! ! :
2 k=0 WP T Lkmr 1 =i

DPo

Niide 3.5.2. Olgu antud, et p = 0.2, n = 8, r = 2. Kui palju on {ihel
tehnikul keskmiselt vaba aega?
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Rikkis olevate Teenindamist ootavate Vabade Toendosus
automaatide automaatide arv (Y) tehnikute Dk
arv (X = k) arv (Z)

0 0 2 0.2036
1 0 1 0.3258
2 0 0 0.2280
3 1 0 0.1368
4 2 0 0.0684
5 3 0 0.0274
6 4 0 0.0082
7 5 0 0.0016
8 6 0 0.0002
EX = Zle kpr = EY =0.3978 EZ =0.7330 >o=1
= 1.6648

Uks tehnik on seega keskmiselt vaba @ = 0.3665 ~ 37% ajast.
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Peatiikk 4

Taastuvad protsessid

4.1 Taastuva protsessi moiste

Poissoni protsesside ja pideva ajaga Markovi ahelate korral eeldasime, et
jarjestikuste siindmuste vahelised ajad ehk tithemikud on séltumatud eks-
ponentjaotusega juhuslikud suurused. Uheks loomulikuks iildistuseks oleks
siin lubada eksponentjaotuse asemel suvalist jaotust. Nii jouamegi taastuvate
protsessideni.

Vaatleme mingi siindmuse A toimumise ajahetki. Olgu 7; ¢-nda ja (i — 1)
siindmuse toimumise vaheline aeg — tithemik. Tépsemalt, olgu 17,75, ...
mittenegatiivsed, séltumatud ja sama jaotusega juhuslikud suurused jaotus-
funktsiooniga F'(z), kusjuures eeldame, et P{T; > 0} > 0. Suuruste 7; mitte-
negatiivsusest jareldub, et eksisteerib keskvadrtus p = ET; = fooo xdF(x) >
0 (kusjuures p véib olla 16pmatu). Téhistame nagu varemgi siindmuse n-nda
toimumise aja

Sp,=Ti1+To+...+T,, n>1, S=0,
ning olgu N (t) siindmuste koguarv ajavahemikus [0,¢], seega
N(t) =sup{n: S, <t}

Definitsioon 4.1.1 (Taastuv protsess). Loendavat protsessi N(t) nimeta-
takse taastuvaks protsessiks, kui tithemikud 77,75, ... on mittenegatiivsed,
soltumatud ja sama jaotusega juhuslikud suurused (mingi iihise jaotusfunkt-
siooniga F(x), T; ~ F), kusjuures P{T; > 0} > 0.

Kui ajamomendil ¢ toimub stindmus, st. mingi n korral S,, = ¢, siis {itleme,
et toimub protsessi taastumine. Termin on 6igustatud: kuna tiithemikud on
soltumatud ja sama jaotusega juhuslikud suurused, siis pérast iga taastumist
algab protsess toenédosuslikult uuesti.

68



MTMS.02.003. Juhuslikud protsessid

Niide 4.1.1 (Pideva ajaga taastuv protsess). Olgu meie kdsutuses sama
tilipi seadmete 16pmatu tagavara. Oletame, et korraga on t60s iiksainus
seade ja selle rikki mineku korral asendatakse ta silmapilkselt uuega. Kui
N(t) on ajamomendiks ¢ rikki ldinud seadmete arv, siis {N(t),t > 0} on
taastuv protsess.

Vaatleme N (t) 1oplikkuse kiisimust.

Tugeva suurte arvude seaduse pohjal % — p > 0 toendosusega 1.
Jarelikult n — oo korral ka S,, — oo. Jérelikult S,, < ¢ ainult 16plik
arv kordi, mistottu iga lopliku ¢ korral kehtib N (¢) < oo tdendosusega
1.

Samal ajal pole raske néha, et toendosusega 1 leiab aset N(oco) :=
lim;_,oo N (t) = oo (eeldades, et T;, ei vota lopmatut védrtust positiiv-
se toendosusega). Toepoolest, ainus voimalus selleks, et taastumiste
koguarv N(oo) oleks 1oplik, on see, et leidub 16pmata pikk tithemik
T, , millest aga saame

P{N(c0) < oo} = P{mingi n korral T,, = oo}

_P<U{T —oo}> <ZP{T =00} =0.
n=1

Tuletame niitid iihe lihtsa seose juhusliku suuruse N (¢) jaotuse ja lihtejaotuse
F vahel. Lahtume jille faktist, et siindmused {N(t) > n} ja {S, < t} on
ekvivalentsed. Seejuures on S, kui soltumatute ja sama jaotusega juhusli-
ke suuruste summa jaotuseks jaotuse F n-kordne konvolutsioon! iseendaga,
mille tahistame F,(t) = P{S, < t} = F * F % ... % F(t). Seetottu voib
holpsasti arvutada N(t) jaotuse:

P{N(t)=n} = P{N(t) >n}—-P{N(t) >n+1}
= P{S, <t} —P{Sp11 <t} =F,(t) — Fot1(t). (4.1)
Naiide 4.1.2 (Diskreetse ajaga taastuv protsess). Olgu P{T,, =i} = p(1 —

p)"~1,i > 1. See tihendab, et me eeldame tithemike geomeetrilist jaotust: T},
on téisarvuline juhuslik suurus, mida v6ib tolgendada kui katsete arvu, mis

1Jaotuste konvolutsioon. Olgu antud kaks sdltumatut juhuslikku suurust X ~ F ja
Y ~ G. Leiame X + Y jaotuse Fxiy:

Fiy(t) = P{X+Y<t}_/ PIX 14V <Y = y}dG(y)
:/ P{X +y < 1}dG(y / Pt — y)dG(y) = F+ G(1)

Jaotust F'x4+y = F x G nimetame jaotuste F' ja G konvolutsiooniks.
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on vajalik siindmuse A esimeseks toimumiseks soltumatute katsete seerias,
kus igal iiksikkatsel on A toendosus p. Siis S),, on katsete arv, mis on vajalik
n-nda A saamiseks katseseerias. Sellise suuruse jaotus on nn. negatiivne
binoomjaotus:

P{S, =k} =Cr=lp"(1 —p)*™, k>n.
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4.2 Taastuva protsessi keskvaartusfunktsioon

Defineerime taastuva protsessi {N(t),t > 0} keskvddrtusfunktsiooni m(t):
m(t) = EN(t).

Selle funktsiooni omaduste viljaselgitamisel on taastumisteoorias oluline
osa. Niitame esmalt, et funktsioon m(t) on 16plik (mis muide ei jéreldu
automaatselt sellest, et iga t korral N(t) < oo tdendosusega 1).

Lemma 4.2.1. Iga ¢ > 0 korral m(t) < oo.

>

Kuna P{T,, = 0} < 1, siis leidub arv a > 0, mille korral p, := P{T,, >
a} > 0. (Toepoolest, vastasel juhul saaksime valida jada ar — 0 nii, et
P{T, > ar} = 0 ehk, teisiti, P{7},, < ax} = 1, millest tdenfosuse pidevuse
tottu P{7,, = 0} = 1 — vastuolu.) Defineerime niiiid esialgsete tithemike
kaudu uued (lithemad) tithemikud, millel on ainult kaks voimalikku vadrtust:

T 0, kuiT, <a
" a, kuiT, > a.

Olgu vastav loendav protsess N*(¢t) = sup{n : I7 +T5 + ...+ 1T <t}. llm-
selt N*(t) > N(t), mistottu piisab niidata, et EN*(t) < oo. Selleks paneme
esmalt tédhele, et uue protsessi taastumised saavad toimuda ainult ajamo-
mentidel 0, a, 2a, 3a, . .., kusjuures igal sellisel ajahetkel v6ib taastumisi olla
kas 1 voi enam. Olgu n; taastumiste arv ajamomendil ia. See on geomeetrili-
se jaotusega juhuslik suurus: P{n; = k} = qs_lpa, kus o = 1 — pg. Seetottu
igat = 0,1,2,... korral Fn; = pia' Et aga ajamomendini ¢ on taolisi a-
kordseid hetki koige enam [3] + 1 tiikki, siis taastumiste keskmine koguarv
kuni momendini ¢ on

[t1+1

Pa

EN*(t) < < o0.

<

Tuletame niiiid seose keskviirtusfunktsiooni m(t) ja tithemike jaotuse F
vahel:

m(t) = EN(t) =Y P{N(t)>n}=...
n=1

{N(t) > n} = {ajamomendiks ¢ on toimunud vidhemalt n stindmust} = {S,, <t}

:iP{sn <1 :iFn(t),
n=1 n=1
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kus me kasutame fakti, et mittenegatiivse téisarvulise juhusliku suuruse X
korral alati

[ o~ k
EX=Y kP{X=k}=) Y P{X=n}

k=1 k=1n=1

=Y Y P{X=k}=) P{X>n}.
n=1k=n n=1

Seega saab m(t) leida, kui on teada jaotus F. Osutub aga, et keskvairtus-
funktsioon m(t) omakorda méirab itheselt jaotuse F' (ja seega kogu protsessi
toendosusliku kéditumise).

Teoreem 4.2.1. Keskvddrtusfunktsiooni m(t) ja tihemike jaotuse F vahel
on tksiihene vastavus.

|
Rakendame vorduse m(t) = Y ° | F,,(t) mdlemale poolele Laplace’i teisen-
dust?: ~
N N - N 5 F(t)
m(t) = > F,(t) = Fi)|" = ——=——
0= 2 Fal) = 2RO =
Siit saame avaldada A(t)
~ m
F(t) =
=17 m(t)

Niide 4.2.1. Oletame, et meil on taastuv protsess keskvadrtusfunktsiooni-
gam(t) = 3t,t > 0. Me teame, et selline lineaarne keskvéértusfunktsioon on
Poissoni protsessil ja teoreemi 4.2.1 pShjal on see iihtlasi ka ainus véimalus.
Niitid v6ib leida néiteks toendosuse, et ajamomendiks 5 on toimunud 2
stindmust. Selleks tuvastame esmalt, et intensiivsus A = 3, millest N (5) ~
P(15) ja seega

152 _
P{N(5) = 2} = ?6 15.

*Funktsiooni  f(t) Laplace’i teisenduseks nimetatakse funktsiooni f(t) :=
I3 f(s)e™**ds. Oluline on teada, et jaotuste konvolutsiooni F,(t) Laplace’i teisen-
dus avaldub F,(t) = [F(£)]™.
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4.3 Piirteoreemid

4.3.1 Taastuva protsessi intensiivsus

Eespool négime, et N (t) — oo kui t — co. Mida voib 6elda suhte N kohta?

t
. 1 _ 1
Avaldist . = T 2dF (@)

soni protsessi korral saame % = \.) Néitame, et selline nimetus on digustatud.

nimetatakse taastuva protsessi intensiivsuseks. (Pois-

Teoreem 4.3.1. Téendosusega 1 leiab aset koondumine

N(t 1
L%—, kui t — oo.
t 1%

>

Vaatleme juhuslikku suurust Sy, mis on viimase taastumise hetk enne
ajamomenti ¢ vOi tépselt momendil ¢. Analoogselt on Sy ;)41 esimene taas-
tumismoment pérast ajahetke ¢. Seega Sy ;) <t < Sy(y)41, millest

SN(t) ot SN(t)+1
N(t) = N(t) N(1)

(4.2)

S — Tit..tTy P
- n

k. .
Tugeva suurte arvude seaduse kohaselt =: = u, kui n — oo.

Samal ajal teame, et N (t) i 00, kui ¢ — oco. Kokku seega toenédosusega 1

SN ()
N(1)

— u, kui t — oo.

Samal pdhjusel tdeniosusega 1

SN(t)
N (¢

S N(t)+1
;1_ Nt)+1 () + —p-1=p, kui t — oo.

~ N(@#)+1 N
Arvestades vorratust (4.2), ongi teoreem toestatud.

<

Seega taastumiste arv ithe ajaiihiku kohta ldheneb suurusele % Kas sama

voib Gelda ka suhte @ kohta? Esimesel pilgul néib see olevat lihtne jéreldus
eelnevast teoreemist (”piisab”votta keskvidrtus molemast poolest!). Kuid
keskvéadrtuste kui integraalide jada koondumist on vaja eraldi péhjendada.
Seda niiiid teemegi, tutvudes esmalt ithe huvitava méistega.
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4.3.2 Waldi vordus

Olgu X1, Xo, ... soltumatute juhuslike suuruste jada.

Definitsioon 4.3.1. Juhuslikku suurust N, mille véimalikeks védrtusteks
on1,2,..., nimetatakse jada X1, Xo, ... peatumishetkeks, kui siimdmuse { N =
n} toimumine sdltub iiksnes juhuslikest suurustest Xi, Xo,..., X, (ja on
seega soltumatu juhuslikest suurustest X1, Xp42,...).

Niide 4.3.1. Viskame kulli ja kirja. Olgu X,, = 1 v6i 0 vastavalt sellele,
kas n-ndal viskel saadakse kull voi kiri. Defineerime juhusliku suuruse N
jargmiselt: N = n, kui kull saadi esimest korda n-dal viskel. Siis N on jada
X1, Xo, ... peatumishetk.

Jiargnev lemma kisitleb juhuslike suuruste summa keskvaartust juhul, kus
liidetavate arv ise on ka juhuslik, olles aga seejuures peatumishetk.

Lemma 4.3.1 (Waldi vordus). Olgu X, X, ... soltumatute sama jaotuse-
ga ning iihise keskvédrtusega juhuslike suuruste jada, £ X; = u, kusjuures
E|X;| < co. Kui N on selle jada peatumishetk, mille korral EN < oo, siis

N
E (Z Xn> =EN - pu. (4.3)
n=1

Mérkus. Kui N on koéikidest X,,-dest sdltumatu, siis kehtib alati F (Zgzl Xp) =
EN - EX;.

>
Defineerides

j 1, kui N >n,
"1 0, kuiN <n.

voime kirjutada, et
N 9]
IR S
n=1 n=1
Seega

N [e%s) [e%s)
E <Z Xn> - (Z Ian> YT B(LX).
n=1 n=1 n=1

Niitame, et X,, ja I, on soltumatud. Definitsiooni kohaselt

{I=1}={N>n}={N<n}={N<n-1}
={N=0}U...U{N=n—-1}
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Seega {I, = 1} ei soltu X,,-st, millest jareldub, et ka {I, = 0} = {I,, = 1}
ei soltu X,-st. See aga tdhendabki, et I, on mé#ratud juhuslike suuruste
X1, Xs,...,X,_1 poolt ning on séltumatu juhuslikust suurusest X,,. See
annab aga vorduse E(I,X,,) = FI, - EX,, mida kasutades ndemegi, et

N 00 00
E (Z Xn> = ZEInEXn =u- ZEIn
n=1 n=1 n=1
o
=p-> P{N>n}=pu-EN.
n=1
Ja#b veel iile pohjendada vordust (*):

(MON) Monotoonse koondumise teoreem: kui 0 < X,, T X, Vn, siis ka
EX, 1 EX.

(DOM) Lebesgue domineeritud koondumise teoreem: kui X,, = X ja
| Xn| <Y, Vn, kus EY < oo, siis EX,, » EX.

Hindame:
oo m m
. MON .
E (Z IIanl> = F (&5202 !Ianl> = <Z !annl)
n=1 n=1 n=1

m oo
= AiianE|Ian\ = ZlE]Ian| < 0.
n=1 n=

Teisest kiiljest, kuna | > | I, Xp| < Y07 [1,Xy], siis saame

o0 m m
E (Zl Ian> —E < lim_ Ian> (PO lim E (El Ian>
n= n=

n=1

— ngnoo i BE(I,X,) = il E(I,X,).

n=1

4.3.3 Elementaarne taastumisteoreem

Waldi vorrandi kasutamiseks taastumisteoorias peame esmalt leidma pea-
tumishetke. Kahjuks ei ole selleks suurus N (t), sest siindmus N(t) = n
tdhendab seda, et Th +To+...+ T, < tjasamal ajal T +To+...+T4+1 > t.
Seega nimetatud siindmus soltub ka tithemikust 75,41, mistottu N (¢) ei ole
peatumishetk. Kiill on seda aga suurus N (¢)+1. Tdesti, siindmus { N (t)+1 =
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nt<{Nt)=n—-1} e {Th+To+...+T,1 <tjaTi+To+...+T, > t}.
Seega stindmus {N(t) + 1 = n} soltub ainult tithemikest 77,75, ..., T, ja
mitte enam jargmistest ning on seetéttu jada Th,7T5, ... suhtes peatumis-
hetk.

Samal ajal ka E(N(t)+1) = m(t)+1 < oo, mistottu rakendub Waldi vérdus.
E[Tl + 15+ ... +TN(t)+l] = - E(N(t) + 1) = - (m(t) + 1)

ehk
E[Sn)+1] = u(m(t) + 1), (4.4)

kus eeldame, et = ET} < 0.

Niitid voime toestada nn elementaarse taastumisteoreems.
Teoreem 4.3.2. Kuit — oo, siis

m) 1
t 1%
>
Vaatleme esialgu juhtu p < oo. Et teatavasti Sy )41 > ¢, siis (4.4) tottu ka
w(m(t) + 1) > t, millest
t 1
fmin 70 5 1 (4.5)
t—oo L I
Teiselt poolt fikseerime konstandi M > 0 ja defineerime uue nn léigatud
taastuva protsessi, mille tithemikud on tokestatud arvuga M:
T =

n

i T, <
{Tn, kuifn S M, e oy = BT <

M, kuiT, > M,

Tahistame ntiiid S} =17 + ... + T} ja N*(t) = sup{n : S} <t} > N(t).
Kuna alati S7,. ) < t ja ldigatud protsessi tithemikud ei iileta arvu M, siis
lisades 1 tithemiku, saame S}kv*( a1 StE+HM. Waldi vorduse (4.3) pohjal siis
ka ppr(m*(t) +1) <t+ M, kus upr = ETY. Seega voime kirjutada, et

*(t 1
lim sup L() < — VM jaoks.

t—00 t 123

Arvestades seda, et 16igatud protsessi tithemikud on lithemad, kehtib N*(t) >
N(t) ja seega ka m*(t) > m(t), mistdttu

1
lim sup m(t) < — VM korral. (4.6)

t—o0 KM

Lastes M — oo, saame ppys — p tottu

t
lim sup m <
t—00 t

, (4.7)

==
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mis koos seosega (4.5) annabki soovitud tulemuse.

Kui p = o0, siis kasutame sama 16igatud protsessi. Kuna pp; — oo, siis (4.6)
m(t)

paremal poolel saame piiril 0, kuid siis ka vasak pool lim;_, == = 0.

<
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4.4 Taastumisvorrand ja selle iildistused

Kéesoleva paragrahvi eesmérk on tuletada uusi voimalusi keskvaidrtusfunktsiooni
m(t) leidmiseks peale juba tuttava valemi m(t) = > F,,(t). Selgub, et on liht-

ne tuletada integraalvorrand m(t) jaoks, kasutades tinglikustamist esimese
taastumisaja suhtes:

m(t) = BN ()] = EEWVOIT)] = [ EINOIT = oldF (o)

Tinglik keskvéirtus aga on

0 kui t < x,

E[N(t)|Ty = ] = { 1’_’_ m(t —x), kuit>ux,

sest kui hetkel z, z < t, toimub taastumine, siis alates sellest momendist
protsess on toendosuslikult sama, mis esialgne protsess, ja seega esialgse
protsessi taastumiste arvu keskvédrtus ajahetkeni ¢ on 1 (juba toimunud
taastumine hetkel x) pluss uue, aja x vorra hiljem alanud ekvivalentse prot-
sessi taastumiste arvu keskvidrtus m(t — z).

Asendades selle tingliku keskvéidrtuse esialgsesse vorrandisse, saame

m(t) = /0 1+ mt — 2)dF(z) = F(t) + /O m(t— 2)dF(z).  (48)

See vorrand on tuntud taastumisvérrandi nime all ja monikord on ta m(t)
suhtes iipris lihtsalt lahenduv.

Jargnevat silmas pidades on kasulikum vaadelda veidi iildisemat vorrandit

t
ot) =h(t) + [ glt - 2)dF (o) (49)
0
kus h ja F on teada ja g otsitav. Sellist vorrandit nimetame taastumistiitipi

vorrandiks ja tema lahend on toodud jérgnevas lemmas.

Lemma 4.4.1. Vorrandi (4.9) lahendiks on funktsioon
t oo

g(t) = h(t) + / h(t — z)dm(x), kus m(t) = Z Fo(t). (4.10)
0 n=1

>
Vérrandi (4.9) voib esitada ka kujul ¢ = h + g * F, kus * tdhendab konvo-
lutsiooni. Tehes moélema poolega Laplace’i teisenduse, saame,

g(s) = h(s) +g(s) - F(s),
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millest

Viimane avaldis on aga funktsiooni A(t) + h * m(t) (mis on iihtlasi valemi
(4.10) parem pool), Laplace’i teisendus. Et Laplace’i teisenduste vordsusest
jareldub funktsioonide eneste vordsus, siis on lemma toestatud.

)|

Edasises uurime elementaarses taastumisteoreemis olulisel kohal olnud suu-
rust ESy()41 Ja leiame selle jaoks tinglustades taastumistiiiipi vorrandi.
See annab meile alternatiivse voimaluse elementaarse taastumisteoreemi
toestuseks.

>
Tahistame

g(t) = ESN)+1-

Arvestades, et

gt —z)+z, kuix<t,

E[S T =z =
[Sn(@)+1|T1 = 7] {x’ ki > 1,

saame kirjutada
o) = [ ElSwnlfy = aldF @)
:/Ot(g(t—x)—i—m)dF(x)—i—/tOOﬂUdF(l")
:/0 g(t—x)dF(m)+/0 :ch(x):/Hr/O g(t = x)dF(z).

Téhistame niiiid g1(¢t) = 9t _q,

Siis
g fglt—x) o
gi(t)+1= p —1+/0 p dF(x)
:1+/0(g1(t—x)+1)dF(x)

ehk
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ni)=F+ [ it — 2)dF ().

Paneme téahele, et viimane tulemus on viga sarnane taastumisvorrandiga
(4.8), seega g1(t) on selle vorrandi lahendiks, ehk

_ ESyp+
I
Seega oleme taastumisvorrandi abil ndidanud, et
ESN@y+1 = m(m(t) + 1),

edasine toestus on analoogiline.

m(t) = g1(t)

Lemmas 4.4.1 esineva integraali fg h(t — x)dm(z) leidmine on reeglina siis-
ki raske. Osutub, et mérgatavalt lihtsam on leida selle integraali piirvéér-
tust, kui t — oo. Sellest aga on kiillalt, kui huviobjektiks on funktsiooni
g(t) kditumine ¢t suurte véidrtuste korral (st vaadeldav protsess on kiinud
kaua aega). Jargnev teoreem néitabki, kuidas leida mainitud integraali piir-
viidrtust. Enne aga tutvume iithe vajaliku maistega. Oeldakse, et juhuslik
suurus X on wvore-tidipt jaotusega, kui leidub konstant d > 0, mille korral
Yoo P{X = nd} = 1. Seega voretiiiipi jaotusega X votab ainult arvu d
téiskordseid véédrtusi. Suurimat taolist d nimetatakse X perioodiks. Samuti
titleme, et X jaotus F' on vore-tiiiipi perioodiga d.

Niide 4.4.1. Teatud mootori 6lisiisteemi lisatakse 6li vastavalt sellele, kas
olinivoo on allapoole lubatud miinimumtaset voi veel mitte. Kontrolli ja
voimalikku juurdevalamist (kuni lubatud maksimumnivooni) tehakse ainult
hommikuti kell 8. Olgu T;, pdevade arv, mis jéddb kahe juurdevalamise vahele.
Siis T}, on taisarvuline juhuslik suurus ja jarelikult vore-tiiiipi perioodiga 1.

Teoreem 4.4.1 (Taastumisteooria ”vdtmeteoreem”). Kui F' ei ole vore-
titipi ja funktsioon h(t),t > 0, on mittenegatiivne, mittekasvav ja
Jo S h(t)dt < oo, siis

t 1 [e%s)
lim ht—xdmx:/ h(t)dt,
tim [ he = ayam(z) = 5 [ a)

kus = [~ xdF(z) on jaotuse F keskvddrtus.

Juhime lugeja tdhelepanu sellele, et paremal pool ei esine enam funktsiooni
m(t), lisandunud on aga suhteliselt lihtsalt leitav jaotuse F' keskvéirtus pu.
Selle viga kasuliku teoreemi tdestust me siin ei esita (jittes ta ”votmega
mustaks kastiks”). Kiill aga vaatleme moningaid iilesandeid, mille lahenda-
misel on teoreemil oluline osa.
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4.5 Vahelduv taastumisprotsess

Vaatleme niitena kahe voimaliku seisundiga siisteemi, mida tinglikult nime-
tame "korras” ja "rikkis” (niiteks pall on kas oma meeskonna valduses voi
vastasmeeskonna valduses). Siisteem ldhtub korras-seisundist, kuhu ta j&aib
ajaperioodiks pikkusega 77, siis on ta aja Uj rikkis, edasi aja 1o viltel jélle
korras, Us viltel jalle rikkis jne.

Oletame, et koik vaadeldavad juhuslikud suurused on séltumatud, kusjuures
koik T, olgu jaotusega F' ja koik U, jaotusega G. Olgu summa T;,+ U, jaotus
H st H = F % G. Huvi pakub téen#osus

P(t) := P{ajamomendil ¢ on siisteem korras}.

Teoreem 4.5.1. Kui E(T +U) < oo ja H ei ole vére-tiiipi, siis

. ET
S P(t) = 55

>
Kasutame tinglikustamise votet 17 + Uy suhtes:

P(t) = / P{korras hetkel ¢ | T} + U; = z}dH(x).
0

Kuna ajamomendil 71 + U; = x protsess taastub, siis ¢ > z korral vaadeldav
tinglik toendosus on P(t — x) ja siis

P(t —x), kui z <,

P{korras hetkel ¢t | T4 +U; =z} = .
P{Tl >t | T1+U1:33}, kui z > t.

Jarelikult
t 0
P(t) = / P(t — x)dH (x) +/ P{Th >t | T +U; =x}dH(x).
0 t

Viimases integraalis voib aga alumise integreerimisraja asendada 0-ga, sest
juurdelisanduvas piirkonnas on integraalialune tdenéosus 0 (U; > 0 tottu):

P(t):/OtP(t—x)dH(:zr)—F/OooP{Tl >t|Th+ U, =a}dH(z) =

_ /t P(t — 2)dH(z) + P{T1 > t}.
0

Seega saame taastumistiitipi vorrandi
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Lemma 4.4.1 pohjal on selle vorrandi tédpne lahend jérgmine:
¢
Pt)=1-F(t) +/ [1—F(t—2)]dmg(z),
0

kus mpy(z) = Y.,°, Hn(z). Rakendades 1opuks taastumisteooria votme-
teoreemi vottes h(t) = 1 — F(t), saame 1 — F'(t) — 0 tottu

. - F@®)dt BT
Am P(t) = 0j0°° xdH(z)  ET+EU

<

Defineerides Q(t) := P{siisteem on rikkis hetkel ¢t} = 1 — P(t), ndeme, et
Qt) — % Margime, et me jouaks samadele tulemustele ka siis, kui
siisteemi algseisund oleks "rikkis”. Ajas kauged toeniosused ei soltu sellise
slisteemi algolekust.

Mirkus Vaatleme siisteemi korrasoleku suhtelist aega R(t) ajavahemikus
[0, t]. Suure ¢ korral on see ligikaudu

N(t) T
Zij\i(lt)Ti N Zi]\i(f)Ti _ dic N pk ET

~ pko BT
N N i+Ui o0 )
t Zi:(f) (T; + Uy) Zi:(lt) (TN—;tU)) t—soo BT + EU

R(t) ~

kus N (t) on "korras” perioodide arv kuni ajahetkeni ¢ ja koondumine jéreldub
tugevast suurte arvude seadusest. Seega ndeme, et asiimptootiliselt on suu-
rused P(t) ja R(t) vordsed, kuigi nende vahel on sisuline erinevus: P(t) on
korrasoleku toendosus kindlal ajahetkel ¢ (iile koikide voimalike siisteemi
trajektooride) ja R(t) on siisteemi korrasoleku suhteline aeg [0,¢] viltel iile
iiksiku fikseeritud trajektoori.
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4.6 Vanus ja jadkvanus

Taastumisteooria votmeteoreemi teise rakendusena vaatleme kahe erilise aja-
perioodi — nn. vanuse ja jadkvanuse — jaotust. Vanuseks hetkel ¢ nimetatakse
aega hetke ¢ ja sellele eelneva vo6i sellega vordse viimase taastumismomendi
vahel:

V(t)=t—Snu = 0.

Jadkvanus on aga aeg momendist ¢ kuni jargmise taastumiseni:
J(t) = Sn(y11 —t > 0.

Vanus ja jadkvanus kokku annavad momenti ¢ sisaldava tithemiku st V (¢) +
J(t) = TN(t)+1- Kui ajamomendil ¢ toimub taastumine, siis Sy = t ja
V()—OJ() ()1>0

Tuletame esmalt jiddkvanuse jaotuse. Oluline on siin silmas pidada jargmist
seost:

vVt >0, x > 0 korral J(t) > = < ajavahemikus (¢, t+x] el toimu taastumisi.

(4.11)
Teoreem 4.6.1. Kehtib seos P{J(t) < z} = F(t + x) fo 1—-F(t+z-—
y)|dm(y) ning kui F ei ole vore-tiiipi, siis Vo > 0 korral
1 X
<zl== —
Jim PLI0) < ) = [ 1= Pl

>
Téhistame lihtsuse mottes P(t) := P{J(t) > x}. Kasutades tinglikustamist
T} suhtes, saame

P(t) = /OOO P{J(t) >z | Ty = s}dF(s).

Arvestades seost (4.11) ja seda, et momendil 77 = s protsess taastub, saame
vorduse

P(t—s), kuis<t,
P{J(t) >z | Ty =s}=< 0, kuit <s<t+uz,
1, kui s >t + .

Integreerimise teel saame siit

/Pt—de) / dF(s)

- F(t+:c)+/tP(t—s)dF( ).
0
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Lemma 4.4.1 pohjal ongi selle taastumistiitipi vorrandi lahendiks
t
P(t)=1— F(t+a) + / 1= F(t + 2 — y)]dm(y).
0

Kui F' ei ole vore-tiiiipi, siis saab rakendada veel taastumisteooria vétmeteoreemi,
valides seal h(t) =1 — F(t 4+ «). Nii jouame seoseni

lim P(t) = ;/000[1 CF(t+2))dt = ;/mu _Fy)ldy. (412)

L&heme iile vastandtdendosusele ja saamegi vajaliku tulemuse:

lim P{J(1) <} =1 ; / Tl Fdy =t /0 "L F(y)dy,

t—00 il
sest [(°[1 — F(y)]dy = p.
<

Vanuse V(t) jaotuse leidmine on lihtne. Piisab arvestada, et V(t) > = <
{ajavahemikus (t — z,t] ei toimu iihtki taastumist} < J(t — x) > z. Seega
P{V(t) >z} =P{J(t—x) > x}, millest ka P{V (t) <z} = P{J(t—x) < z}.

Eelneva teoreemi pohjal saame jargmise tulemuse.

Jareldus

et

ning kui F' ei ole vore-tiiiipi, siis valemi (4.12) pdhjal

lim P{V(t) < 2} = i/j[l _ F(y)]dy.

t—00

Huvitav on tidhele panna, et viimane avaldis on sama mis jidkvanuse korral:
suure t korral vanus ja jadkvanus on ligikaudu sama jaotusega.
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4.7 Tasustatud taastuvad protsessid

Paljud juhuslikud protsessid on erijuhtudeks jargmisest iildisemast mudelist.
Vaatleme taastuvat protsessi tithemikega 17,75, . ... Oletame lisaks, et iga
taastumisega kaasneb teatav ,tasu“, mis olgu Y,, n-dal taastumise korral.
Seejuures Y, voib olla tithemiku pikkusest T, soltuv. Kiill aga eeldame,
et paarid (7),,Y,), n > 1 on sdltumatud ja sama jaotusega. Téhistame
Y(t) = ij:(tl) Y,, — ajahetkeks ¢ kogunenud tasu.

Niide 4.7.1. Eespool vaadeldud vahelduvaid taastumisprotsesse v6ib vaa-
delda tasustatud protsesside erijuhuna. Tiithemikeks 7}, loeme sel juhul ,, korras“-
perioode ja ,tasuks“ Y,, votame ,rikkis“ seisundi pikkuse U,,.

Vaatleme néitena keskmist tasu iihe ajaiihiku kohta pika aja véltel.

Teoreem 4.7.1. Kui EY,, = EY ja ET,, = ET on loplikud , siis t — oo
korral

1) peaaegu kindlasti @ — %,
EY(t EY

2) t() — -
> N(t)
Viide 1) on lihtsalt toestatav: esitame @ = % : @, kus suurte

N(t)

arvude seaduse pohjal % — FEY ja samal ajal teoreemi 4.3.1 jargi
w — ﬁ toendosusega 1.
Seose 2) saamiseks meenutame, et N (t)+1 on jada 17, Ts, ... peatumishetk,

st stindmus {N(¢)+1 = n} soltub iiksnes suurustest 71, ..., T),. Et aga tasud
Y41, Ynt2, ... on viimastest sdltumatud, siis N(¢) + 1 on ka jada Y7,Ys, ...
peatumishetk. Waldi vérduse pohjal siis
N(t)+1
EY()=E Y Yu—E[Yygn] = E[N@®)+1]- EY, - ElYyg)a] =
n=1

= [m(t) + 1] - EY — E[Yn()41]

ja seega

EY(t EY;

(t) _ m(t) +1 EY - [ N(t)-',-l].
t t t

m(t)+1
t

— 0. Ullatuseks polegi see triviaalne probleem®. Tihistame

Et elementaarse taastumisteoreemi tottu
ot E[YNt(t)+1]

— ﬁ, siis jaab iile nédidata,

3Ulaltoodud teoreemi 2) véite tdestus oleks olnud lihtne, kui saanuks kirjutada, et

ElYN@w+1] = EY1, sest siis M — 0 vahetult. Kahjuks pole see dige: tasu Yy (t) + 1
soltub tithemikust Ty ()41, mis pole aga sama jaotusega nagu kindla indeksiga (tavali-
ne) tithemik 75, vaid on sellest keskmiselt pikem(!). Seda ”paradoksi”késitleme lihemalt

jargnevas alajaotuses.
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9(t) = E[Yy(t)41]- Tinglikustamine 77 suhtes annab

o
o) = [ Bl | Ti = 2ldF ()
0
Kuna momendil 77 = x protsess taastub, siis tinglik keskvéartus on:

[ gt—2), kui x < t,
E[YN(t)+1 | Ty =x] = { EYi | Ty =z, kuixz >t

Seega saame taastumistiiiipi vorrandi

t

o) = )+ [ gl = )ir ()
kus h(t) = [° E[Y1 | Ty = 2]dF(z). Et eelduse kohaselt
ElY| = / E[IV1||T1 = z]dF (z) < oo,
0
siis
h(t) — 0, kui t — oo ja |h(t)| < E|Y1| Vt korral. (4.13)

Lemma 4.4.1 pohjal on iilaltoodud voérrandi lahendiks

g(t) = h(t) + /0 h(t — z)dm(x).

Seose (4.13) tottu leidub suvalise € > 0 korral ¢* nii, et |h(t)| < &, kui t > t*.
Jarelikult koigi ¢ > t* korral

T Rt — w)ldm(z) [T |h(t— )|dm(x)
+/0 t * /t—t* ¢ -
< Sy S | gy oMt

— c kui t — oo
ET’ )

kus teise ja kolmanda liidetava puhul on rakendatud elementaarset taastu-
misteoreemi. Et aga € on suvaline, siis saamegi, et @ — 0.

<
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4.8 Valiku paradoks

Vaatleme taastuvat protsessi, mille tithemike 7;, jaotus F' pole teada, kuid
me soovime seda hinnata vaatlustulemuste pohjal. Uks moeldav idee oleks, et
me fikseerime mingi ajamomendi ¢ ja mdéodame seda hetke katva tithemiku
pikkuse. Kuna see tithemik on iiks antud protsessi tithemike hulgast, siis
tema jaotus peaks olema sama mis koigil teistelgi, st F'. Kuid osutub, et ta
on teistest keskmiselt pikem!

Et seda paradoksi lahendada, mérgime esmalt, et punkti ¢ katva tithemiku
pikkus on Ty ()41 = Sn()+1 — Sn()- Selle jaotuse arvutamiseks tinglikusta-
me ta hetkele ¢ eelneva viimase taastumismomendi Sy ;) suhtes:

P{Tnw+1 2 2} = E[P{TN@w+1 2 2 | Snwy =1t — s}].

Et ajavahemikus (¢ — s, ] taastumisi ei toimu, siis tingimusel S N(@) =t—son
jargmine tithemik T,y vihemalt pikkusega s, Tiv(;)41 > s. Seega juhul,
kui s > z, kehtib

P{TN(t)+1 >z | SN(t) =t— S} =1.

Oletame niiiid, et s < x. Me teame, et hetkel ¢t — s toimus taastumine ja et
jargneva ajaintervalli (¢ —s, t] jooksul taastumisi ei toimunud ning samal ajal
otsime toendosust, et taastumisi ei toimu ka pikema ajavahemiku (¢t — s, z]
jooksul. Seega me otsime tdendosust, et tithemik on pikem kui x, kui on
teada, et ta on pikem kui s. Jarelikult s < x korral

P{Tnw41 =7 | Sne =t — s} = P{tithemik on > x | tithemik on > s}
_ P{tithemik on > x}
~ P{tithemik on > s}
1—F(x)
11— F(s)

>1-—F(x).

Seega iga s korral kehtib
P{TN(t)+1 > | SN(t) =t— S} >1- F(x)

Sama vorratus jaab muidugi kehtima ka péarast keskmistamist iile koigi s
vaartuste:

P{Tn#11 2 2} = E[P{Tyg 22 | Sngy =t — s} =1 - F(z).

NB! Mittejuhusliku tithemiku puhul kehtib tdpne vérdus.

Paremal olev suurus on téenédosus, et tavalise tithemiku pikkus on vdhemalt
x. Seega ndeme, et tithemik, mis sisaldab etteantud punkti ¢, on tGendosus-
likult pikem kui tavaline tithemik.
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Mirkus

Intuitiivne selgitus sellele paradoksile voiks olla jirgmine. Kui me anname
ette ajamomendi ¢, siis pikkadel tithemikel on paremad voimalused selle
punkti ¢ katmiseks kui lithikestel tithemikel. Teisiti 6eldes, etteantud ajahetk
”valib” omale katja pigem pikemate tithemike hulgast.

Erijuhul, kui taastuvaks protsessiks on Poissoni protsess, on lihtne T ()41
jaotust vahetult vilja arvutada. Selleks esitame ta vanuse ja jaikvanuse sum-
mana: Ty(y)41 = V(¢) + J(t). Poissoni protsessi korral on jdéikvanus ehk aeg
momendist £ kuni jadrgmise taastumiseni eksponentjaotusega séltumata sel-
lest, mis on toimunud varem (sealhulgas vanusest V' (t)). Seega kui protsessi
intensiivsus on A, siis J(t) jaotusfunktsioon on

P{J(t) <z} =1-¢\"
Vanuse V (t) jaotuse saame aga sellest, et

P{iihtki taastumist intervallis (¢t — z,t]}, kuiz <f,
0, kui z > t,

P{V(t) >z} = {

e M kuiz<t,
0, kui z > t,

mis on samavédrne jairgmisega:

1—e ™ kuiz<t,
P{V(t) <o} = { 1 kui z > t.

On ilmne, et ¢ — oo korral viimane jaotusfunktsioon ldheneb samuti ekspo-
nentjaotuse omale ja seega Ty ()41 on suure ¢ korral ligikaudu vordne kahe
soltumatu sama eksponentjaotusega juhusliku suuruse summaga, mis teata-
vasti on gamma-jaotusega. Siit tuleneb {iihtlasi, et suure ¢ korral etteantud
ajamomenti kattev tithemik on keskmiselt peaaegu kaks korda pikem kui
tavaline tithemik.

88



Peatiikk 5

Browni liikumine

5.1 Browni litkumise definitsioon

Siiani vaatlesime juhusliku ekslemise puhul diskreetset protsessi. Browni lii-
kumise korral muudetakse nii samm kui ajaintervall vaiksemaks. Tédhistame
X(t) = Am(Xl—l—Xg—l—...—l—X[Ai]), kus

t

.. 1
Y = { 1, tdendosusega ?,

T T ~ .
—1, toendosusega 3,

Az — iithe sammu pikkus,
At — sammu ajaline kestvus,

[ﬁ] — sammude arv ajavahemikus [0, ¢].

Laseme At — 0,Az — 0, siis sellest jireldub, et [ﬁ} kasvab (sammude

arv suureneb). Xp, Xo,..., X [t on soltumatud sama jaotusega juhuslikud
t

suurused, mille korral EX; = 0,DX; = 1,EX(t) = 0,DX(t) = (Am)z[ﬁ].

. C . —np D
Meenutame, et tsentraalse piiriteoreemi pohjal on summa jaotus Sgi\/%’“‘ =

N(0,1), kus S, = X1 + Xo + ... + X, ning EX; = u, DX; = o2. Sellest
saame, et kui At — 0, siis

X 3 N(0,1)
Az [Att]
ehk
t
X(t) ~ N(0, [E]Ax)
Valime Az sellise, et (A&)Q = const = c2. Sel juhul X(¢t) ~ N(0,cv/?),

DX (t) = ¢? - t. Saadava protsessi omadused:
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(i) EX(t) = 0,DX(t) = c*, X (t) on normaaljaotusega.

(ii) Protsessi X (t) juurdekasvud mitteldikuvates ajavahemikes on séltumatud,

st. 0 <s <t<wu<wvning X(t)—X(s) ja X(v) — X (u) on sdltumatud
(kehtib ka n intervalli korral).

(iii) Juurdekasvud on statsionaarsed, st. X (t+a) — X (s+a) jaotus ei sdltu
a vaartusest.

Definitsioon 5.1.1 (Browni liikumine). Juhuslikku protsessi {X (¢),¢ > 0}
nimetatakse Browni litkumiseks (ehk Wieneri protsessiks), kui

(i) X(0) =0,
(ii) X (t) juurdekasvud on statsionaarsed ja soltumatud,

(iii) ¥ ¢ > 0 korral X (¢) ~ N(0,cv/'t), kus ¢ > 0 on konstant.

Browni liitkumisel on rakendusi nii fiiiisikas (difusiooniteooria) kui majan-
duses (aktsiate tulusus).

Kui ¢ = 1, siis Browni liikumist nimetatakse standardseks Browni liiku-
miseks. Kuna me saame protsessi X (t) alati standardiseerida ja uurida prot-

X()

sessi ==, siis edasises vaatlemegi just standardset Browni liikumist.

Vaatleme jiargnevalt Browni liikumisega seotud toen#osuslikke probleeme.
Uheks Browni liikumise oluliseks omaduseks on tema trajektooride pidevus:
saab toestada, et Browni liikumise trajektoorid, st. funktsioonid X“(¢) on
peaaegu koikide w korral pidevad, st. P{w : X“(¢) on pidev V¢ > 0} = 1.

Vaatleme Browni liikumise ”16plikuméotmelist” jaotust, st. juhusliku vektori
(X (t1), X (t2),...,X(tn)) jaotust 0 < t1 < ta2 < ... < ty. Igat; korral kehtib,
et

1 22

fX(tl)(x) - \/me

Arvestame seda, et vordused

X(tl) =T
X(ta) = x2
X'(tn) =z,

ja vordused
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on ekvivalentsed, komponendid X (¢1) = X (t1)—X(0), X (t2)—X(t1),..., X (tn)—
X (t,—1) on aga sdltumatud. Saame, et
ekvivalents
IX )X (t0) (T15 -+ T =
= FX(11),X (t2) =X (t1)0s X (t0) = X (b 1) (T1, T2 = 150, Ty — Tp1) = ..

ning juurdekasvude séltumatuse péhjal véime olemasoleva esitada tiheduste
korrutisena, st

= fxen)(®1) o X ()= X (b)) (T — Tn—1) =

_=? 1 _(rp—ay)? 1 _Genzan1)?
P — 1 2(tg—t1) . . e 2(tn—tpn—1) .

1
e e
V2t 27 (te — t1) V27 (ty — tn_1)
Kasutame saadud tulemust jirgmise probleemi lahendamisel: olgu teada, et
Browni liikumine votab hetkel ¢ vadrtuse b ehk X (¢) = b, ning olgu vaja leida
X(s) (kus s < t) tinglik jaotus tingimusel, et X (t) = b. Otsime tihedust

PUB T fx(o.xw(:0)

f =b)(Z =
(X ()X ()=t) (%) Fx(o)(®)
2 (b=x)2
1 . _% . ; . - *S) s
Ve €z onlt—s) B R S e—téiff_i)f
— 2 T e e e T *
\/;? B 215 (t — s)

Seega ndeme, et X (s) tinglik jaotus tingimusel X (¢) = b on normaaljaotus

N(3b, /(= s)),

E[X()|X(8) = b = 2b ja DIX(s)|X(t) = b] = ;(t —s). (5.1)
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5.2 Mboned Browni liikumisega seotud jaotused

Vaatleme moningaid Browni liikumisega seotud juhuslikke suurusi ja nende
jaotusi. Olgu {X(¢),t > 0} Browni liikumine.

1) Aeg, millal Browni liikumine saavutab nivoo a.
Olgu X (0) = 0 ja olgu a > 0. Téhistame Ty := inf{t : X(¢) = a}, kus T}, on
esimene hetk, millal Browni liikumine saavutab nivoo a. T, on juhuslik suu-
rus, sest T, vaartus soltub trajektoorist, trajektoori médrab aga w. Leiame

T, jaotuse: P{T, < z}. Vaatleme toendosust P{X(¢) > a} ja kasutame
lahkamise votet (tdistoendosuse valemi néol).

P{X(t) > a} = P{X(t) > a|T, < t}-P{T, < t}+P{X(t) > a|T, > t}-P{T, > t},

kus viimane liidetav on 0, sest a > 0. Seega jidb iile vaid uurida situatsiooni,
kus T, < t. Meenutame, et Browni liikumise juurdekasvud on statsionaarsed,
st. X(t) — X(T,) on sama jaotusega kui X (t —T,) — X (0) ~ N(0,v/t — Ty),
millest jéreldub, et tingimusel 7,, < t on X (t) jaotus N (a,+/t — T},). Téendosus,
et juurdekasv on positiivne ehk iileval pool a-d, on % Seega siimmeetria tottu
P{X(t) > a|T, <t} = 3 ning P{X(¢) > a} = $P{T, < t}. Saime, et

P{T, < t} = 2P{X () > a} = 2(1 — Fx((a)) = ...

ja kuna X (t) ~ N(0,/t)

i [ )

Kui a < 0, siis siimmeetria pdhjal P{T, <t} =2 [1 - ( %)}
Kui a = 0, siis Tp = 0 ja iga t > 0 korral P{T, <t} = 1.

la]

Seega kokkuvottes saame suvalise a jaoks: P{T, <t} =2 [1 - (Wﬂ

2) Vaatleme 16igul [0, ¢] maksimumi jaotust.
la

Kui a > 0, siis P{maxoese; X(s) > a} = P{T, <t} 22 - (L],
Kui a < 0, siis P{maxo<s<¢ X(s) > a} = 1.

3) Fikseerime kaks nivood ja leiame tdendosuse, et protsess X (t) saavutab iihe
nivoo enne teist.
Olgu A>0,B > 0.
Otsime toendosust, et protsess jouab nivoole A enne kui nivoole —B. Leiame
koigepealt toendosuse, et protsess iildse kunagi viljub 16igust [—B, A]:

P{X (t) véljub ldigust [—B, A] mingi ¢ korral}
=1—-P{X(t) € [-B, A],Vt korral}
>1-P{X(n)e|[-B,A], n=1,2,3,...}
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ja kuna

P{X(n)€[-B,A,n=1,2,...}
= P{X(1) € [-B,A]} - P{X(2) € [-B, A|X(1) € [-B, A]}-
P{X(3) € [-B, Al|X(i) € [-B,Al,i =1,2}- ...
N(0,1) N(0,1)

— N —~—
< [B(A) — d(—B)] - P{X(2) - X(1)] < A+ B} -P{{X(3) - X(2) < A+ B} -...

-~

p<1 p<1

= [e(4) —2(-B) [[»=0,
n=1

siis
P{X(t) véljub loigust [-B,A]} =1—-0=1.

Vaatleme niitid probleemipiistituses mainitud tden&osust. Selgub, et

B
A+ B’

P{X(t) jouab nivoole A enne kui nivoole — B} = P{Ty <T_p} =

Meenutame siimmeetrilise juhusliku ekslemise korral laostumise probleemi:
P{ Mingija, kes stardib algkapitaliga i, kogub N iithikut (N > i) enne kui ta
laostub } = . Meie nivoode korral omandab see tdendosus jargmise kuju:
i
P{ Startides seisust 0 jouame nivoole N — i enne kui nivoole —i } = —.
—_—— N
A -B
Seega, mida kaugemal on —B, seda suurem on toen#osus, et jouame enne
A-le ja kui kaugused on vordsed, siis tdendosused on vordsed.

Niide 5.2.1. Olgu X (¢) Browni liikumine. Olgu teada, et X (1) = 2. Leida
toendosus, et siis X (5) < 0.

Kuidas seda lahendada?
Kui tingimust ei oleks, siis P{X (5) < 0} = 3, sest X (¢) ~ N(0,V/?).

Tingimust arvestades on juurdekasv X (5) — X (1) ~ N(0,v/4) — see jaotus
soltub 16igu pikkusest, mitte asukohast. Saame, et

P{X(5) < 0|X(1) = 2} = P{X(5) — X(1) < —2|X(1) = 2}
= P{X(5) — X(1) < -2} = P{X(4) < -2}

X (4)~N(0,2) —2
= Py (-2) T2 g <2> — ®(~1)=0.16 .
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5.3 (Gaussi protsessid. Browni sild

Definitsioon 5.3.1. Juhuslikku protsessi { X (¢),t > 0} nimetatakse Gaussi
protsessiks, kui suvaliste 0 < t; < ... < t, korral X(¢1),...,X(t,) on
mitmemao&otmelise normaaljaotusega.

Lihtne on n#ha, et Browni liikumine on Gaussi protsess. Toepoolest, ol-
gu {X(t),t > 0} Browni liikumine, siis suvaliste 0 < ¢; < ... < ¢, kor-
ral saame koik juhuslikud suurused X(t1),...,X(t,) avaldada jérgmiste
soltumatute normaaljaotusega juhuslike suuruste lineaarkombinatsioonina:

X (1), X(t) = X (1), X(t3) = X(t2), .., X(tn) = X(tao1):

Paneme tidhele, et Browni liikumise voib defineerida kui Gaussi protsessi,
mille korral E[X (t)] = 0 ja Cov(X(s), X (t)) = min(s, ).

Kontrollime seda véidet.

A. Niitame, et sellised tingimused on tdesti Browni liikumise korral tdidetud:
E[X(t)] = 0 jdreldub otse definitsioonist, hindame s < ¢ korral

Cov(X(s),X(t)) = Cov(X(s),X(s)+ X(t) — X(s))
= Cov(X(s),X(s)) + Cov(X(s), X(t) — X(s))
© Cov(X(s), X(5)) = DX (s) = s, (5.2)

kus vordus (*) on pohjendatud soltumatute juurdekasvudega.

B. Teame, et normaaljaotusega juhuslike suuruste Xi,..., X, korral on
nende iihisjaotus itheselt méératud E[X;] ja Cov(X;, X;),4,5 =1,...,n
poolt. Seega tingimused E[X(t)] = 0 ja Cov(X(s), X (t)) = min(s,t)
médravad Gaussi protsessi {X(¢),¢ > 0} iitheselt. Kuna Browni liiku-
mine neid tingimusi rahuldas, siis jarelikult protsess {X (¢),t > 0} ongi
Browni liikumine.

Uurime niitid Browni litkumise kditumist {X (¢),t > 0} ajavahemikus [0, 1]
tingimusel, et X (1) = 0.
Definitsioon 5.3.2. Tinglikku juhuslikku protsessi {X(¢),0 <t < 1|X(1) =

0}, kus {X(¢),t > 0} on Browni liikkumine, nimetatakse Browni sillaks.

Kuna Browni liikumine on Gaussi protsess, siis X (¢1), ..., X (t,) tinglik jao-
tus on mitmemootmeline normaaljaotus, mistéttu ka Browni sild on Gaussi
protsess.

Valemi (5.1) pdhjal saame 0 < s < 1 korral:
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ja 0 <s <t <1 korral:

Cov[(X(s), X(1)[X(1)=0] = B[(X(s)X(t) = EX(s)EX(1))|X(1) = 0]

, X(1) = 03X (1) = 0]
HX (1) =0]

t(l—t) s(1—t).

Seega voime Browni silla defineerida kui Gaussi protsessi, mille korral E[X (t)] =
0 ja Cov(X(s), X(t)) = s(1 —1).

Lemma 5.3.1. Kui {X(¢),t > 0} on Browni litkumine, siis {Z(¢),0 <t < 1}
on Browni sild parajasti siis, kui Z(t) = X (t) — tX(1).

>
Kuna X (¢) on Gaussi protsess, siis ka Z(t) on Gaussi protsess. Jaab iile
niidata, et E[Z(t)] =0 ja Cov(Z(s), Z(t)) = s(1 —t). Leiame

E[Z(t)] = E[X(t) —tX(1)]=0—t-0=0

ja

Cov(Z(s),Z(t)) = Cov(X(s) —sX(1), X(t) —tX(1))

= Cov(X(s),X(t)) —tCov(X(s), X(

—sCov(X (1), X(t)) + stCov(X (1
=s—ts—st+st=s(l—1).

)

1)
): X(1))
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Peatiikk 6

Statsionaarsed ja norgalt
statsionaarsed protsessid

6.1 Definitsioon. Niited

Definitsioon 6.1.1. Juhuslikku protsessi {X(¢),t > 0} nimetatakse stat-
sionaarseks protsessiks, kui suvaliste n, s, t1, ..., t, korral juhusliku vek-
tori X (t1),...,X(t,) thisjaotus on sama, mis juhuslikul vektoril X (¢; +
8)yeeoy X(tn + 8).

Niide 6.1.1. Ergoodiline pideva ajaga Markovi ahel {X(¢),t > 0}, mil-
le algjaotuseks on valitud tasakaaluoleku jaotus — statsionaarsus jéreldub
sellest, et protsessi kditumine on toéenédosuslikult sama, mis juba tasakaalu-
olekusse joudnud Markovi ahelal.

Niide 6.1.2. Protsess {X(t) = N(t+ L) — N(¢),t > 0}, kus L > 0 on
konstant ja {N(t),t > 0} on Poissoni protsess — statsionaarsus jéareldub
Poissoni protsessi definitsioonist.

Niide 6.1.3 (Juhuslik telegraafisignaal). Olgu {N(¢),t > 0} Poissoni prot-
sess ja olgu X, protsessist N(t) soltumatu juhuslik suurus, mille korral
P{X, = 1} = P{X; = —1} = 1. Protsessi X(t) = X, - (-1)N®, ¢t > 0
nimetatakse juhusliku telegraafisignaali protsessiks. Selle protsessi statsio-
naarsuse toestamiseks piisab tdhelepaneckust, et algjaotuse Xy konstrukt-
siooni tottu on suvalise ajahetke ¢ korral X (t) védrtus kas +1 (toendosusega
1) v6i —1 (tdendosusega 3 ), kusjuures X (t) véiirtus ei soltu N (¢) viidrtusest.
Et aga N(t) on Poissoni protsess, mis suvalisel ajahetkel ¢ ”taastub”, siis

X (t) on sama jaotusega, mis X (0), seega X (t) on statsionaarne protsess.

Arvutame viimases néites toodud protsessi jaoks keskvairtus- ja kovariatsiooni-
funktsiooni:
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E[X(t)] = E[Xp - (~1)NO] =22 gy B[(-1)VO)] = o,
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Jargnevas defineerime statsionaarsuset iildisema tingimuse: protsessi norga
statsionaarsuse.

Definitsioon 6.1.2. Juhuslikku protsessi { X (¢),t > 0} nimetatakse norgalt
statsionaarseks, kui F[X (t)] = ¢ ja Cov[X (t), X (t + s)] ei soltu t-st.

Seega, protsess { X (t),t > 0} on norgalt statsionaarne, kui tema kaks esimest
momenti on iga ¢ korral samad ja kui kovariatsioon X (s) ja X (¢) vahel soltub
ainult vahemiku pikkusest |t — s|.

Néeme, et iga statsionaarne protsess on norgalt statsionaarne, vastupidine
tildjuhul ei kehti. Samas, néiteks Gaussi protsesside korral on protsessi iga
16plikumootmeline jaotus médratud keskmiste ja kovariatsioonide poolt (sest
tegu on mitmemootmelise normaaljaotusega), mistdttu iga norgalt statsio-
naarne Gaussi protsess on statsionaarne.

Niide 6.1.4 (Ornstein-Uhlenbecki protsess). Olgu {X(¢),¢ > 0} Browni
liikkumine, defineerime a > 0 jaoks

V(t) = e_%tX(eo‘t).

Sellist protsessi nimetatakse Ornstein-Uhlenbecki protsessiks (kasutusel néi-
teks statistilises mehhaanikas vedelikku voi gaasi sattunud osakese kiiruse
kirjeldamisel). Leiame

E[(V®)] = 0
Cou[V(t),V(t+s)] = e*%e*wcov[‘x(eat% Xet+9)]
(5.2) at, ,—% at _ —%2
= e Ye 2eM =g 2

Seega, {V(t),t > 0} on norgalt statsionaarne protsess, aga samas on ta ka
Gaussi protsess, sest Browni liikumine on Gaussi protsess. Siit omakorda
jareldub, et {V(t),t > 0} on statsionaarne.
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Niide 6.1.5 (Autoregressiivne protsess). Olgu Zy, Z1, Za, ... mittekorre-
leeritud juhuslikud suurused, mille korral £Z, =0, n >0 ja

2
<5, n=0
DZ, = {122
" {02, n>1,

kus A2 < 1. Defineerime diskreetse ajaga juhusliku protsessi jirgmiselt: Xy =
Zy ja Xy = AXp—1 + Zy, n > 1. Sellist protsessi {X,,n > 0} nimetatakse
esimest jarku autoregressiivseks protsessiks. Arvutame:

Xp = >\an1 + Zn
= >\()\Xn72 + anl) + Zn
= A2)(71—2 + AZn—l + Zn

= Zn: P Z;.
=0

Seega

n n+m
Cov(Xy, Xp+m) = Cov (Z Nz Z )\”+m_iZi>
i=0 i=0
n

= Z )\n_iAn—i_m_iCOU(Zi, Zz)

=0
1 - ,
_ 2\ 2n+m —21
B a2\
1=\

kus teise vorduse juures kasutasime Z; ja Z; mittekorreleeritust, kui ¢ # j.
Kuna FX, = 0, siis tegemist on norgalt statsionaarse protsessiga.

Niide 6.1.6 (Juhuslik telegraafisignaal, jirg). Vaatame uuesti néites 6.1.3
defineeritud protsessi, aga jitame dra eelduse P{Xy =1} = P{X, = -1} =
3, eeldame ainult, et E[X(¢)] = 0. Selline protsess ei pruugi enam olla stat-
sionaarne (tegelikult ja&b protsess statsionaarseks ainult siis, kui Xy on
siimmeetrilise jaotusega), aga lihtne on niidata, et tegu on norgalt stat-

sionaarse protsessiga:

Cov[X (1), X (t + 5)] = E[X(t)X (t + s)] = E[X3(—1)NO+N(t+9)]
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Niide 6.1.7 (Liikuva keskmise protsess). Olgu Wy, Wi, Wa, ... mittekor-
relleeritud juhuslikud suurused, mille korral EW,, = u ja DW,, = 0%, n > 0.
Suvalise taisarvu 0 < k£ < n korral defineerime

_Wn‘*‘Wn—l‘f“--‘f‘Wn—k

X
" E+1

Et eelduse pohjal juhuslikud suurused W,, on mittekorreleeritud, siis

(k+1-m)o?
Cov(Xpn, Xntm) = iz 0=m< k,
0, m > k.

Seega {X,,,n > 0} on norgalt statsionaarne protsess.
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