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Peatukk 1

Kompleksarvud

1.1 Kompleksarvud ja tehted nendega

Definitsioon. Kompleksarvudeks nim. reaalarvude jérjestatud paare z = (z,y), millega on defineeritud
vordus ja tehted jargnevalt:

1) 21 = 29, kui 1 = 2 ja y1 = yo;

2) 21+ 22 = (x1 + 22,91 + Y2);

3) z122 = (2122 — Y12, T1Y2 + T2Y1).

Koigi kompleksarvude hulka tdhistatakse C. Kompleksarvud moodustavad korpuse.

Korpuse aksioomid:

Al) 21+ 29 =29+ 21 V21,20 € C,

A2) (214 22) + 23 = 21 + (22 + 23) V21, 22,23 € C,
A3)30eC: 240=2Vz e,
A)VzeCI—-2€C:z+(—2) =0,

Ml) 2129 = 2921 Vzl,ZQ S C,

MQ) (2’12’2)23 = 21(2223) Vz1, 29,23 € C,
M3)31eC:z2-1=2VzeC,

M4) Vz € C\ {0} Iz 1 € C: 2271 =1,

(
(
(
(
(
(
(
(
(

D) z1(2z2 + 23) = 2129 + 2123 V21, 29, 23 € C.

T#htis seos: i2 = —1.

Kompleksarvu algebraline kuju: z = x + y.

Kompleksarvu reaalosa Re(x + iy) = x, imaginaarosa Im(z + iy) = y.

Kui Re z = 0, siis kompleksarvu nim. puhtimaginaararvuks;
kui Im z = 0, siis kompleksarvu nim. reaalarvuks.

Kasutame tahiseid:
kompleksarvud: z, {, w, A, B,...
reaalarvud: z, y, &, n, u, v, a, b,...

NB! Vorratus pole defineeritud, s.t pole voimalik defineerida sellist jarjestust, mis oleks kooskdlas
tehetega (jarjestatud korpuse mottes).

Kuna kompleksarvud on defineeritud kui reaalarvude paarid, siis saab neid kujutada punktidena
voi vektoritena tasandil, seda nimetatakse komplekstasandiks, tidhistatakse C. Vahel samastatakse se-
da reaaltasandiga R?. Kompleksarvude liitmine ja lahutamine vastab tasandil vektorite liitmisele ja
lahutamisele.



1.2 Kompleksarvu trigonomeetriline ja eksponentkuju. Moodul ja ar-

gument
Im(z)

Komplekstasand C ~ R2.

Polaarkoordinaatides z = r cos ¢, y = rsin ¢. _
Kompleksarvu trigonomeetriline kuju: z = r(cos ¢ + isin ¢). L ; o
Kompleksarvu moodul: |z| =r = \/ﬂﬁy2 r E
Kompleksarvu argument: Argz = {¢ € R : z =r(cosp+isinp)}, i
argumendi peavddrtus argz on ¢ € Argz: —m < p < . ’ '

i : Re(z)

O
Euleri valem : €*? = cos ¢ + i sin .
Kompleksarvu eksponentkuju: z = re*¥.
Euleri samasus : e = —1.

Korrutamine ja jagamine trigonomeetrilisel kujul:
71 (cos @1 + 7 sin 1 )ro(cos 2 + i sin pg) == r173(cos(p1 + p2) + isin(pr + p2)),

ri(cos 1 +isingr) 7

r2(COS p3 + isin p2) E(CoS(@l — 9) +isin(p; — ©2)).

Eksponentkujul:

rietl 1

7 eiP1reei®? — r1r2ei(@1+@2)7 etle1—p2)

ro€iP2 79

Astendamine — de Moivre’ valem:
(r(cosp +ising))™ = r*(cosnp + isinng), n € N,
(re*?)" =rme™? n e N.

Kolmnurga vorratus: |z1 + 22| < |z1| + |22],
Tagurpidi kolmnurga vorratus: |z — 22| > |[|z1] — |22]]-

Kaaskompleksarv = 4+ 1y = = — iy.
Omadused:

1.3 Kompleksarvude hulgad

Lopmatuspunkt z = oo.
Kinnine e. tiielik komplekstasand C = C U {oc}.

Kui z # 0, siis — = 00 ja zoo = o00; kui 2z # oo, siis — = 0.
Y 0 Y Y 00

Definitsioon. Punkti 2y € C iimbrus: Uc(z9) = B(20,6) = {2z € C : |z — 20| < €}.
Lopmatuspunkti iimbrus: Ups(c0) ={z € C : |z| > M}.

Definitsioon. Punkti z nim. hulga D C C sisepunktiks, kui leidub punkti z timbrus U(z) nii, et
U(z) C D.



Definitsioon. Punkti z nim. hulga D C C rajapunktiks, kui iga iimbrus U(z) sisaldab nii hulga D kui
hulga C\ D punkte.

Definitsioon. Hulga D rajaks 0D nim. selle hulga kéigi rajapunktide hulka.

Definitsioon. Hulka D nim. lahtiseks hulgaks, kui kéik tema punktid on sisepunktid, ja kinniseks hul-
gaks, kui 0D C D.

Definitsioon. Punkti z nim. hulga D C C kuhjumispunktiks, kui iga r > 0 korral (B(z,7)\{z}) D #
0.

Definitsioon. Hulka nim. sidusaks, kui selle hulga iga kahte punkti saab iithendada sellesse hulka kuu-
luva pideva joonega.

Definitsioon. Lahtist sidusat hulka nim. piirkonnaks. Piirkonda koos oma rajaga nim. kinniseks piir-
konnaks.

Definitsioon. Piirkonna raja positiivseks suunaks loetakse suund, milles liikudes piirkond (lokaalselt)
jaab vasakule.

Definitsioon. Hulka nim. tokestatud hulgaks, kui ta sisaldub mingis ringis B(0, M), vastasel juhul
tokestamata hulgaks.

Kinnisel komplekstasandil tokestamata hulk voi tema raja sisaldab alati 16pmatuspunkti.

Definitsioon. Hulka nim. iihelisidusaks, kui ta on sidus ning iga temas sisalduvat kinnist kdverat saab
selles hulgas pidevalt deformeerida punktiks. Sidusat hulka, mis pole iihelisidus, nim. mitmelisidusaks.

Tokestatud piirkond on thelisidus parajasti siis, kui tema raja on sidus ehk piirkonnas pole “auke”.
Tokestatud piirkonna sidususe jarguks nim. tema raja sidususkomponentide arvu (“aukude” arv +1).

Tokestamata hulga puhul tema sidususe jargust rddkides vaadeldakse teda tavaliselt kinnisel komp-
lekstasandil.



Peatukk 2

Kompleksmuutuja funktsioon, tema

piirvaartus, pidevus ja diferentseeruvus

2.1 Kompleksmuutuja funktsiooni moiste

Olgu D c C.

Definitsioon. Kui igale kompleksarvule z € D on seatud vastavusse mingi kindel kompleksarv w, siis
oeldakse, et hulgal D on defineeritud kompleksmuutuja funktsioon w = f(z). Hulka D nim. originaalide
hulgaks. Hulka f(D) = {f(z) : z € D} nim. funktsiooni véirtuste hulgaks e. kujutiste hulgaks.

Kui D on piirkond, siis D nim. ka funktsiooni f méa#dramispiirkonnaks.

Niide. f(z) =22, D =C.

Definitsioon. Kui igale kompleksarvule z € D on seatud vastavusse mingi kompleksarvude hulga mit-
tetiihi alamhulk, siis 6eldakse, et hulgal D on defineeritud multifunktsioon e. mitmene funktsioon.

Niide. f(z) = Arg(z), D =C\ {0}.

Definitsioon. Kui igale kujutisele vastab ainult iiks originaal, siis funktsiooni nim. iiheleheliseks e.
injektiivseks, vastasel juhul mitmeleheliseks.

Kui funktsioon f : D — C on iiheleheline, siis tal leidub p&érdfunktsioon f=1: f(D) — D.

Niide. f(z) = 22, D = C on kaheleheline, tema poordfunktsioon f~! : C — C on mitmene funktsioon

J7) = Ve

Niide. f(z) = 22, D = {z € C: Rez > 0} on iiheleheline, tal leidub péérdfunktsioon f~!: Dy — C,
kus D; = C\ {z € C: z <0}; f~}(2) = \/z peaharu.

Kui hulgal D on ma#ratud funktsioon w = f(z), siis igale kompleksarvule z = x + iy hulgas
D on seatud vastavusse mingi kompleksarv w = u + iv. Seega on igale reaalarvude paarile hulgas
Dr = {(z,y) € R? : x +iy € D} seatud vastavusse 2 reaalarvu u = u(z, y) ja v = v(z,y). Funktsioone
u ja v nim. funktsiooni f reaal- ja imaginaarosaks, f(z + iy) = u(z,y) + iv(z,y).

Niide. f(2) = 22, u(z,y) = 22 — %, v(z,y) = 2zy.

2.2 Funktsiooni piirviaartus

Definitsioon. Kompleksarvu A nimetatakse jada (z,) piirvidartuseks, kui iga € > 0 korral leidub N > 0
nii, et kui n > N, siis |z, — 4| < e.



Olgu funktsioon f miiratud hulgal D ning olgu zg € C hulga D kuhjumispunkt.
Definitsioon. Suurust A € C nim. funktsiooni f piirviirtuseks punktis zg, kui iga punkti A iimbruse
V(A) korral leidub punkti z¢ iimbrus U(zp) nii, et kui z € U(z0) N D, siis f(z) € V(A).

Erijuhul 29 € C ja A € C:
Definitsioon. Suurust A € C nim. funktsiooni f piirvadrtuseks punktis zg, kui Ve > 030 > 0: [z €
D, |z — z|<d] = |f(z) — Al <e.

Teoreem 1. Olgu f(x+iy) = u(x,y) +iv(x,y) ning olgu zo = xo+ iyo funktsiooni f originaalide hulga

kuhjumispunkt. Siis lim f(2) = a + ib parajasti siis, kui  lim wu(z,y) =a ja lm v(z,y)=0>.
220 T,Y—%0,Y0 T,Y—20,Y0

2.3 Funktsiooni pidevus

Olgu funktsioon f méadratud hulgal D ning olgu zg € D hulga D kuhjumispunkt.
Definitsioon. Funktsiooni f nimetatakse pidevaks punktis zg, kui lim f(z) = f(20).
Z—20

Olgu iga hulga D punkt iihtlasi ka tema kuhjumispunkt (néiteks D on piirkond v6i kinnine piirkond
voi pidev joon).
Definitsioon. Funktsiooni f nimetatakse iihtlaselt pidevaks hulgas D, kui iga € > 0 korral leidub § > 0
nii, et kui 21,29 € D ja |21 — 22| < 4, siis |f(z1) — f(z2)] < e.

Lause 1. Funktsioon f on pidev punktis zg = xg + iyo parajasti siis, kui funkitsioonid u ja v, kus
[z +1y) = u(z,y) +iv(z,y), on pidevad punktis (zo,yo).

Teoreem 2 (Weierstrass). Kinnises tokestatud hulgas pidev funktsioon on tokestatud.
Teoreem 3 (Cantor). Kinnises tokestatud hulgas pidev funktsioon on thtlaselt pidev selles hulgas.

NB! Ei kehti néiteks Bolzano-Cauchy teoreem funktsiooni vahepealsetest vidrtustest.

2.4 Funktsiooni tuletis

Olgu funktsioon f defineeritud punkti z mingis imbruses.

Definitsioon. Funktsiooni f nimetatakse diferentseeruvaks punktis z, kui leidub loplik piirviartus
MR E 6
im

h—0 h

, sellisel juhul seda piirviadrtust nimetatakse funktsiooni f tuletiseks punktis z.

Definitsioon. Funktsiooni f nimetatakse regulaarseks piirkonnas D, kui ta on diferentseeruv piirkonna
D igas punktis.

Definitsioon. Funktsiooni f nimetatakse regulaarseks punktis z, kui ta on diferentseeruv punkti z
mingis imbruses.

f on regulaarne piirkonnas D < f on diferentseeruv piirkonnas D
f on regulaarne punktis z = f on diferentseeruv punktis z.
NB! Vastupidine jireldus {ildjuhul ei kehti.

Niide. Funktsioon f(z) = |z|? on diferentseeruv ainult punktis 0 ning pole regulaarne kusagil, sest

feth) =) _ et — 2P (z4h) (FHR) - 22

i =1
hli% h h—0 h h—0 h
. hz4+zh+hh _ . zh
=lim —— =Z+ lim —,
h—0 h h—0 h



siin viimane piirvadrtus leidub ainult siis, kui z = 0.

Kui kirjutame f(x + iy) = u(x,y) + iv(z,y), siis funktsioonid u(x,y) = 22 + y? ning v(x,y) = 0 on
diferentseeruvad igal pool!
2.5 Cauchy-Riemanni vorrandid

Olgu f defineeritud punkti z = x + iy mingis {imbruses ja olgu f(z + iy) = u(z,y) + iv(z,y).

Teoreem 4 (Cauchy-Riemanni vorrandid). Olgu funktsioon f on diferentseeruv punktis z = x +1y. Siis
funktsioonidel u ja v leiduvad osatuletised punktis (x,y) ja

uz(z,y) = vy(x,y) ning uy(2,y) = —va (2, y).

Toestus. Olgu f on diferentseeruv punktis z = x + dy. Siis

flz+h) - f(z)

f’(z) - h—>1(},nilzeR h
_ h_}g’H}IGR u(z + h,y}i —u(z,y) n i(v(z + h,?z) —v(z,y)) = ug(, y) + ivp(z,y)
ja
f'(z) = h—)lg,IrflLGR fet Z?f)z I
_ hHIO{H}LGR v(z,y+ h})b —v(r,y) i(u(z,y+ f;L) —u(z,y)) oy (asy) — iy (2, y).

Seega ug(z,y) + 1vz(z,y) = vy(z,y) — tuy(z, y).

Definitsioon. Funktsiooni u : R> — R nim. diferentseeruvaks punktis (x,%), kui leiduvad a,b € R ni,
et protsessis hi, hg — 0 u(x + h1,y + ha) —u(x,y) = ahy + bha + o (s/h% + h%)

Sealjuures a = ug(z,y) ja b = uy(z,y).

Olgu f defineeritud punkti z = = + iy mingis timbruses ja olgu f(x + iy) = u(x,y) + iv(z,y).

Teoreem 5 (Piisavad tingimused diferentseeruvuseks). Kui funktsioonid u ja v on diferentseeruvad
punktis (x,y) ja ug(z,y) = vy(z,y) ning uy(z,y) = —vx(x,y), siis funktsioon f on diferentseeruv
punktis z = x + 1y.

Toestus. Téhistame h = hy +iho, Af = f(z+h) — f(2), Au=u(x+hi,y+ h2) —u(z,y), Av =v(r+
hi,y+ha) —v(x,y). u ja v diferentseeruvusest saame, et Au = uyhi +uyhs +a ja Av = vahy +vyho+ 3,

kus o, 8 € 0 («/h% + h%) protsessis hi, hg — 0. Niitid

Af  Au+tiAv  ugh +uyhs + a+i(vgh + vy + 8)

h h1 + ihs - h1 + ihs
_ughy — veha 4 i(vehy + ugha) a+1i8  hy —ihy
hy + ihy Vi + 13 \/hE + 3

= uz + vy + 0(1) - O(1) protsessis hi, ha — 0.
. / . Af :
Seega leidub f'(z) = im —= = u,(z,y) + v (2, y).
h—0 h
Jareldus 1. Kui f = u +iv on diferentseeruv punktis z = x + iy, siis
f/(Z) = um(x,y) + Z’Ur<x7y> = Uy(%?/) - Zuy($>y)

Jéreldus 2. Kui funktsioonidel u ja v leiduvad pidevad osatuletised punktis (x,y) ja uz(x,y) = vy(z,y)
ning wy(z,y) = —vz(x,y), siis funktsioon f on diferentseeruv punktis z = x + iy.



2.6 Funktsioonide visuaalne kujutamine

Kuidas kujutada piltlikult ette kompleksmuutuja funktsiooni?

Kolmemdotmelist graafikut saab joonistada funktsiooni reaalosast voi imaginaarosast, moodulist voi
argumendist.

Mooduli graafik, kus virvitoon kujutab
argumenti.

Virvigraafik: varvitoon kujutab
argumenti, heledus moodulit.

r

Tehakse ka jooniseid, kus iihel tasandil on originaalide hulk (v6ib-olla koos mingi vorgustikuga)
ja teisel kujutiste hulk. Seda saab eelkdige teha viikeste hulkade ja “ilusate” funktsioonide puhul, kus
funktsioon on (enam-vihem) tiksiihene.

Niide. Funktsioon f(z) = (14 i)z — 3i.
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Peatikk 3

Elementaarfunktsioonid

3.1 Astmefunktsioon f(z) =2", n €N

Erijuht: ruutfunktsioon f(z) = 22.

Joonte x =0,0,5,1,...,4 jay = —4,-3,...,4 kujutised.

Ruutfunktsioon eksponentkujul: z = re® = 22 = r2e?%,

or _Tr  om

Joonte r =0,5,1,...,5 ja ¢ = 500 207" 20 kujutised.

:
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Ruutfunktsiooni vairtuste Riemanni pind
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Kuupfunktsiooni viirtuste Riemanni pind

Kuupfunktsioon f(z)

Joonte x =1, ..




3.2 Juurfunktsioon f(z) = /z ,n €N

Definitsioon. Kompleksarvu z n astme juureks nim. kompleksarvu w, mille puhul w"™ = z.

Olgu z = re'? ja w = Re®. Siis w" = z & R"e™ = re'¥
g J

2k
SR'=r,nl=¢p+2kr < R= W,H:u, k=0,1,....,n—1

ehk {/z= ¢ |z|e"ACng = \"/\z|eiwgzrjm, k=0,1,...,n— 1.

arg z

Juurfunktsiooni peaharu: {/z = {/|zle’ =

NB! Ettevaatust kirjutistega kujul z% ! Funktsioonid f(z) = ¥/2™ ja g(z) = (¥/z)™ on iildiselt
erinevad, eriti kui juure all moistame juure peaharu. Kui eeldame, et murd “* on taandatud ja juure all
moistame koiki juure vidrtusi, siis need funktsioonid {ihtivad.

Ruutjuur: joonte z = —3,...,3 jay =0,...,6 kujutised.

20

15

10

05

Definitsioon. Funktsiooni hargnemispunktideks nim. punkte, mille mingis {imbruses iimber selle punk-
ti litkkudes liigume mitmese funktsiooni iihelt harult teisele.

Funktsiooni f(z) = {/z hargnemispunktideks on 0 ja oco. Need on n jirku hargnemispunktid, s.t. n
korda iimber selle punkti liikudes jouame funktsiooni esialgse haru juurde tagasi.

Ruutjuure originaalide Riemanni pind

10



3.3 Eksponentfunktsioon f(z) = e¢*

Miks on moistlik defineerida e = cosy + isiny (Euleri valem)?
oo xn
Reaalar “vulisel juhul on teada eksponentfunktsiooni astmerida: e* = Z - Asendame siia x ase-
n!
n=0
mele 7y:
o o0 o0 ke, 2k+1
: (iy)" (—DF* & (=DFy .
Yy o _ —
e’ = Z o Z 25)! +ZZ 2k + 1) = cosy +tsiny.
k=0

Defineerime e*+% = el = e*(cosy + isiny), z,y € R.

Omadused:

L |e*tW| =e”, Arge™ W = y 4 2km, k € Z.
92 ez+27ri = e%.

3. (e?) = e~

Toestus. u(x,y) = e®cosy, v(z,y) = e siny
Cauchy-Riemanni vorranditest f/(z + iy) = uz(x,y) + iv(x,y) = e* cosy + €* siny.

21 p22 — pZ1t22
4. e*le e :

Eksponentfunktsioon: joonte x = —2,...,2 jay = —3,...,3 Eksponentfunktsiooni véirtuste Rieman-
kujutised. ni pind

3.4 Logaritmfunktsioon f(z) =Lnz
Definitsioon. Kompleksarvu z logaritmiks Ln z nim. kompleksarvu w, mille puhul z = e".
Olgu z = re? ning olgu w = u + iv. Siis
z=eV o re? =" o et = v =9+ 2kn, ke,
seega Lnz = In |z| + i Arg 2.

Logaritmfunktsioon on mitmene funktsioon. Selle peaharuks on Inz = In|z| + i arg 2.

11



Funktsiooni f(z) = Ln z hargnemispunktideks on 0 ja co. Need on l6pmatut jirku ehk logaritmilist
tiitipi hargnemispunktid.

Omadused:

1. elm? =2 Ine® = 24 2kni, k € Z.

2. Ln(z122) = Ln 21 + Ln 29, ei kehti peaharu korral!
3. (Inz) = 1.

Logaritmfunktsioon (peavédértus): joonte z = —3, ...

Logaritmfunktsiooni peaviirtuse Logaritmfunktsiooni originaalide
reaal- ja imaginaarosa graafikud Riemanni pind
f(z) = logiz)

12



3.5 Uldine astmefunktsioon f(z) = 24, A€ C

Definitsioon. Uldiseks astmefunktsiooniks nimetatakse funktsiooni f(z) = z4 = eA 02,

Olgu A = a +ib. Kuna Ln z = In |z| + 4 Arg z, siis 201 = eeInlz-bArgzgi(a Argz+bln]z]),
Kui A=neN,siis 24 =27 Kui A=1 neN,siis 24 = /2.

n’
Kui A ¢ Z, siis iildine astmefunktsioon on mitmene funktsioon. Selle peaharuks on f(z) = 24 = e4In2,

o 2428 = 24+B kehtib peaharu korral, aga mitte iildise astmefunktsiooni korral,

sest eAlnzpBlnz _ e(AJrB) Inz

o 2{'25) = (2129) kehtib iildise astmefunktsiooni korral, aga mitte peaharu korral,

A Ln(z122)

sest eA Lnz; eA Lnzy _ eA(Ln z1+Lnz) e )
3.6 Poordviaartuse funktsioon f(z) = -
2

See on médratud iga z # 0 korral. Tavaliselt vaadeldakse seda téielikul komplekstasandil, siis defineeri-
takse f(0) = oo ja f(oc0) = 0.
Sirgete ja ringjoonte iihine iildvorrand: azz + Az + AZ+b=0, kus A € C, a,b € R, |A|?> — ab > 0.

Kui originaalide tasandil on antud selle vorrandiga kirjeldatav sirge voi ringjoon, siis kujutiste tasandil
sellel vastab joon

1/1 —1 1 —
a<> +A+A<) +b=0 ehk bww+ Aw+ Aw+ a =0,
w\ w w w
mis on ka kas sirge voi ringjoon. Seega funktsioon f(z) = % teisendab taielikul komplekstasandil sirged

ja ringjooned sirgeteks ja ringjoonteks. Sirgeteks kujutuvad tépselt need sirged ja ringjooned, mis 14-
bivad punkti z = 0 (siis b = 0). Sirged kujutuvad sirgeteks voi ringjoonteks, mis labivad punkti w = 0.
1
e

Funktsiooni f(z) = L péordfunktsiooniks on funktsioon g(w) =

Poordvaidrtuse funktsioon: joonte x = —5,...,5 jay = —5,...,5 kujutised.

=

. . az+b
3.7 Murdlineaarne funktsioon f(z) = ——
cz+d
Kirjutame murdlineaarse funktsiooni kujul
a bc — ad 1 a bc—ad

f(m) =2 3

g~ BURNG)), kus fi(z) = ezt dy folw) = Zhia f5(0) = T4

13



Murdlineaarne funktsioon teisendab téielikul komplekstasandil sirged ja ringjooned sirgeteks ja ringjoo-
neteks. Sirgeteks kujutuvad tapselt need sirged ja ringjooned, mis labivad punkti z = —

d
Murdlineaarse funktsiooni f(z) az b
b—dw

g(w) =

cw—a

poordfunktsiooniks on samuti murdlineaarne funktsioon

3.8 Trigonomeetrilised funktsioonid

Kuna e = cosx +isinx ja e

= cosx — ¢sinx, siis

T —iT
e

) —e ) el 4 it
sinx = - ja cosx=——
21 2

Defineerime , , '

. eT,Z _ 677,2 . e’LZ + e*’LZ

sing = —— ja cosz=—7——

21
Omadused.

1. sin z ja cos z on 2m-perioodilised.
2. (sinz)' = cosz, (cosz) = —sin z.

3. sin?z 4+ cos?z = 1.

NB! Ei kehti |sinz| <1 ja |cosz| < 1!

. sin z
Defineerime tan z =

. Cos 2
Jacotz =

OS 2

sinz
Siinuse reaal- ja imaginaarosa graafikud.

(AU

(Ml_+><\u!s)f)em|_

3.9 Hiiperboolsed funktsioonid

e? — e % e* 4 e %

Defineerime hiiperboolse siinuse sh z = 5 ja hiiperboolse koosinuse ch z =
Omadused.

1. sh z ja ch z on 2mi-perioodilised.

2. (shz) =chz, (chz) =shz.

3. ch?z —sh?z=1.

14



chz

sh z
Defineerime hiiperboolse tangensi th z = 0 ja hiiperboolse kootangensi cth z = o
chz sh z

Seos trigonomeetriliste funktsioonidega.

shz = —isiniz, chz =cosiz,

thz = —itaniz, cthz =icotiz.

3.10 Arkusfunktsioonid
Arkusfunktsioonid on defineeritud kui trigonomeetriliste funktsioonide poérdfunktsioonid:

= Arcsinz & z =sinw
= Arccosz & z = cosw

= Arctanz & 2z =tanw

g€ & & €
\

= Arccotz & z=cotw
Arccosz = —¢ Ln (z + V22— 1).

Mitmesed funktsioonid!

3.11 Areafunktsioonid
Areafunktsioonid on defineeritud kui hiiperboolsete funktsioonide péérdfunktsioonid:

w= Arshz & z=shw
w= Archz & z=chw
w= Arthz & z=thw
w = Arcthz & z=cthw

Mitmesed funktsioonid!
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Peatukk 4

Integraal kompleksmuutuja funktsioonist

4.1 Integraali moiste ja omadused

Definitsioon. Lihtsaks Jordani jooneks nim. punktihulka {z = z(t) : t € [«a, ]} koos suunaga
(jirjestusega). Siin z = z(t) on pidev funktsioon ning z(t1) # z(t2), kui #1,t2 € [, 5], t1 # to.
Erandina on lubatud z(a) = z(5), sel juhul joont nimetame kinniseks. Suund on defineeritud nii, et
Z(tl) =< Z(tg) &t < ta.

Kordsed punktid pole lubatud, sest

e muidu oleksid jooned ka néiteks ruumi téditvad jooned (Peano joon, Hilberti joon jms., mis tdidavad
kogu iihikruudu);

e tahame viltida ka néiteks co-kujulisi koveraid, mis jagavad tasandi rohkem kui kaheks osaks.

Teoreem 6 (Jordani kovera teoreem). Kui v on lihtne kinnine
Jordani joon, sis ta jagab kogu komplekstasandi kaheks sidusaks
osaks. Uks neist on tokestatud ja teine tokestamata.

Kui joon on mingi piirkonna raja, siis vaikimisi loetakse tema
positiivseks suunaks seda suunda, milles liikudes piirkond j&ab
vasakule. Vastupidi, kui on antud joon mingi suunaga, siis tema
sisemuseks loetakse seda tasandi osa, mis jadb joont mdodda
positiivses suunas litkudes (lokaalselt) vasakule.

Definitsioon. Lihtsat Jordani joont nim. siledaks, kui 2’ on pidev 16igul [« 8]. Joont, mis on jaotatav
loplikuks arvuks siledateks osadeks, nim. tiikiti siledaks.

Olgu F(t) = U(t)+1iV (t) kompleksvidrtustega reaalmuutuja funktsioon, mis on pidev 16igul [a, 8] C
R (s.t. U,V [a, B] — R on pidevad).

Definitsioon. Funktsiooni F' integraaliks 16igus [, 5] nim. suurust

/jF(t)dt:/(jU(t)dt—iri/ﬁV(t)dt.

[0}
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Omadused:
B B B B
1) Re / Ft) dt = / Re F(t)dt, Tm [ F(t)di— / T F (1) dt,

(e}

Toestus. Olgu / F(t)dt = Re™. Siis
8 R s 8 , 8
/ F(t) dt‘ :e_w/ F(t) dt:Re/ e E(t) dt:/ Re (e 7 F(t)) dt g/ |F(t)| dt.

«

Olgu f pidev tiikiti siledal joonel v : z = z(t), t € [a, (].

Definitsioon. Funktsiooni f integraaliks iile kovera + nim. suurust
B
/f(z) dz:/ f(z(t)2 () dt
0 «
Omadused:

1) Seos teist liiki joonintegraaliga: olgu f(z +iy) = u(x,y) +iv(z,y) ning olgu g joonele v vastav joon
reaalsel tasandil. Siis

/Wf(z)dz:/mu(x,y)dx—v(ac,y)dy—i-i/ v(z,y) dx + u(z,y) dy.

m

Toestus. Olgu z(t) =

/f

t) +dy(t). Siis

( (2, y) +iv(z, ) (@'(t) + iy'(t)) dt

((ule, )2’ () — vz, )y () + i (v(@, y)a' (1) + ulw, y)y' (1)) dt

I
«2\%\4\ B

u(z,y)de —v(z,y dy+z/ v(x,y)de + u(z,y) dy.

R R

2) Integraal ei soltu joone 7 parametriseeringust.

3) Aditiivsus: kui 7 = 1 U 79, kusjuures v; 10pp-punkt on v alguspunkt, siis

/f(z) dz= | f(z)dz+ [ f(z)d=
g m

Y2

4) Lineaarsus: /

o

Af(z)—i—Bg(z)dz:A/f(z)dz—i—B/g(z)dz.
g

gl
5) Joone suuna muutus: koosnegu —v samadest punktidest, mis v, aga vastupidises jirjekorras. Siis

/Wf(z)dz: —Lf(z)dz

6) Integraali mooduli hindamine:

z)dz

g/y|f(z) |dz|, kus |dz| = |z/(t)‘dt.

L £(2)dz

Jareldus 3. Kui |f(z)| < M tikiti siledal joonel ~y, siis

< Ms,, kus s, on joone vy pikkus.

17



d
Niide. Olgu v ringjoon raadiusega r > 0 ja keskpunktiga a € C. Arvutada / ﬁ, kus n € N.
v (z—a

Parametriseerime ringjoone: z = a + re*, t € [—m, ). Siis

dz [Taredt i T —i(n-1)t g
(Z _ a)n - rneint — pn—l € ¢
o —7 —T
i T 2mi, kuin =1,

— s [ eos((n — 1))~ sin((n — 1)) dt = { o e

—T

4.2 Cauchy teoreem

Teoreem 7 (Cauchy 1). Olgu f ja f' pidevad tihelisidusas piirkonnas D. Siis / f(z)dz = 0 iga kinnise
gl
tikiti sileda v C D korral.

Teoreem 8 (Greeni valem). Olgu D C R? lahtine iihelisidus piirkond ja olgu G C D kinnine tikiti sileda
rajajoonega L hulk. Kui F': D — R ning G: D — R on sellised pidevad funktsioonid, millel on hulgas G

pidevad osatuletised Fy ja G, siis kehtib valem / Fdx+Gdy = // (G — Fy) dz dy, kus joonintegraal
L g

on voetud raja posititvses suunas.

Toestus. Olgu f=wu + v. Cauchy-Riemanni vorrandid: u,; = vy, uy = —v;. Siis

/f(z)dz:/udx—vdy+i/ vdm+udy://(—vw—uy)dmdy—ki//(ux—vy)da:dy:O.
Y ' ' g g

4.2.1 Pidevus kuni rajani
Olgu D C C piirkond ning olgu A, B € D.

Definitsioon. Punktide A ja B vaheliseks kauguseks mddda piirkonda D nimeta-
takse suurust op(A, B)=inf, s, kus v on punkte A ja B iihendav tiikiti sile joon
piirkonnas D.

Siin v6ib votta joonteks v ka punkte A ja B ithendavad murdjooned piirkonnas D.
D*?” on piirkonna D sulund kauguse pp suhtes.
Definitsioon. Funktsiooni f nimetatakse kuni rajani pidevaks piirkonnas D, kui

iga Ac D" korral  lim  f(z) = f(A).
op(z,A)—0

Kui A € D voi A € 9D pole raja kordne punkt, siis  lim  f(z) = lim f(z2).
op(z,A)—0 z—A

Niide. f(z) = y/z peaharu on kuni rajani pidev komplekstasandil, millest on vélja jaetud reaaltelje
negatiivne osa.

Teoreem 9 (Cauchy 2). Olgu f requlaarne ihelisidusas piirkonnas D ning pidev kuni tikiti sileda rajani

I'. Siis / f(z)dz=0.
r

Kui rajal on kordseid osi, siis siin tuleb votta integraal moélemas suunas.

Teoreem 10 (Cauchy 3). Olgu f requlaarne tokestatud piirkonnas D ning pidev kuni tikiti sileda rajani

I'. Siis / f(z)dz =0, kus integraal on véetud raja posititvses suunas.
r
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Toestus. Uhendame rajaosad nii, et saame
ithelisidusa piirkonna. Rakendame saadud
piirkonnas Cauchy teoreemi. Integraalid
iile lisatud rajaosade tuleb votta modlemas
suunas, need koonduvad.

4.3 Algfunktsioon. Newton-Leibnizi valem

Definitsioon. Funktsiooni F' nim. funktsiooni f algfunktsiooniks piirkonnas D, kui selles piirkonnas
F'=7f.

Teoreem 11 (Newton-Leibniz). Olgu F' requlaarne tikiti sileda joone v mingis imbruses. Siis

/F'(z)dz:F(B)—F(A),

kus A ja B on vastavalt joone v algus- ja lopp-punkt.

Toestus. Olgu v: z = 2(t), t € [a, 8] sile. Siis

/7 Fl(2)dz = /a 7 F (02 (1)t = /a C (o) (.

Tahistame (F o z)(t) = U(t) + ¢V (t). Siis

p ’ A / 7t ,3
/(Foz) (t)dt:/ (U'(t) + V' (t))dt = U(t)|. +iV( )| = F(B) — F(A).

Teoreem 12 (Integraali soltumatus integreerimisteest). Olgu f pidev piirkonnas D ning olgu

/f(z) dz = 0 iga kinnise tikiti sileda v C D korral. Siis iga tikiti sileda joone I korral pirkonnas
gl

D integraal / f(2)dz ei soltu joonest T, vaid ainult selle otspunktidest.
r

Toestus. Olgu v; ja 72 kaks koverat punktist A punkti B. Eel-
dame, et nad ei loiku. Siis 71 [J(—72) on kinnine kover, seega A
f(2)dz= [ f(z)dz
71 Y2
Kui ~; ja o loikuvad, siis kasutame induktsiooni. Olgu n
16ikepunkti korral teoreem toestatud. Olgu C' kdverate esimene
l16ikepunkt modda v liikudes. Siis integraal A-st C-ni on sama
médda molemat koverat, ning integraal C-st B-ni on sama
induktsiooni eelduse tottu.

Mirkus. Teoreemi eeldused on tédidetud, kui f on regulaarne tokestatud iihelisidusas piirkonnas D.

Kui integraal ei soltu joonest ~y, vaid ainult selle otspunktidest A ja B (mingis kindlas piirkonnas),

siis kirjutame/f(z) dz:/A f(z)dz.
g

Teoreem 13 (Algfunktsiooni olemasolu). Olgu f pidev piirkonnas D ning olgu /f(z) dz =0 iga kin-
gl

nise tikiti sileda v C D korral. Olgu zo € D. Defineerime F(z / f(¢)d¢. Siis F on f algfunktsioon

puirkonnas D.
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Toestus. Niitame, et F'(z) = f(z) iga z € D korral. Olgu z € D ja olgu r > 0 nii viike, et B(z,7) C D.
Olgu |h| < r. Siis

Py _ Py z+h z+h
Rl =P L [ row e =4 [ 1@
Py _ Py z+h
Seoga TN ZEE)piy o [ ro- e

Olgu € > 0. Kuna f on pidev punktis :j, siis leidub § > 0 nii et kui [ —z| < 4§, siis |f (()— f(2) ] < e.
Kui |h| < min{r, d§}, siis

F(z+h)— F(2) 1 1 B
- - f(2)| < ] S £ (Q) = F(2)]]d¢] < mﬁlhl =e

Seega F'(z) = f(z).

4.4 Cauchy valem. Cauchy tiiiipi integraalid

Teoreem 14 (Cauchy valem). Olgu f regqulaarne tokestatud piirkonnas D ning pidev kuni tikiti sileda

rajani T'. Siis 1 f(¢)
f(Z):Qm-/ngdC’ zeb.

f(©)

-z
regulaarne ja pidev kuni rajani piirkonnas D\ B(z, ), seega Cauchy teoreemi

kohaselt / /) —=d( = / f(©) d(, kus C, = S(z,r), ldbitud positiivses
T Cr

Toestus. Olgu z € D fikseeritud. Kui B(z,7) C D, siis funktsioon

on

(—=z ¢—
suunas.
Olgu ¢ > 0 suvaline. Valime r > 0 nii viikese, et |f(¢) — f(2)| < e, kui
|¢ — z| =r. Siis
1 [ f(Q f vt
— d < ——2 =
27Ti/IwC—ZC f(z 27r (—=z ¢ mee
Olgu funktsioon f pidev tiikiti siledal joonel T'.
Definitsioon. Funktsiooni kujul
r
= omi C - z ¢ ¢

nim. Cauchy tiiiipi integraaliks.

Teoreem 15 (Cauchy tiiiipi integraali regulaarsus). Olgu funktsioon f pidev tikiti siledal joonel T' ning
olgu

— r.
omi Joc— 20 FF

Siis F' on kuitahes palju kordi diferentseeruv ning
|
FM(z) = n/ de, 2T,

2mi Jp (€ —2)"H!

Toestus. Viide kehtib, kui n = 0.
Olgu F' n korda diferentseeruv, n € Ny. Olgu z & I fikseeritud. Valime § > 0 nii, et B(z,20)NI" = @.
Olgu |h| < 0. Siis
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FM)(z 4 h)— FM™(z n+1 f(¢
( })L (2) ( )/ c—(z))n+2<

1 1 n+1
27T2/f |: ( z—h>n+1 o (C_z)n+1> o (C—Z)”+2:| dC
1 hop 41 n+1 1 [*th

e raly [ ]

Selle moodulit saame hinnata suurusega

n+2
/!f |‘h‘|h125n+syd§|—>0 kui h — 0.

Teoreem 16 (Regulaarse funktsiooni lopmatu diferentseeruvus). Olgu f requlaarne tokestatud piirkon-
nas D ning pidev kuni tikits sileda rajani I'. Siis f on kuitahes palju kord: diferentseeruv piirkonnas D

ning
n! f(©)

f(n)(Z) % . de, z€eD.

1
Toestus. Cauchy valem: f(z) = 57 / Cf(o d¢, kui z € D. Kasutame Cauchy tiilipi integraali regu-
T T —Z

laarsust.

Jéareldus 4 (Cauchy vorratus). Olgu f requlaarne ringis B(z, R) ning pidev kuni rajani. Olgu |f({)| <

M
M, kui [¢ = 2| = R. Siis |f®)(2)] < "=
! M n!M n!M
() n! M _ M _
Toestus. ’f ( ) 27‘(’/ R Rn+1 | C‘ - 27w R+l 2TR = R"

4.5 Liouville’i ja Morera teoreemid. Algebra pohiteoreem

Teoreem 17 (Liouville). Kui funktsioon f on regulaarne ja tokestatud kogu komplekstasandil, siis f on
konstantne.

Toestus. Olgu |f(2)] < M iga z € C korral. Cauchy vorratus: kui f regulaarne ringis B(z, R) ning

'M
pidev kuni rajani ja | f(¢)| < M, kui |¢ — 2| = R, siis | f(™)(2)| < nﬂﬁ

M
Vottes siin n = 1 ja z € C suvalise, saame |f'(z)| < ik mis kehtib iga R > 0 korral. Lastes R — oo,
saame f’(z) = 0iga z € C korral. Seega f on konstantne.

Teoreem 18 (Algebra pohiteoreem). Igal kompleksarvuliste kordajatega mittekonstantsel polinoomil on
vahemalt iiks kompleksarvuline nullkoht.

Toestus. Olgu P(2) = apz" +a,_ 12" +- - - +ag mingi poliinoom, kusjuures n > 1 ja a, # 0. Oletame,

et tal pole iihtki nullkohta. Siis funktsioon g(z) =

PC2) on regulaarne kogu komplekstasandil. Kuna
z

1 1
lim ¢g(z) = lim — =0,

2—00 z—o00 ZN G/n‘f’an;l_‘_"'—i_%

siis leidub R > Onii, et [g(2)| < 1 kui |z| > R. Kuna |g(2+iy)| on pidev kahe muutuja funktsioon kinnises
ringis B(0, R), siis ta on seal ka tokestatud. Seega g on regulaarne ja tokestatud kogu komplekstasandil.

Liouville’i teoreemi pohjal ta on konstantne. Jérelikult ka P(z) = —— on konstantne, vastuolu.

9(2)
Teoreem 19 (Morera). Olgu [ pidev piirkonnas D ning olgu /f(z)dz = 0 iga kinnise joone v puhul
v

selles piirkonnas. Siis f on regulaarne selles piirkonnas.
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Toestus. Teoreemi eeldustel mtegraal sellest funktsioonist ei soltu integreerimisteest. Olgu zg € D

fikseeritud. Defineerime F'(z / f(¢)d¢. Siis F'(z) = f(2) iga z € D korral, seega F' on regulaarne

piirkonnas D.
Niitid regulaarse funktsiooni 16pmatu diferentseeruvuse tottu leidub F”(z) = f/(z) iga z € D korral,
seega ka f on regulaarne piirkonnas D.

4.6 Parameetrist soltuvad integraalid

Parameetrist soltuv integraal on integraal kujul
:/f(C,z)dC, ze D,
r

kus T" on mingi tiikiti sile kover komplekstasandil, D on mingi hulk komplekstasandil (naiteks piirkond
voi ka mingi kover), ning f on kahe kompleksmuutuja funktsioon hulgal T" x D.

Meid huvitavad kiisimused:

e kui f on pidev, kas siis ka, F' on pidev;

e kui f on regulaarne, kas siis ka F' on regulaarne ja kas voib diferentseerida integraali méargi all;

e kas integraalis / / f(¢,2)d¢dz, kus C on mingi tiikiti sile kover hulgas D, voib integreerimis-
r
jarjekorda vahetada.

Teoreem 20 (Parameetrist soltuva integraali regulaarsus). Olgu D C C piirkond ning olgu T' mingi
tikiti sile joon. Olgu f pidev kahe kompleksmuutuja funktsioon hulgas I' x D. Eeldame, et iga fikseeritud
¢ €T korral f(C,-) on requlaarne piirkonnas D. Siis funktsioon

:/Ff(g‘,z)dg, zeD

on requlaarne piirkonnas D ning F'(z) = / W(;’Z)dcl
r z

Toestus. Olgu z € D. Siis leidub 7 > 0 nii, et B(z,7) C D. Kuna f on pidev kinnises hulgas I' x B(z, r),
siis on ta seal ka iihtlaselt pidev.

Olgu € > 0 antud. Siis leidub § > 0 nii, et kui |h| < 4, siis [f(¢,z+ h) — f(¢,2)| <e/spriga €T
korral. Siis

[F(z+h) = F(2)| =

[z m- f<<,z>>d<' <Ea=e
r ST

seega F' on pidev iga z € D korral.
Olgu z € D. Siis leidub r > 0 nii, et B(z,7) C D. Olgu C kinnine kéver piirkonnas B(z,r). Siis

/F dz_//fg, dgdz_//fg, )dzd¢ =0,

Cauchy teoreemi pdohjal, kuna f((,-) on regulaarne piirkonnas B(z,7) iga ¢ € T korral. Niitid Morera
teoreemist jareldub, et ka F' on regulaarne piirkonnas B(z,r). Kuna z € D oli suvaline, siis F' on regu-
laarne kogu piirkonnas D.

Olgu z € D. Valime r > 0 nii, et B(z,7) C D. Olgu C, = {w € C: |w — z| = r} ringi positiivses
suunas. Regulaarse funktsiooni tuletise valemi jérgi

F(z) = 271m / 75(—22 = o / b i

/27”/7 ddC /afc, d¢.
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4.6.1 Piratu parameetrist soltuv integraal

Olgu joon I' 16pmatu pikkusega. Feldame, et iga tema 16pliku pikkusega osa on tiikiti sile. Olgu tema
alguspunkt A ning olgu I'y joone I' osa, mille alguspunkt on A ja pikkus on s. Olgu f pidev joonel T.

Definitsioon. Kui leidub piirviirtus lgn f(2)dz, siis seda nim. funktsiooni f pératuks integraa-
S o FS
liks iile joone I', tdhistatakse / f(2)dz. Kui see piirvddrtus on 16plik, siis 6eldakse, et paratu integraal
r
koondub.

Olgu nidd f pidev hulgal I' x D, kus I" on mingi 16pmatu pikkusega joon ning D on piirkond komp-
lekstasandil.

Definitsioon. Kui leidub piirvidrtus lim / f(¢, 2)d¢, siis seda nim. funktsiooni f pératuks para-
s=00 Jp

meetrist soltuvaks integraaliks iile joone I', tdhistatakse / f(C, z)d¢. Kui see piirvadrtus on 1oplik, siis
r
oeldakse, et pdratu parameetrist soltuv integraal koondub.

Eeldame, et pératu integraal F(z) :/f((, z)d¢ koondub iga z € D korral.
r

Definitsioon. Oeldakse, et piratu integraal F(z) = /f((, z)d¢ koondub iihtlaselt hulgal D, kui
r

Ve >03M > 0: ‘F(z)— f(¢,2)d(| <e Vs> MYz e D.
I

Teoreem 21 (Weierstrassi koonduvustunnus). Feldame, et leidub selline funktsioon g: I' — R, et

If(¢,2) <g(¢) V¢ eT, Vz€ D
ning pdratu integraal / 9(Q)|d¢| koondub. Siis paratu integraal / f(¢, 2)dC koondub ihtlaselt hulgal D.
r r

Teoreem 22. Olgu I' lopmatu pikkusega joon, mille iga loplik osa on tikiti sile ning olgu D C C mingi
piirkond. Olgu f pidev hulgal T' X D ning koondugu paratu integraal F(z) = / f(¢, 2)dC ihtlaselt igas

r
kinnises piirkonnas D' C D. Siis F' on pidev hulgas D.

Toestus. Olgu zg € D. Valime r > 0 nii, et B(zo,7) C D. Olgu & > 0 antud. Uhtlase koonduvuse tottu
hulgas B(zo,7) leidub M > 0 nii, et kui s > M, siis ‘F(z) —/ f(¢, z)d¢| < % Vs > M Vz € B(z,7).
rs

Olgu s > M. Kuna f on iihtlaselt pidev hulgas I's x B(zg,r), siis leidub 0 < § < r nii, et kui || < 6,
siis | f(C, 20 +h) — (¢, 20)| < 5. Siis

Fzo + h) — F(zo)] < 'F<ZO n = [ FCz0+n) dc‘ .

/F (F(Cozo+ 1) — F(Cs20)) dC

rs

f(C’ZU)dC’<Z+E+5:5'

+fre .

I

Mirkus. Siin piirkonna D voib asendada ka mingi pideva joonega C.

Teoreem 23. Olgu I' lopmatu pikkusega joon, mille iga loplik osa on tikiti sile ning olgu C mingi tikiti

sile kover. Olgu f pidev hulgal T x C' ning koondugu paratu integraal F(z) = / f(¢, 2)dC iihtlaselt hulgas
r

C. Siis

/CF(z)dz:/C/Ff(C,z)dCdz:/F/Cf(g‘,z)dzdg‘.

Toestus. Olgu € > 0 antud. Valime M > 0 nii, et iga s > M ja iga z € C korral
€
F(z)— | f(¢,2)d¢| < —.
I sc
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Olgu s > M. Siis

/F w—//jg wﬂ

/F w—/rfg )d¢ dz

/ 1.z dc‘ 42| < Zsc=e.

Teoreem 24 (Piratu parameetrist soltuva integraali regulaarsus). Olgu T l6pmatu pikkusega joon, mille
1ga loplik osa on tikiti sile ning olgu D mingi piirkond. Olgu f pidev hulgal T x D ning eeldame, et
iga fikseeritud ¢ € T korral f((,-) on regulaarne piirkonnas D. Eeldame, et paratu integraal F(z) =

/f((, )d¢ koondub ihtlaselt igas kinnises piirkonnas D' C D. Siis F on regulaarne hulgas D ning
3f

Toestus. F on pidev piirkonnas D. Olgu z € D. Siis leidub r > 0 nii, et B(z,r) C D. Olgu C kinnine
kover piirkonnas B(z,r). Siis

/F m_//jg @@_//fg )dz d¢ = 0.

Morera teoreemist jireldub, et F' on regulaarne piirkonnas B(z,r), seega ka piirkonnas D.
Olgu z € D. Valime r > 0 nii, et B(z,r) C D. Siis

F/(Z) - 271m F(— 2)? 27m/ fF

/m/r e /a“’ i

Niide. Seosega I'(z) = / t*~te'dt madratud Euleri T-funktsioon on regulaarne pooltasandis Re z >
0

0 (siin t*~! all mostame selle peaharu, ehk t*~1 = e(z=1Int)

Iga kinnine piirkond, mis sisaldub pooltasandis Re z > 0, sisaldub mingis kinnises piirkonnas Dy g =
{z€C:Rez>a, |z]| <R}, kusa > 0ja R > 0. Niitame, et integraal koondub tihtlaselt igas piirkonnas
el <
DaR IgazGDaRkorral }tz 1’—’6Z 11nt‘_6Rez 1)Int _ 4Rez— 1<{tR ) t;17

P 7 T 2 T .
Olgu g(t) =e (R £ Siis ‘t e ‘ < g(t) Vz € Dy R, Vt € (0,00) ja

00 1 o]
/ g(t) dt = / et lat + / ettt
0 0 1

Kuna tlim e /2R — 0, siis AM > 0: e V2R < MOVE> 1. Seega
—00

> ! > 1 oM
g(t dté/ ta_ldt+/ Me P24t = = 42—
| awar< | 1 Lo

o0
Weierstrassi tunnuse tottu integraal I'(z) = / t*~Le~!dt koondub iihtlaselt igas piirkonnas D, R,

0
seega ka igas kinnises piirkonnas, mis sisaldub pooltasandis Re z > 0.
Tga t € (0,00) korral funktsioon t*~le™t = ez Inte—t on regulaarne pooltasandis Re z > 0. Seega

o
ka Euleri I'-funktsioon I'(z) = / t*~Le~tdt on regulaarne pooltasandis Re z > 0.
0

Gammafunktsiooni omadusi:
1. T'(z+1) = 2I'(2), Rez > 0;
2. I'(n+1) =n!, n e Ny.
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Peatukk 5

Analuutilised funktsioonid

5.1 Arvread

o0
Definitsioon. Arvreaks nimetatakse lopmatut summat Zuk, ur € C. Arvrea osasummaks nimeta-
k=0
n
takse loplikku summat S, = Z U
k=0
Definitsioon. Arvrida nimetatakse koonduvaks, kui tema osasummade jadal leidub 16plik piirvadrtus,

vastasel juhul nimetatakse arvrida hajuvaks. Koonduva arvrea osasummade jada piirvdartust nimeta-
takse selle rea summaks.

Lause 2. Olgu up = ag + ibg, ax, by € R. Siis rida Zuk koondub parajasts siis, kui koonduvad read
k
S o Y
k k

Lause 3 (Rea koonduvuse tarvilik tunnus). Kui rida Zuk koondub, siis lim ug = 0.
. k—ro00

Toestus. Kuna ug = Si, — Sk41, siis lim ug = lim (Sg — Skg—1) = 0.
k—o0 k—o0
o0
Lause 4 (Cauchy kriteerium ridade jaoks). Rida ) uy koondub parajasti siis, kui

k=1
Ve>0dNeN:m>n>N=

m

> w

k=n+1

<e.

Definitsioon. Arvrida Z ug nimetatakse absoluutselt koonduvaks ehk mooduli jérgi koonduvaks, kui
k
rida Z |ug| koondub.
k

Lause 5 (Absoluutselt koonduva rea koonduvus). Iga absoluutselt koonduv arvrida on koonduv.

o]
Toestus. Olgu rida ) u absoluutselt koonduv.
k=1
m m m
Olgue>0.SiisINeN:m>n>N= > |ug <eseegaka| > upl < > |ug|<e.
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Lause 6 (Positiivsete ridade vordlustunnus). Olgu 0 < uy < vg iga k > N korral. Siis
a) kui rida ka koondub, siis rida Zuk koondub.
k k

b) kui rida Zuk hajub, sits rida ka hajub.
k k
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Uk+1

Uk

Lause 7 (d’Alemberti koonduvustunnus). Kui leidub piirvidrtus D = klim
—00

ning D < 1, siis

oo
rida Zuk koondub absoluutselt. Kui D > 1, sits rida hajub.
k=0

Lause 8 (Cauchy koonduvustunnus). Kui C' = limsup {/|ug| < 1, siis rida Z uy, koondub absoluutselt.
k—ro00
k=0

Kui C > 1, sits rida hajub.

Ulemise piirvdirtuse definitsioon: limsup 2 = lim sup x,, = max{a: a = hm xp, }-
k—o0 k=00 >k

5.2 Funktsionaalread

Olgu funktsioonid f; madratud hulgas D.

oo
Definitsioon. Funktsionaalreaks nim. 10pmatut summat Z fr(2), z € D.
k=0

Definitsioon. Funktsionaalrida nim. koonduvaks hulgas D, kui ta koondub iga z € D korral.

Kui funktsionaalrida koondub hulgas D, siis on iga z € D korral méadratud selle rea summa ehk
hulgal D on méidratud funktsioon f, mida nim. selle rea summaks.

Koonduvus hulgas D funktsiooniks f tdhendab, et
n
> (o) 1) <
k=0
Deﬁnitsioon Funktsionaalrida nim. iihtlaselt koonduvaks hulgas D, kui Ve > 0 AN € N:n > N =

VzeD,Ve>0dN eN:n> N =

<eVzeD.

Teoreem 25 (Weierstrassi tunnus). Olgu fr, k € N mddratud hulgas D. Kui |fi(z)] < ag, k € N iga

z € D korral ning rida Zak koondub, stis rida Z fr(2) koondub ihtlaselt ning absoluutselt hulgas D.
k k

Toestus. Teoreemi eeldustest ja positiivsete ridade vordluslausest jéreldub, et iga fikseeritud z € D
korral rida Z fr(2) koondub absoluutselt, seega ka koondub. Olgu tema summa f(z). Olgu € > 0.

Cauchy kriteeriumi pohjal IN e N:m >n>N= Y a5 < g Siis

k=n+1
Sh) =Y f@] =] > K@< D IS D a<s
k=0 k=0 k=n+1 k=n+1 k=n+1
. .. . = £
Minnes siin piirile m — oo, saame |f(z) — Z fr(2)| < 3 <e
k=0

Teoreem 26 (Funktsionaalrea summa pidevus). Olgu D C C hulk, mille iga punkt on thtlasi tema
kuhjumispunkt. Hulgas D 1tihtlaselt koonduva pidevate funktsioonide rea summa on pidev hulgas D ning
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Toestus. Olgu f(z Z fr(2). Olgu € > 0. Valime n € N nii, et < % Vz € D. Olgu

n
z € D fikseeritud. Loplik summa, Z frx(2) on pidev, seega
k=0

n

Y Q=D fil2)
k=0

k=0

36>0:¢CeD, |[(—z<0= <

Niiiid kui ¢ € D, |¢ — 2| < 8, siis

n n n
SR+ DA =D frl2) ka
k=0 k=0 k=0
Teoreem 27 (Funktsionaalrea summa integreeruvus). Kui funktsioonid f, on pidevad tikiti siledal

joonel T ning rida ka(z) koondub ihtlaselt joonel T', siis / Z fe(z)dz = Z/ fr(z)dz
— g k=0T

‘f(C)_f(z)Sf(C)_ < — _|_ _|_,

3 3 3

Toestus. Olgu f(z Z fr(z). Siis f on pidev joonel T', seega ka integreeruv.

Z fi(2) = f(2)

k=0
g /

z)dz — kio/rfk(z) dz
seega /Ff(z) dz = ki;/rfk(Z) dz

Mirkus. Siin piisaks ka eeldusest, et funktsioonid f; on integreeruvad, siis saaksime ka, et rea summa
integreeruv joonel T'.

Olgu & > 0. Valime N € N: n > N = < £ ¥ eT. Niiid
ST

)| |dz| < —sr =€,
ST

Teoreem 28 (Weierstrassi teoreem funktsionaalrea summa diferentseeruvusest). Olgu fr regulaarsed
oo

tokestatud pitrkonnas D ning pidevad kuni tikits sileda rajani I'. Kui rida ka(z) koondub tihtlaselt

k=0
rajajoonel I', siis
1) see rida koondub kogu piirkonnas D funktsioom’ks I
2) [ on regulaarne piirkonnas D ning f( Z fkm) ) iga z € D korral.

fk(C) dg

27rz r (—z~

Toestus. Cauchy valemi pohjal fi(z) =

Iga fikseeritud z € D korral [(—z| > § > 0 V( € T', seega rida Z fe(©) koondub {ihtlaselt rajajoonel
-z

I'. Rida vo6ib integreerida liikmeti, seega rida koondub iga z € D korra] Té&histame

20 10
ka . dg.

Seega f avaldub Cauchy tiiiipi integraalina, Jarellkult ta on regulaarne piirkonnas D ning

1) = 2 F(Z;f’“ 2o fl)

See rida koondub iihtlaselt joonel I', seega voime rida litkmeti integreerida:
(m ) f k
roe =3 [ e = 3
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5.3 Astmeread

o
Definitsioon. Astmereaks punktis a € C nim. funktsionaalrida kujul Z cn(z —a)", kus ¢, € C.
n=0
Definitsioon. Astmerea punktis a koonduvusringiks nim. suurimat ringi B(a, R), kus astmerida koon-

dub; selle ringi raadiust nim. astmerea koonduvusraadiuseks.
Teoreem 29 (Cauchy-Hadamard). Astmerida koondub absoluutselt ringis B(a, R) ja hajub viljaspool
(siin voib olla ka R =0 voi R = 00).

ringi B(a, R), kus R =

lim {/|cy|
n—oo
Toestus. 1) Olgu |z —a| < R. Kuna limsup {/|c,(z — a)?| = i ]—%a| < 1, siis ¢ € (0,1) ja N € N nii,
n—oo

et {/|en(z —a)?| < ¢, kui n > N. Seega |cp(z — a)"| < ¢", kui n > N. Kuna rida > ¢" koondub, siis
ka astmerida koondub punktis z.

2) Olgu |z — a|] > R. Kuna limsup {/|cp(z —a)?| = 2= dl > 1, siis leidub osajada nii, et
n—oo R

lcn, (2 — a)™| > 1, seega rea tildliige ei koondu nulliks.

Jéareldus 5. Iga r < R korral astmerida koondub ihtlaselt ja absoluutselt ringis B(a,r).

Toestus. Olgu 0 < r < R. Siis iga z € B(a,r) korral |c,(z —a)"| < |ep| ™. Kuna limsup V/|cp|r? =
r n—oo

R
absoluutselt ringis B(a,r).

< 1, siis rida ) ¢, 7™ koondub, seega Weierstrassi tunnuse pohjal > ¢, (z — a)™ koondub iihtlaselt ja

Jéareldus 6. Astmerea summa on requlaarne ringis B(a, R) ning astmerida voib oma koonduvusringis
litkmeti diferentseerida ja integreerida.

Toestus. Iga z € B(a, R) korral leidub r: |z —a| < r < R. Astmerida koondub iihtlaselt ringis B(a,r),
seega ta on regulaarne punktis z ning rida voib liikmeti diferentseerida.

Olgu v mingi tiikiti sile kover ringis B(a, R). Siis leidub r < R nii, et v C B(a,r). Seega astmerida
koondub iihtlaselt joonel v ning rida voib liikmeti integreerida.

5.4 Taylori rida

Olgu f regulaarne punktis a.
f(a)

o
Definitsioon. Astmerida E '
n!

n=0

(z — a)" nimetatakse funktsiooni f Taylori reaks punktis a.

Teoreem 30 (Astmerea iihesus). Iga astmerida punktis a, mille koonduvusraadius on posititvne, on
oma summa Taylori rida.

(o]
Toestus. Olgu ch(z —a)" = f(z). Vottes z = a saame ¢y = f(a). Diferentseerime rida liikmeti:

n=0
[e.9]
Z can(z —a)" 1 = f'(2). Véttes siin z = a saame ¢; = f'(a). Diferentseerides m korda litkmeti saame
n=1

1)

Z con(n—1)---(n—m+1)(z —a)" ™ = f™(2), seega ¢, = '
— m!

Jareldus 7. Kui funktsioon on arendatav posititvse koonduvusraadiusega astmeritta punktis a, siis see
arendus on tihene.

Jéareldus 8 (Cauchy vorratus). Olgu f regulaarne ringis B(a, R) ning pidev kuni rajani. Siis f Taylori

rea punktis a kordajate jaoks kehtib vorratus |c,| < —, M = max |f(2)].
R" |z—al=R
Toestus. Meil oli toestatud Cauchy vorratus: kui f regulaarne ringis B(z, R) ning pidev kuni rajani ja
'M (n)
1£(O)] < M, kui |¢ — 2| = R, siis |f(™(2)| < % Votame z = a ja kasutame seost ¢, = / '(a).
n!
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5.5 Analuutilised funktsioonid

Definitsioon. Funktsiooni f nimetatakse analiiiitiliseks punktis a, kui ta on punkti a mingis imbruses
arendatav astmeritta punktis a.

Mingis punktis analiiiitiline funktsioon on ka regulaarne selles punktis.

Teoreem 31 (Regulaarse funktsiooni analiiiitilisus). Punktis a regulaarne funktsioon on analiiitiline
punktis a, kusjuures tema Taylori rida punktis a koondub suurimas ringis B(a, R), milles funktsioon on
requlaarne.

Toestus. Olgu f regulaarne punktis a. Olgu R = sup{r: f on regulaarne ringis B(a,r)}. Siis f on
regulaarne ringis B(a, R).
1 f(Q)

Olgu z € B(a, R) ning olgu |z — a|<r < R. Siis f(z):2m_/ Cizdc. Arendame ritta =
S(a,r)s — -

1 1 1 1 1 =/z—a\"
c—z_@—a)—(z—a)_c—a‘l—z-a_c—az<<—a> '

(—a n=0
1 FO) S~ (2—a\"
Seega f(z)—m/s(w)caz<<a> dc.

n=0
x _\n _\n Mlz — al™
Rida ;‘W koondub iihtlaselt ringjoonel S(a,r), sest ‘f((g)_(za)nii < ‘:n+1a’ , kus
M = Crg?x : |f(C)], seega voime rida liikmeti integreerida:
esS(a,r

o
Jarelikult f(z) = Z cn(z —a)”, kus
n=0

L O e

B % S(a,r) (C - a)n—H

" (a)

n!

Saadud astmerida koondub ringis B(a, R) funktsiooniks f. Teatud juhtudel v6ib astmerea koondu-
vusraadius olla suurem, kuid kui f pole regulaarne suuremas ringis, siis astmerea summa selles suuremas
ringis ei ole f. Ringi rajajoonel leidub kindlasti punkte, kus f pole regulaarne.

Niide. f(z) =Inz, a=—1+1.

Funktsioonil on hiipe reaaltelje negatiivsel osal, see-
ga suurim ring, kus f on regulaarne, on B(—141i,1). ) :
Logaritmfunktsiooni haru, millel on hiipe mooda
imaginaartelje negatiivset osa, iihtib punkti —1 4 ¢ . .
iimbruses funktsiooniga f, seega ka tema Taylori ri-
da selles punktis on sama. See funktsioon on regu- ’ )

laarne ringis B(—1 + i,/2), seega ka Taylori rea
koonduvusraadius on v/2. Kuna liné f(z) = o0, siis
zZ—>

koonduvusraadius ei saa olla suurem.

5.6 Analuiitiliste funktsioonide ainsuse teoreem

n astme poliinoom on itheselt médratud oma viirtustega n + 1 punktis. Kas analiiiitiline funktsioon,
kui “loenduva astmega poliinoom”, on iiheselt mairatud oma viirtustega loenduvas arvus punktides?

Niide. f(z) =sinz: f(2) =0, kui z = km, k € Z.
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Teoreem 32 (Analiiiitiliste funktsioonide ainsuse teoreem). Olgu f ja g analiditilised piirkonnas D
ning vordsed hulgal 2 C D, millel on vdhemalt ks kuhjumispunkt piirkonnas D. Siis f ja g on vordsed
hulgas D.

Toestus. Uldisust kitsendamata eeldame, et g = 0. Olgu a € D hulga E kuhjumispunkt. Olgu B(a, R)
suurim ring keskpunktiga a, kus f on regulaarne. Niitame, et f = 0 ringis B(a, R).
oo

Olgu f(2) = ch(z —a)". Valime (z;) C E \ {a} nii, et 2 — a. Siis f(zx) = ch(zk —a)" =
n=0 n=0
0 Vk € N.

oo o0
Léheme piirile k — oo, saame ¢y = 0. Seega f(2x) = Z cn(zr—a)" = (zp—a) Z cn(zp—a)" 1 =0.
n=1 n=1
Jagame (zp — a)-ga ja ldheme piirile k — oo, saame ¢; = 0.
o

o

Kui ¢, =0,n=0,...,m, siis f(zx) = Z cn(ze —a)® = (zp —a)™ ! ch(zk —a)"m = 0.
n=m+1 n=1

Jagame (zp — a)™*1-ga ja liheme piirile k¥ — oo, saame ¢,,11 = 0.

Seega ¢, = 0 Vn € N ehk f = 0 ringis B(a, R).

Olgu niitid b € D suvaline. Naitame, et f(b) = 0. Olgu B(a, R) suurim ring keskpunktiga a, kus f
on regulaarne. Kui b € B(a, R), siis f(b) = 0.
Kui b ¢ B(a, R), siis tihendame a ja b piirkonda D
kuuluva pideva lihtsa joonega . Olgu a; € +y selline,
et la;—al = R. Olgu Ey = EUB(a, R). Siis f(z)=0,
kui z€ F; ja a; on Ej kuhjumispunkt.
Olgu B(a1, Ry) suurim ring keskpunktiga a1, kus f
on regulaarne. Kui b € B(a1, R1), siis f(b) = 0.

Kui b ¢ B(aj, Ry), siis valime ag € ~ selline, et
lag — a1] = Ry (kui neid on mitu, siis valime mooda
joont ~ kaugeima). Olgu Ey = Ey U B(ay, Ry). Siis
f(2)=0, kui z€ F5 ja ay on Ey kuhjumispunkt.
Olgu B(ag, Ry) suurim ring keskpunktiga ag, kus f
on regulaarne. Kui b € B(ag, R2), siis f(b) = 0. Jne.
Lopliku arvu sammude jirel jouame olukorrani kus b € B(ay, R,,), seega f(b) = 0. (Kui ¥n € N
b & B(an, Ry), siis Ja, = nli_{roloan. Kuna a, € v C D, siis 3r > 0: B(ax,r) € D. Siis In € N: |a, —as| <

r/2, seega R, > /2 ja an+1 peaks asuma joont v modda kaugemal kui a., vastuolu.)

Jareldus 9. Funktsioonid e*, sinz, cosz, tanz,...on ihesed sellised analiiitilised funktsioonid, mis
reaalteljel langevad kokku vastavate reaalmuutujate funktsioonidega. Funktsioonid Inz ja {/z peaosa on
samuti thesed sellised analiititilised funktsioonid, mis reaaltelje posititvsel osal langevad kokku vastavate
reaalmuutujate funktsioonidega ning mille valjaloige paitkneb piki reaaltelje negatiivset osa.

Jareldus 10. Komplekstasandil kehtivad koik reaalmuutuja analiitisist tuttavad analiiitilised valemid.

NB! Ettevaatust multifunktsioonidega ja nende harudega! Tavaliselt on voimalik leida mingi piir-
kond, kus valemid konkreetse haru jaoks kehtivad. Multifunktsioonide puhul tihti kehtib vorduse asemel
vordus konkreetsetele punktidele vastavate viaartuste hulkade mingite alamhulkade vahel.

Naiteks In(z122) # In z1 + In 29, kuid seos kehtib, kui Re 21, zo > 0.

NB! Ei kehti valemid, mis sisaldavad absoluutviirtust. Samuti ei kehti vorratused.

5.7 Analuittilise funktsiooni nullkohad

Definitsioon. Arvu zp nim. funktsiooni f nullkohaks, kui f(zp) = 0. Arvu zp nimetatakse funktsiooni
f n jirku nullkohaks, kui f(zo) = f'(z0) = --- = f™ I (z) = 0 ja £ (z) # 0.
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Lause 9. Analidtilisel funktsioonil f on punktis zo n jarku nullkoht parajasti siis, kui f(z) = (z —
20)"p(2), kus ¢ on analiiitiline punktis zo ja p(zo) # 0.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu funktsioonil f n jarku nullkoht punktis zg. Siis

(k) (, 2. FR) (4
£ = Y T (o g = (oo S T gy = (o gy,

k=n k=n

> #(k) (n)
kus ¢(z) = Z / k('Zo) (z— 20)* " ja @(20) = / n('Zo)_
= ! !

Piisavus. Olgu f(2) = (2 — 20)"¢(2), kus ¢(z) = ch(z — 20)" ja g = @(20) # 0. Siis
k=0

f(z) =(z—2)" ch(z — zo)k = ch(z — zo)k+".
k=0 k=0

Teoreem 33 (Analiiiitilise funktsiooni nullkohtade arv kinnises piirkonnas). Mittekonstantsel analiiii-
tilisel funktsioonil on kinnises tokestatud piirkonnas tdlimalt [oplik arv nullkohiti.

Toestus. Kui funktsioonil oleks 1opmatu arv nullkohti kinnises tokestatud piirkonnas, siis Bolzano-
Weierstrassi teoreemi pohjal leiduks neil kuhjumispunkt funktsiooni analiiiitilisuse piirkonnas (mis on
alati lahtine). Analiiiitiliste funktsioonide ainsuse teoreemi pohjal on siis funktsioon konstantselt null.

Jéreldus 11 (Analiiiitilise funktsiooni nullkohtade arv piirkonnas). Piirkonnas D mittekonstantsel ana-
littilisel funktsioonil on ulimalt loenduv arv nullkohti selles piirkonnas.

Toestus. Olgu D, = {z € D: |z| <n, d(z,T) > 1}, n € N. Siis D,, on kinnine tkestatud piirkond iga
n € N korral, seega funktsioonil f on iilimalt 16plik arv nullkohti selles piirkonnas. Olgu NV, funktsiooni

nullkohtade hulk kinnises piirkonnas D,,. Siis N = U N, on funktsiooni f nullkohtade hulk piirkonnas

n=1
D, mis on iilimalt loenduv.

Jédreldus 12 (Analiiiitilise funktsiooni nullkohtade isoleeritus). Mittekonstantse analiditilise funktsiooni
nullkohad on isoleeritud, s.t. iga nullkoha jaoks leidub selle nullkoha iimbrus, mis ei sisalda teisi selle
funktsiooni nullkoht.

Toestus. Olgu zg mingi funktsiooni f nullkoht. Valime kinnise ringi B(zg, ) funktsiooni analiiiitilisuse
piirkonna sees. Siis funktsioonil on selles ringis iilimalt 16plik arv nullkohti zg, 21, . . ., 25.

Kui n = 0, siis B(zo,7) ei sisalda teisi nullkohti. Kui n > 0, siis valime r; = . min |z — zo|. Siis
=1,...,n

B(zp,71) el sisalda teisi nullkohti.

31



Peatiikk 6

Analuutilise funktsiooni isearased punktid.
Laurent’i rida

6.1 Laurent’i rida

Mingi funktsiooni Taylori rida koondub selleks funktsiooniks suurimas ringis, kus funktsioon on regu-
laarne. Vahel on vaja funktsiooni arendada ritta, mis koonduks kusagil kaugemal, vo6i siis sellise punkti
iimbruses, kus funktsioon pole regulaarne.

o5} o) —1
Definitsioon. Kahepoolselt 16pmatu rea Z u, summaks nimetatakse ridade Zun ja Z Uy =

n=-—o00 n=0 n=-—o0o

Z U_, summat, eeldusel, et molemad summad koonduvad. Sel juhul kahepoolselt 16pmatut rida nim.

m=1
koonduvaks, vastasel juhul hajuvaks.

Teoreem 34 (Funktsiooni Laurent’i rida). Olgu funktsioon f regqulaarne rongas D = {z € C: r <
|z —a| < R} (siin voib olla r =0 véi R = 00). Siis

f(z) = Z en(z—a)", z€ D, kus ani f(¢)d¢

2m S(a,p) (C - a)nJrl’

r<p<DR.

n=-—o0o
Toestus. Olgu z € D. Valime r1 ja Ry nii, et r <7 < |z —a| < Ry < R.

Olgu D1 ={( € C: r; <|¢—a| < Ry}. Cauchy valem piirkonnas Dy:

_ 1 f(Qd¢ 1 f(§)d¢
f(Z)_QTFi S(a,R1) C*Z 21 /9(07T1) C*Z
Kui ¢ € S(a, Ry), siis - : a‘ < 1, seega
1 1 IR S R < GO
Gl (o s ey R A = DY 2

see rida koondub {tihtlaselt joonel S(a, R;) ka parast korrutamist avaldisega f(().
Kui ¢ € S(a,r), siis |>— a

< 1, seega
—-a

(-2 ((—a)—(z—a) z—a $=o _

z—a n=0

1 1 1 1 = (C—a)"
1__2( )

- - (z —a)ntl’

see rida koondub thtlaselt joonel S(a,r1) ka pérast korrutamist avaldisega f(().
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Asendades need esialgsesse integraali saame

_ 1 f(Qd¢ 1 f(¢)d¢

f(Z) - 2mi S(a,R1) ¢(—z 2mi /S(a,rl) ¢—=z
o = (z—a)" | = (—a)r
=5 s " 2 i Sy PO 2 ey

SGeargn [ A ace S emam s [ o - arac
n=0 n=0

(a,Ry) (C—a)"T! 210 Js(a,m)

Paneme téhele, et integraalid voib asendada integraaliga tle S(a,p), kus 7 < p < R on suvaline.
Seega

(o)

f(Z) = Z Cn(z - a)n’ kus ¢, =

n=—0oo

1 f(Q)d¢

277'[‘@' S(a,p) (C - a)TH_l ‘
Mirkus. Kui f on ka pidev kuni rajani rongas D, siis voib votta r < p < R.

Jéareldus 13 (Cauchy vorratus). Olgu f regulaarne rongas D. Olgu M, = | max |f(z)|, r < p < R. Siis

z—al=p
M
funktsiooni f Laurent’i rea rongas D kordajate jaoks kehtib vorratus |cp| < —rf, neZigar <p<R
p

korral. Kut f on ka pidev kuni rajani rongas D, sits voime votta r < p < R.

1/ fQd¢ | 1M, M,
S

Toestus. |cp| =

27i (@) (¢ — a)ntl| = 27 pntl CATp o
o : - 1 f(¢)d¢ .
Definitsioon. Rida f(z) = E cn(z —a)", z€ D, kus ¢, = — ——— 1 < p < R, nim.
( ) n=—00 ( ) 2mi S(a,p) (C - a)TH-l

funktsiooni f Laurent’i reaks rongas D.
o0

Definitsioon. Laurent’i rea osa g cn(z — a)™ nim. Laurent’i rea korrapéraseks e. regulaarseks osaks,

n=0
—1

0sa E ¢n(z —a)™ nim. Laurent’i rea peaosaks.

n=—oo
o

Definitsioon. Laurent’i rea Z cn(z — a)" koonduvusrongaks nim. suurimat rongast {z € C: r <

n=—0oo

|z — a|] < R}, kus rida koondub.

Laurent’i rea koonduvuspiirkond on alati rongas, sest

e korrapidrane osa on astmerida, selle koonduvuspiirkond on ring;

e peaosas voime teha muutujavahetuse ¢ = , Ssiis

-1 -1

Z en(z—a)" = Z (" = Z c_mC™,
m=1

n=—oo n=—oo

see on samuti astmerida, mille koonduvuspiirkond on ring |¢| < 1 ehk |z —a| > 7.

Funktsiooni f Laurent’i rida koondub funktsiooniks f suurimas rongas iimber punkti a funktsiooni
isedrasuste vahel, kus funktsioon on regulaarne.

Teoreem 35 (Laurent’i rea regulaarsus). Laurenti rida koondub ihtlaselt ja absoluutselt igas kinnises
hulgas oma koonduvusrénga sees. Laurent’i rida on regulaarne oma koonduvusréngas ning teda voib selles
rongas liskmeti diferentseerida jo integreerida.
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o0
Toestus. Olgu Laurent’i rea Z cn(z — a)" koonduvusrongas D = {z € C: r < |z — a|] < R} ning
n=-—00
olgu Dy C D mingi kinnine hulk. Siis leiduvad r; ja Ry nii,et r <7 < Ri < RjaD; C{z€C:r <

|z —a| < Ri}.
—1

[ee]
Rea korrapérane osa koondub iihtlaselt ringis |z—a| < R; jarea peaosa Z en(z—a)" = Z c_mC™
n=-—00 m=1

1
koondub tihtlaselt ringis |(| < — ehk |z —a| > 7.
1

Uhtlaselt koonduvat funktsionaalrida voib liikmeti diferentseerida ja integreerida.

oo
Teoreem 36 (Laurent’i rea thesus). Iga rida kujul Z cn(z — a)", mis koondub mingis rongas, on
n=-—o00
oma summa Laurent’i rida selles réngas.

oo
Toestus. Koondugu rida Z ¢n(z — a)™ mingis rongas D ning olgu tema summa f(z). Naitame, et

siis ¢, = L M
"t e (C— @)Y

dg 0 n #0
K [ ) ) )
una /S(a,p) (( —a)nt? { omi, n=0

siis

kus S(a, p) on mingi ringjoon ronga D sees.

ning iihtlaselt koonduvat rida voib liikmeti integreerida,

1 f(C) dC _ 1 = _ \ym—n—1
ﬁ S(a,p) (C - a)n+1 B % S(a,p) m;oo CW(C a) dC

- / -1
= — cm(C—a)™ " dC = ey,
271 Z S(a,p) ( )

m=—00

Mirkus. Uhe punkti iimber véib olla mitu rongast, kus saab funktsiooni
arendada Laurent’i reaks. Kui meil rongas on fikseeritud, siis rida on
ithene.

6.2 Analiiiitilise funktsiooni iseidrased punktid

Definitsioon. Punkti a € C nimetatakse funktsiooni f isedraseks punktiks, kui f pole regulaarne punk-
tis a. Funktsiooni f isedirast punkti a nimetatakse isoleeritud isedraseks punktiks, kui leidub punkti a
iimbrus, kus pole teisi isedraseid punkte peale punkti a.

Olgu punkt a funktsiooni f isoleeritud isedrane punkt.
Definitsioon. Punkti a nimetatakse funktsiooni f

e korvaldatavaks isedraseks punktiks, kui leidub loplik ligl f(z),

e pooluseks, kui lgn f(z) = o0,

e oluliselt isedraseks punktiks, kui ei leidu piirvadrtustlim f(z).
zZ—ra

. o sinz . - . .
Niide. Punkt z = 0 on funktsiooni z — —— korvaldatav isedrane punkt, funktsiooni z — % poolus ja
z

funktsiooni z — /% oluliselt isedrane punkt.
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T isedirane punkt, kuid mitte isoleeritud (hargne-

1
Niide. Punkt z = 0 on funktsioonide /z, Inz, ——
si

z
mispunkt voi pooluste kuhjumispunkt).

6.2.1 Funktsiooni isoleeritud iseiirase punkti tiiiibi ja funktsiooni Laurent’i rea selle
punkti {imbruses peaosa vaheline seos

Lause 10 (Korvaldatav isedrasus). Olgu a funktsiooni f isoleeritud isedrane punkt ning olgu f tokestatud
punkti a mingis imbruses. Sits funktsiooni f on punktis a korvaldatav isedrasus ning funktsiooni f
Laurent’s rida selle punkti imbruses ei sisalda peaosa.

oo

Toestus. Arendame funktsiooni f Laurent’i ritta punkti a timbruses: f(z) = Z en(z — a)", kui

n=-—00
z€B(a,r)\ {a}.
M
Olgu [f(2)| < M selles timbruses. Siis Cauchy vorratuse pohjal saame, et [c,| < — = Mp™", kui

0 < p<r. Kuin <0, siis lastes p — 0 saame, et ¢, = 0. Seega funktsiooni f Laurent’i reas peaosa
puudub.

o
Jarelikult f(z) = ch(z — a)". See on astmerida, mis on regulaarne oma koonduvuspiirkonnas.
n=0

Seega lim f(z) = ¢ ehk tegu on korvaldatava isedrasusega.
zZ—ra

Jéareldus 14. Kui funktsioonil f on punktis a korvaldatav isedrasus, siis defineerides f(a) = li_I>n f(2)
z a

saame uve funktsiooni, mis on regulaarne punktis a.

Toestus. Kui leidub 16plik piirvaédrtus li_1)"ﬂ f(2), siis f on tokestatud punkti a mingis timbruses. Seega
z—a
oo
tema Laurent’i rida punkti a iimbruses ei sialda peaosa ehk f(z) = Z cn(z — a)". See on astmerida,

n=0
mis on regulaarne oma koonduvuspiirkonnas.

Jareldus 15. Funktsiooni f isoleeritud isedrane punkt a on kérvaldatav isedrane punkt parajasti siis,
kui selle punkti imbruses tema Laurent’s real peaosa puudub.

Mirkus. Tihti ei tehta vahet funktsioonil, millel on korvaldatav isedrasus mingis punktis ja funktsioo-
nil, mis on saadud pérast selle korvaldatava isedrasuse korvaldamist. Nii deldakse néiteks, et funktsioon

sin z
f(z) = on regulaarne punktis 0.
z

1
Olgu funktsioonil f poolus punktis a, s.t. liLn f(2) = oo. Siis funktsioonil g(z) = m on korvaldatav
z—a z

isedrasus punktis a ning lim g(z) = 0. Defineerides g(a) = 0 saame punktis a regulaarse funktsiooni,
zZ—a

millel on nullkoht selles punktis.

Lause 11. Funktsioonil f isoleeritud isedrane punkt a on poolus parajasti siis, kui funktsioonil g(z) =

1
—— on nullkoht punktis a.
f(z)

1
Definitsioon. Funktsiooni f pooluse jirguks punktis a nimetatakse funktsiooni g(z) = m nullkoha
z

kordsust punktis a.

Lause 12. Funktsiooni f isoleeritud isedrane punkt a on poolus parajasti siis, kui selle punkti imbruses
tema Laurent’s rea peaosa sisaldab lopliku posititvse arvu nullist erinevaid litkmeid, kusjuures pooluse
jark on vordne vihima astendajaga nullist erineva litkme astendaja vastandarvuga, s.t. funktsioonil f
on punktis a m jarku poolus parajasti siis, kui

[e.e]

fz)= > en(z—a)", z€B(a,r)\{a}, c_m #0.

n=—m
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1

Toestus. Tarvilikkus. Olgu funktsioonil f m jirku poolus punktis a. Siis g(z) = m =(z—a)"p(2),
z

kus ¢ on analiiiitiline punktis a ja ¢(a) # 0. Seega funktsioon ¥ (z) = —— on analiiiitiline punktis a

p(2)
ning ¢ (a) # 0, jarelikult

Fe) = () =~ S b =) = Y bz — ), kus by £0.
(Z CL) (Z CL) n=0 k=—m
Piisavus. Olgu f(z) = i cn(z —a)", z € B(a,r) \ {a}, c_m # 0. Siis

O P A ——"

(z—a)™ (z—a)™
1
kus 1 on analiiiitiline punktis a ja ¥ (a) # 0. Seega funktsioon ¢(z) = e on analiiiitiline punktis a
z
1
ja ¢(a) # 0 ning g(z) = m = (z — a)™(z), jarelikult funktsioonil f on m jarku poolus punktis a.
z

(;/)_(Z))m punkti a

Jédreldus 16. Funktsioonil f on punktis a m jirku poolus parajasti siis, kui f(z) =
mingis imbruses, kus ¢ on analiitiline punktis a ning ¥ (a) # 0.

Teoreem 37 (Isedrase punkti tiiiibi ja Laurent’i rea peaosa vaheline seos). Olgu funktsioonil f punktis
a € C isoleeritud isedrasus. Siis

i) funktsioonil f on punktis a kérvaldatav isedrasus parajasti siis, kui selle punkti imbruses tema
Laurent’ real peaosa puudub;

i) funktsioonil f on punktis a poolus parajasti siis, kui selle punkti imbruses tema Laurent’i rea
peaosa sisaldab lopliku posititvse arvu nullist erinevaid litkmeid, kusjuures pooluse jark on vordne
vdhima astendajaga nullist erineva litkme astendaja vastandarvuga;

ii1) funktsioonil f on punktis a oluline isedrasus parajasti siis, kui selle punkti imbruses tema Laurent’i
rea peaosa sisaldab lopmatu arvu nullist erinevaid liskmesd.

6.2.2 Funktsiooni kiiitumine olulise iseirasuse iimbruses

Teoreem 38 (Casorati-Weierstrass (Sohhotski)). Olgu funktsioonil f punktis a € C oluline isedrasus.
Siis iga A € C korral leidub selline jada (z,), et li_>m Zn =a ja li_>m flzn) = A.
n—oo n—oo

Toestus. 1) Olgu A = oco. Kuna f ei ole tokestatud {iheski ringis B(a,%), siis Vn € N dz, €
B(a, 1) : f(zn)| > n. Siis z, — a ja f(zn) — 0.

2) Olgu A € C. Kui Vn € N 3z, € B (a, ) : f(2,) = A, siis vilide kehtib.

Kui IN € N: Vz € B (a, +) \ {a} f(2) # A, siis defineerime g(z) = . Niitid g on regulaarne

o
flz) - A
piirkonnas B (a, +;) \ {a} ning tal on punktis a oluline isefrasus.
1
Osa 1) pohjal leidub jada (zy,) nii, et 2z, — a ja g(z,) — oo. Siis f(z,) = A+ ﬁ S A
9\Zn

Teoreem 39 (Picardi Suur Teoreem). Olgu funktsioonil f punktis a € C oluline isedrasus. Siis leidub
selline B € C, et iga A € C\ {B} korral leidub selline jada (zy,), et 1Lm zn =a ja f(z,) = A.

Niide. /% a = 0. Siin B = 0. Iga A # 0 korral voime lahendada vorrandi e!/? = A:

1

= Z.
LnA In|A|+iarg A+ 2nmi’ ne

1
—=InA & 2=
z

1
In|A| +iarg A + 2nmi’

Olgu z, = n € N. Siis z, — 0 ja f(z,) = A.
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6.2.3 Funktsiooni kiditumine lopmatuspunktis

Definitsioon. Kui f on regulaarne piirkonnas C\ B(0, R), siis deldakse, et funktsioonil f on 16pma-
tuspunktis isoleeritud isedrasus. Isedirasuse tiilip defineeritakse samamoodi kui 16pliku punkti korral:
I6pmatuspunkti nimetatakse funktsiooni f

e korvaldatavaks isedraseks punktiks, kui leidub loplik lim f(z),

Z—00
e pooluseks, kui lim f(z) = oo,
Z—00
e oluliselt isedraseks punktiks, kui ei leidu piirvddrtust lim f(z).
Z—r 00
. . .. 1 .. : .
Teeme muutujavahetuse z = c ja tahistame F(¢) = f <C> Siis z = 00 < ¢ — 0 ning kui f on

regulaarne lopmatuse iimbruses, siis F' on regulaarne 0 {imbruses (vélja arvatud nullpunkt ise).

Funktsiooni f isefrasuse tiilip l0pmatuspunktis on sama mis funktsiooni F' isedrasuse tiilip null-
punktis, sest lim f(z) = lim F'({).
Z—00 ¢—0

o
Olgu funktsiooni f Laurent’i rida 16pmatuse iimbruses f(z) = Z cp 2", Siis funktsiooni F' Lau-
n=-—o0o
1 o0 oo
rent’i rida nullpunkti timbruses on F(¢) = f <> = Z (T = Z c_nC™.
C n=-—o00 n=-—o00
-1 o0 o0 0
Siin peaosa on Z c ("= chC_" ja korrapirane osa on Zc_nC" = Z e
n=-—00 n=1 n=0 n=-—00

Seega ka funktsiooni f jaoks lopmatuspunkti iimbruses defineeritakse Laurent’i rea peaosa kui
) 0
Z cn 2" ning korrapérane osa: Z cp2™.
n=1 n=—00

Isedrase punkti tiiiibi ja Laurent’i rea peaosa vahel kehtib samasugune seos nagu 16pliku punkti pu-
hul: korvaldatava isedrasuse korral peaosa puudub, pooluse puhul on peaosas loplik arv nullist erinevaid
liikmeid ning olulise isedrasuse korral lopmatu arv nullist erinevaid liikmeid.

Kui funktsioonil f on lopmatuspunktis korvaldatav isedrasus, siis defineerime f(o0) = Zlggo f(2) ning

iitleme, et f on regulaarne l16pmatuspunktis.
Teoreem 40 (Liouville). Kui funktsioon on regulaarne tdielikul komplekstasandil, siis ta on konstanine.

Toestus. Kuna f on regulaarne 16pmatuspunktis, siis leiduvad R > 0 ja My > 0 nii, et |f(2)| < My,
kui |z| > R.

Kuna f on pidev kinnises tokestatud piirkonnas B(0, R), siis leidub My > 0 nii, et |f(2)| < My, kui
|z| < R.

Seega funktsioon on regulaarne ja tokestatud kogu komplekstasandil, jarelikult Liouville’i teoreemi
kohaselt ta on konstantne.

6.3 Lihtsamad analuitiliste funktsioonide klassid

Definitsioon. Kogu komplekstasandil regulaarset funktsiooni nimetatakse taisfunktsiooniks (entire
function).

Kui f on tiisfunktsioon, siis on 3 voimalust:
1. kui funktsioon on regulaarne lopmatuspunktis, siis ta on konstantne;

2. kui funktsioonil on lopmatuspunktis poolus, siis ta on poliinoom;
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3. kui Iopmatuspunktis on oluline isedrasus, siis nimetatakse funktsiooni tdistranstsendentseks funkt-
siooniks (néiteks e, sin z, cos z).

Teoreem 41 (Picardi Viike Teoreem). Kui f on mittekonstantne tdisfunktsioon, siis kas f(C) = C vdi
f(C) =C\ {a} mingi a € C korral.

Toestus. Meil on 2 voimalust:
1) kui f on poliinoom, siis iga w € C korral leidub z: f(z) = w (algebra pohiteoreem);
2) kui lopmatuspunktis on oluline isedrasus, siis viide jareldub Picardi suurest teoreemist.

Definitsioon. Funktsiooni, mille koik komplekstasandil asuvad isedrased punktid on poolused, nime-
tatakse meromorfseks.

Niide. Ratsionaalfunktsioonid; tan z, th z; tildisemalt funktsioonid kujul i, kus f ja g on tdisfunkt-
g
sioonid.

Lause 13 (Meromorfse funktsiooni pooluste arv). Meromorfsel funktsioonil véib tokestatud piirkonnas
olla awnult loplik arv pooluseid; kogu komplekstasandil voib pooluste arv olla loenduv.

Toestus. Kui tokestatud piirkonnas oleks lopmatu arv pooluseid, siis oleks neil vihemalt {iks kuhju-
mispunkt komplekstasandil. See kuhjumispunkt on isedrane punkt, mis pole isoleeritud.

Kui igas ringis B(0,n) on ainult 16plik arv pooluseid, siis kogu komplekstasandil saab neid olla
maksimaalselt loenduv arv (16plike hulkade loenduv {ihend).

Teoreem 42. Kui funktsiooni f koik isedrased punktid tdielikul komplekstasandil on poolused, siis f on
ratstonaalfunktsioon.

Toestus. Kui pooluseid oleks 16pmatu arv, siis neil oleks (vihemalt 16pmatu) kuhjumispunkt. Seega

on pooluseid 16plik arv. Olgu funktsiooni poolused (v.a. l6pmatuspunkt) aq, ..., a,. Olgu nende poo-
—1
luste timbruses funktsiooni f Laurent’i ridade peaosad g;(z) = Z cyi(z — aj)k, j=1,...,n, kus
k=—m;
mi,...,my on vastavalt nende pooluste jargud. Siis iga j = 1,...,n korral g; on regulaarne téielikul

komplekstasandil, vilja arvatud punkt a;.

m
Olgu 16pmatuse iimbruses funktsiooni f Laurent’i rea peaosa ¢goo(2) = chzk. Siis funktsioonil
k=1

n
h(z) = f(2) — goo(2) — Zgj(z) on korvaldatavad isedrasused punktides ag,...,a, ning oo, mujal on
7=1

h regulaarne. Korvaldades isedrasused saame regulaarse funktsiooni téielikul komplekstasandil. Seega

h(z) = C ning f(2) = C + goo(2) + Y 9(2)-
7=1
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Peatikk 7

Resiidide teooria

7.1 Resiidi moiste. Resiidide teooria pohiteoreem

Kui funktsioon f on regulaarne iihelisidusas piirkonnas D, siis / f(2)dz = 0 iga sellesse piirkonda
gl

kuuluva kinnise joone v korral (Cauchy teoreem). Kui funktsioonil f on isedraseid punkte hulgas D, siis
see iildiselt ei kehti. Kas ka sellisel juhul saab interaale {ile kinnise kovera kuidagi lihtsamalt arvutada?

Definitsioon. Funktsiooni f resiidiks funktsiooni isoleeritud iseiirases punktis @ € C nim. suurust

1
res[f(z);a] = e / f(2)dz, kus v on punkti a sellise imbruse raja, mis ei sisalda teisi funktsiooni f
i
v
isedraseid punkte.
Olgu f regulaarne hulgas B(a,r) \ {a} ning olgu f(z) = Z ¢n(z — a)" punkti a imbruses. Siis

/S(a,r) f(Z)dZ = /g i Cn(Z _ a)n dz — 27_‘_2.0_1.

(@) p=—oo

Kui a € C on funktsiooni f isoleeritud iseérane punkt, siis res[f(z);a] = c_;. Seega kui res[f(z); a] #
0, siis funktsioonil on punktis a kas poolus vo6i oluline isedrasus.
Kui f on regulaarne mingis 16pmatuse iimbruses, siis piisavalt suure R korral

f(2)dz = / enz" dz = 2mic_y,
/S(O,R) =) S(0,R) nz—:oo

aga lopmatuspunkti raja korral tuleks integraal votta vastassuunas. Seega res[f(z);o00] = —c_;1. Kui
res [f(z); 00] # 0, siis funktsioonil f v6ib olla mistahes isoleeritud isedrane punkt, samuti voib funktsioon
olla regulaarne 16pmatuses.

Teoreem 43 (Resiidide teooria pohiteoreem). Olgu funktsioon f regulaarne tékestatud piirkonnas D,
vilja arvatud loplik arv punkte ay, ..., an, ning pidev kuni piirkonna tikits sileda rajani I'. Siis

/ f(z)dz = 27T2'Zres[f(z); ag).
r k=1

Toestus. Loéikame piirkonnast vélja isedraste punktide viikesed
iimbrused B(ay,ry), mis iiksteisega ei 16iku. Ulejasinud piirkonnas
kasutame Cauchy teoreemi:

/Ff(z) dz = i/g(am)ﬂz) dz.

Resiidi definitsiooni kasutades saame

/ f(2)dz = 2mires|[f(z); ag].
S(ak;rr)

39



Jareldus 17. Olgu funktsioon f requlaarne kogu komplekstasandil, vilja arvatud loplik arv punkte
a1y ...,0p. Siis

Zres[f(z); ag] + res[f(z); 00] = 0.

k=1

n

n

Toestus. Valime R > 0 nii, et |agx| < R, k=1,...,n. Siis / f(z)dz = QWines[f(z); a].
S(0,R) P

Teiselt poolt / f(2)dz = —2mires[f(z); 0. Seega Zres[f(z); ax| + res[f(z); 00] = 0.
k=1

S(0,R)

7.2 Resiidide arvutamine

7.2.1 Resiidi arvutamine 1. jirku pooluse korral

Olgu funktsioonil f punktis a esimest jirku poolus. Siis funktsiooni Laurent’i rida punkti a timbruses on
c_

kujul f(z) = —
z—a

Minnes siin piirile z — a, saame

+p(2), kus ¢ on regulaarne punkti a iimbruses. Seega c_1 = (z—a) f(2)+(z2—a)p(2).

c_1 =|res[f(2);a] = lim(z — a) f(2).

zZ—a

Kui f on kujul f(z) = 9(2) kus funktsioonil A on 1. jirku nullkoht punktis a ja g(a) # 0, siis

) (hgz)’ (2) (a)
gz-a:imz—agzzimgzzga seega
res |:h,(Z)’ :| ;aa( )h(z) ;*)a M h,(a’)7 g

zZ—a

msﬁi}4::$%'

7.2.2 Resiidi arvutamine korgemat jarku pooluse korral

Olgu funktsioonil f punktis a m jirku poolus (m > 1). Siis funktsiooni Laurent’i rida punkti a imbruses

on kujul
C_m C_1
(z—a)m ot z—a

f(z) = +¢(2),
kus ¢ on regulaarne punkti a imbruses. Seega

(z = a)"f(2) = com + -+ co1(z = a)" 7+ (2 = a)p(2).
Votame m — 1 korda tuletist:

(z—a)™f)™ = c_y(m — D)+ ((z — a)™p(2) ™.

Minnes siin piirile z — a, saame

1 . m m—
-1 = [reslf(z);a] = oy m (= —0) Fla)m =y,

7.2.3 Resiidi arvutamine olulise isedrasuse korral

Olgu funktsioonil f punktis a oluline isedrasus. Lihtsat valemit pole, arendada funktsioon Laurent’i ritta
punkti a iimbruses voi kasutada resiidide teooria pohiteoreemi jareldust.
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7.2.4 Resiidi arvutamine lopmatuspunktis

Olgu f regulaarne I6pmatuses. Siis funktsiooni Laurent’i rida lopmatuspunkti iimbruses on kujul

0
f(z) = Z 2"
Seega
cop = Zlgrolo f(z) ja co1 = Zlg{.lo 2(f(z) — co).
Kuna res[f(z); 00] = —c_1, siis

Z—00

resl (2 00] = = T = () Jim 7).

7.3 Resiidide kasutamine integraalide arvutamisel

7.3.1 Resiidide teooria pohiteoreemi otsene rakendamine

Olgu funktsioon f regulaarne kinnise tiikiti sileda koveraga I' piiratud tokestatud piirkonnas, vélja
arvatud 10plik arv isoleeritud isedraseid punkte aq,...,a, (iikski isedrane punkt ei asu koveral T'). Siis

/ f(z)dz = 27r7eres[f(z); ag).
r k=1

Kui véljaspool koverat I' asub ainult 16plik arv isoleeritud isedraseid punkte b1, ..., by, siis
/f(z)dz = -2 (Z res[f(2); bg] + res[f(z);oo]> .
r k=1
zdz _ ‘ ' RN (2 _ Ami
Niide. /S(o,g) o1 —2mi (res[f(2); 2] + res[f(2); 00]) = —2mi (63 + 0) =53

7.3.2 Integraalid iile reaaltelje

00 R
Olgu F integreeruv iile reaaltelje. Siis / F(z)dr = Rlim F(z)dz. Olgu F regulaarne iilemisel
—00 —00 —-R
pooltasandil, vélja arvatud loplik arv isedraseid punkte ai,...,a, ning pidev kuni reaalteljeni. Olgu
R > 0 selline, et |agy| < R, k =1,...,n. Olgu 'y ringjoone |z| = R iilemisel pooltasandil asuv osa. Siis
R n
/ F(x)dx + / F(z)dz = 2mi Zres[F(z); a). o ~
—-R T'r k=1 ,/ . \\ 1
N
Seega / \\
! -
[e'e] n lli - \\‘
F(x)dx = 2mi 5 [F(2);ax]) — 1 F(2)dz. ; '
/_OO (x)dz eres[ (2); ak] dim g (z)dz R R
k=1 R

Erijuht: integraal ratsionaalfunktsioonist. Olgu F(z) = , kus P ja @ on poliinoomid.

Q(x)
Olgu Q(z) # 0, kui € R, ning deg Q(x) > deg P(x) + 2 (need tingimused on tarvilikud ja piisavad

selleks, et (z oleks integreeruv tile reaaltelje). Siis
Q(x)
P(z) ’ / 1 |22P(2) 1 M _
dz| < — dz| < —=M -7R=—— — 0, kui R — o0,
0o @) = e 2 ) |1 R R

2

P
sest = ol (;) on tokestatud lopmatuse iimbruses.

z
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Olgu @ nullkohad iilemisel pooltasandil aq,...,a,. Siis

_Z ggg dz = 2mgres {58; ak] .

Niide. /O°° — l)d - /oo . g:2 s i (res[f(2); 4] + res[f(z); 2i]).
1 1
sl 220 = et v 20|y 360

. 1 / —92 —2z
veslf(2); 4] = ((z+2')2(z2—|—4)> Z:Z.: ((z+i)3(22+4) - (z+z’)2<22+4>2)

O 1 1 1
C\=8i-3  —4-9/|,_,

S /°° dx (1 n 1 T
eega =m | — — | = —.
8 | @122+ 4) 36i ' 36i) 18

T 12i 18 360
o
d
Niide. Leida / e
o XAtz +1

z=1

Funktsiooni isedrased punktid on —5 + 72 Esimene idee:

*  coszdx . CcoS 2 1 V3. coszdz
5 =2mires | 5————;—5+ i — lim
o 2z +1 2+z2+1 2 2 R—oo Jp, 22+ 241
iz —iz —1z| _ |tz Yy _ Y
Aga |cosz| = € +2€ > le |2 e _— 26 , kui z = x 4 4y, mis ldheb suureks, kui y on suur.

Teine idee: cosxz = Re e’ ning |e'?| = e7¥ < 1 {ilemises pooltasandis. Siis

/ e dz </
FR22+Z+1 - I'r

e’LZ

24 z41

1

Seega
o0 d

/ Cosrdr g, (m.res
oo Tt +1

Psinzdr 1 [ sinzdr
Niide. / == / .
0 x 2 ) T
Juba teame, et sin z laheb suureks, kui Im 2 1&heb suureks. Seega proovime kasutada sinz = Im e"*
e 1
Probleem: integraali alla jaédb —, mis kéitub nulli {imbruses nagu —, seega pole integreeruv. Voime
x x

eiz ‘ 1 \/3 )
2

e_%i_§ V3
4+ Y% | =Rel2ri——— | = ~VB/2 s L
24z4+1 2 > ( V/3i ) \/§ 2’

kasutada sinx = Im (e”” — 1). Siis
00 3 1 00 1T 1 1 12 1 1 .
/ sin dv =Im (/ (e)d:v) = —Im (— lim / (e)dz) (ositi: u = —, dv = e'*dz)
0 z 2 J_ T 2 R—o0 JT, z z
o
) =-Im(0+0+mi) =~
R 2

—R % dz B
— —— + Inz
R rp 2
o0

Integraalide / F(x)ei/\x dx arvutamisel voib kasutada Jordani lemmat.

—0o0

1 1 .
= —Im lim (—,e“

2 R—o0 1z
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Lemma 1 (Jordan). Olgu Ry > 0 jaa € R ning D = {z € C: |z| > Ry, Imz > —a}. Olgu f

analiiitiline piirkonnas D. Tahistame Mpr = sup |f(2)|, kus yr = {z € D: |z| = R} ja R > Ry. Kui
ZEYR

lim Mg =0, siis
R—o00

R—o0

lim / €M f(2)dz=0 iga A>0 korral.
VR

Toestus. Olgu a > 0. Olgu « = arcsin . Siis z-teljest allpool olevate osade jaoks

/ N f(2)dz
,y/

Olgu z = Re®. Ulemises pooltasandis kasutame seost sin ¢ > %Lp,
kui ¢ € [0, 5]. Siis

< e“’\MR@R — 0, kui R — .
Yz

oiXz| _ ARsing o —2Be R e R
< .
Seega @
) w/2
/ ¢ f(2)dz| < 2MgR / £ dp = 2MpR-"— ( e_/\R> 0, kui R— oo.
. 0 2AR
7.3.3 Integraalid perioodilistest funktsioonidest iile perioodi
2m
Vaatleme integraale kujul f(cos x,sin x)dz. Teeme muutujavahetuse z = ¢'*. Siis
0

1 1 . 1 1 dz
cosxr==|z+-), sinz=—=—(z—-|, dr=—,
2 z 21 z 12

samuti ) . . )
cosna:—(z”+>, sinma::(zm—>, m,n € N
2 z 1 z
Téahistame . ) ) ) .
=1 (5(+2) 5 (--2)) &
Siis
27 n
f(cosz,sinx)dx = / g(z)dz = 2mi Zres [9(2);a
0 5(0,1) pt
kus ay,...,ay, on funktsiooni g isedrased punktid iihikringis.
cos? 3z dx

s
Niide. Lei —_—.
dide. Leiame /ﬂ5—4cos2x

1 2
/” cos? 3z dx _/ 1(23+z%) J _/ (12 +225+1) dz 4_322/ (O +23+1) d¢
o5 —dcos2z Json (5-2(2+ %)) iz Jeend(—228 4522 —2)izd Jeon8(—2¢% + 5( — 2)i3
7r O +203+1 b 4+203+1
= ——|res ;2| +res ;
2 (=2¢2+5¢—2)¢? (—2C+5(-2)3
{ 6+ 203 +1 ] G2+ 84241
res o = 57 - ~"'8 _

(—2¢2 4+ 5¢ —2)¢3’ —4¢+5 —8+5

¢C+23+1 ] ¢3 _
o {<—2<2+5c—2><3’°°} e [—2<2+5<—2’O°] |
Kuna
¢ S 52—2¢ (5 2C-21 ¢ 5 A1, (1
2P 450—2 2 2(2@+h(—2) 2 4'a(—2tsc—2 2 1 s (g)



siis

/7r cos? 3z dx . §+§ _3j
~5—4dcos2x 2 8§ 8) 8°

7.4 Logaritmiline resiid. Nullkohtade arvu miaramine

7.4.1 Logaritmilise resiidi moiste. Argumendi printsiip

!
Definitsioon. Funktsiooni f logaritmiliseks tuletiseks nimetatakse avaldist —.

Kui fikseerida z € C ja f(z) # 0, siis saab leida Ln haru, mis on analiiiitiline f(z) timbruses. Siis

o f/(z)

Definitsioon. Funktsiooni f logaritmiliseks resiidiks nimetatakse tema logaritmilise tuletise 7 resiidi.

/
Funktsiooni = isedrased punktid on funktsiooni f isedrased punktid ja funktsiooni f nullkohad.

f
. - : SR T
Lause 14. a) Kui funktsioonil f on m jarku nullkoht punktis a, siis res ) sa|=m.
z
/
b) Kui funktsioonil f on m jarku poolus punktis a, siis res [f((zz)) ; a] =—m.

Toestus. a) Olgu f(z) = (2 — a)™p(z), kus ¢ on regulaarne punktis a ning ¢(a) # 0. Siis

f'(z) _mlz—a)" to(z) + (2 —a)"¢'(2) _ m L7

f(2) (z —a)mp(z) Cz—a o p(2)]
f'(2)
Seega res [ ;a} =m.
f(2)
b) Olgu f(z) = (zw—z))m’ kus 1 on regulaarne punktis a ning v (a) # 0. Siis
fz) _—m—a) ™ WE ()™ () m | Y()
f(2) (z—a)™™(z) z—a  P(z)
e
Seega res [f(z) ; } = .

Teoreem 44 (Funktsiooni nullkohtade ja pooluste arv). Olgu funktsioon f requlaarne tékestatud piir-
konnas D, vilja arvatud l6plik arv pooluseid, ning pidev kuni tikiti sileda rajani I'. Feldame, et funkt-

1 /
stoonil f pole nullkohti rajajoonel I'. Siis ot ff((z)) dz =N — P, kus N on funktsiooni f nullkohtade
™ Jr z
arv ja P on pooluste arv piirkonnas D, loetud koos kordsustega.

Toestus. Olgu f nullkohad piirkonnas D ay,--- ,a, kordsustega ni,...,n, ning olgu f poolused piir-
konnas D by, --- , by kordsustega my, ..., mq. Siis resiidide teooria pohiteoreemist saame

L f,(Z) Z = . res f/(Z)'CL g res f/(Z) = . ne — g mrp = —
3ei e o T [f(Z)’ ’“hkz [f(z)””“] 2 =) mi =N =P

Olgu funktsioon f pidev joonel I' ning eeldame, et f(z) # 0 joonel T

Definitsioon. Funktsiooni f argumendi muuduks iile (kinnise) joone I' nimetatakse funktsiooni argu-
mendi Arg f(z) vddrtuse muutu joone I' téielikul ldbimisel positiivses suunas, kusjuures kasutatakse
Arg f(z) sellist haru, mis jadb joone I' libimisel pidevaks (vélja arvatud voib-olla kinnise joone korral
iiks punkt, mille loeme algus- ja 16pp-punktiks), téhistatakse Ap Arg f(z).
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Jédreldus 18 (Argumendi printsiip). Teoreemi eeldustel on funktsiooni f argumendi muut joone T' tdie-
likul labimasel 2w korda suurem kui funktsiooni piirkonnas D asuvate nullkohtade ja pooluste arvu vahe
(loetud koos kordsustega), ehk

1
%AF Arg f(z) = N — P.

Toestus. / f/(z)dz =Ln f(z)’ =(In|f(z)|+iArg f(2)) - iAr Arg f(z).

f’ (2)
Seega —Ar Argf 27” =N-P.

Z

(z+1)3(z —i)?
(2 +3)3(z — 1)

Niide. f(z) = , T = S5(0,2).

Joonisel on originaalide tasand, kus funkt-
siooni poolused on tdhistatud punasega ja -

nullkohad sinisega, ning kujutiste tasand.
Né&ha on, et joone I' kujutis teeb 4 ringi
iimber nullpunkti positiivses suunas, seega
Ar Arg f(z) = 8. Joone I' sisemusse jaab

iiks kolmekordne ja iiks kahekordne nullkoht \

ning iiks poolus, seega N - P =3+2—-1=4.

Jargmistel joonistel on sama funktsioon, aga
I' = 5(0,5). Niitid Ar Arg f(2) = 27 ja N —
P=34+2-3-1=1.

Teoreem 45 (Rouche). Olgu funktsioonid f ja g requlaarsed tokestatud piirkonnas D ning pidevad kuni
tikiti sileda rajani T, kusjuures iga z € T korral kehtib vorratus |g(2)| < |f(2)|. Siis on funktsioonidel f
ja f 4 g dhepalju nullkohti piirkonnas D, loetud koos kordsustega.

Toestus. Eeldustest jareldub, et f(z) # 0 ja f(z) + g(z) # 0, kui z € I'.

Arg (f(2)+g(2))=Arg <f(z) (chg)) =Arg f(2) + Arg (H?EZ) :

M siis 9(2) seega, r M = areliku iy z z)) =
Kuna ) <1, 1%63(1,1), g AFAg<1+f(Z)> 0. Jarelikult Ar Arg (f(2) + g(2))

Ar Arg f(z). Kuna kummalgi funktsioonil pooluseid pole, siis on nende nullkohtade arvud vordsed (loe-
tud koos kordsustega).

Niide. Leida funktsiooni F(z) = €% + 3iz° nullkohtade arv iihikringis.
Kui |z] = 1, siis [e¥*] = [e7Y] = e7¥ € [e7}, €] ja [3i2°| = 3. Valime f(2) = 3iz° ja g(z) = €%*. Siis
ithikringjoonel |z] =1 |f(2)| =3 > e > |g(2)].

Rouche teoreemi eeldused on tdidetud, seega funktsioonidel f ja F' = f 4 g on iihepalju nullkohti
ithikringis. Kuna funktsioonil f on 5 nullkohta, siis ka funktsioonil F' on 5 nullkohta iihikringis.

7.5 Analiiiitilise funktsiooni po6ramine

Teoreem 46 (Analiiiitilise funktsiooni poéramine). Olgu F' analiditiline punkti zo imbruses. Siis F' on
pooratav punkti zg mingis timbruses parajasti siis, kui F'(z9) # 0.

Toestus. Eeldame, et F' pole konstantne. Olgu wg = F(zp). Kuna funktsiooni f(z) = F(z) — wo
nullkohad on isoleeritud, siis 3r > 0: f(z) # 0, kui z € B(zp, 2r).
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Tahistame § = min{|f(2)|: |z — 20| = r} > 0. Siis iga a S \
w € B(wy,d) korral on funktsioonidel f(z) ja f(z) —

(w—wp) sama palju nullkohti ringis B(zp, r), sest rajal

|z — 20| = r kehtib |f(2)| > § > |w — wo|.

Piisavus. Olgu F'(z9) # 0. Siis funktsioonil f on iiks iihekordne nullkoht ringis B(zg,r), seega iga
w € B(wop,d) korral on funktsioonil f(z) — (w — wp) = F(z) — w tépselt tiks nullkoht ringis B(zo,7),
seega IF~1: B(wo, §) — B(zo,7).

Tarvilikkus. Olgu F pooratav zp mingis timbruses, s.t. 3e,v > 0: Yw € B(wp,¢) 3z € B(zp,7): F(z) = w.
Oletame vastuviiteliselt, et F’(z9) = 0. Valime r < « nii, et funktsioonil F” pole rohkem nullkohti ringis
B(zp,r). Valime vastava ¢ > 0. Voime votta 0 < e.

Niitid funktsioonil f(z) = F(z) — wp on iiks vihemalt kahekordne nullkoht ringis B(zp, ), seega iga
w € B(wp,d) korral on funktsioonil f(z) — (w —wp) = F(2) — w kas vihemalt kaks nullkohta (vastuolu
pooratavusega) voi iiks vihemalt kahekordne nullkoht (vastuolu r valikuga).

Jareldus 19. Mittekonstanine analiiitiline funktsioon kujutad lahtise hulga lahtiseks hulgaks ja piirkon-
na prirkonnaks.

Toestus. Olgu F analiiiitiline lahtises hulgas D. Olgu zyp € D ning wy = F(zp). Kuna funktsiooni
f(2) = F(z) — wo nullkohad on isoleeritud, siis Ir > 0: f(z) # 0, kui z € B(zp,2r). Olgu 6 :=
min{|f(z)| : |z — 20| = r} > 0. Siis iga w € B(wy, §) korral on funktsioonidel f(z) ja f(z)—(w — wo)
sama palju nullkohti ringis B(zg, 7).

Kuna funktsioonil f(z) = F(z) — wo on vdhemalt iiks nullkoht, siis iga w € B(wp, ) korral leidub
z € B(zo,7): F(z) = w. Seega F(D) on lahtine.

Olgu D piirkond, s.t. lahtine sidus hulk. Kuna F'(D) on lahtine ning pidev funktsioon kujutab pideva
joone pidevaks jooneks, siis F'(D) on ka sidus. Jérelikult F'(D) on piirkond.

Jareldus 20. Analidtilise funktsioont péérdfunktsioon on analitiline.

Toestus. Olgu F: D — G = f(D) analiiiitiline ja pdoratav. Niitame koigepealt, et F'~! on pidev.
Olgu wp € G ja olgu F(zg) = wg. Teoreemi tdestuses sai ndidatud, et iga piisavalt viikese r > 0 korral
leidub & > 0 nii, et w € B(wg,d) = F~!(w) € B(zo,), see ongi pidevuse definitsioon.

Kuna regulaarsus ja analiiiitilisus on samaviirsed, siis piisab niidata, et F~! on diferentseeruv igas
hulga G punktis. Olgu b € G ning olgu a € D: F(a) = b. Siis

(F~Y) (b) = lim P (w) = F0)

w—b w—b
Téhistame z = F~!(w). Kuna F~! on pidev, siis w — b = 2z — a. Seega

1 (B — T z—a _ 1
F) ) =l e = Py

7.6 Mooduli maksimumi ja miinimumi printsiibid

Teoreem 47 (Mooduli maksimumi printsiip). Olgu f mittekonstantne analiiitiline funktsioon piirkon-
nas D. Siis | f| ei saavuta oma maksimumi piirkonnas D.

Toestus. Oleme ndidanud, et f(D) on lahtine hulk. Kui f saavutaks oma mooduli
maksimumi punktis zp € D ning wo = f(20), siis 36 > 0: B(wp,d) € f(D).

Alati leidub wy € B(wy,d): |wi| > |wp|. Aga w1 € f(D), seega Jz1: f(z1) = w;.
Siis |f(z1)| = |w1| > |wo| = | f(20)], vastuolu.

Jareldus 21. Tokestatud piirkonnas ancoliitiline jo kuni rajani pidev funktsioon saavutab oma mooduli
maksimumi rajal.
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Toestus. Kinnises tokestatud piirkonnas pidev funktsioon saavutab oma ekstreemumid selles piirkon-
nas.

Teoreem 48 (Mooduli miinimumi printsiip). Olgu f mittekonstanine analiditiline funktsioon piirkonnas
D, millel pole nullkohti piirkonnas D. Siis | f| ei saavuta oma miinimumsi piirkonnas D.

Toestus. Analoogiliselt mooduli maksimumi printsiibi tGestusele, kui f saavutaks
oma mooduli miinimumi punktis zg ning wo= f(2), siis 36 >0: B(wg, d) € f(D).
Kui wy # 0, siis leidub wy € B(wo,d): |w1| < |wgl. Siis |f(21)] = |w1] < |wo| =
| f(z0)|, vastuolu.

Jareldus 22. Tokestatud piirkonnas analittiline ja kuni rajani pidev funktsioon, millel pole nullkoht:
piirkonnas D, saavutab oma mooduli mitnimumi rajal.

Toestus. Kinnises tokestatud piirkonnas pidev funktsioon saavutab oma ekstreemumid selles piirkon-
nas.

7.7 Harmoonilised funktsioonid

Olgu Dy C R? piirkond. T#histame vastavat komplekstasandi piirkonda D.

Definitsioon. Funktsiooni v : Dr — R nimetatakse harmooniliseks piirkonnas Dg, kui ta on 2 korda
pidevalt diferentseeruv piirkonnas Dg ning uz; + uy, = 0 piirkonnas Dg.

Teoreem 49 (Reaal- ja imaginaarosa harmoonilisus). Olgu f analiditiline piirkonnas D. Siis funktsioo-
nid uw(z,y) = Re f(x + 1y) ja v(z,y) = Im f(x + iy) on harmoonilised piirkonnas Dg.

Toestus. Kuna f'(x + iy) = ug(z,y) + ive(x,y) = vy(x,y) — iuy(z, y), siis Cauchy-Riemanni vorrandi-

test f’ jaoks saame, et Ugy = —Uyy ja Vyy = —Vz ehk u ja v on harmoonilised.

Definitsioon. Piirkonnas Dgr harmoonilisi funktsioone u ja v, mis rahuldavad Cauchy-Riemanni vor-
randeid selles piirkonnas, nimetatakse kaasharmoonilisteks.

NB! Funktsioonid v ja v on kaasharmoonilised < v ja —u on kaasharmoonilised.

Definitsioon. Harmoonilise funktsiooni u kompleksseks potentsiaaliks nimetatakse analiiitilist funkt-
siooni f, mis rahuldab vaadeldavas piirkonnas seost u(z,y) = Re f(x + iy).

Teoreem 50 (Kompleksse potentsiaali olemasolu). Olgu u harmooniline funktsioon ihelisidusas piir-
konnas Dr. Siis leidub piirkonnas D analidtiline funktsioon f nii, et u(z,y) = Re f(x + iy).

Toestuse idee. Oletame, et selline f leidub. Siis f’ saab avaldada u kaudu. Seega saab ka f defineerida
u kaudu. Siis tuleb néidata, et kehtib u(z,y) = Re f(z + iy).

Jéreldus 23 (Kaasharmoonilise funktsiooni olemasolu). Igale ihelisidusas piirkonnas harmoonilisele
funktsioonile saab leida selles piirkonnas kaasharmoonilise funktsiooni.

Toestus. Olgu u harmooniline iihelisidusas piirkonnas Dg. Leiame tema kompleksse potentsiaali f. Siis
v(z,y) = Im f(z + iy) on funktsiooni u kaasharmooniline funktsioon.

Kompleksse potentsiaali leidumiseks on piirkonna iihelisidusus oluline eeldus.

Niide. Funktsioon u(z,y) = In(z? + y?) on harmooniline piirkonnas R? \ {(0,0)}, selle kaasharmooni-
liseks funktsiooniks on 2 Arg(x + iy) suvaline haru, kuid see on harmooniline ainult piirkonnas R? \ ~,
kus v on suvaline nullpunkti ja lopmatuspunkti {ihendav pidev joon.

Y

Niide. Leida kaasharmooniline funktsioon funktsioonile u(x,y) = PR
=Ty
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Kui v on otsitav kaasharmooniline funktsioon, siis Cauchy-Riemanni vorranditest

2zy
Uy(iﬂ,y) = Ug(2,y) = —m~

Integreerime seda y suhtes lugedes x konstandiks:

X X .’L'2 2 x
v(w,y)z/—(zydy—/— da"ty) _ + C ().

22 y2)2 2+ 422 22+ 42
y? — o2 22— 2
Seega v(x,Y) = —5——5 + C'(z). Kuna uy(z,y) = —5—5 ja Cauchy-Riemanni vorranditest
(2% +y?)? (% +y)?
vy = —uy, siis C'(x) = 0. Jarelikult v(z,y) = L
y 224y’

i
Vastav kompleksne potentsiaal on f(z) = —.
z

Harmoonilistel funktsioonidel on mitmeid sarnaseid omadusi regulaarsete funktsioonidega.

Teoreem 51 (Ekstreemumi printsiip). Olgu u mittekonstantne harmooniline funktsioon piirkonnas Dg.
Siis u et saavuta oma ekstremaalseid vadartusi piirkonnas Dy.

Toestus. Oletame vastuviiteliselt, et u saavutab oma ekstreemumi punktis (xg,yo) € Dr. Téhistame
20 = T + 1yo. Valime r > 0 nii, et B(z9.r) C D. Leiame funktsiooni u kompleksse potentsiaali f ringis
B(zg,T).

Funktsioon g(z) = e/(*) on regulaarne ringis B(zg,7) ning |g(z)| = ¢*(®*¥). Kui u saavutab oma
ekstreemumi punktis (xg,yp), siis |g| saavutab oma ekst- reemumi punktis zg, vastuolu mooduli maksi-
mumi/miinimumi printsiibiga.

Jareldus 24. Tokestatud piirkonnas harmooniline ja kuni rajani pidev funktsioon saavutab oma ekst-
remaalsed vadrtused rajal.

Toestus. Kinnises tokestatud piirkonnas pidev funktsioon saavutab oma ekstremaalsed vairtused. Kui
ta ei saavuta neid piirkonna sees, siis ta peab need saavutama rajal.

Jéareldus 25. Kogu komplekstasandil harmooniline ja tlalt (véi alt) tokestatud funktsioon on konstantne.

Toestus. Olgu u ilalt tokestatud kogu komplekstasandil. Leiame tema kompleksse potentsiaali f ning
defineerime g(z) = ef(?). Siis |g(2)| = e*(®¥)| seega g on tokestatud kogu komplekstasandil. Liouville’i
teoreemi pohjal g on konstantne. Seega ka u on konstantne.

Kui v on alt tokestatud, siis kasutame eelmist toestust —u jaoks.

Jareldus 26. Tokestatud pitrkonnas harmooniline jo kuni rajani pidev funktsioon on iheselt mddratud
oma vddartustega piirkonna rajajoonel.

Toestus. Olgu u harmooniline funktsioon tokestatud piirkonnas Dg ja pidev kuni rajani. Oletame, et v
on harmooniline piirkonnas Dg ja pidev kuni rajani ning rajal « = v. Siis u — v on samuti harmooniline
piirkonnas Dg ja pidev kuni rajani ning rajal u — v = 0. Kuna u — v saavutab oma ekstremaalsed
vaartused rajal, siis u — v = 0 kogu piirkonnas.

Mirkus. Tegelikult kehtib ka iildisem tulemus: piisavalt “ilusa” (nditeks sileda rajaga voi kumera)
piirkonna puhul iga piirkonna rajal pideva funktsiooni g korral leidub piirkonnas harmooniline funktsioon
u nii, et rajal kehtib u = g.

Mirkus. Harmoonilised funktsioonid defineeritakse ka iildisemalt. Olgu Dgr C R™ piirkond. Funktsiooni
u : Drp — R nimetatakse harmooniliseks piirkonnas Dg, kui ta on 2 korda pidevalt diferentseeruv
piirkonnas Dg ning ug,z, + -+ + Ug,z, = 0 piirkonnas Dg.
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7.8 Analiiiitiline jatkamine

Definitsioon. Olgu funktsioonid f ja g analiiiitilised vastavalt piirkondades D ja G, kus G ¢ D ning
DNG#0.Olgu f(z) = g(z) Vz € DNG. Siis deldakse, et g on f vahetu analiiiitiline jétk piirkonnast
D piirkonda G.

oo

Niide. f(z) = Zz”, z € B(0,1), g(z) = 1172, z € C\ {1}.
n=0

Lause 15 (Analiiiitilise jatku iihesus). Olgu f analiiitiline piirkonnas D ning olgu g1 ja go funktsiooni
f vahetud jatkud piirkonda G. Siis g1 = go piirkonnas G.

Toestus. Kuna g1 = g9 lahtisel hulgal G D, siis analiiiitiliste funktsioonide ainsuse teoreemi tottu
g1 = g2 piirkonnas G.

NB! Kui g1 ja g2 on funktsiooni f vahetud jétkud piirkondadesse G ja
G2 ning G1NGo #0, siis sellest ei jareldu, et g3 = go piirkonnas G N Ga!

7.8.1 Jatkamine astmeridade abil

Olgu f analiiiitiline piirkonnas D. Valime a € D ning arendame f
astmeritta punktis a. Olgu selle astmerea koonduvusraadius r. Kui
B(a,r) \ D # 0, siis see astmerida defineerib f analtiiitilise jatku rin-
gi B(a,r).

Protsessi voime jatkata.

—

Definitsioon. Olgu f analiiiitiline piirkonnas D. Piirkonda D nim. funktsiooni f loomuliku olemasolu
piirkonnaks, kui mitte iihegi zg € D korral pole voimalik funktsiooni f arendada astmeritta selles punk-
tis, mis koonduks ka véljaspool piirkonda D.

oo
Niide. f(z) = Z 2™ loomuliku olemasolu piirkond on B(0,1).

n=1

liql f(7“€2mp/q) = 00, kui p,q € Z, sest kui n > ¢, siis Pt on téisarv, seega
r—1— q
00 00 q—1
FET) > B ) o B
n=1 n=q n=1
Definitsioon. Olgu funktsioonid f, k = 1,...,n analiiiiti-

lised vastavalt piirkondades Dy ning olgu Dy N Diyq # 0,
kE=1,....,n—1. Olgu fi(z) = frt1(2) Vz € Dy N Dy4;.
Siis 6eldakse, et f, on f; analiiiitiline jatk piki piirkondade
ahelat Dq,..., Dy.

Kui me jouame mingil hetkel tagasi mone varasema piirkon-
na juurde, siis ei pruugi funktsiooni vadrtused seal samad
tulla. Sel juhul tuleb moelda nii, et need piirkonnad asuvad
mingi Riemanni pinna erinevatel lehtedel.
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7.8.2 JAtkamine valemite abil

Olgu f analiiiitiline piirkonnas D ning kehtigu piirkonnas D mingi valem kujul f(z) = F(z, f(z+a)), kus
z,z+a € D ning F on analiititiline kogu komplekstasandil (voi mingis piisavalt suures piirkonnas). Siis
funktsioon g(z) = F(z, f(z+ a)) on analiiiitiline piirkonnas D, = {z € C: z+a € D} ning g(z) = f(2),
kui z € DN Dy, seega g on f analiiiitiline jatk piirkonnale D,.

(e 9]

Niide. Gammafunktsioon I'(z) = / " te™®dx, Rez > 0.Siin 27!

z—1)Inz _ xRez—lezImzlnm.

= e(

Gammafunktsioon on regulaarne pooltasandil Rez > 0 ning rahuldab vorrandit I'(z + 1) = 2T'(z)

r 1
ehk T(z) = LEHD
z

Olgu g(z) =
C: Rez > —1, z # 0}. Seega g on I' analiiiitiline jitk piirkonnale D. Samamoodi jitkates saame
defineerida I' jatku kogu komplekstasandile, vélja arvatud punktid 0, —1,—-2,....

r 1
@. Siis g(z) = I'(2), kui Rez > 0 ning g on regulaarne piirkonnas D = {z €

Teoreem 52 (Pidevusprintsiip). Olgu funktsioonid f ja g analiiitilised vastavalt piirkondades D ja G,
kus D NG = 0 ning pidevad kuni D ja G idhise tikiti sileda rajaosani v. Kui f(2) = g(z) Vz € v, siis
funktsioon
_ [ f(z), zeDuy,
h(z) = { g(z), z€e@

on funktsioonide f ja g analitiline jatk piurkonnale D U G U 7.

Toestus. Niitame, et h on analiiiitiline piirkonnas D UG U~. Morera teoreemi kohaselt on selleks vaja

néidata, et integraal iile suvalise kinnise joone selles piirkonnas on null.
Olgu C mingi kinnine joon selles piirkonnas. Kui C' € D|J~ voi C C

G 7, siis integraal on null Cauchy teoreemi kohaselt.

Kui osa koverast C on piirkonnas D ja osa piirkonnas G, siis tadienda-
me molemad (voi koik) osad joone v osadega kinnisteks koverateks, mis
kuuluvad taielikult iihte piirkondadest koos koveraga ~. Siis

/C h(2)dz = /C ezt [ hEdz =0

Teoreem 53 (Riemann-Schwarzi siimmeetriaprintsiip). Olgu f analiitiline piirkonnas D, mille raja
sisaldab mingit reaaltelje l0iku v ning olgu f pidev kuni rajaosani v. Kui f vidrtused on reaalsed rajaosal
7, siis saab funktsiooni f analidtiliselt jatkata piirkonda DUD1U~, kus D1 = {z € C: Z € D} (vajadusel
tuleb seda moista mitmekordsena, s.t. Riemanni pinnana), kusjuures jitkuks on g(z) = f(Z), z € D;.

Toestus. Néitame, et g on diferentseeruv piirkonnas D;. Olgu a € D;. Siis

lim -
z—a  zZ—a z—a  zZ—a z—a zZ—

9 —gt@) _ . FEO-F@ _ (1E- 1)

siis g(z) = f(Z) = f(z) = f(z). Pidevusprintsiibi pohjal g on f
analiiiitiline jatk piirkonnale D;.

Funktsioon g on ka pidev kuni iihise rajaosani v ning kui z € =, \j
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Peatikk 8

Konformne kujutamine

8.1 Konformse kujutuse moiste ja pohiomadused

Definitsioon. Komplekstasandi mingi piirkonna iiksiihest kujutust nimetatakse konformseks, kui ta
sdilitab nurgad nii suuruse kui ka suuna poolest ning muudab mastaapi igas suunas iihte moodi.

Olgu Aw argumendi muudule Az vastav funktsiooni viirtu-
se muut punktis z.

Mastaabi muutus on selline k > 0, et |Aw| = k|Az|+0o(]Az]|)
protsessis Az — 0; k vdib soltuda punktist z, kuid ei s6ltu
suurusest Az. W,

Nurkade siilivus: kui votta kaks argumendi muutu Az ja Aw,
Az ning neile vastavad funktsiooni viartuse muudud Aw; z, o,

ja Aws, siis vektorite Aw; ja Aws vaheline nurk o’ avaldub } S
kujul o/ = a + o(1), kui Az, Az — 0. See tdhendab, et AL w
Arg Aw mingi haru esitub kujul arg Az + 5+ o(1) protsessis
Az — 0. Arvu 8 € R nimetatakse tasandi poordeks selles
punktis; 8 voib soltuda punktist z, kuid ei sdltu suurusest
Az.

w,

Niide konformsest kujutamisest: Uhikringi konformne kujutamine ithikruuduks:

Teoreem 54. Kui f kujutab piirkonna D konformselt mingiks hulgaks G, siis f on requlaarne piirkonnas
D ja f'(z) #0Vz € D.

Toestus. Olgu f: D — G konformne. Olgu z € D. Siis
Aw ) | Aw| etarg Aw (k|Az| + o(|Az])) eilarg Az+B+o(1))

/ = 1‘ 721 _—_— = 1‘ - == lﬁ.
1) = fmy 5 = Ay Tasemmeas = Ay ] oA ke

Seega f on diferentseeruv hulgas D. Kuna k # 0, siis ka f/(z) 20 Vz € D.

Jareldus 27. Kui f kujutab piirkonna D konformselt mingiks hulgaks G, siis G on piirkond.
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Toestus. Mittekonstantne analiiiitiline funktsioon kujutab piirkonna piirkonnaks.

Teoreem 55 (Uksiihese vastavuse printsiip). Kui piirkonnas D regulaarne funktsioon kujutab piirkonna
D iiksiiheselt piirkonnaks G, siis see kujutus on konformne.

Toestus. Olgu z € D. Kuna funktsioon on pdératav, siis f'(z) # 0. Tahistame f'(z) = ke®S. Siis
Aw

z

— k, kui Az — 0, seega |Aw| = k|Az| + o(|Az]) (mastaabi muutus).

A
Kuna ArgA—w — B, kui Az — 0 mingi Arg haru korral, siis Arg Aw mingi haru esitub kujul
z
arg Az + 5+ o(1) protsessis Az — 0 (nurkade siilivus).

Jareldus 28. Konformse kujutuse péérdkujutus on konformne.
Toestus. Péordkujutus on iiksiithene ja regulaarne.
Jareldus 29. Kahe konformse kujutuse kompositsioon on konformne.

Teoreem 56 (Rajade vastavuse printsiip). Olgu f regulaarne tokestatud piirkonnas D ning pidev kuni
rajant . Kui f kujutad I dkstheselt piirkonna G rajaks v ja sdilitab raja positiivse suuna, siis f kujutab
piirkonna D konformselt piirkonnaks G.

Toestus. Piisab niidata, et f(D) =G ja f: D — G on iiksiihene.
1) Niitame, et f(D) C G. Olgu ¢ € C\ G. Defineerime
Fi(z) = f(2) — ¢. Kuna F; on regulaarne piirkonnas D,
siis Argumendi printsiibi kohaselt tema nullkohtade arv on

1 _

Z—Ap Arg F1(z) = 0. Seega f(D) C G. Kuna f teisendab
T
piirkonna piirkonnaks, siis f(D) C G.

2) Naitame, et f(D) = G ning f on iiksiihene. Olgu w € G. Defineerime Fy(z —w. Kuna F5 on
1

regulaarne piirkonnas D, siis tema nullkohtade arv on 2—Ar Arg Fr(z) = 1. Seega EI! ze€D: f(z) =
s

Mis juhtub, kui joone I' positiivsele suunale vastab joone v negatiivne suund?
Siis pole voimalik, et f on regulaarne piirkonnas D.
Kui w € G ja F3(z) = f(z) — w, siis tema nullkohtade arv

1
miinus pooluste arv on 2—Ap Arg F5(z) = —1. Seega peab

T
leiduma viahemalt tiks poolus piirkonnas D. \
Kui funktsioonil f on tdpselt iiks 1. jarku poolus piirkonnas D,

siis funktsioonil F, nullkohad puuduvad, seega F(D) C C\ G.

Kui ¢ € C\G ja Fi(z) = f(z)—(, siis tema nullkohtade arv miinus pooluste arv on Q—Ap Arg Fi(z) =0.
0
Kuna funktsioonil on iiks poolus piirkonnas D, siis peab tal olema ka iiks nullkoht, seega 3!z € D: f(z) = (.

Niide. Missuguseks hulgaks kujutab funktsioon f(z) =cosz hulga D ={2€ C: 0 < Rez <7, Imz >
0}?

Siin voib probleemiks olla lopmatuspunkt. Seega vaatleme piirkonna D asemel iR
piirkonda Dp ={z€ C: 0 <Rez <7, 0 <Imz < R}, kus R> 0.

Funktsioon on regulaarne ja pidev kuni rajani piirkonnas Dp. Vaatleme raja ku-
Jjutist:

1) Loik [0, 7] kujutub leiguks [1, —1]. Y D. ¢
2) Loigu [m, m+4R)] kujutis on cos(m +it) = —cht, ¢t € [0, R] ehk 16ik [-1, — ch R].
3) Loigu [7 + iR, iR] kujutis on cos(t + iR) = costch R — isintsh R, t € [r,0]
ehk ellipsi pooltelgedega ch R ja sh R kaar otspunktidega —ch R ja ch R alumises
pooltasandis. >
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4) Loigu [iR, 0] kujutis on cos(it) = cht, t € [R,0] ehk lik "% 1 ! bk

[ch R, 1].

Seega hulga D kujutis on alumine pooltasand.

-1sh R

8.2 Konformse kujutamise pohiiilesanne

On antud piirkonnad D ja G. Leida piirkonna D konformne kujutus piirkonnaks G.

Teoreem 57 (Riemann: konformse kujutamise pohiiilesande lahenduvus). Iga Ghelisidusat piirkonda,
mis pole kogu komplekstasand, saab konformselt kujutada ihikringiks.

Seda teoreemi me ei toesta. Niitame vaid, et eeldused

on vajalikud.

Uhelisidusus on vajalik: kui D on mitmelisidus, siis .=j,:>
leidub kinnine joon -y, mille sisemuses on punkte, mis

ei kuulu piirkonda D, selle joone kujutis on kinnine 1
joon, mida saab pidevalt deformeerida punktiks. 4@
Kui D = C, siis tekib vastuolu Liouville’i teoreemiga.

Konformne kujutus pole tihene (néiteks ithikringi poorded).
Lemma 2 (Uhikringi kujutamine iihikringiks). Olgu antud 2o € B(0,1) ja o € R. Uhikringi saab
konformselt kujutada ihikringiks nii, et punkt zo kujutub nullpunktiks ja tasandi péére punktis zg on «.

Toestus. Sobib funktsioon f(z) = €@ ZT A

1—502.

Niide. Uhikringi kujutamine {ihikringiks
142 T

1 YTy

nii, et z9 =

Lemma 3 (Schwarz). Olgu f requlaarne ihikringis B(0,1), olgu f(0) =0 ja |f(2)| <1 iga z € B(0,1)
korral. Siis |f(2)| < |z| iga z € B(0,1) korral.

Teoreem 58 (Konformse kujutuse iithesus). Olgu D C C dhelisidus piirkond, D # C. Olgu antud
20 € D, wg € B(0,1) ja o € R. Siis leidub tapselt iks funktsioon f, mis kujutab piirkonna D konformselt
tihikringiks ning rahuldab f(z0) = wo ja o € Arg f'(2p).

Toestus. Olemasolu. Riemanni teoreemist jareldub, et leidub konformne F: D — B(0,1). Vaja on
néidata, et leidub ka selline konformne kujutus, mis rahuldab etteantud tingimusi.

Olgu F(z0) = (o ja olgu arg F’(z) = ap. Uhikringi kujutamise lemma pohjal leiduvad ¢: B(0,1) —
B(0,1) nii, et ¢©(¢p) = 0 ja argy'(¢o) = —ap ja ¥: B(0,1) — B(0,1) nii, et ¥(wp) = 0 ja —a €
Arg ¢/ (wp). Niiiid f =1 ~! o ¢ o F rahuldab teoreemi tingimusi.

Uhesus. Oletame, et leidub 2 tingimustele vastavat kujutust f ja g. Olgu H = 9y ogo f~' o ~L. Siis
H: B(0,1) — B(0,1) on konformne ning H: 0 — wg +— zo — wo — 0 ja tasandi pdore vastavates
punktides on & — v+ a — a = 0. Seega H(0) =0 ja H'(0) € R,

Niiiid Schwarzi lemmast jireldub, et |H(z)| < |z| Vz € B(0,1). Samas ka |H~'(2)| < |2/, ehk vottes
z = H((), saame || < |H(¢)| V¢ € B(0,1). Kokkuvottes |H(z)| = |z] ¥z € B(0, 1).
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H(z) .
Defineerime h(z) = P kui 0 <z] <1,
H'(0), kuiz=0.
0 < |z| < 1. Mooduli maksimumi printsiibi tottu h on konstantne. Seega h(z) = €’ ja H(z) = €z.

Kuna H'(0) € Ry, siis H(z) = z Vz € B(0,1). Jarelikult

Yg(f W™ (2)) == Vze B(0,1).

Téhistame ¢ = f~1(¢~!(2)). Kuna z oli suvaline ja f ning ¢ on konformsed kujutused, siis ka ¢ on
suvaline. Seega g(¢) = f(¢) V¢ € D.

Siis h on regulaarne tihikringis ja |h(z)| = 1, kui

Jareldus 30. Olgu D ja G ihelisidusad piirkonnad, D,G # C. Olgu antud zg € D, wg € G ja a € R.
Siis leidub tdpselt ks funktsioon f, mis kujutab piirkonna D konformselt piirkonnaks G ning rahuldab

f(20) = wo ja o € Arg f'(20).

Toestus. Olemasolu. Leidub ¢: D — B(0,1) konformne, nii et ¢(z9) = 0 ja a € Arg¢'(z0) ja
Y: G — B(0,1) konformne, nii et ¥(wy) = 0 ja argy/(wg) = 0. Siis f = 1! o  rahuldab jirel-
duse tingimusi.

Uhesus. Kui f ja g molemad rahuldaksid neid tingimusi, siis H: D — B(0,1), H = ¢ o f~' o g on
konformne ning rahuldab tingimusi H(zp) = 0 ja « € Arg H'(zp).
Jarelikult H(z) = p(2) Vz € D. Seega o(f~(g9(2))) = ¢(z) ¥z € D ehk g(z) = f(z) Vz € D.

Jareldus 31. Koik dhikringi konformsed kujutused iseendaks on murdlineaarsed funktsioonid.

Mirkus. “Ilusate” (néiteks tiikiti sileda rajaga) piirkondade puhul on konformsed kujutused iildiselt
pidevad kuni rajani, seega voime piirduda rajajoone kujutamisega (aga raja suund peab siilima).

Tingimusi, mis mairavad konformse kujutuse iiheselt, nimetatakse normeerivateks tingimusteks.

Konformse kujutuse méiravad iiheselt 3 reaalset tingimust, néiteks
e iihe sisepunkti kujutis ja tasandi pdore;
e iihe sisepunkti ja iihe rajapunkti kujutis;

e 3 rajapunkti kujutis (need peavad olema oiges jérjekorras).
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Peatiikk 9

Laplace’i ja Fourier’ teisendus

9.1 Laplace’i teisenduse definitsioon

Olgu f maaratud [0, 00), kas reaal- v6i kompleksarvuliste vidrtustega. Eeldame, et

1) f on tiikiti pidev [0, 00), s.t. igas [0, 00) 16plikus osaldigus on maksimaalselt 16plik arv katkevuspunk-
te,

2) f on eksponentsiaalse kasvuga, s.t. leiduvad M > 0 ja a € R nii, et |f(t)| < Me? iga t > 0 korral.

Mirkus. 1) voib asendada tingimusega
1’) f on integreeruv Riemanni paratu integraali mottes voi absoluutselt integreeruv Lebesgue’i integraali
mottes igas [0, 00) loplikus osaldigus.

Definitsioon. Arvu ag = inf{a € R: IM > 0: |f(t)| < Me* ¥Vt > 0} nimetatakse funktsiooni f kasvu
néitajaks.

Niide. f(t) =t" kasvu néitaja on 0.

n

t t"
Kuna iga ¢ > 0 korral lim — = 0, siis IM = M(g) > 0: — < M, seega t" < M (g)e®’.
et e€t

t—oo e

Lemma 4. Olgu [’ kasvu nditaja ag. Siis f on eksponentsiaalse kasvuga ning tema kasvu nditaja
a; < max{agp,0}.

t
Toestus. Olgu a > ag, siis IM > 0: |f/(t)] < Me*. Siis f(t) = £(0) +/ f'(T)dr, seega
0

Miest—1)) a>0,

t t o
FO1< 17O+ [ 17 < 1)+ [ Mear <170) + ., eo
oL 1=e"), a<O.

Mleat’ a > 0’
Jarelikult [f(t)] < { M'(e)eft Ve >0, a=0,
M, a < 0.

Definitsioon. Funktsiooni f Laplace’i teisendiks nim. funktsiooni

£UA) = F) = [ et
Teoreem 59 (Laplace’i teisendi olemasolu). Olgu ag funktsiooni f kasvu nditaja. Siis integraal
/OO e PLf(t)dt koondub absoluutselt piirkonnas {p € C: Rep > ag} ning iihtlaselt piirkonnas {p €
(CO: Rep > a} iga a > ag korral.
Toestus. Olgu p = s + 40 ning olgu s > ag. Siis Ib: ag < b < s, IM > 0: |f(t)] < Me® ¥t > 0. Siis
b—s)t | M
s—b

el

/ le P f(t)| dt < M/ e Steldt = M
0 0 b

— S
t=0
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Olgu a > agp, siis Ab: agp < b < a. Kui Rep > a, siis saame hinnata ‘e_ptf(t)‘ < Mestebt <

[e.@]
M
Me™ % ja / Me e dt = —— Weierstrassi tunnuse pohjal integraal koondub iihtlaselt piirkon-

0 a—>b
nas {p € C: Rep > a}.

Seega eksponentsiaalse kasvuga funktsiooni Laplace’i teisend on alati madratud mingis parempoolses
pooltasandis {p € C: Rep > ap}.

Teoreem 60 (Laplace’i teisendi regulaarsus). Olgu ag funktsiooni f kasvu nditaja. Siis tema Laplace’i
teisend F' on requlaarne piirkonnas {p € C: Rep > ao} ning F'(p) = —L[tf(t)](p).

Toestus. Kasutame teoreemi pératu parameetrist soltuva integraali regulaarsusest: Olgu ' [6pmatu
pikkusega joon, mille iga loplik osa on tikiti sile ning olgu D mingi piirkond. Olgu f pidev hulgal T x D
ning eeldame, et iga fikseeritud ¢ € T korral f((,-) on regqulaarne piirkonnas D. Koondugu piratu integ-

raal F(z) = / f(¢, 2)dC iihtlaselt igas kinnises piirkonnas D' C D. Siis F' on requlaarne hulgas D ning
r

F’(z):/raf(ai’ 2 gc.

Praegu I' = [0,00) C R. Fikseeritud ¢ korral funktsioon p + e P! f(¢) on regulaarne ning integraal
oo

e P f(t)dt koondub iihtlaselt piirkonnas {p € C: Rep > a} iga a > ag korral.
L o o , e P f(t) -
Seega voime diferentseerida integraali mérgi all: F'(p) = Tpdt = — e Plef(t)dt =
0 0
—L[tf()](p)-

9.2 Laplace’i teisenduse omadused

Rahuldagu f ja ¢ tingimusi 1) ja 2) ning olgu f kasvu niitaja ap ja ¢ kasvu niitaja bg. Laplace’i
teisendusel on jargmised omadused.

1. Lineaarsus: L[af + Bg|(p) = aF(p) + BG(p), o, B € C, Rep > max{ag,bo}.
2. Sarnasus: L[f(At)](p) = $F (}), A >0, Rep > Aay.

Toestus. L[f(M)|(p) = /0 e 0= /0 CerPymr = 1 ().

3. Tuletise teisend: kui f(™ rahuldab 1) ja 2) (kasvu niitaja ay,), siis
LIF)p) = p"F(p) ="' £(0) = p"2f/(0) = --- = f*71(0), Rep > max{ay, 0}.

Toestus. Kui £ rahuldab 1) ja 2), siis ka f(~1 rahuldab 1) ja 2).

Matemaatiline induktsioon: valem kehtib, kui n = 0. Oletame, et kehtib mingi n korral. Siis

0

L) = [0l = e O[T+ [
u dv
= —f™(0) + pL[f™](p) = p" T F(p) — p"£(0) — p" L f(0) — -+ — f™(0).

4. Teisendi tuletis: F(™ (p) = (=1)"L[t"f(t)](p), Rep > ap.

Toestus. Induktsioon: juht n = 1 on juba tdestatud. Oletame, et valem kehtib mingi n korral.
Siis
FUD (p) = (FM (p)) = (1) L[E" f(1)](p)) = (=1)" T L™ (1)) (p).
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5. Nihke teisend L[H(t —7)f(t — 7)](p) = e P"F(p), 7 > 0, Rep > ap.

1, t>0,

Siin H on Heaviside’i funktsioon, H(t) =
0, t<O0.

Toestus. LIH(t —7)f(t — T)](p) = /OO e PP H(t —7)f(t — 7)dt
foo —P(H7) f(s)ds = e PTF(p).

6. Teisendi nihe F(p — \) = L[eM f(t)](p), A € C, Rep > Re A + ap.
Toestus. F(p —\) = / e F)dt = L[EMF()](p).
0

9.2.1 Konvolutsioon

Rahuldagu f ja g tingimusi 1) ja 2).
Definitsioon. Funktsioonide f ja g konvolutsiooniks nimetatakse funktsiooni

(f=g)(t /f g(t —7)d t>0.

Kui f ja g on integreeruvad igas [0,00) 16plikus osaldigus (Riemanni voi Lebesgue’i méottes), siis
konvolutsioon on defineeritud intervallis [0, 00).

Konvolutsiooni omadusi

1. Kommutatiivsus: f*xg=gx* f.

Toestus. Teeme definitsioonis muutujavahetuse s =t — 7.

2. Assotsiatiivsus: (f*xg)xh = fx(g*h).
Toestus. ((f*g)xh)(t) = /0 (f*g)(T)h(t —T)dT = /0 /0 f(s)g(T — s)ds h(t — T)dr
—/0 f(s)/S g(T — 8)h(t — T)dr ds s

= [ 16 [ st =s) = oo s
= [ 1) n)e = 9)ds = (£ (g 1))

3. Distributiivsus: f* (¢+h) = f*xg+ f*h.

Lemma 5. Kui f ja g rahuldavad 1) ja 2), siis ka f * g rahuldab 1) ja 2).

Toestus. 1) Vaatleme intervalli [0, co) 16plikku osaléiku [0, T7]. Siis

(F*9)(t) — (f * g)(to) = /f gt —nydr— [ f(r)glty — 7)dr

0

— [ #o)g(t ~7) - glto — ))dr + J(glt = 7)dr.

0
Léoplikul 16igul on f ja g tokestatud, seega

to

[(F*g)(8) = (f*g)(to)| < My ; l9(t —7)—g(to — 7)[dT+[t — to| My M.
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Lihtsuse mottes olgu funktsioonil g iiks katkevuspunkt a, siis g on iihtlaselt pidev [0,a) ja (a,T].
Kui t — 7 ja tg — 7 kuuluvad moélemad kas intervalli [0,a) voi (a, T, siis |g(t — 7)—g(to — 7)| < €, kui
|t —to|] < 6. Kui nad kuuluvad erinevatesse intervallidesse, siis 7 € [tg — a,t — al, selle 16igu pikkus on
|t — to]. Seega

(F20)(t) — (f#g)(t0)] < Mytoz + |t — to] - 3MyM,

2) Olgu f ja g kasvu néitajad ag ja bg. Olgu a > ag ja b > by. Siis

¢ ¢ 6(;:Z>t7 a>b
feg)t)] = \ [ st = nar| < vt [emdttar = et 41 oz,
0 0 ﬁ, b>a

Seega (f * g) kasvu néitaja ei iileta suurust max{ag, bo}.
Teoreem 61 (Borel). Rahuldagu f ja g tingimusi 1) ja 2). Siis L[f x g](p) = F(p)G(p).

Toestus. Fubini teoreem.: kui h on hulgal X X Y absoluutselt integreeruv funktsioon, siis

/X/Yh(a:,y)dydx:/Y/Xh(as,y)dxdy.

Kasutame seda hulgal [0, 00) x [0, 00), defineerides g(¢) = 0, kui t < 0.

L[f*g](p / e Pt/ f()g(t — 7)drdt = /Ooof(T)/Oooe_ptg(t—T)dth

[T [T et gtsdsar = [T e [T e g = Fo)c)

9.3 Fourier’ teisendus

Olgu f reaal- voi kompleksvaartustega funktsioon, mis on absoluutselt integreeruv iile R (kas Riemanni
péaratu integraali voi Lebesgue’i mottes).

Definitsioon. Funktsiooni f Fourier’ teisendiks nimetatakse funktsiooni

FIf1(s) = f(s) e~ f(x)dz, s€ER.

\/ 2 /
See integraal on absoluutselt koonduv iga s € R korral, sest ‘e‘isxf(:r)’ =|f(z)], kui s,z € R, ja f

on absoluutselt integreeruv.

NB! Kui Laplace’i teisendus on iildiselt erinevates allikates defineeritud samamoodi, siis Fourier’
teisendust defineeritakse erinevates kohtades erinevalt, niiteks

7(s) = / e o) =5 [ Ze-mfm)dx

—oo 27

Fo == [ e sadn fo) = [ e

Muutuja tdhisena kasutatakse tihti s asemel ka & ja vahel isegi f.

Lemma 6 (Fourier’ teisendi iihtlane pidevus). Olgu f absoluutselt integreeruv kogu reaalteljel. Siis f
on thtlaselt pidev.

Toestus. Olgu e > 0. Naitame, et 36 > 0: |s; — so| < 0 = |f(s1) — f(s2)| < e. Valime R > 0 nii, et

\/12? (/;R+/:> £(@)lde < <. siis

o) = Fll = | = [ (o e poia
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Kui |s1 — s2| < d ja |z] < R, siis

. . slx .
le7m1E — emrer| = / —z'e_”dt‘ <|(s1 —s2)z| < IR.
Sox
Valides niiiid ¢ nii, et 5R— / x)|dx < < , saame
1F(s1) = f(s2)] < SR—— / oo+ S <e

Teoreem 62 (Riemann-Lebesgue’i lemma). Olgu f absoluutselt integreeruv kogu reaalteljel ning tikiti

pidev. Siis lim fs) =
—R 00 .
N </_OO +/R >\f(w)dx < ;- Siis

— 00

Toestus. Olgu € > 0 antud. Valime R > 0 nii, et

¢ 1 R 18T
— B x)dxr| + —
fo < = |/ e s
Olgu a1, ..., a, funktsiooni f katkevuspunktid vahemikus

(=R, R) ning olgu ap = —R ja apy1 = R. Niilid f on
iihtlaselt pidev loikudes [aj, a;q1]. Seega leidub ¢ > 0 nii,

et kui z1,29 € [aj,a;41] ja |x1 — z2] < 4, siis |f(z1)
f(z2)] < V2me/8R. Valime loikudes [aj,a;+1] punktid
a; =00 < bj71 <... bj,mj = Qj+1 nii, et bj,k+1 — bj,k <9
ning defineerime 16igul [— R, R] tiikiti konstantse funktsioo- RX
o ai a:

ni g(x)=f(bj), kui € [bjk, bjrt1)-
Siis | f(z) — g(x)| < V2me/8R Vx € [-R, R] \ {ao, ..., ant1} ja seega

. R R
fo) <= emuf(ac)—g(ac)dae+jgr | egtaida

-R

N
4

1 n M J k+1 . €
< LV LSS s [ ] 1
2 R =0 k=0 bjk 4
1 . b.
1 n My e isT j,k—+1 c
<= Y fin)l | — +5
V2T T D T by 2
1 2 €
< ——=N bip) — + 5 <e,
-~ Vor jzo,...,n,rilggi...,mrl [£(0s)] |5 + 5 ~°

kui |s| on piisavalt suur, nii et esimene liidetav on viiksem kui 5 (siin N on punktide b, arv).

9.3.1 Fourier’ teisenduse omadused

Olgu f ja g integreeruvad kogu reaalteljel.
1. Lineaarsus: Flaf + Bg] = af—l— B84, a, B € C.
2. Sarnasus: F[f(Az)](s) = ﬁf (i) AeR, A #0.

e isT y )\m 1 1 = e s /A —LA 5

3. Tuletise teisend: kui f,... ,f(”) on abs. integreeruvad, siis f[f(")](s) = (is)" f(s).
)

Toestus. F[f(A\x)](s

4. Teisendi tuletis: kui f, 2" f on abs. integreeruvad, siis f("(s) = F[(—iz)" f(z)](s).
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5. Nihke teisend: F[f(z — y)](s) = e ¥ f(s), y € R.
6. Teisendi nihe: f(s — ) = Fe!® f(x)](s), o € R.

Lause 16 (Tuletise teisend). Kui f,..., f™ on abs. integreeruvad, siis F[f™](s) = (is)"f(s), s€R.

Toestus. Abitulemused:
1) kui f’ on integreeruv, siis f on pidev ning leiduvad 16plikud lim f(z) ja lim f(x)
Tr—00 Tr——00
x

(sest f(@) = £O)+ [ 7))
2) kui f on integreeruv iile R ning leiduvad 1oplikud h_}m f(z) ja Eria f(z), siis Bgl flz) =

= 7 / ‘“’”f {(@)dz \/12—”< i) /_ Zz’se—mf(x)d:c> — (i) (s).

dv

FLf')(s)

F[f™)] jaoks rakendame mat. induktsiooni.

Lause 17 (Teisendi tuletis). Kui f ja xf on absoluutselt integreeruvad, siis f'(s) = Fl—izf(z)](s),
seR.

Tdestus. f/(s) = IILILI(I) Jls + h}z — f(s).

R 7 —ihr
W —Fl—izf(z) m/ e f(x <(2h1+m)dx

1 - o0 €
Olgu € > 0 antud. Valime R > 0: —— / —1—/ > z)||z|de < —.
: ¢%<_w ) @l

/hr—ieitdt 4
7 (L) <>

fls+h) — f(s)
L8 Fleinf@)()

Kuna ’e*ihm - 1‘ = < |hx|, siis

= ([ ) i zilar < 5.

—1h1‘ _

Siis T

+ iz

de + =
\/27r/ Ty

hx hx
Kuna e e — 1 = / —ie "dt = —iha +/ e "(t — hx)dt, siis
0 0

1 |ha| ’h’$2
f(s+h)=f(s)

LI Fleinf(@)(s)

efih:r -1 .
T +

Seega
h
IISEdJr <,

: \/ﬂ/—RV(gE 2

kui |h| on piisavalt viike.

Jireldus 32. Kui f,2"f on abs. integreeruvad, siis f(s) = F[(—iz)" f(2)](s).

9.3.2 Konvolutsioon

Olgu f ja g absoluutselt integreeruvad kogu reaalteljel.
Definitsioon. Funktsioonide f ja g konvolutsiooniks nimetatakse reaalteljel defineeritud funktsiooni

(f * 9)(a / gz — y)dy

See on iildisem konvolutsiooni definitsioon. Laplace’i teisenduse juures toodud konvolutsiooni saame
iildisest definitsioonist, kui loeme f ja g nulliks, kui ¢ < 0.
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Lemma 7 (Konvolutsiooni abs. integreeruvus). Kui f ja g on absoluutselt integreeruvad kogu reaalteljel,
siis ka f x g on absoluutselt integreeruv kogu reaalteljel.
do< [~ [ Ifllate - pldyds,

Toestus. /OO|(f>kg)( )| dz = ‘/ fw)g(x —y)dy

Fubini teoreem: mlttenegatuvsete funktsioonide korral voib Vahetada integreerimisjérjekorra. Seega

/_(:Kf*g)(x)‘d“’“f/ !/ y)\dz dy
= [ [ lawlaras = [~ ity [ ot

Teoreem 63 (Konvolutsiooni Fourier’ teisend). Olgu f ja g absoluutselt integreeruvad kogu reaalteljel.
Stis

Flf » gl = V2rfg.

1 o0 . o0
Toestus. F[f x g|(s) = ﬁ/ e’sm/ f(y)g(x — y)dy dz. Kuna integraali all on absoluutselt
T J—00 —00

integreeruv funktsioon, siis voib vahetada integreerimisjirjekorra (Fubini t.)

Fif +0l) = <= / ef) [ Ze—w(”—y)g(:c—y)dxdy
m/ ey /_Z istg(t)dt dy = v/ f(5)3(s).

9.4 Laplace’i ja Fourier’ teisenduse rakendusi

9.4.1 Harilikud lineaarsed diferentsiaalvorrandid

Vaatleme lineaarset konstantsete kordajatega diferentsiaalvorrandit

any™ + an 1y + -+ agy = f(1)

algtingimustega
y(0) =0, ¥'(0) =w1, -, y"7(0) = yn1.
- d
Liihidalt L(D)y = f, kus L(D) = DFjaD=—.
iihidalt L(D)y = f, kus L(D) kzzoak D=
Rakendame vorrandile Laplace’i teisendust:
n k—1
Lp)Y(p) = Q) =Fp), Q) =) ar ) " yn
k=1 m=0
y F(p)  Q(p)
Siit saame avaldada Y(p) = —= + ——=.
P 1w
Téhistame G(p) = o) ning g(t) = L7 [G(p)] (t). Funktsiooni g nimetatakse ka diferentsiaalope-
b
raatori L(D) fundamentaallahendiks v6i Greeni funktsiooniks, ta rahuldab vorrandit L(D)g = 0, kui
: LN =2 — (A=) ()
t > 0 ning g(0) = ¢'(0) =--- = g""7(0) = 0, g (0) = —.
< i Q(p)
Olgu Q(p) = Y qip". Kuna L[g® ()] = p"G(p), k=0,1,...,n — 1, siis L' [L(jj)] )= ag™t
k=0 =
Siis esialgse tilesande lahend on y(t) = )+ Z ag®

Mirkus. Kui on vaja lahendada lihtsalt iiks konkreetne vorrand, siis tldiselt ei ole vaja hakata fun-
damentaallahendit vilja kirjutama ja péarast konvolutsiooni arvutama. Tavaliselt on lihtsam rakendada
esialgsele vorrandile Laplace’i teisendust, avaldada Y ning votta poordteisendus.
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9.4.2 Lineaarsed diferentsiaalvorrandite siisteemid
Vaatleme lineaarset konstantsete kordajatega diferentsiaalvorrandite siisteemi

y1 = anyr + aaya+t - + a1nYn + f1(t)
Yy = a21y1 + agayo+ - - + aznyn + f2(t)

Yp, = an1Y1 + anayot - -+ + Gunln + fo(t)
algtingimustega y1(0) = yo1, ¥2(0) = yo2, ..., yn(0) = yo,. Lithidalt y’ = Ay + £, y(0) = yo.
Rakendame Laplace’i teisendust:

pY(p) —yo=AY(p)+F(p) = Y(p)=(pl-A) " (yo+F).

o0
1
Maatriksit £ [(p[ — A)*l] (t) tahistatakse eA?, seda saab arvutada ka kujul eAl = Z HAktk.
k=0 "

t
Esialgse iilesande lahendi saab siis kirjutada kujul y () = ety + / AT () dr.
0

9.4.3 Lineaarsed osatuletistega diferentsiaalvorrandid
Vaatleme lainevorrandit:
U (z,t) = Cuge(x,t) + f(x,t), R, t>0,
w(z,0) = uo(x), ue(r,0) =ui(z), zekR
Siin wu(x,t) kirjeldab naiteks lopmatu keele korvalekallet tasakaaluasendist ajamomendil ¢ punktis x,
f(z,t) on keelele mojuv viline joud. Keele algasend on ug(x) ning keele algkiirus on ug(x).
Eeldame, et u(z,t) ja f(z,t) on igal fikseeritud ajamomendil integreeruvad x jargi. Votame Fourier’
teisenduse z jargi:
Gy (s,t) = —c2s%0(s, t) + f(s,t), seR, t>0,
(s,0) = do(s), @(s,0) = in(s), s€R.

Niiiid votame Laplace’i teisenduse ¢ jargi:
p*U(s,p) — piio(s) — @ (s) = —*sU(s,p) + F(s,p).

pio(s) +a1(s) + F(s,p)
P2 + 252

sincst | _ P ..
} (s,t) = e £t []02—1—0252} (s,t) = coscst, siis

Seega U(s,p) =
1
2 + 252

Kuna £71 [

. t t . t _ R
u(s,t) = coscstig(s) + ey u1(s) + / wf(s, T)dT.
cs 0 cs

Nihke teisendi omadusest F[f(z — y)](s) = e Y f(s).

1 2si in cst
Praktikumist F [X[—a,a}] (s) = \/72777 51;1 as’ seega F ! [SHZSS ] vV 27T X[—ct ct]-

Konvolutsiooni Fourier’ teisendi valem: F[f % g] = V27 f g.

Kokkuvottes saame lahendi

1 1 z+ct z4c(t—T)
u(z,t) = §(uo(x + ct) + uo(x — ct)) + / y)dy + / / y, T)dy dr.

2c ot
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Uldisemalt: poolrithma teooria
Olgu V, V' mingid (funktsioonide) ruumid, olgu A: V — V' tokestatud lineaarne operaator.
Niide. DC R, V ={ue€ C*D)NC(D): u|F =0}, V' =C(D), Au= Au = Uy z, + Uz, 2, )-

Olgu f: [0,00) — V'. Otsime funktsiooni u: [0,00) — V', mis rahuldaks vorrandit
u' =Au+f, u(0) = uop.

Rakendame Laplace’i teisendust: pU — ug = AU + F. Kui pI — A on pdoratav piisavalt suure
reaalosaga p korral, siis saame avaldada U = (pI — A)"(up + F) (siin iihikoperaatorit I tuleks ka
vaadelda tegutsevana ruumist V ruumi V', tavaliselt V' C V).

Operaatorit £71 [(p[ - A)_l] (t) tahistatakse e4?, seda saab leida niiteks Laplace’i teisenduse poo-
ramise valemi abil (siis valemis esinevad funktsioonid on kompleksmuutuja funktsioonid, aga operaator-
vaartustega). Esialgse tilesande lahendi saab siis kirjutada kujul

t
u(t) = eMug + / A7) (1) dr.
0

Operaatorite peret {e4*: ¢t € [0,00)} nimetatakse (operaatorite) poolrithmaks, operaatorit A selle
poolrithma generaatoriks.
9.4.4 Konvolutsioonitiiiipi integraalvorrandid
Volterra integraalvorrand
t
Au —l—/ k(t — s)u(s)ds = f(t), t > 0.
0

Integraalvérrand on T liiki kui A = 0, II liiki kui A # 0.

F
Rakendame Laplace’i teisendust: AU (p) + K(p)U(p) = F(p), seega U(p) = )\—i-(f?)()
p
F
Kui A=0ja lim M # 0, siis (piisavalt siledat) originaali ei leidu.
Re p—oo K(p)
Fredholmi integraalvorrand kogu reaalteljel
oo
Au + / k(x —y)u(y)dy = f(z), z € R.
— 0o
Integraalvérrand on T liiki kui A = 0, II liiki kui A # 0.
f(s)

Rakendame Fourier’ teisendust: A\i(s) + vV 271]% s)u(s) = f S), seega u(s) = ————.
f(s)

Kui A=0ja lim == # 0, siis (piisavalt siledat) originaali ei leidu.
Is|—o0 k()

Kui mingi s € R korral A + v/27k(s) = 0, siis iga f korral lahendit ei leidu.

9.4.5 Signaalitootlus

Antud mingi signaal f(t), missugused on selles domineerivad sagedused?

|

Niide. f(t) = x—gr,g (t)sinwt, w =3, R = 10.

Fs) = \/12?<sin(s—w)R+sin(s+w)R).

S —w S+ w

A
-0 E ¥ VAV '

AL A A nlna A A
JUVYvvY

VVaRE 70
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Signaal Sama signaali Fourier’ teisend
-'MTF“L"" !I".ﬁ.m[ﬂl'lud-l

45
4
as
3
25
F4
1.8
i
0.5

EoiERa-2HEER

'I'-rnl;r-lsl . Frequancy |Hq
0.2 0.4 08 0.8 g 1w AN W 40 S & TO

9.4.6 Statistika

Olgu fx(x) reaalarvuliste vidrtustega juhusliku suuruse X jaotuse tihedusfunktsioon. Selle juhusliku
suuruse karakteristlik funktsioon on

E[ei*®] = /_OO e fx(x)dx = V21 f (—s).

Karakteristlik funktsioon on kasulik néiteks soltumatute juhuslike suuruste summa uurimisel, sest
sel juhul summa tihedusfunktsioon on liidetavate tihedusfunktsioonide konvolutsioon, seega summa
karakteristlik funktsioon on liidetavate karakteristlike funktsioonide korrutis.

Karakteristlike funktsioonide abil toestatakse néteks tsentraalne piirteoreem.

9.5 Laplace’i ja Fourier’ teisenduse pooramine

Teoreem 64 (Fourier’ teisenduse pooramine). Olgu f tikiti pidev ja abs. integreeruv kogu reaalteljel.
Siis igas punktis y € R, kus leiduvad loplikud tuletise piirvidrtused f'(y+) ja f'(y—), kehtib

1 I DR PV
§(f(y+)+f(y—))—ﬁ im e f(s)ds

R—o0 —R

_ . P . . N S .
Toestus. Asendame vorduse paremasse poolde f(s) definitsiooni ja jatame dra kordaja or ning piir-
T

vaartuse. Absoluutse integreeruvuse tottu voime vahetada integreerimisjérjekorra (Fubini t.)

/_I; e'ys /_C: e_isxf(:r)dx ds = /_Z f(:I;)/_ iW=2)s 45 do —/ f(z - 30)8) R:_R

:/_ f(x)2sm _— )Rd:r :%—x/ f(y—t)QSmtht

t
> 2 t 2sint
:/ Fly—1) sin Rdt—i—/ Fly+1) sin Rdt

0

dx

Tahistame

fly—1t)— fly—)

. 0<t<1,

t>1.

= f'(y—), seega g on tokestatud 0 parempoolses iimbruses. Ku-

—t) — _

Siis lim g(t) = lim fly—1t) - fly-)
t—0+ t—0+ t

na lopmatuse {imbruses g kéitub nagu f(y — t)/t, siis g on integreeruv (0, cc).
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Riemann-Lebesgue’i lemma: kui f on absoluutselt integreeruv iile R ning tiikiti pidev, siis | 1|1m f (s) =
S|—00
o0
Seega / g(t)sintRdt — 0, kui R — oo. Jéarelikult
0
00 2sintR o 1 2sintR
lim / Fly— 020 = lim </ g(t) sin Rt dt +/ Fly—) 222 dt)
R—oo Jg t R—o0 0 0 t
Re .-
. 2sinT
= f(y-) Jim dr = mf(y-).
—00 J
Samamoodi - o siniR
. sin
lim fly+1t) dt = 7 f(y+).
R—o00 0

Kokkuvottes

1 L QSlntR 2smtR

— i s ds=—1 dt t) dt
=i [ fonts = 5 gm ([ s o, o )

1<f<y—> ).

= (e (y=) + ) =

27
Jareldus 33. Kui f ja g on tikiti pidevad ja reaalteljel absoluutselt integreeruvad ning igas punktis
leiduvad loplikud tuletiste ihepoolsed piirvddriused, ning nende Fourier’ teisendid on vérdsed, siis f ja
g on vordsed, vilja arvatud véib-olla katkevuspunktides.

Teoreem 65 (Laplace’i teisenduse pooramine). Olgu f tikiti pidev intervallis [0,00). Olgu f ekspo-
nentsiaalse kasvuga ning olgu ag f kasvu nditaja. Olgu F = L[f]. Kui mingi t korral leiduvad Ghepoolsed
tuletiste piirvadrtused f'(t+) ja f'(t—), siis

c+iR

li P'F(p)d
2mt Rgnoo iR e Fp)dp

S (F(4) + 7)) =

iga ¢ > ag korral (nullpunktis tuleks votta f(0—) =0).

Toestus. Defineerime f(t) = 0, kui ¢ < 0. Olgu ¢ > ag. Kasutame Fourier’ teisenduse poéramise
teoreemi funktsiooni e~ f(t) jaoks:

R 00
EfE+H)+f(t-)) = 1277 1«2113;0 . elts <\/1277r/0 eimecxf(ac)da:> ds

p=c-+is 1 ) c+iR 3 fe’e) B
= — lim etr=e) e P? f(z)dx dp
271 R—oo c—iR 0
1 c+iR
=e “— lim e F(p)dp.

21t R—oo J._iR

Jareldus 34. Kui f ja g on tikiti pidevad ja eksponentsiaalse kasvuga ning igas punktis leiduvad loplikud
tuletiste tihepoolsed piirvddartused, ning nende Laplace’t teisendid on vordsed, siis f ja g on vérdsed, vilja
arvatud voib-olla katkevuspunktides.

9.6 Laplace’i teisenduse originaali olemasolu

Olgu antud funktsioon F', mis on regulaarne piirkonnas Rep > a. Millal leidub f: [0, c0) nii, et F' = L[f]?

Teoreem 66 (Originaali olemasolu). Olgu F' regulaarne piirkonnas Rep > ag. Eeldame, et

1) leidub ay > ag nii, et max  |F(p)| — 0, kui r — oo,
lpl=r, Rep>ay

2) / F(c+is)|ds koondub iga ¢ > ay korral.
c+iR

1
Defineerime f(t) = 5 Rh_r}réo . eP' F(p)dp, ¢ > ay, t € R. Siis
—1

65
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1) f(t) =0, kui t <0,

2) leidub M > 0 nii, et |f(t)] < Me™?, kuit >0,
3) [ on pidev kogu reaalteljel,

4) F = L[f].

1 c+iR
Toestus. Defineerime f(t) = 2—Rhm eP'F(p)dp, ¢ > a1, t € R. See integraal on absoluutselt
Tl R— c—iR

koonduv. Niitame, et see definitsioon on korrektne, s.t. see integraal ei soltu c-st.
Olgu c¢1,c2 > a1 ning R > 0. Olgu I ristkiilik tippudega ¢; + iR, co £+ iR.

Cauchy teoreemi pohjal / e’ F(p)dp = 0 V¥t € R. Ristkiiliku horisontaalsetel
r

iRt
kiilgedel |p| > R ja Rep > a1, seega eelduse 1) pohjal :

co )
/ eCFRE (5 + iR)ds
e

e
< max{e“!, eCQt}/ |F'(s+iR)|ds — 0 kui R — oc. :
e 0 ai &1 2

Seega T
c1+iR co+iR E
lim e’ F(p)dp = lim eP' F (p)dp. —iR

R—oo Jo iR R—o0 Joy—iR

1) f(t) =0, kui t < 0.
Olgu ¢ > aj ning R > |c|. Olgu ~v piiratud joontega Rep = ¢ ja |p| =
(Rep > ¢). Cauchy teoreemi pohjal /eptF(p)dp =0VteR.

A

Olgu ~vr joone ~ ringjoone kaarega médratud osa. Kui ¢t < 0, siis Jordani
c+iR
lemma pohjal / eP'F(p)dp — 0, kui R — 0o. Seega / P F(p)dp — 0, QO[\a1
TR c—iR

kui R — oo ja R

1 c+iR
f(t) = =— lim eP'F(p)dp =0, kuit < 0.
2m% R—oo c—iR
2) Leidub M > 0 nii, et | f(t)| < Me™? kui t > 0.

Olgu ¢ = ay ning t > 0. Siis

1 c+iR 1 oo
|lf(t)] = |=— lim / eptF(p)dp‘ < / e |F(c+is)| ds < Me™".
—00 Jeo iR 2w

2w R o

3) f on pidev kogu reaalteljel.

1 c+ioco p=c—is

ft) = / eP F (p)dp / (=)t (e — is)ds,
2mi c—100

seega e L f(t) = v/2nF[F(c — is)](t). Riemann-Lebesgue’i teoreemi pohjal on funktsioon t — e~ f(¢)

pidev, seega on pidev ka f.

1) F=clf).
Kui ¢ > ay, siis funktsioon g(z) = F(c+ ix), € R rahuldab Fourier’ teisenduse p66ramise teoreemi
eeldusi (on pidevalt diferentseeruv ja integreeruv iile R). Seega

1 B
F(c+iy) = Wor 1%11—r>r<1>o ezySg(s) =5 I%gréo/ / SR (c 4 ix)dx ds
p=c-tiz c+i00 —(p o8
= zméf;o/ / -~ Fip)dpds
= lim [ el f(—s)ds =" / et ()dt = L[f)(c + iy).
R—o0 —-R 0
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e_ka

Jédreldus 35. Olgu F(p) = Zak + Fo(p), kus 1 > 0 ja Fy rahuldab teoreemi eeldusi. Olgu Fy =
k=1

p
L[fo]. Siis fo on pidev ja eksponentsiaalse kasvuga ning F' = L[f], kus f(t) ZakH (t — 1) + fo(t).
k=1

Toestus. LIH(t — 74)|(p) = Crt

p

9.7 Arendusteoreemid

Teoreem 67 (I arendusteoreem). Olgu F' lopmatuspunkti imbruses esitatav Laurent’i reana
oo o0

F(p) = C—IZ Siis tema originaaliks on taisfunktsioon f(t) =
k=1 k=0

o0
Toestus. Olgu G(q) = F (é) = " cpq®. Siis G on regulaarne nulli mingis iimbruses. Cauchy vorratuse

k=1
oo
tottu IM,r > 0: || < Mr*, k € N. Olgu f(t) = Z cl;:ltk Kuna
k=0

Z ‘Ck"'ltk’ < ZM |t|k Mret

o0

siis rida koondub igal pool ning f on eksponentsiaalse kasvuga. Kui Rep > r, siis rida Chtl Sl phe—pt

k!
k=0

koondub iihtlaselt [0, 00), seega voib rida integreerida liikkmeti. Jarelikult

oo
Z k;+1 . Ck
= T
k=0

S P

Eod

Teoreem 68 (Il arendusteorcem). Olgu F' meromorfne ning requlaarne piirkonnas Rep > ag. Eeldame,
et

1) leiduvad Ry < Ry < ---, Ry, = 00 nii, et‘nlaa}:%( |F(p)| — 0, kui n — oo,
pl=Rx

2) / |F(c+is)|ds koondub iga ¢ > a korral.

Siis funktsiooni F originaal on f(t) = Y, res[e’* F(p); px), kus resiidid on véetud koigi F isedraste
punktide suhtes ning |p1| < |p2| < ---.

A
Toestus. Olgu ¢ > a ning R = R,, > |c|. Olgu ~ piiratud joontega Rep = ¢ T
ja [p| = R (Rep < ¢). Resiidide teooria pohiteoreemi pohjal

k

o
QL

/eptF(p)dp—Qm'Zres ("' F(p); pi] , i

kus summa on voetud iile koigi isedraste punktide py, € B(0, R). R
c+ir

Teiselt poolt /eptF(p)dp:/ eptF(p)dp—i-/ eP F(p)dp. !
¥ c—ir

TR /Y _/I/

Jordani lemma poéhjal viimane integraal koondub nulli, kui ¢t > 0 ja R — co. Seega

c+iR
/ P F (p)dp = Zres [eptF(p);pk] .

k

ft) =

2m R%oo
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Peatukk 10

Riemanni dzeetafunktsioon

10.1 Riemanni dzeetafuktsiooni definitsioon

Tahistame D, = {s € C: Res > a}, kus a € R.

Definitsioon. Riemanni dzeetafunktsioon on piirkonnas Dy defineeritud vérdusega
oo
1
(s) =) —

ns’
n=1

Siin n® on defineeritud peaharuna, s.t. n®=e*"" =ne#"" kus s=0 + it. Rida koondub absoluut-
— 1

selt piirkonnas D; ja iihtlaselt kinnises piirkonnas Dj44 iga 0 > 0 korral. Kuna s — — on regulaarsed
n

kogu komplekstasandil ja rida koondub iihtlaselt piirkonnas Dq,s iga 6 > 0 korral, siis Riemanni dzee-
tafunktsioon on regulaarne piirkonnas Dj.

10.1.1 Esitus lopmatu korrutisena

o
Definitsioon. Lopmatuks korrutiseks nim. avaldist ajasas - - -, tdhistatakse H ax. Lopmatu korrutise
k=1

n
osakorrutiseks nim. korrutist A4, = ajas---a, = H ag.
k=1

Definitsioon. Lopmatu korrutise vidrtuseks nim. tema osakorrutiste jada piirvédrtust lim A,. Kui
n—oo

lopmatu korrutise vddrtus on 16plik nullist erinev suurus, siis seda korrutist nim. koonduvaks, vastasel
juhul hajuvaks.

Kui 16pmatu korrutis koondub, siis lim a, = lim " — 1. Tavaliselt eeldatakse, et az, > 0 (jittes

n—o0 n—o0

n—1
vajadusel algusest ara 1opliku arvu tegureid). Kui a; € C, siis tavaliselt eeldatakse, et Reag > 0.

o0 o0
Lause 18. Lopmatu korrutis H ag, kus Reay > 0, koondub parajasts siis, kui koondub rida Zln ag.
k=1 k=1

n n
Toestus. Ln H ap = Z In ay, kus vasakul pool on Ln mingi haru.

k=1 k=1
o oo
Definitsioon. Lopmatut korrutist H ag nim. absoluutselt koonduvaks, kui rida Z In a; koondub ab-
k=1 k=1
soluutselt.
o0 o0
Lause 19. Lépmatu korrutis H(l + ug) koondub absoluutselt parajasti siis, kui rida Zuk koondub
k=1 k=1
absoluutselt.
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[e.9]
Toestus. Molemal juhul kehtib lim ug, = 0. Kuna | In(14ug)| ~ |ug|, kui ux, — 0, siis rida Z | In(1+uyg)|
k=1

oo
koondub parajasti siis, kui rida Z |ug| koondub.
k=1

1\ !
Lemma 8 (Euleri korrutis). Olgu s € Dy ning olgu P koigi algarvude hulk. Siis ((s) = H <1 — s) .
p

peP
Toestus. Kuna ((s) il s"slg‘() i ! Zl Seega | 1 ! ¢(s) !
. Kuna ((s) = —, siis —((s) = = —. —— | {(s) = —.
— ns’ 2s — (2n)° 2 ns & 28 o ns
1 1 1 1 1 1
Niiiidgs(l—ZS) C(s) = Z 5 seega (1_35 (1—25) C(s) = 5
2tn, 3|n 2fn, 3tn
, 1 B 1
Jatkates H (1 - p5> C(s) = Z —
peEP, p<pg 2, ...,prin
. o 1
Minnes piirile k — oo, saame H <1 — s) C(s)=1.

pEP

10.1.2 Dzeetafunktsiooni seos algarvude loendamise funktsiooniga

Definitsioon. Algarvude loendamise funktsiooniks nim. funktsiooni 7: [0, 00) — Ny, kus 7(x) on selliste
algarvude arv, mis ei iileta arvu .

o
Lause 20 (¢ ja m vaheline seos). Olgu s € D;. Siis Ln((s) = s/ (778(:1:)1)
2 r\r° —

dx, kus vasakul on mingi

Ln haru.

Toestus. Kuna m(n) — m(n — 1) = 1 parajasti siis, kui n on algarv, siis

Ln¢(s) =— In <1— pl> = —i(w(n) —m(n—1))In (1 - ;)

peP n=2

S (1-2) -n (i) (n(1-2)) -

(9] n+1 o0
S e / @)
z(zs —1) 5 x(xs—1)

10.2 Riemanni dzeetafunktsiooni analiiiitiline jitkamine

Lemma 9. Riemanni dzeetafunktsiooni saab analittiliselt jatkata hulgale Do \ {1}.
o 9 o9 (_1),1,1
Toestus. Olgu s € Dy. Kuna 217%¢(s) = Z 2ny stis (1 —2'7%) ((s) = Z

n=1 n=1
pool olev summa koondub iihtlaselt piirkonnas Ds iga § > 0 korral, siis parem pool on regulaarne

piirkonnas Dg. Seega voime jitkata

- Kuna paremal
n

1 2 (=1t . 2k
= kui Dg ja2' 7% # 1 ehk 1+ — Z.
¢(s) 1_21—572 e ui s € Dy ja # 1 ehk s # +1n2,k€
Samamoodi saame néidata, et
C(s) ! i“” kus 2, kui 3| n ja an — 1 muidu, ning s € Do ja s £ 1+ 2" ke,
§) = ——— —, kusa, =— ui 3 | n ja a, = 1 muidu, ning s s — .
1_317371:1718’ n ) J n ’ g 01 11137

Nende hulkade iihend annab meile Dy \ {1}.
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Lemma 10. Riemanni dzeetafunktsioonil on punktis s = 1 esimest jarku poolus ning res[((s); 1] = 1.

_ . . os—1 (-t 1 (=)t
Toestus. l%(s —1)((s) = l}lﬁn{ ol Z:l e ;E e Z = 1.
n= n=

Teoreem 69. Riemanni dzeetafunktsiooni saab analiiitiliselt jitkata kogu komplekstasandile, vilja arva-
tud punkt s = 1, kasutades valemit

s

¢(s) = 27 Lsin (7) T(1 - 8)C(1 — s).

Toestus. Olgu Res < 1. Siis (1 — s) € Dy ning parem pool on regulaarne, v.a. punkt 1. Kuna vordus

kehtib ribas 0 < Res < 1, siis see valem defineerib ¢ analiiiitilise jatku piirkonnale C\ {0, 1}. Punktis 0

on korvaldatav katkevus, ((0) = —3.

10.2.1 Moned vairtused
Definitsioon. Bernoulli arvud By, k € Ny on defineeritud genereeriva funktsiooni kaudu:

T > By.2F

et —1 k!
k=0

(=1)" ! By (2m)*

Saab ndidata, et ((2k) = , k € Ng. Siit saame, et

2(2k)!
1 2 mt 6
0)=—= 2) = — 4) = — 6)=—,....
CO) =1 CR) =", ()= C6) =

. (=) By . 1 e

Samuti saab néidata, et ((—k) = TSI k € Np. Siit ¢(—1) = D ehk “koigi naturaalarvude
1 7

Sumima on _ﬁ .

e ) . : N — .. 1
Kuna rida ngl v koondub {ihtlaselt piirkonnas Dy, kui 6 > 0, siis Relér_rioo ((s) = ngl Reliri)loo = 1.

10.3 Dzeetafunktsiooni nullkohad. Riemanni hiipotees

1\ !
Néitasime, et ((s) = H <1 — S) iga s € D; korral, kusjuures see 16pmatu korrutis koondub abso-

peP
luutselt. Seega dzeetafunktsioonil pole nullkohti piirkonnas D;.

Vaatleme funktsionaalvorrandit ¢(s) = 257° ! sin (g) I'(1—s)¢(1—s).
Definitsioon. Riemanni dzeetafunktsiooni triviaalseteks nullkohtadeks nim. nullkohti s = —2, —4, —6, . . ..

Definitsioon. Riemanni dzeetafunktsiooni kriitiliseks ribaks nim. hulka {s € C: 0 < Res < 1}.
Lemma 11. Riemanni dzeetafunktsioonil pole mittetriviaalseid nullkohti viljaspool kriitilist riba.

Riemanni hiipotees (1859). Riemanni dzeetafunktsiooni kéik mittetriviaalsed nullkohad paiknevad
joonel Res = 1/2.

See on iiks Hilberti 23 probleemist, piistitatud aastal 1900. See on siiamaani lahendamata (kokku
on lahendamata 3 probleemi, lisaks moned olid liiga ebaméiraselt sonastatud).

Aastal 2000 Clay Matemaatika Instituut piistitas 7 millenniumiprobleemi, millest igaiihe lahendamise
eest on vilja kuulutatud preemia 1000000 USD. Uks neist on Riemanni hiipotees.
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Teoreem 70 (Hardy 1914). Riemanni dzeetafunktsioonil on lopmata palju nullkohti, mis rahuldavad
Res=1/2.

Praeguseks on leitud 12363 153 437 138 nullkohta imaginaarosaga kuni 3000 175 332 800, koik need
asuvad joonel Res = 1/2.

Dzeetafunktsiooni reaal- ja imaginaarosa kditumine joonel Re s = %

%\%[ T +ix)| 3[CE +ix)]
-3 \/ ‘1\/

w
I

¢z tix)]
\/_'zo

Mboned tulemused, mis on saadud eeldusel, et Riemanni hiipotees kehtib

1 Todt
o |7(z)—liz| < —+/xzlnz, kui z > 2657, kus liz =pw. [ —.
8 0 Int
4
eVr>23pelP:ix——y/rhhx<p<ux.
T
e i1 —pr =0 (./pk lnpk), kus py on k-s algarv.
"1
e o(n) < e'nlnlnn, kuin > 5040, kus o(n) on arvu n koigi jagajate summa ning v = lim ( T In n) R~
n—oo
k=1

0,57721 (samavadrne Riemanni hiipoteesiga).
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