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6 1 Reaalarvud

1 Reaalarvud

Koige lihtsama arvusiisteemi moodustavad loendamisel kasutatavad naturaalarvud 1,2, 3, .. .,
nende hulka tdhistame tdhega N, niisiis

N:={1,2,3,...}.

Olgu Ny := {0} UN ja
Z:=NoU{-n|n e N},

hulga Z elemente nimetatakse tdisarvudeks. Taisarvude abil moodustatud harilikud murrud
kirjeldavad ratsionaalarve, me tahistame

Q::{%|m€Z,n€N}.

Paraku ei sobi ratsionaalarvud, millega me edukalt opereerime oma igapéevaelus, mate-
maatilise analiiiisi kui matemaatilise teooria aluseks, pohjuseks on hulga @Q liinklikkus. Kui
kujutada ratsionaalarve arvsirge punktidena, siis sellel sirgel on liinki. Nagu me kéesoleva
peatiiki 1opus veendume, on liinki teatavas mottes rohkemgi kui ratsionaalarve endid. Juba
Pythagorase ajast — seega 5. sajandist enne Kristust — on teada, et leidub selliseid sirgloike,
mille pikkust ei saa viljendada ratsionaalarvuga. Tuntuim sellekohane niide on iihikruudu
diagonaal, mille pikkus v/2 ei ole ratsionaalarv.

v

0 1 V2

Joonis 1.1: Arvsirge punktile V/2 ei vasta iikski ratsionaalarv.

Niisuguse korrektselt defineeritud arvusiisteemini, mis sisaldab koiki ratsionaalarve, kuid
milles on tdidetud nendevahelised liingad, joudsid matemaatikud alles 19. sajandil. Selliseid
reaalarvude erinevaid esitusi on konstrueeritud mitmeid, tegelikult on nad {ihe matemaatilise
struktuuri — téieliku jarjestatud korpuse — konkreetsed esitused. Sellest tosiasjast lahtudes
defineerime me kiesolevas kursuses koigi reaalarvude hulga R kui tédieliku jirjes-
tatud korpuse.

1.1 Jarjestatud korpused
1.1.1 Korpuse aksioomid

Definitsioon. Korpuseks (field, nose) nimetatakse hulka F', milles on defineeritud kaks bi-
naarset tehet, liitmine
A:FxF—=F, (a,b)—a+bd

ja korrutamine

M:FxF—F, (abwab(=a-b),
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nii et on taidetud jargmised tingimused (korpuse aksioomid):

(A1) a+b="b+ a koikide a,b € F korral (liitmise kommutatiivsus),

(A2) (a+b) 4+ c=a+ (b+c) koikide a,b,c € F korral (liitmise assotsiatiivsus),

(A3) eksisteerib element 0 € F', et b+ 0 =biga b € F puhul (nullelemendi olemasolu,),
(A4) iga elemendi b € F puhul leidub element —b € F' omadusega b+ (—b) = 0 (vastand-
elemendi olemasolu),

(M1) ab = ba koikide a,b € F korral (korrutamise kommutatiivsus),

(M2) (ab) ¢ = a (bc) koikide a,b, c € F korral (korrutamise assotsiatiivsus),

(M3) eksisteerib element 1 € F\ {0}, et b-1 = bigab € F puhul (ihikelemendi olemasolu,),
(M4) iga elemendi b € F'\ {0} puhul leidub element b~' € F' omadusega b-b~! = 1 (pdird-
elemendi olemasolu),

(D) (a+b) ¢ = ac + be koikide a, b, ¢ € F korral (distributiivsus).

Aksioomidest (A1) — (A4) ja (M1) — (M4) tuleneb, et nullelement 0 ja thikelement 1
on korpuses theselt mddratud (kontrollida!)®X. Analoogiliselt on suvaliste elementide a € F
ja b € F\N{0} korral dheselt mddratud ka vastandelement —a ja péordelement b=' (veen-
dudal )X, seejuures

— (—a) = a ning (b’l)fl =b (1.1)

(kontrollida!X. Vastandelemendi abil defineeritakse liitmise poordtehe lahutamine:
a—b:=a+ (=b).
Vahetu kontroll néitab, et
—(a+b) = —a—b koikide a,b € F korral
(veenduda! X, Jagamine, korrutamise poordtehe, defineeritakse analoogiliselt:
a:b:= % = ab™! eeldusel, et b # 0.
Seejuures (kontrollida!)¥X
(ab) ™" =a~'-b7! koikide a,b € F\ {0} korral.
Korpuse aksioomidest ja eelnevatest markustest tulenevad jargmised arvutuseeskirjad.

Lause 1.1 (a) 0a =0 iga a € F korral.

(b) Kui ab = 0, siis vihemalt ks elementidest a € F ja b € F on vordne nullelemendiga
(s.t. EN\ {0} ei sisalda nullitegureid).

(c) (—a)b = —(ab) kdikide a,b € F puhul. Muuhulgas (—1)b = —b iga b € F korral.

(d) (—a) (=b) = ab kéikide a,b € F puhul.

Toestus. (a) Olgu a € F. Téanu aksioomile (D) saame, et
0a = (0 + 0)a = 0a + Oa.

Liidame selle vorduse pooltele elemendi Oa vastandelemendi ning saame, et Oa = 0.
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(b) Eeldame, et ab = 0 ja a # 0, ning néitame, et siis b = 0. Toepoolest, tinu eeldusele
a # 0 eksisteerib !, millega vorduse ab = 0 molemat poolt korrutades saame viite (a) ning
aksioomi (M2) pohjal, et

0=a"'0=a"(ab) = (a'a)b=0.

(c) Olgu a,b € F suvalised. Viite (a) ja aksioomi (D) kohaselt 0 = 0b = (a + (—a)) b =
ab+ (—a) b. Seega rahuldab (—a) b elemendi ab vastandelemendi tingimust, jarelikult kehtib
vordus (—a) b= — (ab). Vottes siin a := 1, saame viite teise osa.

(d) Viite (c) ning aksioomide (M2) ja (M1) pohjal (—a)(=b) = (—a)((—=1)b) =
(=1)(—a))b=ab. m

1.1.2 Jarjestatud korpus

Definitsioon. Korpust F' nimetatakse jarjestatud korpuseks (ordered field, ynopadouennoe no-
se), kui tema elementide vahel on defineeritud selline seos <, mis rahuldab jirgmisi tingimusi:
(01) iga kahe elemendi a ja b korral kehtib parajasti iiks tingimustest a = b, a < b, b < a
(trihhotoomia reegel),

(02) kui a < bjab<c,siis a < ¢ (transitiivsus),

(03) kui a < b, siis a + ¢ < b+ ¢ (liitmise monotoonsus),

(04) kui a < bja c> 0, siis ac < be (korrutamise monotoonsus).

Mirgime, et tingimuse b < a voib kirjutada ka kujul a > b. Me nimetame elemente
a > 0 posititvseteks ja elemente a < 0 negatiivseteks. Tahistame a < b, kui kehtib iiks
tingimustest a < b ja a = b. Elemente a > 0 nimetame mittenegatiivseteks ja elemente a < 0
mitteposititvseteks.

Kui hulgas X C F' leidub selline element a, et © < a iga € X korral, siis iitleme,
et a on hulga X suurim element ja tdhistame max X ehk max{z | z € X}, samamoodi
defineeritakse vdhim element min X ehk min{z | z € X }. Suurimat elementi nimetatakse ka
maksimaalseks ja vihimat elementi minimaalseks.

Markus 1. Hulgateoorias ndutakse lineaarse jarjestuse seoselt sageli, et ta oleks refleksiivne, antisiim-
meetriline, transitiivne ning k&ik elemendid oleks omavahel vérreldavad. Vahetu kontroll n3itab, et < on
selline seos parajasti siis, kui < on seos, mis rahuldab aksioome (01)-(02), kusa xb<a <bVa=Dh.

Markus 2. Kui jarjestus < hulgas A pole lineaarne, st. kui leiduvad elemendid, mis pole omavahel
vorreldavad, siis on suurima ja maksimaalse elemendi mdisted erinevad. Nimelt Geldakse, et a € A on
hulga X C A maksimaalne element, kui a € X ning iga x € X korral kehtib implikatsioon a < = =
a = x. Seega iga suurim element on iihtlasi maksimaalne, aga mitte tingimata vastupidi. Samasugune
markus kehtib vdhima ja minimaalse elemendi kohta.

Naiiteks, jaguvusseos naturaalarvudel on jarjestusseos, defineerides a < b kui a | b. Saab niidata, et
1 on hulga N vdhim element seose < mdttes. Hulgal N\ {1} vdhim element puudub, aga iga algarv on
selle hulga minimaalne element seose < mdttes.

Paneme tihele, et

a<besb-—a>0& -b< —a, (1.2)
a<bsb—a>20& -b< —a
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(kontrollida! )X ning
kui a < bja c <0, siis ac > bc (1.3)

(veenduda! X, Méargime veel, et
a® := aa > 0 iga a # 0 puhul. (1.4)

Toepoolest, kuna a # 0, siis aksioomi (O1) kohaselt kas a > 0 voi a < 0. Esimesel juhul
saame vorratuse a®> > 0 aksioomist (O4), teisel juhul viitest (L3). Erijuhul ¢ = 1 saame
tahtsa vorratuse 0 < 1.

Aksioomist (O3) tuleneb lihtsalt jirgmine oluline fakt:
kuia<cjab<d, siis a+b<c+d (1.5)
(veendudal! . Osutub, et
a'>0,kuia>0, ninga <0, kuia <0 (1.6)

(kontrollida!)X. Seetottu eeldusel 0 < a < b kehtib 0 < ¢ < 1, millest aksioomi (O4)
rakendades saame vorratused 0 < b~ < a~!. Niisiis,

O<a<b= 0<b'<al

Lause 1.2 Olgu a ja b jarjestatud korpuse F elemendid.
(a) Tingimus ab > 0 on samavdidrne sellega, et kas (i) a >0 ja b > 0 véi (i) a < 0 ja b < 0.
(b) Tingimus ab < 0 on samavddrne sellega, et kas (i) a > 0 ja b < 0 véi (i) @ < 0 ja b > 0.

Toestus. Lause viited toestatakse juhtude ldbivaatamise teel. Kui vihemalt iiks elemen-
tidest a ja b on 0, siis ka ab = 0 (vt. lauset [T|(a)). Juhul @ > 0 ja b > 0 saame ab > 0. Juhul
a > 0jab <0 kehtib —b > 0 (miks?X) ning vorratuse a > 0 pooli positiivse elemendiga —b
korrutades leiame, et a - (—b) > 0 (—b), mistottu —(ab) > 0 ehk ab < 0 (vt. lauset [.T](c)).
Analoogselt vaatame libi ka iilejddinud kaks voimalust (iseseisvalt!) . m

Definitsioon. Kahte jirjestatud korpust F; ja F, nimetatakse isomorfseteks, kui eksis-
teerib bijektiivne kujutus ¢ : F; — F5, mis rahuldab tingimusi
Delg+4q) =@ +e(d),
2) ¢ (aq') = ¢ (q) - (q) ja
3) ¢ < ¢ korpuses F parajasti siis, kui ¢ (¢) < ¢ (¢') korpuses Fy.

1.1.3 Taielik jirjestatud korpus

Olgu X jarjestatud korpuse F' mittetiihi alamhulk.

Definitsioon. Oeldakse, et hulk X on ilalt tokestatud (bounded from above, ozpanuuennoe
ceepxy), kui leidub selline a € F', et vorratus « < a kehtib iga z € X korral. Elementi a
nimetatakse sel juhul hulga X dlemiseks tokkeks (upper bound, eeprnas epanv). Analoogiliselt
nimetatakse hulka X C F' alt tokestatuks, kui leidub b € F, et iga * € X korral kehtib
vorratus = > b. Elementi b nimetatakse siis hulga X alumiseks tokkeks. Utleme, et hulk X
on tokestatud (bounded, oepanuuennoe), kui ta on nii iilalt kui ka alt tokestatud.
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Selge, et igal iilalt (alt) tokestatud hulgal leidub l6pmata palju tilemisi (alumisi) tokkeid.
Kiisimus on vihima {ilemise ning suurima alumise tokke olemasolus.

Definitsioon. Kui iilalt tokestatud mittetiihjal hulgal X C F' on olemas vihim iilemine
toke, siis seda nimetatakse hulga X dlemiseks rajaks ehk supreemumiks (supremum, mowu-

nas eeprnaa epanuya) ja téhistatakse sup X ehk sup{z |z € X} (ka sup x). Alt tokestatud
zeX

mittetiihja hulga X suurimat alumist toket (kui see eksisteerib) nimetatakse selle hulga alu-
miseks rajaks ehk infiimumiks (infimum, mounas nusicnas epanuua) ja tihistatakse inf X ehk
inf{z |z € X} (ka in)f{x).
jASS
Kui mittetithi hulk X C F' on iilalt tokestamata, kirjutatakse sup X = co. Analoogselt,
kui hulk X on alt tokestamata, kirjutatakse inf X = —oo.

Vahetu kontroll néiitab, et kui sup X eksisteerib, siis on ta tiheselt méairatud (kontrol-
lida! ), sama kehtib ka alumise raja inf X puhul (veenduda!)*X.
Jargmised viited (a) ja (b) tulenevad vahetult eelnevast definitsioonist.

Lause 1.3 Olgu X C F muttetihi alamhulk.

(a) Vordus sup X = a kehtib parajasti siis, kui

(i) z < a iga x € X korral ja

(i) iga ¢ € F korral, mis rahuldab vorratust ¢ < a, leidub selline vo € X, et ¢ < xg.
Tingimuse (ii) voib esitada temaga samavadrsel kujul

(il') iga positiivse € € F korral leidub selline xg € X, et a — e < xy.

(b) Vordus inf X = b kehtib parajasti siis, kus

(iii) * > b iga x € X korral ja

(iv) iga d € F korral, mis rahuldab vorratust d > b, leidub selline zo € X, et xq < d.
Tingimuse (iv) voib esitada temaga samavdidrsel kujul

(iv'") iga positiivse € € F korral leidub selline xo € X, et xg < b+ €.

Definitsioon. Jirjestatud korpust F' nimetatakse tdielikuks (complete, noanoe), kui ta
rahuldab jargmist pidevuse aksiooms:
(P) igal dlalt tokestatud mittetihjal hulgal X C F leidub dlemine raja.

Jargneva lause kohaselt jareldub aksioomist (P) alumise raja olemasolu igal alt tokesta-
tud alamhulgal.

Lause 1.4 Tedielikus jarjestatud korpuses F' leidub igal alt tokestatud mittetiihjal hulgal alu-
mine raja.

Toestus. Iseseisvalt’« m

Jargmise lausega esitame edaspidiseks vajalikud arvutuseeskirjad supreemumi ning infii-
mumi jaoks.

Lause 1.5 Olgu X ja 'Y tdieliku jdrjestatud korpuse F' mittetiihjad alamhulgad.
(a) Kui X ja'Y on dlalt tokestatud, siis on ka hulk X +Y ={oc+y |z € X, y € Y} dlalt
tokestatud ja

sup (X +Y) =sup X +supV. (1.7)
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ui X ja Y on alt tokestatua, s11s on ka hu + Y alt tokestatud ja
b) Kui X ja Y It tok d, s ka hulk X +Y alt tok dj
inf (X +Y)=inf X +infY.

(¢) Kui X on dlalt ja Y alt tokestatud, siis hulk X —Y :={x—y |z € X, y €Y} on dlalt
tokestatud ja
sup (X —=Y) =sup X —infV.

(d) Kui X on alt ja'Y dlalt tokestatud, siis hulk X —Y on alt tokestatud ja
inf (X —Y)=inf X —supV.

(e) Olgu X ja Y sellised hulgad, mille koik elemendid on mittenegatiivsed. Kui X ja Y on
tlalt tokestatud, siis on ka hulk X -Y :={zy | x € X, y € Y} idilalt tokestatud ja

sup (X -Y) =sup X -supY.

Toestus. (a) Kuna hulgad X ja Y on iilalt tokestatud, siis pidevuse aksioomi kohaselt
leiduvad iilemised rajad a := sup X ja b:=supY. Suvaliste x € X ning y € Y puhul kehtib
vorratus  +y < a + b (vrd. ([LH)), tdhendab, hulk X + Y on iilalt tokestatud ja a 4+ b on
tema iilemine toke. Naitame, et kehtib vordus (7).

Olgu € € F suvaline positiivne element. Vastavalt lausele [.3[a) fikseerime ' € X ning
y' €Y nii,eta—§ <2’ jab— 5 <y, siis

at+b—ec<a+y

(vrd. (LH)). Sama lause kohaselt a + b = sup (X + V') (selgitadal).

Viide (b) toestatakse analoogiliselt viitega (a) (iseseisvalt!)X.

(c) Kuna Y on alt tokestatud hulk, siis hulk {—y | ¥ € Y'} on iilalt tokestatud (selgitadal)k
ning pidevuse aksioomi kohaselt eksisteerib iilemine raja sup{—y |y € Y} = —inf Y. Viite
(a) abil saame, et

sup(X —Y)=sup{z+(—y) |z e X, yeVY}
=supX +sup{—y|ye€eY} =supX —infY.

Viite (d) toestus on analoogiline viite (c) toestusega.

(e) Olgu a := sup X ja b := supY. Viide kehtib ilmselt, kui vihemalt iiks arvudest a
ja b on vordne nulliga (pohjendada! K. Eeldame, et a # 0 ja b # 0, seostest 0 < = < a ja
0 < y < b tuleneb zy < ab (pohjendadal )X, niisiis on hulk X - Y iilalt tokestatud ja ab on
selle hulga tilemine toke. Naitame, et ta on vihim iilemine toke.

Olgu € € F positiivne element. Lause [[3[a) kohaselt leiduvad xy € X ning yo € Y, et

To > a g'a >b °
0 2bJ Yo 20’7

seega
Toyo = ab + (zo — a) b+ (yo — b) o
>ab+ (g —a)b+ (yo—b)a
£

€
>ab—%b—%a—ab—e
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(kontrollida! XK. Sellega on vordus sup (X - Y') = ab toestatud. m

Markus. Tingimusega (e) analoogne vaide kehtib ka infiimumi jaoks: olgu X ja Y sellised hulgad,
mille kdik elemendid on mittenegatiivsed, siis ka hulga X - Y elemendid on mittenegatiivsed ning

inf(X-Y)=inf X -infY.

Téestuse skeem on jargmine. Tahistame a = inf X ja b = inf Y. Vahetu kontroll annab, et ab < zy iga
€ X jay €Y korral.

1) Juhula=0jaY = {0} on X - Y = {0}.

2) Kui a = 0 ning leidub yo € Y nii, et yo > 0, siis vastavalt igale positiivsele elemendile £ € F' leiame
zo € X omadusega, et 0 < ¢ < y% niiid 0 < zoyo < €.

3) Olgu a > 0 ja b > 0. Nditamaks, et ab on hulga X - Y suurim alumine tdke, valime iga ¢ > 0 korral
(eeldame, et £ < ab) elemendid x9 € X ja yo € Y omadusega xg < a + 3 ja yo < b+ 4, siis

x <(a+i) <b+i>—ab+§+i+€ —° _ cab+te
0Y0 b 1a) = 177 16ab '

1.2 Tiieliku jirjestatud korpuse eksisteerimine

Selles alapeatiikis konstrueerime iihe konkreetse tdieliku jarjestatud korpuse. Lahtekohaks on hulgateooria
konstruktsioonid: tiihja hulga olemasolu, uute hulkade moodustamine, kujutuse ja otsekorrutise mdiste.

1.2.1 Naturaalarvud, tiisarvud, ratsionaalarvud

Alustame naturaalarvude hulga moodustamisest. Tahistame 1 = (), olgu 1 naturaalarv. Kui n on
naturaalarv, siis S(n) := n U {n} olgu naturaalarvule n jargnev naturaalarv. Me tahistame 2 := S(1) =
{0}, 3:=5(2) = {0,{0}}, 4:=5(3) = {0,{0},{0,{0}}} jne. Kaigi iilaltoodud konstruktsiooni p&hjal
saadud hulkade hulka tdhistame siimboliga N ning tema elemente nimetame naturaalarvudeks (natural
numbers, HaTypasnbHble YnCa).

Jargnevalt viime naturaalarvude hulka sisse liitmise ja korrutamise. See toimub rekursiivselt: nduame,
eta+1= S(a)jaa+S(b) = S(a+b), kus a,b € N. Korrutamine: a-1 = a ja a-S(b) = a+(a-b). Kontroll
nditab, et liitmine ja korrutamine on assotsiatiivsed, kommutatiivsed ning on seotud distributiivsuse
vordustega.

Defineerime veel, et a < b < Jc € N: a+c¢ = b. Saadud seos < rahuldab trihhotoomia, transitiivsuse,
liitmise ja korrutamise monotoonsuse ndudeid.

Markus. Sageli defineeritakse hoopis 0 = () ning viiakse |3bi ilaltoodud konstruktsioon, tulemuseks
saadakse N = {0,1,2,...}.

Niiid koostame tdisarvude hulga. Defineerime selleks hulgas N x N jargmise seose:
(a,b) ~(¢,d) < a+d=b+ec
Kontroll naitab, et seos ~ on ekvivalentsusseos; faktorhulka N x N/ ~ tdhistame tdhega Z ja tema
elemente nimetame taisarvudeks (integers, yensie yncna).

Liitmise ja korrutamise viime hulka 7Z sisse jargmiste valemitega:
[(a,6)] + [(e, )] = [(a+c,b+ )],
[(a,b)] - [(e,d)] = [(ac + bd, ad + bc)].
Osutub, et tegemist on algebraliste tehetega (sh. on definitsioonid korrektsed).

Paneme tahele, et liitmise suhtes on [(1,1)] nullelement (t3histame seda siimboliga 0) ning [(b, a)]
on [(a, )] vastandelement. Korrutamise suhtes on [(2,1)] iihikelement. Defineerime ka [(a,b)] < [(c, d)],
kuia+d<b+ec.
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Vahetu kontroll n3itab, et kehtib jargmine lause.

Lause 1.6 Taisarvude hulk on jarjestatud ring, s.t. ring, kus on defineeritud tehetega kooskélas olev
Jarjestusseos.

Iga naturaalarvu n samastame tdisarvuga [(S(n), 1)]. Kontroll naitab, et see samastamine on koos-
kdlas tehete ja jarjestusega. Niisiis N C Z.

Jargnevalt koostame ratsionaalarvude hulga (rational numbers, payuwonansHeie 4ucna). Selleks
defineerime hulgas Z x N jargmise seose:
(a,b) = (¢,d) < ad = be. Kontroll nditab, et seos = on ekvivalentsusseos; faktorhulka Z x N/ =
tahistame tihega QQ ja nimetame ratsionaalarvude hulgaks.
Liitmise ja korrutamise viime hulka Q sisse jargmiste valemitega:
[(a,b)] + [(e, )] = [(ad + cb, ba)],
[(a,0)] - [(¢, d)] = [(ac, bd)].
Osutub, et tegemist on algebraliste tehetega (sh. on definitsioonid korrektsed).
Jarjestus hulgas Q:
[(a,b)] < [(c,d)], kui ad < be.
Vahetu kontroll n3itab, et kehtib jargmine lause.

Lause 1.7 Q on jarjestatud korpus.

Iga tdisarvu n samastame ratsionaalarvuga [(n, 1)]. Kontroll niitab, et see samastamine on kooskdlas
tehete ja jarjestusega. Niisiis Z C Q.
1.2.2 Tiieliku jarjestatud korpuse konstruktsioon

Niiiid saame asuda tiieliku jarjestatud korpuse konstrueerimisele.
Teoreem 1.8 On olemas téielik jarjestatud korpus F'.

Toestus. Olgu I kdigi ratsionaalarvude hulga Q selliste alamhulkade A hulk, mis rahuldavad tingi-
musi
(a) kuige Ajap<gq,siisp e A,
(b) hulgas A ei ole suurimat elementi, (c) A # (), A # Q.

lga ¢ € Q puhul tdhistame G := {p € Q: p < ¢}, vahetu kontroll nditab, et g € F' ning kujutus

T:Q — F, q+—7q,
on iiksiihene. Seega Q C F, selle sisalduvuse all mdistame tegelikult sisalduvust
{73:q€Q} CF.

Mirgime, et iga A € F on jarjestatud korpuses Q iilalt tdkestatud alamhulk, olgu A hulga A kigi
iilemiste tékete hulk, millest on vilja jaetud vihim ilemine téke, kui see eksisteerib. Seejuures omab A
vahima llemise tdkke parajasti siis, kui A =g mingi ¢ € Q korral.

Defineerime hulgas F' jdrjestuse seosega

A<B & AGB. (1.8)

Meie eesmirk on naidata, et sobivalt defineeritud liitmise ja korrutamise ning jarjestusega (L.8) on F
taielik jarjestatud korpus.
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(1) Defineerime hulgas F' liitmise seosega
A+B:={a+b:acAbec B}. (1.9)

Osutub, et A+ B € F, seejuures rahuldab seosega (I.9]) maaratud liitmine aksioome (A1)-(A4).
(A1): Vérdus A+ B = B + A kehtib, sest

A+B={a+b:acAbeB}={b+a:be B,ac A} =B+ A.
(A2): Vordus (A + B) + C = A+ (B + C) kehtib, sest

(A+B)+C={(a+b)+c:acAbeB,ceC}={a+(b+c):ac Abe B,ce C} =
=A+ (B+0).

(A3): Iga A € F korral A+0 = A, s.t. 0 on nullelement.
(A4): Elemendi A € F vastandelement on

—A = {—q: qéfl},

st. A+ (—A) =0.
(I1) Defineerime hulgas F korrutamise. Kui A > 0 ja B > 0, siis

A-B:={ab:a€ Aya>0,be B,b>0}UQ, (1.10)

vahetu kontroll nditab, et A- B € F. Defineerime

1) A-B:=—(A-(—B)), kui A>0ja B<0,

2) A-B:=—((-A)-B), kui A<0jaB >0,

3) A-B:=(—A)-(—B)), kui A< 0ja B<0,
4)0-B:=B-0:=0

ja kontrollime korrutamise aksioomide (M1)-(M4) taidetust.
(M1): Kui A >0 ja B >0, siis

A-B={ab:a€ A,a>0,be B,b>0}={ba:be B,b>0,a € A,a>0}=B-A.
Kui A >0jaB<0,sisA-B=—(A-(-B)) = —((—B) - A) = B - A, analoogiliselt veendutakse
korrutamise kommutatiivsuses juhul 2) ja 3). Kui A =0, siis0- B=B-0=0.
(M2): Olgu A >0,B>0jaC >0,siis A-B>0ja B-C > 0. Seega

(A-B)-C={(ab)c: a€ A,a>0,b€ B,b>0,ce C,c>0} =
={a(bc):a€ A;a>0,be B,b>0,ce C,e>0}=A-(B-C).

Vaatleme juhtu A >0, B>0jaC <0.Kuna A-B>0jaB-C=—(B-(-C)) <0, siis
(A-B)-C=—((A-B)-(=C) ==(A-(B-(=C))) = =(A-(=(B-C))) = A-(B- ().

Analoogiliselt kontrollitakse assotsiatiivsust ka iilejddnud variantide korral.
(M3): Vahetu kontroll nditab, et A-1 = A, s.t. 1 on iihikelement.
(M4): Olgu A > 0, defineerime pddrdelemendi

1 -
A1;22::{5:QGA}U{q€QZq<0},
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siis A7' € F ja A- A~! = 1. Edasi defineerime
A= (A)7Y), kui A<D,
Sel juhul A=! < 0 ning korrutamise reeglite kohaselt
A A = (—A) - (—A) ' =T

(111) Distributiivsuse aksioomi (D) kehtivuse kontrollimiseks olgu A, B,C' € F. Kui iiks neist kom-
ponentidest on 0, siis seos
A-(B+C)=A-B+A-C (1.11)

ilmselt kehtib. Olgu A >0, B> 0 ja C >0, siis B+ C > 0, mistdttu

A-(B+C)={alb+c):a€ Aja>0,be B,b>0,ce C,c>0}U0=
={ab+ac:a€ A,a>0,b€ B,b>0,ceC,c>0}U0=
—A-B+A-C (1.12)

Ulejaanud juhud taandatakse siinvaadeldud juhule vastavalt korrutise definitsioonile.

Seega on seostega (1.9) ja (I.I0) defineeritud tehete korral hulgas F' rahuldatud kdik korpuse ak-
sioomid, s.t. F' on korpus.

(1V) Veendume, et tegemist on jarjestatud korpusega. See, et aksioomid (O1) ja (O2) on ra-
huldatud, on selge jarjestuse definitsioonist [.L8l Aksioomi (O3) kontroll on lihtne: kui A ;Cé B, siis
A+CSB+C,st. A<B= A+ C < B+ C suvalise C € F puhul. Aksioomi (04) kontrollimiseks
paneme kdigepealt tdhele, et kui A > 0 ja C > 0, siis A-C > 0 (vrd. (ILI0)). Seega, kui A < B
(aksioomi (0O3) kohaselt on see samavéairne tingimusega B — A > 0) ja C' > 0, siis

B-C—A-C=(B—A)-C>0 ehk B-C>A-C.

(V) Ldpuks on vaja niidata, et korpus F' on tiielik, s.t. igal iilalt tokestatud alamhulgal A C F
on iilemine raja. Defineerime

sup A = U A,
AcA

siis sup.A on korpuse F' element. Element sup. A € F on kindlasti hulga A iilemine toke, sest B G
U{A: A€ A} iga B € A korral. Teisalt, iga C' < sup A puhul saab leida ratsionaalarvu ay omadusega
ag € sup. A\ C. Seejuures on ag mingi hulga Ay € A element, mistdttu Ag > C. Jarelikult on sup.A
tSepoolest hulga A vahim ilemine tdke. m

1.3 Ratsionaalarvud jarjestatud korpuses

Kéesoleva alapeatiiki eesmérk on niidata, et igas jirjestatud korpuses on (isomorfismi t&p-
suseni) alamhulgana olemas ratsionaalarvude korpus. Selleks “leiame” koigepealt “iiles” igas
jarjestatud korpuses naturaalarvude hulga.

1.3.1 Naturaalarvud. Matemaatilise induktsiooni meetod

Naturaalarvude identifitseerimisel lihtume jargmisest ideest. Korpuse F iihikelemendi 1 € F
pohjal madrame iilejadnud elemendid seostega

2:=1+1,3:=1+1+1,4:=1+1+1+1jne.
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Nii moodustatud hulk, mille me tahistame esialgu tihega N, koosneb seega koikvoimalikest
loplikest summadest 1+ 1+ ...+ 1.
Hulga N omaduste uurimiseks votame kasutusele induktiivse hulga maiste.

Definitsioon. Korpuse F' alamhulka M nimetatakse induktiivseks, kui ta rahuldab tin-
gimusi
(i) 1 € M ja
(ii) kui a € M, siisa+ 1 € M.

Induktiivseid alamhulki korpuses F' kindlasti leidub: hulk F' ise on induktiivne, samuti
hulga F' koigi positiivsete elementide hulk (selgitada!)X.

Definitsioon. Koigi induktiivsete alamhulkade M C F' iihisosa tdhistame tdhega N, s.t.

N := N M.

MCF,
M on induktiivne

Hulga N elemente nimetame naturaalarvudeks korpuses F.
Definitsioonist tuleneb vahetult, et N on induktiivne hulk (kontrollida!)X, seejuures vé-
him sisalduvuse mottes, sest ta sisaldub igas teises induktiivses hulgas.

Lause 1.9 (matemaatilise induktsioont printsiip). Kui mingi alamhulk A C N rahul-
dab tingimusi

(i) 1 € A,

(ii) [a € Al = [a+ 1 € A],

sits A = N.

T6estus. Uhelt poolt A C N lause eelduse pohjal. Teisalt, kuna A rahuldab induktiivse
hulga definitsiooni tingimusi, siis N C A. Kokkuvottes A =N. =

Lausel [L9 pohineb matemaatilise induktsiooni meetod. Olgu P (n) mingi véiide,
mis omab matet iga naturaalarvu n korral. Kui on vaja toestada, et viide P (n) kehtib iga
naturaalarvu n korral, siis piisab niidata, et
(a) P (1) kehtib ja
(b) kui kehtib P (n), siis kehtib ka P (n + 1).

Toepoolest, kui tingimused (a) ja (b) on tdidetud, siis hulk A :={n € N | P (n) kehtib} on
induktiivne (selgitada!)X ning lause [L9 kohaselt A = N.

Niide 1.1. Olgu 0 # x > —1. Toestame matemaatilise induktsiooni abil, et Bernoulli
vorratus (1 + )" > 1+ nz kehtib koikide naturaalarvude n > 2 puhul.
Olgu P (n) jargmine viide:

(I4+2)"" >14+(n+1)z
Viide P (1) on dige, sest (1 +x)° = 1+ 2z +2° > 1 4 2. Seega on tingimus (a) tiidetud.

Tingimuse (b) kontrollimiseks votame suvalise n > 1 ja veendume, et viitest P (n) jireldub
viiide P (n + 1). Téepoolest, kui eeldada, et (1 + )" > 14 (n + 1)z, siis
(I+2)" = (1+2)1+2)"" > (1 +2) (14 (n+1)2)
=l+(n+Dart+z+m+Da?>1+ (n+2),
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st. P(n) = P(n+1).

Matemaatiline induktsioon voimaldab rekursiivselt defineerida naturaalarvulise ar-
gumendiga kujutusi A: N — Z, kus Z on mingi (mittetiihi) hulk. Selleks tuleb defineerida
A (1) ja esitada eeskiri, kuidas elemendist A (n) saadakse A (n + 1). Niiteks:

e arvu = € F astmete " defineerimiseks méirame z!' := z ja 2"t :=2" -z,
e naturaalarvude faktoriaalide n! defineerimiseks médrame 1! :=1 ja (n+ 1)l :=nl-(n+ 1),
1

n
e loplike summade E Ty = X1 + ...+ xz, defineerimiseks méidrame E T = x1 ja seejarel

k=1 k=1
n+1 n

E Tp = E Tr + Tpt1.
k=1 k=1

Viimane niide voimaldab ka rekursiivselt defineerida kiesoleva alapunkti alguses vaadel-
dud hulka
N={1,1+1,1+1+1,...}.

Lause 1.10 N = /.

Toestus. Kuna N on induktiivne hulk (selgitage! X, siis lause [L9 pohjal piisab kontrol-
lida sisalduvust N' C N, selleks rakendame matemaatilise induktsiooni meetodit.

Selge, et 1 € N. Kui hulga N element n = 1+ ...+ 1 kuulub hulka N, siis (tdnu hulga
N induktiivsusele) ka n + 1 kuulub hulka N. Seega sisaldab N hulga A koik elemendid. m

Jargnevalt veendume, et korpuses F' defineeritud naturaalarvude tehetega seotud oma-
dused ei erine meile koolimatemaatikast tuntud vastavatest omadustest.

Omadus 1.11 Kahe naturaalarvu summa ja korrutis on naturaalarvud.

Toestus. Paneme tihele, et iga fikseeritud m € N puhul on hulk {n € N | n+m € N}
induktiivne (selgitada!)X, lause pohjal langeb ta hulgaga N kokku. Seega n +m € N
suvaliste m € N ja n € N korral.

Korrutise jaoks on tdestus analoogiline (iseseisvalt!))X. m

Arvestades omadust [LIT, on N kui jarjestatud korpuse F' naturaalarvude hulga téhis,
oigustatud. Nimelt, defineerides kujutuse p: N — N C F vordustega () = 1 ja ¢(S(n)) =
n + 1, on kujutus ¢ bijektsioon, kooskolas tehete ja jirjestusega. See kujutus voimaldab
samastada alapeatiikis [L2.1] defineeritud hulga N ja igas jarjestatud korpuses leitava koigi
induktiivsete hulkade iihisosa N.

Omadus 1.12 Hulga N vihim element on 1.

Toestus. Hulk {n € N: n > 1} on induktiivne, seega sisaldab koigi induktiivsete hulkade
iihisosa N. Jarelikult iga n € N korral kehtibn > 1. m

Lemma 1.13 Kuim € N jam # 1, siism —1 € N.
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Toestus. Olgu m € N\ {1}, oletame vastuvditeliselt, et m — 1 ¢ N. Niitame, et hulk
A = N\ {m} on induktiivne, siis lause kohaselt saame vastuolu seose N\ {m} = N
naol.

Kuna 1 # m, siis 1 € A, seega induktiivse hulga definitsiooni tingimus (i) on tiidetud.
Néitame, et ka (ii) on tdidetud. Olgu n € A, siis n € N, jarelikult n + 1 € N, sest N on
induktiivne. Seejuures n + 1 # m (selgitadalpi, s.t. n+1€ A. =

Toestatud lemmat rakendame naturaalarvude lahutamistehte kirjeldamisel.
Omadus 1.14 Kui m,n € N ning m > n, sits m —n € N.

Toestus. Olgu m € N\ {1} suvaliselt fikseeritud, néditame induktsioonimeetodit kasu-
tades, et m — n € N iga naturaalarvu n < m puhul.

Viide kehtib juhul n = 1, sest lemma [L.T3] pohjal m — 1 € N.

Eeldame, et viide kehtib juhul n, s.t. m —n € N, ja veendume, et m — (n+1) € N.
Selleks rakendame veel kord lemmat [[LT3] mille kohaselt

m—(n+1)=(m-n)—1eN.

Viide on toestatud. m
Jareldus 1.15 Kui m,n € N ning m > n, sits m > n + 1.

Toestus. Rahuldagu naturaalarvud m ja n vorratust m > n, siis omaduse [L.14] pohjal
m —n € N. Niiiid jaab iile rakendada omadust [[L.12] (iseseisvaltDk). m

Induktsioonimeetodiga saab veel lihtsalt toestada (iseseisvalt! )X, et jarjestatud korpuse
igas loplikus alamhulgas on olemas suurim ja vihim element. Lopmatute hulkade puhul see
iildjuhul nii ei ole, kiill aga kehtib jargmine viide.

Omadus 1.16 Igas naturaalarvude hulga mittetihjas alamhulgas on vaihim element.

Toestus. Toestuseks nditame induktsioonimeetodil, et viide
P (n) : igas alamhulgas M C N, mis sisaldab arvu n, on vihim element
kehtib iga n € N korral.

Viide P (1) on oige: kuna arv 1 on hulga N vihim element, siis on ta vihim ka igas teda
sisaldavas alamhulgas M C N.

Néitame, et P (n) = P (n+ 1). Selleks eeldame, et igal arvu n sisaldaval naturaalarvude
hulgal on vihim element, ja veendume, et siis on vihim element ka igal arvu n + 1 sisaldaval
naturaalarvude hulgal. Olgu M C N suvaline arvu n + 1 sisaldav hulk. Kui ka n € M, siis
on viide toestatud. Kui n ¢ M, siis moodustame hulga N := M U {n}, olgu ny hulga N
vahim element. Juhul ng € M on viide toestatud (selgitada! . Kui ng ¢ M, siis ng = n ja
m > n, jarelikult m > n+ 1 (vrd. jareldus [LI5) iga m € M korral, mistottu n + 1 on hulga
M vihim element. m
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1.3.2 Ratsionaalarvude alamkorpus

Tahistame Ny := N U {0} ning moodustame hulga Z := Ny U {—n | n € N}, selle elemente
nimetame tdisarvudeks. Arusaadavalt sisaldub Z korpuses F', tdnu omadusele [[L14] voime
kirjutada

Z={m—n|m,n €N}

(kontrollida!X. Seetottu m +n € Z ja m —n € Z suvaliste m,n € Z puhul (selgitada!)’X,
samuti on lihtne veenduda, et mn € Z koikide m, n € Z korral (selgitada! K. Niisiis, alamhulk
Z C F on kinnine listmise, lahutamise ja korrutamise suhtes.

Valides kujutuse ¢: Z — Z C F, mis on defineeritud vordusega ¢([(a,b)]) = a — b, on ¢
korrektselt defineeritud, bijektsioon, kooskolas tehete ja jirjestusega. Seega on hulgad Z ja
Z kujutuse ¢ abil samastatavad.

Edasi, kui m € Z ja n € N, siis korpus [ sisaldab ka elemendi
sisaldab koigi ratsionaalarvude hulga

m.— mi teisisonu, F
n n

Q ::{%MnEZ,nEN}

(paneme tihele, et need ratsionaalarvud mn~' ja m;n ', mille korral mn; = nm;, on vord-
sed). Paneme tihele, et Q on alamkorpus. Toepoolest, kui a = ™ ja b = g on ratsionaalarvud
(s.o. taandatud harilikud murrud), siis korpuses F' kehtivad seosed

m p 1 1 1 1 1 mq + np
a+b=—+==m—+p- =mg— +np— = — (mg+np) = ———,
n q n q ng ngq nq nq
1 1
P R L (1.13)
n q n q ng

seega a + b € Q ning ab € Q. Seostest (LI3) nideme, et igas korpuses F' toimub ratsio-
naalarvude liitmine ja korrutamine meile tuntud harilike murdude liitmise ja korrutamise
reeglite jargi. Sama voib delda ka jirjestuse kohta:

m _p m p mgq —mnp

— > ——=>0«

>0< mqg>np (1.14)
n q noq nq

(selgitada! PX, see on harilike murdude loomulik jérjestus. Kokkuvottes oleme selgitanud, et
0: Q= Q C F, kus ¢([(a,b)]) = ab™?, on jirjestatud korpuste isomorfism.
Eelneva arutelu votame kokku jargmises lauses [L17.

Lause 1.17 Iga jdirjestatud korpus F' sisaldab alamkorpust Q, mis on isomorfne koigi rat-

stonaalarvude jarjestatud korpusega Q.

Lopuks méargime veel iiht hulga QQ tdhelepanuviirset omadust. Meenutame, et hulka A ni-
metatakse loenduvaks, kui tema ja koigi naturaalarvude hulga N elementide vahel eksisteerib
iksiihene vastavus.

Omadus 1.18 Koigi ratsionaalarvude hulk Q on loenduv.

Toestus. [seseisvaltPd =
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1.4 Taieliku jarjestatud korpuse iihesus. Reaalarvude definitsioon

Praeguseks me juba teame, et taielikke jarjestatud korpusi eksisteerib. Kiesolevas
alapeatiikis anname vastuse kiisimusele, kas selline korpus on iiheselt maaratud.

Teoreem 1.19 Suwalised kaks tdielikku jarjestatud korpust Fy ja Fy on isomorfsed.

Toestus. Teatavasti sisaldab iga jarjestatud korpus alamkorpust, mis on isomorfne kdigi ratsionaal-
arvude korpusega Q (vt. punkt [1.3.2]), tihistame need korpuste F} ja Fy puhul vastavalt Q1 ja Q2. Olgu

¢: Q1 — Q2. Rohutame, et p(p + q) = ¢(p) + ¢(q) ja v(p - q) = ¢(p) - ¢(q) kdikide p,q € Q1 korral
ja vdrratusest p < ¢ korpuses Q7 jareldub p(p) < ¢(q) korpuses Q2. Defineerime otsitava kujutuse
Y. I} — F5 seosega

Y(z) = sup{p(q): q € Ci}, (1.15)

kus Cp == {r € Q1: r <z} (x € F}) ja supreemum on vdetud korpuses F». Vahetu kontroll n3itab, et
kujutus 1) on korrektselt defineeritud, seejuures

Y(z) = p(x) igax € Qq korral.
Kujutus ¢ sailitab jarjestuse, s.t.

x <y =) <Py).

Sellest implikatsioonist tuleneb vahetult ka kujutuse v injektiivsus. Kuna suvalise y € F5 korral kehtib
¥(z) =y, kus
z=sup{p ' (p): p € Cy}
ja Cy = {p € Qa2: p <y}, siis ¢ on siirjektiivne.
Tdestame, et ¢(x + ') = ¢(x) +(2’). Olgu ¢ € C,4,, tahistame € == x + 2’ — ¢, seega £ > 0.
Leiame sellised r € C. ja s € Oy, et

sisg=x+12' —e <r+s<x+a. Teisi sbnu, iga ¢ € C,,, korral leiduvad r € C, ja s € Cp
omadusega ¢ < r + s < x + 2’. Niisiis,

Pz +2') =sup{e(q): ¢ € Coyw} =sup{p(r+s):r € Cy,s € Cp} =
=sup{e(r) + ¢(s): r€ Cp,s € Cpr} =
=sup{p(r): r € Cy} +sup{e(s): s € Cpr} =
= (z) + ¥(a').

Analoogiliselt veendutakse, et i(zz') = ¢ (z)(z'). =

Definitsioon. Reaalarvudeks nimetame tiieliku jirjestatud korpuse elemente. Koigi reaal-
arvude hulka (tdpsemalt, jarjestatud korpust) tihistame tihega R.

Kuna kiiesolevas kursuses on koik vaadeldavad arvud reaalarvud, siis tdhendab sona arv
jargnevas alati reaalarvu.
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1.5 Reaalarvude korpuse omadused
1.5.1 n-astme juur positiivsest reaalarvust. Irratsionaalarvud

Teatavasti ei ole positiivsetel arvudel iildjuhul ratsionaalse vidrtusega ruutjuurt. Seevastu,
nagu selgub jargmisest lausest, eksisteerib reaalarvuline ruutjuur igast mittenegatiivsest ar-
vust.

Lause 1.20 Iga mittenegatiivse reaalarvu b ja iga naturaalarvu n korral leidub tiheselt mdadra-
tud mittenegatiivne reaalarv x omadusega " = b.

Toestus. Koigepealt méargime, et kui leidub selline arv z € R, et 2" = b, siis on see
tiheselt méadratud, sest seostest 0 < x; < xy jareldub vorratus z7 < % (pohjendadal)¥X.

Viide kehtib ilmselt juhul b = 0, siis x = 0, seega voime piirduda juhuga b > 0.

A. Vaatleme esiteks juhtu b > 1. Tédhistame

X ={zeR|2z>0, 2" <b},

selge, et 1 € X, jarelikult X # @. Hulk X on iilalt tokestatud, nimelt on arv b ise hulga X
tilemiseks tokkeks (pohjendadal!)X. Pidevuse aksioomi kohaselt eksisteerib  := sup X, kuna
1 € X, siis x > 1, mistottu

2 >2x>1igake {1,...,n} puhul (1.16)

Meie eesmirgiks on néidata, et ™ = b, selleks veendume, et molemad vastuvéitelised oletused
x™ < bja x™ > b viivad vastuolule.
(a) Olgu 2™ < b, siis ¢ := b — 2™ > 0. Suvalise a € R korral

(r+a)" =2"+ (T)az”la—l— (Z) " a4 ..+ a",
seejuures
M = max{(Z)x"_k | k€ {1,...,n}} > 1.
Votame a :=min {1, -5}, siis 0 < a* < a ja
(r+a)" <2 +Ma+ Ma*+ ...+ Ma" < 2" +nMa < 2" +c=b.

Jarelikult x 4+ a € X, kuid see on vastuolus asjaoluga, et x on hulga X iilemine toke.
(b) Vaatleme juhtu z" > b. Votame ¢ := ™ — b ning defineerime arvud M ja @ nii nagu
eespool. Analoogiline arutelu annab vorratused

(x—a)"Za"—nMa>a2"—c=0 (1.17)

(kontrollida! K. Samal ajal, kuna = — a < x, siis vastavalt lausele [[L3(a) leidub z € X
omadusega © — a < z < x. Seega (v — a)" < 2™ < b, mis on vastuolus tingimusega (LIT).
Niisiis on véide juhul b > 1 toestatud.
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B. Kui0<b<1,siisd:= % > 1, juhul A toestatu kohaselt eksisteerib y > 0 omadusega

y" = d. Tahistame x := %, siis
N\" 1 1
y yr d

Definitsioon. Reaalarvu b > 0 korral nimetatakse tema n-ndaks juureks ehk n-astme

0%

Juureks (nth root, xopenwv n-i cmenenu) mittenegatiivset arvu x, mille puhul 2" = b, seda
tihistatakse V/b.

Lause on toestatud. m

Lause 1.21 Kui a ja b on mittenegatiivsed arvud, siis
Vab = /a - Vb.

Toestus. Tihistame y := /a,  := Vb ja z := Vab. Kuna a = y" ja b = 2",
siis (zy)" = 2"y™ = ab = z". Lause [[.200 kohaselt on positiivse arvu ab n-s juur iiheselt
midratud, seetéttu z = Vab = zy ehk Vab= {/a- V. =

Lausest [[.20] selgub muuhulgas tosiasi, et meie poolt defineeritud koigi reaalarvude hulk
R on rangelt suurem kui kdigi ratsionaalarvude hulk Q, niiteks v/2 := v/2 € R\ Q.
Definitsioon. Arve z € R\ Q nimetatakse irratsionaalarvudeks.

1.5.2 Archimedese printsiip. Ratsionaalarvude hulga tihedus

Selles punktis selgitame, kuidas paiknevad naturaalarvud ja ratsionaalarvud korpuses R.
Arutelu aluseks on jargmine oluline jéreldus pidevuse aksioomist.

Lause 1.22 (Archimedese printsiip). Iga reaalarvu a korral leidub selline naturaalarv n,
et a < n. Teisisonu, koigi naturaalarvude hulk N ei ole tokestatud korpuses R.

Toestus. Oletame vastuviiteliselt, et hulk N on iilalt tokestatud, pidevuse aksioomi
pohjal on tal siis {ilemine raja b := sup N. Kuna b — 1 ei ole hulga N iilemine toke, siis saame
valida sellise m € N, et b — 1 < m ehk b < m + 1. Seejuures m + 1 € N (pohjendadal )X,
niisiis ei saa b olla hulga N {ilemiseks tokkeks. Saime vastuolu, mis néitab, et vastuviiteline
oletus on viir. m

Jareldus 1.23 Iga reaalarv paikneb kahe jarjestikuse taisarvu vahel: suvalise a € R korral
leidub selline n € Z, et n — 1 < a < n. Sealjuures n on theselt mdadratud.

Toestus. Tahistame arvu a € R korral
S:={k€Z|k>a},

lause [.22] kohaselt S # &, seejuures on arv a hulga S alumine toke. Vastavalt lausele [L.4]
eksisteerib inf S =: ¢. Kuna ¢ on hulga S suurim alumine toke, siis

a<c<kigake S puhul
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(selgitage! K, kuid c+1 ei ole hulga S alumiseks tokkeks. Jarelikult leidub sellinen € S C Z,
etn<c+1lehkn—1<c Seegan—1¢ S, mistottu n— 1 < a. Kokkuvottes n—1 < a < n.

Oletades, et leiduvad m,n € Z nii, et m <njam—1<a<mjan—1<a<n,saame
esimesest, ja teisest vorratusest m lahutamisel, et n —m —-1<a—-—m < 0. Et n—m > 0 ja
n—m € Z, siis n —m € N, seega n —m > 1 (vt. omadust [L12)). Saadud vastuolu niitab, et
tiaisarv n on tiheselt médratud (selgitage! k. m

Markus. Jarelduses [L23 esinevat tdisarvu n — 1 nimetatakse reaalarvu a alumiseks
taisosaks (floor, moa) ja tihistatakse |a|. Analoogselt saab defineerida ka dlemise tdisosa
(ceiling, nomoaok): see on tiisarv k + 1 nii, et k < a < k + 1. Analoogselt alumise tiisosaga
saab ka toestada, et igal reaalarvul on olemas iiheselt madratud iilemine téisosa.

Jireldus 1.24 inf {1 |n e N} =0.

Toestus. Archimedese printsiibi kohaselt saab iga ¢ > 0 jaoks leida niisuguse n € N, et
n>1ehk 1 <e Seegainf{l|neN}=0 m

Lihtne on veenduda, et iga kahe reaalarvu vahel leidub veel reaalarve (selgitadal)X. Te-
gelikult kehtib jargmine tugevam viide, mis iitleb, et nit ratsionaalarvud kui ka irratsionaal-
arvud paiknevad reaalarvude hulgas R tihedalt.

Teoreem 1.25 Olgu a ja b niisugused reaalarvud, et a < b.
(a) Leidub selline ratsionaalarv r, et a < r <b.
(b) Leidub niisugune irratsionaalarv p, et a < p <b.

Toestus. (a) Kuna a < b, siis ﬁ > 0, Archimedese printsiibi kohaselt leidub selline
nEN,etn>ﬁehk
1
—<b—a. 1.18
L<ha (1.18)

Jéarelduse [[.23 pohjal leiame arvu na jaoks m € Z omadusega m — 1 < na < m, niisiis

m

n

m
La< —.
n

S|

Ténu seosele (LI8) tuleneb siit, et

1
a<@<a+—<a+(b—a):b.
n n

Kokkuvottes r:= 2 € Q jaa <r <b.
(b) Kuia < b,siis 7 < % javiite (a) pohjal leidub r € Q\ {0} omadusega 7 <r < %
(selgitadal)X. Siis /2 on irratsionaalarv (pohjendada!) ning a < rv/2 < b. =

Teoreemi [[L25](a) abil toestame jérgmise olulise lause.

Lause 1.26 Koigi ratsionaalarvude jarjestatud korpus Q ei ole tdielik.
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Toestus. Niitame, et alamhulgal
A::{TGQ|T<\/§},

mis on korpuses Q iilalt tokestatud, ei ole selles korpuses iilemist raja. Vastavalt teoreemile
[25(a) v2 = sup A korpuses R (pohjendada!pX. Teatavasti v/2 ¢ Q, seega hulga A koik
ratsionaalarvulised iilemised tokked on suuremad kui v/2 (selgitada!)X. Oletame vastuviite-
liselt, et nende hulgas leidub vihim, tdhistame selle tdhega s. Kuna V2 < s (pohjendadal X,
siis teoreemi kohaselt leidub selline r € Q, et /2 < r < s, jérelikult ei ole s hulga A
viahim ratsionaalne iilemine toke. Saime vastuolu, mis tdhendab, et korpuses Q ei ole hulgal
A tilemist raja. m

1.5.3 Reaalarvu absoluutvaiartus. Intervallid

Arvu a € R absoluutvddrtuseks (absolute value, abcomommnan seaununa) nimetatakse arvu

o a, kui a > 0,
al =
—a, kui a < 0.

Definitsioonist jireldub vahetult, et |a| = 0 parajasti siis, kui a = 0. Selge, et
laf = max {a, —a}

selle seose kohaselt

1) a <lal ja —a < |al,

2) |al =0,

3) |—al = |al

(selgitada! . Olulist rolli jirgnevas méangib jargmine absoluutviirtuse omadus.

Lause 1.27 Arvude a ja ¢ korral kehtib vorratus |a| < ¢ parajasti siis, kui —c < a < c.
Toestus. IseseisvaltD m

Lause 1.28 Reaalarvude a ja b puhul kehtivad jirgmised vdited:
(a) |a+ 0] < |a| + |b] (absoluutvidrtuse kolmnurgaomadus),

(b) |a —b] < |a| + |b],

() llal = ol| < fa—0],

(d) |abl = [al[0].

Toestus. [seseisvaltPd =

Absoluutvéartuse abil saab konstrueerida reaalarvude hulga R lihtsa ja mugava geomeet-
rilise mudeli — arvsirge. Olgu mingil sirgel fikseeritud kaks punkti, mis vastavad arvudele 0
ja 1. Suunda punkti 0 poolt punkti 1 poole loeme positiivseks, vastupidist suunda negatiiv-
seks. Sirgloigu, mille otspunktideks on 0 ja 1, pikkuse loeme iihikuks. Arvu a puhul votame
16igu pikkusega |a| ning kanname ta punktist 0 ldhtudes positiivses suunas, kui a > 0, ning
negatiivses suunas, kui a < 0. Saadud punkt sirgel vastab arvule a. On selge, et |a| ti-
histab punkti a kaugust punktist 0. Seda geomeetrilist mudelit silmas pidades nimetame
(mittenegatiivset) arvu |a — b| reaalarvude a ja b vaheliseks kauguseks.
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Arvsirge kui reaalarvude hulga geomeetriline mudel on oluliselt kujundanud ka reaalarvu-
dega seotud terminoloogiat. Niiteks nimetame me reaalarve tihtipeale (arvsirge) punktideks,
teatavaid reaalarvude hulki aga intervallideks.

Definitsioon. Intervalliks (interval, npomescymor) nimetatakse mittetiihja vihemalt kahe-
elemendilist alamhulka X C R, millel on jargmine omadus: kut a,b € X ja a < xz < b, siis
r e X.

Iga kaks reaalarvu a ja b, kus a < b, méiravad dra neli tokestatud intervalli:
vahemiku (open interval, uwmepsaa) (a,b) :={z € R |a <z < b},
poolldigud (half-open interval, noayceemenm) (a,b] :={x € R| a < z < b} ja
la,b) :={z € R|a <z < b} ning
loigu (closed interval, ceemenm) [a,b] :={x € R |a < x < b}.

Arvsirgest kui reaalarvude hulga mudelist 1dhtudes defineerime kaks uut objekti oo ja
—o0 jargmiste tingimustega:
i) —oo < 00 ja
ii) —oo <z < oo iga x € R korral.
Rohutame, et —oco ja oo et kuulu reaalarvude hulka, seetottu ei saa neid liita ega korru-
tada, ei omavahel ega reaalarvudega. See-eest holbustavad nad paljudel juhtudel tingimuste
iileskirjutamist, néiteks tahistame

(—oo,b):={zeR|z<b}, (aq,0):={reR|a<z},

analoogiliselt
(—oo,b]:={zreR|z<b}, [a,00):={reR|a<x}.

Neid nelja hulka nimetame tokestamata intervallideks, neile lisandub (—oo, 00) := R.

Definitsioon. Olgu ¢ > 0. Reaalarvu (ehk punkti) a € R puhul nimetatakse tema
e-timbruseks (e-neighbourhood, e-oxpecmnocms) alamhulka

U:.(a) ={z eR ||z —a| <e}.
Lause pohjal U, (a) = (a — €,a + ¢) (veenduda!)X.

Definitsioon. Alamhulga X C R punkti z nimetatakse tema sisepunktiks (interior
point, enympennas mouka), kui leidub selline 6 > 0, et iimbrus Us (x) sisaldub hulgas X,
s.t. (x —d,x4+6) C X. Hulga X koigi sisepunktide hulka nimetame tema sisemuseks ning
tahistame X°.

1.5.4 Hulga R mitteloenduvus

Koigepealt toestame iihe tokestatud intervallidega seotud viite.
Lause 1.29 Kui [a,,b,], kus n € N, on sellised loigud, et

a1, b1] 2 [az, b2] 2 ... 2 [an, ba] 2 ..,

s11S ﬁ la,, b,] # @.

n=1
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Toestus. Kuna a; < b, suvaliste indeksite k£ ja n puhul (selgitadal)X, siis {ay | k € N}
on iilalt tokestatud hulk. Pidevuse aksioomi kohaselt eksisteerib sup {ax | k € N} =: ¢. See-
juures ¢ < b, iga n korral (selgitada!)X, jarelikult ¢ € [a,, b,] suvalise n € N puhul. Seega

[e o]

N l[an,bp] # 2. =

n=1

Lause [I.29 abil toestame niiiid reaalarvude hulga R mitteloenduvuse.
Lause 1.30 Ukski vahemik (ag,by) C R ei ole loenduv hulk. Seega on ka hulk R mitteloenduv.

Toestus. Votame vahemikus (ag, by) suvalise loenduva alamhulga E = {x1,22,...} ja
naitame, et £ # (ag, by). Selleks kasutame jargmist lihtsat téhelepanekut (kontrollida!)k:
(*) antud vahemiku (a,b) ja punkti x € R korral saab leida loigu [c,d] C (a,b) omadusega
x & c,d].

Selle kohaselt valime koéigepealt 16igu [aq, b1] C (ag, by) omadusega 1 ¢ [aq, b;]. Edasi leiame

16igu [az, bs] C (aq,by) nii, et o & [ag, by june. Kui ay, by, . .., an, b, on valitud, siis leiame a,, 1
ja by nil, et (a1, bn11] € (an,bn) ja Tpy1 € [ani, buy1]. Kokkuvottes saame sisestatud
16igud [a1,b1] 2 [ag,be] 2 ... D [an, b,] 2 ..., lause pohjal leidub z € (2 [an, by)-

Seejuures z € (ag,by) \ E (selgitada!) X, mistottu E # (ag, by) -
Kuna alamhulk (ag, by) C R on mitteloenduv, siis ei ole ka R loenduv. m

1.5.5 Dedekindi I8iked

Kui on antud kaks reaalarvude hulka A ja B, mis rahuldavad tingimusi

1) AUB =R,

2) A#0, B#0,

3) suvaliste a € A ja b € B korral kehtib vrratus a < b,

siis 6eldakse, et nad moodustavad kdigi reaalarvude hulgas R Dedekindi I6ike, tahistame seda A 1 B. Kui
leidub selline arv =, et a < = < b kdikide a € A ning b € B korral, siis arvu x nimetame |6ike A | B
eraldusarvuks.

Paneme tahele, et kui eraldusarv eksisteerib, siis on ta iiheselt mdaratud. Tdepoolest, kui oletada,
et antud I8ike A | B korral leiduvad eraldusarvud z1 ja x5 nii, et z; < 9, siis leidub arv z € (x1,x2)
(pBhjendada! pX, jarelikult @ < 1 < 2z < @9 < b, mistdttu z ¢ A ja z ¢ B (selgitada!)X. See on
vastuolus tingimusega 1).

Osutub, et kiisimus eraldusarvu olemasolust suvalise Dedekindi |8ike puhul on samavi3arne kiisimusega
ilalt tdkestatud hulga iilemise raja olemasolust. Paljudes &pikutes ongi pidevuse aksioom (P) sdnastatud
Dedekindi 18ike abil (ehk nn. I3ikeaksioomina):

(P’) Igal Dedekindi I5ikel A\ B reaalarvude hulgas R on eraldusarv.

Teoreem 1.31 Viited (P) ja (P’) on samaviarsed.

Toestus. (P) = (P’) Olgu A 1 B suvaline I3ige hulgas R. Eeldame, et pidevuse aksioom (P)
kehtib, ning n3itame, et I8ikel A | B on eraldusarv x. Hulk A ei ole tiihi, seejuures on iga b € B tema
tilemine tdke (vrd. 3)). Aksioomi (P) kohaselt leidub z := sup A, seejuures a < z iga a € A korral.
Kuna x on hulga A vahim iilemine t&ke, siis x < b iga b € B puhul. Kokkuvdttes a < x < b kdikide
a € A ning b € B korral. Seega on x = sup A 16ike A | B eraldusarv.

(P’) = (P) Eeldame, et vdide (P’) kehtib. Olgu M mingi iilalt tSkestatud mittetiihi reaalarvude
hulk. Kui hulgas M on olemas suurim element max M, siis see ongi lilemine raja ja vdide (P) kehtib.
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Eeldame, et suurimat elementi hulgas M ei ole. Olgu B hulga M kdigi lilemiste tokete hulk, tahistame
A =R\ B. Kuna M N B =0 (selgitada! DX, siis M C A.

Veendume, et hulgad A ja B mairavad [8ike. Tingimused 1) ja 2) on ilmselt tdidetud, kontrollime
tingimust 3). Kui oletada, et mingite ag € A ja by € B korral kehtib vdrratus ag > by, siis oleks ka ag
hulga M ilemine tdke (selgitada!X ning seega ag € B. See oleks vastuolus faktiga A = R\ B. Niisiis,
meil on 18ige A | B. Eelduse (P") pdhjal leidub selline x € R, et a < x < b kdikide a € A ning b € B
korral. Veendume, et x = sup M. Tdepoolest, kui z € M, siis z € A, seega z < =z, jarelikult on x hulga
M iilemine toke. Kui b on hulga M suvaline iilemine tdke, siis b € B, mistdttu © < b. Seega x on hulga
M vahim iilemine tdke, s.t. xt =supM. =

Laikeaksioomi (P") tegelik sdnum on, et erinevalt ratsionaalarvude hulgast Q, reaalarvude hulgas
R ei ole liinki.

1.6 Vérratused

1.6.1 Aritmeetiliste keskmiste ja geomeetriliste keskmiste vérdlemine

Valemist (a1 + as)? = a2 + 2a1ay + a2 saame mittenegatiivsete arvude a; ja ay jaoks vBrratuse
1 2 g J J

ai +ag

5 = y/aia (1.19)

(kontrollida! "X Osutub, et kehtib jargmine iildisem viide.

Lause 1.32 Suvaliste mittenegatiivsete reaalarvude a, as, ..., a, korral

ar+as+ ...+ ay
n

> Yay-ag-...-ay. (1.20)

Toestus. Veendume, et viide ([I.20), mida me jérgnevas tihistame P (n), kehtib iga n € N korral.
Tdestuse esimeses osas nditame, et P (2’“) on dige iga k € N korral, teises osas pdhjendame implikatsiooni
P (n) = P (n —1). Kokkuvdttes saame vaite P (n) kehtivuse kdikide n € N korral.

(1) Niitame induktsioonimeetodi abil, et P (n) kehtib, kui n = 2* suvalise k € N korral. Seose (.19
pdhjal kehtib viide P (2). Eeldame, et viide P (2¥) on ige, ja veendume viite P (2¥"1!) &igsuses.

Olgu 2* = n, siis 28T = 2n, olgu antud 2n mittenegatiivset arvu a1, as, . .., as,. Tahistame
ar +as as + aq on—1 + G2n
b = , by = yerey by = ———
2 2 2

siis b; > /ag;_1az; kdikide i = 1,2,...,n puhul. Eelduse P (2’“) p&hjal

by +byt...4+b
amtax+...tam _bitbet...+ n>m> X/ay - ag ... as,

2n n

(kontrollida! K. Niisiis, véide P (2%1) kehtib.
(1) Néitame, et vaitest P (n) jareldub suvalise n € N korral P (n — 1). Kehtigu vdide P (n) ja olgu
ai,...,an_1 mittenegatiivsed arvud. Tahistame ¢1 := a1, ¢3 1= a9, . .., Cp_1 = An_1, Cp 1= AT tno1

n—1 '
eelduse P (n) jargi
c1+c+...+ce,

n

al + ...+ ap_ a1+ ...+ ap_
ar+...+ap-1+ ! nl 27\1/611'612'---'%1‘ ! =
n—1 n—1

= MYecp-co...-Cp

ehk

S|
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at..tan-1

——J "=, paremat poolt teisendades saame

Paneme tdhele, et vérratuse vasak pool on

ar+...+ap—1
n—1

e T I s P |

1
= (YAl ar o an) <a1+...+an1>n

n—1

ehk

1-1 1
> ("Var-az- .. apn—1) ",

ar+...+ap—1
n—1

millest jareldub viide P(n—1). m

1.6.2 Holderi ja Minkowski vorratus

Olgu 7 = ™ ratsionaalarv, kus 0 < m < n, ning olgu x ja y positiivsed reaalarvud. Vattes a; := az :=

CI= Gy =T JA gl = ... i= Gy = Yy, saame vorratuse (L20) kujul

mz + (’I’L - m)y > (xmynfm)%

n

millest tuleneb v&rratus
r, 1—r
re+(1—r)y>a"y "

Tuues sisse uued tihistused a := 2", b := y'™", p = % q = ﬁ (seega % + 1 = 1), jsuame siit

jargmise vaiteni: kui a ja b on positiivsed reaalarvud ning p ja q on sellised ratsionaalarvud, et p > 1 ja
% + % =1, siis kehtib vérratus

X
T > ab. (1.21)
p q
Olgu niiid aq, ..., ay, b1, ..., b, mittenegatiivsed reaalarvud ja olgu p ning ¢ sellised ratsionaalarvud,
et . + o = 1. Votame vorratuses (L2)
a:= il -, b:= ! -
(@] +...4+ab)? (b + ... +b})e
kéikide 1 = 1,...,n korral ja lidame vastavad vdrratused, saame
lazl’—i—...—kafl 1b?—{—...—|—b% aiby + ...+ ayb,

3=
Q=

pa +...+d " qbl .. +b] (a4 ... +ah)» (b ... +bl)

Kuna viimase vdrratuse vasak pool vérdub arvuga 1, siis

1 1
an< (Xa) (X))

Seda vérratust nimetatakse Hélderi vérratuseks. Juhul p = 2 saame Cauchy-Schwarzi vérratuse

n
Z aib; <
i1
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Hdlderi vérratuse abil tuletame jargnevalt Minkowski vérratuse

(ZZ:; (a; + b;) ) <Za> (gbfY .

Tahistame S := 3" (a; + b;)? ja paneme tahele, et
i=1

S = Zal a; + b;)P +Zb (a; + b;)P

Hdlderi vérratust rakendades jduame seoseni

1

e (Be) G () (&

ehk (peame silmas vdrdust (p — 1) ¢ = p)

“((E) )

millest tulenebki vérratus (I.22]) (veenduda!)&.
Minkowski vdrratust (I.22)) juhul p = 2 nimetatakse kolmnurga vérratuseks. Seda saab tdlgendada
nii, et vektorite summa pikkus (n-md3tmelises ruumis) ei ole suurem kui vektorite pikkuste summa.
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2 Arvjadad

Olgu D mingi mittetiihi reaalarvude hulk, s.t. @ # D C R. Kui igale arvule x hulgast D
on mingi eeskirja jargi seatud vastavusse iiheselt méadratud arv y =: f (z), siis 6eldakse, et
hulgas D on defineeritud funktsioon f, mida me tavaliselt mirgime f: D — R, monikord
ka y = f(x) voi © — f(x). Hulka D nimetatakse seejuures funktsiooni f lihtehulgaks ehk
mdadaramispiirkonnaks (domain, obaacmsv onpedesenus), hulka

R:={f(x)|xe€ D}
aga vdartuste hulgaks (range, o6aacmo snauenut). Punktide hulka

Grf :={(z, f(x)) |z € D}

xy-tasandil nimetatakse funktsiooni f graafikuks. See, mis puudutab funktsioonide esitus-
viise, nende liike, graafikuid jne., on lugejale tuttav eelnevatest matemaatilise analiiiisi kur-
sustest.

2.1 Koonduvad jadad
2.1.1 Koonduvate jadade iildised omadused

Arvjadaks (sequence, nocaedosameavnocms) nimetatakse reaalarvuliste vadrtustega funkt-
siooni z, mille miaramispiirkond on koigi naturaalarvude hulk N. Selline funktsioon z: N — R
seab igale naturaalarvule n vastavusse reaalarvu x (n), mis tavaliselt kirjutatakse kujul x,,.
Neid funktsiooni vidrtusi x, nimetatakse arvjada x [liikmeteks, naturaalarve n € N aga
indeksiteks. Arvjada x ennast tdhistame siimboliga (z,), vajaduse korral mérgime juurde
indeksite méidramispiirkonna, niiteks (), cy v0i (2,,),— ;. Tihtipeale kasutame ka téhistust
(1,9, ...). Tavaliselt {itleme arvjada asemel lihtsalt jada.

Moénikord on kasulik votta jada indeksite hulgaks Ny = NU {0}, sel juhul saame jada

(l‘o,[L‘l,ZL'Q, .. )

Definitsioon. Utleme, et jada (z,) on tokestatud (bounded, ozpanuuennas), kui tema
liikmete hulk {z,, | n € N} on tokestatud.

Selle definitsiooni kohaselt on jada (z,) tokestatud parajasti siis, kui
dn,M eR:m<x, <M (neN). (2.1)
Tingimusega (2Z1]) on samavéirne tingimus
dK >0: |z, < K (n€N)
(selgitadal ).

Definitsioon. Utleme, et jada (z,,) koondub arvuks a (kirjutame kas lim z,, = a voi
n—oo

T, — a), kui iga € > 0 jaoks leidub selline N = N (¢) € N, et |z, — a| < € koikide n > N
korral. Arvu a nimetatakse sel juhul jada (x,) piirvddrtuseks (limit, npedea) ja jada ennast
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koonduvaks (convergent, crodawasaca). Mittekoonduvaid jadasid nimetatakse hajuvateks (di-
vergent, pacro0AUAACS).
Niisiis,

limz,=a & Ve>03aNeN: n> N = |z, —a| <¢, (2.2)

n—oo

selle seose parema poole voime kirjutada kujul
Ve > 03N e N: z, € U. (a) kdoikide n > N korral
(kontrollida! )X, kus
Us(a) ={z €R ||z —a| <&}
on punkti a e-iimbrus.

Paneme tihele, et
lim z, =a < lim (z, —a) =0

n— oo n— oo
ja
lim z, =0 < lim |z,| =0
n—o0 n—o0
(selgitadal ).

Omadus 2.1 Koonduva jada pitrvadrtus on theselt mdadaratud: kui x,, — a ja x, — b, siis
a="b.

Toestus. [seseisvaltPd =

Omadus 2.2 Koonduv jada on tokestatud: kui x,, — a, siis leiduvad sellised arvud m ja M,
et m < x, <M igan €N korral.

Toestus. Iseseisvalth« m
Omadus 2.3 Kui x,, — 0 ja (y,) on tokestatud jada, siis x,y, — 0.

Toestus. Iseseisvalt’4 m

Niide 2.1. Lihtsaimaks néiteks koonduvast jadast on konstantne jada (a,a,...), sel
juhul on piirviartuseks arv a. Toepoolest, iga ¢ > 0 ning n € N korral kehtib vorratus
|z, —a|l = la—a| = 0 < ¢, seega voib piirvidrtuse definitsiooni tingimuses (2.2]) suvali-
se ¢ > 0 korral votta N := 1. Samuti on koonduv ka nn. statsionaarne jada, s.o. jada
(1, ..., Tpg, G, a,...), mis on konstantne mingist indeksist ng + 1 alates.

Niide 2.2. Archimedese printsiibi kohaselt lim % = 0 (toestadalPX, kasutada jireldust

n—oo
Niide 2.3. Jada ((—1)") hajub, sest suvalise a € R korral jaib I6pmata palju selle jada
litkmeid vélja iimbrusest U, (a) (selgitadal)X.

Definitsioon. Utleme, et jadal (z,,) on l6pmatu piirvidrtus oo (kirjutame lim z, = oo
n—oo
voi z,, — 00), kui iga M > 0 jaoks leidub selline N € N, et z,, > M kdoikide n > N korral.
Seega
limz, =00 & VM >0dNeN:n>N =z, > M.

n—oo

Piirvédrtus lim z,, = —oo defineeritakse analoogiliselt (defineeridal)¥X.

n— oo
Rohutame, et lopmatu piirviirtusega jada on tokestamata, seega on ta hajuv. Samas ei
pruugi tokestamata jadal 16pmatut piirvadrtust olla (tooge naide!)MX.
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2.1.2 Koonduvate jadade jirjestusega seotud omadused

Omadus 2.4 (piirvddrtuse monotoonsus) Olgu a,b € R. Kui x,, — a ja y, — b ning see-
Juures leidub selline Ny € N, et

Tn < Yn tga n = Ny korral,
sis a < b.
Toestus. IseseisvaltDd =

Jareldus 2.5 Olgu a,c € R. Kui x, — a ja leidub selline Ny € N, et z, < ¢ (x, = ¢) iga
n = Ny korral, siisa < ¢ (a > c¢).

Toestus. [seseisvaltP =

Jareldus 2.6 Kui leidub selline N € N, et x, € [a,b] iga n = N korral, ja x, — c, siis
cé€la,b.

Toestus. [seseisvaltPd =

Omadus 2.7 (piirvdértuse keskmise muutuja omadus) Kui lim x, = lim y, = a € R ja
n—oo n—oo

seejuures leidub selline Ny € N, et
Tn < 2Zn < Yy tgan = Ny korral,

sus lim z, = a.
n—oo
Toestus. Eeldame, et
Tn < 20 < Yp (02 No) (2.3)

ning r, — a ja y, — a, olgu € > 0. Meie eesmérk on toestada sellise N € N olemasolu, et
kehtiks tingimus
|z, —a| < eigan > N korral. (2.4)

Vastavalt eeldusele leiame niisugused Ny € N ja Ny € N, et
n=N =|r,—a|<e jan=Ny= |y, —a| <e.

Votame N := max { Ny, N, No}. Kui n > N, siis |z, —a| < € ja |y, —a| < e, teisisonu,
xn € (a—¢, a+e¢)ning y, € (a — ¢, a+ ¢). Pidades silmas vorratusi (2.3]), saame, et

a—e<x, <z <Yp<a+e (n=N)

(selgitadal )Mk, niisiis on viide (2.4]) tGestatud.
[ ]
Mirkus. Formaalselt kehtib omadus 2.7 ka juhul, kui @ = oo ja a = —oo. Tapsemalt,

kui lim x, = oo ja leidub selline Ny € N, et x,, < z, igan > Ny korral, siis ka lim z, = oo.
n—oo

n—oo
Analoogiliselt, kui lim y, = —oo ja leidub selline Ny € N, et z, < vy, igan > Ny korral, siis
n—o0

ka lim z, = oco. (Iseseisvalt!)"K
n—oo
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2.1.3 Koonduvate jadade tehetega seotud omadused

Alustame jargmise lihtsa lemmaga.

Lemma 2.8 Kui jada (x,) koondub nullist erinevaks arvuks a, siis leidub selline N € N, et

% < |xn| < % igan = N korral. (2.5)

_lal

5 Ja lelame vastavalt piirvaartuse

Toestus. Eeldame, et lim z,, = a # 0. Votame € :

n— o0
definitsioonile (2.2)) sellise N € N, et |z, — a| < % koikide n > N korral. Siis ||z, | — |a|| < L;'
iga n > N puhul (vrd. lause [.28(c)), mis on samavidrne tingimusega (2Z.35]). =

Omadus 2.9 Olgu a,b € R. Kui z, — a ja y, — b, siis
(a) Tp +yn — a+0b,

(

(c) Ay — Ab iga A € R puhul,
(d) z, — yp = a—0,

(e) yLn — ¢ (eeldusel, et b+ 0),
(f) 2= — ¢ (eeldusel, et b #0).

Yn

Toestus. (b) Eeldame, et x,, — a ja y, — b. Kbigepealt méirgime, et kui iiks arvudest a

ja b vordub nulliga, siis viide jareldub eelpool toestatud omadustest 23] ja 2.2 (selgitadal k.

Vaatleme juhtu, kus a # 0 ja b # 0, olgu £ > 0. Peame veenduma, et saab valida Ny € N
omadusega

n = Ny = |y, — abl < e. (2.6)

Jada (y,) on omaduse pohjal tokestatud, seega leidub M > 0, et
lyn| < M igan € N korral.

Leiame Ny, N, € N, et

g . £
n>N1:>|$n_a|<mJan>N2=>|yn—b|<m>

ning votame Ny := max { Ny, No}. Kui n > Ny, siis

+ayn
|xnyn _ab| = |(xn _a)yn+a(yn _b)| < |xn _a| |yn| + |a| |yn - b|

seega kehtib (2.6)).
Viide (c) tuleneb viitest (b). Nimelt, kui vaatleme jada (z,), kus z,, := Aigan € N

korral, siis lim z,, = A (vt. ndide 2.1) ja viite (b) kohaselt
n—oo

lim Ay, = lim z,y, = Ab.
n—oo n—oo

Viide (d) jareldub vahetult véidetest (a) ja (c) (selgitadal)X.
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(e) Olgu € > 0. Eelduse kohaselt y,, — b # 0, peame niitama, et

1 1

ANeN:n>N=
Yn b

< €.

Vastavalt lemmale 2.8 fikseerime sellise Ny € N| et |y,| > |2£|, kui n > N;. Tahendab,

i o 1' _ |yn - b|
|Ynl []

2
< —s |y, —bl (n>=Ny). 2.7
Edasi valime vastavalt definitsioonile (2.2]) indeksi Ny omadusega

b2
n = Ny = |y, — b <8%. (2.8)

Paneme téhele, et kui n > N := max {Ny, Ny}, siis kehtivad molemad vorratused (Z7) ja
i 11
([2.8), mistottu )y—n - 5) <e.
Viide (f) tuleneb véidetest (b) ja (e) (selgitada!)X. m

2.1.4 Téahtsad piirviirtused

Lause 2.10 (a) Kui |a| < 1, siis lim a" = 0. Juhul a = 1 kehtib vordus lim a" = 1. Kui

n—o0 n—o0
a=—1voi|a| > 1, siis jada (a™) hajub.
(b) Kui a > 0, siis lim /a = 1.
n—

(¢) lim {/n=1.
n—oo

Toestus. (a) Ilmselt kehtib viide juhul kui @ = 0 v6i a = 1, samuti on selge, et juhul
a = —1 saame hajuva jada (—1,1,—1,1,...) (vt niidet 2.3).
Kui 0 < |a| < 1, siis b := |i — 1 > 0. Binoomvalemi kohaselt

al

1 ~1
SRS S S )

a 5 b+ ...+ V" > nb,

mistottu
11
0<la"] =la|"<-=—0,
bn
omaduse 2.7 pohjal lim a™ = 0 (selgitada!)X.
n—oo
Kui |a| > 1, siis b:= |a| — 1 > 0 ja
la]" = (14 b)" > nb — oo,
seega ei ole jada (a™) tokestatud. Omaduse pohjal on ta hajuv.

(b) Kui @ = 1, siis viide kehtib. Olgu a > 1, siis ka {/a > 1 (selgitada!)X, seega
fa =1+ z,, kus z,, :== {/a—1 > 0 suvalise n € N korral. Binoomvalemist saame, et

a=(1+z,)">nx, (neN),

e e 1 .~ "
niisiis 0 < x,, < a; — 0, mistottu {/a — 1.
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Kuia < 1, siis b:=1 > 1, seega /b — 1 ning (vrd. lause [21)

1 1
Va= {/-= — 1.
=i

(c) Kuna iga n = 2,3,... korral {/n > 1, siis z, := {/n — 1 > 0. Binoomvalemi abil
saame vorratuse

-1 2(n—1 2
n:(1+xn)">1+mxi ehkxi<L:—
2 nn—1) n

millest tuleneb, et 0 < z, < % — 0, jirelikult /n — 1. m

2.2 Koonduvuseteooria neli printsiipi

Selles alapunktis esitame neli pidevuse aksioomist jarelduvat fundamentaalse tdhendusega
teoreemi.

2.2.1 Monotoonsuseprintsiip

Definitsioon. Utleme, et jada (z,) on

1) kasvav (increasing, neybmsarowasn), kui z, 11 > x, iga n € N korral,

2) rangelt kasvav (strictly increasing, eospacmarowas), kui x,,1 > x, iga n € N korral,

3) kahanev (decreasing, nesospacmarowas), kui x, 1 < x, iga n € N korral,

4) rangelt kahanev, kui 2,11 < x, iga n € N korral.

Jada (x,) nimetatakse monotoonseks (monotonic, monomonnas), kui ta on kas kasvav voi
kahanev.

Teoreem 2.11 (monotoonsuseprintsiip). Monotoonne jada (x,) koondub parajasti siis,
kui ta on tokestatud. Kui (x,) on seejuures kasvav, siis lim x,, = sup{z, | n € N}, kui (z,)
n—oo

on kahanev, siis lim x, = inf {z, | n € N}.
n—oo

Toestus. Tarvilikkus on ilmne, sest iga koonduv jada on tokestatud.
Piisavus. Olgu (z,) kasvav tokestatud jada, siis pidevuse aksioomi kohaselt eksisteerib
sup{z, | n € N} =: b. Néditame, et limz,, = b. Olgu € > 0, vastavalt iilemise raja definit-

sioonile leidub niisugune indeks N, et zy > b — ¢ (selgitada!pX. Kuna jada (z,) kasvab, siis

b—e<z,<b<b+e igan > N puhul (2.9)

ehk |z, — b| < e, kuin > N. Niisiis, iga € > 0 korral saab valida indeksi N nii, et |z, — b| < ¢
koikide n > N puhul, s.t. lim z, = b.

n—o0
Analoogiliselt toestatakse viide kahaneva tokestatud jada puhul (iseseisvalt!)pX. m
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2.2.2 Bolzano—Weierstrassi teoreem

Definitsioon. Olgu (z,) mingi arvjada ning (nj) rangelt kasvav naturaalarvude (indeksite)
jada, s.t. np € Njan; <ng <ng <.....Jada (2,,) = (Tny, Tny,...) nimetatakse esialgse
jada (x,) osajadaks (subsequence, nodnocaedosamenvrocms).

Margime, et indeksite jada (ng) range kasvavus ja jareldus aitavad matemaatilise
induktsiooni meetodil toestada, et iga k € N korral nj > k. (Iseseisvalt!)"K

Teisisonu, osajada on jada, mis saadakse esialgsest jadast lopliku voi loenduva arvu liik-
mete viljajatmisel.

Mirgime, et rangelt kasvava naturaalarvude jada (ny) korral kehtib omadus (tGestage! )X

nka, k € N.

Omadus 2.12 (a) Tokestatud jada iga osajada on tokestatud.
(b) Piirvidrtuseks a koonduva jada (z,) iga osajada (x,,) koondub samuti piirvidrtuseks a:

kui lim z,, = a, sis lim z,, = a.
n—00 k—o0

Toestus. Iseseisvalth =
Lause 2.13 Iga jada sisaldab monotoonse osajada.

T&estus. Toestuseks kasutame jada tippkoha méistet. Utleme, et
indeks m on jada (z,) tippkoht, kui z, < z,, iga n > m korral.

Pohimaotteliselt on jada (z,) puhul kolm véimalust:

1) tal on 16pmata palju (tdpsemalt loenduv arv) tippkohti,

2) tal on 16plik arv tippkohti ja

3) tal ei ole iildse tippkohti.

Juhul 1) paneme téhele, et tippkohtade ny < my < ... jirgi moodustub kahanev osajada
(xp,): kui ny on tippkohale ny_; jargnev tippkoht, siis x,, < z,,_, (pohjendadal)X. Juhul
2) konstrueerime kasvava osajada (z,,) jargmiselt. Olgu n; mingi indeks, mis on suurem
koikidest tippkohtadest, siis on voimalik leida indeks ny > nq nii, et x,, > z,, (pohjenda-
dalpX. Edasi leiame sellise ng > no, et x,, > x,, jne. Tulemuseks saame kasvava osajada
(Tpys Ty, - - -) - Samamoodi toimime ka juhul 3), vottes ny := 1. Lause on toestatud. m

Lausest 2.13] ja monotoonsuseprintsiibist tuleneb vahetult jairgmine teoreem.

Teoreem 2.14 (Bolzano—Weierstrassi teoreem). Iga tokestatud jada sisaldab koonduva
osajada.

Toestus. Olgu (z,) tokestatud jada, vastavalt lausele 213 on tal monotoonne osajada
(%), mis samuti on tokestatud (vrd. omadus 2.12((a)). Monotoonsuseprintsiibi 2.11] pohjal
osajada (z,,) koondub. m
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2.2.3 Cauchy kriteerium

Jargnevalt defineerime Cauchy jada moiste, mis kirjeldab jada liikmete omavahelist von-
kumist. Toestame, et arvjada on koonduv parajasti siis, kui ta on Cauchy jada. Cauchy
tingimuse pohiline eelis jada piirvadrtuse definitsiooni ees on asjaolu, et kui uurime, kas ja-
da on koonduv v6i hajuv, ei pea me teadma (ega aimama) piirvidrtuse kandidaati. Cauchy
tingimus iseloomustab ainult jada liikmete sisemist vahekorda ning vahetult ei tegele lihe-
nemisega mingile kindlale suurusele.

Definitsioon. Oeldakse, et jada (z,,) on Cauchy jada, kui iga € > 0 korral leidub selline
indeks N € N, et
|z, — | < € koikide n,m > N korral.

Omadus 2.15 Iga koonduv jada on Cauchy jada.
Toestus. Eeldame, et x,, — a. Olgu € > 0 suvaline, leiame N € N omadusega
|z, —al| < % igan > N korral. (2.10)
Kui n,m > N, siis seosest (Z10) saame, et

e €
|xn—xm|<|xn—a|+|xm—a|<§+§ze,

seega on (x,) Cauchy jada. m
Omadus 2.16 Iga Cauchy jada on tokestatud.

Toestus. Eeldame, et (x,) on Cauchy jada. Definitsiooni kohaselt leidub selline N € N,
et

|z, — x| < 1 koikide n,m > N korral.

Tahistame A := zy, siis |z, — A| < 1igan > N korral ehk
A-1<z,<A+1 (n>=N)
(selgitadal )X Vottes
m:=min{zy,...,xy_1,A—1} ja M :=max{xy,...,on_1,A+ 1},
saame, et m < x, < M iga n € N korral. Seega on jada (z,) tokestatud. m

Me toestame niitid kolmanda koonduvuseprintsiibi, mida nimetatakse Cauchy kriteeriu-
miks.

Teoreem 2.17 (Cauchy kriteerium). Jada koondub parajasti siis, kui ta on Cauchy jada.



38 2 Arvjadad

Toestus. Tarvilikkus on toestatud omadusega 2.15]
Piisavus. Olgu (z,) Cauchy jada. Kuna iga Cauchy jada on tokestatud, siis Bolzano—
Weierstrassi teoreemi [2.14] kohaselt sisaldab jada (z,,) koonduva osajada (z,, ). Tahistame

a := lim z,, ja niitame, et z, — a.
k—o0

Olgu € > 0, vastavalt Cauchy jada definitsioonile valime indeksi N omadusega

n,m =N = |z, — 2| < g (2.11)

Kui K € N on valitud nii, et K > N ja
|Tn, —al < = (2.12)
(pohjendada sellise K olemasolu! )’X, siis tingimuste (2.11)) ja (Z12]) tottu

E €
|xn—a|<|xn—an|+|an—a|<§+§:€

koigi indeksite n > N puhul (selgitada! DX, jarelikult x, — a. =

2.2.4 Cantori teoreem iiksteisesse sisestatud loikudest

Vaatleme tiksteisesse sisestatud loike
[al,bl] 2 [ag,bg] 2 e 2 [an,bn] 2 e (213)

Nende vasakpoolsete otspunktide jada (a,) on kasvav ning parempoolsete otspunktide jada
(b,) on kahanev, seejuures

ay, < b, suvaliste k,n € N puhul

(vt. lause toestus). Seega on hulk {a, | n € N} iilalt tokestatud ja b, on selle hulga
iilemine toke iga n € N korral. Pidevuse aksioomi kohaselt eksisteerib

a:=sup{a, | n € N}, seejuures a < b, (neN).
Néeme, et a on hulga {b, | n € N} alumine toke, seega
a < inf{b, |n € N} =: 0.
Niisiis,
a, <a<b<b,igan e N puhul,

mistottu

[a,0] € ) lan, ba] # 2.

neN

Margime veel, et kuna (a,) on kasvav ja (b,) kahanev jada, siis monotoonsuseprintsiibi
[2.17] kohaselt kehtivad vordused

a= lim a, ja b= lim b,.
n—oo n—oo
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Kui lisaks eeldada, et lim (b, — a,) = 0, siis
n—oo

0= lim (b, — a,) = lim b, — lim a, = b— a,
n—oo n—oo n—oo
s.t. b = a. Naitame, et sel juhul on a 16ikude [a,, b, ainuke iithine punkt. Toepoolest, kui

oletada vastuviiteliselt, et ¢ on veel mingi punkt hulgast () [a.,b,] ja ¢ # a, siis 16ik ots-
neN
punktidega a ja ¢ sisaldub igas 16igus [a,,b,| (pohjendadal)X ja |c —a| =: g9 > 0. Seega

b, — a, = g¢ koikide n € N korral, kuid see on vastuolus eeldusega lim (b, —a,) = 0.
n—o0

Tahendab, a on hulga () [a,, b,] ainuke punkt.
neN
Me toestasime jargmise teoreemi.

Teoreem 2.18 (Cantori teoreem sisestatud loikudest). Kui loigud
la1,b1] D [az,b2] 2 ... D [an, b,] D ...

rahuldavad tingimust lim (b, — a,) = 0, siis leidub tapselt iks arv a, mis kuulub igasse loiku
n—oo

[an,b,]. Seejuures a = lim a, = lim b,.
n—oo n—oo
Markus. Ulal tdestasime Bolzano—\Weierstrassi teoreemi I3htudes vahetult monotoonsusprintsiibist.
Teine vdimalus selleks on kasutada Cantori teoreemi iiksteisesse sisestatud I3ikudest.
Olgu (x,,) tdkestatud jada, siis leiduvad reaalarvud ag, by nii, et iga n € N korral ag < z,, < by. Iga
k=1,2,... korral tegutseme jargnevalt. Moodustame indeksite hulgad

_1+ b _1+ by
le{nGN:xne [akl,aklfm}}, NQ:{nGN:an [aklfm,bkl]}.

lImselt N1 U Ny = N, mistdttu vahemalt {iks hulkadest N ja Ny on |8pmatu. Kui Ny on |8pmatu, siis
tahistame a = ap_1 ja by = % ning valime n; € Ny nii, et ng > ng_q (kui & > 1). Kui NV
on I3plik (siis Ny on I8pmatu), tahistame a; = % ja by = bi_1 ning valime n; € Ny nii, et
ng > ng—1 (kui & > 1). (Selgitage sellise ny valiku vimalikkustDX)

Tulemusena saadav iiksteisesse sisestatud I3ikude jada omab teoreemi [2.18] pdhjal tapselt iihte iihist

punkti c. On jddnud kontrollida, et limy_, oo 2, = ¢ (tehke labiDX).

2.2.5 Reaalarvu kiimnendesitus

Jargnevalt demonstreerime koonduvusteooria printsiipide rakendamist, selgitamaks reaal-
arvude iiht esitusviisi — esitust lopmatute kiimnendmurdudena. Olgu zg € Ny ning z1, zs, . ..
numbrid hulgast {0,...,9}. Moodustame jada (a,), kus

Z9 Zn

21
ma b Ay 2 B No).
=zt ptEto T (€N

Paneme tihele, et jada (a,) on kasvav (kontrollida!)X ja iilalt tokestatud:

10

—z+91_10%<z—|—9 !
ST -L T 101 -4

< 20+ ) + 0 +..+ 0 + ) 1+ L +..+ L
a, < Z — 4 —4+...+—— =23 — — 4+ ...+ —
0 102 o 27" 10 10 10n—1

=z2+1 (neN).
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Monotoonsuseprintsiibi kohaselt eksisteerib piirviirtus a¢ := lim a,. Tahistame lihidalt
n—oo

Ay =! 20, R12223 ... 2%p Ja
a =: 209, R172223 ...,

seda kirjutusviisi nimetame (I6pmatuks) kiimnendmurruks, tapsemalt, reaalarvu a kimnend-
esituseks. Seega esitab kiimnendmurd zg, 212923 . . . lithemal kujul jada (a,), aga ka selle jada
piirvaartuse.

Naiitame, et iga reaalarv a € R on esitatav kiimnendmurruna. Vaatleme esiteks

juhtu a € [0,1). Jagame 16igu Iy := [0, 1] kiimneks vordseks osaks, selge, et arv a kuulub
tépselt iihte poolldikudest [0, %), [&,2),..., [, 1). Teisisonu, leidub iiheselt médratud
number z, et
Z1 21+ 1
— <a< .
105710
z1 z1+1

Edasi jagame loigu [, := [1—0, 5 } jalle kiimneks vordseks osaks ja leiame poolloikude
[f—(l] 4+ R a g m) hulgast selle, millesse kuulub arv a. Niisiis leidub iiheselt madératud num-

102> 10 ' 102
ber zs, et
Z1 22 21 zo+ 1
_— - g < — -
0SS0 e
Jagame loigu I, := [f—(l) + 3%, 5%+ ngﬂ kiimneks vordseks osaks ja leiame z3 € {0,...,9},
et
Z1 29 Z3 21 29 23+ 1
_ - — K < — -
T T T T RAE TZRNNETIE

jne. Nii jatkates saame iiksteisesse sisestatud loigud
ILb2LD2...21,D...,

mis koik sisaldavad punkti a. Kuna loikude I,, pikkused 10% protsessis n — oo ldhenevad
nullile, siis teoreemi 2.18 pohjal on a nende loikude ainuke iihine punkt ja

i (Zl i 22 1 X Zn)
mi{(—+-—+...+ —) =a.
n—oo \ 10 102 107

Eespool kokkulepitud tahistusviisi kohaselt a = 0, z125 ... . Seejuures, kuna

capa ]
a — —_—
10 102 107

iga n € N puhul (2.14)

(selgitadal X, siis ei ole voimalik, et a oleks esitatud sellise kiimnendmurruna, mis lopeb
numbriga 9 perioodis. Toepoolest, kui oletada vastuviiteliselt, et saab valida m € N omadu-
sega

2z, = 9 iga n > m korral,

siis
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mis on vastuolus vorratusega (2.14]).
Margime veel iiht kiimnendesituse a = 0, 2125 . .. omadust:

n 1 )
0,0...02p112k42... = lim E L < — suvalise k € Ny puhul. (2.15)
m—00

Nimelt, kuna vaadeldav kiimnendmurd ei lope numbriga 9 perioodis, siis saame valida j > k,
et h:=9 — z; > 1, mistottu

=z, “ Zn, 9 h h o1
. Fn 9 ho o h . 1
B e D R T AR TS TR S DT,y
n=k+1 n=k+1, n#j n=k+1
h e h 1 1
= —— 4910 — < —
TP L1 T lor < 108

Uldjuhul, kui a on suvaline positiivne reaalarv, leiame koigepealt (itheselt médratud)
2o € Ny omadusega zp < a < 2o + 1. Siis a — 29 € [0,1) ja eelneva arutelu kohaselt saame
esituse a — 29 = 0, 2122 ... ehk a = 29, 2129 . . ..

Naitame, et selline esitus a = 2y, 212> ... on alati iihene. Oletame vastuviiteliselt,
et arvul a leidub kaks erinevat kiimnendesitust zg, 2125 ... ja ug, uius . . ., siis

T z i u
a =z + lim — = up+ lim —
0 m—)oo; 0™ 0 m—)oo; 10

Olgu k£ € N viahim sellistest indeksitest n, et z, # u,, konkreetsuse mottes olgu z, < wuy.
Niisiis, z, = u, (n =0,1,...,k —1) ja z;, < uyp — 1. Koigepealt paneme tihele, et kuna zj ja
ug on tiisarvud ning

Z<a<zg+1l ja ug<a<ug+1,

m m

siis jarelduse [[L23] pohjal zg = ug, mistottu lim T = hm g% Siit tuleneb vordus
zZ =z U "
k n k n
1 Zn
foF Tm D fon = e T M Zl 10
n— n=

(selgitada! MK, seega

Uk — 2k . Uy Uk — 2k 1
= — > > —
i Z 1on ToF T hm Zl 10"~ 10k 7~ 10%

n=

mis on vastuolus eelpool kontrollitud seosega (2.15)).
Kokkuvottes oleme toestanud jargmise viite.

Lause 2.19 Iga posititvne reaalarv on theselt esitatav lopmatu kimnendmurruna.

Negatiivse arvu a puhul on —a esitatav kiimnendmurruna —a = zg, 212923 ..., arvu a
jaoks saame iiheselt mairatud negatiive kiimnendmurru
Zn
a = —2zy,212923.... = — lim zo+—+ T
’ n—00 10 102 107

. Z1 Z9 FAk
=lm (-2————=—...——— |.
n—00 ( 10 102 10")
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2.2.6 Arve

Vaatleme jada (z,), kus

Binoomvalemi kohaselt

" I nn=1)1 nnh-1)(n-2)1
a=(142) =14 BT 2 -
v (+n) T T 2T T 123w
nn—1)...(n—k+1) 1 nn—1)...(n—n+1) 1
o 1-2-...-k P 1-2-...-n n

I N S
N 1! 2! n 3! n n

Seejuures on (x,) rangelt kasvav jada. Et selles veenduda, esitame

L%1+1 1 L + +1 1 1 k-l +
Tyl = — + = - — it = — —
1 1ol n+ 1 k! n4+1 n4+1
1 1 n—1 1 1 n
—(1- 1= 1— (1=
+n!( n+1) ( n+1)+(n+1)!( n+1) ( n+1)

ja paneme tihele, et x,,1 > x, (kontrollida!)X.
Niitame, et jada (z,) on iilalt tokestatud. Kuna

<9 1 1 1
Tpn X +ﬁ+§+---+m
(selgitadal MK, siis téanu seosele
1 1
(veenduda!)X saame vorratuse
<ltltitly
T, < sttt

Seejuures on 1+ % + 2% +... 27},1 geomeetrilise progressiooni litkkmete summa, mistottu

2n

1— 4+ 1
0<xn<1+1 %:1+2(1——>::ym (2.16)
2

kui n =€ N (selgitadal K. Selge, et y,, — 3, seega on jada (y,) tokestatud, seoste (2.16)) tottu
on ka jada (z,) tokestatud. Niisiis on (x,,) tokestatud monotoonne jada, monotoonsuseprint-
siibi (vt. teoreem [ZI1]) kohaselt eksisteerib piirvddrtus lim x, =: e, seejuures 2 < e < 3

n—o0
(selgitadal ).
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2.3 Osajadad. Ulemine ja alumine piirviirtus
2.3.1 Jada osapiirvairtused

Definitsioon. Arvjada (x,)32, osajadade piirvddrtusi nimetatakse selle jada osapiirvddr-
tusteks (subsequential limit, wacmuunwi npeden).

Toestame niitid kdesoleva alapunkti pohitulemuse.

Lause 2.20 Jada (x,) koondub parajasti siis, kui ta on tokestatud ja tal on vaid ks osa-
PUTVAATTUS.

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et lim x, = a, siis (x,) on tokestatud ja ka iga osajada
n—oo

(x,, ) koondub piirvidrtuseks a (selgitage! )X, mis on seega jada (z,) ainus osapiirvidrtus.
Piisavus. Olgu (x,) tokestatud jada, millel on parajasti iiks osapiirviddrtus a. Oletame
vastuviiteliselt, et a ei ole selle jada piirvadrtus. Sel juhul leidub selline € > 0, et z,, ¢ U, (a)
16pmata paljude indeksite n korral (selgitada!)®. Tahendab, 16pmata paljude indeksite n
korral kas z,, <a—¢evoi x, > a+e¢.
Esimesel juhul eksisteerib osajada (z,,) omadusega z,, < a — ¢, sellest saab Bolzano-

Weierstrassi teoreemi kohaselt moodustada koonduva osajada <xnk) Olgu ¢ := lim z,, ,
v 1—+00 v

siis ¢ < a — e < a (selgitada! K. Teisalt on ¢ jada (x,,) osapiirviirtus, mistottu ¢ = a. Saime
vastuolu.

Analoogiliselt joutakse vastuoluni, kui eeldada vorratust x, > a + ¢ 16pmata paljude
indeksite n korral (veenduda!)’X. Seega on meie vastuviiteline oletus, et a ei ole jada (x,)
piirvaartus, vair. m

Osapiirviaartuse moistega on seotud jargmised véited:
e igal tokestatud jadal on vihemalt iiks reaalarvuline osapiirvéiértus (miks?)X;
e igal jadal (tokestatud voi tokestamata) on vihemalt {iks osapiirvidrtus (selgitage! )&
e tokestamata jadal voivad reaalarvulised osapiirvidrtused puududa (tooge niide! )X
e kui arv b esineb jada (z,) lilkmena lopmata palju kordi, siis b on selle jada osapiirvéiirtus
(miks? )M

Jargnevas alapeatiikis toestatakse (vt. teoreemi ja selle jarel méarkust), et igal jadal
(iikskoik, kas tokestatud voi tokestamata) leidub osapiirvadrtus.

2.3.2 Ulemine ja alumine piirviirtus

Jargnevalt defineerime jada piirviartuse ,norgemad variandid® — iilemise ja alumise piirviar-
tuse. Jargmises alapeatiikis ndeme, et iilemise ja alumise piirviartuse omadused sarnanevad
piirvadrtuse omadustele (monotoonsus, aditiivsus jms.). Ulemise ja alumise piirviiirtuse po-
hiline eelis on, et nad on alati olemas (olgu siis reaalarvulised v6i 16pmatud), seega nendega
tootamisel langeb dra vajadus kisitleda juhtumeid, kui ,piirviartus puudub®.
Definitsioon. Olgu (z,) = (x,)22, iilalt tokestatud arvjada. Piirvéértust

lim sup xy (2.17)
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nimetatakse jada (x,) tilemiseks piirvddrtuseks (upper limit, eeprnuii npedea) ja téhistatakse

siimboliga lim x,, voi lim sup z,,:
n—oo n—00

lim z, := limsupz, := lim sup . (2.18)

Mérgime, et piirvadrtus (2I7) eksisteerib, sest

(1) jada (x,) iilalt tokestatuse tottu eksisteerib iga n € N korral 16plik iilemine raja sup
k>n

(selgitage! P,

(2) arvjada <sup SL’k> on kahanev ja seega eksisteerib tal (16plik voi lopmatu) piirvéértus
k>n n=1

(miks? )M

Juhime téhelepanu, et iilalt tokestatud arvjada (x,)%; puhul saab tema iilemine piirvdadrtus
(ZI8)) olla kas 16plik (s.t reaalarvuline) voi —oo.

Ulalt tokestamata arvijada (z,,)°°, puhul defineerime

lim x,, := limsup z,, := oo.
n—00 n—o00

Arvjada alumine piirviirtus defineeritakse analoogiliselt tema iilemise piirvidrtusega.
Definitsioon. Olgu (z,) = (z,)52, alt tokestatud arvjada. Piirvidrtust

lim inf 24 (2.19)

n—oo k=n

nimetatakse jada (x,) alumiseks piirvadrtuseks (lower limit, nuocnud npedea) ja téhistatakse

siimboliga liminf x,, voi lim x,:
n—oo n—o00

lim z, := liminf z,, := lim inf . (2.20)
N—00 n—o00 n—oo k>n
(Selgitage, miks piirvidrtus (219) eksisteerib!)»
Juhime tdhelepanu, et alt tokestatud arvjada (z,)5, puhul saab tema alumine piirvidrtus
(220)) olla kas I6plik (s.t reaalarvuline) voi co.

Alt tokestamata arvjada (x,,)22; puhul defineerime

lim z,, := liminf z,, := —o0.
n—oo n—oo

Jargnevalt on meie eesmirgiks seostada iilemise ja alumise piirviirtuse moiste osapiir-
vadrtuste hulgaga. Osutub, et osapiirvidrtuste hulgas leidub suurim ja viihim element (see
voib-olla ka oo voi —o0), kusjuures jada suurim osapiirviértus on jada iilemine piirvéértus
ning jada vdhim osapiirvddrtus on tema alumine piirvaartus.

Vaatame koigepealt 14bi iiht tiilipi lopmatu erijuhu.
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Lemma 2.21 Jargmised vdited on samavddrsed.

(Z) h_m Tp = OO,
n—»00

(i1) nh_)lgoa:n = 00,
(1ii) jada (z,) iga osajada piirvddrtus on oo.

Jargmised vdited on samavdadrsed.

) o=
(ii’) nh_)lgoa:n = —00,

(iii’) jada (z,) iga osajada piirvddrtus on —oo.

Toestus. Viide |(ii)=|(iii)| on ilmne (selgitage! K.
Toestame, et |(1)={(i1). Iga n € N korral z,, > ]ir>1f xy, seega, arvestades, et

lim inf 2, = lim z, = oo,
n—oo k=>n Nn—00

kehtib ka lim x, = oo (miks?)&.
n—oo
Toestame, et |(ii)={(1)} Fikseerime arvu E > 0. Eelduse lim z,, = oo tottu leidub indeks
n—oo
N € N nii, et iga n € N korral

nzN = x,>2F = inf{zg:k>2n}>2E>F

(selgitage! . Oleme saanud, et lim z, = lim inf z; = occ.
N—00 n—oo k>n

Viidete |(17)=](il)k=1(i11)| tOestus on analoogne. =

Teoreem 2.22 (a) Iga arvjada osapiirvidartuste hulgas on olemas suurim, kusjuures see
suurim osapuirvddrtus on vordne selle jada tilemise piirvddrtusega. Niisiis, jada tilemine
prrvdadartus on selle jada suurim osapiirvadrtus.

(b) Iga arvjada osapiirvidrtuste hulgas on olemas vihim, kusjuures see vihim osapiirvidr-
tus on vordne selle jada alumise piirvddrtusega. Niisiis, jada alumine piirvddrtus on
selle jada vdhim osapiirvddartus.

Toestus. Olgu (z,,) = (2,)5, suvaline arvjada.

(a). Téhistame A := lim x,. Viite tdestuseks piisab niidata, et
n—oo

(1) jada (z,) suvalise piirvdrtust omava osajada (z,, )52, korral

lim z,, < A;
k—o0
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(2) leidub jada (x,) osajada (z,, )7, mille korral

lim z,, = A.
k—oo "k

Vaatleme eraldi juhtusid, kus
A= o0, AeR ja A= —o0.

Juhtum A = oo. Olgu A = o0, s.t jada (x,,) on iilalt tokestamata. Ilmselt eeldusel, et

eksisteerib lim x,, , kehtib lim z,, < oc.
k—o0 k—o0

Konstrueerime jada (z,) osajada, mille piirvadrtus oleks co. Defineerime n; := 1 ning,
edasi, kui mingi naturaalarvu k£ > 2 korral on defineeritud naturaalarv n;_;, siis, arvestades,
et jada () iilalt tokestamatuse t6ttu hulk {z,: n > ny_;} on iilalt tokestamata (miks?)¥,
saame valida naturaalarva n, > n;_; nii, et x,,, > k. Ilmselt rahuldab selliselt konstrueeritud
osajada (z,,)52, tingimust kh_)ngo Ty, =00 = A.

Juhtum A € R. (1). Olgu (z,,)%2, jada (z,) osajada, millel on olemas piirvidrtus. Iga
k € N korral

Tp, < SUP Ty,
m=k

(sest ny = k), jarelikult jada piirvidrtuse monotoonsuse tottu (vt. omadust [2.4])

lim z,, < lim supz,, = lim z, = A.
k—o00 k—o00 m>k n—00

(2). Defineerime ny := 1 ning, edasi, kui mingi naturaalarvu k > 2 korral on defineeritud

naturaalarv ny_q, siis, arvestades, et A = lim z,, = lim sup x;, saame leida naturaalarvu

Ly, > ny_1 (kuidas leiame? )X nii, et

1
sup T, > A— —,

1
niisiis saame me leida naturaalarvu n; > Li > ng_p nii, et z,, > A — z (selgitage nyg
leidmist! )P Niiiid iga k € N, k > 2, korral (arvestades, et ng > k)

1
A— z < Ty, < SUDP Ty
m>k

niisiis, arvestades, et eksisteerivad piirviaartused

1 S
lim (A— E) =A ja limsupz, = limz, =A,

k—o0 k—00 >k n—>00
eksisteerib (omaduse 2.7 pohjal) ka piirvidrtus klim T, = A.
—00

Juhtum A = —o0. See juhtum on lemmaga [2Z.21] analoogne (selgitage!)" .

Viide (b) toestatakse analoogselt viitega (a) (iseseisvalt!)X. m
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Markus. Teoreemi[2.22] osa (2) juures v3ib arutleda ka nii: kuna

1 1
A—=< sup oy < A+ -,
k- msL, k

siis valime ng > Lj nii, et
1
Tn, €| A——, sup xp, | .
k m}Lk

1 1 . . .
Seega A — T < T < A+ 7 ning rakendame keskmise muutuja omadust (vt. omadus 2.7)).

2.3.3 Ulemise ja alumise piirviiirtuse omadused

Teoreem [2.22] voimaldab jada iilemist ja alumist piirviartust arvutada kahes keeles — iile-
mise/alumise raja keeles ja osajadade keeles. Koiki jargmisi omadusi saab toestada molemas
keeles.

Omadus 2.23 Olgu (z,) ja (y,) tokestatud jadad, kusjuures iga n € N korral x,, < y,. Siis

lim x, < lim y,, lim z, < lim y,.
n—oo n—oo n—o0 n—oo

Toestus. Iseseisvalt’4 m

Omadus 2.24 Olgu (z,,) tokestatud jada. Kui c > 0, siis

lim (cx,) = c- lim x,, lim (cx,) = c¢- lim x,;

n—00 n—o00 n—00 n—00
kut ¢ < 0, siis

lim (cx,) = c- lim x,, lim (cx,) = c- lim x,.

n—00 n—00 n—00 n—00

Toestus. [seseisvaltP =

Omadus 2.25 Olgu (z,) ja (y,) tokestatud jadad. Siis

lim z, + lim y, < lim (2, + y,), lim (2, +y,) < lim @, + lim y,.
n—00 n—00 n—00 n—00 n—00 n—00

Toestame ainult esimese vorratuse, teise vorratuse toestus on analoogiline.

Toestus ,sup/inf keeles®. Jadad (z,) ja (y,) on alt tokestatud, seega ka (z,, + y,,) on
alt tokestatud (miks?)"H, mistottu nende koigi jadade alumised piirvéédrtused on reaalarvud.

Margime u,, == Ii1>11f1 Ty ja v, = gﬁ yr- Siis kehtib iga n € N korral vorratus

Uy + v, < inf{xg +yr: k > n} (2.21)

Toepoolest, iga k > n korral xp > u, ja yr > v,, seega u, + v, on hulga {xy +yx: k > n}
mingi alumine toke.
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Minnes niiiid vorratuses (2.21]) piirile n — oo, saame piirvadrtuse monotoonsuse (vt.
omadust [2.4]) kohaselt, et

lim x, + lim y, = hm U, + lim v, = lim (u, +v,) <
n—00 n—+00 n—o0 n—00

< lim inf{xy + yx: k > n} = lim (z, + y,)
n—00 n—00
(selgitage detaile!)P . m
Toestus ,osajadade keeles®“. Olgu jada (z, + y,) osajada (z,, + yn, )5, selline, et
lim (2, + Yn,) = lim (z, + y») (miks osajada leidub?)pX. Kuna jada (z,,) on tokestatud,
k—o0

n—oo
siis tal leidub Bolzano—Weierstrassi teoreemi (vt. teoreemi 2.14) kohaselt koonduv osajada

(xnkj>j1. Bt yn,, = (xnkj + ynkj) — T, siis ka (ynk]) on koonduv jada (selgitage!)X.

Kokkuvottes jada piirvidrtuse monotoonsuse tottu (vt. omadust 24) kehtib

lim z, + lim y, < lim 2, + lim y,, = lim (2, + Y, ) = lm (z, + yn).
n—oo n—00 Jj—o0 Jj—00 J Jj—00 J J n— 00

Teoreem 2.26 Arvjadal (x,)5°, eksisteerib piirvidrtus parajasti siis, kui selle jada alumine
ja tlemine piirvddrtus on vordsed:

lim z, = lim z,. (2.22)
n—00 n—00
Seejuures on selle jada pirirvddrtus vordne tema alumise ja tilemise piirvddartuse tihise vadr-
tusega: o
lim z,, = lim z, = lim z,,. (2.23)

n—o0 n—oo n—o0

Toestus. Tarvilikkus. Eksisteerigu piirvidartus lim x,. Teoreemi [2.22] pohjal leiduvad jada

n—oo
() osajadad (2,)32; ja (21,)32, nii, et

lim zp, = lim z,, ja lim 2, = lim z,,.

n—oo n—o00 n—oo n—oo
Omaduse 2T2(b) pohjal on jada (x,,) koik osapiirviédrtused vordsed selle jada enda piirvadr-
tusega, seega

lim z, = lim 2, = lim z, = lim 7;, = lim x,,
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo

s.t vordused (222)) ja ([2.23) kehtivad.
Piisavus. Kehtigu vordus (2.22)). Kuna iga n € N korral

inf x;, <z, < supzy,
k=n k>n

kusjuures piirviaartused lim inf x; = lim z, ja lim supx = hm T, eksisteerivad ning on
n—oo k>n n—00 n—00 L>p

tingimuse (2.22)) pohjal vordsed, siis keskmise muutuja omaduse (vt. omadust 2.7)) pohjal
eksisteerib ka piirvadrtus lim z,, kusjuures kehtib (2.23)). =
n—o0
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Markus. Teoreemi [2.26] valguses on lause 2.20] kehtivus ilmne: koonduvus ehk reaalarvulise piirvaar-
tuse olemasolu tdhendab iilemise ja alumise piirvdartuse vrdumist ehk seda, et osapiirvaartuste hulk on
ithe-elemendiline.

Jargnevad kaks lauset selgitavad iilemise ja alumise piirvdirtuse mdistete geomeetrilist sisu.

Lause 2.27 Olgu (x,,) tdkestatud jada. Vérdus a = 11_>_m xp, kehtib parajasti siis, kui iga € > 0 puhul
n o

arv a rahuldab vérratust
Tp > a — ¢ I6pmata paljude jada liikmete x,, korral (2.24)

Jja vorratust
xpn > a+ ¢ vaid Iopliku arvu jada liikmete x,, korral. (2.25)

Tdestus. Tarvilikkus. Eeldame, et arv a on jada (x,,) suurim osapiirvdartus, olgu € suvaline positiivne
arv. Punkti a imbruses U, (a) on |8pmata palju jada (x,,) liikmeid, seega kehtib tingimus (2.24]). Oletame
vastuviiteliselt, et tingimus (2.25]) ei ole tdidetud. Siis eksisteerib osajada (z,, ), mille kdik liikmed on

suuremad kui a+e¢. Bolzano-Weierstrassi teoreemi kohaselt sisaldab jada (x,, ) koonduva osajada <xnk)

tahistame tidhega c tema piirvaartuse. Kuna <xnk) on ka esialgse jada (z,,) osajada, siis on ¢ jada (x,)

osapiirvaartus. Seejuures vdrratusest x,, > a + ¢ tuleneb tingimus a < a + ¢ < ¢ (pdhjendadal)X,

mis on vastuolus eeldusega a = lim z,,. Niisiis, eeldusest a = lim ,, jarelduvad tingimused (224)) ja
n—oo n—oo

Piisavus. Olgu tingimused (2.24]) ja (2.25]) taidetud suvalise € > 0 puhul, siis punkti a imbruses U; (a)

on Idpmata palju jada (z,,) liikmeid (p&hjendada!)X. See tdhendab, et arv a on jada (z,,) osapiirvdartus.

Seejuures iikski punkt ¢ > a ei saa osapiirvaartus olla: kui vétame ¢ := % (¢ — a), siis punkti ¢ imbruses

Ue () on vaid I8plik arv jada (z,) liikmeid. Tihendab, a = lim z,. =
n—oo
Analoogiliselt eelnevaga tdestatakse ka jargmine lause (iseseisvalt! )&

Lause 2.28 Olgu (x,) tdkestatud jada. Vérdus b = lim x,, kehtib parajasti siis, kui iga € > 0 puhul
n—oo
arv b rahuldab vérratust

Tp < b+ e I6pmata paljude jada liikmete x,, korral
Jja vorratust

Tn < b—e vaid I6pliku arvu jada liikmete x,, korral.

2.4 Aritmeetilised ja kaalutud keskmised. Stolzi teoreem
2.4.1 Aritmeetilised keskmised
Olgu (z1) mingi arvjada, moodustame uue jada (z,) tema liikmete aritmeetilistest keskmistest

1+ X9 . X1+ To + T3 . T1+To+ ...+ Ty
———, 3= (..., Zp = Sy
2 3 n

21 ‘= 1, R ‘=

n
s.t. (zn) = <%Zwk> . Esitame kaks kiisimust.
k=1 neN
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1. Kui jada (x) on koonduv, kas siis koondub ka jada (z,)?
2. Kas jada (z,) koonduvusest jareldub jada (zj) koonduvus?

Esimesele kiisimusele annab positiivse vastuse jargmine lause.

Lause 2.29 (Cauchy piirvddrtusteoreem). Kui lim xy = a , siis lim 1 (z1 +... 4+ z,) = a.
k—o0 n—00

Toestus. (1) Naitame kdigepealt, et vidide kehtib juhul @ = 0. Olgu ¢ > 0. Kuna z; — 0, siis
leidub selline m € N, et -
|k < 3 iga k > m korral.

Seegaigan > m + 1 korral

X

b
n—m n—m n—m 2
millest tuleneb, et

|Tmi1 + -+ 2 _ |Tmi1 + -+ 2 _

€
- (n>m).
n n—m 2

Teisalt, kuna m on fikseeritud, siis lim Lﬂ”’"‘ = 0 (selgitada! k. Jarelikult saab valida sellise indeksi
n—o0

t [zt tom| e

= 5 iga n > [ korral. Niisiis, kui n > N := max {m + 1,1}, siis

l, e

|1+ ..+ 2y < |x1—|—...+xm|+|xm+1+...—|—:ﬂn| -

6—1—
n n n 2

9
3= °

s.t. lim #tedtn —

n—oo
(2) Uldjuhul, kui j, — a, kus a on suvaline reaalarv, siis 73, — a — 0 ja t8estuse esimese osa p&hjal

x1+...+xn_a_(ml—a)+...+(xn—a)
n B n

— 0,

st. lim ftetin — g m

n—oo

Vastus teisele kilsimusele on eitav, see selgub jargmisest niitest.

Niide 2.4. Vaatleme jada ((—1)k) st.xy=—1, 20 =1, 23 = —1, .. .. Kuna sellel jadal on kaks
osapiirvdartust lim xop = 1 ja lim wo_1 = —1 (selgitada! "X, siis lause [2.20] kohaselt ta hajub. Samal
aja

it aet .tz () +14.4(-1)"

n = =

n n

L kuin=2i-1, .
:{O, kui n = 2¢ @eN),

seega nh_)ngo zn = 0.
Cauchy piirvaartusteoreemiga analoogiline vidide kehtib ka positiivsete lilkmetega jada (x)) geomeet-

riliste keskmiste
21 = X1, 22 = A/T1T2, ..., Zp = VT1T2. .. Ty, ...

korral.
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Lause 2.30 Kuixz, >0 iga k € N korral ja klim T = a, Siis ILm YTy ... Ty = a.
— 00 n—oo

Toestus. Kdigepealt mirgime, et a > 0 (pdhjendada!)PX. Vaatleme algul juhtu a > 0. Allpool
tdestame, et logaritmfunktsioon on pidev (vt. alaptk. B.43]), seetdttu eeldusest xp — a jareldub, et
Inzy, — Ina (selgitada! K. Seega lause [2.29] pShjal

Inzx;i +Inze+... +1Inx,
ap =Inz, = —Ina (n— o00).
n

Eksponentfunktsiooni pidevust (vt. alaptk. kasutades saame, et
Zn=e et =g  (n— o)

(selgitada! .
Juhul @ = 0 kasutame vdrratust {L/:Elxg T % (14 ...+ x,) (vrd. lause [[.32), millest tinu
lausele 2.29] saame, et lim /z172...2n,

n—o0

2.4.2 Kaalutud keskmised ja Stolzi teoreem

Aritmeetiliste keskmiste iildistusena vaadeldakse antud jada kaalutud keskmisi. Nende defineerimiseks
fikseeritakse nn. kaalude jada (py), kusjuures eeldatakse, et

pr >0 ja Pyi=p+py+...+p,— o0.

Jada (x)) jaoks defineeritakse tema kaalutud keskmiste jada (z,) seosega

1 n
= — DT
Pn; kTk

Selle definitsiooni kohaselt on aritmeetilised keskmised kaaluga 1, s.t. p,= 1 iga k € N korral.

Kaalutud keskmiste puhul kehtib jargmine lausega [2.29] analoogiline vaide.

Lause 2.31 Kui hm T, = a, siis lim p1x1+p2$2+ APnin — g
n—o0 Pn

Toestus. IseseisvalthX. (Tdestus kordab lause 2.29] t3estust.) =

Kaalutud keskmiste abil saab anda lihtsa t8estuse jargmisele lausele.

Lause 2.32 (Stolzi teoreem). Olgu (vy) tbkestamata rangelt kasvav positiivsete arvude jada. Kui
(ug) on selline jada, et
o Up — Up—1
lim — =a,
k—oco UV — Vg—1

siis lim % =a.
k—oo Uk
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Toestus. Olgu ug := vy := 0, vétame lauses 231 pp := vy — vp_1. Siis pp > 0 ja B, — oo
(kontrollida! K ning lausest 2.31] jareldub, et

— — Un —Un—
un plul u0_|_p2ug ul++pnn n—1

v1—v0 V2—V1 Un—Un—1
= — a.
Up, P,

Lause on tdestatud. m
Stolzi teoreemi rohkearvulistest rakendustest toome jargmise ndite.

Naiide 2.5. Leida piirvaartus

. 1" +2" + .+ k" ) o |
ki{ilo kT+1 s us r on mingi naturaalarv.

Rakendame lauset [2.32] vottes selles ug := 1" 4+ 2" + ... + k" ja vy := k"L, siis uy, —up—; = k" ja
vp — Vg1 = k"1 — (k — 1) Lause 232 p&hjal

. 1" 42"+ ..+ K . k"
1m = 1m .
k—00 kr+1 k—oo T+l — (k — 1)+t

Kuid Newtoni binoomvalemi kohaselt
(k=1 =k — (r+ DA 4.+ (-1,

kust KT — (k— 1) = (r + 1) k" + ... + (—1)" iga k € N korral. Saame, et

i k" i k" 1
111 = 1m =

k—oo bl — (k= 1) koo (r+ )"+ 4+ (=1)"  r+ 1
niisiis, lim T2tk — L

k—00

Markus. Arvutades Riemanni integraali funktsioonist f(z) = 2" 18igus [0, 1] kahel viisil — integraal-
summade piirvdirtusena ja Newton-Leibnizi valemi abil —, saame alternatiivse viisi niites 2.5 toodud
piirvadrtuse arvutamiseks (vt. ptk. ).
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3 Pidevad funktsioonid

3.1 Funktsiooni piirviartus

Definitsioon. Utleme, et arv ¢ € R on
1) hulga D C R sisepunkt (interior point, enympennas mouxa) (kirjutame a € D°), kui leidub
selline p > 0, et (a — p,a+ p) C D,
2) hulga D C R isoleeritud punkt, kui a € D ja (a — o,a + o) N D = {a} mingi o > 0 korral,
3) hulga D C R kuhjumispunkt (limit point, npedeavnaa mouxa), kui iga p > 0 korral sisaldab
punkti a iimbrus (a — p,a + p) l6pmata palju hulga D punkte.

Paneme tihele, et
e hulga koik sisepunktid on tema kuhjumispunktid (selgitage! "X, kuid vastupidine viide on
vadr (tooge niide! DX,
e isoleeritud punkt ei saa olla kuhjumispunkt (selgitage!)*q,
e arv a on hulga D kuhjumispunkt parajasti siis, kui punkti a iga imbrus (a — p,a + p)
sisaldab vihemalt iihe a-st erineva hulga D punkti (toestage!) X,
e arv a on hulga D kuhjumispunkt parajasti siis, kui leidub selline jada (z,,), et z,, € D\ {a}
ning x, — a (toestage!)"X.

Néide 3.1. Hulga D := {1 | n € N} U[L,2] sisepunktideks on parajasti koik vahemiku
(1,2) punktid, lisaks neile on kuhjumispunktid veel 0,1 ja 2. Arvud %, kusn =2,3,..., on
isoleeritud punktid (pohjendadal)yX.

Definitsioon. Olgu ¢ € R hulga D kuhjumispunkt. Utleme, et arv A on funktsiooni
f: D — R piirvadrtus punktis a (iitleme ka piirvadartus kohal a), ja tdhistame lim f (z) = A,
Tr—ra

kui
Ve>030>0:[zreD,0<|z—a|<d]=|f(x)— A <e. (3.1)

Joonis 3.1: Funktsiooni piirviartus.

See on funktsiooni piirvddrtuse definitsioon e-6-keeles (vrd. joonis 3.1). Juhime luge-
ja tahelepanu kahele asjaolule. Esiteks, eeldus, et a on madramispiirkonna D kuhjumispunkt,
on oluline, sest kui mingi 6 > 0 puhul Us (a) N D = @, siis tingimuses (B.1)) on implikat-
siooni eeldust rahuldavate argumendi vidrtuste hulk tiihi ning formaalselt on tingimus (3.1))
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taidetud suvalise A € R korral. Teiseks, noue 0 < |z — a| (s.t. © # a) tingimuses (B.I) on
vajalik ja asjakohane, kui a € D, vastasel juhul soltuks piirvidrtuse olemasolu funktsiooni
vidrtusest kohal a (selgitadal).

Uhepoolsed piirviirtused. Definitsioon. (a) Olgu a € R hulga D N (—o0, a) kuhju-
mispunkt. Utleme, et arv A on funktsiooni f wvasakpoolne piirvidrtus punktis a, ning tahis-
tame lim f(z) = A, kui

r—a—

Ve>030>0:[zeD,0<a—z<d=|f(x)— Al <e.
(b) Olgu a € R hulga DN (a, co) kuhjumispunkt. Utleme, et arv A on funktsiooni f: D — R

parempoolne piirvidrtus punktis a, ning tahistame lim+ f(z) = A, kui
Tr—ra

Ve>030>0:[zeD,0<z—a<d=|f(x)— Al <e.

y=f(z)

y=f(z)
Joonis 3.2: Uhepoolsed piirviirtused.

Niite sellest, et funktsiooni dihepoolsed piirvddrtused antud punktis voivad olla erinevad,
saame, kui vaatleme seosega

1, kuiz >0,

sgnw = 0, kuizxz=0,
—1, kuix <0,
madratud signum-funktsiooni, nimelt kehtivad vordused lir(I)l sgnr = —1 ning 1ir(1)1+ sgnr =1
z—0— T—

(veendudal!)X.
Olgu a € R mélema hulga D N (—o0,a) ja D N (a,00) kuhjumispunkt. Vahetu kontroll
néitab (veendudal!)X, et sel juhul

lim f (z) = A parajasti siis, kui lim f(z) = lim f(z) = A. (3.2)

r—a T—a— r—a+

Lopmatud piirviirtused ja piirviidrtused lopmatuspunktides. Definitsioon. Ol-
gu a € R hulga D kuhjumispunkt. Funktsiooni f: D — R korral kirjutame lim f (z) = oo,
T—a
kui
VM >036>0:[zeD,0<|z—a| <d]= f(z)> M.
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Analoogiliselt defineeritakse lim f (x) = —oo, samuti lopmatud iithepoolsed piirvadrtused

T—a
kohal a (iseseisvalt!)"X.

Definitsioon. Olgu D C R selline hulk, et iga N > 0 puhul leidub z € D omaduseg
x > N. Arvu A nimetatakse funktsiooni f: D — R piirvidrtuseks protsessis © — oo ning
tahistatakse lim f(x) = A, kui
T—00

Ve>03dM eR:[z€D,z>M|=|f(x)— Al <e.

Analoogiliselt defineeritakse lim f (x) = A (iseseisvalt!).

T—r—00
Piirvairtuste kirjeldamisel koonduvate jadade abil on aluseks jargmine lause.

Lause 3.1 (piirvidrtuse Heine kriteerium). Olgu a € R hulga D kuhjumispunkt. Arv
A on funktsiooni f: D — R piirvddrtus punktis a parajasti siis, kui iga arvuks a koonduva
argumendi vadrtuste jada (xy) korral, kus x # a (k € N), funktsiooni vddrtuste jada (f (xy))
koondub arvuks A. Teisisonu, glclgcllf (x) = A parajasti siis, kui kehtib implikatsioon

[z, € DNAa} (k€N), zp —a]= f(xx) = A (3.3)

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et lim f (z) = A, olgu (xy) selline hulga D\ {a} punk-
Tr—a

tide jada, mis koondub arvuks a. Kuna a on hulga D kuhjumispunkt, siis selliseid jadasid
leidub. Meie eesmérgiks on néidata, et f (zgx) — A.

Olgu £ > 0 suvaline, leiame 6 > 0 vastavalt tingimusele (B1)), s.t. |f (z) — A] < e,
kui z € D ja0 < |z —a|l < 6. Kuna 2, — a, siis saame fikseerida sellise N € N, et
0 < |z — a|] < 0 koikide k > N puhul. Tingimuse (3] pohjal |f (zx) — A| <eigak > N
korral, seega f (xp) — A.

Piisavus. Eeldame, et implikatsioon (B.3]) kehtib, ja oletame vastuviiteliselt, et A ei ole
funktsiooni f piirvadrtus punktis a, s.t. tingimus (31)) ei kehti. Sel juhul

Jeg>0Vd>03des € D:0<|zs—al <6, |f(xs)— Al > e (3.4)

(veenduda, et see on tingimuse (B)) eitushH). Iga k& € N puhul saame arvu § :=  jaoks
valida punkti z; € D vastavalt tingimusele (B.4), s.t.
L.
0< |z —al < L If (zx) — A| > eo.
Kui k — o0, siis zx — a (selgitada! X, kuid f (zx) - A (pohjendada!)¥, nii saame vastuolu
eeldusega (B.3). Jérelikult lim f (z) = A. =
r—a

Lihtne on toestada lausega B.Il analoogilised véited funktsiooni f: D — R vasak- ja
parempoolse piirviirtuse jaoks, samuti piirviirtuste jaoks lopmatuspunktides. Jargnevad
viited jadvad lugejale iseseisvalt toestada:

e kui a € R on hulga DN (—o00,a) kuhjumispunkt, siis
lim f(x)=A & [(ax €D, x,<a (keEN), zp —a)= f(xx) = A]; (3.5)

rT—a—

1Gel juhul Geldakse, et Idpmatuspunkt oo on hulga D kuhjumispunkt. See on pohjendatud, kui pidada
silmas, et intervalle (NN, c0) nimetatakse 16pmatuspunkti oo iimbrusteks.
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o kui a € R on hulga D N (a,00) kuhjumispunkt, siis
lim f(x)=A & [(ax €D, x,>a (keEN), xp = a)= f(xx) = A]; (3.6)

r—a+

e kui hulk D ei ole tlalt tokestatud, siis

lim f(z)=A & [(zxeD (keN), z, — o) = f(z) = A];

T—00

e kui hulk D ei ole alt tokestatud, siis

lim f(z)=A & [(zxr€D (keN), zp — —o0) = f(xx) = 4].

T——00

Piirviirtusega seotud omadused. Heine kriteerium voimaldab eespool toestatud
jadade piirvadrtuse omadused (vt. alapunktid 2.1.1 — 2.1.3) kanda iile funktsiooni piirvar-
tustele. Olgu jargnevas f, ¢g ja h hulgas D C R méédratud funktsioonid ja olgu a hulga D
kuhjumispunkt.

Omadus 3.2 Funktsiooni piirvidrtus antud punktis on iheselt médratud: kui lim f (z) = A
rT—ra
ja lim f () = B, siis A = B.
T—a

Toestus. Iseseisvalt’4 m

Omadus 3.3 Kui lim f (x) = A, siis leidub punktil a selline imbrus Us (a), et funktsioon f
T—a
on hulgas Us (a) N D tokestatud.

Toestus. Iseseisvalt’ m

Omadus 3.4 Kui lim f (x) = 0 ja funktsioon g on tokestatud punkti a mingis ﬁmbmsesﬁ

Tr—a

Us (a), siis lim f (z) g (x) = 0.
Tr—a
Toestus. [seseisvaltPd =

Omadus 3.5 Olgu punktil a selline imbrus Us (a), et f(x) < g(z) iga x € Us (a) N D\ {a}
korral. Kui lim f (z) = A ja lim g (x) = B, siis A < B.
Tr—a

T—a

Toestus. Eeldame, et

1) lim f (z) = A,
2) lim g () = B,

3) f(x) <g(x)igax € Us(a) N D\ {a} korral.
Meie eesmirgiks on veenduda, et A < B.
Olgu (xy) selline jada, et 2, € D\ {a} ning x;, — a. Siis leidub N € N, et z, € Us (a)
iga k > N korral, seega
f(zr) < g(xp), kui k > N.

Eeldustest 1) ja 2) saame ténu Heine kriteeriumile, et f (z) — A ja g (xx) — B. Rakendades
jadadele (f (zx)) ja (g (zx)) omadust [2.4], saamegi vorratuse A < B. =

2S.t. {f (z) | # € Us (a) N D} on tokestatud hulk.
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(x) < g(x) igax € Us(a)N

Omadus 3.6 Olgu punktil a selline imbrus Us (a), et f(x) < h
= A.

D\ {a} korral. Kui lim f () = lim g (x) = A, siis lim h (z)
T—a T—a

T—a

Toestus. Iseseisvaltht =
Funktsioonidest f: D — R ja g: D — R ldhtudes defineerime uued funktsioonid

frg:D—->R z— f(z)Ltg(x),
AM:D—>R xz— Af(z) (AeR),
fg: D =R,z f(z)g(2),
f [ (x)

= DR,z
g g(x)

(eeldusel, et g (x) # 0 iga x € D korral).

Nende puhul kehtivad jargmised viited.

Omadus 3.7 Kui lim f (z) = A ja lim g (z) = B, siis
Tr—a T—a
(a) lim (f (x) £ g (z)) = A+ B,
T—a

Toestus. Toestame viite (c), iilejidinud viited toestatakse analoogiliselt. Olgu (xy) selli-
ne jada, et xy € D\ {a} ja x; — a. Heine kriteeriumi pohjal piisab véite (c) toestuseks néi-
data, et fg (zx) — AB. Kuna lim f (z) = A ja lim g (x) = B, siis f (zx) — Aja g(zx) — B,

r—a r—a

omaduse 2.9(b) kohaselt fg (xx) = f (2x) g (zx) = AB. =

Omaduste 3.2 - BT toestused on lihtsalt iilekantavad nii ithepoolsete piirvidrtuste juhule
kui ka piirviaartustele lopmatuspunktis.

Landau siimbolid. Kahe funktsiooni vordlemiseks mingis protsessis on kasutusel Landau
siimbolid ehk O-notatsioon. Olgu co hulga D kuhjumispunkt, olgu « ja 8 mingid funktsioo-
nid méaramispiirkonnaga D.

Kirjutatakse, et a € O(f), kui

AK >03M >0: Ve e D x> M = |a(z)] < K|B(2)|.

Sel juhul 6eldakse, et « on asiimptootiliselt ilalt tokestatud [3-ga (protsessis x — 00).
Kirjutatakse, et a € O(f), kui a € O(fB) ja B € O(«a). Sel juhul Geldakse, et a on
astimptootiliselt ilalt ja alt tokestatud [S-ga (protsessis r — 00).
Kirjutatakse, et a € o(/3), kui

VK >03M >0:VeeDx>M=|a(z) < K|f(x)|.

Sel juhul 6eldakse, et o on 8 poolt domineeritud (protsessis x — oo), voi kui f(x) — 0, siis,
et a on [ suhtes korgemat jarku lopmata viike.
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Lihtne on niha, et o € o(f) on samaviérne asjaoluga, et lim % =0.
T—00 €x
. ... a(z) . ; . .
Kirjutatakse, et a ~ 3, kui lim ﬂ = 1. Sel juhul 6eldakse, et a ja 5 on ekvivalentsed
T—00 €x

(protsessis  — 00).

Analoogiliselt saab Landau siimbolid (tokestatus ja domineeritus) defineerida ka koigi
teiste protsesside ning ka jada piirvaédrtuse jaoks.

Markus. Nagu jada piirvaartuse puhul, on vdimalik defineerida ka funktsiooni f: D — R iilemine ja
alumine piirvdartus, mis vabastavad meid olukorrast, kus piirvaartus puudub:

T f(v) = Jim sup{f(z): v € DOUs(@) \{a}}, lim () = Tim inf {f(2): = € D Us(a)\ {a}},

T f(e) = Jim sup{f(@):z€ DN(N.00)}, lim f(@)= Jim inf {f(@): z € DO (N.00)}.
E_En f(a:):Nlin_l sup{f(z): z € DN (—o0,N)}, lim f(a:):Nliril inf{f(x): x € DN (—o0,N)}.

Need piirvaartused (I8plikud v8i 18pmatud) eksisteerivad alati tinu monotoonsusprintsiibi pidevale ana-
loogile (vt. lauset (.28]). Funktsiooni iilemise ja alumise piirvaartuse omadused on analoogilised jada
iilemise ja alumise piirvddrtuse vastavate omadustega.

3.2 Funktsioooni pidevus

Funktsiooni piirvidrtuse lim f () mdiste defineerimisel lihtutakse seisukohast, et piirviértu-
Tr—a

se olemasolu ning tema véirtus ei tohi soltuda sellest, kas funktsioon f on kohal a méaaratud
vOi mitte. Ammugi ei tohi ta soltuda funktsiooni véiértusest f (a), kui see eksisteerib. Defi-
nitsioonis (3.I]) saavutatakse see (nagu eespool rohutatud) tingimusega 0 < |z — al.

Niide 3.2. Vaatleme funktsioone

fi: [0,00) = R, x+s 22

2?2, kuixz #1,
f2: [0,00) = R, x»—){ 0. luiz—1,
3_ .2
fo: 10,00\ {1} = R, & ——.

Tegemist on kolme erineva funktsiooniga, mis hulgas [0,00) \ {1} langevad kokku, seetottu

. . . o . . . 2_
lim f, () = lim fy () = lim fy () = lim 2? = 1.

Definitsioon. Olgu a € D hulga D kuhjumispunkt. Funktsiooni f: D — R nimetatakse
pidevaks punktis a (ka pidevaks kohal a) (continuous at a, nenpepwenas 6 a), kui

lim f (2) = f (a).

Tr—ra

Kui a € D on hulga D N (—o00,a) voi hulga D N (a, 00) kuhjumispunkt ning kehtib vastavalt
vordus lim f(z) = f(a) voi lim+ f(x) = f(a), siis koneldakse vastavalt vasakpoolsest ja
T—>a— T—a

parempoolsest pidevusest punktis a (left, right continuous at a, nenpepwenas ciesa, cnpasa).
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0 1 x 0 1 x 0 1 x

Joonis 3.3: Naide 3.2.

Seose (B.2) pohjal on funktsioon f oma mdadramispiirkonna sisepunktis a pidev parajasti
siis, kui ta on selles punktis vasakult ja paremalt pidev (selgitadal)X.

Tuleme veel kord tagasi ndite 3.2 juurde. Funktsioon f; on pidev kohal z = 1, kuna
1i1r{ fi(z) =1= f(1). Erinevatel pohjustel on funktsioonid f; ja f3 sel kohal mittepidevad:
Tr—r

funktsioon f3 ei ole kohal = 1 mé#ératud ning lin} fo(x) =1#0= fo(1).
T—
See niide illustreerib hiisti pidevuse geomeetrilist sisu: funktsioon f on oma méiramispiir-

konna sisepunktis a pidev parajasti siis, kui joon y = f (z) (s.t. funktsiooni f graafik) on
punktis (a, f (a)) pidev.

Pidades silmas piirvidrtuse definitsiooni (8.I)), saame pidevuse definitsiooni c-6-keeles:
olgu a € D, olgu a hulga D kuhjumispunkt, funktsioon f: D — R on pidev punktis a para-
jasti siis, kui

Ve>030>0:[zeD, |[x—a|l<d]=|f(x)—f(a)] <e. (3.7)

Kui piirvaartuse definitsioonis (3.1 oli oluline nouda, et 0 < |z — al, s.t.  # a, siis antud
juhul on see noue iileliigne: kui x = a, siis | f (a) — f (a)| = 0 < &, seega kehtib implikatsiooni
(3.7) viide automaatselt.

Markus. Nduet, et a oleks funktsiooni f: D — R kuhjumispunkt, abstraktsemates kursustes (funkt-
sionaalanaliiiis, iildine topoloogia) lihtsuse huvides sageli ei piistitata. Seal piirdutakse ndudega, et a € D.

Kuhjumispunkti ndue vdimaldab viltida olukorda, kus tingimus |z — a| < § on alati vdar ja seega
implikatsioon |z — a|] < § = |f(x) — f(a)| < € alati tdene, mistdttu f oleks sellises punktis alati pidev
(sBltumata vaartusest f(a) ja funktsiooni f kditumisest).

Nii nditeks funktsiooni f: {0} U[1,2] — R, kus f(z) =5 iga € {0} U[1,2] korral, pidevuse kohta
punktis O ei saa kdesolevas kursuses iildse kiisimust esitada, kuna 0 pole hulga {0}U[1, 2] kuhjumispunkt.
Kui aga loobuda ndudest, et f pidevuse uurimiseks punktis O peab 0 olema hulga {0} U [1, 2] kuhjumis-
punkt, on f punktis 0 pidev — tdepoolest, vastavalt antud arvule ¢ > 0 valime ¢ = % ning nieme, et
implikatsioon |z| < 1 = |f(z) — f(0)| < ¢ on iga = € {0} U[L,2] korral t&ene.

Jargmine oluline lause on vahetu jareldus lausest 3.1l

Lause 3.8 (pidevuse Heine kriteerium). Olgu a € D hulga D kuhjumispunkt. Funkt-
stoon f : D — R on pidev punktis a parajasti siis, kui iga arvuks a koonduva argumend:
vddrtuste jada (xy) korral funktsiooni vaidrtuste jada (f (xy)) koondub piirvddrtuseks f (a),
s.t. kui kehtib implikatsioon

[t €D (keN), xp, —al= f(xy) = f(a). (3.8)
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Lausega [3.8 analoogilised viited kehtivad parempoolse ja vasakpoolse pidevuse jaoks:
e celdusel, et @ € D on hulga D N (—o0,a) kuhjumispunkt, on funktsioon f vasakult pidev
punktis a parajasti siis, kui kehtib implikatsioon

[z, €D (keN), a>ux, —al= f(xr) = f(a);

e eeldusel, et @ € D on hulga D N (a,00) kuhjumispunkt, on funktsioon f paremalt pidev
punktis a parajasti siis, kui kehtib implikatsioon

[zre D (keN), a<zp—al= f(xr) — f(a).

Tehted pidevate funktsioonidega. Lausest B.7] jireldub vahetult jirgmine viide.

Lause 3.9 Olgu funktsioonid f: D — R ja g: D — R pidevad punktis a, siis ka funktsioonid
f+g, A, fg ja 5 on punktis a pidevad (funktsiooni % puhul eeldame, et g (a) #0).

Toestus. Iseseisvalt’« m

Lause 3.10 (lisitfunktsiooni pidevus). Olgu a € D hulga D kuhjumispunkt ning olgu
f: D —=Rjap: E— R sellised funktsioonid, et f (D) C E. Kui f on pidev punktis a ja ¢
on pidev punktis b := f (a), siis seosega

pof(z)=¢(f(z)) (z€D)
madratud liitfunktsioon ¢ o f on pidev punktis a.

Toestus. Olgu (zy) selline jada, et z; € D ja xp — a, meie eesmérgiks on nididata, et
wo f(xr) = po f(a). Funktsiooni f pidevusest punktis a jareldub, et

2z = f(zx) = f(a) =0,

teiseks jareldub funktsiooni ¢ pidevusest punktis b = f(a) koonduvus ¢ (z) — ¢ (b). Niisiis,
pof(wk)=w(f(z)) =¢(z) = @) =¢(f(a) =¢ofla). m

Katkevuspunktide klassifikatsioon. Olgu a hulga D kuhjumispunkt. Kui a ¢ D voi
funktsioon f: D — R ei ole punktis a pidev, siis 6eldakse, et a on funktsiooni f katkevuspunkt
(point of discontinuity, mouka paspwviea).

Kui funktsioonil f eksisteerib katkevuspunktis a piirvddrtus lim f(x), siis 6eldakse, et
Tr—a
sinz

funktsioonil f on punktis a korvaldatav katkevus. Néiteks, funktsioonil x — *>% on punktis
x = 0 korvaldatav katkevus (kontrollida!)»X. Monedes allikates eeldatakse, et lugeja korvaldab
katkevuse iseseisvalt, néiteks voidakse kirjutada f: R — R, f(z) = Si%, ning oodatakse, et
sellisest kirjutisest loetakse vilja kogu reaalteljel pidev funktsioon

[ =z kuixz #0,
f(x)_{l, kui x = 0.

Kui funktsioonil f eksisteerivad katkevuspunktis a molemad loplikud iihepoolsed piir-
vaartused, kusjuures need iihepoolsed piirvaédrtused on erinevad, siis koneldakse esimest [uiki
katkevusest, lilejadnud juhtude puhul on tegemist teist litki katkevusega.
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Esimest liiki katkevuse puhul nimetatakse vahet hm+ f(x) — lim f(x)# 0 funktsiooni
T—ra r—a—

f hippeks punktis a. Néiteks funktsiooni z +— [z] puhul on koik arvud n € Z esimest liiki
katkevuspunktid hiippega 1 (kontrollida!)*X.

Funktsiooni pidevus. Oeldakse, et funktsioon f: D — R on pidev, kui ta on pidev igas
punktis z € D.

Funktsiooni pidevus antud hulgas. Olgu D; C D. Oeldakse, et funktsioon f: D — R
on pidev hulgas Dy, kui ahend f|p,: D; — R on pidev. (Teatavasti funktsiooni ahend on
defineeritud jargmiselt: f|p,(z) = f(x) iga x € D; korral.)

Selle definitsiooni kohaselt on funktsioon f pidev ldigus [a,b] parajasti siis, kui ta on
pidev igas punktis z € (a,b), vasakult pidev punktis b ja paremalt pidev punktis a.

Markus. On kiusatus defineerida funktsiooni f: D — R pidevus hulgas D; C D jargmise tingimu-
sega:

Vax € Dy f on pidev punktis x. (3.9)
Ent tingimuse (3.9)) korral v3ib f pidevus hulgas D; hakata s8ltuma tema kaitumisest hulgas D \ D;.
Niiteks kui D = R ja D; = [0,1], on f pidevus punktis 0 mdjustatud ka asjaolust, kuidas f kaitub
punktides 2 < 0 (tooge konkreetseid naiteid! "X

Kui ndutav on ahendi f|p,: D1 — R pidevus, siis uurimise all on ainult Dy kuhjumispunktid ning
koondumise %1_% flp,(z) = f|p,(a) kontrollimisel kasutatakse ainult D; punkte, mistdttu f kditumine

hulgas D \ Dy ei mdjusta f pidevust hulgas D;.

3.3 Loigus pideva funktsiooni omadused
3.3.1 Bolzano—Cauchy teoreem nullkohast

Teoreem 3.11 (Bolzano—Cauchy teoreem léigus pideva funktsiooni nullkohast).
Kui loigus [a,b] pideva funktsiooni f vadrtused loigu otspunktides on erinevate mdrkidega,
siis leidub punkt ¢ € (a,b) omadusega f (c¢) = 0.

Toestus. Olgu konkreetsuse mottes f (a) < 0 ja f(b) > 0. Jagame 16igu [a, b] pooleks
punktiga %b Voib juhtuda, et f (ﬂb) = 0, siis on toestus loppenud. Kui see nii ei ole, siis
kahest 1oigust [a, “T“’] ja [‘LTH’, b] ithe puhul on funktsioonil f 16igu otspunktides erimérgilised
vaartused. Téhistame selle 16igu otspunktid vastavalt tdhtedega a; ja by, siis f(a;) < 0 ja
f(b1) > 0 (pohjendada!). Jagame 1oigu [a;, b;] pooleks ning valime (juhul f (“$2) # 0)
samal pohimottel 1oikude [a;, 2] ja [2E b;] hulgast vilja eelisloigu, mille tihistame
[as, bo). Siis f(a2) < 0 ja f(by) > 0. Edasi jagame 15igu [as, by] punktiga 222 vordseteks
osadeks jne. See protsess kas katkeb mingil n-dal sammul (sel juhul f (%) = 0 ning
toestus on loppenud) voi jatkub 16pmatuseni. Lopmatu protsessi korral saame iiksteisesse

sisestatud loikude jada

[a,b] D [a1,b1] D [ag,ba] D ... D [ag,bx] D ...,

kusjuures
f (ak) <0 ja f (bk) >0 (310)
ning

. . b—a
i O =) = i

=0.
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Rakendame teoreemi 2.8 sisestatud loikudest, selle kohaselt on 16ikudel [ay, by] parajasti iiks
ithine punkt ¢, seejuures ¢ = hm ay = hm bi. Kuna funktsioon f on pidev punktis ¢, siis

Heine kriteeriumi[3.8 kohaselt f( )= hm f (ar) = hm f (b). Seejuures saame tingimustest
(BI0) koonduvate jadade omadust rakendades et

fle)= lim f(ax) <0ja f(c) = lim f(bx) >0,
k—o0 k—o00
niisiis f (¢) =0. =
Toestatud teoreemi geomeetriline tdhendus selgub jargmisest véitest.

Jareldus 3.12 Kui loigus pideva funktsiooni graafiku otspunktid asuvad teine teisel pool
x-telge, siis graafik loikab x-telge vihemalt ihes punktis.

Teoreemil B.11] on ka rakenduslik vaértus, teda saab kasutada vorrandi lahendi olemasolu
toestamisel ja ka ligikaudse lahendi leidmisel.

Néiide 3.3. Vaatleme n-astme algebralist vorrandit f () := apx™ +a;2" ' +.. .+ a, = 0,
eeldame, et n on paaritu arv. Kirjutades funktsiooni f iimber kujul

f(z)=2a" (ao+ﬂ+a—§+...+a—z>,
r x
on lihtne néha, et kui votta x kiillalt suur, siis arvu f () mérk on sama, mis kordaja ag
mérk, aga kui z on kiillalt viike negatiivne arv, siis on véartusel f (x) vastupidine mérk
(veendudalPX. Seega saab fikseerida a ja b nii, et f(a) ja f(b) on erimérgilised. Teoreemi
[3.11] pohjal on vaadeldaval vorrandil olemas lahend.
Naiide 3.4. Vaatleme vorrandit

f@)=a*-2-1=0

ja paneme téhele, et f (1) = —1 ning f (2) = 13. Teoreemi B.11] pohjal on sel vorrandil vahe-
mikus (1,2) vdhemalt iiks lahend. Jagame 16igu [1, 2] kiimneks vordseks osaks ja arvutame
funktsiooni vadrtuse neis jaotuspunktides:

FO1)=—063...; f(1,2)=—0,12...; f(1,3) =0,55....

Seega peab iiks lahend paiknema arvude 1,2 ja 1,3 vahel. Jagame nendevahelise 16igu kiim-
neks vordseks osaks, ning otsime iiles osaloigu, mille otspunktides on funktsioonil f erimér-
gilised vaartused:

f(1,22) = —0,004...; f(1,23) =0,058....

Tahendab, iiks lahend paikneb arvude 1,22 ja 1,23 vahel. Me voime fikseerida ligikaudse
lahendi tapsusega 0,01. Nii jatkates saame me pohimotteliselt leida lahendeid suvalise ette-
antud tidpsusega. Kuigi praktiliseks rakendamiseks on selline meetod ebaefektiivne, niitab
ta kitte reaalselt rakendatava vorrandi lahendamise idee.
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3.3.2 Bolzano—Cauchy teoreem vahepealsetest vidrtustest

Teoreem 3.13 (Bolzano—Cauchy teoreem vahepealsetest vidrtustest (intermediate
value theorem, meopema o npomescymounom anavenuu)). Olgu [ intervallis D pidev
funktsioon. Kui vy, ja yo on selle funktsiooni kaks erinevat vddrtust, siis iga arv A arvude 1y,
ja yo vahel on funktsiooni f vddrtus.

Toestus. Olgu D mingi (tokestatud voi tokestamata) intervall. Eelduse kohaselt on i
ja yo funktsiooni kaks véartust, s.t.

y1,y2 € R:={f(z) |z € D},
kusjuures y; # yo. Konkreetsuse mottes olgu y; < yo. Votame suvalise arvu A vahemikust
(y1,y2) ning niitame, et mingi a € D korral A = f(a).

Kuna 1, y2 € R, siis leiduvad intervallis D punktid z; ja xq, et y1 = f (1) jays = f (z2) .
Vaatleme juhtu, kus z; < 9, vastupidisel juhul on toestus analoogiline. Moodustame seosega

h(@) =1 (@) - A
uue funktsiooni h: [x1, 23] — R, mis ilmselt on pidev. Seejuures
h(z1) =191 — A <0 ning h(xy) =y —A>0.
Teoreemi B.11] pohjal leidub a € (21, z5) omadusega h (a) = 0 ehk
f(a)=h(a)+ A= A.

Viide on toestatud. m

yA
y=f(z)
f($2) ————————————————— |
I
I\/ :
| I
I I
f(x1> = | : :
| | |
| | |
o ! le (Il ﬂlﬁz T

Joonis 3.4: Teoreem vahepealsetest vairtustest.

Jareldus 3.14 Intervallis pideva funktsiooni vidrtuste hulk on intervall.
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Toestus. [seseisvaltPd =

Naiide 3.5. Teoreemi[B.I3 abil saab anda veel iihe (seejuures viga lihtsa) toestuse teoree-
mile n-astme juure olemasolust (vt. pt. 1, lause [L20). Olgu b > 0 jan € N, n > 1, nditame,
et leidub parajasti iiks selline ¢ > 0, et ¢* = b, s.t. ¢ = V/b.

Vaatleme funktsiooni f: [0,1 4 b] — R, > z". See on pidev (kontrollida!)K, kusjuures
f(0)=0ja

FA4+b)=0+b"=1+nb+...+b" >nb>b.

Teoreemi BI3] pohjal leidub ¢ € (0,1 + b) omadusega ¢" = b. Selle arvu ¢ iihesuse kontrolli-
miseks oletame, et vordus d" = b kehtib veel mingi d > 0 korral. Siis

O=d"—c"=(d—c)(d" " +d" %c+...+ ")

jakuna d" ! +d" 2+ ...+ L >0, siis d = c.

3.3.3 Weierstrassi teoreem pideva funktsiooni tokestatusest

Definitsioon. Funktsiooni f: D — R nimetatakse tokestatuks, kui tema viédrtuste hulk
{f(z) |z € D} on tokestatud, s.t.

M >0:|f(x)]<M (zreD).

Meid huvitab funktsioonide pidevuse ja tokestatuse vahekord. Lihtne on leida niiteid
pidevatest funktsioonidest, mis ei ole tokestatud. Niiteks funktsioon

1
f:(0,1] >R, z+ —
T

on pidev (pohjendadal! )X, kuid ei ole tokestatud. Seevastu kehtib jargmine téhelepanuviérne
teoreem.

Teoreem 3.15 (Weterstrassi teoreem loigus pideva funktsiooni tokestatusest). Loi-
gus pidev funktsioon on selles loigus tokestatud.

Toestus. Olgu f 16igus [a,b] pidev funktsioon, oletame vastuviiteliselt, et funktsioon
[ ei ole tokestatud, s.t. tema vadrtuste hulk {f (z) |z € [a,b]} on tokestamata. Siis iga
naturaalarvu n jaoks saab leida arvu x,, € [a, b], mille puhul | f (z,,)| > n (selgitage!)X. Saame
tokestatud jada (z,) (peame silmas, et a < z, < b), Bolzano-Weierstrassi teoreemi (vt.
teoreem [2.14)) pohjal leidub tal koonduv osajada (x,, ). Tdhistame ¢ := klim T, , siis ¢ € [a, ]

—00
(vrd. omadus[2.6]). Tanu funktsiooni f pidevusele kohal ¢ saame, et f (¢) = klim f(xn,) (vrd.
—00

lause B.8)). Seega on funktsiooni f vidrtuste jada (f (x,,)) koonduv, jirelikult ka tokestatud.
See fakt on vastuolus punktide z,, valikuga, mille kohaselt |f (x,, )| > nx > kiga k € N

korral. Saadud vastuolu pohjal on meie vastuvéiteline oletus on vaér. Teoreem on toestatud.
|
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3.3.4 Weierstrassi teoreem pideva funktsiooni ekstremaalsetest vadrtustest

Sellest, et funktsioon f on oma mé&dramispiirkonnas D tokestatud, tuleneb pidevuse ak-
sioomi kohaselt tema vidrtuste hulga iilemise ja alumise raja olemasolu, s.t. eksisteerivad
sup{f(x) |z € D} jainf{f (z) | z € D}. Kuid iildjuhul ei tdhenda see veel suurima ja vi-
hima vaértuse olemasolu. Naiteks funktsiooni

f:00,1) >R, z—

1+=x

1
29

kusjuures sup{l%x: ze0,1)} = lim {& =1,

vaartused on iilalt tokestatud arvuga o 5
r—1— tTT

samal ajal f(z) # 1 iga € [0,1) korral. Seega ei ole funktsioonil f poolldigus [0,1)
suurimat vaartust.

Nii nagu tokestatus, on ka ekstremaalste vadrtuste olemasolu pideva funktsiooni korral
garanteeritud, kui madramispiirkonnaks on 16ik. See selgub jargmisest teoreemist.

Teoreem 3.16 (Wetierstrassi teoreem loigus pideva funktsiooni ekstremaalsetest
vddrtustest). Loigus pideval funktsioonil on selles loigus suurim ja vihim vadrtus.

Toestus. Olgu f 16igus [a,b] pidev funktsioon. Teoreemi BIHl pohjal on ta tokestatud
ning pidevuse aksioomi kohaselt eksisteerib

M :=sup{f(z):x € [a,b]}.
Meie eesmérk on veenduda sellise ¢ € [a, b] olemasolus, et f (c) = M.
Oletame vastuvaiteliselt, et f (z) # M iga z € [a, b] puhul, ja moodustame funktsiooni
- 1
- M~ f(2)

Kuna g on pidev funktsioon (selgitada!)*X, siis on ta lause pohjal tokestatud, s.t. leidub
C>0,et M+f(:v) < C koikide x € [a, b] korral ehk

g: la,b] = R, g(z):

) <M-2 (e ab).

Jérelikult on arv M — 2 viiirtuste hulga {f (z) | = € [a, b]} iilemine toke, kuid see on vastuolus
asjaoluga, et M on selle hulga vihim iilemine toke. Saadud vastuolu liikkab iimber meie
vastuviitelise oletuse.

Analoogiliselt toestatakse vihima vaartuse

m:=min{f (z) | z € [a,b]}

olemasolu. m

Kéesolevas alapunktis toestatud tulemused annavad kokkuvottes jargmise tdhelepanu-
vadrse teoreemi.

Teoreem 3.17 Loigus [a,b] pideva mittekonstantse funktsiooni f vdidrtuste hulk R on loik
[m, M|, kus m :=min{f (z) | € [a,b]} ja M :=max{f (z) | z € [a,b]}.

Toestus. Teoreemi B.16 kohaselt m, M € R, seega R C [m, M]. Teoreemist B.I3] tuleneb,
et (m, M) C R. Kokkuvottes R = [m,M]. m
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3.3.5 Poordfunktsiooni pidevus

Kui funktsioon f: D — R on selline, et igale funktsiooni vidrtusele y € R := {f (z) | z € D}
vastab ainult iiks argumendi vddrtus x € D omadusega y = f(x), siis saame defineerida

funktsiooni
ffY'R—D, f(2)— =z,

seda nimetatakse funktsiooni f pddrdfunktsiooniks (inverse function, o6pamnas pynxyus).

Paneme tiihele, et kui poérdfunktsioon on esitatud kujul z = f~1 (y), siis langeb tema
graafik ithte funktsiooni y = f(x) graafikuga. Kui aga vaadelda podrdfunktsiooni kujul
y = f~!(x), siis on tema graafik funktsiooni y = f (x) graafiku peegelpilt sirge y = x suhtes
(vt. joonis 3.5).

y A

y=f"()

Joonis 3.5: Poordfunktsiooni graafik.

Po6ordfunktsiooni olemasolu soltub funktsiooni f monotoonsusomadustest.
Definitsioon. Funktsiooni f: D — R nimetatakse hulgas X C D

1) kasvavaks, kui vorratusest r < z’ hulgas X jéreldub vorratus f (z) < f (2/),
2) rangelt kasvavaks, kui vorratusest x < 2’ hulgas X jareldub vorratus f ( ) < f(2),
3) kahanevaks, kui vorratusest < x’ hulgas X jareldub vorratus f (z) > f (2/),

) rangelt kahanevaks, kui vorratusest x < 2’ hulgas X jareldub vorratus f (x) > f (2').

Kui on tdidetud iiks neist neljast tingimusest, siis koneleme vastavalt monotoonsest voi ran-
gelt monotoonsest funktsioonist.

Markus. Funktsiooni monotoonsusomadustega seotud sdnu kasutatakse eri allikates eri tdhenduses.
Ranget vdrratust sisaldava tingimusega funktsiooni kohta 6eldakse mdnikord hoopis ,kasvav”, mitterange
juht on sel juhul ,mittekahanev” v&i ,monotoonselt kasvav".

Lause 3.18 Kui f on rangelt kasvav (rangelt kahanev) funktsioon hulgas D, siis tal on
paordfunktsioon g == f~1, mis on hulgas R rangelt kasvav (rangelt kahanev).

Toestus. Funktsiooni f rangest monotoonsusest tuleneb, et

f(z1) # f(z2), kui 1,29 € D ja xy # 29
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(kontrollida! K. Seega vastab igale arvule y € R toepoolest iiks arv z € D, mille puhul
kehtib vordus y = f (). Niisiis, funktsioonil f on olemas pdéordfunktsioon, tdhistame selle
tahega g.

Kontrollime funktsiooni g ranget monotoonsust. Eeldame, et f on rangelt kasvav funkt-
sioon, ja niitame, et siis on ka g rangelt kasvav. Olgu yi,y2 € R ja y; < yo. Kui oletada
vastuviiteliselt, et 2o := ¢ (y2) < g (y1) =: 21, siis

Y2 = f(9(v2) = f(22) < f(21) = f(g(n)) =y,

mis on vastuolus arvude y; ja ys valikuga. Rangelt kahaneva funktsiooni f puhul on toestus
analoogiline. m

Lause 3.19 Loigus |a,b] pideva rangelt monotoonse funktsiooni f péirdfunktsioon g := f~1
on pidev loigus otspunktidega f (a) ja f (D).

Toestus. Olgu funktsioon f konkreetsuse mottes 16igus [a, b] rangelt kasvav, siis poord-
funktsiooni g médramispiirkond on 16ik [f (a), f (b)] (pohjendada! K. Teisisonu, m = f (a)
ja M = f(b), kus m :=min{f (z) | z € [a,b]} ja M := max{f (z) | z € [a,b]}. Selles 16igus
[m, M] on g eelneva lause B.I8 pohjal rangelt kasvav. Tema pidevuse toestamiseks niitame,
et g on
1) vasakult pidev igas punktis y € (m, M| ning
2) paremalt pidev igas punktis y € [m, M) (selgitadal)X.

Toestame viite 1), teine viide toestatakse analoogiliselt. Olgu yo € (m, M] suvaline
punkt. Kuna m <y, siis

a=g(m)<g(yo) =: o,

sest g on rangelt kasvav funktsioon. Olgu ¢ suvaline positiivne arv. Meie eesmérk on niidata
niisuguse ¢ > 0 olemasolu, et kehtiks implikatsioon

lye(f(a), f(D)], 0<yo—y <d]=|g(y)—g(wo)l <e, (3.11)

see tdahendaks seost g (yo) = lim ¢ (y) ehk funktsiooni g vasakpoolset pidevust punktis .
Y—Yo—

Valime ¢ nii, et zg—¢ > a (miks selline valik ei kitsenda iildisust??X), vorratuste a < xg—e <
xo tottu m < f (xg —e) < f(xg) = yo. Téhistame ¢ := yo — f (g — €), siis 0 < § < yo — m,
jarelikult (yo — 0,90) € (m, M), seejuures

g(yo—0)=9g(f(zo—¢)) =20 —€=g(y) —c (3.12)
Kui y on suvaline punkt vahemikust (yo — 9, %o), s.t.
0<wyo—y<9,
siis seosest (B.12) ja funktsiooni g rangest monotoonsusest saame, et
9wo) —e =90 —9) <g(y) <g(y) <gp)+e
ehk |g (y) — g (yo)| < €. Niisiis kehtib implikatsioon (B.11]) ning véide on toestatud. m

Teoreem 3.20 (pdordfunktsiooni pidevusest). Intervallis D pideva ja rangelt mono-
toonse funktsiooni f péordfunktsioon g := f~1 on pidev intervallis R := {f (z) | x € D}.
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Toestus. Bolzano-Cauchy teoreemi [3.14] pohjal on R intervall. Néitame, et g on pidev
suvalises punktis yo € R. Olgu zo := g (yo). Valime [a,b] C D nii, et kui zy € D°, siis
xo € (a,b); kui zg on intervalli D otspunkt, siis zy € [a, b]. Funktsioon f on pidev ja rangelt
monotoonne 16igus [a, b], seejuures véirtuste hulk f ([a,b]) =: [¢,d] on 16ik intervallis R
ja g: [c,d] — R on funktsiooni f: [a,b] — R poordfunktsioon (selgitada!)X. Lause 319
kohaselt on ¢ 16igus [c, d] pidev, seega pidev ka punktis y,. m

3.4 Elementaarfunktsioonid, nende pidevus

Selles alapunktis on meie eesmérgiks defineerida pohilised elementaarfunktsioonid (v.a. sii-
nus ja koosinus) ja veenduda nende pidevuses. Me lahtume ratsionaalse argumendiga ekspo-
nentfunktsioonist, mis defineeritakse aritmeetiliste tehete abil, ning rakendades piirprotsessi,
jatkame selle reaalarvulistele argumentidele. Logaritmfunktsioon méaratakse kui eksponent-
funktsiooni péordfunktsioon, astmefunktsioon ja hiiperboolsed funktsioonid saadakse ekspo-
nentfunktsioonist vastavate liitfunktsioonide moodustamise teel. Trigonomeetriliste funkt-
sioonide defineerimise viime téielikult 1dbi siis, kui oleme arvridade teooria vilja arendanud.

3.4.1 Ratsionaalse astendajaga astme- ja eksponentfunktsioon
Ratsionaalse argumendiga astmefunktsioon. Kuna funktsioon
idg: R—>R, z— =
on pidev, siis astmefunktsioon
y ="

kui pidevate funktsioonide korrutis on iga p € N korral lause kohaselt pidev hulgas R.
Sama lause pohjal on ka funktsioon

pidev kéikide p € N puhul hulgas R\ {0}. Edasi, funktsioon

1

kui pideva rangelt monotoonse funktsiooni x = y?, kus y > 0, poérdfunktsioon on suvaliste
¢ =2,3,... puhul pidev hulgas {z € R | 2 > 0} (vrd. teoreem [3.20).
Olgu niiiid r == g, kus p € Z ja q € N. Funktsioon

fi(0,00) > R, x> 2?7 =(Vz)"

kui pidevate funktsioonide liitfunktsioon on pidev.
Ratsionaalse argumendiga eksponentfunktsioon. Olgu a > 0, siis vastavalt eel-
oeldule funktsioon
fTQ—-R, r—ad"

on médratud (selgitada!)X.
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Lause 3.21 Olgu a > 0, eeldame, et a # 1.

(a) Kehtib vordus f (ry +12) = f(r1) - f (r2), s.t. a2 =a"a" suvaliste ri,ry € Q korral.
(b) Juhul a > 1 on funktsioon f rangelt kasvav, s.t. kui ri < rq, siis a™ < a™. Juhul
0 <a<1on f rangelt kahanev: kui ri < rq, siis a™ > a" .

(c) Funktsioon r — a” on pidev punktis 0, s.t. lim a" = 1.
reQ, r—0

(d) Kui (r,) on korpuses R koonduv ratsionaalarvude jada, siis reaalarvude jada (a™) on
koonduv.

Toestus. (a) Selge, et a?™ = a%a" ja a?" = Z—Z suvaliste naturaalarvude ¢ ja n puhul.

Seega, kuna iga taisarv m on esitatav kujul m = ¢ — n, kus ¢,n € N (vt. alapunkt 1.2.2),
kehtib viide suvaliste taisarvude ry ja r9 korral: kui 71 = ¢1 — ny ja ro = g — no, siis
a(II+q2 aqla/q2

ri+re _ _(q1—n1)+(q2—n2) _ (qg1+g2)—(n1+n2) _
a =a =a = =
qnritnz a™qn2

q1 492
— a_a = gD~ g2 — 471472

a™t a™2

Olgurlzge@jam:%e@, kus p,m € Z ja gq,n € N, siis

p,m np+mgq 1\ np+mgq 1\ "p 1\ mgq
at? =gt =g e = (aw) = (aw) . (aw)

(pohjendada koiki vordusi! ).
(b) Viide kehtib, kui 71 ja o on téisarvud (kontrollida!)X. Olgu r; = % <ry =2 kus

am

p,m € Z ja q,n € N, siis Z—Z < 2= ehk pn < gm. Juhul @ > 1 kehtib vorratus ar > 1

(selgitadal MK, seetottu
- pn 1 \pr L\ am r
at =am = (afm> < (afm> =am =a".
Kui0<a<1,siis b:= % > 1, mistottu 0™ < b™ ning

N=—>—=2a"

b b

a

(¢) Vaatleme algul juhtu a > 1. Olgu ¢ > 0 suvaline. Kuna lause 2.I0(b) kohaselt a'/™ — 1

ja a~ Y™ — 1 protsessis n — oo, siis
E|N1€N:n>N1:>}a1/"—1} < &,
HNQENZH>N2:>}Q_1/H—1’ <e

ning indeksi m := max { Ny, N5} jaoks kehtivad vorratused
l—e<aVm<ad/™ <1+
(kontrollida! . Olgu 6 := +. Kui |r| <4, s.t. —4 < r < L siis viite (b) kohaselt

l—e<a V" <a <a’/™<1+e,
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seega |a” — 1| < e. Niisiis, lim a" = 1.
reQ, r—0

Kui 0 <a<1,siis b:= % > 1, mistottu

. . 1 1
Ilm ¢ = lim —=—--—-=1
reQ, r—0 reQ, r—0 br lim o"
reQ, r—0

(d) Vaatleme esialgu juhtu a > 1. Olgu (r,) koonduv ratsionaalarvude jada. Tema tokes-
tatuse tottu saame valida sellise ratsionaalarvu s, et iga n € N korral r, < s, viite (b)

kohaselt a™ < a® =: M. Olgu ¢ > 0. Seosest, %Dlm Oar =1 (vt. viide (c¢)) lahtudes leiame
reQ, r—

0 > 0 omadusega
€
4] 1< —.
[|r] <9, r€Q] = |a |<M

Kuna (r,) (kui koonduv jada) on Cauchy jada, siis leidub N € N, et
n,m =N = |r, —r,| <0,
mistottu R
n,m= N = }ar"_”” — 1’ < W
Viite (a) pohjal

€

¢ (n,m > N),

la™ —a"™| = a™ ‘1 — arm’r”} <M

mis tdhendab, et (") on Cauchy jada, seega koonduv.
-1
Kui 0 <a<1,siis b:= é > 1, seega eksisteerib lim 0™ ning lim o™ = (hm brn> .

n—oo n—oo n—o0
Lause on toestatud. m

3.4.2 Eksponentfunktsioon y = a*, kus x € R

Nagu eelnevas eeldame ka siin, et a on positiivne reaalarv ning a # 1. Kuna koigi ratsionaal-
arvude korpus Q paikneb tihedalt korpuses R, s.t. iga kahe erineva reaalarvu vahel leidub
ratsionaalarve, siis kehtib jargmine lause.

Lause 3.22 Iga reaalarvu x korral saab leida sellise ratsionaalarvude jada (r,,), mis koondub
arvuks x.

Toestus. [seseisvaltP =
Lausest [3.22] 1ahtudes defineerime

a” = lima™, (3.13)

n—oo

kus 7, € Q ja r, — x. Lause B2I[(d) pohjal piirviértus lim a™ eksisteerib. Definitsiooni

n—oo
(B.I3) korrektsuse kontrollimiseks peame néitama, et see piirvidrtus ei soltu konkreetse jada
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. . . / . . . ~
(r,) valikust, s.t. lim a™ = lim a"», kui lim r,, = lim r/, = z. Toepoolest, kuna r, — 7/ — 0,
n—oo n—oo n—oo n—o0

siis lause B.2T)(c) kohaselt ™™ — 1, mistottu

. / . / . . I _ .
lim o™ = lim (ar" — a“) + lima™ = lim a™ (ar" n 1) + lim a™
n—o0 n—oo n—o0 n—oo n—oo

. . /7 . .
= lim a™ lim (ar" n 1) + lima™ = lim a™™.
n—oo n—oo n—o0 n—oo

Loetleme seosega ([B.13]) defineeritud funktsiooni
fTR—=R, z—a”
omadusi.

Lause 3.23 (a) Kehtib vordus f(x1+ x2) = f(x1) - f(22), s.t. a®172 = a™a® suvaliste
r1,T9 € R korral.
(b) f(z) >0 iga x € R puhul.
(c) Juhul a > 1 on funktsioon f rangelt kasvav, s.t. kui v1 < xo, siis a™ < a™. Juhul
0 <a<1on f rangelt kahanev: kui x1 < x5, sits a™ > a™2.
(d) Funktsioon f on pidev punktis 0, s.t. glg_}mo a® = 1.

Toestus. Piisab toestada viited juhul @ > 1. Nimelt, kui véited (a) — (d) on juhul @ > 1
toestatud, siis kehtivad nad tdnu seosele

a® = (a_l)fx

ka juhul 0 < a < 1, vaid véites (c) asendub range kasvamine range kahanemisega (kontrol-
lida!)X. Niisiis eeldame, et a > 1.

(a) Olgu (r,) ja (s,) sellised ratsionaalarvude jadad, et r, — 1 ja s, — x2, sel juhul
Tn+ S, — x1 + 22 ning definitsiooni (BI3)) kohaselt a™ — a™, a*» — a*2 ja a™ 5" — q®1T72,
Samas lause 3.2T[(a) ja omaduse 2.9(b) pohjal

arn-i-sn = a"ma’" — amaﬂcz’

koonduva jada piirviaartuse iihesuse tottu kehtib vordus a® ™22 = g®1q®2.
(b) Olgu = > 0 ja (r,) selline ratsionaalarvude jada, et r, — z. Siis leidub N € N, et
rn, > 0 koikide n > N korral (selgitada!pX. Kuna o' > 1, kui n > N (pohjendadal!)X, siis

a® = lima™ >1>0. Kui z =0, siis a®* =a’ =1 > 0.
n—oo

Olgu niiiid = < 0, siis —x > 0, ja kui ratsionaalarvude jada (r,) koondub arvuks z, siis
jada (—r,) koondub positiivseks arvuks —z ning

) ) 1 1 1
a* = lima™ = lim = — = > 0.
n—00 n—ooq " lim a= "™ a7
n—oo

(c) Olgu 21 < z5. Vastavalt definitsioonile (3:13) valime ratsionaalarvude jadad (r,) ja

(s,) nii, et r,, = x1 ja s, — o, siis a®* = lim a'" ja a* = lim a*. Leiame ratsionaalarvud
n—oo n—

r ja s, mis rahuldavad tingimusi z; < r < s < 5 (selgitada sellise valiku voimalikkust!)»X
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ning tiahistame ¢ := min {r — z1, xs — s}, seega ¢ > 0. Kuna r,, — x; ja s,, — o, siis saame
leida sellise N € N, et

|rn — 21| < € ja |s, — xo| < e koikide n > N korral.

Jéarelikult iga n > N puhul kehtib iihelt poolt vorratus r, — x; < r — xy ehk r, < r, teiselt
poolt x3 — s, < g — s ehk s,, > s. Neist tulenevad lause B:2Ii(b) kohaselt vorratused

am<a <a®<a™ (n=N).

Protsessis n — oo saame soovitud tulemuse:

r T2

a™ = lima™ <d" <a® < lima®™ =a
n—oo n—oo

(d) Olgu (z,) suvaline reaalarvude jada, mis koondub piirvidrtuseks 0. Véide on toesta-
tud, kui meil 6nnestub veenduda, et a™ — 1 (selgitadal)X.
Valime ratsionaalarvude jadad (r,) ja (s,) nii, et

1 1
xn—g<rn<xn<sn<xn+g (n € N)

(pohjendada selliste jadade olemasolu!)X. Viite (c¢) pohjal a™ < a™ < a** kéikide n € N
korral. Kuna r, — 0 ja s, — 0 (pohjendada!pX, siis a™» — 1 ja a®» — 1 vastavalt lausele
B.21(c). Omaduse 2.7 kohaselt a™ — 1. =

Lause 3.23] pohjal formuleerime eksponentfunktsiooni kirjeldamiseks jargmise lause.

YA YA

x

y=a,

0 3 0 w

Joonis 3.6: Eksponentfunktsioon y = a”.

Lause 3.24 Eksponentfunktsioon
fTR=>R, z—a",

kus a > 0, on pidev. Juhul a > 1 on f rangelt kasvav, juhul a < 1 on f rangelt kahanev
funktsioon. Maolemal juhul on funktsiooni f vddrtuste hulgaks intervall (0, 0) .
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Toestus. Funktsiooni monotoonsusomadused toestasime me juba eespool, kontrollime
funktsiooni f pidevust suvalises punktis z € R. Toepoolest, kui  — z, siis x — 2z — 0 ning
lause 3.23[(d) pohjal lim a®* = 1, mistottu

r—z

z z z

lima® = lim a*a® % = a® lim ™% = d®.
T—z T—rz T—rz
Kuna f on intervallis (—oo, 00) pidev funktsioon, siis vastavalt Bolzano—Cauchy teoreemi
jareldusele B.14] on tema vadrtuste hulk samuti intervall. Lause B.23[b) kohaselt koosneb see
positiivsetest reaalarvudest. Seejuures juhul a > 1 kehtivad vordused
lim ¢®* =oco0ja lim a™* =0,
T—00 T—r00
juhul 0 < a < 1 aga vastupidised seosed. Molemal juhul moodustavad funktsiooni vaartused
intervalli (0,00). m

Hiiperboolsed funktsioonid méiiratakse seostega

et —e™® et +e7® sinhz . coshz

sinhx := ————, coshz := ————, tanhzx := ja cothx := — .
2 2 cosh x sinh

Nad on pidevad, sest aritmeetilised tehted pidevate funktsioonidega annavad tulemuseks
pideva funktsiooni.

3.4.3 Logaritm- ja astmefunktsioon

Logaritmfunktsioon. Olgua > 0 jaa # 1. Logaritmfunktsioon y = log, x defineeritakse kui
eksponentfunktsiooni x = a¥ poordfunktsioon. Kuna viimase viartuste hulgaks on intervall
(0,00), siis see on logaritmfunktsiooni médramispiirkond. Vastavalt lausele on juhul
a > 1 eksponentfunktsioon rangelt kasvav ja juhul 0 < a < 1 rangelt kahanev, lause 3.18]
kohaselt on sama omadusega ka tema podrdfunktsioon. Eksponentfunktsiooni pidevusest
tuleneb logaritmfunktsiooni pidevus oma méédramispiirkonnas (vrd. teoreem [3.20)).

= log, =,
%

0 1

A A

y = log, ,
O<a<l1

S
=}
—

K

Joonis 3.7: Logaritmfunktsioon y = log,, x.

Kui a = e, siis kasutatakse logaritmfunktsiooni tdhistamiseks siimbolit In, arvu

Inz = log,
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nimetatakse arvu x € (0, 00) naturaallogaritmiks.

Astmefunktsioon. Naturaallogaritmi abil defineeritakse astmefunktsioon. Kui a € R,

siis suvalise > 0 korral tahistame

ZIIQ — ealn:r.

Seega on funktsioon x +— x“ defineeritud liitfunktsioonina f = ¢ o g, kus
g: (0,00) >R, z— alnx
ja
e:R—=- R, z+— €.
Kuna molemad komponendid g ja ¢ on pidevad, siis ka liitfunktsioon f on pidev oma mééa-
ramispiirkonnas (0, 00) .
3.4.4 Trigonomeetrilised funktsioonid ja nende p66rdfunktsioonid

Trigonomeetriliste funktsioonide
sint R —[—1,1], cos: R —[—1,1]

defineerimise liikkame edasi, kuni oleme viilja arendanud arvridade teooria (vt. alaptk. [6.7).
Tangens- ja kootangensfunktsioon méiratakse seostega

tanz = o (x € R\{z +km| ke Z}) ja cotx = Cf)sx (x e R\ A{kr | k€ Z}).
coS T 2 sinx
(3.14)
Alapeatiikis toestatakse, et
0 < |sinz| < |z| < [tanz|, kui 0 < |z| < 1. (3.15)

Samuti toestatakse alapeatiikis[6.7], et siinus- ja koosinusfunktsioon on pidevad igas punk-
tis z € R. Funktsioonide tan ja cot pidevus tuleneb seostest (B.14) (selgitadal)X.

Vorratustest (B.15) lahtudes saab toestada, et

sin x
= 1.

lim
z—0

Nimelt tuleneb seostest (3.15]), et
sin x
cosr < — < L kui0<|z|] <1
T

(kontrollida! K. Kuna cos on pidev kohal x = 0, siis

sin x

1 =cos0 = limcosx < lim <1,

z—0 z—0 x

s.t. lim®2E =1,
z—0
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Arv 7 kui kahekordne koosinusfunktsiooni vihimast positiivsest nullkohast, defineeritakse

alapeatiikis Selgub, et siinus on rangelt kasvav loigus [—E 5} ja koosinus on rangelt

272
kahanev 16igus [0, 7].
Trigonomeetriliste funktsioonide p&ordfunktsioonid

arcsin: [—1,1] — [—g, g] , arccos: [—1,1] = [0, 7]

ning
arctan: R — <—g, g) , arccot: R — (0, )

on pidevad kui pidevate rangelt monotoonsete funktsioonide péordfunktsioonid.

3.5 Uhtlaselt pidevad funktsioonid

3.5.1 TUhtlase pidevuse moiste. Cantori teoreem

Olgu f: D — R pidev funktsioon, s.t.
Vee DVe>030=0(r,e) >0:[z' €D, |2 —z|<d]|=|f(2)— f(z)|<e.  (3.16)

Uhtlase pidevuse definitsiooni juurde toob meid tihelepanek, et monede funktsioonide f
puhul saab tingimuses ([B.I6]) fikseeritud arvu e > 0 korral 6 > 0 méérata nii, et see ei
soltu punktist x, teiste funktsioonide puhul aga sellist universaalset positiivset arvu ¢ leida
ei onnestu.

Definitsioon. Utleme, et funktsioon f: D — R on hulgas X C D dhtlaselt pidev (uni-
formly continuous in X, pasnomepro nenpepwenan na X ), kui iga € > 0 korral saab leida sellise
d > 0, et suvaliste z, 2’ € X korral, mis rahuldavad tingimust |z — 2’| < 6, kehtib vorratus

[f (2) = f ()] <&

Niisiis, erinevalt tingimusest (3.16]) s6ltub arv ¢ iihtlase pidevuse definitsioonis vaid arvust
¢ ja ei soltu punktide x, 2’ € X valikust. Seega on iga hulgas X iihtlaselt pidev funktsioon
selles hulgas pidev. Nagu selgub jargnevatest nédidetest, on vastupidine viide iildjuhul vale.

Niide 3.6. Niitame, et ruutfunktsioon
f:R—=R, z+ 2
ei ole oma méadramispiirkonnas D = R iihtlaselt pidev, kuigi on pidev. Selleks votame ¢ := 1

ja leiame iga fikseeritud § > 0 korral z ja 2/, et |x — 2’| < d ja |f (z) — f (2/)| > 1. Nimelt,

kui z := } ning 2’ := 1 + 4, siis [z — 2'| = £ < 4, kuid

|f (@) = f ()] = |2* = ()’

_ (21004,
- \5 2/ 2 '

Naide 3.7. Vaatleme pidevat funktsiooni

=le+2|lr—2
| [

1
f: (0,1] >R, z— —,
T
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niitame, et ta ei ole poolldigus (0, 1] iihtlaselt pidev. Votame ¢ := % ja paneme tihele, et

suvalise § € (0, 1) korral rahuldavad arvud @ := V/§ ja 2’ := v/§ — £ tingimusi 0 < 2/ < z < 1
ning |x — 2’| < 4, kuid

1 1 —
F@) =@ = |5 - 5| =55
5/2 1

>
x

Joonis 3.8: Funktsioon y = 1 ei ole intervallis (0, 1] iihtlaselt pidev (vt. niide 3.7).

Niisiis, iildjuhul mingis intervallis pidev funktsioon ei ole selles intervallis iihtlaselt pidev.
Samas kehtib jirgmine teoreem.

Teoreem 3.25 (Cantori teoreem thtlasest pidevusest). Loigus pidev funktsioon on
selles lotgus tihtlaselt pidev.

Toestus. Olgu funktsioon f 16igus [a, b] pidev, oletame vastuviiteliselt, et ta ei ole iiht-
laselt pidev selles loigus. Siis leidub selline g5 > 0, et iga 0 > 0 puhul saab valida punktid
z, 7' € [a,b] omadusega |r — 2’| < § ja |f (x) — f(2')] = &o. Suvalise n € N puhul leiame
arvule + vastavad punktid z,, € [a,b] ja z], € [a,b], s.t.

ra =i < 1 1f )~ FE) 2 (eN).

Saadud jadad (x,) ja (z],) on tokestatud, Bolzano-Weierstrassi teoreemi pohjal on neil koon-
duvaid osajadasid. Olgu (z,,) jada (x,) osajada, mis koondub mingiks punktiks ¢, siis
¢ € [a,b] (vrd. omadus [26)). Eraldame jadast (],) samade indeksitega osajada (27, ). Kuna

n

1 .
O<‘xnk—x;k‘<n—k—>0,ku1k—>oo,

siis lim (2, — 2/, ) = 0, mistottu
k—oo k

Jim o, = Jim (5, = (0, = 1,)) = fim @, — Jim (o, 7,) =
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Tanu funktsiooni f pidevusele

lim f(z,,) = lim f(a], ) = f(c)

k—00 k—00

(selgitadal YK, niisiis
lim (f (2n,) — f (25, )) = 0.

k—00

Jada koonduvuse definitsiooni kohaselt on mingist indeksist N alates tdidetud tingimus
}f(xnk) —f (x;%)} < gp (selgitada!)X, kuid see on vastuolus punktide x, ja ] valikuga.
Oleme joudnud vastuoluni, jarelikult on meie vastuviiteline oletus vale, s.t. funktsioon f on
16igus [a, b] iihtlaselt pidev. m

3.5.2 Lipschitzi funktsioonid

Vaatleme niditena iiht iihtlaselt pidevate funktsioonide klassi.
Definitsioon. Olgu D mingi intervall. Kui funktsiooni f: D — R puhul leidub selline C' > 0, et

|f (z) = f (2')] < C|z — 2’| kdikide z,2" € D korral, (3.17)
siis nimetatakse funktsiooni f Lipschitzi funktsiooniks (ehk Lipschitzi méttes pidevaks funktsiooniks).
Kirjutades Lipschitzi tingimuse (3.I7)) iimber kujul
flz) = (@)

pr— gC(x,x'ED,x%x'),

saame sellele anda lihtsa geomeetrilise tdhenduse. Vaatleme funktsiooni f graafiku punkte (z, f (z)) ja
: Fx)— (@) s : . ol
(«', f(2')), kus z,2" € D ning x # 2. Murd == =5~ kirjeldab neid punkte iihendava IGikaja t3usu,
tapsemalt, ta on selle tdusunurga tangens. Seega tihendab Lipschitzi tingimus (3.17)) seda, et kéikide
funktsiooni f graafiku kahte punkti omavahel iihendavate Iikajate téusude hulk on tékestatud.

Lause 3.26 Iga intervallis D maaratud Lipschitzi funktsioon on selles hulgas iihtlaselt pidev.
Toestus. Iseseisvalthd m

Naide 3.8. Lipschitzi funktsioonide klass on rangelt kitsam, kui kdigi ihtlaselt pidevate funktsioonide
klass. Nimelt leidub I8igus (iihtlaselt) pidevaid funktsioone, mis ei rahulda selles 18igus Lipschitzi tingimust
BI7). Olgu f(x) = /x ning D = [0,1], ilmselt on f pidev ning seega ihtlaselt pidev hulgas [0, 1].
Seejuures

|f(x)—f(x/)|:‘\/§—\/? z, 2’ €(0,1], v #£a').

1 /
vl o

Kui oletada, et f on Lipschitzi funktsioon I8igus [0, 1], siis
|z —2'| <Cloz—2| (z,2" €(0,1])

mingi C' > 0 korral ehk
1

- <C
VI + V!

mis ilmselt ei ole ige (p&hjendada!)¥X«.

(x, 2" € (0,1]),
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3.5.3 Uhtlase pidevuse kirjeldamine jadade abil
Lihtne on n3dha, et iga Lipschitzi funktsioon f: D — R rahuldab hulgas D jargmist tingimust:
kui zp,z), € D ja x) — ), — 0, siis f(zg) — f (33;9) -0 (3.18)

(kontrollida!»X. Nagu selgub jargmisest lausest, osutub see pideva funktsiooni f iihtlase pidevuse tarvi-
likuks ja piisavaks tingimuseks.

Lause 3.27 Pidev funktsioon f: D — R on intervallis D iihtlaselt pidev parajasti siis, kui on taidetud

tingimus (3.18]).

Toestus. Tarvilikkus. lseseisvalt!M«
Piisavus. Eeldame, et intervallis D pidev funktsioon f rahuldab tingimust (3.18]), ja oletame vastu-
viditeliselt, et ta ei ole iihtlaselt pidev. Sel juhul

Jeo> 0V > 0 s, 25€ D : |as — x| <0,

fxs) = fla5)] = 2. (3.19)

Seega saame iga n €N jaoks leida punktid z,,, z/,€ D omadusega

1
[ — 2| <= | flam) = [ (23)[= o
Kuna x,, — x], — 0, siis eelduse (3.18) téttu f (x,) — f(x]) — 0. Seega leidub N €N, et
|f (x,) — f(2))] <eoigan > N korral.
See on vastuolus punktide z,,, 2/, € D valikuga, jarelikult on vastuvéiteline oletus (3.19) vair. m

Ndide 3.9. Veendume lause 3.27] abil veel kord (vrd. ndide 3.6), et pidev ruutfunktsioon f: R — R,
x + 22 ei ole hulgas R iihtlaselt pidev. T8epoolest, kui z,, := v/n + 1 ja 2/, := \/n, siis

1

-2, =vn+l—yn=—+r=———0
S vn NSRS

(n — o),

kuid (z,)? — (2/,)> =1 - 0.
Lause 3.28 (a) Kui hulgas D maaratud funktsioon f on selles hulgas iihtlaselt pidev, siis
iga Cauchy jada (x,,) puhul, kus x,, € D, on (f (x,)) Cauchy jada. (3.20)

(b) Kui hulk D on tdkestatud, siis tingimus (3.20)) on ka piisav funktsiooni f iihtlaseks pidevuseks hulgas
D.

Toestus. (a) Eeldame, et f: D — R on hulgas D iihtlaselt pidev funktsioon. Olgu £ > 0, leiame
(vastavalt iihtlase pidevuse definitsioonile) sellise 6 > 0, et

[z,2'€e D,

r—2|<d|=|f(z) — f(@)|<e (3.21)

Edasi, olgu (z,,) Cauchy jada hulgas D, peame veenduma, et (f (x,)) on Cauchy jada. Vastavalt Cauchy
jada definitsioonile saame leida NV € N omadusega

n,m>= N = |z, — x,| <4,
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tingimuse (3.21]) pdhjal
|f () — f(xm)| < e kikide n,m > N korral.

See tihendabki, et (f (z,)) on Cauchy jada.

(b) Olgu D C R tékestatud hulk, eeldame, et funktsioon f: D — R rahuldab tingimust (3.20]).
Tdestuseks oletame vastuviiteliselt, et f ei ole hulgas D iihtlaselt pidev, ja leiame sellise Cauchy jada
(zx) hulgas D, et (f (2x)) ei ole Cauchy jada.

Nii nagu lause B.27] t8estuses saame valida £o> 0 ja jadad (x,,) ning (2/,) hulgas D omadusega

1
|z, — | < | f(zn) = f(2))] =&

(selgitada! 4. Kuna D on t8kestatud, siis Bolzano-Weierstrassi teoreemi pdhjal sisaldab jada ()
koonduva osajada (z,, ), tihistame a := Jim . Paneme tahele, et z,,—x/,— 0 (n — 00), seega
oo

/

/ H /! : / _
L, — 2l — 0 (k — 00) ning seosest 2, = &y, + (], — 2y, ) saame, et lim 2/, = a. Moodustame

k—o0
jada
L / / /
(2) = (Tny, Ty Ty, Ty Trgy Ty )

see koondub hulgas R piirvairtuseks a (kontrollida!)»X4, seega on ta hulgas D Cauchy jada. Arvude x,,
ja x), valiku kohaselt

|f (zok—1) — f(22k)] = ‘f(:cnk) —f (:c’nk)‘ > ¢ iga k €N korral,

mistdttu (f (zx)) ei ole Cauchy jada. m

Ndide 3.10. Veendume lause 328 abil veel kord (vrd. ndide 3.7), et funktsioon f: (0,1] = R,

z — L eiole hulgas (0, 1] iihtlaselt pidev. T&epoolest, kui z,, := 1, siis (x,,) on Cauchy jada, kuid

(f (x,)) = (n) ei ole Cauchy jada.

Niide 3.11. Lause B.28(b) ei kehti iildjuhul, kui D ei ole tdkestatud: ruutfunktsioon f: R — R,
x +— 22 ei ole hulgas R iihtlaselt pidev (vrd. niited 3.6 ja 3.9), kuigi iga Cauchy jada (x,,) puhul on
(f (z,,)) Cauchy jada (kontrollida!)X.

3.5.4 Funktsiooni iihtlane pidevus tdkestamata intervallis

Tahelepanuvdarne on jargmine piisav tingimus funktsiooni lihtlaseks pidevuseks tdkestamata intervallis.

Lause 3.29 Kui pideval funktsioonil f: [a,00) — R on I6plik piirvdirtus lim f (z) =: A, siis f on
T—r00

hulgas [a,00) ihtlaselt pidev.
Toestus. Olgu e > 0 suvaline, peame veenduma sellise 6 > 0 olemasolus, et kehtiks implikatsioon
[lz—2a'| <8, x,2" €a,00)] = {f(a:) —f (ﬂ:/){ <e. (3.22)

Kuna lim f (z) = A, siis saab valida sellise M > a, et

T—00

If (z) — Al < g kikide = > M korral.
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Kasutades asjaolu, et f on pidev Iigus [a, M + 1], ning rakendades Cantori teoreemi [3.25] saame leida
01 > 0 omadusega
lv—a'| <= |f(x) = f(a)| <& (3.23)

kui z, 2’ € [a, M + 1] (selgitada! . Votame ¢ := min{1,01} ja vaatleme arve z,2’ € [a,00), mis

rahuldavad tingimust |z — 2’| < 4. Siis kas z, 2’ € [a, M + 1] v8i z, 2" € [M, o0) (selgitada!)* . Esimesel
juhul tuleneb implikatsioon (3.22) tingimusest (3.23)), sest 0 < 1. Teisel juhul

e €

|f(95)—f(35/)‘ < ]f(x)—A]+|f(x’) - Al < §+§

=¢
(pBhjendada! K. Viide on tdestatud. ®

Nidide 3.12. Kuna lim e *= 0, siis funktsioon
xr—r 00

xT

f:la,00) =R, z—e”

on iga a € R korral intervallis [a, 00) iihtlaselt pidev.

3.5.5 Antud vahemikus iihtlaselt pidevad funktsioonid

Eelpool toodud lihtsa naite 3.7 pdhjal vdime viita, et poolldigus v8i vahemikus pidev funktsioon ei pruugi
selles intervallis olla Gihtlaselt pidev. Kiisimusele, millistel eeldustel on vahemikus pidev funktsioon selles
vahemikus iihtlaselt pidev, annab vastuse jargmine lause.

Lause 3.30 (funktsiooni pidevast jitkamisest). VVahemikus (a,b) maératud funktsioon f on selles
vahemikus iihtlaselt pidev parajasti siis, kui ta on pidevalt jatkatav Iiku [a,b], s.t. kui leidub selline I6igus
[a,b] pidev funktsioon ¢, et ¢ (x) = f (z) iga x € (a,b) korral.

Toestus. Piisavus (iseseisvalt! )X

Tarvilikkus. Olgu f vahemikus (a, b) lihtlaselt pidev funktsioon. Naditame, et teda saab pidevalt jatkata
nii punkti a kui ka punkti b. Teisisdnu, peame defineerima uue funktsiooni ¢: [a,b] — R, mis vahemikus
(a,b) langeb kokku funktsiooniga f ning oleks punktis a paremalt pidev ja punktis b vasakult pidev.

Olgu (xx) vahemiku (a,b) punktide suvaline jada, mis koondub arvuks a. Sel juhul on ta Cauchy
jada (selgitada! )X ning kuna f on vahemikus (a,b) ihtlaselt pidev funktsioon, siis lause 3.28|(a) jargi
on (f (zx)) samuti Cauchy jada. Cauchy kriteeriumi kohaselt eksisteerib kh_)rgof () =: L. Nditame, et

seejuures ei sdltu piirvddrtus L jada (xy) valikust. Tdepoolest, kui ka mingi teine jada () vahemikus
(a,b) koondub piirvddrtuseks a, siis jada (z;) = (z1,2), 22,25, x3,5,...) koosneb vahemiku (a,b)
punktidest ning koondub arvuks a (kontrollidal)X. Lause B.28(a) p&hjal on (f (2;)) Cauchy jada, seega
eksisteerib lim f (z;) =: L. Kuna (zj) on jada (z;) osajada, siis f (z3) — L' (selgitada!pX, jarelikult
j—o0
L' = L (selgitada! ). Niisiis koondub jada (f (x})) samuti piirvaartuseks L, seega klim f(zx) =L iga
—00
sellise vahemiku (a, b) punktide jada (xj) korral, mis koondub arvuks a. Piirvaartuse Heine kriteeriumit
silmas pidades, v3ime viita, et lim+ f(z) =L (vrd. (36)).
Tr—a
Analoogiliselt defineerime M := khmf(xk) = lil’{)l f(z) (vrd. BH)), kus x, € (a,b) iga k € N
—00 T—>b—
korral ja ), — b. Moodustame uue funktsiooni
L, kui z = a,

: [a,b) = R, ¢(x) =1 f(x), kuize (a,b),
M, kui z = b.
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Selge, et o on pidev igas punktis x € (a,b), kuid kuna

pla) =L=lim f(x)= lim p(z) ja ¢(b) =M = lim f(x)= lim ¢ (z),

r—ra+ r—a+ z—b— T—b—

siis on funktsioon ¢ pidev ka punktides a ja b. Kokkuvdttes on ¢: [a,b] — R iihtlaselt pidev ning
¢ (x) = f(x) iga z € (a,b) korral. Lause on tdestatud. m

3.6  Pidevate funktsioonide lihendamine trepp- ja tiikiti lineaarsete funktsioonidega
3.6.1 Lahendamine treppfunktsioonidega

L&igus [a, b] madratud funktsiooni h nimetame treppfunktsiooniks, kui 18igu [a, b] saab jaotada I8plikuks
arvuks sellisteks osaintervallideks, milles / on konstantne. Tapsemalt, h: [a,b] — R on treppfunktsioon
parajasti siis, kui

a.0] =L ks ENL; =0 (i # j)

i=1

ning I1,..., I, on sellised intervallid, et
h(x)=¢ (ze€l;i=1,...,n).

Naiteks tdisosa-funktsioonil h, kus h (z) := [z], on I8igus [0, 100] 101 erinevat vaartust, ta on tiiiipiline
treppfunktsioon.

Lause 3.31 Olgu f I6igus [a,b] pidev funktsioon. Siis iga € > O jaoks leidub selline treppfunktsioon
h: [a,b] — R, mis rahuldab tingimust

|f () — h(x)| <eigax€la,b] korral.

yh

>
>
x

0 a T To T3 Ty b

Joonis 3.9: Pideva funktsiooni f lahendamine treppfunktsiooniga h.

Toestus. Olgu € > 0 suvaline. Kuna f on Cantori teoreemi kohaselt 13igus [a, b] ihtlaselt pidev,
siis {ihtlase pidevuse definitsiooni kohaselt saab valida positiivse arvu 6 omadusega

Hx—x" <0, z,a' €la,b]] = |f(x) - f ()] <e.
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Vdtame arvu n € N nii suure, et p := b*T“ < 0, ja jaotame 18igu [a, b] n vdrdse pikkusega osaintervallideks

L :=[a,a+p), L:=[a+p,a+2p), .., Li:=a+(i—1)pa+ip),...,

Defineerime igas osaintervallis I; konstantse funktsiooni s; seosega s; (z) := f(a+ (i —1)p) (x € I})
ning 13igus [a, b] funktsiooni h seosega

h(z):=s;(z), kuizel; (i=1,...,n).
Sel juhul
lf () —si(@)|=|f(z)— fla+(i—1)p)| <ecigaxzel korral (i=1,...,n)

(pBhjendada! "X, mis tahendab, et |f () — h(z)| <& iga = € [a,b] korral. m

3.6.2 Lahendamine tiikiti lineaarsete funktsioonidega

Oeldakse, et funktsioon h on I8igus [a, b] tiikiti lineaarne, kui 18igu [a, b] saab jaotada I5plikuks arvuks
osaintervallideks, milles i on lineaarne. Tapsemalt, funktsioon h: [a,b] — R on tiikiti lineaarne parajasti
siis, kui

[a.b) = J & 0L =0 (i #))

ning I1,..., I, on sellised intervallid, et
h(z)=Ax+B; (vel),

kus A; ja B; onigai = 1,...,n puhul konstantsed kordajad. Lihtne on veenduda, et tiikiti lineaarne
funktsioon h on pidev parajasti siis, kui ta graafik on pidev murdjoon.

yA

y = h(x)

»
>
T

|

[

[

| [

[ [

| |

0 a T T2 I3 b

Joonis 3.10: Pideva funktsiooni f |dhendamine tiikiti lineaarse funktsiooniga h.

Lause 3.32 Olgu f Isigus [a,b] pidev funktsioon. Siis leidub iga ¢ > 0 jaoks I6igus [a,b] pidev tiikiti
lineaarne funktsioon h, mis rahuldab tingimust

|f (z) —h(x)| < ¢ igax€la,b] korral. (3.24)
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Toestus. Olgu e > 0. Samuti nagu eelmise viite tdestuses leiame ¢ > 0 tingimusega
Hx —x’| <6, z,2 € [a,b]] = |f(x) —f(x')| <eg/2

ja moodustame intervallid Iy, ..., I, tapselt samamoodi, kui eelmises tBestuses. Igas intervallis I; defi-
neerime lineaarse funktsiooni s; selliselt, et tema graafik iihendaks funktsiooni f graafiku punkte

(a+(i=1)p, fla+(@=1)p)) ja (a+ip, f(a+ip)).
Funktsioon h defineeritakse seosega
h(x)=s;(z) (xel;i=1,...,n).
Analiiitiliselt esitatakse funktsioon h valemiga

f(u"?z) —f (xifl)

Ti — Ti—1

h(xz)= f(xi—1) + (x—xi1) (xel;i=1,...,n),

kus x; := a +ip on I8igu jaotuspunktid. Siis iga = € [a, b] korral leidub selline i € {1,...,n}, et z € I,
seega

/ (xz) —f (5'3@'71)

Ti — Tj—1

[f (x) = h ()] = | f(x) = f(zia) =

(ac — 561'71)

‘.%' — 1‘2‘_1’

|f (@) = f (i) + | f () = [ (zi-1)] T
<|f(2) = flaim)| + | f (@) = f(2im1)] <e.

/N

Vahetu kontroll n3itab, et
1) igas intervallis I; on funktsioon h lineaarne (veenduda!)X« ja
2) punktides z; on h pidev.
Viite 2) kontrollimiseks paneme tahele, et
Lm_h(z)= lm h(z)=f(z:)

(kontrollida! X4, seega on funktsioon h tdepoolest pidev igas jaotuspunktis x;. Kokkuvdttes on h pidev
funktsioon, mis rahuldab tingimust (3.24). m

3.7 Heine-Boreli lemma
3.7.1 Heine-Boreli lemma

Reaalarvude omadus, mida kirjeldab alljargnev vdide, on Idhtepunktiks olulisele ja ulatuslikule uurimis-
suunale iildises topoloogias — kompaktsete ruumide teooriale.

Teoreem 3.33 (Heine-Boreli lemma). Kui arvsirge 6ik [a,b] on kaetud I6pmatu arvu vahemikega,
siis nende hulgast saab valida I6pliku arvu vahemikke, mis katavad 18igu [a, ] .

Toestus. Olgu A niisugune vahemikest S koosnev |8pmatu hulk, mis katab I3igu [a, b], niisiis,
[a,b] C J{S|S € A}. Meie eesmirk on veenduda, et hulk A sisaldab niisuguse /6pliku alamhulga
Ag C A, millesse kuuluvad vahemikud samuti katavad [a, b], s.t. [a,b] C|J{S | S € Ag}.
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Olgu X kdigi niisuguste arvude = € [a,b] hulk, et 18iku [a,z] saab katta Ipliku arvu vahemikega
hulgast A, s.t.

X = {x € [a,] | leidub I8plik A, € A [a,2] € J{S| S € Ax}}.

Margime, et

1) X ei ole tiihihulk, sest a € X (pdhjendada!)X ning
A kuizre X jaa<z <, siisz € X (selgitadal K.
Vaide on tdestatud, kui oleme veendunud, et b € X.

Selge, et b on hulga X iilemine t8ke, seetdttu saame rakendada pidevuse aksioomi, mille kohaselt ek-
sisteerib ¢ := sup X. Naitame kdigepealt, et ¢ € X. Kuna X C [a, b], siis ¢ € [a, ] (pBhjendada! PK. See-
ga leidub niisugune vahemik Sy = (v, Bp) € A, et ¢ € Sy. Paneme tihele, et vahemik Sy peab sisaldama
mingi punkti zg hulgast X, s.t. g € SoN X: kui oletada, et SyNX = &, siis ag oleks hulga X ilemine
tdke, mis seose oy < ¢ t8ttu on vastuolus sellega, et ¢ on hulga X iilemine raja. Hulga X definitsiooni
kohaselt leidub 18plik alamhulk {S7,S2,...,S,} € A omadusega [a,z0] C J{Sk|k=1,2,...,n},
siis [a,c] CU{Sk | k=0,1,2,...,n} (pdhjendadal DX, niisiis, c € X.

N3itame, et ¢ = b. Oletame vastuviiteliselt, et ¢ < b, siis eelpool vaadeldud vahemikus Sy leidub
mingi punkt z* omadusega x* > ¢, z* € [a, b] . Kuid sel juhul z* € X (p8hjendada!)*X, mis on vastuolus
tésiasjaga, et ¢ on hulga X iilemine raja. Tdhendab, b = ¢ € X, mida me tahtsimegi tGestada. ®

3.7.2 Bolzano—Cauchy teoreemide tdestus Heine-Boreli lemma abil

K&esoleva peatiiki punktis 3.2 tdestasime Bolzano—Cauchy teoreemi vahepealsetest vaartustest (teoreem
B.13), mis vaidab, et kui arvud vy, ja yo, kus Y17 Y5, on mingis intervallis pideva funktsiooni f vaartused,
siis iga arv A, mis asub arvude vy, ja yo vahel, on samuti funktsiooni f viirtus. See teoreem jareldub
otseselt teoreemist 18igus pideva funktsiooni nullkohast (teoreem B.11): kui I6igus [a, b] pideva funktsiooni
f véértused I6igu otspunktides on erinevate mérkidega, siis leidub vahemikus (a,b) punkt ¢ omadusega
f (¢) = 0. Teoreemi [3.11] tdestus oli iiles ehitatud teoreemile sisestatud |8ikudest (vt. teoreem [2.18]).

Jargnevalt naditame, et teoreemi[3.11] (seega ka teoreemi[3.13)) v8ib vaadelda jareldusena Heine—Boreli
lemmast.

Teoreemi [3.11] tdestus. Eeldame, et funktsioon f: [a,b] — R on pidev ning (konkreetsuse mdttes)
f(a) <0ja f(b) > 0. Oletame vastuvaiteliselt, et f (z) # 0 iga « € [a, ] korral. Funktsiooni pidevuse
definitsioonist tuleneb jargmine viide:
kui funktsioon f: D — R on pidev punktis z ja f (z) > 0 (f (z) < 0) siis leidub punktil z selline iimbrus
Us(z), et f(x) >0 (f(z) <0) igaz e Us(z)ND korral
(tdestada! K. Selle vdite ning meie vastuvaitelise oletuse kohaselt saab iga « € [a,b] jaoks leida talle
vastava d, > O nii, et funktsioon f sdilitab marki hulgas Us, (z) N [a, b] (pBhjendada!pX. On selge, et
[a,b] € U{Us, (x) |  €la, b}, niisiis on 18ik [a,b] kaetud vahemikega Us, (z) (x € [a,b]). Teoreemi
[3.33 kohaselt leiduvad punktid z1 < 29 < ... < z, 18igus [a, b] nii, et

[a,] € | Us,, (xx).
k=1

Sealjuures, vdime eeldada, et Us,, (zi) N Us,,, | (zit1) # D igai = 1,...,n — 1 puhul (miks?)X. Kuna
a € Us, (x1) ning f(a) < 0 ja f silitab hulgas Us, (x1)N[a,b] mérki, siis f(z) < 0iga z €
Us,, (x1)N[a, b] korral. Sellest, et f siilitab hulgas U, (z2) N[a, b] mérki ja Us, (x1) NUs,, (v2) # @,
tuleneb, et f(z) < 0 iga = € Us,, (z2) N[a, b] korral. Korrates sama méttekdiku n korda, jduame
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tulemuseni, et f (z) < 0iga z € Us,, (x,)Nla, b] korral. Kuid see on vastuolus meie eeldusega f (b) > 0,
sest b € Us,, (wn) N [a,b]. Saadud vastuolu kinnitab funktsiooni f nullkoha olemasolu.

3.7.3 Weierstrassi teoreemide tdestus Heine—Boreli lemma abil

Punktis 3.2 tdestatud Weierstrassi teoreemid vaidavad, et iga I6igus pidev funktsioon on selles I6igus
tékestatud (teoreem 3.18)) ja ta saavutab selles I6igus oma suurima ja vdhima vaartuse (teoreem [3.16]).
Teoreem tuleneb teoreemist [3.15] mille tdestuseks rakendatakse Bolzano-Weierstrassi teoreemi.

Me nditame jargnevalt, et teoreem (siis ka teoreem [3.16)) on tuletatav Heine-Boreli lemmast.

Teoreemi [3.17 téestus. Eeldame, et funktsioon f: [a,b] — R on pidev, olgu ¢ > 0. Iga = € [a, b
korral saab valida tema sellise imbruse Us, (), et

f(x)—e< f(z) < f(x)+ e kdikide z € Us, () N [a,b] korral (3.25)
(selgitada! . Kuna [a,b] € |J Us, (x), siis on I8ik [a,b] kaetud vahemikega Us, (x). Heine-Boreli
z€[a,b]
lemma pdhjal saab 18igus [a, b] valida punktid =1, 9, ...z, omadusega

la,0] € | J Us., ()

Seejuures on funktsioon f seoste (3.25]) t5ttu igas hulgas Us,, (w) N[a, b] tdkestatud (selgitada!)X,
mistdttu leiduvad arvud my, ja My, et

mi < f(z) < My (xEngk(:ck)ﬂ[a,b], k=1,....n).

Tahistame m := min my ja M := max My, siis
<k<n 1<k<n

m<f@ <M (z€ab)
(selgitada! M. Seega on funktsioon f I8igus [a, b] tdkestatud.

Markus. Ka teoreemi[3.16] saab t3estada Heine—Boreli lemma abil. Nimelt, olgu f tdkestatud I3igus
[a,b], olgu M = sup f(x) ning oletame viitevastaselt, et f(z) < M iga x € [a,b] korral. Iga x € [a, b]
jaoks olgu vaIitudggaeiavg (0, M — f(x)). Kuna f on pidev I8igus [a, b], siis iga = € [a, b] jaoks leidub ., > 0
omadusega, et f(z) < f(z) + e, < M, kui z € Us_ (x) N [a,b]. Niiiid Heine-Boreli lemma vimaldab
l8igu [a,b] kattest |J{Us., : @ € [a,b]} eraldada Ipliku alamkatte J {U(ngk ck=1,... ,n} 2 [a,b].
Niisiis osutub, et iga z € [a,b] jaoks f(z) < max{f(zg) +¢ez,: k =1,...,n} < M, mis on vastuolus
sellega, et M on f vddrtuste hulga vahim iilemine tdke.

3.7.4 Cantori teoreemi tdestus Heine—Boreli lemma abil

Cantori teoreem (vt. teoreem [3.28]), mis vaidab, et iga I6igus pidev funktsioon on selles I6igus iihtlaselt
pidev, on oluline abivahend matemaatilise analiilisi paljude tulemuste tdestamisel. Punktis 3.3 esitatud
tdestus toetub Bolzano-Weierstrassi teoreemile.

Nditame jargnevalt, et Cantori teoreemi saab suhteliselt lihtsalt testada Heine-Boreli lemma abil.



86 3 Pidevad funktsioonid

Teoreemi [3.25] tdestus. Eeldame, et funktsioon f: [a,b] — R on pidev. Olgu ¢ > 0. Meie eesmargiks
on niidata niisuguse § > 0 olemasolu, et |f (x) — f (2')| < &, kui z,2’ € [a,b] ja |z — 2’| < 0 (vrd.
lihtlase pidevuse definitsioon alapunktis 3.5).

Pidevuse definitsioonist tulenevalt saame iga x € [a, b] puhul fikseerida arvu §, > 0 nii, et

If (2) — f(2)] < g kikide z € Us, () N [a,b] korral. (3.26)
Paneme tihele, et kui 2’ € Us, ()N [a, b], siis

‘f(x’) —f(z)‘ <e (z2€Us, (x)N][a,b])

(kontrollida! XK. Vaatleme punktide 2 imbrusi U ()= (z— %, z+ 5”) Kuna
C
la,b] C U 7,
S CL
siis Heine-Boreli lemma p&hjal leiduvad punktid x1, o, ..., x, omadusega

abQLnJ oy

Tahistame § := 1I<I?]l€1£1 -, rahuldagu punktid z,2’ € [a,b] tingimust |z —2/| < d. On selge, et
~ \n

mGUUa (xk), seega
k=1

/ 59%0 5xk0
T E | Thy — 5 Tho + N[a,b] C Ué’”ko (k) N [a, b]

mingi ko € {1,...,n} korral. Kuna

@ — ap| < |z — 2| + |2 — @k, | <0+
siis
x € <mk0 — Oy > Tho + 53%) Nla, b = Ué’”ko (xgy) N [a,b],
ning seose (3.26]) kohaselt

[ @) = F ()] < 1F (@) = F ()] + | (@n) = £ ()] < 5 +

£
2

= ¢&.

Teoreem on tdestatud.
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4 Diferentseeruvad funktsioonid

4.1 Diferentseeruvuse moiste ja diferentseerimisreeglid
4.1.1 Tuletis, selle geomeetriline ja analiiiitiline tdhendus

Olgu D C R. Olgu a € D selline, et leidub zntervall X omadusega a € X C D. Vaatleme
funktsiooni f: D — R.

Definitsioon. Funktsiooni f tuletiseks punktis a € D (derivative, npoussodnas) nimeta-
takse piirvadrtust

f/<a>:glﬁl_rgf(x;:i(a):]lllir(l)f(a+h}1_f(a) (41)

Kui piirvaartus f’ (a) on 10plik, siis eldakse, et funktsioon f on diferentseeruv (differentiable,
Jugppepernyupyemasn) punktis a € D. Kui eksisteerib iihepoolne piirviirtus

@)t L@@

r—a— r —a r—ra+ Tr—a

siis koneldakse vastavalt vasak- ja parempoolsest tuletisest kohal a.

Definitsioon. Oeldakse, et funktsioon f: D — R on diferentseeruv, kui ta on diferent-
seeruv igas punktis x € D. Funktsiooni f': D — R nimetatakse sel juhul funktsiooni f
tuletiseks ehk tuletisfunktsiooniks.

Olgu Dy C D. Oeldakse, et funktsioon f: D — R on diferentseeruv hulgas D+, kui ahend
flp,: D1 — R on diferentseeruv.

Me kasutame allpool funktsiooni f (voi avaldise f (z)) tuletise tdhistamiseks tihti ka
kirjutusviisi (f (x))’, niiteks (vt. niide 4.6))

(sinz) = cosz iga z € R korral.

Kui funktsioon f’ on hulgas D diferentseeruv, siis tihistame f2 = f” = (f'), seda
funktsiooni nimetatakse funktsiooni f teiseks ehk teist jiarku tuletiseks hulgas D. Kui f” on
hulgas D diferentseeruv, siis f&) = £ := (")’ on funktsiooni f kolmas ehk kolmandat jirku
tuletis hulgas D, jne. Uldjuhul tihistame funktsiooni n-dat jirku tuletist siimboliga f.

Lause 4.1 Kui funktsioon f on punktis a € D diferentseeruv, siis on ta selles punktis pidev.
Toestus. Iseseisvalth =

Meenutame diferentseeruvuse moiste geomeetrilist sisu. Tombame ldbi funktsiooni f
graafiku punktide P = (a, f (a)) ja @ = (x, f (x)) l6ikaja (vt. joonis 4.1), see on méaaratud
vorrandiga @ @

f(x)—[(a

. (X —a), (4.2)
kus (X,Y) on vaadeldava sirge punkt (selgitada!)’X. Eeldame, et funktsioon f on kohal a
diferentseeruv, siis protsessis * — a graafiku punkt @) ldheneb punktile P (pohjendadal)X,
seejuures saab vorrand (£2) kuju

Y = f(a)+ f(a) (X —a).

Y =f(a)+
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Sellega médratud sirget nimetatakse funktsiooni f graafiku puutujeks punktis P. Niisiis,
kohal a diferentseeruva funktsiooni f korral defineeritakse tema graafiku punktis (a, f (a))
puutuja kui punkte (a, f (a)) ja (z, f (z)) ldbiva ldikaja piirseis protsessis x — a, tuletis
f' (a) on vordne puutuja tousuga, s.t. tousunurga tangensiga (vt. joonis 4.1). Seega iseloo-
mustab diferentseeruvat funktsiooni tema graafiku teatav siledus, asjaolu, et graafik on "ilma
nurkadeta'.

I
|
|
|
|
|
|
|
—————————— 4
|
|
z

53

0 a

Joonis 4.1: Diferentseeruva funktsiooni graafiku puutuja.

Funktsiooni diferentseeruvuse moiste analiittiline sisu avaldub jirgmise lausena.

Lause 4.2 Funktsioon f: D — R on kohal a € D diferentseeruv parajasti siis, kui leidub
reaalarv A ja funktsioon o € o(x — a) (protsessis x — a) nii, et iga x € D korral kehtib
valem

[(x) = f(a) + A- (2 — a) + a(a). (4.3)

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et f on punktis a diferentseeruv. Valime A = f'(a) ja
a(x) = f(z) — f(a) — f'(a) - (x — a). Niitid « € o(z — a) ning iga = € D korral valem (4.3))
kehtib (selgitage!)".

Piisavus. Saame, et

f@) =) _ , , alw)

r—a r—a

Kuna « € o(x — a) protsessis x — a, siis

i L2 =10 _

(selgitage! P, mistottu f'(a) = A ja jarelikult f on diferentseeruv punktis a. m

Lause vaidab jargmist: f diferentseeruvus kohal a on samaviirne sellega, et leidub
A € R nii, et leiab aset koondumine (selgitage!X):

o 40 = Ti(a)

r—a Tr— a

=0, (4.4)

kus T1(z) = f(a) + A - (x — a). Sealjuures on arvu A rollis sel juhul arv f’(a).
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Koondumisest (£4) jareldub, et kehtib ka koondumine

lim (f(z) - Ty()) = lim L& =@

r—a r—a xr—a

(r—a)=0.

Niisiis, kui f on diferentseeruv kohal a, on f punkti a imbruses lihendatav lineaarfunkt-
siooniga 77.

Korgemat jirku poliinoomidega lihendamist punkti a timbruses (kasutades sobivat jarku
diferentseeruvust) uuritakse alapeatiikis ,/ Taylori valem* (vt. [L3]).

Tuletise definitsioonist ldhtudes leitakse lihtsamate elementaarfunktsioonide tuletised.
Naiteks,
1) konstantse funktsiooni f: R — R, z — c¢puhul f' (z) = 0igax € R korral (kontrollige! "X,
2) (cx +d) = ciga x € R korral (kontrollige! )%,
3) (z") = na""!iga x € R korral (kontrollige!)".
Seevastu absoluutvidrtusega méadratud funktsioonil = — |z| ei ole punktis a = 0 tuletist
(veenduge! K.

Niide 4.1. Leiame eksponentfunktsiooni
fR=>R, e

tuletise. Selleks arvutame suvalise a € R puhul piirvéiéirtuseﬁ

, ) ea+h — et ] eaeh — et s eh -1
f(a) = lim ————— = lim —— = ¢ lim
h—0 h h—0 h h—0  h

niisiis,
(e*) = e” iga x € R korral.

Naiide 4.2. Siinusfunktsiooni
ffR—=>R, z—sinx

jaoks (vt. ptk. [6.7)) kehtib vordus sin(x + y) = sinx cosy — cos x sin y, millest jareldame, et

. _ . _ x—er . ﬂ . ~
sinx — siny = 2cos =~ sin —~ ning seetottu
. . B\ oin b
. sin(a+h) —sina ~ 2cos(a+ 2)sin 2
f/ (a) — lim ( ) — lim ( 2) 2
h—0 h h—0
. h\ .. sin%
= limcos ( a+ - | lim —= = cosq,
h—0 2 ) h—0 5
s.t.
(sinz)’ = cosz iga = € R korral.
Analoogiliselt veendutakse, et (cosz) = —sinx iga € R korral (kontrollida!)¥X.
3Piirvaartuse }1111% " =1 arvutamiseks teeme muutujavahetuse z ;= e" — 1, siis h = In (2 +1). Kui h — 0,
—
.. . . eh—l 1 z _
siis ka z — 0, ning }1113% — = ;1_1:% eyl 1.
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4.1.2 Tehetega seotud diferentseerimisreeglid
Lause 4.3 Kui funktsioonid f: D — R ja g: D — R on punktis a diferentseeruvad, siis ka
funktsioonid f+g ja f—g on selles punktis diferentseeruvad ning (f £ g)' (a) = f'(a)£g' (a).

Toestus. Iseseisvalt’4 m

Lause 4.4 Kui funktsioon f on punktis a diferentseeruv, siis ka funktsioon A\f on iga X € R
korral selles punktis diferentseeruv ning (Af) (a) = \f'(a).

Toestus. [seseisvaltP =

Lause 4.5 Kui funktsioonid f: D — R ja g: D — R on punktis a diferentseeruvad, siis ka
nende korrutis fg on selles punktis diferentseeruv funktsioon ning (fg)' (a) = f (a) ¢’ (a) +

f'(a)g(a).
Toestus. Iseseisvalt m

Lause 4.6 Ku: funktsioonid f: D — R ja g: D — R on punktis a diferentseeruvad ning
g (a) # 0, siis ka funktsioon
f f ()

D =R, v+ ,
g g9 (x)

kus D' :={x € D | g(x) # 0}, on selles punktis diferentseeruv ja

f 'a _ J'a)g(a) = f(a)g'(a)
(g) (@) g(a)? '

Toestus. Paneme tidhele, et hulk D’ ei pruugi olla intervall, kuid ilmselt on a mingi
alamintervalli D" C D’ sisepunkt voi otspunkt: kuna g (a) # 0, siis kehtib kas g (a) < 0 voi
g (a) > 0, seega saame valida sellise 6 > 0, et D" := (a — d,a+ ) C D’ (otspunkti korral
D" = [a,a+ J) voi D" := (a — 6,a]) ja g(x) < 0 (vastavalt g (z) > 0) iga x € D" korral
(selgitadal ).

Vaatleme algul juhtu, kus f on konstantne funktsioon vaartusega 1, siis

1 1 D
A A O Bl
r—a Tr — a T—ra Tr— a
1 gla) —g(x 1
= lim (@) @) = 3 (=4 (a))
r~ag(z)gla) z—a g(a)

Sellest valemist saame lauset rakendades, et

(Y w=(r) @=r@(t) @ roio

_ iy 9@ 1

F@ s

_f'{9)g(a) ~ fla)g'(a)
g(a)?
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Lause on toestatud. m

Loetletud diferentseerimisreegleid rakendades on lihtne veendudarX, et
1) iga poliinoom P (z) = a,2™ + a,—12" ' + -+ + ag on igas punktis € R diferentseeruv
ning P’ (z) = na,2™ '+ (n— 1) ap_12" 2 + -+ - + ay,
2) (tanz) = (M)I = - igar e R\ {5 +kr|k=0,1,2,...} korral,

cosx cos?

3) (cotz) = ——— igax € R\ {kr | k=0,1,2,...} korral.

in“ x

4.1.3 Liitfunktsiooni ja p66rdfunktsiooni diferentseerimine

Jargmine lause esitab eeskirja kahest komponendist koosneva liitfunktsiooni diferentseeruvu-
seks, analoogiline eeskiri on meile hésti tuntud ka suurema arvu komponentide puhul. Seda
eeskirja nimetatakse ka ahelareegliks.

Lause 4.7 Olgu funktsioon f: D — R kohal a € D diferentseeruv. Kui f (x) € E iga x € D
korral ja funktsioon h: E — R on punktis b := f (a) diferentseeruv, siis ka liitfunktsioon

hof:D—=R, hof(x):=h(f(z))
on punktis a diferentseeruv ja
(ho f) (a) =1 (b) f'(a).

Toestus. Eeldame, et funktsioon u = f (z) on kohal a ja funktsioon y = h (u) kohal
b = f (a) diferentseeruv. Meie eesmérgiks on veenduda, et

limhof(x)—hof(a)

r—a Tr— a

=N (f(a)) f (a).
Defineerime abifunktsiooni

hO)=hO) * kui w £ b
piEoR ol ::{ W (b) kuiuib.

Kuna funktsioon h on punktis b diferentseeruv, siis ¢ on kohal b pidev:

lim ¢ (u) = lim hiw) = hb)

u—b u—b u—>b

— (1) = b). (4.5)

Kuna funktsioon f on kohal a diferentseeruv, siis lause kohaselt on ta selles punktis
pidev. Et funktsioon ¢ on pidev kohal b = f (a), siis liitfunktsioon ¢ o f on lause B.10] pohjal
pidev punktis a, seega

lim o (f () = ¢ (f (a)) . (4.6)

T—a
Paneme tahele, et
h(u)—h(b) =¢(u)(u—">0) iga v € E puhul,
niisiis

h(f(x)) =h(f(a) =¢(f (@) (f(z) = f(a) igax € D korral. (4.7)
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Seostest, (A7) ja (L6) saame, et

hof(x) =hof(a) h(f (x)) = h(f(a))

= lim

(ho f) (a) = lim

= timo (7 o) L= — i (1 o) i LT

= ¢ (f () f'(a) =N (f () f'(a).

Lause on toestatud. m

Teiseks toestame poordfunktsioont diferentseerimise reegli. Meenutame, et kui f: D —
R on hulgas D rangelt monotoonne funktsioon, siis tal on rangelt monotoonne péordfunkt-
sioon g := f~! (vt. lause B.IR). Kui seejuures D on intervall ja f on pidev, siis tema viidirtuste
hulk R := {f (z) | * € D}, mis on poordfunktsiooni g médramispiirkond, on samuti intervall

(vrd. teoreem [3.13)).

Lause 4.8 Olgu pidev rangelt monotoonne funktsioon f: D — R punktis a diferentseeruv.

Péérdfunktsioon g: D' — R on punktis b := f (a) diferentseeruv parajasti siis, kui f’ (a) # 0.

Sel juhul

1
f'(a)

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et poérdfunktsioon g on punktis b = f (a) diferentseeruv.
Kuna g (f (z)) = x iga x € D korral, siis lause &7 kohaselt ¢’ (f (a)) f' (a) = (go f)' (a) = 1.
Siit jareldub, et f’(a) # 0 ja kehtib vordus (4.8))

Piisavus. Olgu f'(a) # 0. Peame silmas, et f(x) # f (a) iga x € D\ {a} korral, seega
on funktsioon

g’ (b)

. (4.8)

r—a
F:D\{a} >R, g —2 "¢
« - 7@
korrektselt defineeritud, kusjuures lim F'(z) = ﬁ (selgitadal K. Tahistades y = f (z)
T—a

(seega * = g (y)) ja pidades silmas, et funktsioon g on pidev punktis b (pohjendadal)X,

saame seose lim x = lim ¢ (y) = a. Niisiis,
y—b y—b

Lause on toestatud. m
Naiide 4.3. Leiame valemi (4.8)) abil logaritmfunktsiooni
f: (0,00) =R, z+—Inz
tuletise. Kuna y = f (x) on eksponentfunktsiooni
g R—=R, y—eY

poordfunktsioon, siis lause kohaselt

1 1 1 1
I (z) 70 e g iga x € (0,00) korra
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Niide 4.4. Kuna
f:[-1,1] > R, z+ arcsinz

on pideva rangelt kasvava funktsiooni

g: [—g,g] — [-1,1], y+>siny

poordfunktsioon, siis valemi (4.8) kohaselt
|
cosy \/l—sin2y V1 —a?

Analoogiliselt tuletatakse valemid

f(z) = iga x € (—1,1) korral.

(arccosz)’ = N (x € (—1,1))

V1—a?

ning
1
(arctanz) = e ja (arccotz) = — (x € R)

(kontrollida!)X.

4.2 Diferentseeruvuse keskvaiartusteoreemid, nende rakendused
4.2.1 Fermat’ ja Rolle’i teoreem

Alustame olulise tahelepanekuga tuletise seosest funktsiooni ekstreemumaitega.
Definitsioon. Oeldakse, et funktsioonil f: D — R on punktis a € D suurim (vihim)
vddrtus ehk globaalne maksimum (miinimum) (global, absolute mazimum, abcomommumiti marcu-
mym), kui iga x € D korral kehtib vorratus f (z) < f (a) (vastavalt f(z) > f(a) iga x € D
korral).
Kui funktsiooni f méadramispiirkonna D sisepunktil a on imbrus Uy (a) omadusega

f(z) < f(a) iga x € Us (a) korral,

siis Oeldakse, et funktsioonil f on punktis a lokaalne maksimum (local, relative mazimum,
aokanvroit maxcumym). Kui f(z) > f(a) iga x € Us(a) korral, siis koneldakse lokaalsest
mainimumist. Kui funktsioonil on vaadeldavas punktis kas lokaalne maksimum voi lokaalne
miinimum, siis 6eldakse, et tal on lokaalne ekstreemum.

Lause 4.9 (Fermat’ teoreem, tarvilik tingimus lokaalseks ekstreemumiks). Olgu
funktsioon f: D — R intervalli D sisepunktis a diferentseeruv ning olgu tal selles punktis
lokaalne ekstreemum. Siis f'(a) = 0.

Toestus. Konkreetsuse mottes olgu funktsioonil f punktis a lokaalne maksimum. Olgu
d > 0 selline arv, et f (z) < f(a) iga = € Us (a) korral. Siis

f(x) = f(a)

> 0 koikide € (a — 0, a) korral
r—a
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ja
W < 0 koikide z € (a,a + d) korral

(selgitada! K. Diferentseeruvuse eelduse tottu eksisteerivad iihepoolsed piirvadrtused

i FE 1@ ) @)
r—a— T — Q r—a+ T — Q
(pohjendadal!X. Kuna need peavad olema vordsed, siis f’'(a) = lim W = 0.
T—a

Lokaalse miinimumi korral on toestus analoogiline. m

Geomeetriliselt tdhendab lause védide seda, et kui punktis a diferentseeruval funkt-
sioonil on selles punktis lokaalne ekstreemum, siis tema graafikule punktis (a, f (a)) voetud
puutuja on paralleelne z-teljega (selgitada!)K. Rohutame, et tegemist on vaid tarviliku, iild-
juhul mitte piisava tingimusega, lihtsaks kontranéiteks on funktsioon y = 23 (kontrollida!)"&.

Lause 4.10 (Rolle’i teoreem). Olgu f loigus [a,b] pidev funktsioon, mis vahemikus (a,b)
on diferentseeruv. Kui f (a) = f(b), siis leidub selline ¢ € (a,b), et f'(c) = 0.

Toestus. Kui f on seejuures konstantne funktsioon, siis f’ (z) = 0 iga « € (a,b) pu-
hul. Mittekonstantse funktsiooni f korral margime koigepealt seda, et Weierstrassi teoreemi
kohaselt (vt. teoreem B.I6) on funktsioonil f 16igus [a,b] nii globaalne maksimum kui ka
miinimum. Kuna f ei ole konstantne, siis peab vihemalt iiks neist ekstreemumitest olema
vahemikus (a, b) (selgitada!)X, olgu see punktis ¢ € (a, b) . Lause L9 pohjal f'(c) =0. m

Geomeetriliselt tahendab Rolle’i teoreemi viide seda, et kui 16igus [a, b] pideva ja vahe-
mikus (a, b) diferentseeruva funktsiooni f graafiku punkte (a, f (a)) ja (b, f (b)) l&bib selline
16ikaja, mis on z-teljega paralleelne, siis on nende vahel selline graafiku punkt (¢, f (c)),
milles voetud puutuja on z-teljega paralleelne.

4.2.2 Lagrange’i keskviirtusteoreem ja funktsiooni monotoonsusomadused

Ei ole pohjust arvata, et Rolle’i teoreemi viide kehtib vaid x-teljega paralleelsete 16ikajate ja
puutujate puhul. Jirgmine lause — Lagrange’i keskvairtusteoreem — iitlebki, et 16igus [a, b]
pideva ja vahemikus (a,b) diferentseeruva funktsiooni f korral saab vihemalt iihes graafi-
ku punktis (¢, f (¢)) votta puutuja, mis on paralleelne 1dbi punktide (a, f (a)) ja (b, f (D))
tommatud loikajaga (vt. joonis 4.2).

Lause 4.11 (Lagrange’i keskvddrtusteoreem). Olgu f loigus |a,b] pidev funktsioon, mis
vahemikus (a,b) on diferentseeruv. Siis leidub selline ¢ € (a,b), et

[ (0) =/ (@) (49)

7o) =+

Toestus. Defineerime abifunktsiooni g: [a,b] — R seosega

g(@)= @) - LUy
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Joonis 4.2: Lagrange’i keskviirtusteoreem.

See on 16igus [a, b] pidev (pohjendada!)X ning vahemikus (a, b) diferentseeruv:

f(b) = f(a)

g @)= 1@ - LD e oy,
Kuna seejuures g(a) = g (b) (veendudal!)X, siis saame funktsioonile g rakendada Rolle’i

teoreemi. Selle kohaselt leidub niisugune punkt ¢ € (a,b), et

f(b) = f(a)

b—a

0=yg'(c)=f"(c) =
s.t. kehtib (£9). =
Tingimus (£.9) esitatakse tihti kujul

f(a+h)—f(a)=f"(a+ 6h)h mingi 6 € (0,1) korral.

Lagrange’i keskvadrtusteoreem voimaldab meil lihtsalt rakendada funktsiooni tuletist sel-
le funktsiooni monotoonsusomaduste kirjeldamisel.

Lause 4.12 Olgu f: D — R pidev funktsioon, mis intervalli D koigis sisepunktides x € D°
on diferentseeruv.

(a) Kui ' (z) =0 iga x € D° korral, siis f on konstantne funktsioon.

(b) Kui f' (z) > 0 (f' (z) = 0) igax € D° korral, siis f on rangelt kasvav (kasvav) funktsioon.
(¢) Kui f'(x) < 0 (f'(z) <0) iga x € D° korral, siis f on rangelt kahanev (kahanev)
funktsioon.

Toestus. Olgu y ja z suvalised punktid intervallis D, eeldame, et y < z. Eelduse ko-
haselt on funktsioon f 16igus [y, z] pidev ning vahemikus (y, z) diferentseeruv, seega leidub
Lagrange’i keskviirtusteoreemi pohjal ¢ € (y, z) omadusega

f)=fly)=f()(z—y). (4.10)
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Seejuures on ¢ hulga D sisepunkt (pohjendadal)X.

Juhul (a) kehtib vordus f'(c) = 0, seega f(2) — f(y) = 0 ehk f(y) = f (z) suvaliste
Y,z € D puhul.

(b) Kui f’ (z) > 0 iga € D° korral, siis seose (L.I0) kohaselt

f)=f) =1 (c)(z—y) >0,

seega on f rangelt kasvav. Analoogiliselt saadakse viite (b) teine pool, samuti viide (c)
(iseseisvaltDX). m

Lause 4.13 Olgu 6 > 0 ja olgu funktsioon f: D — R pidev punktis a € D° ning dife-
rentseeruv molemas vahemikus (a — d,a) ja (a,a +9).

(a) Kui f'(z) = 0 iga x € (a —0,a) korral ja f'(z) < 0 iga v € (a,a+6) korral, siis on
funktsioonil f punktis a lokaalne maksimum.

(b) Kui f'(z) < 0 iga x € (a—9,a) korral ja f'(x) > 0 iga x € (a,a+ 9) korral, siis on
funktsioonil f punktis a lokaalne mitnimum.

Toestus. Iseseisvalt« m

Lause [4.13] voimaldab funktsiooni lokaalsete ekstreemumite olemasolu testida ka neis
punktides, kus funktsioon on pidev, kuid ei ole diferentseeruv.
Naide 4.5. Teatavasti ei ole absoluutviirtusega méairatud pidev funktsioon

fTR=R, =z |z|
kohal z = 0 diferentseeruv, kuid

, |1, kuiz >0,
f(x)—{ -1, kuiz <0.

Seega suvalise 6 > 0 puhul f’(z) < 0 intervallis (—6,0) ning f’(x) > 0 intervallis (0, d),
lause LT3|(b) kohaselt tiahendab see funktsiooni lokaalset (tegelikult globaalset) miinimumi
punktis 0.

4.2.3 Funktsiooni graafiku kumerus ja nogusus. Asiimptoodid.

Olgu D C R intervall. Olgu f: D — R mingi funktsioon, vaatleme zy-tasandil vorrandiga
y = f (z) méératud joont, mida me teatavasti nimetame funktsiooni f graafikuks. Votame
suvalised kaks arvu x1,29 € D, kus 71 < 9, ja tombame ldbi joone punktide (z1, f (x1))
ning (o, f (x2)) loikaja, s.o. sirge, mille vorrand on kujul
x9) — f(x
y:f( 2) f( 1)({L‘—l‘1)+f(l‘1)

To — T1

(selgitadalX; peame silmas, et x; ja x5 on fikseeritud arvud).

Definitsioon. Utleme, et vorrandiga y = f (z) méiratud joon on
1) nogus intervallis D, kui iga loigu [x1,25] C D korral funktsiooni f graafik selles 16igus
on allpool 1abi punktide (z1, f (z1)) ning (x2, f (x2)) tommatud ldikajat, s.t.

f(w2) = f(21)

To — T1

f(z) <

(x —x1) + f (x1) iga = € [x1, x5 korral,
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2) kumer intervallis D, kui iga loigu [r1, 23] C D korral funktsiooni f graafik selles 16igus
on iilalpool l&bi punktide (z1, f (x1)) ning (xs, f (z2)) tommatud loikajat, s.t.

f(w2) = f (21)

Lo — T1

f(x) > (x —x1) + f(x1) iga x € [z1, 22] korral.
Tuleb vahet teha maoistetel funktsiooni graafiku kumerus ja funktsiooni enda kumerus.
Definitsioon. Funktsiooni f: D — R nimetatakse kumeraks intervallis D; C D, kui iga
x1, %o € Dy jaiga A € [0,1] korral kehtib vorratus

[z + (1= Naz) < Af(z1) + (1= A) f(z2).

Funktsiooni f nimetatakse rangelt kumeraks intervallis Dy, kui A € (0, 1) korral see vorratus
on range.

Vottes iilaltoodud funktsiooni graafiku nogususe definitsioonis © = Az +(1—\)x2 ndeme,
et funktsioon on kumer parajasti siis, kui tema graafik on nogus.

ya Ya

Sy

0 T 0

Joonis 4.3: Kumer ja nogus joon.

Kui funktsioon f on diferentseeruv intervalli D igas sisepunktis x, siis on tema graafiku
punktides (x, f (x)) olemas puutuja. Sel juhul saab joone y = f(z) kumerust (négusust)
kirjeldada ka selle joone puutujate kaudu (vt. joonis 4.3).

Lause 4.14 Olgu funktsioon f: D — R lahtises intervallis D diferentseeruv. Joon y = f (z)
on intervallis D kumer (nogus) parajasti siis, kui tema graafik paikneb allpool (ilalpool) tema
suvalises punktis voetud puutujat.

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et joon y = f (z) on intervallis D kumer. Olgu z; € D.
Punktis (xy, f(z1)) joonele y = f(z) tommatud puutuja vorrand on

y = flx1) + f(@1)(z — 21).

Olgu 25 € D, x5 > x1. Suvalise x € (x1,23) korral saame joone kumeruse definitsiooni

kirjutada kujul
f(z) = f(a1) S f(z2) = f(z1)

=
r — I To — X1

Minnes siin piirile  — z; saame

f(x2) — f<x1>

/
>
f(ar) 2 g
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Asendades selle puutuja vorrandisse ning vottes puutuja vorrandis z = z,, saame

fla2) = fz1)

To — T

y = f(z) + (T2 — 1) = f(22)
ehk punktis x5 on punktis x; voetud puutuja iilalpool graafikut. Samamoodi saab niidata,
et punktis z; on punktis zs voetud puutuja iilalpool graafikut.

Piisavus. Eeldame, et joone y = f(z) graafik paikneb allpool tema suvalises punktis
voetud puutujat. Olgu 1, x5 € D, 21 < 25 ning olgu zg € [x1, T2]. Kirjutame vilja tingimuse,
et punktides z; ja x5 on funktsiooni graafik allpool punktis xy voetud puutujat:

f(x1) < fzo) + f(o) (@1 — o) ja f(x2) < flwo) + f(20) (w2 — o).

Korrutades siin esimest vorratust suurusega x, — xy ning teist suurusega xo — x; (molemad
suurused on mittenegatiivsed) ning liites saadud vorratused kokku saame

f(@1)(z2 — zo) + f(w2)(x0 — 1) < f(®0) (22 — 21).
Jagame saadud vorratuse suurusega ro — x1. Siis saame

ey @) 2 M@)oy ),

To — T To — I To — T1

To — To

f(x0) = f(21)

mis, arvestades x1,z9 ja x¢ suvalisust, ongi joone kumeruse definitsioon.
Nogususe puhul on toestus analoogiline. m

Joone kumerust ja nogusust saab kirjeldada ka funktsiooni tuletise omaduste kaudu.
Kehtib jargmine lause.

Lause 4.15 Olgu funktsioon f: D — R lahtises intervallis D diferentseeruv. Joon y = f (z)
on intervallis D kumer (nogus) parajasti siis, kui funktsioon f' on intervallis D kahanev

(kasvav).

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et joon y = f (z) on intervallis D kumer. Olgu z1, 22 € D
suvalised punktid, olgu x; < 5. Kui votame joonele puutuja nii punktis (xy, f (z1))kui ka
punktis (z9, f (x2)), siis funktsiooni graafik kulgeb allpool mélemat puutujat. Seetottu

f(x2) < 1 (21) (22 — 1) + f (1) ehk f(zo) — f(21) < [/ (21) (22 — 21)
ja

fx) < ff(22) (w1 — 22) + f (22) ehk f(x2) — f(21) > f' (22) (22 — 21) .
Siit saame, et f'(x2) (z2 —x1) < f' (21) (22 — 1) ehk

fl (.TQ) < f/ (.’171), kui T < Ta,

s.t. f" on kahanev funktsioon.

Piisavus. Eeldame, et f’ on intervallis D kahanev funktsioon. Olgu a € D mingi fiksee-
ritud punkt ja olgu x € D suvaline. Vaatleme algul juhtu, kui > a. Ldigus [a, 2] rahuldab
funktsioon f Lagrange’i keskviirtusteoreemi tingimusi, seega leidub selline ¢ € (a, x), et

fx)=f(a)=f"(c)(x—a). (4.11)



UHE MUUTUJA MATEMAATILINE ANALUUS 99

Kuna a < ¢ ning f" on kahanev funktsioon, siis f’ (¢) < f’ (a), mistottu seosest (LI1]) saame
vorratuse

f(x) < f(a)(z—a)+ f(a)

iga sellise € D korral, mis on suurem arvust a. Teisel juhul x < a saadakse sama vorratus.
Kokkuvottes oleme veendunud, et kdik joone y = f (x) punktid paiknevad allpool puutujat,
mis on voetud joone punktis (a, f (a)). Kuna punkt a € D oli valitud suvaliselt, siis oleme
toestanud, et joon y = f (x) on kumer. m

Lausetest [A.15 ja [4.12] tuleneb jargmine eeskiri joone kumerus- ja nogususpiirkondade
méadramiseks.

Lause 4.16 Olgu funktsioon f lahtises intervallis D kaks korda diferentseeruv. Joon y =
f(x) on kumer (nogus) parajasti siis, kui f” (z) <0 (f”(x) = 0) iga x € D korral.

Definitsioon. Joone y = f (x) punkti (a, f (a)) nimetatakse selle joone kddnupunktiks,
kui funktsioon f on kohal a pidev ja leidub selline § > 0, et vahemikus (a — §,a) on joon
kumer ning vahemikus (a, a + ¢) négus voi vastupidi (vt. joonis 4.4).

Ya

|
|
|
|
|
1 »
>
a x

0

Joonis 4.4: Joone kiddnupunkt.

Olgu f: D — R diferentseeruv lahtises intervallis D. Lause kohaselt on (a, f (a))
joone y = f (z) kiddnupunkt parajasti siis, kui kohal a funktsiooni f’ kasvamine ldheb iile ka-
hanemiseks voi vastupidi, s.t. kui tuletisel f’ on punktis a lokaalne ekstreemum. Kui (a, f (a))
on kiddnupunkt ja funktsioon f on kohal a kaks korda diferentseeruv, siis Fermat’ teoreemi
pohjal f” (a) = 0. Nagu kinnitab jargmine niide, vastupidine véide iildjuhul ei kehti.

Naiide 4.6. Funktsiooni
fiR=R, f(x):=a

teise tuletise f” (r) = 122* koik viirtused on mittenegatiivsed, lause .16 kohaselt on joon
y = x* nogus ning tal ei ole kiiinupunkte. Samas f” (0) = 0.
Niide 4.7. Leiame joone y = v/2® kumerus- ja ndgususpiirkonnad. Arvutame funktsiooni

fPR=R, f(x):=Vad

tuletise
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ja teise tuletise
10 10

" (x) = gzp_ = 0 kus z # 0.
Nieme, et f” (x) < 0, kui z < 0, ja f” (z) > 0, kui # > 0. Lause EI6 pohjal on joon y = v/a5
kumer intervallis (—oo, 0) ja nogus intervallis (0, c0) , punkt (0, 0) on joone kddnupunkt, kuigi
kohal x = 0 funktsioonil f teist tuletist ei eksisteeri.
Naide 4.8. Leiame funktsiooni

W=

3
fTR—=R, f(z):= §x4—x3+2
graafiku kumerus- ja nogususpiirkonnad. Selleks arvutame selle funktsiooni esimese ja teise
tuletise:

3 9 9 4
/ _ 2.3 _ 2 " — 2.2 _ 2 =
f(z) = 5% 3z, f"(x) 5% 6 5% (x 3).

Kuna
n . 4 . /i . ~.4
f (x)<0,ku10<x<§,Jaf (x) >0, kui —oo<x<0v01§<x<oo,
4

siis lause 216 kohaselt on joon y = 22* — 2* 4+ 2 kumer vahemikus (0, 3) ning nogus inter-
vallides (—o0,0) ja (%, oo) . Punktid (0,2) ja (%, g—?) on joone kadnupunktid.

Joone asiimptoodid

Definitsioon. Kui f: (a,00) — R on niisugune funktsioon, et protsessis x — oo joone
y = f (x) punkt ldheneb piiramatult mingile sirgele y = mx + b, siis seda sirget nimetatakse
joone y = f(x) kaldasiimptoodiks protsessis © — oco. Kui seejuures m = 0 siis koneldakse
rohtastimptoodist.

Analoogiliselt defineeritakse funktsiooni f: (—o0o0,b) — R graafiku kaldasimptoot prot-
se8s848 T — —00.

Lause 4.17 Antud sirge y = mx + b on joone y = f(x) kaldasimptoot protsessis x — oo
parajasti siis, kui

m:limM ning b= lim (f(x) —mz).
r—o00 T T—00
Analoogiliselt on sirge y = mx + b joone y = f(x) kaldasimptoot protsessis x — —oo
paragjasti siis, kui
x
m = lim [@) ning b= lim (f(z)—mx).
r——00 e T——00

Definitsioon. Kui a € R on selline arv, et funktsioon f on médratud vahemikus (a — 4, a)
mingi § > 0 korral ja on tdidetud iiks tingimustest

lim f(z) =o00ja lim f(z)=—o0,
T—a— r—a—

siis sirget * = a nimetatakse joone y = f (x) pistasimptoodiks protsessis x — a—.
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/| ;

Joonis 4.5: Joone y = ‘ 1 astimptoodid.
x

Kui funktsioon f on médratud vahemikus (a,a + ¢) mingi 6 > 0 korral ja on tididetud
iiks tingimustest

g, f (@) =con Jlim, f(w) = oo,

siis sirget * = a nimetatakse joone y = f (z) pistasimptoodiks protsessis x — a+.
Naiide 4.9. Funktsiooni

2

x
FRV} R, f (@)=

graafikul on piistasiimptoodiks sirge x = 1, sest

lim f(x) = —oo ning lim f(z) = oco.

z—1- z—1+
Kuna 5

m = lim@: limxizl
ja

b:lim(f(x)—mx):lim(x21—:p):lim i =1,

T—00 =00 \ T — T—00 I —

siis sirge ¥y = x + 1 on selle joone kaldasiimptoot protsessis x — oo, lihtne on néha, et ka
protsessis * — —oo (vt. joonis 4.5).
Naiide 4.10. Leiame funktsiooni

f:R\{0} = R, f(z) ::2x+§+5
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graafiku astimptoodid. Selge, et sirge x = 0 (s.0. y-telg) on selle joone piistasiimptoot:

1
lim f(x)= lim (23: +—+ 5) = —00 ning
x

rz—0— z—0—

m f(z)= lim (2x+§+5) = 00.

li
z—0+ z—0+

Joonel on ka kaldasiimptoot y = 2x + 5 nii protsessis * — oo kui ka protsessis © — —o0,
nimelt

m = limM: lim (2+%+§):2jab: lim (f(x) —2x) = lim (1+5):5,
2 x x

T—00 €T T—00 T—00 T—00

samad piirvadrtused saame ka protsessis x — —oo.

4.2.4 Cauchy keskvairtusteoreem

Lause 4.18 (Cauchy keskvddrtusteoreem). Olgu f ja g loigus [a, b] pidevad funktsioonid,
mis vahemikus (a,b) on diferentseeruvad, ning olgu ¢’ (x) # 0 iga x € (a, b) korral. Siis leidub
selline punkt ¢ € (a,b), et

= . (4.12)

Toestus. Koigepealt mérgime, et g (b) # g (a), sest vastasel juhul rahuldaks g Rolle’i
teoreemi tingimusi ning ¢’ (z) vorduks nulliga vihemalt {ihes punktis z € (a, b). Moodustame
abifunktsiooni

e SO @,
he) = f ) - HE =L (g (@) g )
ja paneme tihele, et h: [a,b] — R on pidev ja vahemikus (a,b) diferentseeruv:
"(z) = 'a:——f(b)_f<a)’x iga z € (a orra,
W) = @) - L =Ty @) e 0.) voma

Kuna h (b) = h(a) = f(a) (kontrollida!)X, siis Rolle’i teoreemi kohaselt A’ (c¢) = 0 mingis
punktis ¢ € (a,b). Nii saamegi seose (£12). m

Analoogiliselt Lagrange’i keskviértusteoreemiga saab ka valemile (£12)) anda teistsuguse
kuju
h) — ! Oh
flath)=J(a) _J (a+0h) mingi 0 € (0,1) korral.
gla+h)—g(a) g (a+06h)

4.2.5 L’Hospitali reegel

Cauchy keskvairtusteoreemil pohineb lihtne ja efektiivne meetod funktsioonide piirvddr-
tuse arvutamiseks mairamatuste 8 ja 22 puhul.

Lause 4.19 (I’Hospitali reegel). Olgu funktsioonid f ja g diferentseeruvad hulgas (a,a + 0),
kus 6 on mingi positiivne arv. Sealjuures olgu ¢'(x) # 0 iga x € (a,a + 0) korral. Kui kas

lim f(x)= lim g(x)=0 (4.13)

r—a+ r—a+
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V01
i [f ()] = lim |g(r)] = o0 (4.14)
ning eksisteerib puirvadrtus
/
lim L) _ (4.15)
v=at g’ (2)
§11.8
im L) (4.16)
z=at g (z)

Toestus. A. Vaatleme algul juhtu ([£I3]). Eeldame, et funktsioonid f ja ¢ on hulgas
(a,a + 6) diferentseeruvad ja rahuldavad tingimusi (£I3) ja (4I3). Defineerime pidevad
(kontrollida! X abifunktsioonid F': [a,a +0) — R ja G: [a,a + 0) — R seostega

| f(z), kuiz € (a,a+0), . [ g(x), kuize€ (a,a+0),

Fz) = { 0, kui z = a, ja G(z):= 0, kui z = a,
need on vahemikus (a, a + ) diferentseeruvad, seejuures G’ (z) = ¢’ (x) # 0. Siit tuleneb, et
G (x) # 0 vahemikus (a,a + 6): kui oletada, et mingi zq € (a,a + 6) puhul G (zg) = 0, siis
Rolle’i teoreemi pohjal leiduks ¢ € (a, zy) omadusega G’ (¢) = 0.

Iga = € (a,a + 0) korral saame funktsioonidele F' ja G saame rakendada Cauchy kesk-

vidrtusteoreemi 16igus [a, z] (selgitada!l)’. Selle kohaselt leidub iga = € (a,a + 6) korral
¢ (z) € (a,z) omadusega

flz) F(z)=F(a) Flc(z) _ f(c)
g(x) G2)=Ga) G(c(x) g (c(2))
(selgitadal . Arvestades, et c¢(z) asub punktide a ja = vahel, liheme viimases vorduses
piirile x — a ning saame, et
f (=)

lim 2 — 1,
oot g()

(tehke 1&bi e-9-keeles! ).

B. Juhul ([£TI4]) on toestus keerulisem. Eeldame, et funktsioonid f ja g on hulgas (a, a + 0)
diferentseeruvad ja rahuldavad tingimusi (£I4) ning (£I5). Olgu € > 0 suvaline. Meie ees-
miérk on veenduda sellise § > 0 olemasolus, et

— Ll <eigax € (a,a+d) puhul,

see tahendabki viidet (£I6)).
Valime koigepealt 7 > 0 omadusega

7}<min{1,#},
2+

sel juhul
nn+1)+|Lin<2n+|Lin=n2+|L]) <e. (4.17)
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Edasi valime h € (0, 6) nii véikese, et

1) ¢’ (z) # 0iga = € (a,a + h) korral (vrd. (£IH)),

2) f(x) #0jag(x)#0igax € (a,a+ h) korral (vrd. (£14)) ja

3) ‘gigg — L) <mnigaz € (a,a+ h) korral (vrd. (£13))

(selgitada tépsemalt sellise valiku voimalikkust!)XH. Paneme téhele, et kui = ja ¢ on kaks
erinevat punkti vahemikus (a,a + h), siis vastavalt Cauchy keskvidrtusteoreemile .18 saab
nende vahel leida punkti ¢ omadusega

jarelikult
) _ L| < n koikide z,t € (a,a + h) korral, kui z # ¢ (4.18)

(selgitadal ).
Olgu zy € (a,a+ h) fikseeritud punkt. Ténu eeldusele (A.I4) saame valida sellise p €
(0,h), et
f(x) # f(x0) jag(z)# g(xo) koikide x € (a,a + p) korral.

Tahistame suvalise = € (a,a + p) puhul

1 — g(éro))
N glz

¥ ({L‘) T 1— f(xzo)?
f(@)

siis lim ¢ (z) = 1 (kontrollida!)X. Seostest (£I8) ja

r—a+

saame vorratuse
— L

<n (z€(a,atp)

ehk

<nle (@) (v e(a,atp),

i

millest omakorda jareldub, et

o

F@ o
0 (0) Lo (x)

F@ o
o) Ly (x)

<nle @) +[Lle(x) =1 (z € (a,a+p)).

' < ' L (2) — L] (4.19)

Valime niiiid § € (0, p] nii viikese, et iga = € (a,a + J) korral kehtib vorratus |p (z) — 1| < n

(peame silmas, et xliglJrgo (x) = 1), siis

lp(@)=p()<n+1 (x€(a,a+9)). (4.20)
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Seostest, (A.19), (£.20) ja (IZjII) tulenevad vorratused
f

Li<nm+1)+[Lin<e (z€(a,a+0)).

Lause on toestatud. m

Analoogiliselt toestatakse sama viide vasakpoolsete piirviartuste puhul.

Lause 4.20 (I’Hospitali reegel). Olgu funktsioonid [ ja g diferentseeruvad hulgas (a — 6, a),
kus 6 on mingi positiivne arv. Sealjuures olgu ¢'(x) # 0 iga x € (a — 0, a) korral. Kui kas

@)=l gl =0
V01
i |f (#)] = lim g (x)] = oo
ning eksisteerib puirvadrtus
f(x)
im =
r—a— g/ (,j(])
lim f (@) = L.
2=a= g ()
Lausetest [£.19 ja [4.20] tuleneb vahetult 1’Hospitali reegel kahepoolse piirvairtuse jaoks.

8118

Lause 4.21 (I’Hospitali reegel). Olgu funktsioonid f ja g diferentseeruvad molemas va-
hemikus (a — 0, a) ja (a,a+ 0), kus 6 on mingi positiivne arv. Sealjuures olgu ¢'(x) # 0 iga
x € (a—0,a)U (a,a+0) korral. Kui kas

lim f (z) =limg(x) =0

Tr—ra Tr—a
V01
lim [ f ()] = lim |g (2)] = oo
ning eksisteerib puirvadrtus
@)
e g (x)
lim /(@) = L.
z=a g (1)

8118

Toestus. [seseisvaltPd =

Mairgime veel, et eelnevatega samasugused viited kehtivad piirprotsesside z — oo ja
x — —oo puhul. (Toestamiseks saab teostada muutujavahetuse ¢ = *.)
Olukorras, kus L = oo v0i L = —oo, liheb toestuse A-osa (z — a) ldbi analoogiliselt.

! /
B-osa (r — o0) jaoks piisab mérgata, et lim f/(x) = oo annab, et lim g(x)
z—00 ¢ (:p) z—oo f! ( )

g(x)

malt). Ulalpool toodu abil saab veenduda, et sel juhul lim =5 = 0 (paremalt), mistottu

oo f()
f(z)

lim —— = oo. Analoogiline kiditumine toimub juhul L = —o0.

= 0 (pare-
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4.3 Taylori valem

Olgu funktsioon f: D — R intervalli D punktis a diferentseeruv. Tahistame

siis
f@)=f(a)+ f(a) (x—a)+ hi(2) (z —a) = Ti () + Ry (a,2) (x€D).
Lause pohjal on funktsioon f kohal a lineaarselt lahendatav funktsiooniga 77, kus

T (z) = f(a) + f'(a) (z —a).

Niisiis voib lineaarse poliinoomi 7} vdartusi 77 (x) vaadelda funktsiooni f ligikaudsete vidr-
tustena punkti a timbruses, avaldis Ry (a, z) kirjeldab seejuures tehtavat viga.

Sellise lineaarse lihendamise tdpsus on viike. Suurema tépsuse saavutamiseks ldhenda-
takse funktsiooni f korgemat jarku poliinoomidega.

Eeldame, et funktsioon f: D — R on n korda diferentseeruv intervallis D, olgu a € D.
Seame endale eesmirgiks leida niisugune n-astme poliinoom

Px)=a,(x—a)" 4+ a1 (x—a)" ' +...+a (& —a)+ap,

mis voimalikult hésti ldhendaks funktsiooni f punkti a teatavas iimbruses. Selleks nouame,
et poliinoom P rahuldaks tingimusi

P(a)=f(a), P'(a) = f'(a), P"(a) = f"(a),...,P" (a) = f" (a). (4.21)

Neist esimene iitleb, et (a, f(a)) on funktsioonide f ja P graafikute iihine punkt, teise
tingimuse kohaselt on graafikutel selles punktis iithine puutuja jne. See annab alust arvata,
et poliinoom P on funktsioonile f tdoepoolest hea ldhend.

Tingimused (£21) voimaldavad meil poliinoomi P kordajad iiheselt méérata. Selge, et
f(a) = P(a) = ag. Kuna

P' () = nay (x —a)""" 4+ ... 4 2as (x — a) + ay,

siis
a = P'(a) = f'(a).
Edasi,
P'(x)=n(n—1a,(z—a) " >+...4+3 23 (z — a) + 2a,,
mistottu 1 1
0= 2P ()= 1" (0

Uldiselt, kui 1 < k < n, siis

PP (x)y=nn—1)...(n—k+1)a,(@—a)" "+ . +(Fk+1) k... 201 (x—a)+k(k—1)...

2ak
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ja

Tahistame

(siin f(©) := f), poliinoomi 7T}, nimetatakse funktsiooni f n-jirku Taylori poliinoomiks. Olgu

Ry (a,2) := f () = T (),

siis saame valemi
F@) =@+ 1 @@ —a) 4+ fO (@) (=) 4 Ra(an), (422

mida nimetatakse funktsiooni f Taylori valemiks punktis a. Avaldist R, (a, ) nimetatakse
Taylori valemi jddklitkmeks.

Jargnevalt nditame, et protsessis © — a ldheneb jadkliige R, (a,z) kiiremini nullile kui
(x —a)" (vrd. E23)) (jadkliitkme Peano kuju) ning esitame ta Lagrange’i kujul ([Z24]).

Teoreem 4.22 Olgu D C R mingi intervall ja a € D, olgun € N.
(a) Kui funktsioon f: D — R on n korda diferentseeruv, siis

R, (a,z) € o((z —a)") protsessis r — a. (4.23)

(b) Kui funktsioon f: D — R on n + 1 korda diferentseeruv, siis iga x € D\ {a} korral
lerdub punktide a ja x vahel selline punkt ¢ € D, et

f(n+1) (C)

R (0, 2) = (n+1)

(z—a)""". (4.24)

Toestus. (a) Toestuse viime labi induktsiooniga n jargi.
Kui n = 1, on tarvis niidata, et

o L) = (@) = Fa)(z — a)

r—a r—a

=0.

See koondumine kehtib tinu sellele, et f on dieferentseeruv punktis a (selgitage! )X
Kehtigu niiiid viide mingi n korral; vaatleme viidet kujul, kus n rollis on n 4 1. Niisiis,
z)— T, 1(x
f: D — R on n+ 1 korda diferentseeruv ning tarvis on niidata, et lim f<(> )le( ) =0
T—a T —a)"
Paneme téhele, et tuletisfunktsioon f’: D — R on n korda diferentseeruv, sealjuures
tema n-jarku Taylori poliinoom on

f'(a)+ f"(a)(x —a) + %f”’(a)(z —a)l? ...+ if("ﬂ)(a)(x —a)" =T, ().

n!
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Niisiis induktiivse eelduse tottu saame, et

) T )
T—a (,j(; — a,)”

=0. (4.25)

Avaldise T
HE—a ) e p\ o

puhul on protsessis x+ — a tegemist médramatusega 8 (selgitada! X, rakendame selle avaldise
piirvadrtuse leidmiseks I’Hospitali reeglit. Saame, et

lim f(x) = Thi1 (2) I f'(z) - Tr/z—i—l (z)
z—a (SL’ _ a)n+1 T—a (n -+ 1) (.’L‘ — a)n

=0,

viimase vorduse juures kasutasime koondumist (£25]).

(b) Eeldame niiiid, et f on n + 1 korda intervallis D diferentseeruv. Olgu = € D\ {a},
meie eesmark on veenduda sellise ¢ € D olemasolus, mis paikneb punktide a ja x vahel ning
rahuldab tingimust (£24), seega vordust

" R, (a,x
mille me kirjutame kujul
" n R, (a,z
0= £ ) = T (o) = D (1

(peame silmas, et 7" (t) = 0 iga ¢ korral). Tihistame

WD) = £ () =T, () - 290 0t (e D),
(. —a)"
siis h(a) = h'(a) = ... = h™ (a) = 0 (kontrollida!X, samuti h (z) = 0. Funktsioon h

rahuldab 16igus otspunktidega a ja z koiki Rolle’i teoreemi tingimusi (veendudal!)’X, selle
pohjal leidub ¢; punktide a ja x vahel, et h'(c;) = 0. Edasi rakendame Rolle’i teoreemi
funktsioonile A’ 16igus otspunktidega a ja ¢; ning leiame ¢, punktide a ja ¢; vahel omadusega
h" (c3) = 0, jne. Lopuks leidub ¢ := ¢, ; punktide a ja x vahel (tdpsemalt, punktide a ja ¢,
vahel), et A" (¢) = 0. Kuna

RED (8) = 0D () = T () — (n o+ W%
= flnt1) (t) — (n+ 1)!%

iga t € D korral, siis rahuldab punkt ¢ tingimust (426]). Teoreem on toestatud. m

Jargmise lause kohaselt on n+1 korda pidevalt diferentseeruva funktsiooni f puhul Taylori
poliinoomi néol tegemist selle funktsiooni parima lihendiga punkti a iimbruses koikvoimalike
n-astme poliinoomide hulgas.
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Lause 4.23 Kui funktsioon f onn+1 korda pidevalt diferentseeruv mingis intervallis D ja

P(z) = I;_Oak (x — a)k on selline polimnoom, et a € D ja

1 k=0 =0 4.97
xli’)r(ll (:U — a)n ’ ( )

sits P ="1T,, s.t.
1
ay = Ef(k) (a) koikide k =0, ...,n korral.

Toestus. Asendame seosest (£.22) f (r) valemisse (L.27), seejuures kasutame jadkliikme
Lagrange’i kuju (4.24). Saame, et

lin (Z (/@ o) T2 7 (0 o - a>) =0

Valime intervallis D 16igu I, mis sisaldab punkti a (otspunkti véi sisepunktina). Kuna, fm+%
on pidev 16igus I, siis Weierstrassi teoreemi [3.15 pohjal on ta selles 1oigus tokestatud. Seega

lim ﬁf("ﬂ) (¢) (x — a) = 0, mistottu kehtib vordus
Tr—a °

n —a k
lim >~ (%ﬂk) (a) —ak) H 0

(selgitada! . Niitame, et see on voimalik vaid juhul, kui aj = %f(k) (a) koikide k =0, ...,n
korral.
Téhistame uy, :=  f*) (a) — ay, siis

. = Uk . U Uy
0 = lim ———— =lim =+ — —|—...+un)
x—mkzzo (l‘ _ al)nfk T—a ((.ZL’ — CL) (,j(; — a)n 1

:limu0+u1(x—a)+...+un(x—a)"

ra (z—a)"

, (4.28)

jarelikult lim (ug +uy (x —a) + ... +u, (x —a)") = 0, seega ug = 0. Seosest (L28) saame

Tr—a
vorduse

Uy +ug (x—a)+ ... +uy (@ —a)"
)n,1 )

0 = lim
T—a (aj —a

millest (analoogiliselt eelnevaga) tuleneb w; = 0. Nii jitkates veendume, et u, = 0 koikide

k =0,...,n korral, seega P = T,,. Lause on toestatud. m

Naide 4.11. Leiame eksponentfunktsiooni y = e” esituse Taylori valemi abil punkti
a = 0 timbruses. Valemi (4.22]) kohaselt

xr 1 1 2 1 n € n+1
e —1—|—ﬁx+iaz +...+ax +<n+1)!x ,
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kus ¢ on punktide 0 ja  vahel (kontrollida! k. Jadkliige R, (0, z) = (n?:l)!xnﬂ kirjeldab viga

funktsiooni vidrtuse e* asendamisel poliinoomi 1 + %x + %:L’Q +...+ #x" vadrtusega. Selle
vea hindamiseks paneme tédhele, et kui b > 0, siis

(&
€ xn+1

(n+1)!

bn+1
S (n+1)!

eb (lx| <0b).
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5 Integreeruvad funktsioonid

5.1 Kovertrapetsi pindala

Kui f: [a,b] — R on selline pidev funktsioon, et f (x) > 0 koikide x € [a, b] korral, siis tema
graafik AB ning sirged y = 0, = a ja x = b moodustavad xy-tasandil kovertrapetsi a ABb.
Jagame 16igu [a, b] suvalisel viisil n osaks punktidega

a=xr9g<r1<...<x, =0,

niisugust jaotust nimetame edaspidi ldigu [a,b] alajaotuseks (partition, pasbuenue) ja téhista-
me T'[xg, ..., x,] voi lihidalt 7. Ta jaotab 16igu [a, b] osaldikudeks

[a,z1], [x1.20] 5 .., [T01, 0],

seejuures on Axy := xj, — xx_1 k-nda osaldigu [ry_1, xx] pikkus.
Tanu funktsiooni f pidevusele eksisteerivad

My := max f(z) ja mp:= min f(z),
r€[T)—_1,7k] r€[rg—_1,7k]
vaatleme ristkiilikuid alusega [x)_1, xy] ja korgusega My, kus k = 1,..., n. Iga sellise ristkii-

liku pindala on M,Azy, summa S (T') := > MpAx, kirjeldab neist ristkiilikutest koosneva
=1

ristkiliksumma P* (T') pindala. Samadele alustele [T_1, zx] korgusega my konstrueeritud
ristkiilikud moodustavad teise ristkiiliksumma P, (T") pindalaga s(T") := > mpAxg (vt.
k=1

joonis 5.1). Paneme téhele, et

P.(T) C aABb C P*(T). (5.1)

Ya

0 a T To T3 p Z

Joonis 5.1: Kovertrapets ja ristkiiliksummad.

Vaatleme koikvoimalikke alajaotusi T' 16igus [a, b], tdhistame nende hulga gooti tdhega T,
vajaduse korral tdpsemalt T, ;. Suvalise kahe alajaotuse 7',7" € T puhul P, (T') C P*(T"),
mistottu s (1) < S (17). Seega on iga arv S (7”) arvude hulga {s(7T") | T' € ¥} iilemine toke.
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Pidevuse aksioomi pohjal leidub S, :=sup{s(T) | T € T}, seejuures S, < S(T")igaT' € ¥
korral. Niisiis eksisteerib S* := inf {5 (7") | T" € T} ning S, < S*. Kui S, = S* =: S,app, siis
sisalduvusi (5.0]) silmas pidades on loomulik lugeda arvu S, 45, kovertrapetsi a A Bb pindalaks.
Kiisimus sellest, kas vordus S, = S* iga pideva mittenegatiivse funktsiooni f: [a,b] — R
korral toepoolest kehtib, jadb esialgu lahtiseks.

5.2 Riemanni integraal
5.2.1 Integraali moiste. Tarvilik tingimus integreeruvuseks

Erinevalt eelmisest punktist ei eelda me jirgnevas funktsiooni f: [a,b] — R pidevust ega
mittenegatiivsust. Olgu 16igus [a, b] fikseeritud mingi alajaotus T'[xo, . .., z,|. Fikseerime iga
k korral suwvaliselt punkti & € [vy_1,xx], téhistame £ = (&,...,&,) ja moodustame
(alajaotusest T ning punktide & € [zy_1, zx] jarjendist £ soltuva) integraalsumma

o (T,&) =) [ (&) Axy

(vajaduse korral — kui juttu on kahe v6i enama funktsiooni integraalsummadest — kirjutame
o (T,¢) asemel o (f,T,&) voi os(T,§)).
Téahistame alajaotuse 1" korral

MT) =max{Azg | k=1,....,n}.
Suurust A\(7T") nimetatakse monikord ka alajaotuse T normiks voi diameetriks (mesh, waz).
Definitsioon. Kui leidub reaalarv I nii, et iga € > 0 puhul saab leida sellise 6 > 0, et

kui \(T) < ¢, siis

< e suvaliste &€ [xy_1,xx] korral, (5.2)

(&) An T
g

siis 6eldakse, et funktsioon f on [ldigus [a,b] (Riemanni mottes) integreeruv (Riemann in-
tegrable, unmezpupyemasn no Pumany). Piirviédrtust (0.3]) nimetatakse funktsiooni f Riemanni

integraaliks loigus [a,b] ja tdhistatakse fabf (z) dz.

Markus 1. Definitsiooni nouet pannakse sageli lithemalt kirja jargmiselt:

R>7I= 1l A 5.3
A(%ﬁio;f(m Tk (5.3)
Siiski tuleb olla taolise piirvadrtuse omaduste kasutamisel ettevaatlik, kuna tegemist ei ole
eelnevates peatiikkides vaadeldud jada ega funktsiooni piirviirtusega.

Markus 2. Jada, funktsiooni ja integraalsumma piirvadrtuse mdistet iildistatakse topoloogia kursuses
pere piirvaartuse maisteks. Sellisel juhul oleks pere liilkmed integraalsummad, indeksid oleks paarid (7', &)
ning jarjestus defineeritud nii, et (7,&) < (T7,¢’), kui T jaotuspunktid on kdik 7" jaotuspunktid. Saab
naidata, et selline indeksite hulk on suunatud hulk.
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Maérkus 3. [Imselt toob tingimus A (7') — 0 endaga kaasa protsessi n — oo, vastupidine
implikatsioon ei tarvitse olla oige (selgitada!)X.

Niide 5.1. Kui f: [a,b] — R on seosega f (r) = ¢ méératud konstantne funktsioon, siis
iga alajaotuse T' korral

d &) Ay =c> Az =c(b—a).
k=1 k=1

b
Jarelikult sobib tingimuses (5.2)) arvu I rolli ¢ (b — a), mistottu / f(z)dz = c(b—a)

(selgitada!PX. Seega on koik 16igus [a, b] konstantsed funktsioonid selles 16igus integreeru-
vad, kusjuures integraali vidrtuseks on funktsiooni graafiku ja sirgete y =0, z =a jax =05
poolt madratud ristkiiliku pindala.

Integreeruvate funktsioonide kirjeldamist alustame jargmise olulise lausega.

Lause 5.1 (tarwvilik tingimus integreeruvuseks). Iga loigus [a, b] integreeruv funktsioon
f on selles loigus tokestatud.

Toestus. Kui f: [a,b] — R on integreeruv funktsioon, siis integreeruvuse definitsiooni

éf(ékmxk—f <1

koikvoimalike valikute & € [xp_1, x| korral. Suvaliste ¢, dy, € [xr_1, x)] puhul

kohaselt saab leida 16igu [a,b] sellise alajaotuse T'[zo, ..., x,], et

<1 ja <1,

> flew) Az — T
k=1

> Fde) Awy— 1
k=1

mistottu
n

Z f(ex) Az, — Z f (dy) Axy,

k=1 k=1
Kui ¢, = di kdikide k = 2,3, ..., n korral, siis 2 > |f (¢;) — f (d1)| Ax; ehk

< 2.

£ () = F @) <

millest omakorda jareldub vorratus

£l < o +1 (@)

(selgitada! K. Fikseerides punkti d; € [a, 2], saame hinnangu

F @) < My =+ | (d)] (& € [a,ma)).

Aﬂfl
Seega on [ osaloigus [a, z1] tokestatud. Analoogiliselt veendutakse, et f on iilejddnud osa-
16ikudes [21,x2] , ..., [r,_1,b] tokestatud, mis kokkuvottes tdhendab tokestatust kogu 16igus
la,b]. =

Teoreemis [0.1] toodud tingimus ei ole piisav, allpool (vt. ndide 5.2) nieme, et iildjuhul
tokestatud funktsioon ei pruugi olla integreeruv.



114 5 Integreeruvad funktsioonid

5.2.2 Tokestatud funktsiooni Darboux’ summad, nende omadused

Koigepealt lepime kokku, et kahe alajaotuse T, T” € ¥ puhul moistame me sisalduvuse T' C T”
all nende jaotuspunktide sisalduvust, s.t. alajaotuse T iga jaotuspunkt on ka alajaotuse T’
jaotuspunkt. Sel juhul iitleme, et 7" on peenem kui T', antud alajaotusele uute jaotuspunktide
lisamisel koneleme alajaotuse peenendamisest.

Teiseks, me kirjutame allpool T = T'U T”, kui alajaotuse T"” jaotuspunktideks on para-
jasti need arvud, mis on kas T voi T” jaotuspunktid.

Funktsiooni f: [a,b] — R integreeruvuse uurimisel on integraalsumma o (T,&) korval
kasulik vaadelda sellest oluliselt lihtsamaid Darboux’ summasid. Eeldame, et f on loigus
la, b] tokestatud funktsioon, siis eksisteerivad

M := sup f(x) ning m:= inf f(x).

$E[a,b} :BE[a,b]
Olgu Tz, ..., x,| € T suvaline alajaotus, tdhistame
Mg:= sup f(z) ja mp:= inf f(x) (k=1,...,n)

TE€[TK_1,Tk] r€[zg_1,T8]

ning moodustame

S(T):= Z MyAzxy ja s(T):= kaAa:k
k=1 k=1

(ka siin kirjutame vajaduse korral S(T) ja s(T) asemel S (f,T) ja s(f,T)). Summasid
S(T) ja s(T) nimetatakse funktsiooni f (alajaotusele T" € T vastavaks) Darbouz’ ilem- ja
alamsummoaks (upper, lower Darboux sum, sepruas, nuschan cymma Japby). Pidades silmas, et
suvalise & € [zy_1, x)] korral my < f (&) < My, saame vorratused (selgitadal)?X

s(T)<o(T,6) <S(T).

Paneme téhele, et Darboux’ summad s (7") ja S (T) on antud alajaotuse T korral kons-
tantsed, integraalsumma o (7', §) aga soltub punktide &, € [xy_1, x| valikust. Seejuures

ilemsumma S (T') on integraalsummaoc (T,&) vidrtuste dlemine raja.

Tapsemalt, iga fikseeritud alajaotuse T'[xy, ..., z,] korral (vrd. lause [L5(a))

n

sup Z f (&) Axy = Z sup [ (&) Axy = Z MyAzy =S (T).
k=1

Ep€lrp—1,mx] (1<k<n) 1 SkElTK—1,7k]

Analoogiliselt saame vorduse

Ep€lrr_1,23] (1<k<n)

inf [ (&) Az, =5 (T),
pt

niisiis,

alamsumma s (T') on integraalsumma o (T,€) vddrtuste alumine raja.
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Kokkuvottes, fikseeritud alajaotuse 7' € T korral
S(T) =supo (T,€) ja s(T) =info (T,€), (5.4)
kus rajad on voetud iile koikide valikute & := (&1,...,&,), milles & € [zx_1, zx] -

Olgu f: [a,b] — R tokestatud funktsioon. Suvalise alajaotuse T [z, ...,x,] puhul ta-

histame wy (T') = M — my, kus My := sup f(z) ja mg := inf f(z) ning
TElTp_1,2)) TE€[TK_1,7k]
k=1,...,n. Seejuures
S(T) = s(T)=>_ (My—mp) Ay = wi (T) Ay
k=1 k=1

Arvu wy (T) (vajaduse korral kirjutame wy (f, 7)) nimetatakse funktsiooni f vonkumiseks
16igus [xg_1, T ).

Darboux’ summade omaduste kirjeldamist alustame jargmise lausega.

Lause 5.2 Olgu T ja T’ loigu [a,b] kaks alajaotust, kus T C T ning T" on alajaotusest T
saadud p jaotuspunkti lisamisel. Siis

<S(T) - ST <p(M—m)A(T), (5.5)
<s(T)—s(T)<p(M—m)XNT). (5.6)

Toestus. 1. Vaatleme koigepealt juhtu, kus p = 1, niisiis saadakse T" esialgsest alajao-
tusest T = Txy,...,x,] dhe jaotuspunkti 2’ lisamisel. Kui 2’ asub jaotuspunktide z;_; ja
x; vahel, siis alajaotusele 7" vastav iilemsumma S (7”) on kujul

S(T) =Y MyAay, + M} () — i) + M} (2 — 7).
k=1
ki

kus M} := sup f(z)ja M?:= sup f(x). Kuna M} < M; ja M} < M, siis

z€lxi_1,2’] z€la’ zi]
OgMi—M;gM—m ja O<Mi—M2<M—m,
mistottu

= (MZ — Mll) (l‘/ — xi—l) + (Mz — ME) (ZL‘Z — l‘/)
<(M—m)Az; < (M —m)X(T).

Seejuures on avaldis (M; — M}) (' — z;—1) + (M; — M?) (z; — 2’) ilmselt mittenegatiivne,
sellest tuleneb vorratus S (7)) — S (T") > 0. Kokkuvottes oleme nédidanud, et

0<S(T)—S(T') < (M —m)\T). (5.7)



116 5 Integreeruvad funktsioonid

2. Olgu niiid p > 1, s.t. alajaotus T" saadakse alajaotusest T teatavate (mingil viisil num-
merdatud) p jaotuspunkti lisamise teel. Téhistame T := T, olgu T} saadud alajaotusest Tj
esimese jaotuspunkti lisamisega, T, saadakse alajaotusest T teise jaotuspunkti lisamisega
jne., T" = T, saame alajaotusele 7}, p-nda jaotuspunkti lisamisel. TOestuse esimeses osas
toestatud seoste (5.7) kohaselt

0< S(Ty) — S (1) < (M —m)(Ty),
0<S(T) - S(Ta) < (M —m)X(Th),
0 <S (Tp—1) = S (L) < (M =m) A(Tp-)

nende vorratuste liitmisel saame, et
0<S(T)-S(T")=5(Ty) — S(T,) < (M —m)(ANTo) + ...+ A (T,-1))
< p(M = m) A (Ty) = p (M — m) \(T)
(selgitada! K. Sellega on vorratus (5.5) toestatud, vorratuse (5.6]) toestus on analoogiline. m

Omadus 5.3 Alajaotuse peenendamisel ei saa Darboux’ iilemsumma kasvada ega alamsum-
ma kahaneda.

Toestus. See on vahetu jireldus vorratustest (5.5) ja (5.6). m
Omadus 5.4 Ukski alamsumma ei ole suurem dihestki iilemsummast.

Toestus. Olgu T ja T" 16igu [a, b] kaks suvalist alajaotust, meie eesmirk on veenduda, et
s(T") < S(T). Kui 7" = TUT', siis T" on peenem alajaotustest 7" ja T, mistottu omadusest
5.3l saame vorratused

s(T) <s(T") < S(T") < S(T)

(selgitadal . =

5.2.3 Darboux’ iilem- ja alamintegraal. Integreeruvuse kriteerium

Omadusest [0.4] jareldub, et tokestatud funktsiooni f: [a,b] — R suvaline iilemsumma S (T)
on koigi alamsummade hulga

{s(I)|Te%}
ilemine toke. Pidevuse aksioomi kohaselt eksisteerib
sup{s(T)|T €%} =1, (5.8)

arvu [, nimetatakse funktsiooni f Darboux’ alamintegraaliks (lower Darbouz integral, nuscnud
unmezpanr Japby). Kuna I, < S (T') suvalise alajaotuse T korral (pohjendadal!)?X, siis

I =inf{S(T) | T €%} > L

(pohjendada!H. Arvu I* nimetatakse funktsiooni f Darbouz’ iilemintegraaliks. Niisiis, 16igu
[a, b] suvalise alajaotuse T puhul kehtivad vorratused

(T <L <I"<S(T). (5.9)
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Oeldakse, et funktsioon f on Darbouz’ mdéttes integreeruv, kui I, = I*.
Peatselt toestame (vt. teoreemi (.6, et

f on Riemanni mottes integreeruv < f on Darboux’ mottes integreeruv.

Integreeruvuse uurimine Darboux’ mottes on otstarbekas eeskétt seetottu, et Rieman-
ni integraalide definitsioonides on (lisaks alajaotusele) veel iiks taiendav suurus — punktide
valiku vektor £ = (&1, ..., &,). Lisaks sellele, Darboux’ mottes integreeruvus on rajade vordu-
mine. Raja definitsioonis on peidus tingimus ,jiga ¢ korral leidub mingi element, mis rahuldab
vorratust”. Riemanni mottes integreeruvus tdhendab aga piirviartuse olemasolu. Piirvair-
tuse definitsioonis noutakse, et ,jiga ¢ korral leidub ¢ nii, et koik elemendid, mis klapivad
0-ga, rahuldaks vorratust®. Seetottu teatud vaatepunktist on Riemanni mottes integreeruvust
keerukam kontrollida.

Rajade ja piirvaidrtuste sidumiseks toestame koigepealt Darbouz’ lemma.

Lemma 5.5 Olgu f: [a,b] = R tokestatud funktsioon. Iga € > 0 korral leidub selline § > 0,
et kui mingi alajaotus T € T rahuldab tingimust A (T) < ¢, siis

I,—e<s(T)<S(T)<I"+e.

Markus. Darboux’ lemma viidet saab piirvaédrtuse keeles panna kirja vordustega

I, = lim s(7T), I"= lim S(T).
MT)—0 MT)—0
Toestus. Ilmselt kehtib lemma konstantse funktsiooni f korral (pohjendadal)X. Vaat-
leme juhtu, kus f ei ole konstantne, s.t. M —m > 0. Olgu ¢ > 0. Liahtudes seosest (5.8]),
leiame vastavalt tilemise raja definitsioonile sellise alajaotuse T; [zo, . .., x,] € T, mis rahul-
dab tingimust

s(Ty) > I, — % (5.10)

Votame
€

2(n—1)(M —m)’

rahuldagu alajaotus 7' € ¥ tingimust A (T) < §;. Moodustame uue alajaotuse 77 := T U T},
seega saadakse T” alajaotusest T' iilimalt n — 1 uue jaotuspunkti lisamisel. Olgu p lisatud
jaotuspunktide tegelik arv, siis p < n — 1. Eelpool tdestatud seost (5.6) rakendades saame,
et

51 =

2(n— 1) (M —m)

s(T) <s(T)<s(T)+p(M—m)XNT) <s(T)+p(M—m)
pe £

<s(T)+ =

=s(M+55-7 < 2

ning seost (B.I10) arvestades
I, —e<s(T).

See vorratus kehtib iga tingimust A (7') < ; rahuldava alajaotuse T' € ¥ korral.
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Analoogiliselt leitakse selline arv d; > 0, et kui A (7T") < o, siis S(T') < I* + ¢. Kuna
vorratus s (1) < S (T') kehtib koikide alajaotuste 7" puhul, siis arv 0 := min {d;, do} rahuldab
lemma tingimusi. m

Eelneva lemma abil toestame jargmise teoreemi, mis selgitab Darboux’ summade ja Dar-
boux’ integraalide rolli funktsioonide integreeruvuse kirjeldamisel.

Teoreem 5.6 Loigus [a, b] tokestatud funktsiooni f korral on jargmised vdited samavdidrsed:
(a) f on (Riemanni maottes) integreeruv,
(b) lim S(7)= lim s(7T),
ANT)—0 ANT)—0
(© Jim (5(T) = (1) =l 3% ()M =0
(d) iga € > 0 korral leidub loigu [a,b] selline alajaotus T, et S(T) — s(T) < ¢,
(e) I, = I*.

Toestus. (a) = (b) Eeldame, et funktsioon f on 16igus [a, b] integreeruv, olgu € suvaline
positiivne arv. Vastavalt integraali definitsioonile leidub selline § > 0, et kui alajaotuse
T'[xo, ..., r,) maksimaalse osaldigu pikkus A (T") on viiksem kui 0, siis |[I — o (T, )| < § ehk

I—%<0(T,§)<I+%, (5.11)

kus o (T,&) = > f (&) Axy on alajaotusele T' vastav integraalsumma ning [ := fab f(x)dz,
k=1

s.t. [ = /\(li)m c;(T, €). Seejuures kehtivad vorratused (5.10) punktide & € [z, xgy1] koik-
t)—0

voimalike valikute puhul. Nagu me eespool veendusime (vt. (5.4)), on Darboux’ iilemsumma
S (T) ja alamsumma s (7") vastavalt integraalsumma o (7', €) véértuste iilemine ja alumine
raja. Seetottu saame eeldusel A (T) < ¢ seostest (G.11]) vorratused

[—5<[—%<3(T)<S(T)<I+%<I+5,

seega

I T)=1 ja li T)=1I 5.12
A(%IfioS( )=1 ja A(%IfioS( ) (5.12)

Implikatsioonide (b) = (c) = (d) kehtivus on ilmne.
(d) = (e) Olgu € > 0 suvaline, eeldame, et S (7)) — s(T) < ¢ mingi alajaotuse 7" € T
korral. Seoste (£.9) pohjal
0<I"—1, <e¢,

s.t. mittenegatiivne arv I* — I, on vaiksem igast positiivsest arvust . Niisiis, [* = I,.
(e) = (a) Eeldame, et I* = I, =: I. Olgu ¢ > 0. Darboux’ lemma [5.5] kohaselt saame
leida niisuguse 0 > 0, et kui 7" [z, ..., x,] on alajaotus omadusega A (T') < 4, siis

I—e<s(T)<S(T)<I+e¢,

mistottu

I—e<) f(&)Ar<I+e

k=1
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ehk

n

D (&) An 1

k=1

<€

iga valiku & € [x)_1, x)] korral. Seega on f integreeruv ja [ = fab f(z)dx. m
Niide 5.2. Olgu f: [0,1] — R Dirichlet’ funktsioon, s.t.

1, kui z on ratsionaalarv,

x) 1=

/(@) {0, kui x on irratsionaalarv.

Suvalise alajaotuse T'[zo,...,2,] € 1) puhul saab valida koik &, € [z4_1,2)] ratsionaal-
sed (pohjendada!)X, siis f (&) = 1 ning o (7,&) = > Axy = 1. Kuid samuti voib valida

k=1
koik &, irratsionaalsed (selgitadal)X, siis f(§x) = 0 ja o (7,€) = 0. Niisiis, s(T) = 0 ja

S(T) = 1, seega ,\(lTiI)n (S(T)—s(T)) = 1, teoreemi pohjal ei ole funktsioon f 16igus
—0

0, 1] integreeruv.

Niitest 5.2 selgub oluline tosiasi: tokestatus ei ole piisav tingimus funktsiooni integreeru-
vuseks.

5.3 Riemanni integraali omadused
5.3.1 Integreeruvus osaloigus. Integraali aditiivsus

Omadus 5.7 Kui funktsioon f on integreeruv loigus [a,b], siis on ta integreeruv igas osa-
loigus [ay, bi] C [a, b].

Toestus. Olgu € suvaline positiivne arv. Kuna f on 16igus [a, b] integreeruv funktsioon,
siis teoreemi kohaselt saame valida sellise § > 0, et iga alajaotuse 1" korral, mis rahuldab
tingimust A (7') < 6, kehtib vorratus S(T') — s (T') < e.

Olgu T 16igu [aq,b1] suvaline selline alajaotus, mille maksimaalse osaléigu pikkus on
viiksem kui d. Jaotame 16igud [a, a1] ning [by, b] mingil viisil osaldikudeks, mille pikkused on
samuti viiksemad kui ¢. Koos jaotusega T3 oleme niiviisi 16igus [a, b] tekitanud alajaotuse 7"
omadusega A (1) < 0, seega > wi (T") Azy = S (T") — s (T") < e (siin Y ;v wi (T") Azy on
alajaotusele 7" vastav summa). On selge, et
1) S(Th) — s(Th) = > _p, wi (T") Ay, sisaldab vaid osa liidetavaid summast ) ., wy (T") Axy,
ja
2) koik liidetavad summas ) ., wi (17) Az, on mittenegatiivsed,
seetottu

S(Ty) —s(Th) = ZTI wi (T") Az, < ZT, wi (T") Az, < €.

Seega S (T1)—s (T1) < € 16igu [aq, by] iga alajaotuse T} korral, mille koigi osaloikude pikkused
on viiksemad kui d. Tédhendab, A(%;r)n (S (T1) — s (1T1)) = 0, véide tuleneb teoreemist 5.6. m
1 —0

Riemanni integraali defineerimisel 1&htusime me 16igust [a,b], s.t. eeldasime, et a < b.
Lepime kokku, et

a b a
/f(x)dx::Oja /f(x)dx::—/b f(z)dz, kui b < a.
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Omadus 5.8 (integraali aditiivsus). Olgu a < b. Kui funktsioon f on integreeruv loiku-
des otspunktidega vastavalt a ja ¢ ning ¢ ja b, siis on ta integreeruv loigus [a,b] ja

/abf(:c)d:c:/acf(x)dx—i—/cbf(x)dx

Sama vaide kehtib ka juhul b < a.
Toestus. Viide kehtib ilmselt juhul ¢ = a v6i ¢ = b, see tuleneb eelnevast kokkuleppest.
Vaatleme koigepealt juhtu a < ¢ < b. Olgu o (T,¢) = Z f (&) Azy 16igu [a,b] ala-

jaotusele T'[xo, ..., x,] ja punktide komplektile & = (&1, ..., &) vastav integraalsumma. Kuna
€ (a,b), siis ¢ paikneb mingis osaldigus [z;_1, x;]. Moodustame summad

o' (T.¢§) = if(&) Azp+f(c) (¢ —zim) ja 0" (T,€") == f (o) (x Z f (&) Az,

k=i+1

need on funktsiooni f integraalsummad vastavalt 16igus [a, c] ja [c, b] . Fikseerime arvu € > 0;
eelduse kohaselt eksisteerivad reaalarvud dq, d5 > 0 nii, et kehtivad implikatsioonid

o (T.€) - / @< S A o (T, ") - / f () de

o (T,§) =o' (T,§) + 0" (T, ") + (f (&) — [ (¢)) A
(veenduda! X ja leidub d3 > 0 omadusega et kui AM(T') < &3, siis |(f (&) — f () Axg| < 3
(selgitadal X siis eeldusel A(T') < min{dy, d2, d3} kehtib vorratus

(/f dx+/f da;>

o (T, ) /f ) da| + ”<T,£”>—/cbf<x)da:

<3.5=¢
/f d:p—/f dx+/f ) dz.

3
Jarelikult
Olgu niiiid ¢ > b (juhul ¢ < a on toestus analoogiline). Eelduse kohaselt on funktsioon
f integreeruv 16igus [a, c|, omaduse [B.7] pohjal siis ka 106igus [a, b], kusjuures toestuse eelneva

osa kohaselt [ f (z)dz = f;’ f(z)dz + [, f (x)dz, millest (téinu eelnenud kokkuleppele)

/abf(x)dx:/acf(x)dx—/b f(x)dx:/a f(x)dx+/c f(2) de

Analoogiliselt toestatakse vastavad viited juhul b < a. =

)\(T) <0 =

<
3

Kuna

~X

+1(f (&) = f(c) Az <

Omadustest 0.7 ja [5.8 saame jargmise véite.

Omadus 5.9 Kui funktsioon f: [a,b] — R on integreeruv, siis suvaliste ¢,c € |a,b] korral

|16 d:c—/ faydn= [ (5.13)

Toestus. [seseisvaltPd =
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5.3.2 Integraali tehetega seotud omadused

Omadus 5.10 Kui funktsioonid f ja g on loigus [a,b] integreeruvad, siis ka nende summa
f + g on loigus [a,b] integreeruv ja

/ab(f(‘”)+9(x)>dx=Lbf(x)dx+/abg(x)dx.

Toestus. Olguo (f,T,&) .= > f (&) Axgjao (g, T,&) = > g (&) Axy vastavalt funkt-
k=1 k=1

siooni f ja ¢ integraalsumma 16iéu [a, b] mingi alajaotuse T[xg, ..., T,] korral. Fikseerime
g > 0; eelduse pohjal leiduvad §; > 0 ja do > 0 nii, et kehtivad implikatsioonid

b
MT) < 6, = o—<f,T,§)—/ f () da <

<5 MM <h=lo@TO- [ g

Olgu A\(T") < min{dy, d5}, siis

o(f+9.T,§)— (/f dx+/ (x)dx)

b
S + o) A:ck—(/f e+ [ gar)| <
S Zf<§’f)Axk_/ f(x)dz| + Zg<§k>Axk—/ g(z)dz| <
k=1 a k=1 a
<§+%:5.

Jérelikult fab (f(x)+g(x))dx = f:f (z)dx + f:g (r)dr. =

Omadus 5.11 Kui funktsioon f on ldigus [a,b] integreeruv, siis iga reaalarvu \ korral on
ka funktsioon \f integreeruv ja

/ab)\f(a:)dx:A/abf(x)dx

Toestus. Iseseisvalt 4 m

Omaduse 5.10] abil saab lihtsalt toestada jargmise olulise viite.

Omadus 5.12 Olgu funktsioon f loigus [a,b] integreeruv ja olgu g: [a,b] — R selline funkt-
stoon, mis erineb funktsioonist f wvaid lopliku arvu argumendi vddrtuste korral. Siis g on

loigus [a, b] integreeruv ning
b b
/g(x)dx:/ f (z)dx. (5.14)
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Toestus. Eeldame, et f: [a,b] — R on integreeruv ja {x € [a,b] | g (z) # f (x)} on 16plik
hulk. T&histame h (z) := g (z) — f (z) iga = € [a, b] korral ja niitame, et fab h(xz)dz = 0, siis
omaduse 5.I0 pohjal on g integreeruv ning kehtib vordus (5.14)) (selgitada!)X.

Funktsiooni h védrtused on mingi 16pliku arvu punktide ¢y, cs, ..., ¢, € [a,b] korral nul-
list erinevad, olgu M := max {|h (¢;)| | i =1,...,p}. Loigu [a, b] iga alajaotuse T'[xq, .. ., z,]
puhul saab punkt ¢; kuuluda iiheaegselt iilimalt kahte osaldiku [xj_1, xx]. Jarelikult on funkt-
siooni h integraalsummas o (h, T, §) suvaliste & € [zy_1, xx] korral iilimalt 2p nullist erinevat
liidetavat, mistottu

) Axy| < }:wzgk|Axk 2pMA (T),

L%ﬂ@dxzo

seega

(selgitage! .
Viide on toestatud. m

Omadus 5.13 Kui funktsioonid f ja g on loigus [a, b] integreeruvad, siis ka nende korrutis
fg on selles loigus integreeruv.

Toestus. Integreeruvad funktsioonid f ja g on Idigus [a, ] t8kestatud: leiduvad arvud M > 0 ja
K >0, et |f(x)] < M ning |g(x)] < K iga z € [a,b] puhul. Seejuures |f (z)g(z)] < MK iga
x € [a,b] korral, tdhendab, fg on tdkestatud funktsioon I3igus [a,b]. Olgu T'[zo,...,x,] I6igu [a, D]
mingi alajaotus, meie eesmiark on veenduda, et iga € > 0 jaoks leidub § > 0 omadusega

AT) = Zwk f9,T) Awy <e

kus wg (fg,T) tahistab funktsiooni fg v8nkumist 18igus [x_1, xk], seejuures (vrd. lause [L.H)

we (fg,T) = sup  (f(z)g(x))— inf (f(z)g(z))

x€[w)_1,78] z€[zk—1,2%]

= swp  (f@)g(@)—f(2')g(«))

z,%' E[T—_1,Tk]

2 oswp |f@g@—f(@)g(2)].

@' €[TK_1,Tk]
Me nditame jargnevalt, et
wr (fg,T) < Mwy (9,T) + Kwi (f,T) (k=1,..,n). (5.15)
Olgu z ja «’ suvalised punktid 18igus [xx_1, x|, siis seosest
f(@)g(x) = f(a)g (@)= f(z)(g(x) =g () + 9 () (f () - ()
saame vorratuse

[f (@) g (@) = f(2) g (2)| < Mg () —g (&) [+ K|f () - | («)].
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Jarelikult

wr(fg,T) = sup  [f(x)g(x)— f () g (a)]

x,%' €[xp_1,Tk]

<M sp @ -g(@)|+K  sw o |f@ -7 @),

z,2 €T —1,Tk] z,2' E[TK_1,Tk]

niisiis kehtib vdrratus (5.15]) (selgitada!)X.
Fikseerime arvu € > 0.
Lause eelduste kohaselt leiduvad arvud §; > 0 ja d2 > O nii, et kehtivad implikatsioonid

MT) <822 Y wi(9.T) Azy < o

~ g
)\(T)<51:>Zwk(f,T)Amk<ﬁ, R

k=1 k=1
Tanu vdrratusele (5.15]) saame, et
Zwk (fg.T) Ay < Mzwk (9, T Aﬂ?k+KZwk (f,T) Azy,
k=1

(pBhjendage! X, millest eeldusel \(T") < min{dy,d2} jareldub, et

Zwk fg9,T)Axy < e

(selgitage! K. See aga tahendab teoreemib.6lpdhjal funktsiooni fg integreeruvust 18igus [a, b] (selgitage! .
Vidide on tdestatud. m
5.3.3 Integraali monotoonsusomadused

Omadus 5.14 (a) Kui f(x) > 0 iga x € [a,b] korral ja f: [a,b] — R on integreeruv, siis

fabf(:p)d:p>0

(b) Kui f(z) < g(z) iga x € [a,b] korral ja funktsioonid f,g: [a,b] — R on integreeruvad,
s118 fab f(z)dz < fabg (z)dz

Toestus. Iseseisvalt’4 m

Omadus 5.15 Olgu a < b. Kui f on ldigus |a,b] integreeruv funktsioon, siis ka seosega
|f| (z) :=|f (z)| madratud funktsioon |f| on integreeruv ja

x g/ |f (z)|dz. (5.16)

Toestus. Paneme tihele, et antud alajaotuse T'[xy, ..., z,]| korral (vrd. lause [L5l(c))

we (IF1,T) = sup |f(x)|— f |f(a)l= sup  (|f(2)]—I[f ("))

TE[Tp_1,Tk] @' €[2p—1,2%] x, o' €[Tg_1,28]
< sup [f(@)-f@)= sup  (f(z)-f(2))
@, ¥’ €[Tp_1,Tk] x, ¥ €[Tp_1,Tk]

= sup f(x)— inf [f@)=w(f,T) (k=1,...,n).

{L’G[{L'k,l,fl'k] 1'/6[33]@,1,:)3]@}
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Funktsiooni |f| Darboux’ summade S (|f|,T) ja s (|f|,7T) jaoks jareldub siit, et
S(f1.T) = s (1f1.T) Zwk |71, D) A < Zwk fT)Aw = S(£.T) = 5(£.T).

Seega A(l%n . (SfI,T)—=s(f],T)) = 0 (pohjendage! K. Teoreemi 5.6 pohjal on funktsioon
—>

| f| integreeruv 16igus [a, b] (selgitage! ) K.
Vorratuse (0.16) saamiseks piisab mérgata, et —|f| < f < |f] ja rakendada omadust
LI4 m

Mirgime, et ilma eelduseta a < b kehtib valem (B.16]) kujul

/abf(:c)d:c <

5.3.4 Integraali keskviairtusteoreem

x)|dz

(selgitadal ).

Omadus 5.16 (keskvddrtusteoreem). Kui funktsioonid f ja g on loigus |a,b] integreeru-
vad ning g sdilitab mdarki, siis leidub selline arv u, et

m = mf fl)<pu< sup f(z)=M

z€[a,b| z€[a,b]

/f z)dz = /abg(:p)dx.

Toestus. Omaduse 5.13 kohaselt on funktsioon fg 16igus [a, b] integreeruv. Olgu (konk-
reetsuse mottes) g (z) > 0 iga = € [a,b] korral. Vorratustest m < f (z) < M jéarelduvad
vorratused mg (z) < f(x) g (x) < Mg (), integraali monotoonsusomadustest [5.14] saame, et

m/abg(:c)dxg/abf(:c)g(a:)dazgl\/[/abg(:c)dx

kusjuures fabg (x)dz > 0.
Kui fabg (z) dx = 0, siis fab f(z) g(x)dx =0 (miks?)"K ja viide kehtib. Kui ffg (z)dx >
0, siis votame
[ @) ds

f; g (x)dz

see arv rahuldab véite molemat tingimust (kontrollida!)k. m

ja

Y

Jareldus 5.17 Olgu funktsioonid [ ja g nagu omaduses 016, eeldame, et f on seejuures
pidev. Siis leidub selline punkt ¢ € [a,b], et

/f dx—f()/abg(x)dx-

Toestus. Iseseisvalt! (Kasutada teoreemi B.I3l )X =
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5.4 Pidevate ja katkevate funktsioonide integreerimine
5.4.1 Pidevate ja monotoonsete funktsioonide integreeruvus

Cantori teoreemi [3.25] kasutades toestame jargmise tiahtsa véite.
Lause 5.18 Iga loigus pidev funktsioon on selles loigus integreeruv.

Toestus. Eeldame, et funktsioon f on pidev 16igus [a, b], siis Cantori teoreemi pohjal
on ta selles loigus iihtlaselt pidev. Olgu e suvaline positiivne arv. Vastavalt iihtlase pidevuse
definitsioonile (vt. alapunkt. 3.5.1) leidub selline § > 0, et kui z, 2’ € [a,b] ja |z — 2| < §,
siis

€

@)= f @) < 5 (517

Valime 16igu [a, b] alajaotuse T'[zo, ..., x,] nii, et A (T) < 4, siis suvaliste z ja 2’ puhul
osaloigust [zy_1, xx] kehtib vorratus (517). Kuna f on pidev 16igus [x_1, zx], siis Weierstrassi
teoreemiB.I6 kohaselt my = min {f (z) | z € [xg_1, ]} ja My = max {f (x) | x € [z_1, Tk},
niisiis my = f (2},) ja My, = f (2,) mingite 2}, x} € [zr_1, z;] korral, jarelikult My —my < 5=
Niisiis,

e u e
S(T)—s(T) < b_a;Axk—b_a(b—a)—e,

teoreemi [5.6] kohaselt on f integreeruv 16igus [a,b]. =

Tulles tagasi alapunkti 5.1 juurde, voime teoreemi 5.0 silmas pidades sonastada Riemanni
integraali geomeetrilise tidhenduse: kui mittenegatiivne funktsioon f on loigus [a,b] pidev,
sis tema graafiku ja sirgetega x = a, x = b ning y = 0 mddaratud kovertrapetsil on pindala
ning see on vordne integraaliga fabf () dz. Toepoolest, selline funktsioon f on lause B.I§
kohaselt integreeruv, mistottu teoreemi 5.6 pohjal S, = I, = I* = S* ja Soapy, = ff f(z)dx.

Jareldusest 017 ja lausest [5.I8 tuleneb vahetult jirgmine pidevate funktsioonide in-
tegraalarvutuse keskvdadrtusteoreem.

Jareldus 5.19 Kui f on loigus [a,b] pidev funktsioon, siis leidub selline ¢ € (a,b), et

b
[ r@a=r@e-a.

Toestus. Iseseisvalth« m
Selle keskvéirtusteoreemi geomeetrilist sisu illustreerib joonis 5.2: kui f on 16igus [a, b] pi-
dev mittenegatiivne funktsioon, siis leidub selline ¢ € (a, b), et alusele [a, b] ehitatud ristkiilik

korgusega f (c¢) ja funktsiooni f graafikuga médratud kovertrapets on pindalalt vordsed.

Pidevus et ole tarvilik tingimus integreeruvuseks, see selgub jargmisest viitest.

Lause 5.20 Iga loigus monotoonne tokestatud funktsioon on integreeruv.
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yll
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N__ — P
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Joonis 5.2: Integraalarvutuse keskviirtusteoreem.

Toestus. Kui f on konstantne funktsioon, siis on ta integreeruv (vt. niide 5.1). Olgu
f 16igus [a, b] kasvav mittekonstantne tokestatud funktsioon ja olgu T'[xy,. .., z,] selle 16igu
mingi alajaotus. Siis on lihtne kirjeldada funktsiooni f vonkumist wy, (T) osalbigus [x_1, xk],
see on f (x) — f (xk_1). Olgu € suvaline positiivne arv, votame ¢§ := T Fa- Kui A (T) < 0,
siis

Zwk Axk<5z (2-1)) =0 (f (b) — [ (a)) =&,

mis teoreemi kohaselt tiahendabki funktsiooni f integreeruvust 16igus [a, b] .
Kahaneva funktsiooni puhul on toestus analoogiline. m

5.4.2 Katkevate funktsioonide integreeruvus

Katkevate funktsioonide integreeruvust kirjeldab jairgmine lause.

Lause 5.21 Kui tokestatud funktsioonil f: [a,b] — R on ldigus [a,b] vaid loplik arv katke-
vuspunkte, siis f on integreeruw.

Toestus. 1. Vaatleme juhtu, kus funktsiooni f ainsaks katkevuspunktiks on iiks loigu
otspunktidest. Olgu selleks punkt a, punkti b korral on toestus analoogiline. Olgu ¢ > 0
suvaline. Valime sellise punkti z; € (a, b), mis rahuldab tingimust

- €
T —a < —
2w’

kus w:= sup f(z) — ir[lfb} f (x) on funktsiooni f vonkumine 16igus [a, b] (miks w > 07)MK.
z€[a,b] z€la,

Loigus [z1,b] on funktsioon f pidev, seega ka integreeruv, vastavalt teoreemile leiame

selle 16igu alajaotuse 1" [1, ..., x,] omadusega

Zwk ASL’k< 5
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Moodustame 16igu [a, b] alajaotuse T [xg, 21, ..., x,], lisades osaldigu [zq,b] alajaotusele T’
jaotuspunkti xy := a. Siis jaotuse T puhul on rahuldatud teoreemi tingimus (d):

n

S(T)—s(T) = wi(T)Axy
k=1

6—0—6—8
2w 2

z€la,x1] z€[a,z1]

= ( sup f(z)— inf f(z)] (z;1—a) +Zwk (T Az, < w
k=2
Seega on funktsioon f integreeruv 16igus [a, b] .
2. Vaatleme iildist juhtu, kus vahemikus (a,b) on funktsioonil katkevuspunktid
01 <c<...<cp
Valime punktid d;, ds, ..., dyq nii, et
a<d <c <dy<cy<...<cp<dpy1 <V,

siis igas loigus [a,d4], [d1, c1], [c1,da], - .., [dpy1, b] vOib funktsioon f olla katkev vaid l6igu
iihes otspunktis. Toestuse esimese osa kohaselt on f igas sellises osaloigus integreeruv, vas-
tavalt aditiivsuse omadusele [0.8 on ta integreeruv 16igus [a,b]. =

5.5 Diferentsiaal-integraalarvutuse pohiteoreem

Kaéesolevas alapunktis toestame teoreemi, mis seob matemaatilise analiiiisi kaks haru, diferent-
siaal- ja integraalarvutuse. Selle teoreemi koige tdhtsam jareldus, mida nimetatakse Newton—
Leibnizi valemiks, on meile hésti tuntud eelnevatest matemaatilise analiiiisi kursustest.

Olgu funktsioon f 16igus [a, b] integreeruv. Omaduse 5.7 kohaselt eksisteerib iga = € [a, b]
korral integraal

G (2) = / (1) dt. (5.18)
Funktsiooni G: [a,b] — R abil kirjeldataksegi seost integraali ja tuletise vahel.

Teoreem 5.22 (pohiteoreem). Olgu f loigus [a,b] integreeruv funktsioon.
(a) Seosega (LI8) mddratud funktsioon G on loigus [a, b] thtlaselt pidev.
(b) Kui f on punktis ¢ € [a,b] pidev, siis funktsioon G on selles punktis diferentseeruv ja

G'(c) = [ ().
Toestus. (a) Olgu € > 0. Kuna f on integreeruv, siis on ta tokestatud 16igus [a, ], s.t.
AM>0:|f(x)|] <M (x€lab]).

Votame 0 = 7. Kui x,2 € [a,b] ning |z — 2| < 4, siis, rakendades eelpool toestatud

omadusi 0.8 ja 5.15], saame, et
[ rwa- ["roa=| [ 1o

/ \f(t)\dt' <Mlz—a| < M5 =e,

|G (z) =G ()] =

<

s.t. G on loigus [a, b] iihtlaselt pidev funktsioon.



128 5 Integreeruvad funktsioonid

(b) Eeldame, et funktsioon f on punktis ¢ € [a, b] pidev. Olgu € > 0, leiame § > 0, et
lz—c[ <96, z€ab)] = |f(z) = f(c)]<e.
Seostest,

G(az)—G(c)_f(c):fff(t)dt_f@:ff(f(t)—f(c))dt

Tr—=cC Tr —cC r —cC

saame tingimusel 0 < |z — ¢| < J ja = € [a, ], et

o -r@la _ e-d

|z — | \:L’—c|_

'G@;)—G(c)

Tr—cC

-7

(selgitadal M. Seega lim (% — f (c)) =0 ehk

r—C

& () = lim W =G ©)

r—C Tr — C

= f(c).
Teoreem on toestatud. m

Markus. Diferentsiaal-integraalarvutuse pShiteoreemi saab tdestada ka integraalarvutuse keskvaar-
tusteoreemi (vt. jareldus 5.17]) kasutades. Nimelt, kuna

G(z) — G(o) _ mic/ggf(t)dt

Tr —cC

ning keskvairtusteoreemi kohaselt leidub ¢ ja x vahel punkt £ omadusega

fo-— | " fhat,

r —cC

siis piisab minna piirile z — ¢ ja mirgata, et seejuures ka & — c¢. Et f on pidev punktis ¢, siis ka
lim f(&) = f(c). Kokkuvdttes G'(c) = f(c), nagu soovitud.
Tr—cC

Jargmine néide kinnitab, et ilma eelduseta funktsiooni f pidevusest kohal ¢ € [a,b]
el pruugi teoreemi viide (b) kehtida, s.t. funktsioon G ei pruugi olla punktis ¢ dife-
rentseeruv.

Niide 5.3. Vaatleme funktsiooni f: [0,2] — R, mis on méa#ratud seosega

f ) = x, kui 0 <z <1,
Tl z+1, kuil <z <2,

paneme téhele, et f ei ole punktis x = 1 pidev (veenduda!)»X. Seosest

v 2 kui0<z <1
G(z) = Hdt =< 3’ S ’
(@) /of<> {%2—1—:1:—1, kui 1 <7 <2,

(selgitadal)X ndeme, et G: [0,2] — R on teoreemi[5.22(a) pohjal pidev funktsioon. Teoreemi
£.22(b) kohaselt

, 2 kui 0 < x < 1,
G(x)'_{:p+1, kui 1l <z <2,
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(selgitadal K, kuid kuna

2

_ 1 zz 1 1
limwzlim 22— " lim (z+1) =1,
r—1— x—1 z—=1— 1 — 1 2 z—1—
2
G(z)-G(1 T4r—-1—-3 1
lim Gl)=GWM) _ lim -2 2 =2 lim (z+43) =2,
r—1+ x—1 z—1+4 x—1 2 x—1

siis funktsioon G ei ole punktis z = 1 diferentseeruv.

Meenutame, et funktsiooni F': D — R nimetatakse funktsiooni f: D — R algfunktsioo-
niks intervallis D, kui iga x € D korral F'(z) = f(z).

Jareldus 5.23 Kui funktsioon f on pidev loigus [a,b], siis seosega (B.I8) mdadaratud funkt-
sioon G on funktsiooni [ algfunktsioon loigus |a, b].

Toestus. [seseisvalth =

Jarelduse 523 abil saame toestada Newton—Leibnizi valemi. Koigepealt kirjeldame funkt-
siooni koigi algfunktsioonide omavahelist vahekorda.

Lause 5.24 Olgu D intervall, olgu funktsioonid I ja G funktsiooni f: D — R algfunktsioo-
nid intervallis D. Siis leidub C' € R nii, et G(x) = F(x)+ C.

Toestus. Vaadelge funktsiooni H(x) = G(x) — F(x), leidke, et H'(x) = 0 ning jareldage
lause abil, et H on konstantne funktsioon (iseseisvaltPX). m

Lause tottu on intervallis D funktsiooni f: D — R koigi algfunktsioonide iildkuju
F(x)+ C, kus F': D — R on funktsiooni f mingi algfunktsioon. Algfunktsiooni iildkuju
F(z) + C mirgitakse siimboliga [ f(z)dz ning nimetatakse funktsiooni f mddramata in-
tegraaliks. Juhime tdhelepanu asjaolule, et miadramata integraali leidmine on tuletise p66rd-
operatsioon ning méiidramata integraal pole otseselt seotud funktsiooni integreeruvuse ega
integraalsummadega.

Jireldus 5.25 (Newton-Leibnizi valem). Kui funktsioon f on pidev loigus [a,b], siis

b
/ f(x)de = F(b) — F (a), (5.19)
kus F on funktsiooni f suvaline algfunktsioon loigus [a,b].

Toestus. Jirelduse 5.23 kohaselt on G(z) = [ f(¢) dt funktsiooni f algfunktsioon 16igus
[a, b]. Edasi kasutage lauset (iseseisvaltDk). m

Markus. Tdestasime Newton—Leibnizi valemi eeldusel, et integrand f on pidev 18igus [a, b]. Tegeli-
kult kehtib ka iildisem valem, kus néutakse ainult f integreeruvust I6igus [a,b]. Sellise Newton—Leibnizi
valemi t3estamiseks tuleb vaadelda I3igu [a, b] suvalist alajaotust T, leida igas alaldigus Lagrange'i kesk-
vaartusteoreemi kohaselt punkt & € (z—1,2x) omadusega F(xy) — F(xip—1) = f(&k) Az ning minna
piirile protsessis A(7') — 0.

Peatiiki lopetuseks toome veel kaks praktilist juhist funktsiooni méaratud integraali leid-
miseks.

1. Ositi integreerimine.
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Lause 5.26 Olgu funktsioonide f,g: [a,b] — R tuletised f" ja ¢’ pidevad (loigus [a,b]). Siis

[ 119 de = 10)90) - f@)gta) - [ F@g(o) s

Toestus. Kasutage korrutise tuletise valemit (vt. lauset [£5) mérkamaks, et funktsioon
f - g on funktsiooni f’- g+ f-¢" algfunktsioon 16igus [a, b]. Edasi rakendage Newton-Leibnizi
valemit ning integraali aditiivsust (iseseisvalt!)’X. m

2. Muutuja vahetus. Lause[L. 7 liitfunktsiooni diferentseerimisest annab, et kui F': T —
R on funktsiooni f: T — R algfunktsioon intervallis 7" ning ¢: D — R on intervallis D
diferentseeruv, kusjuures ¢(D) C T, siis liitfunktsiooni F o ¢: D — R tuletis kohal = € D
on f(eo(x)) - ¢'(x). Seda asjaolu saab mirkida lithidalt kujul

(/ﬂmmwmeszwm»+a

Lause 5.27 Olgu ¢: [a,b] — R pidev ja diferentseeruv ning olgu tuletis ¢ pidev loigus [a, b].
Kehtigu sisalduvus ¢([a, b)) C [p(a), ¢(b)] ning olgu funktsioon F funktsiooni f algfunktsioon
loigus [(a), p(b)]. Siis

©(b) b )
f0)dt = [ fe(@) ) do

o(a) a

Toestus. Kuna f, ¢ ja ¢’ on pidevad, siis funktsioon x — f(¢(x)) - ¢'(x) on pidev
16igus [a,b]. Et ¢([a,b]) C [¢(a),p(b)], siis selle funktsiooni algfunktsioon 16igus [a,b] on
x — F(p(x)), mistottu
o (b)

/ fle(x)) - () dz = F(p(b)) — F(p(a)) = | f(t)dt,

ela

nagu soovitud. m

Mirkus 1. Noue, et ¢([a,b]) C [p(a), p(b)] on garanteeritud (koguni vordusena) néiteks
juhul, kui ¢ on rangelt kasvav. Rangelt kahaneva ¢ jaoks saab sonastada analoogse tulemuse,
kasutades kokkulepet, et kui p(b) > ¢(a), kehtib j;"((ab)) ft)dt = — f;(g;) f(t)dt.

Mirkus 2. Nouet, et ¢([a, b]) sisalduks 16igus otspunktidega p(a), ¢(b), ei saa korvale
jitta. Valime niiteks [a,b] = [-1,2], o(z) = 27, f(t) = %, kus f: [1,4] — R. Siis algfunkt-
sioon on F(t) = —1 ning

©(b) 49 3
/@(a) f(t)dt:/1 t_2dt:F(4)_F(1):Z’

aga méaaratud integraalis

léﬂw@ﬂ-d@ﬂ®ﬁ=/if@5-%ﬂx

noutakse funktsiooni f vidrtuste arvutamist viljaspool tema ldhtehulka (kuna o([—1,2]) =
0,4] € [1,4] = [p(—1), ¢(2)]). Seda médratud integraali fabf(go(x)) c@'(x)dz = fi 2 dz e
eksisteeri (isegi mitte paratu integraalina).
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5.6 Paratud integraalid
5.6.1 Lopmatute rajadega integraal

Olgu funktsioon f méératud intervallis [a, 00) . Olgu f integreeruv igas 16igus [a, (], kus [ > a.
Definitsioon. Piirviirtust

llggo /al f(x)dz, (5.20)

nimetatakse funktsiooni f pdratuks integraaliks rajades a-st co-ni (improper integral, neco6-
cmeennwili unmezpan) ja tahistatakse

/wf@%m- (5.21)

Kui seejuures piirvaartus (5.20) on 16plik, siis 6eldakse, et paratu integraal (5.21]) on koonduv.
Mittekoonduvaid pératuid integraale nimetatakse hajuvateks.

Analoogiliselt defineeritakse péaratu integraal

/_;f(af)daf

Vaatleme niiiid funktsiooni f: R — R. Eksisteerigu mingi ¢ € R korral molemad pératud

integraalid . -
/ f (z)dz, / f (z)dx.

Kui molemad integraalid on loplikud, siis defineerime, et

/_Zf(x)dx - /_;f(:p)dx+/:of(x)dx’ (5.22)

ja tema koonduvus (defineeridal)*X.

ning iitleme, et paratu integraal /00 f(z)dx on koonduv.

Kui molemad integraalid /c f(z)dzx ja /OO f (z)dx on oo, voi iiks on loplik ja teine
00, siis defineerime /00 f(z)dx = co. Analoogselt, kui molemad integraalid on —oo, voi iiks
on 1oplik ja teine —oo, siis defineerime /OO f(x)dz = —oo. Juhul, kui molemad integraalid
on eri margiga lopmatused, me paratut integraali / h f(z)dz ei defineeri.

NB! Koigil eelmises 16igus mérgitud juhtudel on paratu integraal / h f(x)dz hajuv.

Olgu funktsioon f igas osaldigus [a, (], kus | > a, integreeruv, siis

/ f (z) dz koondub parajasti siis, kui/ f (z) dz koondub iga a; > a korral, (5.23)
a ai
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see tuleneb (tdnu integraali aditiivsusomadusele (5.8 kehtivast) seosest

/alf(x)dx:/aalf(x)der/ajf(x)dx.

Samasugune véide kehtib muidugi ka integraali f_boo f () dx puhul. Siit jareldub (kuidas?)¥q,
et kui péaratu integraal (5.22)) koondub, siis ei soltu selle véartus arvu ¢ € R valikust.

Markus. Vaadeldakse ka paratu integraali ldisemat varianti — Cauchy peavaartust. Kui f on integ-
reeruv igas I8igus [—[, 1], kus [ > 0, siis defineeritakse

0 l
p.v. /_OO flx)dz = lllglo lf(x)dx.

o0
Vahetult saab kontrollida, et kui paratu integraal / f(x)dz on koonduv, siis sama vaartusega on ka
o0 - o0
Cauchy peavidirtus p.v. / f(x)dz, ning et leidub funktsioone, mille Cauchy peavaartus p.v. / f(x)dz
—0oQ —0oQ

o
on I18plik, kuid paratu integraal / f(z)dx on hajuv. (Iseseisvalt! )X
—0o0

Naiide 5.4. Olgu ¢ > 0 ja a > 0, uurime pératu integraali

/aoo L e (5.24)

x4

koonduvust. Juhul ¢ = 1 kehtib vordus F'(I) = fal 1dz = Inl — Ina iga | > a korral,
on selge, et loplikku piirvaartust llim F (1) sel juhul ei eksisteeri. Seevastu, kui ¢ # 1, siis
—00

F(l) = i L — L1 jaloplik piirviifirtus lim F (1) on olemas parajasti siis, kui ¢ > 1.
Q)l (1 q)aq =00

Niisiis, integraal (0.24) koondub parajasti siis, kui g > 1.
Jargnev lause on jadade monotoonsuseprintsiibi pidev analoog.

Lause 5.28 Olgu F': [a,00) — R kasvav funktsioon. Loplik piirvidrtus lim F(x) leidub

T—r00
parajasti siis, kui hulk {F(z): x € [a,00)} on lalt tokestatud. Sealjuures, kui nii on, siis

lim F(z) =sup{F(x): z € [a,00)}.

T—r00

Toestus. Tarvilikkus. Leidugu piirviaartus L = llim F(1), siis mingi reaalarvu N € [a, c0)

— 00
korral garanteerib noue x > N selle, et kehtib L — 1 < F(z) < L + 1 (selgitage! X Niiiid
iga © € [a,00) korral F'(z) < L + 1 (miks?)X, mis tdhendabki, et I vidrtuste hulk on iilalt
tokestatud.
Piisavus. Olgu F' vairtuste hulk iilalt tokestatud, siis eksisteerib L = sup{F(z): z €

l[a,00)}. Niitame, et lim F(z) = L. Fikseerime reaalarvu ¢ > 0, siis lause [[.3 kohaselt
T—>r00

leidub x € [a, 00) omadusega, et F'(z¢) > L — . Kui niiiid = > x, siis

L—e<F(xg) < F(lz) S L<L+e¢,
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mis toestab koondumise lim F(x) = L (pohjendage! 4. =

T—00

Rakendame lauset [5.28] jargmises situatsioonis. Olgu f: [a,00) — R mittenegatiivne,
s.t. f(x) = 0iga x > a korral, eeldame, et f on igas osaldigus [a, (], kus [ > a, integreeruv.
Tahistame F (1) = fcff () dz, funktsioon F': [a,00) — R on intervallis [a,c0) kasvav ja
mittenegatiivne: kui [ > a, siis ' (1) > 0 (vrd. lause £.14), ning

l2

a<ll<l2:>F<lg>:F(l1)—|— f(.T)d.’L‘}F(ll)
1

Jareldus 5.29 Olgu mittenegatiivne funktsioon f integreeruv igas osaldigus |a,l], kus | >
a. Loplik piirvddrtus llim F(l) = [ f(z)da eksisteerib (s.t. piratu integraal [~ f (x)da
—00

koondub) parajasti siis, kui funktsioon F' on tokestatud intervallis [a,o0). Sel juhul

/Oof(x)d:c:sup{F(l):le la,00)} .

Toestus. Kuna kasvava funktsiooni F' vaértuste hulk { F'(1): | € [a, 00)} on alt tokestatud
arvuga F'(a), jareldub see tulemus vahetult eelmisest lausest 5.28. =

Jarelduse (29 ja seose (.23) abil saab lihtsalt toestada jargmise 16pmatute rajadega
integraalide I vordluslause.

Lause 5.30 Kui funktsioonid f ja g on igas loigus |a,l], kus a, integreeruvad ning

0< f(z) <g(x) igax € [a,00) korral, siis integraali / g (x) dx koonduvusest jareldub

integraali / f (z) dz koonduvus. Kui z’ntegmal/ f (z) dx hajub, siis hajub ka integraal

[ o i

Toestus. Pidades silmas seost (5.23), voime lihtuda eeldusest a = a; (selgitadal)X.
Téhistame G (1) = f;g(x) dz, siis intervallis [a, 00) kehtivast eeldusest 0 < f (z) < g (z)
saame vorratuse F (1) < G (1) igal € [a, 00) korral (vrd. lause £.14)). Kui eksisteerib piirvéér-
tus [~ g (z)da = lli>r§> G (1), siis jarelduse pohjal on funktsioon G tokestatud intervallis

la,0), jarelikult on ka funktsioon F' samas intervallis tokestatud. Jarelduse kohaselt
eksisteerib lim I (1) = [1f (z)dz
—00

Kui [ f (x) dz hajub, siis {F (1) | | € [a o0)} on tokestamata hulk, jarelikult on tokesta-
mata ka {G () | | € [a,00)}, mistottu [ g (z) dz hajub. =

Tihti esineb ka péaratuid integraalekus integraalialune funktsioon ei siilita méarki. Sel
juhul voib uurida integraali absoluutset koonduvust.

Olgu funktsioon f méératud intervallis [a, 00). Olgu f integreeruv igas ldigus [a, [], kus
[ > a. Siis ka | f| on integreeruv igas léigus [a,[], kus [ > a.

Definitsioon. Kui pératu integraal |f(x)| dz koondub, siis 6eldakse, et pératu in-

a
(e o]

tegraal f(z)dx koondub absoluutselt. Koonduvat paratut integraali, mis ei koondu abso-

luutselt, nimetatakse tingimisi koonduvaks.
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Lause 5.31 Olgu f integreeruv igas loigus |a, 1], kus | > a. Kui piratu mtegmal/ |f(x)|dx

koondub, siis ka pdratu mtegmal/ f(z)dx koondub.

Toestus. Defineerime funktsioonid

) f(z), kui f(x)>0, )= f(x), kui f(x) <0,
folz) = {0, kui f(z) <0 Ja J-(2) = {O, kui f(z) >0,

Siis 0 < fi(x ) |f(x)]ja0 < fo(x) < |f(x)|iga x > a korral. Kuna eelduse kohaselt paratu

integraal | f(x)| dx koondub, siis I vordluslause pohjal koonduvad ka pératud integraalid

| dea/ (@)
Teiselt poolt, iga z > a korral kehtib f(z) = fi(z) — f_(x), seega

/aoof( dx—hm f dx—llm</f+ dx—/f dx)
- lm / fi()de — lim / Fdo= [ e~ [T (@

Seega pératu integraal / f(z)dz koondub. =

Naide 5.5. Integraal / 1co+sa: dx on absoluutselt koonduv, sest
0 x?
cosT | _ 1 (z € [0, 00))
x
1422 ~ 14a2 0

. >~ 1 . l T
ja > dz = lim arctanx’ = —.

5.6.2 Tokestamata funktsiooni paratu integraal

Olgu funktsioon f: [a,b) — R poolldigu [a, b) igas osaloigus [a, ], kus a < | < b, integreeruv
(siis ka tokestatud), kuid poolldigus [a,b) tokestamata. Sel juhul iitleme, et funktsioon f on
punkti b imbruses tokestamata. Piirvaartust

lim/f(x)dx, (5.25)

l—b—
nimetatakse funktsiooni f paratuks integraaliks rajades a-st b-ni ja téhistatakse (nagu tava-
list Riemanni integraali) ff [ (x) dz. Kui piirvidrtus (5.25]) on 16plik, siis deldakse, et paratu

integraal fab f (z) dz on koonduv.
Analoogiliselt defineeritakse piratu integraal

/abf (x)dz = JLIEJF/T:JC(:E) dz
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juhul, kui funktsioon f : (a,b] — R on punkti a iimbruses tokestamata, kuid igas osaldigus
[m, b] C (a, b] integreeruv.

Kui f: (a,b) — R on mdlema punkti a ja b iimbruses tokestamata, kuid mingi ¢ € (a, b)
puhul eksisteerivad pératud integraalid [ f (z)dz ja fcbf (x) dz, mille viirtused ei ole eri
mérgiga lopmatused, siis defineeritakse paratu integraal

/abf(:c)d:c ::/:f(:c)dx—i—/cbf(az)dx.

Seda nimetatakse koonduvaks, kui vorduse parema poole molemad péaratud integraalid koon-
duvad.

Ka sel juhul vaadeldakse m&nikord Cauchy peavaiartust, mis defineeritakse piirvaartusena

e—0+

Dy, / " fa)de = lim ( / + F(@)dz + Cb_g f(x)dx).

On voimalik defineerida péaratu integraal ka olukorras, kui moni raja voib olla lopmatus
ning samal ajal punkte, mille iimbruses funktsioon on tokestamata, on integreerimispiirkon-
nas suvaline loplik arv. Selline piratu integraal defineeritakse sobiva summana iilaltoodud
paratu integraali kahest “pohitiiiibist”.

Niide 5.6. Vaatleme integraali

b X
/ 7 d ot (5.26)

kusa < bjag > 0.Kuiq=1,siis F () = flli—xlen(b—a)—ln(b—l) ningllirgl F(l) = 0.
b

a

Kui g # 1, siis F (1) = l%q (b—a)' - 1%(1 (b — 1)~ ning integraal (5.26) koondub parajasti
siis, kui ¢ < 1.

Analoogiliselt lausega [5.30] toestatakse jargmine vordluslause.

Lause 5.32 Kui funktsioonid f ja g on poolldigus [a,b) tokestamata, igas loigus |a,l], kus
a < 1 < b, integreeruvad ning leidub a; € [a,b), et 0 < f(z) < g(x) iga x € [a1,b) korral,
stis paratu integraali ffg (x) dx koonduvusest jareldub pdratu integraali f; f (z) dz koonduvus

ning paratu integraali fab f (z) dz hajuvusest pdiratu integraali f:g (z) dz hajuvus.

Samasugune viide kehtib ka punkti a timbruses tokestamata funktsioonide f ja g puhul.

Niide 5.7. Integraal ff Nﬁ koondub, sest

1 1 1
= <
V322 —2r—1 a3z + 1V —1 ao—1

ja integraal ff \/‘f‘“j koondub (vt. nédide 5.6).

0<

(x € (1,2])

Markus. Nii [opmatute rajadega pédratu integraali kui tokestamata funktsiooni péaratu
integraali jaoks on voimalik toestada ka IT vordluslause. Nii néiteks kui f, g: [a,00) = R,
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kusjuures f ja g on igas Idigus [a,l] integreeruvad, f(z) > 0 ja g(z) > 0 iga = € [a, 00)

f{D)

korral ning piirviadartus lim —-= on positiivne reaalarv, siis koonduvad ja hajuvad paratud

l—o0 g(l)

integraalid [ f(z)dz ja [ g(x) dz samaaegselt. IT vordluslause toestus matkib vastavat

arvridade II vordluslause toestust (vt. lauset G.I8)).

5.7  Wallise valem ja Euler—Poissoni integraal
5.7.1 Wallise valem

Tahistame p
Jm::/ sin”zdx (m=0,1,...)
0

ning paneme tdhele, et Jy = 5 JjaJi = 1. Kuim > 1, siis rakendame integraali J,,, arvutamiseks ositi

integreerimise valemit, mille kohaselt

/2 /2
. . e 2 e
Im = sin™ 1 zd (= cos ) = — sin™ ! & cos |/ +(m-—1 sin” "2 z cos? zdx
0
0 0

w/2 w/2
= (m— 1)/ sin™ 2 zdz — (m — 1)/ sin"xdx = (m—1)Jp_2—(m—1)Jy,
0 0

ehk .
y— m-2 Sy
m

Juhul m = 2n saame viimast seost kasutades, et

(2n—1)(2n-3)...3-1m
2n(2n—2)...4-2 2’

J2n =

juhul m =2n + 1 aga
2n(2n —2)...4-2

Tl = G T @R 1) 31

Kui t3histada
S {(2n)(2n—2)...4-2, kui m = 2n,

2n+1)2n—1)...3-1, kuim=2n+1,
saame tulemuse iiles kirjutada kujul

—1)! : :
/2 m (mm”) 5 kui m on paarisarv,
sin” xdx = (me1)l
0

kui m on paaritu arv.

mll

Saadud seose abil tdestame jargnevalt Wallise valemi

T ) 1 2n) \?
— = lim .
2 n—ooo2n+1\ (2n— 1!

Lahtudes vBrratustest

0 <sin?tlz <sin?x <sin? e (2 e (0,7/2))

(5.27)



UHE MUUTUJA MATEMAATILINE ANALUUS 137

(pBhjendada! X, saame seosed

w/2 w/2 /2
/ sin?" !l zdx < / sin?? zdz < / sin?" ! zdx
0 0 0

(pBhjendada! K. Valemi (5.27) kohaselt

(2n)! . (2n—1)!'x . (2n —2)!!
Cn+1)I S 20 2 T (2n— 1)

% saame, et

xn-—2n+1<(2n_1)!1> <§<%<m> =z, (meN).

Jagades vdrratuse lilkkmeid arvuga

Seejuures

11 (2n)!! 2< L (n — o0)
Zp — Tp = S5 5 n—00),
T moan+ 1\ ((2n— D! 2n 2

mistdttu seostest

Og _xngzn_xn_)() (n—)oo)

b 3

jareldub, et lim z,, = lim 2, = 5. Valem on testatud.
n—oo n—oo

5.7.2 Euler—Poissoni integraal

Wallise valemit rakendatakse paljude keeruliste integraalide arvutamisel. Me leiame jargnevalt selle valemi
abil Euler—Poissoni integraali
oo
2
K = / e " dx
0

vaartuse. Tegemist on paratu integraaliga, mis mangib t3htsat rolli tdendosusteoorias.
Vaatleme kdigepealt funktsiooni
FO)=00+te™.

Uurides selle funktsiooni kasvamis- ja kahanemispiirkondi, on lihtne veenduda, et f saavutab oma mak-
simaalse vaartuse 1 punktis t = 0 (kontrollida! "X, niisiis,

(1+t)e " < 1igat#0 puhul.
Vbttes ¢ := +22, saame vérratused (1 — %) ¢*” <1 ning (1 +22)e™*" < 1, seega

1

2 _ 2
1—=z <e$<1+x2 (x >0)
(kontrollida!)X. Siit tuleneb, et suvalise n € N korral
. 1
0< (1 — .%'2)n < eian (1’ S (0, 1)) Ja eingﬁ < m (.TJ > O) .

Integreerime esimese vdrratuse mdlemat poolt rajades 0-st 1-ni ja teise mdlemat poolt rajades 0-st oco-ni:

1 1 00 [e%¢)
n _ _ 1
/ (1 — xQ) dz < / e dy < / e dy < / ———mdz (5.28)
0 0 0 o (1+2?)
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(pdhjendada! pH. Muutujavahetuse t := \/nx abil on lihtne veenduda, et

o 2 1
e "dr=—=K (5.29)
o=
(kontrollida!pX. Valemist (5.27]) saame muutujavahetust = = cost¢ kasutades seose
1 n w/2 2\
/ (1-2%)"dz = / sin2+ ap = 2PN (5.30)
(kontrollida! )X ning muutujavahetuse x = cot ¢ abil
00 1 /2 2n — 3)!!
/ ——xdr = / sin?" "2 tdt = @n =3z (5.31)

(kontrollida) K. Seostest (5.28]) — (B.31) jareldub, et

I — 3N
(2n)N K< (2n=3)x
2n+ )N (2n—2)!1 2

NG Vi (nen),

millest omakorda tuleneb, et

n 1 2n!! 2 n (2n — )M\ ? /72
= < K?2< on — 1) (22 (_> _.
o 2n+12n+1<(2n—1)!!> o —1 2 )<(2n—2)!!> 2 n

(kontrollida! k. Wallise valemi kohaselt

) ) n ) 1 )t \?* =
lim z, = lim lim = —
n—oo n—oo 2n + 1 n—oo 2n +1 \ (2n — 1! 4
ja
2 2n — 3)I1 > 212
lim z, = (—) lim lim (2n — 1) (2n =3 = <z) —— = E,
n—00 2/ n—oo2n — 1 n—oo (2n —2)!! 2/ 27 4

tihendab, K2 = % ehk

/ e dr = ﬁ
0

2
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6 Funktsionaaljadad. Arv- ja funktsionaalread

6.1 Funktsionaaljadad, nende punktiviisi ja iihtlane koonduvus
6.1.1 Funktsionaaljada punktiviisi koonduvus

Olgu (fg) selline funktsioonide jada, mille koik liikmed f; on médratud mingis mittetiih-
jas hulgas D C R. Sellist jada nimetame edaspidi (hulgas D méiratud) funktsionaaljadaks
(sequence of functions, dynryuonaivras nociedo6amesbHOCmDy).

Definitsioon. Utleme, et funktsionaaljada (fi) koondub punktiviisi hulgas D (converges
pointwise, cxodumea nomouenno), kui iga x € D korral eksisteerib 1oplik piirvadrtus

f () = lim fi (). (6.1)

Seos (6.J) méédrab hulgas D funktsiooni f, mida nimetatakse funktsionaaljada (fy) piir-
funktsiooniks (limit function, npedeavnas pynxyus). Lithidalt kirjutame sel juhul " f, — f
punktiviise hulgas D”.

Pohiprobleem koonduvate funktsionaaljadade puhul on kiisimus piirfunktsiooni ana-
liiiitilistest omadustest. Kas funktsioonide fy tdhtsamad omadused (pidevus, diferentseeru-
vus, integreeruvus jm.) kanduvad iile seosega (6.1]) méaaratud funktsioonile f?

Jargnevad lihtsad niited kinnitavad, et {ildjuhul on vastus esitatud kiisimusele eitav.

Niide 6.1. Funktsionaaljada (f,), kus

n 2

x
fmR—=>R, z+— —,
kz%(lqtsﬁ)

koondub kogu arvteljel R ja

L [ 1+2?% kuize R\ {0},
f(x)_,}LIEof"(x)_{ 0, kui z = 0.
Jada liikmed on pidevad funktsioonid (kontrollida!)X, kuid kuna lirré f(x)=1%#0= f(0),
T—r
siis piirfunktsioon f ei ole pidev punktis x = 0.
Selle néite pohjal voime oOelda, et punktiviisi koonduva pidevate funktsioonide jada piir-
funktsioon ei pruugi olla pidev. Veelgi enam, kuna funktsioonid f,, on diferentseeruvad, tule-

neb niitest 6.1, et punktiviisi koonduvate diferentseeruvate funktsioonide jada piirfunktsioon
ei pruugi olla pidev, ammugi siis diferentseeruv.

Niide 6.2. Vaatleme funktsionaaljada (f), kus

1
fr: [0,1]] =R, z+— E:ck

Selge, et f (z) = klim fr (z) = 0,seega [ (z) = 0igax € [0, 1] korral. Seejuures f; (x) = 2% 1,
— 00

niisiis on tuletiste jada (f;) punktiviisi koonduv 16igus [0, 1] ning

) 0, kuizel0,1),
hmf,;(x):{l kuix:[l. )

k—o00
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Naeme, et
!/
lim f} (x) # <lim Ix (a:)) , kui z = 1.
k—r00 k—ro00

Niisiis, punktiviisi koonduva diferentseeruvate funktsioonide jada puhul tldjuhul ei ole
lubatud pirrileminek tuletise mdrgi all.

Niide 6.3. Kui funktsionaaljada (f;) lilkmeteks on funktsioonid

fr: [0,1] = R, x»—>kaz(1—x2)k,

siis suvalise = € (0, 1) korral

hmfk()—xlimk:(l—xQ)k:xlim h =0,

—

seega hm fr () = 0iga = € [0, 1] puhul. Seejuures

1 1
hm/ fr (x)dz = lim k:/ x(l—xQ)kdx:—% lim k:/ (1—x2)kd(1—x2)
0 0

k—oco k—oco k—oco
k k1]t
lim —— [ (1 — 22
k—>nc}o2(k‘+1) [( l‘) }0
. k 1 b
= shrn ~2 7 —/0 (Jfim fic()) e

Niisiis, iildjuhul
hm / fr (z)dz # / hm fr (z

6.1.2 Funktsionaaljada iihtlane koonduvus

See, kas koonduva funktsionaaljada analiiiitilised omadused kanduvad iile tema piirfunkt-
sioonile voi mitte, soltub selle jada koonduvuse iseloomust, tdpsemalt sellest, kui hésti saab
piirfunktsiooni f ldhendada funktsioonidega f;. "Heaks” koonduvuseks osutub jiargnevalt
defineeritav iihtlane koonduvus.

Definitsioon. Utleme, et funktsionaaljada (fi,) koondub funktsiooniks f iihtlaselt hulgas
D (converges uniformly, cxodumca pasnomepno), kui

Ve >03IN=N(e)eN:k>=N=]|fi(x)— f(x)] <eiga x € D korral]. (6.2)
Liihidalt kirjutame sel juhul ” f,, — f dhtlaselt hulgas D”.

Vordluseks esitame e- N-keeles punktiviisi koonduvuse definitsiooni: funktsionaaljada ( fy)
koondub funktsiooniks f punktiviisi hulgas D parajasti siis, kui

VeeD Ve>0IN=N(z,e) e Nek>N=|fi(z)— f(z)] <e.

Nende kahe tingimuse vordlemisel on selge, et kehtib jargmine viide.
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Lause 6.1 Kui f, — f dhtlaselt hulgas D, siis frp — f punktiviisi hulgas D.
Toestus. Iseseisvalth m

Geomeetriliselt illustreerib funktsionaaljada (fy) iihtlast koonduvust funktsiooniks f 16i-
gus [a, b] joonis 6.1: suvalise etteantud ¢ > 0 korral leidub selline indeks N, et iga k > N
korral asub funktsiooni f; graafik ribas

{(my)a<ae<h flr)—e<y<f(z)+e},

yﬂ
y=f(z)+e
T y=f(z)
. y=fz)—e
| |
| |
| |
0 a b z

Joonis 6.1: Funktsionaaljada iihtlane koonduvus.

Vahetult definitsioonist (6.2)) saame iihtlase koonduvuse jaoks jargmise kriteeriumi.

Lause 6.2 Funktsionaaljada (fy) koondub hulgas D iihtlaselt funktsiooniks f parajasti siis,

kui lim r, = 0, kus
k—o0

re = sup {|fi (¥) = f ()| [z € D}.

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et f, — f iihtlaselt hulgas D, olgu ¢ > 0 suvaline.
Vastavalt definitsioonile (6.2]) leiame N € N omadusega

k>N = |fk(x)—f(:p)|<%igax€Dkorral],

seega on arv § hulga {|fx (z) — f (2)| | # € D} iilemine toke iga k > N puhul. Seetottu sama
hulga vihim iilemine toke r; rahuldab tingimust

niisiis, klim re = 0.
—00
Piisavus. Eeldame, et rp = sup{|fx () — f(z)|| v € D} eksisteerib iga k € N korral ja

klim rr = 0, olgu € > 0. Arvjada piirviadrtuse definitsiooni kohaselt leidub selline N € N, et
—00

ry < &, kui k > N, seega
|fi () — f(x)] <sup{|fe(x) — f(z)||x € D} <eigax € D jak> N korral.

See tdhendabki, et fi, — f iihtlaselt hulgas D. m
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Naide 6.4. Toome lihtsa néite punktiviisi koonduvast funktsionaaljadast, mis ei koondu
iihtlaselt. Kui
fe: [0,1] = R, z+ aF
siis
0, kuiz€]0,1),

k—o0

seega koondub jada ( fi,) punktiviisi 16igus [0, 1] funktsiooniks f. See koonduvus ei ole iihtlane,
sest

re = sup{[fi (2) = f(@)| [z € [0, 1]} =1 (kK €N).

Teoreem 6.3 (Cauchy kriteerium thtlase koonduvuse jaoks). Hulgas D mddratud
funktsionaaljada ( fi) koondub selles hulgas thtlaselt parajasti siis, kui iga € > 0 korral leidub
selline N € N, et

k,m > N = ||fx () — fm ()] < € iga x € D korral] . (6.3)

Toestus. Tarvilikkus. Olgu € > 0 suvaliselt fikseeritud. Kui f; — f {ihtlaselt hulgas D,
siis leidub N € N, et |fi (z) — f (z)| < 5 iga k > N ja x € D puhul. Siit tuleneb tingimus
63): kui k,m > N, siis iga € D korral

| fio (@) = fon ()| < | fi (z) = [ (@) + |f (2) — fm (2)] <&

Piisavus. Kehtigu tingimus (6.3)), siis iga fikseeritud z € D korral on arvjada (fx (z))
koonduv (selgitada! K. Tahistame f (z) := klim fr (x), seega fr — f punktiviisi hulgas D.
—00

Niitame, et see koonduvus on iihtlane. Olgu ¢ > 0 ja olgu N valitud vastavalt eeldusele
©.3), s.t. |fi () = fm ()| < § koikide k,m > N ja x € D korral. Protsessis m — oo saame,
et

i (z) = f ()] <
Seega fr — f iihtlaselt hulgas D. m

<eigak > N jax e D korral.

N ™

6.1.3 Funktsionaaljadad, mille liikmed on pidevad funktsioonid

Olgu D C R mittetiihi hulk ja olgu funktsioonid fr: D — R, kus k € N, pidevad, s.t.
%im fr (t) = fr (z) koikide x € D ja k € N korral.
—x

Eeldame, et fr — f punktiviisi hulgas D, s.t.

lim fi (x) = f (z) iga x € D korral.

k—o0
Piirfunktsiooni f pidevus punktis z € D tdhendab vordust }im f(t) = f (x), niisiis
—x
im Jim £ (8 = fim £ () = ) = Jim S (fmt) = Jim im o ().

Me toestasime jargmise viite.
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Lause 6.4 Kui pidevate funktsioonide jada (fy) koondub hulgas D punktiviisi funktsiooniks
f, siis purfunktsiooni f pidevuseks hulgas D on tarvilik ja piisav tingimus

lim lim f (t) = klggo %gr; fr(t) (xeD). (6.4)

t—x k—o00

Teoreem 6.5 Kui hulgas D pidevate funktsioonide jada (fy,) koondub tihtlaselt selles hulgas
funktsiooniks f, siis f: D — R on pidev funktsioon.

Toestus. Eeldame, et

1) fr : D — R on pidev iga k € N korral ja

2) fr — [ thtlaselt hulgas D.

Fikseerime suvalise x € D ning kontrollime funktsiooni f pidevust punktis z.
Olgu £ > 0. Vastavalt eeldusele 2) leiame N € N, et

If () — fi (D] < % suvaliste t € D ja k > N korral.
Eelduse 1) pohjal on funktsioon fy pidev kohal x, seega eksisteerib niisugune § > 0, et

teD, |t—al <8 =|fy(t) — fn (@) <.

Kokkuvottes, kui t € D ja |t — x| < 6, siis

1) = @ISO = fx O+ v () = v @)+ v ) = F @) < 5 45+ 5 ==

seega on funktsioon f pidev punktis x. =

Jargmine néide iitleb, et dhtlane koonduvus ei ole tarvilik tingimus punktiviisi koonduva
funktsionaaljada piirfunktsiooni pidevuseks.

Naiide 6.5. Pidevate funktsioonide

sinkx, kui0<xr<7?
fi () == L DR
0, kui - <z <,

jada (fx) koondub 16igus [0, 7] punktiviisi pidevaks funktsiooniks f, mis on méératud seosega
f(x) =0iga x € [0, 7] korral (kontrollida!X. Kuna

T = sup{sink:a: | z € [O,%}} =1 (keN),
siis lause pohjal ei ole see koonduvus iihtlane.

Teoreemi abil toestame jargnevalt viited, mis kirjeldavad koonduva funktsionaaljada
piirfunktsiooni diferentseerimise ning integreerimisega seotud omadusi. Seejuures kasutame
me diferentsiaal- ja integraalarvutuse pohiteoreemi Meenutame, et kui funktsioon f on
16igus [a, b] integreeruv, siis eksisteerib

G (x):= /xf(t)dt (x € [a,b])

ning funktsioon G on 16igus [a, b] pidev. Kui seejuures f on punktis xy € [a, b] pidev, siis G
on punktis x diferentseeruv ning G’ (zo) = f (o).
Alustame jargmise lemmaga.
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Lemma 6.6 Kui loigus [a,b] pidevate funktsioonide jada ( f) koondub thtlaselt selles loigus
funktsiooniks f, siis

/ fr (t)dt — / f(t)dt dhtlaselt loigus |a,b] .

Toestus. Koigepealt méirgime, et kuna fr — f iihtlaselt 16igus [a, b] ja koik funktsioonid
fr: [a,b] — R on pidevad, siis funktsioon f: [a,b] — R on teoreemi [6.5] pohjal pidev. Lause
kohaselt

max {|fi (z) — f (2)[ | x € [a,b]} =: 7, = 0,

l@uww—[?um{memﬂ}

<max{ 140~ F 01t 2 € 1]}
<'r’kmax{/jdt\x€ [a,b]} — (b—a)r,

siis viiide jareldub lausest (selgitadal! K. =

seega, kuna

Ogmax{

Lemma abil toestame teoreemid piirileminekust vastavalt integraali- ja tuletisemargi
all. Jargmine viide on vahetu jireldus lemmast

Teoreem 6.7 (piirileminekust integraalimdrgi all). Kui loigus |a, b] pidevate funktsioo-
nide jada (fy) koondub thtlaselt selles loigus funktsiooniks f, siis

lim /abfk(t)dt:/abf(t)dt.

k—00

Toestus. Iseseisvalt 4 m

Markus 1. Teoreem kehtib ka ndrgemal eeldusel: pidevuse asemel piisab eeldada funktsioonide
fr, k € N, integreeruvust. Toestuseks piisab mairkida, et vastavalt antud arvule ¢ > 0 saab leida
funktsionaaljada (fy) iihtlase koonduvuse t&ttu indeksi N, et kui k& > N, siis iga z € [a,b] korral
|fr(z) — f(x)| < = . Edasi on jddnud rakendada integraali monotoonsusomadusi.

Markus 2. Kui integreeruvate funktsioonide jada (fy) koondub (ihtlaselt piirfunktsiooniks f, on
f ka integreeruv. Selle markamiseks fikseeritakse £ > 0 ning leitakse N nii, et iga € [a,b] korral
In(z) =5 < f(x) < fv(x) + 5. Niiiid osutub, et I8igu [a, ] iga alajaotuse T" korral kehtib vérratus

Sf(T) - sf(T) < SfN(T) - SfN(T) +e(b—a),
mis garanteerib funktsiooni f integreeruvuse 18igus [a, b].

Teoreem 6.8 (piirileminekust tuletisemdrgi all). Kui funktsioonid fy: |a,b] — R, kus
k € N, rahuldavad tingimusi

1) iga funktsioon fi on loigus [a,b] pidevalt diferentseeruv, s.t. fi: [a,b] — R on pidev,

2) funktsionaaljada (fy,) koondub punktiviisi loigus [a,b] mingiks funktsiooniks f,

3) tuletiste jada (f;) koondub ihtlaselt loigus [a, bl mingiks funktsiooniks p,

siis fr, — f dhtlaselt l6igus |a,b], funktsioon f on diferentseeruv ja

f(x) = ¢ () iga x € [a,b] korral. (6.5)
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Toestus. Funktsionaaljadale (f;) saab rakendada lemmat (kontrollige eeldusi! ).
Seega saame, et

/ fr()dt — / ©(t)dt iihtlaselt 16igus [a, b].

Teiselt poolt ténu Newton—Leibnizi valemile (jareldus B.25]) kehtib vordus

ful@) = fila) + / C .

Kuna iihtlasest koonduvusest jareldub punktiviisi koonduvus, oleme saanud, et

f(x)zf(a)+/xso(t)dt (x € [a.H)

(selgitage! K. Selle vorduse molemast poolest votame tuletise ning kasutame diferentsiaal-
integraalarvutuse pohiteoreemi (teoreem [(.22)), et saada toestatav vordus (G.5]) (selgitage,
miks ¢ on pidev!)pX. Koondumine f;, — f on iihtlane, sest

o) = @) = (ula) = ) + ([ fiae— [“ewar),
kusjuures iga € > 0 korral voib leida N, et kui £ > N, on molemad sulgavaldised vorduse
paremal pool absoluutselt viiksemad kui  (selgitage detaile!)pX. m
6.1.4 Dini teoreem funktsionaaljada iihtlasest koonduvusest

Teoreemi kohaselt on [8igus iihtlaselt koonduva pidevate funktsioonide jada (fy,) piirfunktsioon f
selles 1igus pidev. Kuid nagu selgus nditest 6.5, ei ole iihtlane koonduvus iildjuhul tarvilik tingimus
piirfunktsiooni pidevuseks. Jargmine teoreem kirjeldab situatsiooni, kus iihtlase koonduvuse eeldus on
tdepoolest tarvilik piirvdartuseks oleva funktsiooni pidevuseks.

Lause 6.9 (Dini teoreem funktsionaaljada iihtlaseks koonduvuseks). Olgu (fi) selline I6igus [a, ]
pidevate funktsioonide jada, mis koondub punktiviisi selles 16igus pidevaks funktsiooniks f. Kui jada
(fx) on I6igus [a,b] monotoonne, siis f, — f ihtlaselt IGigus [a,b] .

Tdestus. Konkreetsuse mdttes olgu (fx) 18igus [a, b] kasvav jada, s.t.

fe (@) < fry1 () (x €[a,b], keN).

Tahistame hy, := f — f, siis funktsioonid hy on 13igus [a, b] pidevad, seejuures hy (z) — 0 ja hy (z) >
hi+1(z) iga © € [a,b] korral. Paneme tahele, et hy (x) > 0 kdikide k¥ € N ning = € [a,b] puhul.
Nimelt, kui oletada vastuviiteliselt, et hy, (z9) < 0 mingite kg € N ning 29 € [a,b] korral, s.t. € ==

fro (o) — f (xg) > 0, siis
fr (xo) — f(x0) = fry (o) — f(x0) = >0 (k= ko),

seega fi (xg) - f (xp), mis on vastuolus lause eeldustega.
N&itame, et hy — 0 ihtlaselt 8igus [a,b]. Kuna (hy) on kahanev jada, siis piisab veenduda, et iga
€ > 0 puhul saab valida sellise indeksi ko, et hg, (x) < € iga x € [a, b] korral (pdhjendada!)X.
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Oletame vastuviiteliselt, et teatava €p > 0 korral see tingimus ei ole tdidetud. Siis iga k£ € N jaoks
leidub zj € [a,b] omadusega hy (x) = 9. Jada (z)) on tdkestatud, Bolzano-Weierstrassi teoreemi
pShjal sisaldab ta koonduva osajada (x,), olgu ¢ := lim zy,;. Siis ¢ € [a,b] ja

1— 00

lim hy, (z,) = hyp(c)  (neN)

1—00

(selgitada! K. Teiselt poolt, iga n € N puhul saab fikseerida nii suure i, et k; > n. Sel juhul
hn (zk,) = hi, (z8,) = €0,

kust protsessis i — oo saame vdrratuse h, (c) = o iga n € N jaoks. See on vastuolus eeldusega, mille
kohaselt hy (z) — 0 I8igus [a, b] . Jarelikult on meie vastuviiteline oletus vair. m

Nidide 6.6. Tdestame Dini teoreemi kasutades, et funktsionaaljadad
" iEk TN\
fn(x) :ZF7 gn(x) - (1"’_5)
k=0

koonduvad piirfunktsiooniks f(x) = e iihtlaselt igas 18igus [0, al.

Jada (f,) punktiviisi koonduvus on pdhjendatud ndites 4.11, monotoonsus tuleneb sellest, et iga
monoom % on mittenegatiivne, kui z > 0.

Jada (gn) punktiviisi koonduvus tuleneb (tdnu muutujavahetusele 2 = ) sellest, et kehtib koondu-

mine (funktsiooni piirvdartus)

1 t
lim (1 n —) —e. (6.6)
t—00 t

Tdepoolest, jada piirvaartusena on see koondumine tuntud juba alapeatiikist 2.2.6] Kui niiiid |t] = n,
siisn <t <n+ 1, mistdttu n%rl < % < % Seega

1 n 1 t 1 n+1
I+——) <|14+-) <|1I+- .
n+1 t n
Et selles ahelvdrratuses nii vasakul kui paremal seisva jada piirvaartus on e (miks? )X, kehtib keskmise

muutuja omaduse kohaselt koondumine (6.6)).
Arvjada (g, (x)) kasvavuse tGestame jargmiselt. Saame, et

2\ n n
Losh) (et ot (e Y (102
1.2

> (= ) (w5 = e

sealjuures vdrratuse saamiseks kasutasime Bernoulli v8rratust (1 —¢)" > 1 —tn (sinn € N, t € [0, 1)),
mida saab tBestada induktsiooniga n jargi.
Dini teoreemi kohaselt f,(x) — €* ja g,(x) — e® ilhtlaselt igas 18igus [0, a].

Analoogiliselt t3estatakse iihtlane koonduvus piirvadrtuse e = lim (1 — %)n korral.
n—oo
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6.2 Arvread, nende koonduvus
6.2.1 Arvrea moiste, tema koonduvus ja hajuvus

Definitsioon. Olgu (u;) mingi arvjada. Avaldist

nimetame arvreaks (enamasti lithidalt reaks) (series, pad), arve uy, selle rea liitkmeteks (term).

Tavaliselt tahistame rida u; + ug + ... + u, + ... siimboliga > wy.
k=1

[e.e]
Antud rea ) ug puhul moodustame tema osasummad (partial sum, wacmuunas cymma)
k=1

n
S1:= Uy, So:=U]+U2..., Sp:i= E Uky - - -
k=1

ja osasummade jada (sy).

o0
Definitsioon. Rea ) wu, summaks (sum, cymma) nimetatakse tema osasummade jada

k=1
00

(s,) piirvadrtust lim s, =: s, kui see eksisteerib. Sel juhul kirjutame up = s. Kui s € R,
n—00 k=1

(o.0]
titleme, et rida > wu, on koonduv. Mittekoonduvat rida nimetatakse hajuvaks (divergent,

k=1
PAcTo0AUWUTICA) .

o
Niisiis tdhistab siimbol > uy nii rida ennast kui ka tema summat, kui see on olemas.

k=1
[e.e] [e.e]

Rohutame, et juhul > u, = 0o voi Y up = —oo on tegemist hajuva reaga.
k=1 k=1

Niide 6.7. Geomeetriline rida Y ¢* koondub parajasti siis, kui |¢| < 1, kusjuures sel
k=0

juhul Y ¢* = qu (pohjendadal .
k=0

Lause 6.10 (tarvilik tingimus rea koonduvuseks). Kuirida ) uy koondub, siis klim u =
k=1 —00
0.

Toestus. [seseisvaltPd =

Néiide 6.8. Rida > (—1)k hajub. Seda saab pohjendada vahetult osasummade uurimise
k=1
ja hajuvuse definitsiooni kaudu (tehke labi!pH. Koige holpsam on aga kasutada lauset [6.10
ning tahelepanekut, et
limu, =0 < lim |ug| =0.
k—o0 k—o0

Nimelt, praegusel juhul klim (=1)* =1+#0.
—00
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NB! Lause [6.10 viide on ainult {ihtepidi implikatsioon

o
Zuk on koonduv = lim u; = 0.

k—o0
k=1

o
Teistpidine implikatsioon iildiselt ei kehti, tuntud kontranéide on harmooniline rida %
k=1

(vt. niidet 6.9). Seega tarvilik tingimus klim ur = 0 ei ole piisav rea Y, ug koonduvuseks.
—00 k=1

Tihti on otstarbekas nummerdada rea liikmed nii, et esimene liige on indeksiga 0, s.t.

Zuk:uo+u1+u2+...+un+....
k=0

Kuid rea indeksid voivad alata ka suvalisest tiisarvust, niiteks rida

[e.9]
g Up 1= Upgp1 + Upgo + ...
k=p+1

o
nimetatakse esialgse rea Y wuy p-ndaks jadakliikmeks (remainder, ocmamox).

k=1
Omadus 6.11 Rida > ug koondub parajasti siis, kui rida . wuy koondub suvalise p € Ny
k=1 k=p+1

korral.

Toestus. [seseisvaltPd =

Lihtne on veenduda (iseseisvalt!)’H, et koonduva rea jadkliikmed moodustavad nulliks

oo
koonduva jada, s.t. lim > wu; =0.
PO f—pt1

[gale reale ) wy vastab (liheselt médratud) osasummade jada (s,) = (Z uk) Vastu-
k=1 k=1

pidi, iga jada (z,),-, korral leidub iiheselt mé&ratud rida )" uy, mille osasummade jada on
k=1

(x,), selleks tuleb votta u, = x, — x,_1 (siin xy := 0). Niisiis, koigi ridade hulga ja koigi

jadade hulga vahel on olemas selline tksiihene vastavus, et koonduvatele ridadele vastavad

koonduvad jadad (selgitada!)X. Seetottu on ridadele lihtsalt iilekantavad jadade koonduvust

puudutavad viited. Jirgmine lause demonstreerib seda Cauchy kriteeriumi néitel.

Lause 6.12 (Cauchy kriteerium ridade jaoks). Rida ) uy koondub parajasti siis, kui
k=1

Ve>03INeN :m>n>N = <e. (6.7)

m
> Uk
k=n+1
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Toestus. Definitsiooni jargi tdhendab rea »_ wuy koonduvus tema osasummade jada (s,)
k=1

koonduvust. Cauchy kriteeriumi kohaselt (vt. teoreem 2.I7) koondub jada (s,) parajasti

siis, kui ta on Cauchy jada, see tdhendab, kui iga ¢ > 0 korral leidub niisugune N € N, et

|Sm — Sn| < € suvaliste m,n > N puhul. Kuna eeldusel m > n kehtib vordus

n

m m
Sm — Sp = § U — § U = § U,
k=1 k=1

k=n+1

o
siis saamegi, et rea Y, ux koonduvus on samaviirne tingimusega (6.7) (selgitada!)k. m

k=1
Niide 6.9. Veendume, et rida ) k% hajub, kui a < 1.
k=1
Téahistame s, =1+ 2% + ...+ n%, siis
1 R 1 < 1 P 1 < 1 P 1 1
Sop — Sp = ———— + ... > et =2 — 4.+ — ==
? (n+ 1) 2n) =~ n+1 on = 2n on 2
suvalise n € N korral. Saadud tulemus néiitab, et Cauchy kriteeriumi tingimus on rikutud
(selgitage! K ja jérelikult rida Y- & on hajuv.
k=1

Rea koonduvuse definitsioonist ning koonduvate jadade omadustest (vt. omadus 2.9] (a)
ja (c)) tuleneb jargmine viide.

Omadus 6.13 Kui Y ug ja Y vy koonduvad vastavalt summaks s jat, siis rida »_, (ug + vg)
k=1 k=1 =1

o0
koondub summaks s+t ning rida >, Auy summaks \s, kus A on suvaline reaalarv.
k=1

Toestus. Iseseisvalt 4 m

6.2.2 Mittenegatiivsete liikmetega read. Absoluutne koonduvus

Lihtne on néha, et kui rea lilkmed wuj on koik mittenegatiivsed, siis osasummade jada (s,)
on kasvav:

n n—1
Sn :Zuk :Zuk+un = Sp—1+ Up = Sp—1 (’I’L GN)
k=1 k=1

Monotoonsuseprintsiibi kohaselt kehtib jargmine viide.

o

Omadus 6.14 Mittenegatiivsete liikmetega rida | uy koondub parajasti siis, kui ta osasum-
k=1

made jada (s,) on tokestatud.
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Toestus. [seseisvaltPd =

o o
Lepime kokku, et mittenegatiivsete liilkmetega rea Y uy puhul mérgib kirjutis Y uy <
k=1 k=1

o0
oo selle rea koonduvust, seevastu ) uj, = oo tdhendab hajuvust.
k=1

.o )
Definitsioon. Utleme, et rida Y uy koondub absoluutselt (converges absolutely, czodumcs

k=1
00

abcoaommno), kui Y |ug| < occ.
k=1
Selge, et mittenegatiivsete lilkmetega rida koondub parajasti siis, kui ta koondub abso-

luutselt.

Omadus 6.15 Iga absoluutselt koonduv rida on koonduv.

Toestus. Olgu rida ) u; absoluutselt koonduv, s.t.  |ux| < oo. Néitame Cauchy

k=1 k=1
00

kriteeriumi (vt. lause [6.12]) abil, et Z uy, koondub. Olgu € > 0 suvaline. Kuna rida ) |u]
k=1
koondub, siis leidub selline N € N, et

m
m>n>N = Z lug| < e.
k=n+1

Absoluutviartuse kolmnurgaomaduse kohaselt

m m
Z uk| < Z lug] < e, kuim >n = N,
k=n+1 k=n+1

lause [6.12] pohjal tdhendab see rea > uy koonduvust. m
k=1

Omadus 6.16 Uldine harmooniline rida > /%a koondub parajasti siis, kui o > 1.
k=1

Toestus. Niites 6.9 on juba toestatud uuritava rea hajuvus, kui a < 1.

(o]
Olgu « > 1, niitame, et > k% < 00. Téahistame r := 1 — a < 0 ning paneme tihele, et

k=1

1 n 1 - 2 | n 1 n 1 n 1 - 4 o2

N J— - = JRE— JR— —_ — _— = n

9o 3a 2a ) 4o 5o 6 7o 22a ; JIe,

iildiselt suvalise n € N korral
SIS N 2 g
82n+1_1 — 82"—1 = reY o ey “ e — — .
(27) (2rH =1)% - (2n)e (2m)  (2n)e

Seega kokkuvottes
_ r\n+1
1—(27) - 1

=M
1—2r T 1-—29r

Sn<82n+1,1<1+2r+...+2m":

(selgitadal)X. Ndeme, et positiivsete liikmetega rea Z —& osasummad on tokestatud, oma-
k=1
duse [6.14] jargi on see rida koonduv. m
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6.3 Ridade koonduvustunnused

Ridade koonduvuse testimiseks on leitud mitmeid koonduvustunnuseid. Enamasti on need
rakendatavad mittenegatiivsete liikmetega ridade korral voi siis rea absoluutse koonduvuse
kindlakstegemisel. Tavaliselt vorreldakse uuritavat rida mingi lihtsama tuntud reaga.

6.3.1 Vordluslaused

o0

Lause 6.17 (estmene vordluslause). Leidugu ridade . uy ja > vy puhul indeks N €
k=1 =1

— e
N, et
0<up <, iga k> N korral (6.8)

(a) Kui rida > vy koondub, siis koondub ka rida " uy.

=1 k=1
(b) Kui rida _ uy hajub, siis hajub ka rida ) vg.
k=1 k=1

o o
Toestus. Teatavasti (vt. omadus [611) koonduvad read > ug ja > v, parajasti siis,

k=1 k=1
00 00

kui vastavalt koonduvad mittenegatiivsete liikmetega read >  wuy ja . vg. Nende ridade
k=N k=N
osasummade jaoks saame seostest (6.8) vorratused

0< Z uy, < Z vy, suvalise n > N puhul. (6.9)
k=N k=N

(a) Kui rida > v koondub, siis koondub ka rida > vy, jarelikult on tema osasummade
k=1 k=N

jada (Z vk) tilalt tokestatud, s.t. leidub M > 0, et 0 < > v, < M igan > N
k=N /) p—n k=N

00 n [
korral. Ténu seostele (6.9) on ka rea >  wj osasummade jada (Z uk) tokestatud
k=N k=N /) =N
o

(selgitadal P, mistottu omaduse kohaselt rida > u; koondub. Omaduse pohjal
k=N

koondub siis ka rida ) wy.
k=1

Viide (b) tuleneb vahetult véitest (a). m

Lause 6.18 (teine vordluslause). Olgu Y uy ja > vy sellised posititvsete liikmetega
k=1 k=1
read, et eksisteertb loplik piirvddrtus

lim%::L#O.

k—oo Uk

Sel juhul rida " ug koondub parajasti siis, kui koondub rida ) vy.
k=1 k=1
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Toestus. Rakendame jadale <z—]‘z) lemmat 2.8 selle kohaselt leidub niisugune N € Nj,
et§<z—£<%igak‘>Nkorralehk

2 3L
Vg < Eukjauk<7vk (kJ>N)

(selgitada!PX. Nendest vorratustest saame esimest vordluslauset [6.17 rakendades véite (sel-
gitada! )X, =

6.3.2 Cauchy ja d’Alembert’i koonduvustunnus

Toestatud vordluslausete abil saab leida konkreetseid koonduvustunnuseid, kui vorrelda uuri-

oo
tavat rida mingi konkreetse reaga. Jargnevalt toestame kaks lauset, kus rida ) uy vorreldakse
k=1

o
geomeetrilise reaga > q~.
k=0

Lause 6.19 (Cauchy koonduvustunnus). Rida ) uy koondub absoluutselt, kui
k=1

c:= lim /|u| < 1,
k—o0

ja hajub, kui ¢ > 1.

Toestus. Eeldame, et ¢ < 1, ja fikseerime suvalise ¢ € (¢, 1) . Paneme téhele, et vorratus
/|ug| > q saab kehtida vaid 16pliku arvu indeksite k& korral, vastasel juhul saaksime moo-

dustada osajada < K/ \uﬂ) , mis koondub arvust ¢ suuremaks piirvidrtuseks (selgitadal)/.
Seega leidub niisugune indeks N, et /|uy| < ¢ koikide & > N puhul ehk

lup| < ¢, kui k> N.

o0 o0
Geomeetrilise rea > ¢ koonduvusest tuleneb esimese vordluslause pohjal rea Y |ug| koon-
k=0 k=1

[o¢]
duvus, seega koondub rida > u; absoluutselt.
k=1
Kui ¢ > 1, siis votame € > 0 nii viikese, et 1 < ¢ — ¢ < ¢. Kuna arv ¢ on jada ({“/\uﬂ)

osapiirvadrtus, siis sisaldab tema timbrus U, (c¢) I6pmata palju selle jada liikmeid. K&ik need

liikmed on suuremad kui arv 1, seetottu ei saa rea » | uy liitkmed rahuldada tingimust uy, — 0,
k=1
mis on tarvilik rea koonduvuseks (selgitage!PX. =

Lause 6.20 (d’Alembert’i tunnus). Olgu > uy selline rida, et ux # 0 iga k € N korral.
k=0

Uk41

See rida koondub absoluutselt, kui eksisteerib piirvddartus d := lim ning d < 1. Kui

k—o00

d > 1, siis rida ) uy hajub.
k=0
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Toestus. Olgu d < 1, néditame, et Y |ux| < co. Valime arvu ¢ omadusega d < ¢ < 1,
k=0
Uk+1

olgu ¢ := g —d. Kuna

jada (’ Shtl D litkmed punkt1 d iimbrusse U, (d),
(kontrolhda!)%. Niisiis, iga k > N + 1 puhul

— d protsessis k — oo, siis mingist indeksist NV alates kuuluvad

ol _ lwl ol vl _ e
lun| ur-a| w2 |un|
ehk
lup| < |un| "N (k> N+1).
Kuna rida > |un|¢* " = |un| Y ¢° koondub (pohjendadal! WK, siis omaduse E.I1] pohjal
k=N+1 i=1

koondub ka rida > |uy|¢" ™ ja lause 617 kohaselt Y |ux| < oo (selgitadal!).
k=1 k=0
Teiseks vaatleme juhtu d > 1. Olgu & > 0 selline arv, et 1 < d — ¢ < d. Mingist indeksist
N alates kuuluvad jada (

Uk41

) liikmed punkti d iimbrusse U. (d), seega rahuldavad nad

vorratust | <= | > 1 (kontrollida! X, mistottu
|uil _ |u| _ lue—1| [un1] <1
un | uk-a| k2| |un|

ehk

lug| > luy| >0 (k> N).

Seega ei ole tdidetud rea koonduvuseks tarvilik tingimus uy — 0. =

Markus 1. Saab naidata, et kui (ux) on positiivsete liikmetega jada, siis

u — u
lim 4 < lim g < hm Yup < Tim =L (6.10)
k—oo Uk k—o0 k—oo U
u
Vérratustest (€.10]) jareldub, et kui arvrea Zuk jaoks eksisteerib 16plik piirvaartus d = kh Lan gy
—oo | Uk

siis ka khm |ug| = d (miks? X Niisiis, kui d Alembert'i tunnus ei t66ta pdhjusel, et d = 1, on ka
—00

Cauchy tunnuses ¢ = 1.

Markus 2. Niitena reast, mille korral d’Alembert’i tunnus ei t66ta ja Cauchy tunnus t6dtab, sobib

N ki(npk L1111 1 (1)
rida 22 = — 4 — 4+ — 4+ — 4 — + — + ... Tihistades ur = 27 F*=D" saame, et

22 21 24 23 26 25
- .
lim Ukt ' = —ja lim ndia [ (veenduge! X ning hm Vug| = kontrolhge')*I*
k—oo | Uk 8 k—oo | Ug

NB! See niide ei vahenda d’'Alembert’i tunnuse vaartust, sest arvu d leidmine on sageli lihtsam kui
arvu c leidmine.

Markus 3. Saab naidata, et kui lim Yk+1 < 1, siis rida > ug koondub absoluutselt, ning kui
k—oco Uk k
lim |—*H | > 1, siis rida > uy hajub.
k—oo | Uk k
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6.3.3 Leibnizi koonduvustunnus

Olgu u; > 0 iga k € N korral. Oeldakse, et rida > 5 (—1)*uy on vahelduvate mérkidega
rida. Piisava tingimuse vahelduvate mérkidega rea koonduvuseks annab Leibnizi tunnus.
Lause 6.21 (Leibnizi tunnus). Olgu u, > 0 iga k € N korral, kusjuures jada (uy) olgu

kahanev ja koondugu nulliks. Siis vahelduvate markidega rida (—1)11‘C ug on koonduv.
k=1

Toestus. Eelduse kohaselt lilgn u = 0, kusjuures up > ug, 1 > 0. Vaatleme eraldi paaris-

ja paaritu indeksiga osasummasid

2n—1 2
Son_1 = Z (—1)k U ja So, = Z (—1)kuk (n e N),
k=1 k=1

siis
Son4+2 = Sop — Ugp41 + U2pt2 S Sop

(kontrollida! X, seega on jada (s2,) kahanev. Et
Sop = —Uy + (uz —uz) + ... + (Ugn—2 — Uzn—1) + Ugn > —uy,

on jada (s9,) alt tokestatud. Monotoonsuseprintsiibi kohaselt leidub 16plik piirvééartus lim s,, =
n—oo

s. Paneme tahele, et
82n+1:82n—UQn+1—>S+O:S (TL—)OO),

seega on ka paaritu indeksiga osasummade jada piirviaartus s. Jaab iile veenduda, et lim s, =
m—0o0
S.

Olgu € > 0 suvaline, leiame sellised indeksid N; ja No, et
n>= Ny =[Sy, 1 — 8| <& ja n>=Ny=|sy, —s| <e.

Kui m > N, kus N := max {2N, 2Ny}, siis |s,, — s| < € iga m > N puhul (kontrollida!)X,

seega lim s,, = s. Sellega on viide toestatud. m
m—oo

Mirkus 1. Nouet, et u; > 0, pole tegelikult vaja piistitada: eeldused, et jada (ux) on
monotoonne ja koondub nulliks, garanteerivad juba, et leiab aset iiks kahest: kas 0 < uy \ 0,

s.t. jada (ug) koondub kahanedes nulliks, v6i 0 > uy * 0. Teisel juhul valime vy = —uy ning
rakendame Leibnizi tunnust reale > (—1)fv, = — > (—1)*uy. Sealjuures paneme ka tihele,
k=1 k=1

et null-litkmed ei mojusta rea koonduvust ega rea summat, mistottu voime nad juba enne
koonduvuse uurimist korvaldada.
Mérkus 2. Kuna juhul 0 < uy N\ 0 paarisarvuliste indeksitega osasummade jada (say,)
oo
kahaneb summaks s = > (—1)" uy, ja paarituarvuliste indeksitega osasummade jada (s2,_1)

k=1
kasvab summaks s, seega So, 1 < § < Sop, Siis saame seosed

0<5—Sop-1 < Sop — Sop—1 = Uz, 0 < S9p — 5 < Sopy — Sopt1 = U1 (0 €N).
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Kokkuvdttes oleme leidnud kasuliku vorratuse vahelduvate mirkidega rea S (—1)" uy, jidk-
k=1

litkme hindamiseks:

> (=)

k=n+1

< |uns1]  (neN). (6.11)

Kui 0 > ug 10, siis s9, < s < S9,,11 1ga n € N puhul ning eelnevaga analoogiline arutelu
néitab, et hinnang (6I1)) on Gige ka sel juhul (kontrollida!)X.

Niide 6.10 (koonduvast reast, mis ei ole absoluutselt koonduv). Eelpool veendu-

o 00 b
sime, et harmooniline rida k% hajub, kui a < 1. Leibnizi tunnuse kohaselt on rida > (;9
k=1 k=1

koonduv iga a > 0 korral (I;Ghjendada!)%.

6.3.4 Integraaltunnus

Tdestame koonduvustunnuse mittenegatiivse kahaneva iildlilkmega ridade jaoks.
Lause 6.22 Olgu N € N, olgu funktsioon f: [N,00) — R mittenegatiivne ja kahanev. Siis rida

o0 [e.e]
>~ f(n) on koonduv parajasti siis, kui paratu integraal [ f(x)dxz on koonduv.
n=N N

Tdestus. Paneme tdhele, et iga « € [N, n] korral f(n) < f(x) ning iga = € [n,00) korral f(x) <
f(n), mistdttu iga tdisarvu n > N jaoks

[ rwar< [ war= s

ning kui n > N + 1, siis
fo = [ smde< [* fa)a

Seega, vGttes tdisarvu m > N, saame, et

m+1 m m
/N e < 3 g < SN + /N f(z)da

(selgitage detaile! ). Piirileminek m — oo koos | vdrdluslause rakendamisega annab niiiid t8estatava
viite (selgitage! ). m
Integraaltunnus on otstarbekas juhtudel, kui paratu integraali uurimine on lihtne, rea uurimine aga
o0
keeruline v&i vastupidi. Naiteks see, et iildine harmooniline rida Y~ ;% koondub parajasti siis, kui o > 1,

k=1
jareldub asjaolust, et paratu integraal

llim (Inl —In1) = oo, kui o =1,
— 00
> dx . 1 e\ :
/ ﬁ: lli{go(E_afl)_ﬁ’ kuil—a <0,
1 — .
llim ﬁ—z_l):oo, kuil—a>0
— 00

koondub parajasti juhul o > 1.



156 6 Funktsionaaljadad. Arv- ja funktsionaalread

6.3.5 Cauchy kondensatsiooniprintsiip

Jargnevas on veel iiks koonduvustunnus mittenegatiivse kahaneva ildliikmega ridade jaoks. See tunnus
vdtab osasummade asemel uurimise alla sellised osasummad, kus lilkkmed on plokiti asendatud, plokkide
pikkused on 2 astmed. Tulemusena saadav rida koondub parajasti siis, kui koondub uuritav rida.

o
Lause 6.23 Olgu iga naturaalarvu k korral uy, > ugy1 > 0. Siis rida > uy koondub parajasti siis, kui
k=1

o0
koondub rida > 2Fu.y.
k=0

Toestus. Antud read on mittenegatiivsete lilkkmetega. Nditame, et nende osasummade jadad on
tdkestatud liheaegselt; kui see on tehtud, siis monotoonsuseprintsiip (vt. omadus annab vajaliku
vaite.

n m

Olgu U, = 3 ug ja Vi = 3 2Fugk. Vahetu kontroll niitab, et kui n < 2™, siis n < 2mF! — 1
k=1 k=0

ja seega U, < Uym+i_; <V, (tehke 13bibK). Samuti niditab vahetu kontroll, et kui n > 2™, siis

Up = Uym > Vi, (tehke 13bidX). Niisiis osasummade jadad (U,,) ja (V;,) on tdkestatud iiheaegselt. m

Cauchy kondensatsiooniprintsiip on kasulik ridade kzl e Z W jms. koonduvuse uurimisel.

Niiteks on printsiibi pdhjal rea z koonduvus samavaarne rea z (21=*)¥ koonduvusega (kontrolligeX).
k=0
Viimane on aga geomeetriline rlda mis koondub parajasti siis, kui 2!~ < 1 ehk a > 1.

6.3.6 Abeli ja Dirichlet’ koonduvustunnused

Jargnevalt tuletame kaks koonduvustunnust niisuguste ridade koonduvuse testimiseks, mis on esitatud

kujul
o
Z VUL -
k=1

Selliste ridade uurimisel kasutatakse sageli Abeli teisendust.

Lemma 6.24 (Abeli teisendus). Suvaliste arvude uy, ..., u, ja vi,...,v, korral kehtib vérdus
n—1
kauk = Z Uk = Uk+1) Sk + UnSn,
k=1

kus sy, == uq + ...+ uy.

Toestus.
1

(Vg — vr1) Sk = (v1 —v2)uy + (v —v3) (ug +u2) + ... + (Vpo1 — o) (U +us + ... + Up_1)
1

3
I

T

=wuy ((v1 —v2) + (v2 —v3) + ... + (vp—1 — Vp))
+us((vg—wv3)+ ..o+ (Vn—1—vn)) + ...

+ tn—1 ((Un—1 —vn))

= ugv] + ugvy + ...+ Up—1Vp—1 — (U1 F ...+ Up—1) Up

= u1v1 + u2Us + ... F Up1Up—1 + UpVy — (U1 + .o F Up—1 F up) Uy

n
= E VpUg — UnSn-
k=1
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Abeli teisendusest tuleneb vahetult jargmine oluline t3helepanek.

Lause 6.25 Rida > vxuy on koonduv, kui koonduvad jada (vy,sy,) ja rida > (vg — vgi1) s. Kui jada
k=1 k=1

o
(vk) on monotoonne ja rea Zuk osasummade jada (s,,) on tékestatud, s.t. leidub L > 0 nii, et |s,| < L
=1
igan € N puhul, siis kehtib h/nnang

E VpUg

L(Jvi|+2v,]) (neN). (6.12)

o o
Toestus. Olgu jada (vy,s,) ja rida Z (Ug—Vg11) Sk koonduvad, rea > vjuy koonduvus tuleneb
k= k=1
sel juhul vahetult lemmast £.24] (selgﬁada')ﬂ* Kui seejuures (v;) on monotoonne ja |s,| < L kdikide

n € N puhul, siis
n

§ ViU

k=1 k=1

L (o1 +2]v,]|) (n€N)

n—1 n—1
<D foe—vkir skl + [sal [oa] < L <Z |V —Vkia] + |vn|>
k=1

(selgitada! ). m

Valem (&12) on ldhtekohaks kahe jargneva koonduvustunnuse tdestamisel.

Lause 6.26 (Abeli koonduvustunnus). Kui rida »  wy koondub ning jada (v;) on monotoonne ja
k=1

oo
tokestatud, siis rida »_ vguy koondub.
k=1
Toestus. Jada (vy) tdkestatus tdhendab, et

3K >0: jup| < K

o

Olgu € suvaline positiivne arv. Kuna rida ) uy koondub, siis Cauchy kriteeriumi (vt. lause[6.12)) kohaselt
k=1

leidub selllne N €N, et kuim >n = N, siis [upy1 + ... + Un| < 5%. Kasutame hinnangut (6.12), kus

L = 5% (selgitada! pk:

m m—n
€
Z vpug| = Zvn+kun+k < 3—K(|vn+1|+2|vm|) <e (m>n=>=N).
k=n+1 k=1

Cauchy kriteeriumi kohaselt rida » vguy koondub. m

k=1
Naide 6.11. Abeli tunnuse kohaselt koondub rida
> arctan k
(-1 ——
o vk

k
Nimelt, kui vBtame vy, := arctan k ja uy := (:/%) , siis lause [6.26] eeldused on tiidetud (veenduda!).

Abeli teisendust kasutame ka jargmise Dirichlet’ koonduvustunnuse tuletamisel.
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o
Lause 6.27 (Dirichlet’ koonduvustunnus). Kui rea »  uy osasummad on tékestatud ning jada (vy,)

k=1
[o¢]
on monotoonne ja koondub nulliks, siis rida _ vguy, koondub.
k=1

o0
Toestus. Rea Zuk osasummade tdkestatus tihendab, et
k=1

AM >0 |s,| < M

Olgu € suvaline positiivne arv. Kuna v — 0, siis leidub selline N € N, et

lug| < G—M iga k > N korral.
Kuim >n > N, siis
m
Z Uk | = |5m - 5n| < |5m| + |5n| <2M
k=n+1

ja, véttes hinnangus (6.12) L := 2M, saame, et

m m—-n
kZJrlvkuk = l; UntkUntk M (Jvpt1| + 2 |vm|) < 2M (36—M> =e¢ (m>n>=N).
—n =

Cauchy kriteeriumi kohaselt rida ) vgpuy koondub. m
k

Margime, et Leibnizi koonduvustunnus on Dirichlet’ tunnuse erijuht (veenduda!)X. Naitame, et Abeli
koonduvustunnus jireldub Dirichlet” tunnusest. Kui Abeli tunnuse eeldused on taidetud, siis jada (vg) on
koonduv (pdhjendada! pX, olgu a := klim vg. Kirjutame rea > vpug imber kujul

— 00 k

Z(vk—a)uk—i—aZuk.

k=1 k=1

Teine rida koondub Abeli tunnuse eelduste kohaselt, esimene koondub Dirichlet’ tunnuse jargi (veenduda!pX.

Niide 6.12. Rea

[e.9]

sin kx
k=1 k
koonduvuse saab kindlaks ma3rata Dirichlet’ tunnuse abil. lImselt see rida koondub, kui x := mm, kus
m = 0,+1,+2,..., eeldame, et x # mm, ning vétame uy := sinkx ja v := % Jada (vg) puhul on
lause [6.27] eeldused tiidetud. Kuna
- - T T
kZ:lsmkx =3 |51n ZQ&ln—smkzm =3 |51n 2| ;21 <cos (5 — k‘a:) — cos (5 + kx))‘
_ 1 y T y < 1 ; z y 1
2|sin%‘ 0055 — COS <n+§>x < m (‘0055‘ + |cos <n+§>x>
< —— (men),
fin ]

siis rahuldab ka jada (uy) lause [6.27] eeldusi.
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6.4 Ridade iimberjarjestused
Olgu (my) selline naturaalarvude jada, milles iga n € N esineb tépselt iiks kord. Teiste
sonadega, jada (my,) saadakse mingi bijektiivse teisenduse o: N — N, k& — m;, rakendamisel.

o o
Rida ) u,,, nimetatakse esialgse rea »_ wy timberjirjestuseks.
k=1 k=1

Definitsioon. Rida ) u; nimetatakse tingimatult koonduvaks (unconditionally, 6esycaos-

k=1
o

no), kui tema zga timberjérjestus > u,,, koondub. Koonduvat rida, mis ei koondu tingima-
k=1

tult, nimetatakse tingimisi koonduvaks (conditionally, ycaoeno).

o o n
Kuna antud rea ) uy ja tema iimberjérjestuse  u,,, vastavad osasummad s, = > uy
k=1 k=1 k=1

ning s/, := > U, koosnevad iildjuhul (kas tdielikult voi osaliselt) erinevatest liidetavatest,
k=1
siis ei ole selge, kas jada (s,) koonduvus toob endaga kaasa jada (s]) koonduvuse. Niisiis,

oo oo
me otsime vastust kiisimusele, kas koonduva rea ) uy korral koondub ka rida ) ty, .
k=1 k=1

Lause 6.28 (Dirichlet’ teoreem). Absoluutselt koonduva rea Y uy iga imberjirjestus
k=1

o0
> U, koondub samaks summaks, mis esialgne rida.
k=1

Toestus. Olgu > u,,, absoluutselt koonduva rea > u; suvaliselt valitud timberjér-
k=1 k=1

o
jestus. Rida > ug on koonduv (vt. omadus [6.15]), tdhistame tema summa tdhega s, s.t.
k=1

n
s = lim s,. Meie eesmérgiks on veenduda, et s = lim s/, kus s/, := > . Selleks néita-
n—00 n—>00 k—1

/

1 — 8p) =0, sest sel juhul

me, et lim (s
n—oo

. A T / . o
lim s, = lim (s), —s,) + lim s, = s.
n—o0 n—o0 n—oo

Olgu € > 0 suvaline. Kuna ) |uy| < oo, siis Cauchy kriteeriumi (vt. lause [6.12)) kohaselt
k=1

saab leida niisuguse indeksi Ny, et
N1<i<T:>‘Ui+1‘+‘ul'+2|+...—|—‘ur| <eE. (613)

Valime indeksi Ny > Ny nii suure, et koik arvud 1,2, ..., Ny kuuluvad hulka {m,, ma, ..., mn,}
(selgitada sellise valiku voimalikkustPX). Olgu n > Ny, vaatleme vahet s/, — s,,. Kuna rea
n n
liikmed wy, ug, ..., uy, esinevad molemas osasummas s, = > ug ja s), = D Up,, siis vahes
=1 k=1
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sh, — s, on vaid sellised litkmed wuy, kus k£ > Nj. Seega tingimuse (6.13) kohaselt

n

|5;z_5n|: Z U — Z Ug

ke{ﬂ’u,mg,...,mn}\{l,...,Nl} k=N1+1
max{mi,ma,...,mn }
< g lug| < e, kuin > Ny
k=N1+1

(selgitada! K. See tdahendabki, et jada (s/, — s,) koondub nulliks. Teoreem on toestatud. m

Dirichlet’ teoreemi kohaselt on iga absoluutselt koonduv rida tingimatult koonduv. Nagu
selgub jargmisest teoreemist, kehtib ka vastupidine viide.

Teoreem 6.29 Rida koondub absoluutselt parajasti siis, kui ta on tingimatult koonduv.

Toestus. Tarvilikkus tuleneb lalolgest 6.28

Piisavus. Naitame, et kui rida ) wuy ei koondu absoluutselt, siis ta ei saa koonduda ka
k=1
tingimatult.

oo oo
Eeldame, et ) |ug| = co. Leiame niisuguse iimberjirjestuse ) u,,,, mille osasummade
k=1 k=1
jada ei ole tokestatud, siis see timberjirjestus hajub.

Tahistame arvu a € R korral

a+._|a|+a_ a, kuia >0, a_._|a|—a_ —a, kuia<0,
2 10, kuia<0, 2 10, kuia>0.
Siis
1) a®t,a” >0,
2)at —a” =aja

3) at +a =]d

(selgitada!). Paneme tihele, et kui iks ridadest > u) ja > u; koondub, siis koondub
k=1 k=1

ka teine (kontrollida!)X. Sellest omakorda tuleneb, et kuna ) |ug| = oo, siis mélemad read
k=1

hajuvad (veenduda! ). Kui jadast (u:) jatta vilja koik nulliga vorduvad litkkmed, saame jada

(uy) koigi positiivsete liitkmete osajada, tihistame selle (p;). Ulejidnud liikmetest moodustub

osajada (—qx), see on jada (uy) koigi mittepositiivsete liikmete osajada. Selge, et jada (uy)

iga liige esineb ihes ja ainult ihes jadadest (pg) ja (—qx)-

o o n
Kuna Y u) = oo, siis rida Y py, hajub, tipsemalt, tema osasummade jada (Z pk) on
k=1 k=1 k=1

1
tilalt tokestamata (pohjendadal)X. Seetottu on voimalik leida indeks [y, et T} := Y pp > 1,
k=1

kuid > pr < 1 koikide r = 1,...,1l; — 1 puhul. Edasi valime [y > [; omadusega
=1

I l2 r
T = Zpk —q1+ Z pr > 2, kuid Zpk —q1 < 2 koikide r=1,...,l, — 1 puhul.
k=1 k=l1+1 k=1
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Jargmisel sammul leiame vdhima indeksi [3, et

Niimoodi saame esialgse rea ) u; timberjirjestuse
k

pr+... o+ (—q) Fop Py (—@) F P+ (—g3) F P

See hajub, sest meie konstruktsiooni kohaselt on tema osasummade jada (7;) tokestamata
(pohjendadal!pX. m

Teoreemi [6.29 kohaselt sisaldab iga tingimisi koonduv rida hajuvaid (tegelikult tokesta-

mata osasummadega) {imberjirjestusi. Nagu selgub jargnevast Riemanni teoreemist, tingi-
misi koonduvast reast saab moodustada suvalise soovitud summaga iimberjirjestuse.

o
Teoreem 6.30 (Riemanni teoreem). Kui > uy on tingimisi koonduv rida, siis iga arvu

k=1
00

a € R korral leidub selline imberjirjestus > tyy,, , mis koondub summaks a € R.
k=1

n
Toestus. Kasutame samu tahistusi, mis teoreemi[6.29]tdestuses. Kuna osasummade jadad <Z pk>
=1

n
ning <Z qk> on iilalt tokestamata, siis on v3imalik leida vahim indeks n, et
k=1

ni T
Zpk > a, kuid Zpk < a kdikide r =1,2,...,n7 — 1 korral.
Samuti saab leida vihima indeksi no, et

ZZ%“’Z —qx) < a, kuid Zp;mLZ > a kdikide r = 1,2,...,n9 — 1 korral.

ni no n3
Edasi leidub vahim indeks ng, et > pr+ > (—qx) + >. pr > a jne. Tulemuseks on rida

k=1 k=1 k=n1+1
Pr+.o+pn +(—q1)+ .o+ (=) FPm+1+ oo+ Png + (—ngr1) + oo+ (—qny) + ..., (6.14)
oo
mis on esialgse rea > wuy iimberjirjestus. Tahistame
k=1

P1::p1+---+Pn1a Ql3:P1+---+pn1+(_QI)+---+(_qn2)’
Prr=pi+. o4 pn +(—a)+ o (=ng) FPrt1 - P,
Q2= P — qnyt1 — - — qny, Jne.
Siis
O0<P—a<pp, , ja 0<a—Q;<gn, igaieN korral
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(pBhjendada! K. Kuna p,,;, — 0 ja g,, — 0 protsessis i — oo (pdhjendada! X, siis P; — a ja Q; — a.

Olgu s/, imberjarjestuse (6.14]) m-s osasumma. Siis leidub i € N, et kehtib kas Q;—1 < s], < P,
v8i Q; < s, < P; (pdhjendadal)pX. Seejuures i — oo, kui m — oo, mistdttu s, — a, s.t. vaadeldav

iimberjarjestus koondub summaks a. =

Markus. Teoreemi [6.29 toestuse kiigus sisuliselt juba néidati, et teoreem [6.30] kehtib ka
juhul @ = oo ja a = —oo. Niiteks juhul a = oo voib indeksiteks ny, ng, ..., nj, ..., valida
viahimad naturaalarvud, mille korral jargmine summa rahuldaks vorratust

ni ng nj
Yokt (—a)+ Y () D m>
k=1 k=ni1+1 k=nj71+1

Nagu néha, vahele voetakse alati iiks negatiivne liige.

6.5 Funktsionaalread, nende koonduvus
6.5.1 Funktsionaalridade punktiviisi ja iihtlane koonduvus

Olgu funktsioonid fz, kus & € N, médratud mingis mittetiihjas hulgas D C R. Avaldist

D fi=htht. +ht..
k=1
nimetatakse hulgas D méaaratud funktsionaalreaks.
Definitsioon. Oeldakse, et funktsionaalrida > f; koondub hulgas D

k=1

1) punktiviisi, kui arvrida > fi (z) koondub iga x € D korral,
k=1

2) absoluutselt, kui > |fi (z)| < oo iga x € D korral.
k=1

Tahistame

S () :ka(x) (x € D,neN).

o

Arvrea koonduvuse definitsiooni kohaselt koondub funktsionaalrida > fi punktiviisi hulgas
k=1

D parajasti siis, kui loplik piirviartus

lim s, (z) =: s (z) eksisteerib iga x € D korral,

n—oo
funktsiooni s: D — R nimetatakse sel juhul funktsionaalrea > fi summaks. Seega koondub
k=1

o
funktsionaalrida  fr punktiviisi summaks s parajasti siis, kui s, — s punktiviisi hulgas

k=1
D.

Definitsioon. Oeldakse, et funktsionaalrida S fi koondub iihtlaselt summaks s hulgas
k=1

D, kui s,, — s iihtlaselt hulgas D.
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Lause 6.31 (Weierstrassi koonduvustunnus). Olgu funktsionaalrida . fr mddratud
k=1

hulgas D. Kui leidub selline arvrida ), uy, et
k=1

|fi (z)| < ug iga x € D ja k € N korral (6.15)

ning Y up < 00, sis funktsionaalrida " fr koondub hulgas D iihtlaselt ja absoluutselt.
k=1 k=1

o
Toestus. Eeldame, et mittenegatiivsete liikmetega arvrida > wuy koondub ja funktsio-
k=1

naalrea Y fi liikkmed rahuldavad tingimust (6.15). Olgu € > 0 suvaline, vastavalt arvridade
k=1
Cauchy kriteeriumile (vt. lause 612) leidub selline indeks N, et kui m > n > N, siis

> uk' < €. Eelduse (6.15)) kohaselt

k=n+1
5@ =52 @l =| 2 @ < Y @IS w<e m>nzN)
k=n+1 k=n+1 k=n+1

suvalise x € D korral. Funktsionaaljadade Cauchy kriteeriumi (vt. lause 6.3) pohjal on
(s,) hulgas D iihtlaselt koonduv, see tdhendab funktsionaalrea Z fi (x) iihtlast koonduvust

hulgas D. Absoluutne koonduvus tuleneb arvridade Vordluslausest 617 (selgitada!pH. =

Niide 6.13. Funktsionaalrida ) ay sin kx koondub iihtlaselt ja absoluutselt kogu arv-
k=1

teljel R, kui > |ax| < oo (pohjendadal )X
k=1
Niide 6.14. Funktsionaalrea » ﬁ iihtlane ja absoluutne koonduvus kogu arvteljel

k=1
R jareldub Weierstrassi tunnusest, sest

)O<k2+2\k%kéikidexERjakeNpuhulning

2) rida ) -5 koondub.
k=1

6.5.2 Funktsionaalrea summa omadused

o
Nagu eespoolgi on jiargnevates toestustes s, funktsionaalrea Y fi n-s osasumma, s.t.
k=1

Sp: D — R, tzn:fk(x) (neN).
k=1

Lause 6.32 Hulgas D punktiviisi koonduva pidevate funktsioonide funktsionaalrea Y fr
k=1

summa on selles hulgas pidev parajasti siis, kui

IO SCVAUNE?)
k=
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Toestus. [seseisvaltPd =

Funktsionaalrea summa pidevuse, diferentseeruvuse ja integreeruvuse uurimine taandub
lihtsalt eespool toestatud teoreemidele funktsionaaljada piirfunktsiooni vastavatest omadus-
test.

Teoreem 6.33 Kui funktsioonid fr: D — R on pidevad ja funktsionaalrida > fi koondub
k=1

thtlaselt hulgas D, siis rea summa s: D — R on pidev funktsioon.

Toestus. Eelduste kohaselt on funktsioonid s, pidevad ja s, — s iihtlaselt hulgas D.
Teoreemi pohjal on s pidev funktsioon. m

Teoreem 6.34 Olgu funktsioonid fy: [a,b] — R pidevad ja koondugu funktsionaalrida . fr
k=1
tihtlaselt loigus [a,b]. Siis

/bifk(fﬁ)dx:g;/abfk(x)dx-

¢ k=1

Toestus. Kuna funktsioonid s,,: [a,b] — R on pidevad ja s, — s iihtlaselt hulgas [a, b],
siis teoreemi kohaselt

n—oo n—o0 a 1
n_ b b
= 7}1—{202/ fr (x)dx = Z fr () dz
a k=170

Teoreem on toestatud. m

Teoreem 6.35 Feldame, et
1) funktsioonid fi: [a,b] — R on pidevalt diferentseeruvad,

2) funktsionaalrida > fi. koondub loigus [a, b] punktiviisi summaks s: [a,b] — R,
k=1

3) funktsionaalrida Y fi koondub loigus [a,b] dhtlaselt summaks ¢ [a,b] — R.
k=1

Siis > fx koondub loigus |a, b thtlaselt summaks s, funktsioon s on diferentseeruv ning
k=1

s'(x) = ¢ (x) iga x € [a,b] korral.
Toestus. Kuna eelduste pohjal on funktsioonid s, : [a,b] — R pidevalt diferentseeru-

vad, s, — s punktiviisi ning s/, — ¢ iihtlaselt 16igus [a, b], siis teoreemist saame, et

oo
funktsionaalrida > fi koondub iihtlaselt summaks s, mis on diferentseeruv, ja ' = . =
k=1
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Naiide 6.15. Arvutame piirviirtuse lim Z C°S3 L. Paneme koigepealt tdhele, et vaadel-
z—0 k=0

dav funktsionaalrida koondub iihtlaselt kogu arvteljel: kuna

cos 3Fz 1
—n <3—k (r € R, k € Ny) ning Z—<oo
k=0

[e.e]

siis Weierstrassi koonduvustunnuse kohaselt koondub rida ) | CO%# tihtlaselt hulgas R. Tema
k=0

liikmed on pidevad funktsioonid, teoreemi[6.33] pohjal on rea summa pidev ja (vrd. lause [6.32))

Niide 6.16. Arvutame integraali fl:l;’ (i k:e_’“) dz. Kuna
1) funktsioonid fj (z) = ke™** on pidevad lé?gllls [In2,In3] ja
2) funktsionaalrida io: ke~ koondub iihtlaselt 16igus [In 2, 1n 3] (kontrollida!)w,
siis teoreemi kok}T;selt

In3 & o In3 e In3
Lot )ar =Yk [ etan 3o
In2 k=1 k=1 In2 k=1 n2
. 1 1 1 1
L R S o
P <(el 2) (eln3) ) — 9k P 3k
1 1
= ]_ _—— = —.,
2 2
Niide 6.17. Arvutame funtsionaalrea Z k+l arccos Tr7 summa s tuletise vidrtuse s’ (0) .

k=0
Paneme tihele, et

1) fé(fb’):—ﬁ (xe[-13], keNy),

2) |fi (@)] < kH) koikide = € [ % } ja k € Ny korral ning Z ’T(k“ < 00,

k=0
3) | ff(x)] < — =2 — koikide z € ja k € Ny korral ning 5 ——F£L
k

2%/ (k+1)2—1/4 2’ 2} i 02’“\/(k‘+1)2 1/4

(kontrollida! "X, siis on teoreemi [6.35] tingimused 1) — 3) téidetud (selgitada!)®X, mistottu

1
2
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6.6 Astmeread
6.6.1 Astmerea koonduvuspiirkond. Cauchy—Hadamardi teoreem

Olgu (ax)yey, mingi arvjada. Astmereaks (power series, cmenennot pad) nimetatakse funkt-

sionaalrida kujul

Z apx” (6.16)
k=0
voi tldisemalt

Z ag (z —a)¥, (6.17)

kus a € R on fikseeritud. (Astmeridade teemas arvestame, et kehtib kokkulepe 0° = 1.)
Paneme tahele, et astmerea osasummadeks on poliinoomid.

Koigepealt otsime vastust kiisimusele, milliste arvude x € R korral rida > apa® koondub
k=0
(absoluutselt). Teisisonu, meie eesmérk on kirjeldada hulki

X = {x € R | rida Zakxk koondub}
k=0

ja
A= {xER|Z}akxk’ <oo},
k=0
mida nimetatakse vastavalt astmerea (6.16) koonduvuspiirkonnaks ja absoluutse koonduvuse
piirkonnaks. Selge, et {0} C A C X.

Definitsioon. Astmerea (6.16) koonduvusraadiuseks nimetatakse suurust

o
r = sup {|ZE| eR: Zakxk on koonduv} :
k=0

On selge, et r on alati olemas: kas mittenegatiivne reaalarv voi co.
Jargnevast, Cauchy—Hadamard: teoreemist selgub,
1) kuidas arvutada koonduvusraadiust r,
2) et astmerida on absoluutselt koonduv kogu vahemikus (—r,r) ning hajuv loigust [—r, r]
véiljaspool.
Seega (—r,r) on suurim vahemik, kus astmerida on (absoluutselt) koonduv.

Teoreem 6.36 Koonduvusraadiust voib arvutada jargmise valemi abil:

1
r= k@ W'
(Juhul, kui nimetaja on 0, siis kehtib r = oo ning kui nimetaja on lopmatus, siis r = 0.)
Sealjuures, kui r > 0, sits astmerida i arx® koondub absoluutselt vahemikus (—r,r) ja hajub
hulgas (—oo, —r) U (1, 00), s.t. =

(—r,r) CACX C[—rr].
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Juhul v = 0 koondub rida > apz* vaid punktis x = 0.
k=0

Toestus. Kdigepealt on selge, et juhul x = 0 on rida (6.16]) koonduv, sdltumata korda-
jatest. Vaatame siis edasises juhtu |z| > 0.

Rakendame rea (6.16) koonduvuse uurimiseks Cauchy koonduvustunnust (vt. lause[6.19).
Tahistame ¢ = k@ V/|ag| - |z¥]. Saame jargmised viited:

o0
e kui ¢ < 1, siis rida Y ag2* koondub absoluutselt;
k=0

e kui ¢ > 1, siis rida ) azx® hajub.
k=0
On kolm voimalust.

FEsiteks, kui kﬁ V/|ag| = oo, siis ka ¢ = |z km V/|ax| = oo ning rida (6.16]) on hajuv.
—00 —00
Seega sellel juhul rida koondub ainult punktis z = 0.
Teiseks, kui jada ({“/ |ak|> on tokestatud ning km V/ax| > 0, siis ¢ = || km V/|ak|
keN —00 —00

ning saame, et

0

|r] < =———=—= = rida (6.16) on absoluutselt koonduv,

|z] > =———=— = rida (6.16) on hajuv.

Kolmandaks, kui klim |ar| = 0, siis iga z € R korral ¢ = |x|km {/|lax] = 0 ning
—00 —0
jarelikult sellel juhul on astmerida (6.16]) koonduv iga x € R korral. m

Paneme tihele, et Cauchy-Hadamardi teoreem ei viida midagi koonduvuse kohta koondu-
vusvahemiku (—r, r) otspunktides —r ja r. Et saada ettekujutust voimalikest situatsioonidest,

oo oo o0
piisab analiiiisida lihtsaid niiteid Y o, > x—: ja > i—; (iseseisvalt! ).
k=0 k=1 k=1

6.6.2 Astmerea summa omadused

[e.°]
Olgu 7 > 0 astmerea Y. apr® koonduvusraadius ja funktsioon s: (—r,7) — R selle rea
k=0

oo
summa, s.t. s (z) := > apz® iga x € (—r,r) korral. Enne, kui asume uurima funktsiooni s
k=0

omadusi, toestame lause, mis kirjeldab astmerea thtlast koonduvust.

Lause 6.37 Astmerida > apz® koondub dihtlaselt igas loigus [a,b], kus —r < a < b < r.
k=0

Toestus. Olgu [a, b] koonduvusvahemiku (—r, r) suvaline osaldik, tahistame n := max {|a/|, |b|},
siis [a, b] C [—n,n] C (—r,r) (selgitada! K. Paneme téhele, et

|apa®| < |ax|n® (x € [-n,n], k € No),
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o0
kusjuures arvrida Y |a| n* koondub (selgitada!)". Weierstrassi koonduvustunnuse (vt. lau-
k=0

se [6.31) kohaselt koondub astmerida Y azz” iihtlaselt 16igus [—n, 7], seega ka 16igus [a, b].

k=0
|

oo

Teoreem 6.38 (summa pidevusest). Astmerea Y apz® summa s: (—r,r) — R on pidev
k=0

funktsioon.

Toestus. Olgu x suvaline punkt vahemikus (—r, ), niitame, et funktsioon s on selles
punktis pidev. Leiame sellise n > 0, et z € (—n,n) C [-n,n] C (=r,7). Kuna rida > ajz"
k=0

koondub lause pohjal 16igus [—n, n] iihtlaselt ning rea litkmed on pidevad funktsioonid
(pohjendadal X, siis s on loigus [—n,n| pidev funktsioon (vrd. teoreem [6.33). Seega on s
punktis z pidev. m

Teoreem 6.39 (astmerea summa integreerimisest ja diferentseerimisest). (a) Ast-

merida Y apz® voib igas loigus otspunktidega 0 ja x, kus x € (—r,r), litkmeti integreerida,
k=0
seejuures

’ — a k41
s(t)dt = x
/ D i

k=0
ning saadud astmerea koonduvusraadius on samuti r.

(b) Astmerida > apx® voib igas punktis x € (—r,r) litkmeti diferentseerida, seejuures

k=0
s'(z) = Z kaprt' = Z (k4 1) apg2® (6.18)
k=1 k=0

ja astmerea (6.I8) koonduvusraadius on r.

Toestus. See, et pirast manipulatsiooni saadud rea koonduvusraadius on endiselt 7,
jareldub jargmistest tihelepanekutest (teeme ldbi juhu (b) jaoks):

o0 o0 o0

1) ridadel Y kapz*~! ning Y kaga® = 2 3" kapa*~! on sama koonduvusraadius ja
k=1 k=1 k=1

2) implikatsiooni

— 1 iks? — 1
Em & |ak‘ _ (miks? )X Tm &k ‘ak‘ _ 1
k—o0 r k—o0 r

o0
tottu on rea > kayx® koonduvusraadiuseks 7.
k=1 .
(a) Kuna astmerida > a,2* koondub iihtlaselt 16igus otspunktidega 0 ja z, siis teoreemi

k=0
6.34] pohjal

T o T o a i
s(t)dt:Zak/ thdt =) "
/0 k=0 0 k=0 k+1
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(b) Olgu z € (—r,r), valime sellise n > 0, et = € [—n,n] C (—r,r), ja rakendame teoreemi
6.35. Kuna astmerida > kapz*~! on 1oigus [—n, 7] iihtlaselt koonduv ning ka teoreemi [6.35

k=1
teised eeldused on téidetud (veenduda!)X, siis

s'(z) = Z kaya" 1 = Z (k+1) a2~

o
k=1 k=0

Teoreem on toestatud. m

6.6.3 Funktsiooni Taylori rida

Uldisest astmereast

Z ag (z —a)" (6.19)

o0
saame muutujavahetusega z := z — a seni vaadeldud tiiiipi astmerea > a;z*. Kui viimase
k=0
koonduvusraadius on 7, siis astmerida (6.19) koondub absoluutselt vahemikus (@ —r,a + 7).

Samas vahemikus on rea (6.19) summa s teoreemi[6.39(b) pohjal diferentseeruv (seega pidev)
funktsioon ning kehtib valem

— Z kay, (1‘ — a)k_l (620)
k=1

(selgitadal)H. Matemaatilise induktsiooni abil on lihtne veenduda, et me voime astmerida
(6.19) vahemikus (a — r,a + r) kuitahes palju kordi liikmeti diferentseerida, koonduvusraa-

dius r seejuures ei muutu ja suvalise n € N korral avaldub funktsiooni s n-dat jarku tuletis
™) kujul

s\ kuju

=> k(k-1)...(k=n+1Dap(z—a)™" (€ (a—ratr))

(kontrollida!)¥&. Siit saame valemi s (a) = nla, ehk

) (a)
n!

Ay =

(n € Ny) (6.21)

(kokkuleppeliselt 0! = 1), mis seob omavahel astmerea kordajad ning selle rea summa ja ta
tuletiste viartused punktis z = a.
Kordajad (6.2I]) on meile tuttavad Taylori valemist. Teatavasti avaldist Z e (“) (z —a)F

nimetatakse funktsiooni f m-astme Taylori poliinoomiks punktis a. Ku1 funkts100n f on
mingis intervallis D l6pmata palju kordi diferentseeruv, siis Taylori valemi (£.22]) ja teoreemi
[4.22] kohaselt kehtib iga punkti a € D korral valem

)=2

(x—a)*+ R, (a,z) (xe€D), (6.22)
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kusjuures jaikliige R, (a, ) rahuldab tingimust

fim (@ 7) _
r—a ([L‘ —_ a)

Seejuures voib jadkliikme R, (z) esitada Lagrange’i kujul

1
R, (a,z) = 'f("H)(cn) (z —a)"™", kus ¢, on punkt arvude a ja z vahel.  (6.23)

(n+1)

Definitsioon. Olgu r > 0 ja funktsioon f punkti a € R {imbruses U, (a) = (a —r,a +r)

16pmata palju kordi diferentseeruv funktsioon. Astmerida »_ ax (v — a)k, mille kordajad on
k=0
méadratud valemiga

(n € No),

nimetatakse funktsiooni f Taylori reaks punktis a. Taylori rida punktis a = 0 nimetatakse
funktsiooni f Maclaurini reaks.

Viljend arendage funktsioon f Taylori reaks punkti a iimbruses (ménikord Geldakse ka:
arendage funktsioon f Taylori reaks punktis a) tdhendab jargmist:
tuleb leida r > 0 ning kordajate jada (ax) nii, et iga « € U,(a) korral

f(z) = Zak(:c —a)k.

Kerkib iiles kiisimus, millised funktsioonid voivad olla astmerea summaks ehk, teisiti
sonastades, milliseid funktsioone f saab punkti a {imbruses arendada Taylori reaks. On
selge, et need funktsioonid f peavad vaadeldavas intervallis U,.(a) = (a — r,a + r) olema
piiramatu arv kordi diferentseeruvad, s.t. neil peavad eksisteerima mistahes jéarku tuletised
selles hulgas. (Sealjuures on teada, et kordajad a; avalduvad valemiga a;, = %) Osutub,
et see tingimus ei ole piisav. Jirgnevast niitest selgub, et isegi siis, kui kogu arvteljel lopmata
palju kordi diferentseeruva funktsiooni Taylori rida on koonduv, ei pruugi selle summaks olla
funktsioon ise. Tapsemalt, see ndide demonstreerib, et implikatsioon

f vahemikus U, (a) kuitahes

Vo e Us(a) f(z) = Z ap(r — a)* = palju kordi(gliferentseeruv,
k=0 Vk € No ap = @) k!(a)

iildiselt paremalt vasakule ei kehti.

Niide 6.18. Olgu

Leiame f'(z) = & el (z) = (-& + %) e~1/=* . iildiselt on funktsiooni f n-dat jarku
tuletis punktis = # 0 kujul £ (z) = Ps

S
—~
8 =
SN—
(e )
|
—
~
8

kus Ps, (t) on teatav 3n-astme poliinoom
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muutuja ¢ suhtes. Teatavasti kasvab eksponentfunktsioon argumendi piiramatul kasvamisel kiiremini kui
mistahes astmefunktsioon, seet8ttu

1
lim f ")( ) = lim Pon (5)

z—0 z—0 el/xQ

=0 (neN).

Kuna kaik funktsioonid £ on ilmselt pidevad punktis z = 0, siis f(™ (0) = lir%f(") (x) = 0. Seega
T—r

on funktsioon f I8pmata palju kordi diferentseeruv kogu arvteljel ja tema Taylori rea kordajad a; on kdik

vdrdsed nulliga. Niisiis ei ole funktsioon f oma Taylori rea summa.

Lause 6.40 Intervallis U,(a) piiramata arv kordi diferentseeruva funktsiooni f Taylori rida

> % (z — a)* koondub selles intervallis summaks f parajasti siis, kui
=0

(n+1)
Tim. %ST) (z—a)""' =0 iga x € U.(a) korral.

Toestus. [seseisvaltP =

Kuna arve ¢, arvude a ja x vahel ei onnestu iildjuhul leida, siis on kasulik omada liht-
salt kontrollitavaid piisavaid tingimusi selleks, et R, (a,z) — 0 vahemikus (a —r,a +r)
protsessis n — oo. Jirgmine lause esitab neist iihe.

Lause 6.41 Kui intervallis U.(a) = (a — r,a + 1) lopmata palju kordi diferentseeruv funkt-
stoon f rahuldab tingimust

leiduvad o > 0 ja C >0, et }f(" ’ < aC" koikide z € (a —r,a+r) jan €N korral,
(6.24)
siis tema Taylori rida kz—:() % (z — a)* koondub dhtlaselt hulgas (a — 7, a + r) summaks f.

Toestus. Eeldusel (6.24) saame seostest ([6.22) ning (6.23), et

—~ % (a) k 1 (n+1) n+1 |z —a"" +1
_ _ _ | = rn _ <l em
C n+1
% (xe(a—r,a+r),neN),
millest
bn
lim — =0 iga b > 0 puhul (miks?)X (6.25)

n—oo M!

tulenebki iihtlane koonduvus Z e )(a V(. —a)" = f(2) hulgas (a —r,a+7). =
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6.7 Trigonomeetriliste funktsioonide defineerimine
6.7.1 Definitsioonid astmeridade abil

Defineerime iga = € R korral

sinz = ;)(—1)"(;%:1)!, (6.26)
cosx = Z(—l)" v n'. (6.27)
—~ (2n)!

Funktsioonide sin ja cos korrektselt defineeritus (ehk vastavate arvridade koondumine)
jareldub Cauchy (voi d’Alembert’i) tunnusest (iseseisvalt!)¥K.

Jargnevalt kontrollime iile siinuse ja koosinuse moned hésti tuntud omadused.

Olgu f,g: R — R. Vaatleme tingimusi

Ve,y €R - glz —y) =g(@)g(y) + f(2)f(y) (6.28)
ja
Ve e (0,1) 0<uzg(x) < f(z) <. (6.29)

Teoreem 6.42 Funktsioonid f(x) = sinx ja g(x) = cosx on mittekonstantsed, pidevad ning

rahuldavad tingimusi (6.28) ja (6.29).

Toestus. [lmselt f(0) =0 ja g(0) = 1. Funktsioone f ja g méédravad astmeread koondu-
vad Weierstrassi tunnuse pohjal iihtlaselt igas 16igus [—x, x] (selgitage!) . Seega voib neid
kogu reaalteljel liikmeti diferentseerida; saame, et f' = g ning ¢’ = —f. Et f’(0) = 1 ning f’
on pidev, leidub intervall [—xzg, o], milles f on rangelt kasvav (selgitage!)X.

Kuna f(0) = 0, siis f(xg) > 0. Seega leidub intervall [xy — &, xy + €], milles ¢’ = —f < 0.
Jarelikult on konealuses intervallis g rangelt kahanev (selgitage!)"X. Kokkuvottes ei ole f ja
g konstantsed funktsioonid.

Diferentseeruvus iihtlasi annab, et f ja g on pidevad.

Tingimuse (6.28) taidetuses veendumiseks tegutseme jargnevalt.

Toestame, et iga z € R korral g(x)?+ f(z)* = 1. Funktsiooni z + g(x)*+ f(z)? tuletised
on koik nullid kogu reaalteljel, seega tema arendis Maclaurini ritta on g(z)? + f(z)* =
g(0)2 + £(0)* = 1 (selgitage! ). Muuhulgas ka iga z € R korral |f(z)| < 1 ja |g(z)] < 1.

Fikseerime niiiid = € R ja tidhistame

h(y) = g(x)g(y) + f(2) f(y).

Siis h on lopmata palju kordi diferentseeruv, kusjuures
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mistottu

Taylori valemist (kohal z) saame, et (£ asub z ja y vahel)

20z —y"!

h(y) — Z A0 () - y—=*

k!
k=0

e b2

(n+1)!

Seega

o0

) =S K@) - =Sy
n=0 n=0
mistottu kehtib tingimus (6.28).

Uurime tingimust ([6.29). Vaja on, et iga z € (0,1) korral

_:L,Qn

0<zg(x) < f(z) <z

=g(z —y),

173

— 0.

n

x2n+1 1.2n+3

Vorratus f(x) < x jareldub Leibnizi tunnuse jaédkliikme hinnangust, sest (
(veenduge! X

2n+1)! (2n+3)!

x2n+3

[e's) n1.2n+1 . x2n+1
neo(—1) o)l 12 @2a)
Vorratuse f(z) — xg(x) > 0 saamiseks paneme tihele, et

Samal moel nideme, et zg(x) > 0, kuna zg(x) = >

00
l,2n+2

(F(a) = wg(@)) = 2f () = 3-D" 5

n=0

> 0,

Z,2n+2 $2n+4
Gl © e

kuna = € (0,1) tottu jille Seega on funktsioon h(x) =

2n+2)!"

f(x) = zg()

intervallis [0, 1] rangelt kasvav. Jarelikult f(z) — xzg(x) > 0 (selgitage!), nagu vaja. m

6.7.2 Definitsioonid funktsionaalvérrandite abil

Jargmine teoreem niitab, et tingimused (6.28]) ja (6.29]) maaravad mittekonstantsete pidevate funktsioo-

nide klassis taielikult dra siinuse ja koosinuse.

Teoreem 6.43 Olgu f,g: R — R mittekonstantsed pidevad funktsioonid, mille korral kehtivad tingi-

mused (6.28) ja (6.29). Siis f(x) = sinz ja g(x) = cosx.

Teoreemi [6.43] tdestamiseks teeme kdigepealt eelt6dd, uurides ldhemalt tingimusi (6.28]) ja (6.29)).

Lause 6.44 Rahuldagu funktsioonid f ja g tingimust (6.28). Siis g on paarisfunktsioon.

Toestus. Paneme tihele, et g(y — z) = g(x — y) iga =,y € R korral (selgitage! .

Lause 6.45 Rahuldagu mittekonstantsed funktsioonid f ja g tingimust (6.28). Siis f on paaritu funkt-

sioon.
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Toéestus. Valemist
Ve,y € R g(x +y) =g(x)g(y) + f(x)f(~y)

jareldame, et

Tdestame, et funktsioon f on paaritu. Kui mingi o € R on selline, et f(z¢) = 0, siis f(—xg) =
—f(xo) (selgitage! K. Oletame, et zg # 0 ning f(—x0) = f(xo). Siis f(x) = f(—xz) iga x € R korral,
mistdttu g(z + y) = g(x — y) iga x,y € R korral. Seega on g konstantne funktsioon, mis on v8imatu
(selgitage detaile! P, m

Lause 6.46 Rahuldagu mittekonstantsed funktsioonid f ja g tingimust (6.28). Siis mistahes x,y € R
korral

g(x +y) = g(@)g(y) — f(z)f(),
flz+y) = f(x)gy) +9(x)f(y),
flz—y)=f(x)gy) —g9(z)f(y)-

Toestus. Esimene valem jireldub vahetult tingimusest (6.28) ja sellest, et f on paaritu.
Edasi saame, et

g +y+2)=(9(x)g(y) — f(@)f(¥)g(z) — flx+y)f(2) =

= (
= g(=)(g(y)g(2

~—
|
=
<
~
—~
N
=
|
~
—~
8
~—
=
<
+
N

millest
(fx+y)— fyg(@)f(2) = (fly+2) — f(y)g(2)) f(2).

Fikseerime zp € R selliselt, et f(z9) # 0, siis, tahistades

o) = -l +20) = FlaC).

~

saame, et
Vr,y e R f(z+y)— f(y)g(z) = h(y)f(x). (6.30)

Tdestame, et tegelikult h = g. Tingimuses (£30]) valime x rolli —y, siis saame, et f(y)(h(y)—g(y)) =
0. Niiiid = ja y vahetamisel saame, et f(z)(h(y) — g(y)) = f(y)(h(x) — g(x)). Tulemusena leiame, et

Vo,y eR 0= f(z)f(y)(h(y) — 9(v)) = f)*(h(z) — g(x)),

millest b = g, kuna f on mittekonstantne (selgitage kdiki samme!)X.
Nitd on jaanud tingimuse (6.30]) pdhjal tdestatavad valemid vilja kirjutada. =

Jareldus 6.47 Rahuldagu mittekonstantsed funktsioonid f ja g tingimust (6.28). Siis mistahes z,y € R
korral

f2x) = 2f(z)g(),
9(2x) = g(2)* — f(x)?

Jareldus 6.48 Rahuldagu mittekonstantsed funktsioonid f ja g tingimust (6.28). Siis mistahes x,y € R
korral

g(r +y) + gz —y) = 29(x)g(y). (6.31)
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Vérrandit (6.31]) nimetatakse ka d'Alembert’i v3i Poissoni funktsionaalvérrandiks.
Lause 6.49 Rahuldagu mittekonstantsed pidevad funktsioonid f ja g tingimusi (6.28) ja (6.29). Siis
lim _f(x)

z—0 X

=1.

Toestus. Asjaolu, et f on paaritu funktsioon, vdimaldab saada tingimuse (6.29]) analoogi ka nega-
tiivsete arvude jaoks. Tdestuse detailid on jietud lugejaler. m
Lause 6.50 Rahuldagu mittekonstantsed funktsioonid f ja g tingimust (6.28). Siis

Ve eR f(z)* 4 g(z)? = 1.
Tdestus. Teame, et lause eeldustel f(0) = 0, seega jareldub vaide kergesti kontrollitavast tingimusest
veeR f(z)* +g(z)* = g(0) = £(0)* + ¢(0)?

(iseseisvalt!pX. m

Lause 6.51 Rahuldagu mittekonstantsed pidevad funktsioonid f ja g tingimusi (6.28) ja (6.29). Siis f
Ja g on kuitahes palju kordi diferentseeruvad, kusjuures f' =g, ¢ = —f.

Toestus. Paneme tihele, et g rahuldab tingimusega (6.31]) duaalset tingimust
Vz,y eR gz +y) —g(x —y) = -2f(2)f(y).
Kuna f on pidev, siis saame, et g on igas punktis xg € R diferentseeruv:

(o) = Tim I —9@0) _ =27 (£220) f (22)

T—T0 xTr — ,IO T—T0 xTr — 3}‘0

= —f(z0)

(selgitage detaile! k.
Analoogiliselt, kasutades tingimusi
Ve,y R flz+y)+ flz—y) = 2f(2)9(y),
Ve,ye R flz+y) - fle—y)=29()f(y),

leiame, et f on diferentseeruv, kusjuures
Ve eR f'(z) =g(z)

(iseseisvalt!pX. m
Teoreemi [6.43| tdestus. Kasutame Taylori valemit jadkliikmega Lagrange’i kujul juhul @ = 0. Kuna
iga z € R korral |f(z)| < 1ja|g(z)] <1 (miks?)X, siis

n 2k+1 f2n+2 (5) onto ’x‘2n+2

f(”c)_l;)(_l)k(%ﬂ)! Enr2l T | @nro)

—n 0

(pBhjendage! . Analoogiliselt nditame g(z) koondumise kehtivust. m

Teoreemid [6.42] ja naitavad, et leidub tapselt iiks mittekonstantsete pidevate funktsioonide paar,
mis rahuldab tingimusi (628]) ja (6-29)). Mdnikord defineeritaksegi siinus- ja koosinusfunktsioon kui neid
(vBi mingeid analoogilisi) tingimusi rahuldavad funktsioonid f ja g.

Markus. Funktsionaalvérranditega defineerimise asemel v8ib piirduda astmeridadega, nagu tegime
alapeatiiki alguses. Siiski on tingimuste (6.28) ja (6.29]) abil defineerimine mdnevdrra elegantsem, kuna
sel juhul ndutakse funktsioonidelt ainult pidevust; kuitahes palju kordi diferentseeruvus saadakse juba
jareldusena. Lisaks sellele annavad funktsionaalvérrandid (6.28]), (€.31]) jmt. vdimaluse defineerida siinuse
ja koosinuse analoogid ka hulkadel, kus pidevuse aksioom ei tule kéne alla ja funktsionaalridade teooria
valjaarendamine pole vdimalik.
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6.7.3 Arvr

Definitsioonid (6.26)) ja (6.27) on matemaatiliselt vettpidavad, kuna nad tuginevad ainult
reaalarvude aksiomaatikale ning ei sisalda piltlikke kaalutlusi, nagu nurgale vastava tais-
nurkse kolmnurga kaatetite suhte leidmist jms. Ometi on sellisel kujul siinuse ja koosinuse
sissetoomisel tosine puudus, mis tuleb korvaldada: seni puudub téielikult seos trigonomeet-
riliste funktsioonide ja arvu 7 vahel; 6igupoolest, arv 7 on isegi defineerimata.

Meie jargnev eesmérk on defineerida arv 7 kui kahekordne koosinusfunktsiooni vihimast
positiivsest nullkohast ning veenduda, et 7 kiitub trigonomeetriliste funktsioonide seisuko-
halt nii, nagu koolis opitud.

Oletame, et iga x > 0 korral cosx # 0, siis iga x > 0 korral cosz > 0 (miks?)H. Seega
on siinus rangelt kasvav intervallis [0, 00), jarelikult positiivne (selgitage! . Niiiid saame,
et niipea, kui 0 < 2 < y, kehtib (sinz)(y —z) < [Ysintdt = cosz — cosy < 1. Vastuolu
(miks? ). Seega leidub = > 0 nii, et cosz = 0.

Olgu T = {z > 0: cosz = 0}. Et hulk 7" on alt tokestatud, leidub tal alumine raja z.
Niiiid leidub jada (x,) elementidega hulgast T nii, et lim, z, = xo (miks? ). Seega o € T
(pohjendage! )"

Téahistame m = 2. Niiiid sin J = £1; ténu sellele, et koosinus on positiivne vahemikus

(0, %), on siinus vastavas 16igus rangelt kasvav, mistottu sin 5 = 1.

Lause 6.52 Iga x € R korral kehtivad vordused

7r
cos (= —x) =sinzx
2 )
7r
sin (- —x) =coszx
2 Y
cos (T — ) = —cosz,
sin(m — ) = sinx,
cos(m 4+ x) = —cos z,
sin(m + z i
sin(2r —x) = —sinx

sin(x + 27) = sinx,

cos(x + 27) = cosx

~— O~
[
I
w0
=
=
8

(
os(2m —x) =
(
(

Toestus. IseseisvaltPl (Kasutage teoreemi[6.42] ja lauset [(.46]) m

Praeguseks tuletatud valemite pohjal saab arvutada koik koolist tuntud siinuse ja koosi-
nuse tapsed viartused.
Jargmises punktis toestatakse (vt. ndidet 6.22 ja teoreemi [6.53)), et

s 11 = (—1)k
L R
4 375 ZQkH

k=0
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Leibnizi tunnuse jadkliikme hinnang voimaldab anda kuitahes tédpsed tokked arvule m:

<1

ISR SN

Osutub, et m € (3,14, 3,15).
Punktis B. 7.1l ndidatakse, et

T . 1 )l \?
— = lim
2 n— o0 2n+1 (277,— 1)”

6.8 Funktsioonide arendamine astmereaks

Esitame monede elementaarfunktsioonide reaksarendused.

Niide 6.19. Leiame seosega f (z) = e” méidratud eksponentfunktsiooni f: R — R
Maclaurini rea. Valemi (£.22)) kohaselt suvalise € R korral

I S 1 e
(vrd. néide 4.11). Jadkliikme R, (0, x) ( ‘i"l),x"“ hindamiseks paneme téhele, et kui b > 0,
siis 1
ec" n+1 < " b < b
nr | S (lelsh:
Seost ([6.25]) arvestades saame, et lim R, (0,2) = 0 suvalise x € R puhul (selgitadal)X, s.t.

n—oo
e’ = Z o iga z € R korral.
k!

Sama tulemuse saame ka vahetult lauset [6.41] rakendades.

Niide 6.20. Arendame funktsiooni f (z) =In (14 z), f: (—1,1) — R, Maclaurini ritta.
Saame, et

f(z) = :1—x+x2—x3+...:Z(—1)kxk (x € (—-1,1)).

1+z k=0

Seega Newton—Leibnizi valemi ning lause [6.39%(a) pohjal

In(1+2) = /f dt—0+/z<i )

e} . A Ik—f—l .
Z/ Fikdt = Z(—1) e

k=0 70 k=0

l‘ .[L' .[L'
—5+§ Z+ . (l‘E(—l,l))

I
8
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(pohjendadal .

Niide 6.21. Funktsioonid f(z) = sinz ja g(z) = cosz ongi juba defineeritud teatavate
astmeridade summana (vt. ptk. [6.7), tipsemalt

‘ B o0 L
smx:x—a—l—a—...:Z(—l) k1) (x € R),
k=0
2 gl o0 .z
Cosx:1—§+ﬂ—...:Z(—1) o] (x € R).
k=0
Niide 6.22. Kuna
1 o
(arctanx)’ = i -2 +2'— ... = ;(—l)kx% (z e (-1,1)),
siis lause [6.39(a) kohaselt
- o L a2k
t =r——=4+——...= —1 e(—1,1
arctanz = — — + — k0< ) Sy (x e (—1,1))

(selgitadal ).

6.9 Mbéned astmeridadega seotud klassikalised tulemused

6.9.1 Abeli piirvairtusteoreem

o

Astmerea > apx" summa omadusi kirjeldavad teoreemid [6.38] ja [6.39 kehtivad koonduvusraadiusega r
k=0

maaratud koonduvusvahemikus (—r,r) . Paljudel juhtudel koondub see astmerida ka selle vahemiku iihes

vdi mdlemas otspunktis. Seoses sellega kerkib iiles kiisimus astmerea summa analiiiitilistest omadustest
sellistes otspunktides. Summa pidevust koonduvusvahemiku otspunktis kirjeldab jargmine teoreem.

Teoreem 6.53 (Abeli teoreem astmerea summa pidevusest koonduvusvahemiku otspunktis).
o0

Olgur € (0,00) astmerea S apx* koonduvusraadius. Kui see astmerida koondub punktis r, siis summa
k=0

f: (=r,r] = R on vasakult pidev selles punktis, s.t.

o o
lim g akxk: E akrk.
T—rr—

k=0 k=0

Toestus. Piisab, kui tdestada vaide eeldusel 7 = 1. Nimelt, suvalise 7 € (0, 00) korral teeme muu-
tujavahetuse y :=%, kui x — r—, siisy — 1—, ja eeldusel, et viide kehtib juhul 7 = 1, saame viite ka
suvalise 7 € (0, c0) puhul:

o0 [o¢] o
lim E apz® = lim E (akrk> yk = E apr”.
T—r— y—1—
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o0
Niisiis, vaatleme juhtu r = 1. Siis eelduse kohaselt rida > aj koondub, s.t. tema osasummade
k=0
n
Sp := Y, aj jada (s,) on koonduv. Astmerea osasummad saame esitada kujul (siin s_; := 0)
k=0
n n n—1
Zakxk = (sp — sp_1) zF = (1 —2) Z sprk + spa”
k=0 k=0 k=0

(veenduda!)X. Fikseerides suvalise x € (—1,1), saame protsessis n — 0o seose

o
flx)=(1-=x) Z spa® (6.32)
oo
(pBhjendada! pX. Tihistame s := lim s, (: > ag ) Olgu & > 0 suvaline, valime sellise N € N, et
o0
iga n > N puhul |s,, — s| < £. Seostest ([6.32) ja (1 —z) > 2F =1 (selgitada!)X saadakse, et
k=0
oo N 00
[f@)=sl=|(1-2))> (e —s)a*| < (L—2) Y |sp —slf2*+ (1 —2) Y [sn— sl
k=0 k=0 k=N-+1
seejuures
> € |x|N+1 €
11—z sp—sl|lr] <z (1 —2) ——<<
(1-2) 3 fs— sl < 0 -n) P8
k=N+1

N —1
(kontrollida! X, Valime § > O nii, et d < 1jad < e <1+2 > sk —s|> . Siisigax € (1—-4,1)
k=0
korral
N

19
(1—2)> |5k —s| |g;|’f<5

k=0
(kontrollida!)X. Kokkuv3ttes

O<l—z<d=|f(x)—s|<e,

s.t. lir? f(z) =s= f(1). Teoreem on tdestatud. m
z—1—
Markus. Abeli piirvairtusteoreemi saab vahetult jireldada Abeli tunnusest funktsionaalrea lihtlaseks

o0
koonduvuseks: kui funktsionaalrida > fi(x) koondub iihtlaselt hulgas D ning (gx) on monotoonne
k=1

hulgas D iihtlaselt tdkestatud funktsionaaljada, siis funktsionaalrida >  fx(z)gx(z) koondub ihtlaselt
k=0

hulgas D. T&estus on analoogne arvridade variandi tdestusega (vt. lauset [6.26]).
Téepoolest, me valime D = [0,1], fx(x) = a ning gr(z) = z*. Funktsionaaljada (g;) monotoonsus
o0
jareldub sellest, et % > 2%t kus x € D. Abeli tunnus annab, et funktsionaalrida > ak:ck koondub

k=0
iihtlaselt oma summaks S(z) hulgas [0, 1]. Rakendades teoreemi[6.33] saame, et

o0
lim E apz® = lim S(z E ag.
z—1— o rz—1—
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Margime, et ka Dirichlet’ koonduvustunnusel (vt. lauset [6.27]) on analoog funktsionaalridade ihtlase
koonduvuse jaoks.

Ndide 6.20 (jatk). Eespool saime valemi
o0 +1
n(1 -1 1). 6.33
+ ) kz_(:) /<:+1 (-l<z<1) (6.33)

Abeli teoreemi abil vaib selle vdrduse laiendada ka vahemiku otspunkti x = 1. Leibnizi tunnuse kohaselt

o0
onrida 3 (—1)F ”le selles punktis koonduv, seega
k=0

- 1
k _ 1 —
kg_o( 1) Tl xll)I{l_ In(1+2z)=In2.

6.9.2 Weierstrassi ldhendusteoreem

Alapunkti 6.6.3 tulemuste kohaselt saab mingis 18igus [8pmata palju kordi diferentseeruvat funktsiooni,
mis rahuldab tingimust (6.24]), iihtlaselt Ishendada samas I8igus selle funktsiooni Taylori poliinoomidega.
Analoogiline vaide kehtib oluliselt suurema funktsioonide klassi korral, kui me Taylori poliinoomide asemel
lubame Idhendamist suvaliste poliinoomide jadaga.

Teoreem 6.54 (Weierstrassi lihendusteoreem). Iga l6igus |a, b] pideva funktsiooni f jaoks leidub
selline poliinoomide jada (P, ), mis koondub funktsiooniks f iihtlaselt I6igus |a, b].

Toestus. Lihtsuse mdttes (ja ildisust kitsendamata) eeldame, et
1) a = 0, b = 1 (vajaduse korral rakendame muutujate vahetust x = (b—a)t + a, siis funktsioon
h: [0,1] = R, t — f((b—a)t+ a)on pidev ning kui poliinoomide P, (t)) jada koondub iihtlaselt I3igus
[0, 1] funktsiooniks A, siis, tehes neis poliinoomides muutuja vahetuse ¢ = 5=, saame poliinoomide jada
(P, (x)), mis koondub iihtlaselt 18igus [a, b] funktsiooniks f (selgitada!)X),
2) £(0) = f (1) =0, vastasel korral vaatleme funktsiooni g = g (x), kus

g9(x) = f(x) = f0) =z [f(1) - f(0)],

see on I8igus [0,1] pidev funktsioon ning ¢ (0) = ¢g (1) = 0; kui vaide kehtib funktsiooni g korral, siis
kehtib ta ka funktsiooni f korral, sest f — g on poliinoom (selgitada!)’,
3) f on méaaratud kogu reaalteljel R, kusjuures f (x) =0, kui z ¢ [0, 1].
Vastavalt eeldusele 2) on f hulgas R pidev funktsioon (kontrollida!)X.
Moodustame iga n € N korral 2n-astme poliinoomi

Qn (z) :=cyp (1 — x2)n )

kus kordajad ¢,, valime nii, et kehtiks v&rdus

/1 Qn (z)dz = 1. (6.34)
~1
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Me ei vaja tdestuseks kordajate ¢, tdpseid vaartusi, piisab seostest 0 < ¢, < y/n iga n € N korral,
mis eeldusel (6.34) tulenevad vrratusest (1 —x%)" > 1 — na? (kontrollida matemaatilise induktsiooni

abill X
1 1
i:/ (1—x2)ndx: /
Cn, -1 0

1—:132) dx>2/ (1—:62) dx
0

§<2<1=0<Qu(z)<vn(1-6%)", (6.35)
kusjuures
Vi (1=6)" =0 (n— ) (6.36)
(kontrollida! ). Tahistame
P, (x):= /1 flx+t)Q,(t)dt (x€][0,1], n €N) (6.37)
-1

ja nditame, et P, on 2n-astme poliinoom. Kdigepealt paneme t3hele, et kuna f(z) = 0 kdikide z €
R\ [0, 1] korral, siis

1—x 1
am»:/ tﬂw+0QMﬂ&:jAf@M%u—xMt(xGMH7n€M-

—T

Teise,
SO

2n . ) o
kus r; () := > (—1) (2‘) (¥)t%~" ja t €[0,1]. Siit jareldubki, et P, on 2n-astme poliinoom:

P, (z) :flf (t) cn:(_l)zm (1) 2dl = cni(—l)i flf (t) 7 (¢) Atz

0 0

2n . )
= cn;) (=1)" bz,

kui téhistada b; == [\ f () i (t) dt.
N&itame, et P, — f ihtlaselt 18igus [0, 1] . Fikseerime suvalise £ > 0. Kuna f on hulgas R iihtlaselt
pidev funktsioon (pdhjendadal!)X, siis saab leida niisuguse § > 0, et

p—yl <= 1f @) - Fl)l <3 (6.38)
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lImselt on f hulgas R tSkestatud (pShjendada!)X, seega M := sup|f (z)| < oo. Eelpool tdestatud
z€eR
seostest (6.34]) — (6.38]) jareldub suvalise = € [0, 1] korral, et

1
()~ Py (2)] = '/l[f(:ert)—f(w)]Qn(t)dt‘
1
<[ if@ro- @l

-4 c 9 1
<ot [ Qn(t)dt+§/_6Qn(t)dt+2M/6 Qn (1) dt

<AMyn(1-62)" + =

5-
Vastavalt seosele (6.36) leidub selline N € N, et kui n > N, siis 4M/n (1 —02)" < 5, seega
|f () — P, (x)| < eigax € [0, 1] korral. Teoreem on tdestatud. m

L&puks margime, et Weierstrassi teoreemi v3ib sdnastada ka teisiti: iga [6igus [a, b] pideva funktsiooni
f ja arvu € > 0 korral saab leida sellise poliinoomi P, et

|f () — P(x)| <e igax€la,b] puhul

6.9.3 Stirlingi valem

Lahtudes logaritmfunktsiooni « — In (1 + x) reaksarendusest

0 k
m(l+z)=Y (1) % (-1<z<1) (6.39)
k=1
(vt. ndide 6.20 ja selle jatk), tdestame Stirlingi valemi
|
lim ————— —1

n—00 Qﬂ.nn-l-%efn

ehk
nl V2" ze ™, kui n — oo, (6.40)

mis kirjeldab jada (n!) asiimptootilist kditumist protsessis n — oo.
Valemi (&.39)) kohaselt

1 oo oo
ln1+x:1n(1+x) In(1-—2) Z k+1$— ( >

x>

— X

k=1 k=1
e 72
23 5 L)
1=0

~ ' o 1
\/ottes siin ¢ 1= Ty Saame, et

1 1451+ 2 11 11
ln<1—|——>:1 2otl — <1+— 5+ = 4+...>
1 1 1

”4’%19 02]€+1(2”+1)ﬂC
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ehk

1 1 —
n+— | In — 1+ -
( 2) ( ) sz+1 (2n+1 3; 2n+1)°

1 (2n+1) 1
14+ 14 .
31— o1y 12n(n+1)

Niisiis, 1 < (n+ 5) In (1 + 1) < 1455075, mistSttu

n+1)
1 n+% 1+t
e < <1 + —) < e "12n(ntD) igan € N korral (6.41)
n
(selgitada! K. Tahistame

nle”

Ty - (neN),

n"ta
siis

1
1 1 n+3
o2 <1 - —) > 1
Tptl € n

vrd. (6.41])), tdhendab, jada (x,) on kahanev. Kuna ta on alt tdkestatud, siis eksisteerib piirvaartus
a:= lim z,.

n—o0

1
Tahistame z,, ;= e~ 12n:cn, kuna lim e T =1, siis hm Zn= a ja
n—oo

(14"

<1
Znt1 et At

(vrd. (6.41])), seega on jada (z,) kasvav. Nieme, et

O<z1<zm<a<z, (neN),

meie jaoks on oluline fakt, et a > 0. Seet8ttu on olemas selline jada (&), et ,, — 0 ja

zp=a(l+e,) (neN)

(pBhjendada! K. Niisiis, =a(l+ep,) ehk

n—l—%
n!l=aq

o (L+en), (6.42)
millest saame valemi (&.40]), kui nnestub ndidata, et a = /27

2
Wallise valemi (vt. pt. 5) kohaselt = lim 2n1+1 (éj@;;,,)

, seejuures seose ([6.42) pdhjal

@)l ()] 22 (al)® \/@(Hsn)?
n—DI 20! @) V2 ltea
(kontrollida!X. Tahendab
4 2
Tt et U@
2 n 2n+1

2 (1 + 5211)2 4
ehk a = /2.
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