










Ülesanded

X üleliiduline kooliõpilaste matemaatikaolümpiaad

8. klass. Esimene päev

1. Oletame, et lauale on asetatud 50 kella. On teada, et kõik kellad käivad
täpselt. Näidata, et leidub selline moment, millal kõikide kellade minutiosu-
tite otspunktide kauguste summa laua keskpunktis on suurem kui kõikide
kellade keskpunktide kauguste summa laua keskpunktist.

2. Ritta on kirjutatud järjest 1000 reaalarvu. Selle rea alla kirjutatakse
uus rida järgmise reegli põhjal: iga arvu A alla kirjutatakse selline naturaal-

arv, mis näitab, mitu kordaarv A esineb esimeses reas. Teisest reast saadakse
analoogilisel viisil kolmas rida: teise rea iga arvu B alla kirjutatakse selline
naturaalarv, mis näitab, mitu korda arv B esineb teises reas. Seejärel konst-
rueeritakse analoogiliselt kolmandast reast neljas rida, neljandast viies jne.

a) Näidata, et leidub rida, mis langeb kokku talle järgneva reaga.
b) Näidata, et 11. ja 12. rida ühtivad.
c) Tuua sellise esialgse rea näide, mille korral kümnes rida ei võrdu ühe-

teistkümnendaga.

3. Tasandil on antud 3 võrdse raadiusega ringjoont.

a) Näidata, et kui kõik ringjooned lõikuvad ühes punktis (vt. joon.1), siis
kaarte AK, CK ja LK summa on 180

˝.
b) Näidata, et kui ringjooned asetsevad nii, nagu joonisel 2, siis kaarte AB,

CD ja EF summa on 180
˝.

4. Naturaalarvud x1 ja x2 on väiksemad kui 10 000. Lähtudes antud ar-
vudest konstrueeritakse jada x1, x2, x3, x4,. . . , kus arv x3 on võrdne |x1´x2|,
arv x4 on võrdne minimaalsega arvudest |x1 ´ x2|, |x1 ´ x3|, |x2 ´ x3|, arv
x5 on minimaalne arvudest |x1 ´ x2|, |x1 ´ x3|, |x1 ´ x4|, |x2 ´ x3|, |x2 ´ x4|,
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|x3´x4| jne. (iga järgmine arv võrdub minimaalsega kõikide eelnevate arvude
vahede absoluutväärtustest). Näidata, et x21 “ 0.

C
E

A

K

Joonis 1.

B

E
F

C

D

A

Joonis 2.

8. klass. Teine päev

5. Malelaual, millel on 99ˆ 99 ruutu, on märgitud mingi kujund ϕ, mille
igas ruudus istub kärbes. Teatud ajamomendil tõusevad kõik kärbsed lendu
ja maanduvad uuesti antud kujundi Φ ruutudele, kusjuures ühte ruutu võib

sattuda mitu kärbest.

On teada, et iga kaks kärbest naaberruutudes asuvad
pärast maandumist jälle naaberruutudes või siis ühes
jasamas ruudus (naaberruutudeks nimetatakse ruute,
milledel on ühine kas serv või tipp).
a) Olgu kujund Φ - „tsentraalne rist“ (vt. joon. 3),

s.t. keskmise horisontaali ja keskmise veritkaali
ühend. Näidata, et sellisel juhul leidub kärbes, kes
lendav kas samasse ruutut või naaberruutut.

b) Kas punkti a väide kehtib, kui kujund Φ on „ak-
na raam“ (vt. joon. 4), s.t. „tsentraalse risti“ ja
kõikide malelaua ääreruutude ühend?

c) Kas punkti a väide kehtib, kui kujund Φ on kogu
malelaud?

Joonis 3.

Joonis 4.

6. Nimetame kolmnurka „suureks“, kui tema kõik küljed on pikemad kui
1. Olgu antud võrdkülgne kolmnurk ABC, mille külje pikkus on 5.
a) Näidata, et kolmnurgast ABC saab välja lõigata 1000 „suurt“ kolmnurka.
b) Näidata, et kolmurka ABC saab tervenisti lõigata 1000 „suureks“ kolm-

nurgaks.
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c) Näidata, et kolmnurka ABC saab tervenisti lõigata 1000 „suureks“ kolm-
nurgaks nii, et igal kahel kolmnurgal kas ei ole ühiseid punkte, või on
ühine tipp, või on ühine külg.

d) Tõestada väited b ja c juhul, kui ABC on korrapärane kolmnurk külje-
pikkusega 3.

7. Nimetame naturaalarvu „universaalseks“, kui teatud numbrite maha-

tõmbamisega on võimalik temast saada mistahes etteantud üheksakohalist ar-

vu, mille kõik numbrid on erinevad ja ei võrdu nulliga.

a) Tuua näide „universaalsest“ arvust, milles on 9
2 “ 81 numbrit.

b) Tuua näide sellisest „universaalsest“ arvust, milles on 9
2 ´ 9 ` 1 “ 73

numbrit.
c) Näidata, et iga „universaalse arvu korral leidub selline number, mis esineb

temas vähemalt üheksa korda.
d) Proovige konstrueerida „universaalne“ arv, milles oleks võimalikult vähe

numbreid. (On teada, kuidas konstrueerida sellist arvu, milles on 9
2 ´ 2 ¨

9 ` 4 “ 67 numbrit.)

9. klass. Esimene päev

8. Vt. ül. 3.

9. Kas on võimalik nummerdada kõik kuubi tipud numbritest 1 ja 2 moo-
dustatud erinevate kolmekohaliste arvudega nii, et iga kahe naabertipu juur-
de kirjutatud arvud erineksid vähemalt kahes numbrijärgus?

10. Vt. ül. 4.

11. Tasandil on antud vektorid a⃗, b⃗, c⃗ ja d⃗, millede summa on 0⃗. Tõestada,
et

|⃗a| ` |⃗b| ` |⃗c| ` |d⃗| ě |⃗a ` d⃗| ` |⃗b ` d⃗| ` |⃗c ` d⃗|

9. klass. Teine päev

12. Vt. ül. 6.

13. Ringjoonele on paigutatud n reaalarvu (n ě 3), millede summa on
null. Üks neist arvudes on 1.
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a) Näidata, et leiduvad kaks naaberarvu, mis erinevad vähemalt 4{n võrra.
b) Näidata, et leidub selline arv, mis erineb oma naaberarvude aritmeetili-

sest keskmisest vähemalt 8{n2 võrra.
c) Hinnangut, mis on antud eelmises punktis, saab parandada. Püüdke asen-

dada arv 8 mingi suurema arvuga nii, et väide b kehtiks endiselt kõigi
naturaalarvuliste n korral.

d) Näidata, et kui n “ 30, siis leidub ringjoonel arv, mis erineb oma naaber-
arvude aritmeetiliste keskmiste mitte vähem kui 2{113 võrra. Tuua näide
kolmekümnest arvust ringjoonel, kus iga arv ei erine oma naaberarvude
aritmeetilisest keskmisest mitte rohkem kui 2{113 võrra.

14. Olgu antud naturaalarv N . Naturaalarvude jada a1, a2, a3, . . . , ak ni-
metatakse „N -universaalseteks“, kui sellest jadast on võimalik teatud liikmete
mahatõmbamisega saada arvude 1, 2, . . . , N kõik permutatsioonid (s.t. selli-
sed jadad N elemendist, millesse iga arv 1, 2, . . . , N kuulub täpselt ühe kor-
ra). Näiteks jadas 1, 2, 3, 1, 2, 1, 3 on „3-universaalne“, aga jada 1, 2, 3, 2, 1, 3, 1

pole „3-universaalne“, sest tema liikmete mahatõmbamisel ei ole võimalik saa-
da permutatisooni 3, 1, 2. Käesoleva ülesande eesmärgiks on saada antud N

jaoks kõige lühema „N -universaalse“ jada liikmete arvu hinnang.

a) Tuua näide „N -universaalsest“ jadast, milles on N2 liiget.
b) Tuua näide sellisest „N -universaalsest“ jadast, milles on N2´N`1 liiget.
c) Tõestada, et iga „N -universaalne“ jada sisaldab vähemalt NpN ` 1q{2

liiget.
d) Näidata, et kõige lühem „4-universaalne“ jada koosneb 12 elemendist.
e) Püüdke leida antud N jaoks võimalikult lühike „N -universaalne“ jada.

(On teada, et saab konstrueerida sellise „N -universaalne“ jada, milles on
N2 ´ 2N ` 4 liiget.)

10. klass. Esimene päev

15. Olgu x0 ja x1 naturaalarvud, mis on väiksemad kui 1000,

x2 “ |x0 ´ x1|, x3 “ |x1 ´ x2|, x4 “ |x2 ´ x3|

jne. Näidata, et vähemalt üks arvudest x2, x3, . . . , x1500 on võrdne nulliga.

16. Korrapärases 1976-nurgas on tähistatud kõikide külgede keskpunktid
ja kõikide diagonaalide keskpunktid. Milline on tähistatud punktide maksi-
maalne arv ühel ringjoonel?
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17. Ruudukujulisele paberilehele on joonistatud n ristkülikut (ristküliku-

te küljed on paralleelsed paberilehe servadega), kusjuures iga kaks ristkülikt
ei oma ühiseid sisepunkte. Tõestada, et kõikide nende ristkülikute väljalõi-
kamisel ruudust jääb järele mitte rohkem kui n ` 1 tükki.

18. Kolm jalakäijat liiguvad tasandil sirgjooneliselt ja konstantsete kiirus-
tega. Algmomendil ei asu nad ühel sirgel. Tõestada, et nad saavad asetseda
ühel sirgle mitte rohkem kui kahel korral.

19. Vt. ül. 11.

10. klass. Teine päev

20. Korrapärase n-nurga keskpunkt on punktis O. Selle hulknurga tippu-
desse on kirjutatud arvud `1 ja ´1. Ühel käigul lubatakse muuta märki
kõikidel neil arvudel, mis asetsevad mingil korrapärase k-nurga (keskpunkti-
ga punktis O) tippudes (sealjuures on lubatud ka 2-nurgad, kusjuures 2-nurga
all mõistetakse lõiku keskpunktiga punktis O). Tõestada, et juhtudel a,
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110. Ruumis on antud 4 sirget, milledel asuvad kuubi neli omavahel paa-
rikaupa kiivset diagonaali. Näidata, et kui mingi sirge lõikab kolme nendest
sirgetest, siis lõikab ta ka neljandat.

111. Näidata, et iga kumera hulktahuka jaoks saab leida sellise sidusa
pinnalaotuse, mille suvalised 2 tahku ei kattu.

112. Paralleelsed lõigud AA1, BB1 ja CC1 ei asu ühel tasandil. Olgu
tasandite A1B1C, B1C1A ja C1A1B lõikepunkt M1 ja tasandite ABC1, BCA1

ja CAB1 lõikepunkt M . Näidata, et lõik MM1 on paralleelne lähtelõikudega.

113. Ruudu ABCD küljel AD on fikseeritud punkt E. Leida külgedel
AB ja BC punktid M ja K nii, et MK ∥ CE ja nelinurga CEMK pindala
oleks maksimaalne.

114. Punktidest A ja B alustasid sõitu (mitte üheaegselt) teineteisele
vastu jalgrattur ja mootorrattur. Pärast kohtumist punktis C pöördusid nad
kohe ümber ja sõitsid tuldud teed tagasi. Lähtepunktidesse jõudes pöördusid
nad uuesti ümber ja sõitsid tagasi. Kohtudes punktis D, sõitsid nad jälle
tagasi jne. Millises lõigu AB punktis toimub nende 1978. kohtumine?

115. Ruudulisele paberile on joonestatud ringjoon (ruudu külje pikkus
1), mille raadius on suurem kui 2. On teada, et see ringjoon ei läbi ühtegi
sõlmpunkti, s.t. ruudu tippu. Nimetame sõlmpunkti rajapunktiks, kui kasvõi
üks tema naabruses olevatest (s.t. kaugusel 1) sõlmpunktidest asub teisel pool
ringjoont. Leida kõikide ringjoonest väljaspool olevate rajapunktide arvude
vahe.

LAHENDUSED

1. Olgu t aeg minutites. Tähistame sümboliga Rptq kõikide minutiosutite
otspunktide kauguste summa laua keskpunktist ajamomendil t. Olgu U kõi-
kide kellade keskpunktide kauguste summa laua keskpunktist A. Tähistame
sümbolitega Riptq ja Ui pi “ 1, 2, 3, . . . , 50q vastavalt i-nda kella minutiosuti
otspunkti ja selle kella keskpunkti kauguse laua keskpunktist ajamomendil
t. Kuna kellad käivad täpselt, siis ajamomentidel t ja t ` 30 on i-nda kella
minutiosuti suund diametraalselt vastupidine (vt. joon. 5).
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Ri(t+ 30)

Ri(t) Ui

A

B

C

D

O

Joonis 5.

Täiendades kolmnurga ABC rööpkülikuks, saame kolmnurgast ACD seo-
se

Ript ` 30q ` Riptq ą 2Ui.

Summeerides selle võrratuse vasakud ja paremad pooled i väärtuste 1, 2,

3, . . . , 50 korral, saame tulemuseks:

Rpt ` 30q ` Rptq ą 2U ehk rRpt ` 30q ´ U s ` rRptq ´ U s ą 0.

Saadud võrratusest on näha, et iga t korral kas Rptq ą U või Rpt` 30q ą
U , mida oligi tarvis tõestada.

2. a) On ilmne, et teisest reast alates ükski arv ei ületa 1000 ja et ükski
arv ei ületa tema alla kirjutatud arvu. Järelikult kolmanda rea arvude summa
ei ole väiksem kui teise rea arvude summa jne., kusjuures iga summa ei ületa
miljonit. Järelikult peab leiduma kaks järjestikust rida, kus arvude summa
on võrdne, sest summad ei saa kogu aeg kasvada. Järelikult langevad need
kaks järjestikust rida kokku.

b) Näitame, et kui m-ndas reas pm ě 2q arv ja tema kohale kirjutatud
arv on erinevad, siis see arv ei ole väiksem kui 2m´2. Kui m “ 2, siis on see
väide ilmne, kuna teises reas esinevad ainult naturaalarvud. Olgu see väide
kontrollitud kõikide ridade korral, millede järjekorranumber on väiksem kui
m. Olgu pm ´ 1q-es reas kirjutatud arv a ja tema alla kirjutatud arv b,
kus b ą a. Sel juhul on pm ´ 2q-es reas teatav arv ühesugustest arvudest
rühmi, kusjuures igas rühmas on a arvu ja arvud erinevates rühmades on
erinevad. Siit järeldub, et b jagub arvuga a, s.t b ě 2a. Peale selle vähemalt
üks nendes rühmades sisalduvatest arvudest erineb arvust a ning järelikult
induktsiooni eelduse põhjal on a ě 2

pm´1q´2. Siis b ě 2a ě 2
m´2. Seega on

meie väide tõestatud matemaatilise induktsiooni põhjal kõikide m ě 2 korral.
Kui oletada, et 11. ja 12. rida on erinevad, siis eelneva põhjal peab leiduma
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12. reas arv, mis on suurem kui 212´2 “ 1024. Kuid see on võimatu. Järelikult
langevad üheteistkümnes ja kaheteistkümnes rida kokku.

c) Arvestades eelnevat, võib konstrueerida rea: 0, 1, 2, 2, 4, 4, 4, 4, . . . , 256, . . . ,
256, 488, . . . , 488. Siin arv 0 ja arv 1 esineb ühe korra, arv 2 kaks korda, arv
4 neli korda, . . . , arv 256 esineb 256 korda, arv 488 esineb 488 korda. Kir-
jutades välja 2., 3., 4., . . . , 11. rea, on lihtne näha, et 10. reas arv 256 esineb
512 korda ja arv 488 esineb 488 korda. 11. reas arv 512 esineb 512 korda ja
arv 488 esineb 488 korda.

A E

B D
F

C

Joonis 6.

3. Esitame lahenduse ainult ülesan-
dele b), ülesanne a) lahendatakse ana-
loogiliselt.

Et ringjoontel on võrdsed raadiused,
siis kaared ABD ja AFD on kongruent-
sed.

Sama võib öelda ka kaarte EFB ja
EDB ning CBF ja CDF kohta.

Järelikult ŊAB` ŊCD`ŊEF “ pŔABD´
ŊBDq ` pŔCDF ´ ŊDF q ` pŔEFB ´ ŊBF q “
pŔAFD´ ŊDF q`pŔCBF ´ ŊBF q`pŔEDB´
ŊBDq “ ŊAF ` ŊBC ` ŊDE.
Vaatleme nüüd kolmnurga AEC nurki.
Näeme, et zCAE “ {CAD ` {DAE “

pŊCD ` ŊDEq{2, zACE “ pŊAF ` ŊEF q{2, zAEC “ pŊBC ` ŊABq{2.
Et kolmnurga sisenurkade summa on 180

˝, siis
180

˝ “ zCAE ` zACE ` zAEC “ pŊCD ` ŊDE ` ŊAF ` ŊEF ` ŊBC ` ŊABq{2 “
rpŊAB ` ŊCD ` ŊEF q ` pŊAF ` ŊBC ` ŊDEqs{2 “ ŊAB ` ŊCD ` ŊEF .

4. Tõestame arvud x1, x2 ja x3 ümber nii, et nad asetseksid kahanevas
järjekorras. Siis saadud jada võib erineda algjadast ainult kolme esimese liik-
me järjestuse poolest. On ilmne, et see jada on kahanev pxk ě xk`1q, sest et
xk`1 leidmisel me kasutame kõiki neid vahesid, mida me kasutame xk leid-
misel ja veel täiendavalt vahesid | xk ´ xi |, kus i “ 1, 2, . . . , k ´ 1. Ilmneb,
et iga k ą 1 korral

xk ě xk`1 ` xk`2,

sest vastasel juhul

xk`2 ă xk ´ xk´1 “| xk ´ xk`1 |,

mis on aga võimatu. Oletame et x21 ě 1. Siis loomulikult ka x20 ě 1, x19 ě
x20 ` x21 ě 2, x18 ě x19 ` x20 ě 3, x17 ě x18 ` x19 ě 5, x16 ě 5 ` 3 “ 8,
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x15 ě 8` 5 “ 13, x14 ě 13` 8 “ 21, x13 ě 21` 13 “ 34, x12 ě 34` 21 “ 55,
x11 ě 55 ` 34 “ 89, x10 ě 89 ` 55 “ 144, x9 ě 233, x8 ě 377, X7 ě 610,
x6 ě 987, x5 ě 1597, x4 ě 2584, x3 ě 4181, x2 ě 6765 ja x1 ě 10947.

See on aga vastuolus ülesande tingimustega. Järelikult x21 “ 0.

O AX .

Joonis 7.

5. a) Vaatleme kärbest, kes is-
tus malelaua keskpunktis O. Kui ta
laskus samasse ruutu, siis on ülesan-
ne lahendatud. Oletame, et ta lendas
paremale (ülejäänud juhud on ana-
loogilised), s.t. suunas OA (vt. joon.
7). Valime nende kärbeste hulgast,
kes istusid algul kujundi OA ruutu-
del ja lendasid paremale, kärbse X,
kes asus algul kõige kaugemal punk-
tist O. Kui kärbes X lendas edasi ai-
nult ühe ruudu võrra, siis on ülesan-
ne lahendatud. Kui ta lendas edasi
rohkem kui ühe ruudu võrra, siis te-
ma parempoolne naaber ei saanud
lennata vasakule, sest siis nad poleks
enam naabrid. Samuti ei saanud ta
parempoolne naaber lennata paremale, sest et X oli kõige parempoolsem
kärbes, kes lendas suunas OA. Järelikult kärbes X parempoolne naaber jäi
paigale.

K

Joonis 8.

b) Kui kujund φ on „akna raam“, siis
punkti a väide ei kehti. Et seda näidata,
„organiseerime“ kärbeste lennu kahes etapis.
Esimesel etapil lendavad kõik kärbsed ruu-
dukese K (vt. joon. 8) äärtele, kusjuures
naabrid jäävad naabriteks või satuvad ühele
ruudule. Seda on võimalik saavutada, kui iga
kärbes lendab näiteks talle lähimasse ruudu-
kese K ääreruutu, ruudukese K ääreruutu-
del paiknevad kärbsed jäävad aga paigale.
Teisel etapil lendab iga kärbes ruudukese K

vastaspunkti (ruudukese K keskpunkti suh-
tes). On ilmne, et ka sellisel juhul naabrid
jäävad naabriteks. Näitame, et nende kahe
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lennu tulemusena ükski kärbes ei jää paigale ega lenda naaberruutu.
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Et siin iga „kiht“ xin on saadud „kihi“ xi pi “ 1, 2, . . . , 7q 3n-kordsel laien-

damisel, siis järelikult K 1
n Ă Zn, kus Zn “

7Ş
i“1

Xin. Näitame, et K 1
n “ Zn.

Kõige lihtsam on hulka Zn ette kujutada kuubina X1n X X2n X X3n, mille
tippudest on „kihtide“ X4n, X5n, X6n ja X7n äärtasanditega ära lõigatud ter-
taeedrid (vt. joon. 9). Tekib hulktahukas Zn, mille 12 tipu koordinaadid on

P1 Q1x = d

Fn

y = −d

z = −d

x = −d

y = d

z = d

y = −d

z = −d

x = −d

x = d

En

y = d

z = d

P Q

x

y

z

Joonis 9.

järgmised:

p3nd, 3nd, dq, p3nd, d, 3ndq, pd, 3nd, 3ndq, p´3
nd,´3

nd, dq,
p´3

nd, d,´3
ndq, pd,´3

nd,´3
ndq, p3nd,´3

nd,´dq, p3nd,´d,´3
ndq,

p´d,´3
nd, 3ndq, p´3

nd,´d, 3ndq, p´d, 3nd,´3
ndq, p´3

nd, 3nd,´dq.

Fikseerime hulgas K0 kaks punkti (näiteks A1 ja A2) ja näitame, et neid
punkte teineteise suhtes n korda peegeldades saadakse punktid En ja Fn, mis
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on hulktahuka Zn tipud. Tõepoolest, et punktid A1 ja A2 asuvad „kihtide“
X3 ja X2 erinevatel äärtasanditel, siis punktid En ja Fn asuvad kihtide X3n

ja X2n erinevatel äärtasanditel, s.t. nad asuvad lõikudel PQ ja P1Q1. Et A1

ja A2 asuvad „kihi“ X4n erinevatel äärtasanditel. Järelikult on punktid En

ja Fn hulktahuka Zn tipud. Võttes nüüd punktide A1 ja A2 asemel mõne
teise punktipaari pAi, Ajq, saame analoogia põhjal, et ka nende punktide n-
kordsed peegeldused on hulktahuka Zn tipud. Järelikult kõik hulktahuka Zn

tipud asuvad hulgas K 1
n. Sellega on näidatud, et K 1

n “ Zn.
Hulktahuka K 1

n ruumala arvutamiseks tuleb kuubi ruumalast lahutada
äralõigatud tetraeedrite ruumalad:

Vn “ p2 ¨ 3ndq3 ´ 1

6
p3n ´ 1q3d3 ´ 3 ¨ 1

6
p3n ` 1q3d3 ´

´ 3 ¨ 1
6

p3n ´ 1q3d3 ´ 1

6
p3n ` 1q3d3 “ 4p5 ¨ 33n´1 ´ 3

nqd3.

Kui tetraeedri K 1
0

ruumala tähistada V0, siis V0 “ 8

3
d3. Seega Vn{V0 “

1

2
p5 ¨ 33n ´ 3

n`1q. Et V0 “ 1, siis

Vn “ 1

2
p5 ¨ 33n ´ 3

n`1q.

a) Hulktahukal K 1
1

on 14 tahku (vt. joon. 9). Kaheksa neist on võrdkülg-
sed kolmnurgad ja kuus ristkülikud.

b) V1 “ 1

2
p5 ¨ 27 ´ 9q “ 63.

66. Vt. ül. 58 lahendus.

67. Vt. ül. 51 lahendus.

68. Olgu AB ja CD tetraeedri vastasküljed. Konstrueerime kaks paral-
leelset tasandit α ja β nii, et rABs P α ja rCDs P β. Vaatleme mingit tasandit
γ, mis on risti tasanditega α ja β. Kui projekteerida tetraeeder ABCD tasan-
dile γ, siis saame trapetsi A1B1C 1D1, mille kõrgus ei sõltu tasandi γ valikust
(vt. joon. 10), sest trapetsi kõrgus on tasandite α ja β vaheline kaugus. Jä-
relikult, et võrrelda selliste trapetside pindalasid (mis on saadud tetraeedri
projekteerimisel erinevatele tasanditele γ), selleks piisab võrrelda nende tra-
petsite aluste summasid. Valime tasandil α punkti E nii,et lõigud EA ja
CD on paralleelsed ning zEAB ě π

2
(vt. joon. 11). On ilmne, et lõikude EA

ja CD projektsioonid tasandile γ on võrdse pikkusega. Pöörates kolmnurka
EAB nii, et EB on paralleelne tasandiga γ, saame et E 1B1 “ EB (vt. joon.
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12). Üldsust kitsendamata võib eeldada, et zEBA ď π
4
. Sel juhul saab kolm-

nurka EAB pöörata nii, et lõik EB moodustab tasandiga γ nurga π
4

(vt.
joon. 13). Siis E 1B1 “ 1?

2
EB.

D′

C ′
B′

A′

A

B
C

D

α β

γ

Joonis 10.

E
′

A
′
B

′

B

E A

Joonis 11.

E
′

A
′

B
′

B
E

A

Joonis 12.

B
′
A

′

A

B

E

E
′

45
◦

Joonis 13.

Kui nüüd neid kolmnurga EAB pööramisi tõlgendada tasandi γ kahe
erineva valikuna, siis oleme näidanud, et võib valida kaks tasandit nii, et
tetraeedri projektsioonide pindalade suhe nendele tasanditele on võrdne

?
2.
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69. Olgu Dk “ pa1´bkq2`pa2´bkq2` . . .`pak ´bkq2, kus k “ 1, 2, . . . , n.
Siis Dn “ D ja

Dk “ pak ´ bkq2 `
k´1ÿ

i“1

pai ´ bkq2 “ pak ´ bkq2 `
k´1ÿ

i“1

pai ´ bk´1 ` bk´1 ´ bkq2 “

“ pak ´ bkq2 `
k´1ÿ

i“1

pai ´ bk´1q2 ` 2

k´1ÿ

i“1

pai ´ bk´1qpbk´1 ´ bkq `

` pk ´ 1qpbk ´ bk´1q2.

Et suuruste bk definitsiooni kohaselt
k´1ÿ

i“1

pai ´ bk´1q “ 0, siis

Dk “ Dk´1 ` pk ´ 1qpbk ´ bk´1q2 ` pak ´ bk´1q2.

Lihtne on näha, et kbk “ pk ´ 1qbk´1 ` ak, kui k ě 1. Järelikult

bk´1 ´ bk “ bk ´ ak

k ´ 1
, kui k ě 2.

Seega

Dk “ Dk´1 ` k

k ´ 1
pak ´ bkq2.

Järelikult

D “ Dn “ Dn´1 ` n

n ´ 1
pan ´ bnq2 “ . . . “

“ pa1 ´ b1q2 ` 2

1
pa2 ´ b2q2 ` 3

2
pa3 ´ b3q2 ` . . . ` n

n ´ 1
pan ´ bnq2.

Et 1 ă k

k ´ 1
ď 2 (k “ 2, 3, . . . , n), siis

C “
nÿ

k“1

pak ´ bkq2 ď D ď 2

nÿ

k“1

pak ´ bkq2 “ 2C.

70. Olgu x “ 1 `
?
2 `

?
3, y “ 1 ´

?
2 `

?
3, z “ 1 `

?
2 ´

?
3,

w “ 1 ´
?
2 ´

?
3. Siis on lihtne näidata, et kui

xn “ qn ` rn
?
2 ` sn

?
3 ` tn

?
6,
















































