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EESSONA

Kdesolev lilesannetekogu sisaldab kolme fildliidulise kooli-
Spilagie matemaatikmoliimpisadi (1976, 1977, 1978.a.) llesanded
ning rida illesandeid &lirii materjalidest, kokkm 115 Hlesammet.
Ulesannetele 1 -95 on antud lahendused. {Nesannete 96 - 115 la-
henduskiiike pole esitatud osaliselt sellepirast, et kogumiku
mght on piiratud, aga ka seetSttu, et kSikide {ilesannete lahen-
dused pole filesannetekogu autoritele teada.’

Ulesanded 112, 113, 114, 115, 96 a, 96 ¢ on suhteliselt
lihtsad, Ulesannete_BG b, 101 b, 103, 107, 108, 109, 110, 111
lahenduse ldee el ole aga sutoritele teada. Autorid on timuli~
kud, Imi keegl lugejatest saadab mbne mirgitud Hilegande lshen-
duge iﬁﬁ mbnele {ilesandele lihtsemae lshenduse aadressil: Party,
202400, TRU, matemaatilise statistika ja programmeerimise-katee-
der, V.Altleis. ‘Uiesaanud lahendusteta ilesanded on keskmise
raskusagtmega.

Igal elﬁmpiaadil lghendati tilesandeid kahel piieval, kus-
Juures kummalgl pHeval oli lshendamiseks 4 - 5 tundi aega.
X olimpiaadi teigel péeval editati kOikidele osavitjatele ja
XTI olimpisadil 10. klessi Spilastele 3 rasket illesannet arves-—
tusega, et iga ogavdtja lshendab keskmigelt fihe #lesande. Eri-
nevalt X oMimpisadist hinnati XI olimpisséil rohkem edssijoud-
migt tihes iilesandes kui'mitms tilepande lihtmate .alapunktido
lahendamist.

Kdesolev ﬁlesannetekogu on mﬁeldud asmajoones matemaa—
tikehuvilistele keskkooliSpilastele ja gobib seega kasutami-
‘seks kooli matemaatikaringides. - - o

. T#name dotsent E.Mitti himnaliste nSuatinete ja mirkuste
eeat, Semuti tdname S.Hérmi, kes osutaa euurt abi kﬁsikirja
tehnilipel vormistemisel.

| Autordd
1. mail 1978.a.



ULESANDED

X ULELIIDULINE KOOLIGPILASTE MATEMAATTKAOLUMPIAAD

1. Oletame, ‘et lauale on asetatud 50 kella. On teada, et
kS5ik kellad kdivad tépsell. Ndidata, et leidub selline moment,
millal k6ikide kellade mimutiosutite otspunktide kauguste sum=
ma leua keskpunktist on suurem kui k6ikide kellade keskpunkti-
de kauguste summa laua keskpunktist. /

2. Ritta on kirjutatud jérjest 1000 reaslarvu. Selle rea
alla kirjutatakse uus rida Jjérgmise reegli pﬁhjal: iga arvu A
alle kirjutatakse selline naturaalarv, mis niitab, mitu korda
arv A esineb esimeses reas. Teisest reast saadekse analoogili-
sel viigil kolmas rida: teise rea iga arvu B alla kirjutatakse
gelline naturaalarv, mis nditab, mitu korda arv B esineb tei-
ges reas. Seejirel konstrueeritakse angloogiliselt kolmandast
reast neljas rida, neljandast viies Jne.
a) Ndidata, et leldub ride, mis langéb

kokku talle JHrgneva reaga.

b) Ndidata, et 11. ja 12. rida iihtivad.
¢) Tuua sellise esialgse rea niide, mil-
le korral kiimnes rida el vordu the-
teistkiimnendaga. :

3. Pasandil on antud 3 vOrdse raa-
diusega ringjoont. |
a) Niidata, et kul k6ik ringjooned 16i-
kuvad ithes punktis (vt.joon.1), siis
. kaarte AK, CK ja 5K summa on 180°.
b) Kdidata, et kui ringjooned asetsevad
nii, nagu joonigel 2, siia kaarte AB,
€D ja EF summa on 180°.

Joonls 2.



4. Naturaalarvud'x1 Ja X, on viiksemad kui 10 000. Léhtu~
des antud arvudest konstrueeritakse jads X9 Xps X3y Xpo easy

kus arv x3' on vOrdne Ix.' - x2| » 8rv X, on vérdne minimaalsegq
arvudest IJ:1 - x50, Ix4 - x3|, Ix.a-— x3| » 8rv x; on minimaalne
113 - x4| Jre. (iga :jﬁrgmine arv vordub minimaalsega k&ikide

eelnevate arvude vahede gbsoluutvddrtustest). Ndidata, et -

5. Malelaual, millel on .99 x 99 ruutu, on mirgitud mingi
kujund $, mille igés rundus istub kiirbes. Teetud ajemomendil
tousevad kSik kiérbsed lemdu ja maanduvad uuesti antud kujundi
¢ ruutudele, kusjuures iihte ruutu v6ib gattuda mitu kirbest.
On teada, et iga kaks kirbest naaberruuntudest asuvad pédrast
masndumist jdlle nasberruutudes v&i giis
hes Ja samas ruudus (nasberruutudeks ni-
" metetakse ruute, milledel on {ibine kas
serv vSi tipp). ; :
a) Olgn kujund @ -~ "isentraslne rist"
(vt. joon. 3), e.t. kegkmise horison-
taeli Ja keskmise vertikasli iihend.
Ndidata, et sellisel jubul leidub kir-
bed, kes lendab kas samasse runtu voi \ Joonis 3.
" nasberruutu. - | -

b) Ras punkti a vHide kehtidb, kui kujund
® on "akna rasm" (vt. joon. 4), s.t.
"tgentraalse risti" Ja kSikide male~
lanua ddreruutude iihend?

¢) Kas punkii a viide kehtib, kul k:u;jund
¢ on kogu malelaud?

Joonis 4.



'6. Nimetame kolmnurka "suureks?, kui tema koik kiiljed on
pikemaed kui 1. Olsu antud vﬁrdkﬁlgne knlmnurk ABC, mille Xkiilje
pikkus on 5. '
a) Ndidata, et knlmnurgast ABC sasb vilja 16igata 1000 “"sut

kolmmurka., s
b) N&idata, et kolmnurka ABC sasb tervenisti 1lGigata 1000
Ysuureka kolmnurgaks.
¢) Ndidata, et kolmnurke ABC sasb tervenisti 16igata 1000
tguureks" kolmnurgeks nii, et igal'kahel kolmnurgal kas el
~ ole ilhiseld punkte, v6i on ithine tipp, v&l on dhine killg.
d) Toestada viited b ja ¢ juhul, kui ABC on korrapérane kolm-
nurk kiilje pikkusega 3.

7. Nimetame naturaalarvu ‘“unlversaalseks", kui teatud
numbrite meshatSmbamigega on v6imalik temast paada mistahes
etteantud itheksakohalist arvu, mille kﬁik numbrid on erinevad
ja el v6rdu nulliga. )
a) Tuus umHide “universeslsest® srvust, milles onm 92 = 8%

numbxit. .
b) Tuua n#ide selligest "universaalsest" arvust, milles on
92 = 9 + 1 = 73 numbrit. :
¢) N#idata, et iga "universaalge" arvu korral leidub selline
number, mis esineb temas vihemalt ttheksa koxrda.

d) Proovige konsirueerida "universaalne" arv, milles oleks
voimalikult vihe numbreid. (On teada, kuidas konstrueerida
sellist arvu, milles on 9% = 2 « 9 + 4 = 67 mumbrit.)

klass. Baimene pHev

8. Vt. 1il.3. ‘

9. Kas on voimalik nummerdada k6ik kuubi tipud numbri-
test 1 Jja 2 moodustatud erinevate kolmekohaliste arvudega nii,
et iga kshe nasbertipu juurde kirjutatud ervud erineksid vihe-
malt kshes numbri jérgus? :

10.. V. iil.4.

»

-



11, Tagandil on antud vektorid a ’ b . ? Ja 3 s millede
' summe on O . TSestada, et

[al +|b| +|c' +l?|-?'| +dl +|b +d| +lc +-’|

12. V&, #1.6,

13. Ringjoonele on paigutatud n reaalarvu (n ) 3), mille-
de gpumma on null. Uks neist arvudest on 1.
‘a) Ndidata, et leiduvad kaks naaberarvu, mig ‘erinevad vihemalt
4/n v0rra.
b) Fididata, et leidub selline arv, mis eri.neb oms nasberarvude
aritmeetilisest keskmisest vihemalt 8/n vérra.
angut, mis on entud eelmises punktia, sasb perandada.
Pl.iﬁ asendada arv 8 mingl guurema arvuga nii, et vidide b
 kehtike endiselt kigi natursalarvuliste n korral. _
d) Féldate, et kul n=30, siis leidub ringjoonel arv, mig eri-
neb ome naabersrvude aritmestilisest keskmisest mitte vihem
kul 2/113 vbrra. Tuue niide kolmekiimnest arvust ringdoonel
kus iga arv el erine oma naaberarvude aritmeetiligest kesk-
migest mitte rohkem kui 2/113 vdrra.

14, Olgn antud natwraalarv N. Haturaalarvude Jada 31, 8y,
83y 0.y 8 nimetatakee "Hhuniveraaalseks" ki sellest jgdaat
on véimalik teatud liikmete mehatSmbamisega saasda arvude 1,2,
ososll kSik permutatsioonid (s.t. mellised jadad N elemendist,
millesse iga arv 1,2,...,N kuulub tdpmelt the korra). Niiteks
Jada 1,2,3,1,2,1,3 on "3-universaalne®, ags jada 1,2,3,2,1,3,1
pole "3-universaalne", aest tems liikmete mahatSmbamigel ei .
ole vtimalik saada permutatsiooni 3,1,2. KHesoleva tilegande

eesmﬁrgiks on gsrada antud N jaoks kbige liihema "N-univergaali-
. se" jada liilmete arvu hinmang. ‘
T &) Tune n#ide "Nhunlversaalsest" Jadast, milles on N2 liiget
b) Tuua ndide sellisest "N-universaalgesi® jadast, milles on
¥ - W + 1 liiges.




¢c) TSestada, et iga "N-univerassine" jada sisaldad vihemall
(W +1)/2 liigst. |

d) Ndidata, et Xk&ige lilhem "4-unmiversaslne” jada koosned 12
elemendist. i .

¢) DPiilidke leida antud N jaoks vﬁimalikult ltthike "Neuniver-
saalne" Jjada. (On teada, et saab kongtrueerida sellise "N-
-universaalse” jada, milles on N2 - 26 + § liiget. )

10. klass. Esimene pHev

15. Olgu x, Jja xi naturaalarvad, mis on viiksemad kui -
1000, x, = |xg =24, %3 = Iz -x5ls x4 = [x; x5 Jne. Beldate,
et vdhemalt iiks arvudest Xps Xg9 +ees X1500 on vﬁrdne mliigsa.

16 Korrapérases 1976-nurgas on téhistatud Kk6ikide killge-
de kegkpunktid ja kSikide diagonaalide keskpunktid, Milline on
t&higtatud punktide maksimaalne arv tihel ringjoonel? *

17. Ruudukujulisele paberilehele on joonistatud n rist-
Kilikut (ristkiililute killjed on paralleelsed peberilehe serva-
dega), kusjuures iga kaks ristkiilikut ei ome iihiseld sisepunk=
te. TOestada, et k&Sikifle nende rigtklilikute vEljal6ikemisel
ruudust Jd4b jirele mitte rohkem kui n-+ 1 tlkkl.

18, Kolm jalakdijat liiguvad tasandil sirgjooneliselt Ja
konstantsete kiirustega. Algmomendil ei asu nad tithel sirgel.
T6estada, et nad saavad asetseda ithel sirgel mitte rohkem kui
kahel korral.

19. V4. iil.11.

-

10. klass. Teine piHev

20, Korrapirase n-nurge keskpunkt on punktis 0. Selle
hulknurga tippudesse on kirjutatud arvud +1 ja -1. Unel kH#igul
lubatakse muute mirki X5ikidel neil ervudel, mis esseisevad min-
gl korrapérase k-nurga (keskpunktiga punktis 0) tippudes (seal=-
juures on lubatud ka 2-nurgad, kusjuures 2-nurga all mGiste~
takee 1l6iku keskpunktiga punktis 0). Toestada, et juhtudel 8,

8



b ja ¢ eksisteerib niisugune +1 Jja -1 paigutus, et mitte tthegl
arvu kéiikudega pole v0imallk saada paigutust, kus kéik arvud
on +1. | /

a) n = 15,

b) n = 30.

¢) n on suvaline ksheat suurem naturaalarv.

d) Pilidke leids suvalise n korral kSikvSimalike erinevate +1
Ja =1 paigutuste arv, kue ithestkl paigutusest pole vSimallik
saada mitte {ihtegi telist palgutust {ilaltoodud reeglit rakepn-
dedes. Néidata, et kui n = 2100, siis selliseid paigutusi
on 2480, | . .

21. Sfd#ril raadiusega 1 on flkseeritud suurring, mida
nimeteme ekveatoriks. Kasutame ke teisi geograsfilisi mGisteid
nwmmdm,mﬁﬂ@mpuﬂhﬂ. \
 a) Defineerime sfiiiril funkisiooni £, mis seab igele sfiliri
- punktile vastavusse gelle punkti kauguse ruudu ekvatoriaal-
tapandist. Kontrollidsa, et funktgioonil £ on Jéirgmine oma-
dus: kul H1, m2 ja HB on kolme omavahel ristuva raadiuse
otepunktid sfdlril, siis ; .

L(H,) + £(My) + £(M3) = 1. - (1)

Edagpidi (punktid b, ¢, 4 ja e) olgu £ suvaline mittenega-
tiivne funktsioon gfidéril, mis v6rdub mullige kbikides ek~
vaatori punktides ja mis rashbuldeb tingimust:(1).

b) Olgu M ja W ithe meridisani punktid, mils asetsevad pShjapoo-
luge ja ekvaatori vahel, TOestada, et kui punki M on ekva-
toriaaltasandist kaugemsl kui punkt N, siis £(M) 2> £(N).

¢) Olgu ¥ je N suvaliged sfdiri punktid., P6estada, et-kui M on
ekvatoriaaltasendist kangemal kui N, siis £(¥) > £(XN).

d) Toegtada, et kui M Ja N sagetgevad ﬁhel paralleelil, siis
£(R) = £(N). _

e) TSestada, et funktsioon f langeb kokku punkiis a kirjelda-
tud funktsiooniga.

22, 7t. til.14.



XI ULFLIIDULINE KOOLIOPILASTE MATEMAATIKAOLUMPTAAD

8. klass. Esimene piev

23, Tasandll on antud iseennust mittelSikav kinnine murd-
Joon, mille tUkski 3 tippu el agsetse iihel girgel. Murdjoone
keks 1iilli moodustaved "erilise" paari, kui nendest ithe piken-
dus 16ikab telst, kusjuures nad el tohi olls nasberliilid. TSes-
tada, et "eriliei" peare on paarisarv.

24. Tasandil on antud n punkti, mis ei agetse Uhel sirgel.
Iga punkti Juurde on kirjutatud mingl reaalarv. On teada, et
kui sirge 14bib kehte v61i enamat antud punktidest, siis k6iki- -
de sellele sirgele Jidvate punktide juurde kirjutatud arvude
summ. on vérdne unulliga, NHidate, et koik arvud on vSrdsed
nulliga.

25. Olgu antud kolmnurk ABC, mille iimber on joomnestatud
ringjoon. LEik, mis iihendab kaarte AB ja AC kegkpunkte, 18ikab
kolmnurga kiilgi AB ja AC punktides X ja L. Olgﬁ Kolmmurge sise-
ringjoone keskpunkt punktis O. Ndidata, et punktid A, K, L Jja
0 asetsevad rombi tippudes.

-

26. Ringjoonele on ssetatud musti ja valgeid nuppe. Esi-
mesel kiigul vSetakse ringjoonelt dra k&ik.need mustad nupud,
milledel on valge naaber (kasv6i ainult ilhel pool). Teisel
kdigul vBetakse #Hra k&ik valged nupud, milledel on must naaber,
kolmendal kiigul vGetakse jélle #ra need valged mipud, mille-
del on must naaber jne. Nii kiiakse senikaua, kuni ringjoonele
Jddvad alnult ilhte viarvi nupud.
a) Oletams, et algul oli ringjoonel 40 nuppu. Kas on vdimalik,
et pHrast neljandat k#iku jHddb ringjoonele ainult ks nupp?
b) Oletame, et algul oli vingjoonel 1000 muppu. Mitu kiiku on
vaja sooritada minimaaleselt, et ringjoonele Jddks ainult
ike nupp? ’ :



Teine pHev

27. Ummarguse lsua taga istuvad 7 pikapikku. Igsiihel on
kruus. Kruusidesse on valatud kokku 3 liitrit piima. Uks pika-
pikkudest valab oma piima vBrdselt {ilejHdnud 6 kruusi. See-
Jérel teeb tema parempoolne naaber sedasama jne. PHrast geda,
kni viimane, seitsmes pHkapikk on oma piimes #ra Jaotanud, on
k6ikides kruusides samapalju piima kui algul. Kui palju piima
eli e2lgul igas kruusis?

28, Nimetame 2n-kohallist arvu "eriliseks", kui ta on tHis-
ruat Jja tema n esimesest numbrist ja n viimesest mumbrist mOO-;
dugtatud arvud on télsruudud, kusjuures teine arv vSib alat{
numbriga null, kuid el tohi olla samaselt mull.,

a) Leida k6ik 2- ja 4-kohalised "erilised* arvud.
b) Kas leidub 6-kohaligi "erilisi" arve? (Niidata, et neid kas
ei leidu, v6i siisg tuua sellise arvu niide.)

~ 29. On antud positiivsete reaalarvide hulk {a;; &y ...;
an}. Selle hulga iga osahulga jaoks kirjutatakse vilja temasse
kunluvate elementide summa (veadeldakse summasid iihest, kahest,
feees 1 liidetavatest). N#idatae, et k6ik vdljakirjutatud arvud
saab Jaotada n riihma nii, et dgas rﬁhmas suurima arvu svhe vi- -
himasse el ﬂleta 2. .

30. On antud 1000 piletit jJérjekorremumbritega 000, 001,
ceey 999 ja 100 urni numbritega 00, 01, ..., 99. Piletit luba-
takse lasta urni, kui urni numbrit on vSimelik saada pileti
jirjekorranumbrist selle mingi numbri mehatSmbemisel. Toes—
teda, et '

a) k8ik piletid saab paigutada 50 urni
b) ko6iki pileteid el saa paigutada vdhem kui 40 urni, -
e) kbikide piletite paigutamiseks liheb vaja vHhemalt 50 urmi.

11



- 9. klass. Esimene_gﬁev

31. Eolmnurkadel T ja T, on ithine viélisringjoon, kusjuu-
Ten kolmnurga T2 tipud asetsevad kolmnurga T1 tippude vahelis—
te kaarte keaskpunktides. TSestada, et kuusnurga T1F\T2 vaestag~
tippe ilhendavad diagonaalid on paralleelsed kolmmurgs T1_kﬁ1-
gedega Ja l6ikuvad iihes punktis. ' '

32. On antud 1Spmatu Jada a;, &85y ..+ On teada, et

1lim (Ran_l_,‘ an)/2=0. Nﬁidata, et 1im 8y = 2
N => o0 Nepol

33- Vt. ﬂ1023o

34. Teataval maal on igast linnast igasse linna véimalik
g6ita teisi 1inmu l#bimata. On teada iga sellise s6idu maksu-
mus. Koogtati kaks marsruuti 1dbi kéikide linnade. Esimest tiili
pi mersruudil esimene linn valitakse suvaligel?, geejédrel
gbidetakse sellesse linna, kuhu s5it on k6ige odavam, Edasi ™
valitakse l&bimata linnade hulgast Jiéllegl see, kuhu sdit on
kx6ige odavam (kui mingil sammyl on mitu sellist linna, siis
valitakse suvaligelt Uiks neist) jne. Teist tliipli mersruudi kor-
ral velitakse esimene linn samuti suvaliselt, jérgmiseks 1in-
neks valitakse éga veel li#bimata linnade hulgast see, kuhu

"96it on kGige kallim. TSestada, et esimeamt tilipl marsrundi lé#-
bimine ei ole kallim kul teist tfillpi marsruudi liébimine.

9. klass. Teine pHev

35. On antud ruuduline paberileht mibtmetega 100 x 100
ruutu. Paberile on joonestatud teatav hulk iseennast mitte-
16ikavaid murdjoonl, mis kulgevad mbtda ruutude kiilgesid. On
teada, et mistahes ksks murdjoont ei oma ilhiseid punkte. Murd-
dooned asuvad péberilehe sigemuses, kuid nende alg- Ja 16pp~
-punktid paberilehe serval. Ndidata, et peale antud ruudukuju-
lise paberilehe tippude leidub veel s&lmpunkt (kas ruudu sige-
muses vGi serval), mis el kuulu iihelegl murdjoomele.

12



F : -
Yy Summed xi + Xy ee v Xy JB ¥y 4Ty ¥ eeo + ¥, o0 oma-
vahel vérdsed ja vHiksemad kui mn, Ndidata, et vOrduses

X1+12+'oa+&=y1+y2+uno+yn
saab osa liidetavaid maha t6mmata nii, et v6rdus jddb kehtima.

37. Tasandil on aniud 1000 ruutu, kusjuures kdikids rum-—
tude kiiljed on paralleelsed koordinaattelgedega. Olgu M nende
ruutude keskpunktide hulk, N#ideta, et on v6imalik &ra mirgis-
tada osa ruute nii, et hulga M iga element satub mitte vihem
kul iihte Ja mitte rohkem kui neljs mérgistatud ruutu.

38, Laual on kangkael Jja n erinevat kaaluvihti. Vihte
asetatakse jérjest kaalukaussidele, s.t. 1gal sammul vﬁetakse'
lanelt iiks viht ja asetatakse ta iihele v8i telsele kaalukeusi~
le (mitte tingimate vaheldumisi).

a) TG6estada, et vihte saasb asetads seiliges jJirjekorras, et
algul vajub alle vasakpoolne kauses, seejdrel parempoolne,
giis Jdlle vagakpoolne Jne. : ,

Sellisele kaalumiste seeriale geame vastavusse n-téheliase
sbna VPVPVP..,, kus V t¥hendab vasakpoolee, P - parempoolse
kaalukausi allavajumiat.

b) Toestada, et tdéhtedest V ja P moodustawud mistahaa nrtﬁha-
lise sbna jaoks vbib leida esellise kaaslumiste aeeria, mis
vagtaks antud sdnale. ) A -

10, klass._gsiﬁeﬁﬂ péev

39. Vt. Ul.31. -
40, Vt. 41.32.

41. Kumera hulktshnka M iges* tipust v&Ijud 3 serva. Cn
temda, et hulktahuke iga tahu iimber saab joonestada ringjoone.
Néidata, et kSik hulktashuka tipud asetsevad mingil sfadril.

13



v

] 42, On antud hulkliige x1° +:x9 + :;:8 + aee +:';: + T
Teikud A ja B méngivad jirgmist mHngu. Algul asendab A mingi
tdrnikese reaaslarvuga, seejérel asendab B mingl JHrelejiddnud
tirnikese_reealarvuga, siis asendab Jélle A jJne. (kokkm 9 kEi-
‘ku). Kui spaadvd hulkliikmel puuduved reaalsed mmllkohad, eiis
loetakse vOitjake mingija A, kuli aga sellel hulkliikmel on
kasv6i iiksainus reaalns nullkoht, .slis loetakse vOitjaks
Kas B paab v6ita A igasuguse mingu korral?

43. Vi, il.23.

»

10, klass. Teine piev

A4, Vaatleme hulkliikmeid P(x) = x; + a1xi'1 + o00 + 8y
ja Q(x) = 2 + b, @1 + ... + b, Utleme, et need hulkliikmed
kommteeruvad, kul iga x korral kehtib vordus P(Q(x)) = Q(P(x)).

a) Leida iga ervu o Jaoks k6ik hulkliilmed, mille aste el
{ilete kolme ja mis kommuteeruvad hulkliikmega x? - .

b) Olgu P(x) ruutkolmliige ja k naturaalerv. TCestada, et lei-
dub mitte rohkem kul ilkes k-astme hulkliige, nis kommuteerub
hulkliikmega P(x). '

¢) Leida k6lk 4-nda Ja 8-nda astma hulkliikmed, mils kcpmntee-

" yuvad aptud ruutkolmliilkmega P(x).

d) Hulkliilmed Q(x) ja R(x) kommteeruvad ihe ja same ruut-
kolmliikmega P(x). Tﬁestada, et nad kommuteeruvad ka oma-
vahel,

e) TSestada, et leidub lopmatn Jada hulkliikmeid Pa(z), PB(I)’

ceey kus_Pk(x) on k-agtme hulkliige Ja Pz(x) = x? -2, nii
ot iga kaks hulkliiget selles jadas kommuteeruvad. :

45, Olgu A 2n-~kohaline naturaslarv (esimene number el
ole null). Arvu A nimetatakse Teriliseks", kul ta on td#isruut
ja tema n evimesest ja n viimasest numbrist moodustatud arvud
on segmuti tHisruudud. Sealjuures teine arv vG6ib alata numbriga
mll, lkuid el tohi olla samaselt null, ' '
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- &) Leida k6ik kahe- ja neljakohaliged "eriliged" arvud.

b) Nididata, et leidub vidhemalt like 20-kohaline "eriline" arv.

c) Wdidata, et 100-kohaliste "eriliste" arvude arv ei lleta
kllmmet. . ' ‘

d) Naidata, et leidub vihemalt ke 30-kohaline "eriline" arv.

" 46. Marslaste téheatik koosneb 10 tihest Ja iga kolme-~
tdheline s8na moodustab perekonnanime (s.t. et Marsil on tép-
gselt 1000 erinevat perekonnanime). Marsil kehtivate seaduste
péhjal pesb marslasse eesnimi olema kehet#heline ning ta peab
olema saadav temas perekonnanimest iihe tihe mahatGmbamisel.

a) Ndidata, et saab moodustada nimekirja 50 eegnimest, et iga
voimaliku perekonnanimega marslane vOib valida endale ilhe
neist cemnimedest.

b) Néidata, et melliges nimekirjas ei s=asa olla vihem kui
40 eesnime.

¢) Ndidata, et selles nimekirjas on vihemalt 50 eesniume.

d) M58dunud sajandil 0lid marslaste perekonnanimed neljatiéhe~
liged Ja kahetiheline eesnimi maadl sellest mingi kahe tidhe
mechatSmbemisel. Niidata, et mbSdunnd sajandll mel 1dbi aja-
da 34 eesnimega. '

e) Leida minimaalne kshetidheliste eesnimede arv, mis kGlbaks
jubul, kui marslaste perekonnanimi koosneb k tihest. Lahen-
dada {ileganne juhul kul k = 4, 5, 6 jnes.

-
-
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XII ULELTIDULINE KOOLIOPILASTE MATEMAATTKAOIAMPTAAD

8. klass, Esimene piHev

47.7Tahistame sﬁmhdliga a, tdisarvu, mis on 1§him arvule
Vo . Leide summa

1 1
+ == 4 L. 4
1 8 81980

48. Helinurga ABCD sees on valitud punkt M niil, et kujund
N ; o~ ~~ )
ABMD on x68pkillik. Neidata, et kui OBM = CDM, eiis ACD = BOH.

J
&

29. Niidata, et mitte ihegl natursalarvulise m korral arv
1978™ - 1 ei Jjagu arvuga 1000® -~ 1,

50. Tasandil on .antud 18plik punkitide hulk K;. Sellele 1l-
aatakne kdik punktid, mis on seadud k&ikide antud hulges punk-
tide ihekordsel peegeldamisel {iksteise suhtes. Tdhistame sae-
dud l:wlga siimboligs Kﬁ. Analoogiliselt saadakse hulgast K1
hulk KE' bkulgast K2 hulk-K3 Jjne.

a) Olgu K, kehepunktiline hulk (punktid A Ja B), kusjuures
punkiide vaheline kangus on 1. Millige vihima n korral lei-
dut hulgas K punkt, mille kaugus punktist A on 1000? '

b} Olgu K, tthikulise pindalaga vordkillgse kolmmurga tippude
huik. Lelda viéhims kumera hulknurga pindala, mis sisaldab
hulga Knv(n = 1, 2, 3, ... korral). :

8. klags. Teine piev

51, Xolm antomeati trilkivad kaartidele natursalarvmde
paare. Autgmaadid tidtavad jérgmiselt. Esimene automaat, luge-
md ksardi (a,b), vdljagtab kasrdi (a+1, b+1). Teine automast
annab kasrdi (a,b) pShjal vilja kaardl (a/2, b/2) (ta t8&tab
aimmlt siis, kul a Ja b on paariservud). Kolmes automaat amnab
kaartide (a,b) ja (b,c) pShjal vidlja ksardi (a,c). Peale selle
on teeda, et koik automaadid tagastavad lébiloetud kaardid.
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Olgu algul antud kaart (5,19). Kas on v6imalik, kasutades
automaate suvalises jérjekorras,saads kaarti ’
a) (1 50)’
b) (1,100)?
c¢) Olgu algul antud kaart (a,b), kusjuures a <{b, aga tarvis om
saada kaart (1,n). Milliste n vHirtuste korral on see
v6imalik? |

52, Ringi raadiusega R on sisse joonestatud n-nurk, mille
pindala on S. Igal n-murga kiiljel on #ra mérgitud punkt., H&i-
date, et sellise hulknurga fimbermd8t, mille tippudeks on mir-
gitud punktid, ei ole vdiksem kui 28/R.

- 53. Malelaua (mGdtmetega 1 x n ruutu) nurka on asetatud
nupp. Kaks mingijat nihutavad vaheldumisi seda nuppu miSda
malelauda, kusjuures tlhel k¥igul nihutatakse nupp léhteviljalt
' tems naaberviljale (s.t. vdljale, millel on lihteviljaga thine
kilg). Kui nupp on mingil viljal juba viibinud, siis teisé~
. kordselt kilg sellele viljale pole lubatud. VOitjaks loetakse
see mingija, kes kidib viimasena. | | |
a) Ndgidata, et kut n on paarisarv, siis alustaja msaad alatl
v&ita, .aga kul n on paaritn, siis saab v6ita tema partner.
b) Kes v8idab, kui mdngu algul nupp ei asetse malelsua nurgas,
veid tema nasbervidljal?

54. Tasandil on antud lﬁplik bulk mittelSikuvaid l&ike,

kusjuures tikski 1lSikude paar el asetge iihel girgel. Xas oa

v8imalik tihendada antud 1lGikude otspunkiid omavahel 8irglSiku-
dega nii, et teklb iseendage mittelSikuv murdjoon?

55. Vt, 41.47.
56. Vt. 11.48.

57. Laual on keks kuhja tikke. Esimeses kuhjas on m, tei-
ges n tikku, kusjuures m)> n. Kaks mingijat v6tavad vaheldumisi -
kuhjadest tikke. Uhe kiigu jooksul v&tab minglija tlhest kuhjast

' t duskond
e 1RO Maiemaa’tlka A nise

Matemaa‘uka ope & der
metoodika kaice



suvalige (nullist erineva) arvu tikke, kuid nii, et tema poolt

vOetud tikkude arv on teise kuhja tikkude arvu kordne. Voit-

Jaks loetakse pee mingija, kes v&tab mingist kuhjast viima-

ge tiku, ‘ ' ' ' -

a) Ndidate, et kui. m) 2n, sils slusteja paab alati v6ita.

b) Milliste reaalarvu & viddrtuste korral kehtib jargmine vai-
" de: kui m >An, siig alustaja seab glati v6ita?

58 Ndidata, et leidubd- selline 1l&pmatu tSkestatud jada Xns.
et iga m ja k korral (m £ ¥) kehtib vbrratus

- | I"m"‘kl}lﬁ-‘kl'

59. Vi..U1l.51. ‘
60. Vt. t1.52. ' .
61. Reaalarvud X4s Xpy +.., X, sasetsevad 1&igul [a,b],
kus 0{adb. Tdestada vSrratus , ’
1-,.2 1 (a + b) n2.
(7;1+12+...+_xn)(x1+xg+\...+%)$ T ab
‘ ~ 62, On antud algarv p > 3. Vaatleme koordinsattasandil
hulka M, mia kcosneb sellistest titlearvulifite koordinaatidegs
punktidest (x,y) kus O£ x<p Ja 0y p. N#idata, et hulgae
- M on v8imalik #ra mirkida p erinevat punkti nii, et iikgki ne-
1ik mHrgitud punktide hulgast ei ole - rovpkilliku tippudeks j_a
tikslki kolmik el asetse lihel sirgel.

x> = x + 1. Ndidata, et kGikide naturasl-

63. Clgu f(x)
arvuliste m korral (m>1) arvud m, 2(m), £(f(m)), f(f(f(m))),
see ON paarikaupa Uhisteguriteta.

64. Niidata, et sanb leida gellise reaalarvu A, i_at Funkt-
sioondl ¥ = A +8in x greafikusse saab sisse joonestada vihemalt
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1978 Paarikaupa_mittekongrueptset ruutu.\ (Ruutu nimetatakse
gisge joonestatuks, kui kéik teme tipud kuuluved graafikule.)

65. Olgu K; thikulise ruumalaga korrapidrase tetraecedri
tippude hulk. Hulgale Ky lisatakse kflk need punktid, mis saa-
dakase k6ikide antud hulga punktide thekordsel Peegeldamisel
liksteise guhtes. Thhistame sasdud hulga simboligs K,.» Analoo-
giliselt saadakse hulgast K1 hulk K2, hulgast K2 hulk KB Jne.

8) Vaatleme vihimat kumerat hulktahukat, mis hSlmadb hulga K.i
k6ik punktid. Mitu tahku on vaadeldaval hulktahukal? Milli-
ged on need tahud? . v

b) ¥illine on selle hulktahuka ruumala?

¢) Leida vihima kumera hulktahuks ruumala, mis sisaldeb hulga
K, ¥5ik punktid (n = 2, 3, 4, ... korral).

66. Vt, ii1.58,

- 67. Vt, 1l. 51.

68. Ndidata, et iga tetraeedri Jaoka v0ib leida kaks gel-
ligt tasandit, et teitraeedri ristprojektsioonide pindalade su-
he nendele tasanditele ei ole viiksem kui V2 .

- 69, Olgn antud reaalarvud 85 327, seey 8n. Defineerime
bk = (31 + a2 + l.‘.‘+ ak)/k’ k = 1,2,3,---,1_1 'y
C = (31 - b1)2 + (32 - b2)2 + e _+ (a-n b 5n)2 »

D= (ay - by)% + (a, - b2+ .. 4 (e - b2 .

Ndidata, et kehtib ahelvbrratus ¢ < D < 2C.

70. Olgu xp = (1 + V2 + V3)°. Jada x, iga liiget saabd
egitada kujul X, =T, I/E + 8, \,G + tn \/g + g,, kus Apr T 8

“n' °n
- Ja t, on tHisarvud. Leida jirgmised piirvédrtused:
B

. r t
Um B, um -2, 1a 2,
g n»ew 9,  mre 9y nyee  Gp

71. Vi, #Hl.62.
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ULESANDEID ZURII MATERJALIDEST

_ 72. Leida k6ik naturaalarvud, mida ei gaa esitada Jdr-
Jestikuste naturaalarvude summana.

73. Leida vérrandi 3.2% +1 =y2 k6ik tdisarvulised lashendid.

T4. Nimetame naturaslervu "tagsakaalugtatuks", lui tema min-
gi "algus” tthtib tema mingi "1Spuga™ (m#iteks 1971, 20320).
a) Ndidata, et "tasakaalustatud" arvude osa kSikide n-kohaligte
_ arvude hulgas el lileta 1/9.
b) Ndidata, et v6ib leida sellise naturaslarvu, mis muutub
"tasakaalustatuks", kui talle 15ppu kirjutada suvaline numb-
ritest 0, 1, 2, ..., 9.

75. NHidata, et kul n on naturaalarv, siis )
Y oa) [\/n_+ Vn+1] [V4n+2]

b) 0 £ -

) Vins2 Vo - Vas+ <16 =

T6. Olgu Xy + Xy + o0 + X =0 ningm ja M vastavalt vi-
him ja euurim arvude x.,, Xps eees Ik b;ulgaa Tﬁestada, et

- ' x +x2 +...+Ik "m

k=12, ..., 2n-1 korral. TGestada,et

ning leida, milliste jadede &, korral kehtilb vordus.

78. Olgu p slgarv, kusjuures p> 5. Egitame mrru 1/p 16p-
matu Perioodilise kilnmendmurruna ja vaatlame selle periocodi.

a) Niidate, et pericodi kfigi numbrite summa ;.jagub 9-ga.

b) Ndidata, et kui periocodi gaab jaotada m "iilkiks" nii, et
igas "tilkis" on k numbrit, diis sasdud "tlikkide" gumma ("tilk-
ke" vaadeldakse kiimnendsiisteemi arvudena) jagub arvugae 99...9
(k itheksat).

.
T79. Kas paab leida sellised resslarvud a ja b, et la -bl>
» 1978 ning et vérrandil ax® + bx +ax +b =x puuduvad reaalsed la-
hendid?
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. 80. Ndidata, et kui x > 0, siis e* 3 x°,

81. Milline.on vbrrandi eX = ax® + bx + ¢ maksimaalnehla—
hendite arv {(a,b,c - reaalarvud)?

82: Jada x, on antud Jédrgmiste rekurrentsete seoategé:
X1 = Xy + (X, ~0)%, kui n 31, ning x, = 0. Milliste c viHr-
tuste korral jada Xy koondub?

83. Jadad a, je b, on antud Jjédrgmiste seostega:
8,1 = 8By + Janz_ +1, ay,=1 by, = an)z"-, n 1. H‘eiide_lta,.
et jada by koondub.

84. 12 % ef#&iri pinnast on virvitud musteks. Naidata, et

sellesse sfddri saab sisse kujundada risttahuka nii, et itkski
tema tipp el asu efddri vErviiud osal.

85. Malelaua ruutudele on kirjutatud 1, 2, 3, ..., 64 su-
valises Jérjekorras. Ndidata, et saab leida kolm 2 x2 ruutu mii,
et nendes ruutudes olevate grvude summa on suurem kui 100.

86. Ndidata, et kui Xy + Xy +X3™ T +Tp +¥3 =XqFq + X5, +
+ Xy¥g = o, ¥us mitte k&ik suurused x; Ja ¥; el ole nullig,

giie .
J‘13 S | 3'.12 L2
x.]? + x22 + X3 y.lz + 3-22 + y32 3

87, Milliseid kuuekohalisl arve on rohkem: kas selliseld,
mida sasb esitada kahe kolmskohaliae arvu korrutiaena, vol sel-
liseid, mide el sma esitada kahe kolmekohalise arvu korrutisena?

88, L6pmatu suure ruudulise paberi igasse ruuiu on kirju-
tatud msta vérviga +1 v6i -1, Néidata, et kSikide ruutude kitl-
gedele saab kirjutadea punase virviga +1 v6i -1 nii, et punaste
arvude korrutis m$tde suvalist kinnist kontuuri on vérdne k&i-
kide selle kontuuri gees asuvate mustade arvude korrutisega.

89. On antud hulklidge x'0 +mx’ +Ex5 + ... +&X + 1.
Isikud A ja B mingivad jJdrgmist m#ingu. Algul asendab A mingi
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tirnikese reaalarvuge, seejédrel esendab B mingi jﬂrelejﬁﬁnud
tdrnikese reaslarvuge, siis asendab jille A Jne. (kokku 9 k8i-
_km). FKul ssadud hulkliikme kSik mullkohad on reaalsed, giis
loetakese v8itjaks B, kul age sellel hulkliilmel on kaavel {ike-
alms kompleksne nmullkoht, eiis loetakse vGitjaks A. Kas B
" saab v6ita A igasuguse mingu korral?

90. Nimetame arvu "tdinslikuks", kdi tema kSikide teguri-
4+e summa on vOrdne selle arvu kehekordsega. (Niiteks 6 Ja 23
on "tdiuslikud", sest et 26 = 1 + 2 + 3 +6 ja 2+28 =14
+ 2+ 4+ 7+ 14 + 28.) Niéidata, et arv knjul 4n-1 el ole
wtiiuslikn. . -

91. Ringi rasdiusega 4 on joonestatud  kolmnurk (tipud
asuved ringjoonel). Kolmmurka Ja lgasee segmenti on Jjoonesta-
tud siseringjooned. Niidata, et nende nelja ringjoone raadius- -
te summa el ole suurem kul 5.

° 9. NEidata, et vorrandil x! y! = z! on l6pmate palju na-
turaslarvulisi lshendeid tingimusel et x>1 Jja y>1.

93, NMilline peab olema seos kolmnurga klilgede vahel, et
nurkede jaoks kehtiks vordus o= 2( -3 )?

94, Milligte naturaalarvuliste B viddrtuste jaoks leidub
tdisarvuliste kordajatega hulkliige Pn(x) mis N erinevas tdls-
arvulisesg punktis on vordne N Ja punktis x = O on v6rdne
nulliga? ok
95, a) Leida summa Uy = é hé%)—

b) Whtdeta, ob 8, = B —p = = é 2t
[ ata, © = . . = - - — e »
e ot St gy E T A E F

¢) Néidate, et lim 8 w 1.
N-peo

96. 0lgu ¢ ja d reaalarvud.
&) Niidate, et kul jada &, korral lim (an + 0 an 1) = 0 Ja

lol < 1 sils lima, . 0.
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b)Olgn lim(a.n+en1+a.ﬁ_2+...+ank+1+cank)-0.

Hilliste ¢ vd#irtuste korral on 1iim ay = 0?
i~ 00

o) Analoogiline kifsimus ;juhul, xui iim (aﬁ*°an-f+d°n-2) = 0
. pos ,
(leida kSikvGimalilud ¢ ja d vﬁﬁrtused). '

97, Korrspirage 1000-murga itippudesse on kirjutatud tdis--
arvad, kusjuuree on teada, et naaberarvud erineved {the vOrra.
Oletame, et algul on mingi tipu Juurde asetatud .2 muppu. Elik
geisneb sgelles, et mSlemat muppu nihntatekse ttheaegselt Ja tei-
neteisest s6ltumatult nende nasbertippudele (mt¥da ringjoont).
Néidata, et muppe seab nihutada niimoodi, et pirest iga kiilm
on nad vérdsete arvudega tippudes ja pdrast viimast kﬁiku dia~
meetri otspunktides.

'98. Olgu antud tabel nxn, mille igasse. lahtrisse on m-
jutatud erv O voi 1. Uhel sammul muudetakse ilhtedeks kGik need
nullid, millised asuvad mingl sellise rigtkiiliku neljandas ti-
pus, mille kolmes -#lejd#inud tipus on thed (vasadeldakse selli-
geid ristkiilikuid, mille kiiljed on paralleelsed antud tabell
servadegse). Maksimaslselt mitme sammu jooksul sasb antud tabel
muntuda? - '

99, Ringjoonel asetseb n numbrit (mullid ja {ihed). Paaris-
semmudel liithendatakse ilhe vorra iga nullide seeriat, paaritu-
tel sammudel - ige thtede seeriat. Mitu kiilku kulub minimagl-
selt, et ringjoonele el Jitks ensm ithtegl numbrit? .

100. .Kas sssb mingl puukujulise grasfi iga 11l Juurde
kirjutada naturasalarvu ("ksuguse") nii, et iga naturaalarvuli-
ge M korral, kus 1 & ¥ & N, leiduks parajesti iiks pasr greaafi
tippe, millede vaheline "kaugus™ on M?

1013 N#idata, et valem 10 k - 14 [%] + 6 [g] + 1, kus k

on tdisarv, esitab k&ik tﬁisarvud, mis on ilhisteguriteta

arvuga 30.

b) Kas iga perioodiliae t4isarvude hulga korral ekeisteerld
teatavas mbttes analooglline valem?
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102, Mitmel erineval viisil saab 13 rohelisést Jja 14 pu-
nageat kuubist (mSStmetega 1x1 x1) kokku panna kuubi (mo6tme-
tega 3x3x3), mille igas reas oleks pasritu arv rohelisgi?

103, Lopmatu suures ruudukujuliste kvartalitega linnas on
siase viidud {thesuunaline 1liiklus. On teada, et igale ristmi-
kule saab slita kahest suunast jJja et igalt ristmikult sasb #Hra
sbita kahes suunas. Samuti on teada, et igalt ristmikult sasb
gbita modda kinnist marsruuti. Nididata, et iga kahe rigtmilm
vehel gaab gbita vihemalt tihes suunas.

104. Tetraeedri, mille kiilje pikkus on &, tasapinnaline
16ige on nelinurk. Ndidata, et selle nelinurga limberms6t on vi-
hemalt 2a ning et see ei iileta 3a.

- 105. Millisteks osadeks (mitu kaksnurka, kolmnurka, neli-
nurka, ...) jaotavad sfdéiri &) 4 b) 5 ildasendis ringjoont?

. 106. M55da sfasri 3 suurringjoont liiguvad ihtlaselt kolm
punkti. Millistel algtingimustel (kiirustel, algfaasidel)‘ei
oguitu nad kunagi iihel sirgel olevaiks?

107. Kolmnurge ABC kiiljel AB on valitud punkt K ja kiiljel
BC punkt L nii, et kolmnurga siseringjoone keskpunkt agub 16i-
gul XL. Punktidest K Ja L on konstrueeritud kiilljega AC paral-
leelsed sirged, mis lG6ikavad kiilgli BC ja BA vastavalt punkti-
des M ja N. O0lgu nurkade BAC Jja ACB nurgapoolitajate 16ike-
punktid 16ikudege LN ja KM vastavalt B, Ja B,. naidata, et
punktid B, B1 Ja B asuvad ihel sirgel.
108. Ndidata, et kui a, b, ¢ ja d on positiivsed reagal~
arvud, siis a4+b4+c4+d4+2abcd > a b2+a202+ +02d2.
109. Tasandile on paigutstud 138plik hulk 186ike, mis on
paralleelsed y-teljega. Ndidata, et kul - )
a) iga kolme neist saab léigata sirgega, silis saab kGiki 15ike
18igata mingi sirgega;
b) iga nelja neist saab 16igata parabooliga, mille telg on pa-
ralleelne yﬂteljega,’ gils saab kSiki 18ike loigata mingi
parabooliga. ' : |

1]
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110. Ruumis on antud 4 sirget, milledel asuvad kuubi neli
omsvahel paerikaupa kiivset diegonaali. Nuidata, et laml mingl
eirge 18ikab kolme nendest sirgetest, siis 16ikab ta ka
neljandat. | -

111. Fiidata, et iga kumera hulktahuka jaoks saab leida
sellise gidusa pinngleotuse, mille suvaliged 2 tahku el kattu.

112. Paralleelsed 16igud AA1, BB1 ja 001 el asu ithel ta-
sandil. Olgu tasanditq A.B,C, B4C,4 Ja G1A1B 18ikepunkt M, Ja
tasandite ABC1, BCA1 Ja 0AB1 15ikepunkt M., N#idata, et 101k
HH1 on paralleelne lthtelSikudega.

_ 113. Ruudu ABCD kifljel AD on fikseeritud punkt E. Leida
killgedel AB ja BC punktid M ja K nii, et MK CE Ja nelinurga
CEMK pindala oleks maksimaalns. )

114. Punktidest A ja B alustasid sSitu (mitte itheaegselt)
teineteisele vastu jalgrattur ja mootorrattur. PHrast kohtu-
migt punktis C p8drdusid nad kohe {imber Ja s6iteid tuldud teed
tagasl. Léhtepunktidesse jSudes ptbrdusid nad uuesti Hmber ja
gbiteid tagasi. Kohtudes punktis D, g6itgid nad Jélle tagasi
Jne. Millises 18igu AB punktis toimub nende 1978. kohtumine?

115. Ruudulisele paberile on joomestatud ringjoon (ruudu
kiilje pikkus 1), mille rasdius on suurem kui 2. On teada, et
see ringjoon ei 1#bi tihtegl sblmpunkti, s.t. ruudu tippu.
Nimetame sOlmpunkti rajapunktiks, kuil kesvsi, ks tema naabru-
ses olevatest (s.t. kaugusel 1 ) gOlmpunktidest asub teigel
pool ringjoont. Leida k&ikide rIngjbone'saes olevate rajapunk-
tide Je kSikide ringjoonest viljaspool olevate erajapunktide
' arvude vahe. ' : ‘
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LAHENDUSED

1. Olgu t meg minutites. THhigtame siimboliga R(t) k6iki-
de minutiosutite otspunktide kauguste summa 1lsuas keskpunktist
ajamomendil t¢. Olgu U kfikide kellade keskpunktide kauguste
‘summa leua keskpunktist A. Tdhistame stimbolitega R; (%) ja Uy
(i = 1,2,35...,50) vastavalt i-nda kells minutioeuti otspunkti
Ja selle kella keskpunkti kauguse laua keskpunktist ajamomen-
dil t. Kuna kellad kdivad tédpselt, siis ajamomentidel t Ja
t+30 on i-nda kella minutiosguti suund diametraalselt vastu-
pidine (vt. joom. 5). |

#

THiendades kolmnurga ABC rﬁbpkulikuks, gaame kolmnurgast'

ACD gseose
Ry ($+30) + Ry (%) > 2U;.

Summeeridés selle v6rratuse vasakud ja paremad pooled i
. vddrtuste 1,2,3,...,50 korral, saasme tulemuseks:

R(t+30)+ R(t) > 2U ehk [R(t+30) - U] +[R{t)-U] > o.

Saadud vSrratusest on niha, et iga t korral kas R(t) > U
v61 R(++30) > U, mide oligl tervis toestada.

26 ‘




2. a) On ilmne, et teigest reast alates iikski arv ei

- lUleta 1000 ja et iikski arv ei iileta tema alla kirjutatud arvu.

 Jérelikult kolmanda rea arvude summa ei ole viiksem kui teise

rea arvude summa Jjne., kusjuures iga summa el iileta miljonit.

Jérelikult peab lelduma Xkakes Jérjestikust rida, kus arvude

summa on vOrdne, sest summad ei saa kogu seg kasvada. Jireli-
kult langevad need ksks Jdrjestikust rida kokku. -

b) Kéditeame, et kul m-ndas reas (m 3 2) arv Ja tema koha-
le kirjutatud arv on erinevad, siis see arv ei ole viiksem kui

22, Fuim = é, slis on see vHdide ilmne, kuna teimes reas
esinevad ainult ratursalarvud. Olgu see viide kontrollitud -
k6ikide ridade korral, millede jirjekorranumber on vHiksem
kui m. Olgu (m-1)~es reas kirjutatud arv s ja tema alla kirju-
tatud erv b, kus b > a. Sel juhul on (m-2)-es reas teatsv arv
lthesugustest arvudest rithmi, kusjuures igas riihmes on a srvu
ja arvud erinevates riihmades on erinevad. Siit Jéreldub, et b
Jagub srvuga a, s.t. b 2 2a. Peale selle vihemalt {ike nendes
rithmades sisalduvatest arvudest erineb arvust a ning jéreli-

kult induktsiooni eelduse pShjal on a > 2(m~1)=2' giis by 243

9 22 Seégé on mele véide tSestatud matemaatilige induktsioco-
- nd pGhjlal kdikide m > 2 korral. Kul oletada, et 11. jJa 12. ri-
da on erinevad, siis eelneva p6hjal pead leiduma 12. reas arv,

mis on suurem kui 212 2_- 1024. Kuid gee on vﬁimatu: Jéireli-
kult langevad itheteigtkiimnes ja kaheteiqtkﬁmnea rida kokku.

¢) Awvestades eelnevat, v6ib konstrueerida rea:
0,142,2,4,4,454y ..., 256,...,256, 488,...,488. Siin arv O ja
arv 1 esineb iihe korra, arv 2 kaks korda, arv 4 nalikmrda...q
arv 256 egineb 256 korda, arv 488 esineb 488 korda.
Kirjutades vdlja 2., 3¢, 4ey esey 11y rea, on lihtne nﬁha, et
10. reas arv 256 esineb 512 korda ja arv 488 esineb 488 korda.
M. reas arv 512 esineb 512 korda ja arv 488 esined 488 korda.

3+ Egitame lahenduse sinult ulnsandeln b, iilesanne a
lashendatakse analoogiliselt. )

SN
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3¢ ringjoontel on vbrdsed raadiused, a:i.ia kaared ABD ja AFD on
kongruentsed.
Bama vbib Selde ka kaasrte EFB ja EDB ning CEF ja CDF kohta.

Jirelikult A8 + OD + iF = ({8 - D) +

+ (GDF DF) + (EFB BPD =

=(m IIF)-I-(GBI‘ B?)-!-

+ (EDB BD) = AF+BG+330

Vastleme nﬁud kolnnu-ga AEC nurki.

Nﬁem, ct G.AE = GAD + DAE By

(;;g + m)/a, AG! (AF + H)/z.
(BG + AB)/E.

E

Et kolmnurgs sisenurkade summa
on 180°, siis

0 ~ o~ - -
180° = CAE + ACE + ABC = (GD +
+ DE+AF+EF+BC+AB)/2 = [(4B+CD+EF) + (iF + B¢ + DB)) /2 =
-AB+CD+EF.

| 4. Tdstane afvud Xqs Xy Ja Xq limber nii, et ned asetw
seksid kehanevas jérjekorras. s3iis saadud jada +v5ib erineda
algjadast ainult kolme esimese liikme jirjestuse poolest. On
ilmne, et see jada on kahanev (xka. xk+1), seat et X1 leld-
misel me kagutame k6iki neld vahesid, mida me kasutame X
leidmisel ja veel tdiendavalt vahesid ka x|, kusia=1,2,
¢esyk=1, Tlmneb, et iga k > 1 korral .

X 27 X1 + T2,

Joonls 6. “

seat vastagel Juhnul

Xpez $ X~ Zyyq = | xk - J‘lc+1’
mis on aga vBimatu., Oletame et X592 1. S:Li_s loomulikult ka

202\ X3 Tpo + X123 2, T Xqg > Xy + Xy > 3,
X472 X4 +X492 5, X462 5+3=8, X152 8+5m13, X142 13+8=21,
X132 21+13=34, 2153 34+421=55, 1,42 55+34=89, x,5> 89 +
*55=144, x93233, x33377, x32610, x> 98T, x5 3 1597,
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x, > 2584, Xy 3 4181, 'x2 > 6765 3a x, > 10 947.
See on aga vastuolus iilesande tingimuastega. Jdrelikmlt
X3q = 0.

5. @a) Veatleme kéirbest, kes istus malelaua keskpunktis
0. Kui ta laskus samasse ruutu, siis on ﬁlesanne 1ahendatud
Oletame, et ta lendas paremale (iile- T
Jdé&Enud juhud on anamloogilised), s.%t.
suunas OA (vi. joom, 7). Valime nen-
de kirbeste hulgast, kes istusid al~
 gul kujundi OA ruutudel Jja lendasid "
paremaie, kirbse X, kes asus algul j:r-
kSige kaugemal punktist 0. Kul kir- °
bes X lendas edasi ainult tithe ruudu
v6rra, esiis on ‘tilesanne lshendatud.
Kui ta lendas edasi rohkem Ikul tihe
ruudu vérra, sgiis tema parempoolne
nagber ei saanud lennata vasakule,
sest siis nad poleks enam nmabrid. Samuti ei saamud ta parem-
poolne naaber lennata paremale, sest et X oli k&ige parempool-
sem kiérbes, kes lendas suunas OA. Jérelikult kirbse X parem-
pdolne naaber J&i paigale. -

- b) Kui kujund ¢ on "alma rasm", psiis punkti a véide ei
kehti. Et seda ndidate, %organiseerime" kidrbeste lennu kahes
'etapis. Egimesel etapll. lendavad koik kidrbsed ruudukese K (vt.
joon. 8) 88drtele, kusjuures naabrid jHived nasbriteks v6i sa-
tuvad flhele ruudule. Seda on vOimalik saavutada, kul iga kér-

: " bes lendab nd#iteks talle ldhimasse ruudukese

K #@8reruutu, ruudukese K Hireruutudel paikme-
K- vad kérbsed Jddvad aga paigale. Teisel etapil
lendab iga kédrbes ruudukese K vastaspunkti
(ruudukese K keskpunkti suhtes). On ilmne, et
ka sellisel juhul naasbrid jdivad nasbriteks.
Néiteme, et nende kahe lenmu tulemusena {lkelki.
Joonis 8, ‘kiirbes el JHH paigale ega lenda nasberruutu.

Joonis 7.
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PSevoolest, oletame et esimesel etapil lendeb kdrbes rumdust A
yuutu B ja teisel etapil ruudust B ruutu C. Et runt O asub
K rajajoenel, aiis paigale paavad JiZda elnult need kirbsed,
kes asuvad K rejajoonel. Xuid see on-vSimatu, sest need kidrb-
ged lendavad teisel .etapil K rajajoonelt vastavatesse elimmeet-
rilistesse punktidesse. Jérelikult ei JH# tikekl kirbes paigale.
Kui oletada, et A ja C on nasberruudud, siis need kirbsed, kes
" on ruutudes A Jja C,
lendavad esimesel eta-
‘pil ruutudesse B ja C.
Kuid B ja C on siimmeet-
riligsed rundud (rundu~ .,
kese K keskpunkti suh~-
tes) Ja JHrelikult el

) RN RN i cle nad naaberrundud.
_ Seega A Jja C el ole
Joonis 9. Joonis 10. . nasberrundud.

¢) Kui kujund ¢ on malelasud, siis punkti a viide kehtib.
Selle niitamiseks defineerime "kauguse" jJirgmiselt: "kaugus"
ruutude A ja B vahel on miniumsalne malekuninga kdikude arv,
nis on vajalik gelleks, et j6uda ruudult A ruudule B. Ulenande
slngimustest jdreldvb, et "kaugus" krbeste vahel pHrast lemdu
ei suurene. Mslelaua ruutudest koosnevat ristkiilikut nimetame
invariantseks, ki iga kérbes sellest ristkillikust osutub pé-
rast lendu jélle selles ristkillikus olevaks. Naiteks kogu male~
ieud on invariantne risfklilik. Vaatleme minimealse runtude ar-
vuge invariantset ristkfililut ja nditeme, et tema vertikaalse
- ja horisontaalse serva pikkus el fileta kahte. Siis iga kdrbes
sellest ristkiililust on p.rast lendu kas nasberruudus voi esl~
algses. Oletame vestuvditeliselt, et minimaalse invarianﬁse
ristklliku R m&5tmed on & x b, kus s2b ja a>2. Naitame, et’
gselle rigtkiiliku sees saab valida veel vilikeenma invariantse
rigtkliliku. Vastleme algul juhtu, kus a>b, Nimetame rist-
Wiliku R rejeks tema kshe Hirmise vertikaali ithendit (vt.Jjoom.
9), ulej=a§inm-td ose nimstame sisemuseks. Mirgime, et iga sisemi-

~
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AR

1

se rundu kaugus ristkiiliku R suveligest punkiiast on viiiksem

kul a. Kui kflk kBrbsed ristkiiliku R sisemusest lendavad uues-
ti R sisemusse, siis R sisemus moodustabki uue invariantse
rigtkillilm. Oletame miitid, et ristkiiliku R minglst siserundust
A lendab kErbes rajaruutu B. Vaatleme nliid rigtkillikat M, mis
on koostatud . nelst ristkiiliku R ruutudest, millede "kaugus"
runduni B on véiksem kui a. Et k6ik kiirbsed o0lid enne lendu
ruudust A mitte kaugemal kui a-1, sils nad k8ik lendasid riet-~
kiilikusge M. Jérelikmlt on M invariantne ristkiilik. Et temas
on ruute vihem lmi ristikiilikus R, siis sellel juhul on tSesta-
tud, et R el saa olla minimaalne Iinvariantne ristkiilik. On
jidnud vaadelda veel juhtu, kus a = b > 2. Sel juhul nimetame
reajeks koiki antud ruudu ddreruute (vt. Joon. 10) Ja gisemm~

seks ruudu ilejssimd osa. Ulesande lshendamiseks selligel ju-

 hul sobivad samuti filaltoodud arutlused.

/

6. TOontame viited b ja ¢ juhul, kui kolmnnrga ABC killje
pikikus on 3. See lahendus sobib ka juhul, lmi . kiillje pikkus
on 50 »

Joomis 1. . Joonis 12.

Punktis a esitatud véite kehtivus jireldud vahetult punkti b
vEite kehtivusest. , _ '



! b) Olgu K ja L punktid, mis'jaotavad = killje AC Kkolmeks -
vordseks osaks (Joon.11). Konstrueerime punktidest X ja L kill-

Jels AC rigtsirged KN ja IM. Olgu

N, = [K]n (], o, = [zl n [ox ], m, = (N [xx], ¥, - [cnzln[m;]

. ‘ ne.
Léhtekolmnurk ABC jaguneb sel -juhul kolmnurkadeks ABP, GPN1,
.AH1I1, CH1H2, AN2H2 Jne., Kui valida punkt P nii, et BP = CP =
= 1,5, aiis on kOik konstrueeritud kolmnurgad "suured®, sest
et kSikide kolmnurkade kiilgede projektsioonid killjele AC el
ole lithemad kui 1. Ulesande lahendusest ilmned, et arvu 1000
agemele v6ib kirJutada suvalise naturaalarvu.

¢) Antud vHite tlestus on ansloogilire punkti b vEite
tSestusega. Olgu punktid K,L ja P samad, mis punkti b tGestu-
sea, KN ja LM killje AC ristsirged, Ni = [AP] n (k8] (Joon. 12).
Valime l8igul KN., punkti Ez ja ilhendame ta punktidega A,P jJa c
Olgu M, = [K,¢] N [ML]. Ioigul 1M, valime punkti M, ja Uhendame
ta punktidegs A,K, Ja C. Olgu My = [KN] N [aM)] . Loigul Ky ve-
1ime punkti l[4 Ja Uhendame ta punktidega .@, H2 Ja C, Jne. Se@-a
protosegsi Jétkates esaamegli kolmnurga ABC jaotuse "suurteks"
kolmmrkedeks ABP, APN,, CPN,, AN M,, CNM,, ... lilesandes
nbutud viigil. Ilmneb, et ka siin v5ib- kolmmurkade arv olla
suvaline. '

7. Punktides a, b Ja d piistitatud illesannste lashenduged
on enaloogiliped ii1.14 punktide a, b ja e lahendustega.

¢) Niitame matemasmtilise indukteiooni meetodiga, et iga
"F-universaalse” Jada (vt. iil.14 tekst) korral leidub selline
jada liige, mis esinsb selles jadaes vidhemalt N korda.

TSepoolest, ¥ui N = 2, siis vdide kehtib. Oletame, et
viide kehtib N = M korral, s.t. igas "M-universaalses" jedas
on gelline element, mis esineb temas vihemalt M korda. Vaatle-
me suvalist "M +1 - universaalset" jada qa'.], 8o <eey 87 Olzu
n<{ L minimaalne gelline indeks, et Jjadas B4y 8py seey 8y esi~
nevad k6ik numbrid 1,2,3,...,M+1. Siis on ilmme, et element a,

-
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esinedb jadas ‘3'1, 8oy coa, & pa.ra:]aati. fihe korra. - Vajaduse
korral jada elemente ilmber nummerdades on vOimalik saavutada,
et Jada ‘n}1"°n*2' +eey 8¢ on "N-universaalne®. J¥reliknlt
leidub selles jadas element q, mis esineb seal vihemalt M kor-

da. Et jades a, a,, ..., a, esinevad koik 1iikmed 1,2,...,M+1,

sils esineb seal ka element q. Jérelikult jada 893 8yy ceey B _‘
on. "M +1 -~ universaalne’, sest slement q esineb temas vihemalt

¥ +1 korda. . . .
Seega lga "N-universsaalse" jada korral leidub sellime
element, mis esineb temas vihemalt N korda.

8. Vt. 1.3 lahendus. - 1 —————— y m‘

9. On k111, Vt. joomn.13. ~
10. Vt. #1.4 lahendus. 394

1112

e — — — e . ——

111'%

Joonim 13.

11. Valides tesandil jdrjestikku vektorid MN = 8, =D,
e e T 3 - B
PQ = ¢, QU =d, saame kinnige murdjoone, sest et a+b+c +d =0,

* p-]
Muutes summas vektorite a, ’-b", 3’, 3 Jérjekorda on vﬁinalik‘naa-_
de erinevald-murdjooni. Antud iilesande seisukohalt ei ole olu-

line, millist murdjoont vaadelde, sest et t&estatav vorratus

el muitu, kui vektoreld a, B, ¢ ja 4 pearikaups timber vahe-
' tada. Nditame, et nende murdjoonte seas on selligeid, mis 181~
kevad iseennast.,’ '
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TSepoolest, vGtame vaetluse alla mingi murdjoome. Eui
gelle murdjoone teatud tipp (nHiteks Q) asub kolmnurga MNP
seea (Joon.14), siis leiame punkti Q' nii, QQ' = ﬁ Biig Hu
= ﬁ Jirelikult murdjoone MNPQ v3ib agpendeda murdjoonega

Joonis 14. Joonis 15. Joonis 16, Joonis 17.

NPQQ' (joon. 15). Kui MNPQ on kumer mrdjoon, siis algul te'eme -
sellise konstruktsiooni, nagu on ndidatud joonisel 16. Seega

v6ib eeldada, et murdjoon MNPQ 10ikab iseennast. Olgu W = a,

— o =) ) > _
NP=Db, PQ =c, QM =d. Olgu R 1l6ikude NP ja MQ iihine punkt

(Joon. 17). 8iis

=] + (78] > Il 32 W] + |R@] 3 1.
Jdrelikult

’ |ﬁ|=|ﬁ+w |c+d Iai?lalaﬁ{nml:la-:-d
Je y
IHAE NN N S0,
siis |?|+_l:ﬂ>|g+?|+|g+3l (1)
gt lal +12) 212+ ning |2+ 2l =)D+ 73, sits
|2|+|2|3|?+3| ' (2)

Iiites vb6rratused (1) ja (2}, éagme et

I:l + 1Bl + 18l + 1R 3 12+ 2 + |.-1;_+3| +|2+ dl.
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12. Vt. i.il.G lahendus.

13. Vaatleme lihtsuse mGttea Juhtu, kus n = 30. Ulejatmnud
n vaartuste korral on lahendus analoogiline, T#histame antud
- arvud siimbolitega y_ 14° Y 139 ceey Y2 yo. Tqs ooy, Y15’ kus
yo = 10

a) THhigtame -y = ol ,
e el Ve~ Tk

8118 |Fpeq = Tpler , kui k= -14, -13, ..., 14,15 (siin
Ti6 = y_14). Lihtudes ’arvust'yo seame, et ]
o> Iyol - '|ys| , kul g = £1. Seega yi_1>,1 -,

Lﬁhtudés virratustest ]yz- y1|£_-,ot Ja |y_2 - 7-1] &b
saame, et Tep 2 1 - 2ot . Analoogiligelt jdtkates saame, et
A [klok , koi k = =14, =13, ..., 14,15. Eb ¥ = 0,
8iis 0 =53y 3 30 = 2(1 + 2+ ... +14)0k ~ 154 = 30 - 152k .
Jérelikult ok 3 30/15% = 2/15. |

b) Antud jubul on vajs hinnata suurust A = (yk+1 + Viemq )/2-:yk.
Kerge on mirgata, et

A= (Fypq - 7 )/2 (3 = ¥yq)/2.

Rekendame suuruse A hindamiseks iilesande a osa lehendust.,

Ti4q = Foqg)- Vaatleme jada 2y = yi/ot. Lih'l:.;ne on veendu-
da, et Z 2 = O ning et makeimaalne arvudest z, onm vordne

tlhega. Punkti a p6hjal ot » 2/15. Seega jada 2y Jjaoks saame
(rakendades punktis a saadud tulemust), et

k
Seega

BEX | Fyppq -~ 2¥y +Tyq| /220 /20 .maxl By = 2 _ 1|;oc/1sa, 2/225.

Osutub, et see hinmang on umbes 2 kords halvem lui parim
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¢) Tépseima hinnangu sasmise idee on lihtne: tuleb, lZhiudes
hinnangust. ka+1 -2¥y -g-yk_1‘|,,,<_ 2 8, tdpsemalt himnate suuru-
si l’k+1 —yk] Ja seejiirel hinnata suurusi Yi (kasfzt';adea ge-
da, et y5 = 1). Lopuks tuleb saada vérdusest 7, ¥ =0 hin-

nang suurusele 8. Enne kui asuda selle plaani realiseeri-
misele, mirgime, et vSib piirduda elmlt stimmeetriliste ja-
“dade vaatlemisega (s.t. y, = y_,). TSepoolest, jadast yy.

s Ty =0 Ja yo =1 ning |y - 2yt | & 28
voib sasda simmeetrilise jada =y, kus s, = (yy + ¥.y)/2,
‘mis rahuldab samuti k8iki neid tingimusi. Seega saame

Yo-T1 =@y -y -7_9)/2 £ B, | |
Y1 =T = (27 = Yo -¥) + (yg-¥)<28+8 = 38,
-’2_’3453’ ‘

xl’

'. ..... * 0 08 8
Yo -Yy 4138, o :
Yy ~¥g £15. 8,
Y8 -¥9 13 B, - (1)
i3 =T14 438 4
Y14 ~ Y15 ¢ B -
"Seltsmest esimesest vOrratusest saame, et
Je»1-%k%8, i 0<£k47,
Ja Hlejddnutest saame, et |
Te» 1-8 (1°+82) 48 (15-K)2, tul 7< k£ 15.
Summeerides saadud vorratused koikide k vidrtusie korral
(axvestades, et y, = y_,) sasme, et 0330-15(72+8%) 8 .
JHrelikult B3 2/113. "

iﬁb mirkida, et punktide a jJa b laghenduskiigud on lihtsalt
‘ile kantavad juhule, kul n on suvaline kolmest suurem natu-
" zaalarv. Sellisel jubul on t#pseimad hinnengud jérgmised. -
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1) Naaberarvude meksimasalne vahe el ole vHiksem kui 4/n
paarigarvulise n korral ning ei ole viiiksem kui 4n/(n? - 1)
paarituarvulise n korral.

2) Arvu maksimaslne erinevus oma naaberarvude aritmae'bi-
lisest kegkmisest ei ole véiksem kui 16/n° , 16n/(n + n =2),
16/(n2 + 4) v6i 16n/(n +n+2) vastavalt sellele, kas n annab
neljaga jagades Jjddgl 0, 1, 2 vdi 3.

d) Sellise jada v6ib valida nditeks Jérgmiselt:
i = 1 - 26°/113, iml 0Sk<8; yy = -1 + 2(15 - K)2/113,

ki 9¢ X &15; ¥, = Y_y» bul 0S k€155 Fq5 = y_q5 (def.ko-
hagelt)., Iihtne on kontrollida, e} (yk+1 - Yy.1)/2 - yk] -

a 2/113 iga kolme jérjestikuse arvu korral. Mirgime, et see
" Jada-on smadud mit{erangetest vOrratustest (1), vaadeldes
seal vbrdusi ning v6ttes B = 2/113. -

14. a) Kirjutedes jarjestikku N {theaugust riihma (1,25c0.,
N), sasme "N-universaalse" jada, milles on N2 liiget.

' b) Kirjutame jérjestikku N - 1 rithma (1,2,...,N) ja 1l6ppu
kirjutame arva 1. Selles jadas on N(N-1) +1=F2-N +1 liiget.
Nditame, et see jada on "N-universealne". :

Olgu q suvaline arvude 1, 2, ..., N permutatsioon gkujul
(b1, b2, seey bN). Kul ¢ = (N, N-1, N-2, ..., 1), sils esime=~
ses rilhmas t&mbame meha k6ik arvud, vHlja arvatud N; teisces
rihmas k6ik arvud, vdlja arvatud N-1 jne. Kui q el ole vaadel-
dud kujul, sils teatava k korrsl peab olema bk< bk+1' Kuld 1<k,

gils tOmbame i-ndas rilhmas mgha k6ik arvud peale bi;k-n-da.s il
mas tombame maha kdik aryud yVdlja arvatud by Ja bk+1;kui n)k,

siig m-ndes rilhmas tOmbame meha kSik arvud, vilja arvatud boste

_Kﬁige 16puks tOmbame maha k&ige viimase arvu 1 Je saamegl per-
mutatﬂiooni q kudul ' b1’ b2’ csey bN
c) Nﬁitame, et kui N 3 2, sils iga "N-universaalse" jada

pikius ei ole viiksem kui (N2 +3N-4)/2. On ilmne, et kui arv

N esinedb esgimest korda "N-universaalgeg" Jades k-nda liilkmena,
f F 4
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slis see osa "N-universaslsest" Jadast, mis JHib paremale ar-
vust N, on "(B-1)-universaalne" jada. TSepoolest, et sasda su-
valine arvuga N algav permutatsioon, tuleb meha Ikriipsutada
kOik need Jjada elemendid, mis asetsevad arvust ¥ vagskul .,
_ Tlegtame antud punktis pilistitatud vidite matemaatilise in-
duktsiooni ebil. Kui N = 2, giis vdide on 1ihtsalt kontrolli-
tav. Oletame, et vidide kehtib N = M korral. Olgu P suvaline
"(M+1)-universaalne® jada kujul B4y 8ps +esy 8 Kul mingi arv
eslned jadas P ainult ithe korra, siis v6ib vajaduse korral ti-
higtusi muutes saavutadas olukorra, et see arv on M+1. Selligel
Juhul arvust M+1 vasakule ja paremale JHivad osad moodustavad
"M-universaalse" jada, mille pikkus induktsioconi eelduse koha~
selt el ole vdiksem kui (M2+-3M-4)/2. Jérelikult jada P pike
kus el ole viiksem kui

1+ 2. (M+3M-4)/2 3 [1)2 + 30841) - 4)/2.

Seega esineb iga-arv Jjadas P vihemalt kaks korda.. Olgu k
vihim selline indeks, et afvude Biy 8oy eeey 8 hulgas esine-
vad k6ik arvud 1, 2, ..., M+1, Muutes vajaduse korrel tdhistu-
el (s.t. nummerdades arve 1, 2, ..., M+1 timber), v6ib eeldeada,
et &y = M + 1. Siis on ilmme, et.kui i<k, eiis a; £ M + 1.
Arvust M + 1 vasakul esinevad k&ik arvud 1,2,...,M, seega mit-
te vihem kui M arvu. Peale selle egineb jadas P vihemalt kake
arvu M+1. Kui need mgha kriilpsutada, siis Jd#b arvust & bare-
male "M-universaalne" Jada. Siit tuleneb, et Jada P pikkus el
ole viiksem kui

OF + 38 - 4)/2 + ¥ + 2 = [(1+1)2 4 3(u+1) - 4)/2.
Jérelikult on viéide tSestatud.

d) Vottes eelmipe punkti viites N = 4, gaame et "4-uni-
versaslne” jada sisaldab vidhemalt 12 liiget. Sellist nHidet
kongstureerida ei ole raske, "4-universaalne’ on niditeks jada
1:2,3,4,1,2,3,1,4,2,1,3,

e) Oletame, et 1$ k £N. Kirjutades jada 1,2,3,...,N jHr-
Jest k-1 korda Ja sinna jlrele veel rtthma kujul 1,2,3,...,8=k+
+1, sasme Jada pikkusega Nk-k + 1. Kui niiteks N = 5 Ja k = 3,

#+
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giis saame jada 1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,1,2,3. Analoogiliselt punk-

Tiga b saab ndidata, et sellest jadast v5ib teatarate liikmete
'mshetSmbamisega sasda suvalise k-elemendilise~jada arvudest 1,
2y00.,8, milles ilkski liige el esine rohkem kuil ilks kord.
Sellist jada omadust nimetame "(N,k)-universaalsuseks".
Kongtrueerime niiild "N-universaalse™ Jada, mille pikkus on
N° - 28 +4. Selleks kirjuteame jada 1,2,...,N-1 jirjest N-2 kor-
da Jja sinna 16ppu veel arvud 1 Ja 2. Peale melle kirjutame
veel seilesse jadagse N korda arvu N jérgmise reegli kohaselt:
esimese arvu N kirjutame jada algusesse, teige arvu N kirjuta-
me esimesse rithma pérast arvu N-1, kolmanda arvu N kirjutame
teise riihma piragt arvu N-2 jne. Viimase arvu N kirjutame vii-
masesse riihma, arvude 1 ja 2 vahele. Sellisel Juhul saame jadas,
mille pikkus on (N-1)(N~2) + 2 + i = N° - 2N + 4. Tdhistame
selle jada tihega P. Néitame, et jada P on "N~-universaalne".
I0epoolest, olgu q suvaline arvude 1,2,...,N permutatsioon
ning olgu arv N jadas q k-ndalzkohal.: Arv N jaotab jada q ka-~
heks osaka: vasakpoolseks (pikkusega k-1) Ja parempoolseks

(pikkusega N-k). Meil on vaja jadast P maha tSmmata osa liike

meid nii, et saaksime jada q. TOmbame kSigepealt msha k6ik ar-
vud N, vidlja arvatud see, mille indeks or k. Arvust ¥ vasakule
Jilib sellisel juhul "(N-1,k~1)-universsalne” jada. Sellest on
vOimalik saadea 1iga Jada ervudest 1,2,...,8-1, mille pikkus on
k-1 Ja milles iga arv esineb meksimmalmelt #iks kord. Erijuhul
on v8imalik saade Jjadas q arvust ¥ vasakul seigvat osa. Arvust
N paremsle Jd#b jada Jérgmisel kujul: algul on rihm asrve N-k+2,
N-k+3,...,8~1, giig N-k-1 rithma kujul 1,2,...,8=1 ning 16puks
arvud 1 ja 2. Tdhigtades vajeduse korrel arvud Umbsr, saab
muuta seda jada "(N-1, N-k)-universaalseks". Sellest jada P
ogagt vOib mahatfmbamisega saada jada q selle osa, mis asetsed
arvust N paremal. JHrelikult on kongstrueeritud jads tcepoolest
"N-univebgasalne®.

15. Nditame matemsatilige indutsiooni meetodiga, et kul
selliges Jadas X, Ja x;, on viiksemad lkui 2n, glis vidhemalt tiks
arvudest X,, X, ... X3y VOrdub nulliga (tilesandes n = 500).
Kul n =1, siis on viide lihtsalt kontrollitav, Oletame, et Kk
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vidrtuste 1,2,...,n~1 korral on viide itSestatud. Et xy € 20~1,
114 2n-1, x,3 1, sils x3$2n-2 ja x4s 2n-3. Kui nitiid x3< 2n-2
Ja x4<12n-2, siis induktsiooni eeldusest jéreldud antud vélte
8igsus. Kui x, = 2n-2, siis X, = 1, Xy = 20-1 Jja X, = 2n-2.
Jﬁﬁb tSestada vdlte kehtivus ka gsellel jJjuhul. TSepoolest, 13 =
= 2n-2, Xy = 2n-3, ;5 = 1, X = 2n-4, Xg = 2n-5, X5 = Ty eoe
Xy = 2n=2K, ce. Xap = 0.

16. Olgu n pasrisarv. Plkeeerime mingi k&651lu ja vaatleme
k6iki k&6le, mis on sama pikkusega. Kui fikseeritud k651 on
ringi diameeter, siis samas pikkusega k&6le on antud korraspira-
868 n~-nurgas n/2 ja nad 16ikuvad ithes punktis. Kui fikseeritud
k661 el ole ringi diasmeeter, siis sama.pilklusega k66le on n ja
nende keskpunktid asuvad ringjoone keskpunktist vérdsel kaugu-
gel, Jérelikult sasb k&lik wmirgitud punktid, v.s. ringjoone
keskpunkt, paigutada kontsentrilistele rgngjoontele, kus juures
igal ringjoonel asetseb tdpselt n punkti. Lihtne on ndha, et
selligeid ringjooni on \n-2)/2. ‘

' Néiteme, et n on mirgitud punktide meksimealne arv iihel
ringjoonel. Oletame, et on antud veel mingi ringjoon, Antud
ringjooni 16ikab ta meksimaalselt 2  (n-2)/2 punktie, sest iga
ringjoonega saab tal 0lla makesimaalselt keks iithist punkti, Eul
see ringjoon 18bib antud ringjoonte tthist keskpunkti, siis el
sas temsl asetseda robkem kui [2 (n-2)) o .

$2 +1 =n~-1 mérgitud punkti, Jéreli- \: ‘\ ~N '\4&?
kult el illeta mirgitud punktide B N \\\\ <
maksimealne arv mistahes ringjoonel \:3\ \\7 Stb

arvu n,

17. Oletame, et pérast ristkii-
likute vdljalbikeamist JjHHdvad jérele
tukid A.l, A2’ s e ey Ako On ilmne, Bt

igal #iikil A; on vihemalt neli nur-p—r—rrry f’/}/n{E\;
ka, mille suurus on 900. Jidrelikult /f;”igfh/i?/}/(;ﬁﬂf\

tild A, koikide 180° véiksemate si- ] \\ |
senurkade Jjuurde JjHdvate vidlignur— \}Q\

kade suima ei ole viiksem kui 360°. Joonis 18. .
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. Teiselt poolt on ilmne, et need vidlismurgad on kas vdljalSigea-
tud ristldilikute sigemurgad vOi entud psberilehe vélisnurgad
" (vt. Joon. 18). JHrelikult nende vilisnurkade sumpa ei-ileta
(n+1)+360°. Et iga tiki &y korrel selliste vilismrkade summa
on vihemalt 360°, siis. jHirelikult k< n +1. Téestusest on nidha,
et kul kokku sasdi n+1 tiikki, siis k&6ik tilkid on ristkiilikud.

18. Lahendame illesande geomeetriliselt. Ldheme {ile 1iiku-
matult koordinaatide siisteemilt liikuvale. Tingimust, et punk-
tid P,Q ja R asuvad ithel sirgel, tihistame kujul REPQ (P4£Q).

Léheme tile liikuvale koordinastide stisteemile,
mis on seotud ithega jalajiijatest. Siis taandub
filesanne jirgmiseks: tasandil on antud lii-
kumptu punkt A; ndidata, et kui punktid
P ja Q liiguved ithtlagelt Ja sirg-
Jooneliselt, siis siindmus A€ PQ
gaab toimude maksimsalselt
2 korda, kui on teada,
et algmomendil
A £R. ‘

L3

Joonis 19. A . B C

Oletame, et mingil momendil 'l:1 asuvad Jjalakdijad P ja Q
punktides B ja C, nili et A€BC, Votame kasutusele ithe "fike
tiivee" jalakiija Q', kes momendil % = t.i asub punktis B, ;ja
liigub paralleelselt jalak#ijaga Q nii, et aleti AEQQ'.
ilmne, et tingimused AEPQ, A€cPQ' ja Q'€ AP on ekvivalentsed
(vt. joon. 19). Samuti on ilmne, et punkt.Q' liigudb tihtlaselt.
Jérelikult sirge PQ' giilitab sihi, s.t. ta JHddb liikudes ige-
endage paralleelseks. Jédrelilult smab ta vaid tihel momendil tm
= t2 1&blda punkti A. (V3imalus, et punktid P Ja Qf tthtivad
igal ajamomendil, vilistatakse algtingimustega. Samuti jérel-
dub algtingimustest, et punktid P ja Q' el sae kogu asg olla
sirgel AB.)

41



19. V&, {i1.11 lahendus.

20. Mi#rgime, et 10pp-paigutus s6ltub algpaigutusest ja .
valitavatest hulknurkadest, kuid ei s6ltu kiikude tegemise
Jérjekorrast. TGepoolest, pirast kiikude tegemist lihtehulk-
nurge tipus olev arv s6litub esialgsest arvust selles tipus ja
sellest, kas see tipp satub pesaris- v61 paaritusse arvu hulk-
nurkadesse. Peale selle on ilmne, et iihes jd‘samas halknmuirgas
pole mbtet iile iihe korra muuta mirke.

Nimetame kahte paigutuaf ekvivalentseks, kui iihte neist
on voimaelik saada teisest (18pliku arvu kiikudega). K6iki pal-
gutusi, mis on ekvivalentsed mingl fikseeritud paigutusega,
nimetame ekvivalentsiklagsiks v&i lihtsalt klassiks, mis on
tekitatud antud paigutuse poolt. On ilmne, et k6ik paigutused
fihest klassgist on omavahel ekvivalentsed, aga paigutused eri~
nevatest klagsidest ei ole ekvivalentsed. Osutub, et k6ikides
ekvivalentgiklassides on iihepalju peigutusi. T8epoolest, olgu
esimene klags tekitatud paigutuse ¥ poolt, teine paigutuse M
poolt. Siis paigutusele esimesest klassisi, mle on sasdud pal-
gutusest N mirkide muutmisel teatavate Hulknurkade tippudes,
seame vastavusse sellige paigutuse teisest klassist, mis on
saadud peigutusest M mirkide muutmigel samede hulknurkade tip-
pudes. Selline vastavuse korraldamise vSimalikkus ammabki alu-
se vidita, et kbikides klagsides on tihepalju paigutusi.

Ulesande punktides a, b ja ¢ viidetakse, et mitte k&ik
gaigufyeed el satu iihte klassi, punktis 4 aga“tahetaksé teada
vGimaelike klasside arvu. Tihistame klasside arve slimboliga
F(n), elementide arvu mingie klassis (UkskSik millises) aga
simboliga £(n). Et paigutusi on {ildse 2®, giis F(n) = 22/f(n).
Jidrelikult tuleb F(n) leidmiseks leida f(n). Lei=me n#iteks,
kui palju on paigutusi klaesis, mis on :ekitatud +1 koosneva
paigutuse poolt. On ilmne, et iga pg-nurks (p,q - naturaal-
arvud ja suuremad kui 1) saab jaoteda q-nurkadeke nii, et nen-
de arv on p. Me v&ime piirdudﬁ selliste jaotustega, kus q on
algarv, Kul p on algarv, siis £(p) = 2 ja jérelikult

P(p) = 2P-1, | (1)
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Alustame pumkti d lahendemisest. Olgu n = bp, kus b on
naturaalarv ja p algarv: Leiame suuruse f£(n) suuruse f(b) kau-
du, kasutedes n-murga jaotamist korrapéracteks benurkadeks.
Fikgeerime mingl korrapéirase q-murga. Kui b jagub arvuga g,
piis on 11lmne, el see g-nurk simaldub tHielikult mingis b-nur-
gas. Kul b el jagu algarvuga q, siic on liitne ndidata, et
aellel_qwnurgal on iga b-nurgaga tdpselt iiks ithine tipp.

Oletame algul,et bia. Siis b jagub arvu n kdikide algsrvu-

liste teguritega Jja iga valitav hulknurk sisald#b tdaielikulé min-
gls r-nurgas. Sel juhul vdib eeldada,e$ wmirgimuutused “oimuvad
tksteisest sdlbtumatult kdikides b-nurkades (neid om ildse p thiilee

xi). BSeega C 2a) = [2)]P . {2)

Oletame niilid, et b ei jagu arvuga p. Varvime k&ik pP-UTr-
gad nii, et iga p-nurk on vdrvitud ihe vérﬁiga ja srinevad p- -
~ourgad erinevate virvidega (kokku on vaja b virvi). Siis on
suvalise b-nurga kéik tipud viErvitud erinevate vidrvidega. Jao-
tame oma tegevuse {(s.t. kidikude tegemime) ksheks etapiks: esgi-~
mesel etapil valime p-nurkagid, teisel etapil iilejdinud gq-nur-
kegid (q on arvu n slgtegur, q # p). Esimesel etapil toimub
mérgimmtus ainult sema vdrvi tippudes, jédrelikvl: phrast esi-
mest etapﬁi on kdikides b-nurkades ilke ja seesama arvude +1 ja
-1 paigutus, kusjuures see patgutus v5ib olla thiesti suvaline,
(Meenntame, et me alustasime palgutusest, kus k6ik arvud on
+1.) Siirn ja allpool me srvegtame, et b-nurkades on iiks ja
seesama paigutus, kui neid iimber punktl O ptorates kbfik sama
vidrvi tipud iihtivad.

Telsel etapil toimuvad miirgimuutused b-nurkade sees, sent
arvu n algtegurid, mis ei vordu arvuga p, on arvu b teguriteka.
Jdrelikult iga paigutus, mille korral paigutused k&ikide b-
-nurkade sees on ekvivalentsed, on saadav eslalgsest paigutu-

~ gest. Leiame kSikide selligte paigutuste arvu f£(n)., Egimese b-

nurga Jaoks eksisteeribd 2b sellist arvude +1 ja -1 paigutust,

tlejéd&nud b-nmurkades v6ib paigutugt muuta £(b). viisil. Bt Ule~
Jédnud b-nurki on p-1 tiikki, siis

£(n) = 2°[£(p)] P" " (3)

- 3



Kasutades valemeid (1), (2) ja (3), v6ib leida £(n) suvalise n

" Jacks,. Lihtne on n#idata, et

P(2) = 29, us (n) = n(1-1/)(1=1/py) ... (1=1/p) .
ning P11Ppse+ssP; On arvu n kSik erinevad algarvulised tegurid.
Edagl kasutame valemeid (1), (2) ja (3).
8 2(15) = £(3-5) = 27« [2(5)]2 = 2T, ®(15) = 25,

b) £(30) = £(2.15) = 2" . £(15) = 222, B(30) = 2B.

a) £(25) = £(52) = 27, £(50) = 225 .55 o 230,
£(100) = £(2 .50) = 2792 5 280 £(300) & 2100.(260y2 _ ,220.
£(2100) = 2300,(5220y6 _ 51620

Jrelikult F(2100) = 22100 , 1620 _ 5,480

21. a) Olgu entud ristreeper OM;, OM,, OM,. Vaatleme
vektorit 0P, kus P on sfafirl poolus. Kul téhisteds P(M) =
= (m.&‘?)z (skelaarkorrutis), sils on ilmne, et'F(ﬁ) on punk-~
ti M iauguse ruut ekvatorisaltasandist. Vektori afbkoordinaa—
did baasil aﬁ', aﬁé, 6&5 on punktide M,, M, Ja HB gauguaed‘
ekvatoriasltesandist. Et OP . 0P = 1, sgiis P(M;) + F(M,) +
+ F(Mﬁ) = 1, | B -
b) On ilmne, et antud punkti lahendus jéreldub punkti ¢

lahendusest. Seepdrast tSestame kohe punktis ¢ esitatud vilte.
Et £(M,) + £(N,) + £(M;) = 1, lul My, M, ja My on kolme oma-

‘vahel rigtuva readiuse otspunktid sféddril, sils funkteioon £

omab {thesuguseid vi#rtusi diametraalselt vastupidistes punkti-
des. Jérelikult piisabt ainult pShjapoolkera vaatlemismest. See-
pirast oletame, et M ja N asuvad pShjapoolkeral. Vaatleme suur-
ringjoont, mille Jaoks punkt M on kSige pthjepoolsem. Olgu [
suurringjoone see osa, mis asetseb pShjapoolkeral. Oletame al-
gul, et puukt N asub samuti kaarel [j; . 0lgu N' selline [},

punkt, et [ON] L [ON, ja M' olgu iiks [}, ja ekvaatorl 16ike-
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punktidest. Siis £(M) + £(M') = £(N) + £(N'), sest [ou].Ll[ou]

ning punktid N, ', M ja M' asuvad ithel ja samsl tasandil, Et
£(M') = 0, siis £(M) 2 £(d). Oletame nittid, et punkt ¥ asub
pShjapoolkera selles omes, mis Jétb kaarest F‘M lounagse. Jiie
leidub kaarel F'M punkt Q nii, et :suurringjoone kaar l"Q 18bidb
punkti N. Eelneva mGttekiigu pGhjal saame,et FM)Z2(Q)Z L(X).

Kul punkt N asub kaarest PM p6hja pool, si:l.s punktist M punkii
N joudmiseks vGib vaja minna rohkem kul kaks mammz. Olgu m Jja

n punkiidele M ja N vastavad meridiaantesandid Ja o, nende ta-
sendite vaheline murk. Jaotame nurgs o meridisantasenditegs
By, My, oen, M4 k vérdseks osaks. Niitid v6ib punktist N punk-

"ti ¥ liikuda JHrgmisel viieil: algul liigume mb8da kaart l" .
16ikumigeni meridiasantasandiga m, (toimugu see l6ikumine punk-
Jdis M,), siis liigume mB¥da kaart PM-, 16ikumigeni tesandiga ny

(punktie M,), seejirel liigume mstde kaart My, 16ikumisent te~

sandiga m, Jne. On ilmne, et mida suurem on k, seda vihem me
l¥heneme ekvatorisaltagandile k sammu viltel. Lihtne on niidae-
}ta, et arvu k psaab valida nii suure, et punkt lk asub punk-
tist ¥ pshja pool (s.t. et punkt ¥ asetseb piirkonnas, mis
asub kagrest F'Hk 185una pool). JHrelikult kehtib 'ahe_lvﬁrra:bua

T(M) 2 £(M,) 3 £(My) 3 ... FE(W) 3 £(N).

Seege kui sfHéri punkt M agudb ekvatorisaltasandist kaugemal
kui ¥, siie £(M) > £(N).

d) Olgu M, paralleel, mille kaugus ekvatoriasltasandist
on x. Toestame algul Jirgmige lemmsg.

Lemma. Kul x+y + 2 = 1, giis v6ib konstruneerida rist-
reeperi -otspunktidega paralleelidel I < l‘l ja N,

T6estus. Fikeeerime punkti X paralleelil n Ja kongte
"rueerime punkti ¥'nii, et [pY]_L [OX] kus juures Yen . Sel~-

leks vgatleme. suurring;joont mille tasand on ripti raad.iuaega
OX. Kui y = 1-x, siie reeper konstrueeritakse lihtsalt. Uks
reeperi tipp on punkt X, teine tipp on antud suurringjoone ja

45



ekvaatori 186ikepunkt ning kolmas tipp on selle suurringjoone
kaugeim ekvaatorigt. EKui y ¢ 1 - x, wsils v6ib teiseks

- tipuks votta ithe kahest suurringjoone Ja l'ly 161kepunktist.

Saesme readiuse OY. Kolmanda raadiuse saame, kui konstrueerims
raadiustega 0X ja OY ristuve rasdiuse. Olgu kolmanda rsadiuse
otspunkt paralleelil F1,. Siis punktist e jéreldub, et
MX) + P(¥) + F(V) s x+y+va=tl.
Et agax +y + 2 = 1, sile Jérelikult z = v, s.t. et'parallece-
1id R, Ja ﬂv ithtivad. Seega on lemma tdestatud.
Niiteme niiiid, et funktsioon f on konstantne igal paral-

leelil.
titleme, et funktsioonil f on paralleelil 0, hiipe mitte

viiksem kui £ (£ » 0), kui paralleelil (1, leiduvad sellised

punktid X Ja X', et |£(X) - £(X") > £ . Vaatlame paralleeline

My sellist paralleeli, millel funktsioonil f on hiljpe mitte
v&iksem kul & . Olgu paralleelid ny Je n gellised, et pa-
ralleelide) M x? Ja 0, asetsevad kolme omavshel ristuva
raadiunse otspunk‘kid. Punktie a niitasime, et F(X) +F(Y) +PF(Z)=
= 1 glati, kui Xe ﬂx, Ye l'ly Je Ze N_. Pldrates seda rigt-
reeprit {lmber l8une- Ja pShjapoolust lsib.iva telje liiguvad
rasdiuste otspunktid igaeliks oma paralleelil. NHitame, et ithel
paralleelidest M voi N_ on funktsioonil £ hiipe mitte vhik-
sen kui &/2. Oletame vagtuviiteliselt, et see” el ole nii,
s.%. et iga ¥ ja Y' korral paralleelilt I'ly Ja iga 2 ja 2°'

korral paralleelilt FI

le(r) - 2(x9)|< &/2 ja 22y - 2z0< € /2.

Kul punktid Y! Ja 2' valida nii, et X', Y' ja 2' moodustavad
ristreeperi otspunktid, siis '

Ao 2(X) + 2(Y) + £(2) = £(X') 4+ £(Y') + £(2') = 1.

Jirelikult
£ &[2(x) - 2(x)] = lm-) - £(Y) + £(2') - £2(B)] &
&12(Y) - £(¥)| + |£(2) - 2(z) € /2 + £/2 = & .

Saime vastuolu. ’ ' .
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Velime arvu ¥ nii, et §¥>2/£ ja vaatleme 2N paralleeli
, n , sy n,_ » n=1’ nza’ ey nzn"pia mtavad alt-

(x on fikseeritud) Ulaltﬁeptatn p&hjal on funktaioonﬂ 4 hﬁpe | :
mitte viikeem kul £/2 kas |
paralleelil (1 AL n":l.

' Iiikudes mbBYda funkteiooni
£ hiippepunkte ekvaatorilt
pBhjapoolusele {(Jjoon. 20),
spams et £(P)> (2/g)«(e/2) =
= 1. Saime JHlle vastuolu.
Seega on funkteioon f kons-
tantne igal paralleelil.

Jirelikult s&6ltudb funkt- -
sioon £ ainult muutujast x, Joonis 20.
kus 0 & x £ 1. Defineerime | .
g(x) = £(X), kus XeMN_ . Emi x+y +z =1, bils g(x) +
+ gly) +g(2) = 1. Kni 8 =0, sgils g(x) + g(1-x) = 1 ning
jérelilkult |

__1-8[‘i-(11-3r)] = g(x +y)

g(x + y) = g(x) + g(y), kul x30, y30, x + y< 1. (1)

e) Punkti o lshendamisel niitasime, et g(x) & g(y), lui
vaid x £ y. Peale selle g(1) = 1. Omadusest (1) tuleneb, et
g(nx) = ng(x), kui nx<1, Jirelikult g(1/n) = 1/n ning g(m/n) =
zm/n, kui m£€n, g.t. g(x) = x, kui x on rateionaalarv. Oletame
ntitid, et x on irretsionaalarv. Valime ratelonsalarvud rq ja Ty
_nii et r1 <Xy, Siis

Ty = g{rd<e(x)< glry) = r,

- ehk lg(x) - xlg |r - T4 . Bt vahelrz'- r1|saab muuta kuitshes
viikeseks, giis peab ka irratgionaslgete x viirtuste korral
kehtima vSrdus g(x) = x.
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22, V. 1i1.11 lahendus.

23. On teada, et iga kinnine iseendaga mittelSikuv murd-
Joon Jjaotab tagandl kaheks osaks: smeesmiseks Jja vEliseks.
Vaatleme kSigepealt neid murdjoone tippe P, - kus murdjoon moo-
dustab seesmise osa suhtes nurga, mis on viiksem kui sirgnurk
(joon.21). Selliste nur- o
kade mblema hsara piken-
dus 16ikab antud murd- _
Joont paarigarv Xkordil.
Seega 1igale sellimele
tipule P vagtab paaris- .
Brv "erilisi“'paare. Py ) -~
neme veel tdhele, et eri- Joonig 21.

' nevatele tippudele vaas- o _

tavad alati erinevad paarid. Ko&igis antud murdjoone iilejdtinud
tippudes Q@ moodustub nurk, mis on suurem sirgnnrgaat geesmise
osa suhtes. Selliste nurkade mSlems haara pikendus 16ikab
mrd joont pearitu arv kordi, kokku saame seega paarisarva 18i-
kumisi. JHrelikult vasteb igale tipule @ samuti pasrisarv
"eriligl" paare, kusjuures erinevatele tippudele vastavad eri-
nevad paarid.

Kokluvbttes saamegi, et "erilisi" paare on paarisarv.

24, THhisgtame antud punktid arvudegas 1,2,3, ..., n ning
nende punktide juurde kirjutatud arvud siimbolitega ol 4, d,z,

. n ,

.« Olgu 8 kbikide nende arvude summa, g.t. S = igo(i- Uhen-
deme punkti k kSikide lilejdéinud punktidega.” Clgu tekkinud sir-
gete arv 8,. Ulesande tingimuste kohaselt B> 2, kul k = 1,
2y++.40. Lelame k6ikide ervude summa lihtudes punktist k. ¥t
igal sirgel on k6ikide arvude summa nmull (siin vaatleme k&Giki
sirgeid, mis libivad punkti k), siis k&ikide antud sirge punk-
tist k erinevate punktide Juurde kirjutatud arvude summa on
- 5 (iga sirge korral, mis 18bib punkti k). JHrelikult kGiki-
de arvude summa S = -d, 8, + b, millest oty = =S/(By - 1),
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koi k = 1,2,...,n, Summeerides saadud vorduet fle ktikide k
vitdrtuste, saame

T =R Ay w8 enk 501 + 2 gm) = O,

Et sulgudes oiev avaldis on positiivne, éiia peab S = 0. Aga
y = -8/( ﬁ’k - 1). Jérelikult k&ik arvud Sy = O,

25. Vt. 41.30 lahendus.

26. Alustame {ilesande lahendamist 15pust. Nummerdame ka
kdigud vastupldises jérjekorras. Sellisel Juhnl selgned kiik
teatavate nuppude lisamises ringjoonele. Tﬁhistame stimbolitega
V = Hh vastavalt valgete ja mustade nuppude arvu n kiigan ji-
ral. Uldsust kitsendamata v6ib eeldada, et ¥y = 1. 8iis esime-
sel kdigul lisatakse valgeid nuppe, ieigel kiigul lisatakase
meti, kolmandal jélle valgeid jne. Tdhistame glimboliga S, k&i-
kide nuppude arvu n ki#igu jirel. s.t. S. = lln + V,. On :l.lmne,
et kuil n kdigu jédrel on ringjoonel S nnppu Ja Jargmisel kdi-
gul tuleb lisada valgeid nuppe, ai}l.s Sn_l_.lss + Zﬂn, seat iga

musta nmupu Juurdd saab agetada makeimaslselt 2 valget. Jghul
-kui (n+1), kHigul 1isatakse musti nuppe, siis analoogliliselt
%H1<S +2V - .

a) Et mo =1, glig V, & 2. ‘Mo =2 Ja My = 1, 8,< 3,

Sp€17T + 2«12 = 41. Jarelikult el tohi algul ringjoonel olla
rohkem kui 41 nuppu. I#htudes gellest printsiibist, on lihtne
konstrueerida selline 40 nupu paigutus, et pérast neljandat
kiiku Jusb ringjocnele tik.a nupp. Neiteks '

b) Oletame, et igal kHigul lisatakse ringjoonele maksi-
maalne arv nuppe, s.t. esimesel kdigul asetatakae iga muata
nupu Juurds 2 valget, teipel kidigul iga valge nupu Juurde kaks
musta jne. Néitame, et sel juhul Sm_2 = 2311_’,'1 + Sy, Oletame
lihteuse mSttes, et n on paariserv (Jjuhtu, kbti n on pearitu,

—
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vaadeldakse analoogiliselt). Siis
Spe1 =Syt My Ja 8,0 = 85,4+ 2V

n+1'

8 - Sp4q = (8 s)+:a(vn+1 M) =

n+2 n+1

;'Sn+1 -3, ¢ 2(Hh + Vh) = $n+1 + 5,
JErelikult '

Spep = sn‘f 2541 -

Et Sp =1 Ja 8y=3, 8ils 8y = 2.3+41=7, 8, =2.7+3 =
=17, 84=2-17+7=41, S5=2 - 41 +17=99, 8¢ =2 - 99 + 41= 239,
37 = 2.239+99 = 577, SB = 2 .577 +239 é1493. Seega kui ring-

Jjoonel on 1000 muppu, on vaja teha vihemalt 8 kdiku. Niigsiis,
kui algul oleks ringjoonel asunud 1493 nuppu, oleks filesanne
lahendatud. Nditame, et ringjoonele on véimalik asgetada 1000
ruppu nii, et plrast kaheksandat kéiku jé#b sinna 1 nupp.
Fimetame kahte kérvutiolevat game virvi nuppu paariks,
kui mSlemal mupul on tema virvist erineva virviga naabermupp.
On ilmne, et kui igal kidigul 1lisada ringjoonele maksimaalne
arv nuppe, siis plrast ige kiiku vOivad tekkida ainult ithte Ja
sama v8rvl paarid. Olgu P pasaride.arv n kﬁigu jérel. Nditame,
8t Pryp = 8y '
Seame igale nuppude paigutusele ringjoonel vagtavusse
Jjada 84s by, 855 b2, covy By, by, kus 8y Ja by tﬁhistavad vag-~

tavalt mustade ja valgete nuppude seeria pikkusi. Nﬁiteks pai-

gutusele MMMVVMVMI seame vagtavugse Jjada 3, 2, 1, 1, 1, 3.
Olgu n paarisarv. Xui n kiigu jérel saadud paigutusele

vastad Jada 895 b1, 8y 2, eeey By by, siis Jirgmisel kiigul

saadud paigutusele vastab jada 1,2,1,2,1,..4,2, 1,b1+2,_1,2,1,
- 1.b2+2, «+es by+2. Lihtne on ndha, et phrast (n+2) , kidi~

xu saadud paigutusele vastab Jada, milles mustade psaride arv

on
(a,=1) +(b1+1)-+(a2-1)-+(b2+1)-+... +(a=1) +(by#1) = S,
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seaf:paéride 8rv on arvu 2 esinemise kordsus selles jadas, Ji-
relikult Prio = 8,. Uldsust kitsendamate voib eeldada, et vii-

magel ki¥igul lisatekse musta virvi nuppe: Lisame igal kEigul
ringjoonele makgimaalse ervu nuppe Ja viimasel kdigul ligame
mbningatesgse paaridesge kahe nupu asemel iihe. Niilid on lihtne
nkhe, et kul pgaadud paigutusest votta #ra k6ik mustad nupud,
milledel onrn valge naabernupp, siis sasme sama nuppude paigutu-
se, mig oll piraat eelviimest kHiku.

Kui Sg = 1493, siis PB = S¢ = 239. B8eega on sel Jjubul

pragt keheksandat kiikuw vSimelik sasds k&ik paigutused, m:l.lle'
nuppude arv m rahuldab ahelv&rratuat :

. 1493-239 € m < 1493,
kugjuures k&ikidest neisgt paigutnstest on 8 kaiguga vGimalik
saada algpalgutust (s.t. paigutust, kus My = 1 ja Vg =0).

Ulesande lahendemiseks v6tame algpaigutuseks M M M V M V
je lisame igal kiigul maksimaalse arvu nuppe. Et Sog = 6 Ja
S1 = 14, siis 8y = 214 + 6 = 34, 33 2 2.34 + 14 = 82, 34

= 2 +82+ 34 =198, 85 =2 « 198 +82 =478, 86=2 +478 +198 = 1154.
Seegs on pdrast 6. kiilln ringjoonel Pg = 34 = 198 mustade nup-

pude paari. Et 1154 - 198 < 1000, miis on v&imalik gaada pé-
rast 6. kiiku ke paigutust, milles on 1000 nuppu. Toimides
niitid vastupidiselt (s.t., v6ttes nuppe ringjoonelt Era), saame
kune k#igu JHrel palgutuse M M MV M V Ja viimesest omakorda
kahe kiiigu jJHrel pailgutuse, milles on tiks mpp. Jidrelikult l#-
heb vaja tﬁpselt 8 kiHiku.

27. On selge, et pérast piima Jaoﬁamiat oli qeitamenda
plkepiku kruus tiiht, s.%t. seitsmes kruus 0li ka algul #ithi.
Kul téhistade piima esialgeed kogused kruusides eﬂmbolitega ¥y
(1 = 1,2,...,7), siis suuruste ¥y leldmiseks tuleks kirja pan-
na ja lahendada kiillaltki keerukas vSrrandigiisteem. leganne
lahendub aga pslju lihtsamalt, kui vaadelda igal valamigel
Umbervalatud piima koguseid. Olgu need suurused tdhistatud
stimbolitega x; (i = 1, 2, ..., 7). Esimesel valamigel lisandub
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igesse kruusi, vﬁlja arvatud esimene, x1/6 liitrit piima. Tei-
sel ﬂlbervalaliael ligandub k&ikidesse kruugldesse, vilja ar-
vatud teine, xéfﬁ 1iitrit piima jne, Kuna pirsst seitsmendat
valamigt saabub jélle algsels, siis peab igesse krumsi kune
valamisega lisandunud kogus oleme vordne sellest lruusist
véljavalatud piima kogusega. Seega esimese kruusi korral xi -

e % (x5 + x5 + Xy + X5 + Xg + Xq), teise kruusi korral Xy =

-»é (x1 + X3 + X+ X5 + Xg + x7) jne. Liites i-nda v&rrandi

mGlemale poole suuruse & Xy, easme v6rrandid

1 (e .. 7 7
F (x1 + 12 + 13 + 14 -+ x5 + I6 + x7) = g x.! = '6 x2 ® saes ='Gx‘7
ehk.xi =Xy = Xy =X =X = Xg = Xp: Tdhistades selle timber-

valatava koguse téhega x, saame, et esimemes kruusis oli algul
- x 1iitrit piima. Et teises kruusis o0li enme teilst valamist x
liitrit, eiis elgul oli x - § = £ x liitrit piims. Analoogili~

selt, kolmandas kruusis oli algul é x liitrit piims jne.

’ Seega X + gx + éx + gx + Ex +-Bx = 3, kust x ='7 Jére—

1ikult oll Wlgul esimeses kruusis 7, teises 9 kolmandas 4

neljandas-;, viiendaa'7, kuuendas-%_liitrit pPlima, seitames

kruus o0li tiihi.
28, a) Vt. 111,44 punkti a lshendus.

b) Oletame, et leidub kuuekohaline "eriline" arv A, T&-

higtame arvu A slimboliga 22, gelle kolmest ésimeaest numbrist
moodusgtatud ervu sﬂmboliga 12, kolmesgt viimagest numbrist moo-
dustatud arvu sﬂmboliga y . Sellisel juhul saame vOrrandi

100022 + 2 2%, kus 100£x2 <1000, 0<y?< 1000.

Teilsendades seda vﬁrrandit, gaame
' (2 - y)(z + y) = 1000 x°
Pliliame lahendads saadud vorrandit proovimise teel, Kul v&tta

niiteks £ 4+ y = 1000 ming z - y = x°, siis 1000—:2=2y.Et'

¥P< 1000, siis y<32. Seega O <1000 - x°< 64. Seadud vorratuse

-
-
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lehendiks sobib aimult x = 31, kuid seosest 1000 ~ (31)2 = 2y
ei saa eiis leida t#isarvulist vifrtust muutujale y.
Proovime 1000 x* lahutada tegureiks teisiti. Oletame, et
- (2 -y = 500
- . : {z'-i- y = 2!2._
Sils 2x° - 500 = 2y ehk x° - y = 250. Et 04 y<32, aiis 250<
¢ x%( 282, Saadud vorratuse lahendiks sobib elmult 2% = 256.
Siis y = x° ~250 = 6. Jirelikult ssame "erilise™ arva 256036 =
=, 505_2.
Otgides lashendit, kul
z +y = 500 . ]
{Z -y = 212’ | :
saame vOrratuse 218< x°¢ 250, millest x° = 225. Sel jubul y =
= 25 ja A = 225625 = 475 2, MErgime, et Uldse on kuuekohali-
g1 "erilisi" arve viis. Idsaks iilaltoodutele on "eriliged" ar-
vud veel 144400, 324900, 576081.

29. Uldsust kitsendamata v6ib eeldada, et &,< 8 €...€ay.

e - e ey e b

k .
Olgu 8, = ;131 (8y = 0). Konstrueerime otsitaved n rihma jJérg-
miselt. Olgu A, nende vidljakirjutatud arvude hulk, mis asetse-
ved poolloigul 8y ,, Sy]. Nditeme, et hulgad A (k = 1, 2,...,

n) rehuldeved antud HUlesande tingimusi. Hulga Ay maksimaglne
element on Sy. Kul 5,/8, ,%2, siis on ilmne, et hulga Ay mak-

simaalse ja minimealse elemendl suhe ei iileta 2. Seega JaEd
ile vaadelda vaid juhtu, kul S,/S, ,>2. Siis |

a4 + 8y + ..o ¥ ak> 2(3,1 + 8y t e * a.k_1)
Ev Sy =.aq + 8y + .00 + 8y > 8y, sils Jérelikult a e dy,. Tei-
selt poolt on aga ilmne, et arvude sk-.1 Ja 8, vahel ei asetse

. Uhtegi hulga .Ak elementi. PGepoolest, kul nende vshel oleks
‘veel mingl element hulgast 4, (nditeks element t), siis t<a, &
£ 8880k, &8, ning seega summa t liidetavate hulks ei

|
.
i
J'
|
i
!
-!

ehk
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kaulu arvud By Hyqs seey B0 Jérelikult sssb t meksimealne
~ vid#irtus olla vaid 8,485 tees tay 4= S, 4, Wis on ags véimatu,sest
eelduste kohaselt te.]sk_,,, ak[. Jérelikult hulga A, minimsalne
element on a,. Siis tingimuse (1) pdhjal

Bk/ak-'-'- (81 + se0 *+ ak)/ak = 1 + (81 * see *+ ak__,l)/ak'(?..

30. a) Vaatleme kdiki neid.urne, mis on nummerdatud arvu-
dega im, kus k -~ m on psarigsarv. Selliseid urne on 50 (02, 04,
06, 08, 11, 13, eesy 97, 99). Osutub, et need 50 urnl annavadki
" melle i{ilesande lahenduse. Téepooles’t, oleteme, et on antud mingi
kolmekohaline arv 1jk. Ilmselt on selles arvus kgs vihemalt kaks
paarisnumbrit vdil vidhemalt kaks pasritut nuambrit. Kriipgutades
maha iilejéénud kolmanda numbri, saame selle jirjekorranumbriga
pileti lasta mingisse lilalkirjeldatud urni. —

b) Piletit kkk saab paigutada ainult urni kk, Selliseid ur-
ne on 10, Pileteid numbritega x_ﬁ, kus x, y Ja z on pasrikaupa
erineved, on kokkun 10 , 9 . 8 = 720, Ui ab (a # b) saab msksi-
maalselt paigutade 24 piletvit, mille kdik numbrid on erinevad
(need on piletid uab, aub, abu, kus u # a ja u # b), Jérelikuls
on 720'pileti jaoks vaja vidhemalt 720 s 24 = 30 urni, Seega on
kokku vaja vidhemalt 30 + 10 = 40 urni.

¢) Olgu &, sellisgte urnide arv, mille jérjekorranumber al-
gab arvuga k, k = 0, 1, 2, seey9« (Set. me vaatleme urne, mille
jdrjekorranumber on kujul ]E.) Olgu 8 = min [ao'. 843 eoe) a9}.
Uldsust kitsendamata vdib eeldads, et urne kujul U on a tiikii.
Nummerdades vajaduse korral urnid iimber, vdib eeldada, et meil
on vdlja valitud urnid 00, 01, eesy 0(a=1), Vaatlems niiiid pile-
tit numbriga OXy,kus x»a ja y »a. Seda piletit sasb lasta urni
Xy, sest urnid Ox ja Oy ei kuulu eelduste kohaselt viljavalitute
hulka, Suurused X.ja y saavad teineteisest sdltumstult omada
vidrtusi a, a+1, ..., 9, Seega piletite Oxy (x> a,y3a) jaoks
on vaja vihemalt (10-a)(10-a) urni kujul Xy, kus x»a ja yZa.
Urne kujul O# on eelduste kohaselt a, Urne kujul ‘Eﬁ_n__mitte
vihem kui a., Sema v8ib vaita urnide 2%, 3?, seey (a-1)# kohta,
Bsega on kokku urne vihemalt (10-a)(10-a) + a.a = ('IO'-«!n)2 +
+a 2 50. -




31. 0lgu AT.' tipwd A, B Ja C jJa AT tipud A', B' jJja
C'. Vaatleme 16ike AA', BB' Ja CC‘ : Need 161gud on AT1 mrga-
poolitajad. T&epoolest, BAA = ? BA' = A'C = K'AC. Jireli-~
kult 18ik AA' poolitab nurga BAC. Nurkade ABC ja ACB korral on
t8estus analoogliline. Jdrelikult 16igud AA', BB' ja CC' 16iku-
ved ithes punktis O, mis on AT, gigeringjoone keskpunktika.
TGeatusekas piisab,
kui ndidata, et ku-
Jjund AKOL on romb.
Angloogia pShjal on
8iis rombid ka neli-
nurgad BPOR ja CMON.
Siit Jidreldud kuueg~
nurga KIMNFR diago-
-naalide paralleel-
sus  kolmnurga ABC.
kiilgedega. Samuti
Jéreldub sellest, et
murdjooned 1LOP, ROM
‘Ja KON on sirgloi-
gud., Néitame, et ku~-
junda AKOL on romb.
K6igepealt niitame,
et k661-AA' on rig-
t1i k&66luga B'C'.,

Joonims 22.

TGepooclest —~ 1, — 1, —~ o~
A'SB' = 5 (B'CA' +AC') = 5(AC' +B'C +CA') =

I — —_— 1 £ A0
= UGB + ABTC + Ca'B) = 280 o 90°,
Jérelikult on 16ik AA' risti k&Gluga C'B'. Néiteme niiid, et
18ik C'B' poolitab 18igu AO. Et
— 1 -~ 1 _— -
AC'B' = '2 AB' = % B'C = B'C'C ja AOLB'C',
'slis AS = SO Niiild oeﬂiihtne nﬁha, et
: | caa’ =5 CA’ = 2 A'B = A'AB
Jérelikult S = SL. Seegsa nelinurk AKOL on romb.
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- 32. Bt lin (an_n an) = 0, slis fikmeerides ¢€>0,
T&ib leida sellise indeksl E et kui n > N, siis

[oagt = % 2l £ -
8iis ka Ian+1| - glankz € ehk

‘%,,,ﬂ & £ +-2-‘an“- £ +-2- (€ + lan"“) £ 6+%+%*_5§i$

loy |
4... $8+§+...+ :—i"’ n}—{ L2+ 211—5%;_\1 kus M > NW.

Kul val:i.da My nii, et M4 > M ;la %(8 n>M, korrai{.,

siis saame, et .
Iam.ﬂ & 3g, kuin >N, ‘ (1)

Bt £ on suvaline etteantud positiivne reaalarv, giis vﬁrratu-

sest (1) jireldub, et lim a = O.
Il-’m

33. Vi, iil.23 lshendus.

34, Olgu linnade arv n. Nummerdame linnad esimese mers-

rundi 1bimise jérjekorras 1,2;3,...,n. Teisel marsruudil 1&-

bitakse 1linnad mingis teises. Jé&rjestuses 11, 12, ceoy in' TH~

higtame i-ndast limmast k-ndasse linna g8idu meksumuse siimbo-

1iga (i,k), kusjuures loeme, et (i,k) = (k,1). Ulesande tingi-
muste pShjal kehtivad jJirgmised virratused:

(k,k+1) & (k,k+p), (1)

(Laipyq) > (o, (2)

kas r = 1 2,...,n—k Ja k=1 2,...,n~2. Kui :I.p el ole suurim

bulgas {1 L 45.-05dp,i ---iiy], siis leidub selles hulges

olement :Lw@, ot L ..>1, ja vOrratuste (1) ‘ja (2) pGhjal
(:Lp :Lp_|_1) -3 (ip,ip+r) > (1,1, + 1). (3)

-

Kui :I.ll » n, siis shelySrratus (3) kehtidb p vb’.b.rtusje 1,25 0ces
n-1 kerral, ja liites saadud vOrratused, ongl iilgmanne lahen-
datud. J¥relikult v6ib ee¢ldada, et i, A n. Olgu teisel mars—
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| rqudil linna n number q, 8.%. et iq on suurin.hulgui {i iiq+1;n;

- 1'+2,...,in}3ns., kuni gaame, et i = max{iu+1,'iu*2,....in]
Selliselt oleme vélja eraldanud kﬁik 11nnad 4 ’is’it"“’ju i‘ll’

millede numbrid on suuremad kblglst neile teisel marsruudil
jérgnevate linnade numbritest. Nende linnade korral el kehtl
shelvSrratus (3), kuid vorratuste 91) ja (2) pShjal

(1gsigeq) 2 (igelg) 7 150y + 1),

sest i < iq ja linn 1 Jérgneb teisel muraruudil linnale iq.
Analoogiliselt gaame, et

(4, ’is+1) > (1 ,1.,;) > (.14 + 1) Jne.,
und (iu, u+1) > (1,1, ) > (in,in + 1). Kokku vottes olems
nende linnade jaoks, mille numbrid on suuremad k8ligl nelle
Jirgnevate linnade numbritest, saamd vSrratused:
- - (iq’iq+1) } (ia’ig + 1)!
(is’is'+1) 2 (it’i‘b‘ + 1):

t'.,

(prdy) > Upedp + 1)

Ulejutnud linnade 1, korral kehtivad vOrratused

(ip’jfp.+1) > (:Lpsj‘-p + 1),

Liites saadud vOrratused, nHeme et

= 0> 5 (k)
+1,
| E1 kM1 k; Seullid
g.t. et s6it telsel marsruudi]l ei ole odavam kui s&it esimesel
marsruudil. '

35. Fikseerime selle ruudu jacks koordinaattel jestiku
nii, et ruudu ks tipp asuks koordinaatide alguspunktia ja
ruudu kiiljed asukeid koordineattelgedel. Selligel Juhul on
rundu servadel asuvate sSlmpunktide koordinaadid mial (0,k),
(k,0), (100,k), (k,100), lus = 1,2,...,99. Ruudu sisemses
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on s8lmpunkte 992,‘5.0. paaritu arv. Nditame, et kui kSikidest
ruudu servddellasuvateat s6lmpunktidest algavad mirdjooned,
"siis lébivad need kokku paarisarv ruudu sisemuses asuveid s&lm-
punkte., Vaatleme nHiteks juhtu, kus murd joon algeb punktist
(0,1) Ja lopeb punktis (k,0). Néiteme, et selle murdjoone poolt
ldbitavate sSlmpunkilde arv on sama paarsusega, mis arv i+k-1.
Ioepooleat, sisemiste sblmpunktide arv murdjoonel on iihe vSrra
viikeem murdjoone liilide arvust. JHrelikult tuleb niidata, et

djoone liilide arv on sama paarsusega, kui i+k. Kuid see on
:E:ne, sest murdjoone horisontaalgete liilide arv maab erineda
arvust k vaid paarisarvu vGrra Ja vertikaalgete liilide arv
gaeb erineda arvust i samuti paariservu vbrra. Jirelikult e&lm-
punktide arv vaadeldaval murdjoonel on kujul i+k-1+2m.

Ulejddmud juhud (s.t. Jubud, kus murdjoone alg- ja 18pp=-

punkt asuvad mingitel telstel gervadel) on ansloogilised. K&i~
kidel juhtudel tuleb sSlmpunktide arvu pasrsus samagugune kui
arval l+k-1, Seega kbikide murdjoonte poolt liébitavate s&im-
punktide arvu psarsus on sams mis arvul

D e =4 53_2,1;198.
K =1 '

Jirelikult lébitakse paarimarv s&lmpunkte, -séega leidub ruudu
psigemuges lébimata sSlmpunkt. -

36. Eui m = n = 2, giis on {ilesande vHite kehtivuses
lihtne veenduda proovimise abil, Oletame niiiid, et m> 2 Jan>2.
Uldsust kitsendemata v8ib eeldada, et Xy = maX (X;3Xpsee0,X)

lay, = nax (y.l,ya,...,yn) Eui x, = y,, siig v6ib vBrduse m6-
lemat poolt taandada suurusega X ( = yn). Oletg.me, et X, > ¥,
(Jubtu, kus x < ¥,» vaadeldakse analoogiliselt).- Siis v&ib an-

tud vorduse kirjutade kujul
x, +12+"'+xm1+(11n yn)=y1+y2+...+yn 1° -€1)

Kui § =F y; Je S F Yi» ®ils y, > S/n ning S'—S«-yné=

¢£8-8/n £ (n=1)m, seat et S<mn. Seega rahuldab ka vordus (1)
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#ilesande tingimusi. “Kui selle v8rduse korral kshtib illesande
vdide, giig kehtib mee ka eslialgse vorduse korral, sest esli~
algses vSrduges v&ib meha kriipsutada needsamad liikmad, mis
vorduses {1).

Korrates sama protseduuri, Jouame vSrduseni, kus ithel
pool on kindlastl kake lildetavat. Vaatleme sellist vSrdust

X, + X, = ?i Yy e + ¥ & 2k | (2)
Oletame, et x, & X, Ja et yy = max.(y1,yﬁ,...,yk)- THhistame
X, + X; = 8. Oletame niilld, et vSrduses (2) el saa iilaltoodud
lahutamise proteseduuri jétkata, s.t. et x, < 7. Et x, > 8/2
ja 8 < 2k, siis y, > 8/2 ja y4 . Fp + eoe + Fruq < Ko Viimase
vérratuse kehtimiseks on vaid Uks vSimalus: g =g = ees -

Vg1 = 1. Et x, < 8/2<k, sils v6ime vorduses (2) vasakult

maha tSmmata x4 ja paremalt poolt x4 ilhte. Seega on-lilesanne
lahendatud. ‘

»”

37. Esmalt mirgistame #ra k&ige - guurema ruudu Ay Ja.

veatleme k6iki neid ruute, mille keskpunkt asub viljaspool
ruutu A1. Valime nende ruutude hulgast suurima, olgu see A2,

jo mirgistame ta Hra. Edasi vaatleme Kk6iki neid muute, mille
keskpunkt asub vH#ljaspool hulka 11LJA2 je mirgigtame #dra suu-

rima nende hulgast, milleks olgu ruut A3'jne.

Nii satub iga ruudu keskpunkt mingisse mirgistatud runtu.
Oletame niitid vastuvditeliselt, et mingi ruudu B keskpunkt O
sattus rohkem kui nelja mérgistatud ruutu. Xui B on mirgista-
tud ruut, siis see on viimatu, sest konstruktaiooni kohaselt
mérgistatud ruudu keskpunkt el ageise kunagi',m;ngiﬂ teisesn
midrgistatud ruudus.

Jirelikult ruut B saab olla ainult mirgistamata. TSmbame
. 1#@bi ruundu B keskpunkti koordinaattelgedega paralleelsed sir-
ged. Need jaotavad tasepinna neljaks osaks. Et ruut B on eel-
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duste kohaselt kaetud v#hemalt
vile mirgistatud runduga, siils
peeb tesandi mingil omal olema
iy . kehe mirgistatud ruudu, n#iteks
A, Ja A, keskpunktid ¢y Ja Cp
(vt. Joon. 23). Uldgust kitsen-
damata v5ib eeldada, et 010 &
% GZO. Sel juhul on ilmne, et
01€ A2 Kuid 1ihe mirgistatud
ruudu kegkpunkt el sas olla tei-
ses mErgigtetud ruudus. Seega
saime vastuolu. Jirelikult ei
asu fthegi ruudu keskpunkt mitte
. enam kui neljas miirgistatud

Joonis ’23. ‘ ruudus. - )

38. a) Jirjesteme kagluvihid raskuse jérgi. Asetame va-
sakpoolsele kaalukauslile k&ige kergema. Seejérel asetame parem-
poolsele ksalukausile raskuselt jérgmise kaaluvihi. Edasi age-
tame vesakpoolsele raskuselt jérgmise kaaluvihi Jne. Et iga
Jdrgnev viht on raskem eelmisest, siils vajub igal kaslumisel
alla Bee,kéuss, kubu viimati aseteti wviht.

b) Vaatleme k&igepealt sdna VVV...VV. Vastava kaslumiste
seeria gaame, kui asetame vihite ainult vasakpoolsele kaalukau-
gile. See pole aga ainus v6imalus. Nditame, et vihte saad kaa-
lule asetada selliselt, et slati vajub alla vasskpoolne kaelu~
kauss Ja seejuures piHrsst viimase vihi agetamist erinevad
kaalukaussidel olevad koormused teineteisest mitte rohkem kui
kaalub k6ige raskem viht. . -

Olgu kaaluvihtide raskused kasvevas jirjekorras m,, Ty y
seey My, B.%. LBy < eee <M. Asetame vasakule keusile jér—

Jeat vihid Mgy M3y eeey My, kui n on paaritu, v&i Doy Myy eco,y

m,, kui n on paarisarv. Seejérel ametame {ilejdtinud vihid pare-
male. Et m1>0, m3>m2, m5> Mgy soey m,>my g9 8iis pagritu n
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korral _ )
m1+m3+..;+mn>m2+m4+...fmn_1.
Seega on kogu aeg vasakpoolne kaalukesuss ragkem. Paarigarvuli-
se n korrnl gaame vorratustest .

, > M4, m4>msm6>m5$ sesy Wy DM, 4
samutl, et .
B, + mﬁ toeee + > By + My + oo + Wy qs
mig iitleb, et vasakpoolne kaalukauss on kogu aeg raskem. Pane-
- me nilild tdhele, et paaritu n korral on vihid 1l6puks kaaludel
tédpselt samuti nagu gbnale VEVPVP...V vastava kaaslumise korral
punkiis e kirjeldatud meetodil. Jérelikult, kui vStame vasa-
kult &ra vihi m , langed alla parempoolne kaaiukanss. Seega on
kaalukaussidel olévate koormuste erinevus viiksem kui m,. Pag-
rigarvulise n korral on vihid 1l&6puks kaalul samuti nagu sbnale
PYPV...V vastava kaalumiste seeria korrasl, kul kasutada punk-
tis a kirjeldatud meetodit. Xui niliid v6tame vasakult &#ra vihi
m, langeb allas parempoolne ksalukeuss, s.t. Jdlle on kaalu-
kaugsidel olevate koormuste erinevus viiksem kui m,.

0lgu niifid antud mingi n-theline sbna tihtedest V ja P:
W..'.V ?P...P W...V ?PLOIE LN ] »
ko b ks ky
kus k1 vSib olla ka null, Jaotame vihid*n1, Doy ooy My, Erup-
pidesse

(mi, Bys caay mk1),-(mk1+1..nk1+2. cees mk1+k2)’ cee o

Kilild asetame esimese gruﬁi'vihid jérjest kaalule vastavalt k1-
~tiihelisele slnale VV...V nii, et 1l6puks kaalukaussidel oleva
koormuse erinevus ei oleks suurem kui mk-. Seejirel asgetame

parempoolsele kaaluksusile vihi “k +1° - Et mk 2 > mk +1 >-mk .'
siis vihi mk +1 (v61i vihi “L +2) asetamisel parammqolsela kaa-

lukaugile langeb see alla. Edasi asetamegi teise grupl vihiad
kaalule vestavalt k,-tihelisele sOnale PP..,P nii, et 1opuks
kaaluksussidel oleva koormuse erinevus el oleks suurem kuil
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lk1+k2; Ana}oogiliaelt Jétkates maamegi kaalﬁmiate seeris, mis
vastab antud sénale. -
39. Vt. #11.31 lahendus. ‘ |
40. Vi, ii1.32 lahehdua.

41-0n teada, et kolm punkti, mis ei asu fihel sirgel,

miHravad ringjoone ning neli punkti, mis ei asu iihel tasandil,
mBdravad sfddri. Niisiie, hulktehuka tipp T, Ja servade ots~
punktid T2, A Ja B md#ravad sféiri S1 {(joon., 24). L6igates sme-
- da sfidri tasandiza T1AB, sasme ringjoone, millel asuvad punk-
t1d T1, A ja B, jédrelikmnlt ka tahu T1AB kbik iile jédnud tipud.
Seega amuvad tahu T1AB k6ik tipud
gPidril S.'. Samal viigil arutle- A .
des gaame, et afilril S1 on ka '
tahkude BT T2D Ja AT 1750 koik ti-
pud. Analoogiline arutlus nditab,
et T CD, AT 1T5C Ja DT T1B tipud
asuvad thisel sfatril 82 Sfédri-
del. S1 ja S, on vihemalt neli
thist punkti(§1,52,h'ja B), Seega
need sfalrid iihtivad: S;= 5,= 8. Joonis 24.

Edasl vaatleme tippude A, B, C ja D Juures olevaid tahke.
Ka nende tehknde k6ik tipud asuvad gfisril s. Analoogilimelt
arutlust jitkates maamegi, et antud hulktshuka k6ik tipud asu-
vad sfddril s.

42. Samb kiill. Vaatleme seda hulkliiget prast seitsmen-
dat kHiku. Siig on kHigul B. Esimese kuue ki#igu jooksul sasb B
minglde nii, et jirele jHib mitte rohkem kui tiks tidrnm mmtuja
x kOikide paarimarvuliste astmete ees. Seega oR pérast Te kéii-
ku kaks v&imalust:
1) asendamata on iiks paerisastme ja tike paarituastme kordaja,
2) sgendamata on keks paarituastme kordajat.

Esimesel Juhul kirjutab B Jérelejddnud paarisssime kor-
dajaks se;lise arvu, et kﬁik%de pearigastmete ees olevate komp=
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dajate summa oleks null \(hulkliikme vabaliiget vaadeldakse lkui
“xP kordajat). Jérelikult x = X1 korral s61ltub hulkliilme vir-
tus aimult kordajatest muubuja x paasritute astmete ees. S61tu=-
mata A viimesest kiigust, on antud hulkliikmel x = 1 ja x = =1
korral vastandarvulised vi#drtused.(Paaritu funktsiooni omadus!)

Teisel Juhul v6ib B toimida jérgmiselt, Oletame, et kir-
Jutamata on kordajad astmete o+ Ja xom+ eeg. Siis lelab B
slisteemigt

{ Q(-3) + a(-3)2™1 4 p(-3)241 L g )

Q(2) + a o298t L0201 -

suurused a = a; ja b = b, ning Kirjutab arvu s, astme oo+
ette (Q(x) on hulkliikme P(x) see osa, kubu kordajad on sisse
kirjutatud. Iihtne on né‘.ha, et sliateem (1) on tSepoolest la~

henduv, sest determinant D = -(32m+1p2n+1 _ S2miz2ndly 4 gy

Heii'l:ame, et sﬁltuvalt A viimagsest kHigust on hulkliilmel .
P(x) kas erimirgilised vHirtused kohal X = 2 ja X = -3, v&l
P(2) = P(-3) = O. TOepoolest, kui A kirjutab astme x22*1 otte
‘kordaja by, siis P(2) = P(-=3) = 0. Kul viimane kordajt_a.b > bgs

siile
P(2) = Q(2) + 822™" + b. 221 & q(2) + ay2®™ 4

ning , \ ‘
P(-3) = Q(-3) + ay(-3)""*1 4 (-3)27*1 & q(-3) +
+ B‘o( 3)2m+1 + Db ( 3)2n+1 + (b b )( 3)21‘1'!'1

= (b-b )( ~3)28+1 £ o,

Kui viimane A poolt kirjutatud kordaja b < b siis saab ana-
loogilisgelt n#idata, et P(2) < 0 ja P(-3) > 0. Jirelikult peab
vorrandil P(x) = O olema lahend x,, kus xy< ]-3,2[.

43. Vt. #1.23 lahendus.
A4, Téhigtame P(x) = x°
Siis P(a(x)) = (Q(x))2- & = 0+ 2px° +(2q+p2)x* + 2(pq +1)0 +

-, Qﬁx),=x3+px2 + gx + T.
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+ (q2 + 2-pzj)12 + 2rgx + r - Jja

QP(x)) = (P(x))> + p(P(x))2 + q P(x) + 7 = :
= xs + (p-—3o&.)x4 + (3062+q-2po£)12 + pqca -AQ + DT - x®3,

Vordusest P(Q(x)) = Q(P(x)) j¥reldub vastavate samade astmete
ees olevate kordajate vordus, seega p = r = 0. Kui = 0, sils

P(x) = 12, Q(x) = x3. Kui & # 0, siis pead & = 2 ja q = =3.

S’el';linlml P(x) = x° - 2 Ja Q(x) = © - 3x. Viimene on ainus
kolmanda astme hulkliige, mis kommuteerub hulkliikmega P(x) =
= -2, ' '

Kui analoogilisel viisil otsida esimese astme hulkliik-
meid, siis selgub, et hulkliikmega P(x) = x° - kommuteerub
eimult Uks esimese estme hulkliige Q(x).= x. Teise astme hulk-
1iilmeid, mis kommuteeruvad hulkliikmega P(x) = x° - o, on ga-
muti tkes Q(X) = x° - &k . - !
| b) Olgu P(x) = 22+pz:+q Ja Q(x) =-xk+a1zk'1+...+ak.
Siis . A

CQ(R(D) = (Bx))E + 8y (T 4 Ll 4 ey
Ja ' -

P(Q(x)) = (Kx¥F +p Q(x) + q.
Arvud Prdy848594..,8, Bilrame vastavate astmete ees olevate
kordajate ySrdlemisel hulkliikmetes Q(P(x)) ja P(Q(x)). Need
on 2k~astme hulkliikmed. Astme x2K kordaja on mSlemas 1. Aste

x2k~1 eéineb hulkliikmes Q(P(x)) ainult avaldises (P(x))k,'
sest (P(x))¥"1 on juba (2k-2)-sstme hulkliige. Tehisteme astme |

ka"'1 kordaja hulkliikmes Q(P(x)) sum.'boliga K(p,q), sgest ta
sﬁl’gub airult hulkliikme P(x) kordajatest. Hulkliikmes P(Q(x))

tekib aste ka-‘l_ avaldises (‘Q(x))2 astmete x5 ja x**1 xorruta-
mimel, gseega -sﬂ_ltub astme 121""1 kordaja ainult suurusest 8qe

Tdhistame agtme x°X—! kordaja avaldises P(Q(x)) stimboliga L(a1).-.
Vordusest L(a;) = K(p,q) arvuteme antud suuruste p ja q jhrgl
kordaja a,. See on vSimalik, sest avaldises I-(é.1) on a, egime-

-
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seg agtmes (lihtne arvutua niitab, et L(a1) = 2a1). Edasl, as-
te x°K™2 tekib hulkliikmea-P(Q(x)) agtmete x* ja xk-2 ning

xk=1 ja xk"1 korrutamisel avaldises (Q(x))a, gseega tema korda~
ja L(a,,a,) s81ltub aimult suurustest 8, Ja a5, kusjuures a, on

aveldises L(ay,a,) esimeses astmes. Hulkliikmes Q(P(x)) esineb

aste x°52 ginult avaldistes (P(x))k'ja (P(x))k"1, peega tema
kordaja K(p,q,a,) s0ltub almlt suurustest p, g ja ai. Vordu~
pest L(a1.a2) = P(p,q,a1) arvutame teadaolevate suuruste p, q,
" a4 abil kordaja a,» Kordaja a5 arvutame seosest L(a1,a2,a ) =
= K(p,q,a1,a2), korrates {laltoodud arutlust. Nii JHtkates
gsaame arvutada kordajad BysBosrvey By qs olles virrelnud ast-

mete xak'1: x2k-2’ cees 21 ees olevaid kordajaid hulkliikme-
tes P(Q(x)) ja Q(P(x)). Kordaja By é&vutamisekp virdleme agtme
xX kordajaid. Erinevalt esimese punkti kieitlusest tuleb mfitld
hulkliilmes P(Q(x)) arveatiedsa ka avaldist p. Q(x), kus zk kore=

dajeks on p. Avaldises (Q(x))? tekiﬁ aste x¥ astmete £ ja xp,

k 1 ja x, xk 2 Ja 12, s kKorrutamisel. Seega vOime astme xk
kordaja hulkliilmes P(Q(x)) tHhistada L(p,a1,32,...,ak), kus

suurus a, on esimeses astmes. Hulkliikmes Q(P(x)) on astme x*
kordeja K(p,q, 1,a2,...,ak_1) Jja seega osutub ak leidmine voi-
malikuke ka antud juhul.

Jirelikult oleme hulkliilmete P(x) je Q(x) kommmtatiiv-
guse tingimuse pShjal leidnud hulkliikme Q(x) kordajate jaoks
almlt tthed kindlad vdirtused, s.t. et antud hulkliikmege P(x)
el saa kommuteeruda kesks erinevat k-astme hulkliiget.
Mirkus. Et kehtiks vb6rdus P(Q(x)) = Q(P(x)), peavad loomuli-

lalt ke astmete x* ', x*2, ..., x', X° kordajad nendes

hulklitkmetes olema vbrdsed. Jirelikmlt, hulkliige Q(x),

mille kordajad me eespaol arvutasime, vOlb ka mitte kom=-

mitegruda hulkliilmega P(x). Sel Juhul pole iihtegl k-ast-

me hulkliiget, mis kemmuteerub hulkliikmege P(x).
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¢) Neljanda astme hulkliige P(P(x)) Ja kaheksanda astime
hulkliige P(P(P(x))) kommuteeruvad hulkliikmege P(x). Punkti b
pShjal rohkem selliseid hulkliilmeid ef ole. -

. 4) N¥ii hulkliige Q(R(x)) kui ka lmlkli:l.ge R.(Q(x)) kommu--

'teezuwaﬂ hulkliikmega P(x). P6epoolest, :
Q(R(P(x))) = Q(P(R(x))) = P(Q(R(x))) Ja

o, - R(Q(P(x))) = R(P(Q(x))) = P(R(Q(x))).

Punkti b p6hjal Q(R(x)) = R(Q(x)), s.t. bulkliilmed R(x) ja

'q(x)'bomteemva@ omavahel. | |

e) Siin pesb. ktigepealt tegema weidi ecltttd. Teame, et
 Pg(x) = 2 - 3x (vi. punkt &), Py(x) = Bp(Py(x)), Pglx) =
= Po(Po(Py(x))) (vt. punkt o). Kergestl saame ka, ¥t Pg(x) =
= 24(P,(x)). KOik need hulkliikmed kommuteeruvad hulkliilmega

'Py(x), Jérelikult ka omavehel. Vahetu arvutamisega leisme ke
Fg(x) ja Po(x). Seega -

Pp(x) m -2, Pe(x) = 20 ~ 6zt + 922 - 2,
Pi(x) = © - 3x, Pa(x) = x! = T2 + W2 - Tx,
2,(x) = xt - 42 42, P(x) = 2B - 82 + 200t - 1622 + 2.

Ilmneb, et k = 4,5,6,7,8 korral kshtib seos
Pk(X) = X Pk-1(’§) - Pk_é(x)o (1)
Bams seosega defineerime hulkliikmed P, (x) koikide tilejHiinud
k vilirtuste jaoks. Niiild tuled ndidata, et selliselt saadud
bulkliikmed P (x) kommuteeruvad hulkliikmega Pe(x) _Eeldame,

ot hnlkliikmed Py 2(1) Ja Py 1(x) ‘kommuteeruvad hulkliikmega
Py(x). Siis

k(P‘?(I)) PE(I)OPk_-l(Pz(x)) Pk 2(P (I)) = 2(1) Pz(P 1(1)) -
~ Py (@) = (F-2)[P8_,(x)-2] - [P ,(x)-2).

Leigme ka :
Pp(Py(x)) = PE(x) - 2 =

= 2. B2_ (x) - 2x - By_q(x) o By_p(x) + P2 (x) - 2.
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Et oleks P,(P,(x)) = P (P,(x)), peab kehtima vOrdus
T2 (0 B () - P2 (m) B ) =2 -k (2)

Allpool niitame, et vSrdus (2) kehtid k6ikide valemiga (1) mH&-
ratud bulkliikmete korral. Sellega saab lihtlasi tﬁeatatud. et
k5ik hulkliikmed P (x) kommuteeruvad hmlkliikmega P, o(x), mest
P7(x) ja Pa(x) knmmnteeruvad hulkliikmega Pz(x) ja seoge (2)

~ $6ttu saab rakendads matemaatilise induktgioconi meetodit. Punk-
tist d omakorda jéreldub, et hulkliikmed Py (x) ja Pj(x) kommu~

teeruvad omavehel, kul k ja J on suvalised naturaalarvud.

- T6estame seose (2) kehtivuse. Eeldame, et vOrdus (2) on

6ige mingl naturaalarvu i korral (niditeks i = 4 korral). Lela-

me. vorduse (2) vagaku poole k=141 korresl, arvestades seoat

(1): ‘

x B, (x) « By_q(x) - P2(x) = BF_4(x) =
- x[x.ri J(x) - Pi.acxn]ri_1cx) [x By_q(x) - By _p(0)]2 -

- 22_(x) = x By_y(x) By p(x) - Bop(x) - BE_j(x) = P-4

Seega on seos (2) t8estatud. -
Osutub, et hulkliilkmeid Py (x) saab konstrueerida ke tei-
siti. Olgu

-

%+ +7% 2 B (4 + t"1), (3)

s.t. et esitame funktsiooni tk + t7E hulkliikmene suuruseat
$ + t~'. Niiteks

2 +472 2 (s +171)2 -2, sitt By(x) = 2 - 24
et e w306+ 8D, By & 2 - 3z
Asjaolu, et seos (3) miilirab k-astme hulkliikwe, jéreldub mate-
magstilige induktsiooni ebil secsest .
5 4 t7E w (5 4s7 D (e gm ) L (B2 4y (2D, (4)
Saadud hulkliikmets pasriksupe kommteeruvus on samuti liht-

salt tﬁeatatav. T6epoolest,

P (By(t + £71)) = B (™ + t7T) = (tME &+ ($)E . 4 ¢ t‘“k'.

= 418 4TI LR (8 4 67E) o P(RL(b + =.
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' /
 ®ghigtades t+t” = x, sasme, et P (B (x)) = B (P.(x)). Seege
on Pk(x) Ja Pm(x) kommiteeruvad. Kui niilid eeldads, et t on
reasalarv, siis {x| = ’1: + £ |> 2 Ja seega on Pk(x) ja Pm(x)

kommuteeruvus tlestatud vaid nende x viddrtuste korral, kuse
|x! > 2., Kuid miski e¢i sega meid vaatlemast kompleksarvulisi
t vddrbtusi, seat seos (4) kehtib nii reaalarvuliste kui ka
kompleksarvuliste t vddrtuste korral.

45. a) Kahekohaline "eriline" arv pesb algama rumbriga 1.'
4 v61 94 Lihtne on veenduda, et gobib vaid 49. Weljeskohaliste
"eriliste" _arvude leidmigeks vaatleme esmalt arve lkujul 16m=.

Et 40% = 1600, 412 = 1681 ja 422 > 1700, sils saame "erilige"
arva 1681. Kuid Yerilist™ arvu kujul 25&% el leidu, sest 502 =
= 2500 ja 512 = 2601 > 2600. Ei leidu ka "eriliei® arve kujul
36m%, 49mk, 64x% ja B1%E, gest (10k +1)2 -(10k)2>.100, kul
5<%kg 9. JHrelikult otsitavad arvud on 49 ja 1681.

b) Kui tlhistada o*yitava 20-kohalise ‘"erilise" arvu A
kilmmest esimesest numbrist moodustatud arv siimboliga x° Jje
kiinmest viimesest numbris'b moodustatud arv slimboliga y2, siis

A e 101052 4 32 _ 52 , dus 10%¢ 2 <10 jao<y2< 1010,
lesande iiks v6imalikest lshendustest on jérgmine. Xir-
Jutame lEhtevOrrandi kujul
(1051:)2+;§r2 = g2
Ja piiiame kasutada . Pythagorase "kolmikute® iildkuju:
10°x = 2 kem,
¥y = (n? - n?)x,
- Z = (m2+n2)k. .
Votteas k = 1, Jéreldudb kitsendustest x ja y kohta, et

100/ V16 < 2mm < 10" "3a 0 < m? - 52 < 10°.
5iit on ndéha, et m Ja n on ligikeudu v6rdsed ja nende suurus-
Jark on 105. Véttes niiteks m = 10° ja n = 105 - 1, ssame, et
mSlemad vdrratused on "peaaegu" taidetud Viga v6ib parandeda
nditeks nii: vbtame m= 10 /2 Jan =10 /2-1. Lihtne on ngha,

e
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et sel juhul x = 2mn/10° = n = 10°/2 Ja y = m2 - n2 = 107 =1,
seegae A = 24 999 000 019 999 800 001,

Egitatud lahendusviis opn killlaltki kunstlik. Punktis o
vaatlemé lghendusi, mis on tunduvalt loomulikum_ Jja mida voib
rakendada ka kiHesoleva punkti 1ahepdamiael.

¢) Antud juhml sasb otsitava arvu iiles kirjutsda jérgmi-
selt: . - _ L
A= ™M0Px)24 32222, xus 10494 22 1050 3a 0<32< 105,
Kui votta y = O, siis & = 10%7x. Et y # 0, sile 2z = 10%°x + t,
kus t > 1. Rditame, et t = 1. T6epoolest, kui oletada vastu-
viditeliselt, et t > 2, giis’

(10%%x)2 + y% = (10%°x)2 + 2 « 10Px t + 12,
millept - S ,
y2 = 2.10%xt + 12> 2.10%5xt > 2.10%%. \/16.1024.2 > 1050,
mis on aga vastuolus algtingimustega. Jhrelikult t = 1 ja y° =
= 2 .10%%% +1. ".Seega .

(y - Dy +1) = 2.1z = 226,525, 4,

Bt (y +1) - (y =1) = 2, siip liks tegureist, (y +1) vo6i (y-1),
on kujul 2¢c, kus ¢ on paaritu arv, Ja teine tegur om kujul
22501. Vaadeldes nende tegurite jaguvust 5-ga, ilmmeb, et ai-
nult Uks neist tegureist saab jaghde 5-ga. Seega saame 4 voi-
malust: ' ' :

1){y—-1=2o5250 2) {y+1=_2-525c
3) (y - 1= 52222, 4) [y + 1= 522225,
T ly 4+ 1= 2¢ ¥y-1=2c.

Kolmaes vG6imelus langeb &ra, sest sel juhul y - 1 = 10256;i Ja
y2> 105'0, mis on ags vSimatu. Neljandal juhul pesb C 4 =1, gest
vestasel korral 72 > 10°°, mis on voimatu. Vottes siis c, = 1,

saame lahendi _ .
¥y = 1025 -1 Ja x 3%01025 - 1.

Esimesel juhul .
o = (y=1)/2 +5%% £ 102772, 525 . 224,
Teisel Juhul

) c=(y+ 1)/2- 5254 224 , %-‘5"25.
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Et ¢ on natureaslarv, siis ¢ & 224. éeega nii epimepgel ¥ui 1. 4 -
sel juml O < ¢ & 2°%. Lahutedes nii esimesel ki teimel Juhul
- fihest vbrrandist teise, saame vastavalt

2599 - 26, = =2 ja 2.5%% - 22%, a2
ehk
5% - 22%, = ~1 32 5% - 22%c, = 1.

Nditame, et kumbagi saadud vSrrandit v6ib rahuldada makaimaal—
selt iiks naturaalarvuline c vidrtus, kus O < ¢ < 22%. Vaatleme
lihtsuse mb6ttes emimest vSrrandit. Oletame, et sel vorrandil

on kaks lshendit c=a Ja c=b (vastavad ¢4 vilirtused olgu ¢,

Jacyp), dus 0<ag2®® Ja 0<b<2?4. gel jumul 525(a-b) -

~- 224(01a - °1b) = 0 ning seega peab & « b jagumé arvuga 224,
mis on aga vSimatu. Analoogiliselt vaadeldakse ka teigt vGr—
randit, Jédrelikult v6ib nii esimesel lui teisel juhul leiduda
mitte rohkem kui Uks "eriline" arv. Seega 100-kohalisgi "erili-
ai" arve el saa olla rohkem kui kolm. E

Iihtne on ndha, et ilsltoodud hinnang on rakendetav k&i-
kidele 4m-kchalistele "erilimtele" arvudele, s.t. et 4iga m
korral v6ib leiduds meksimaalselt kolm 4m-kohalist "erilist"
arvu.

d) Antud juhul saab iilesande tingimuste pShjal vérrandi

10522 + 32 o 22, kus 10 ¢ 22 ¢ 10" 32 0<y2< 1075,

hk .
- (z - y)(z +y) = 1072 £2.

Lahendame iilegande proovimise teel. Selleka lahutame suu
ruse 1017x2 tegureiks nHiteks Jérgmiselt:

{Z-y=501014,
Elimineerides muutuja z, saame vérrandi

222 = 2y = 5410 ehk 2 - y = 25 . 1013,
Nﬁitams, et kul x = [V25 -10|j]+-1, 9113 on {ilesanune lahen-
datud. T6epoolest, = 2,5 -1014, mis el ole vastuolus alg-

tingimustega. Suuruse y Jjacks saame tingimuse
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y=x2-25.1013¢ 2[V25.101) < 2.5. 10 V10 = 107 V10
ehk ' a '
mis pole samuti vastuolus algtingimustega. Jhrelilult eksis-
teeridb 30~kohaline "eriline" arv. ‘

Et V25 O'IIO.IE = 15811388,3..., siis x; [\/2‘5 . 10'3] -;-1

= 15811389 Jay = x° ~ 25 1012 = 22109321

A = 27" = 250 000 022 109 321 492 822 075 081 041,

T 7

46. Punktide a, b ja ¢ lahendus on analoogiline {il. 29
lahendusega. - |

d) Uldsust kitsendamata v&6ib eeldada, et marslaste ti-
hestik koosneb siimbolitest 0,1,2, ..., 9. Jaotame tdhestiku 4
kolmeks hulgaks nii, et A = A|UA, UA,, kus Ay = [051;2], 4, =
{3:4;5} Ja 45 = {6;7;8;9]. Vaatleme eesnimedena koiki neid ka-
hetéhelig]l sfmu xy, kus x Ja y kunluvead iihte ja samasse hulka
Ay (4 =1,2,3), s.t. 00,01,02,10,11,12,20,21,22,33,34,35,43,
44,45,53,54,55,66,67,68,69,76,77,78,79,86,87,88,89, 96,97, 98, 99.
S8elliseid eesnimesid on 3«3+ 3+3+4 +4 = 34. Nditame, et v6ib
18bl ajada nende 34 eesnimega. TPSepoolest, kui on antud pere-
konnanimi Xyzu, siis tihtede x,y,z ja u hulgas leidub vihemalt
kakas téhte, nis kuuluved thte ja samasse hulka Ay (1=1,2,3).
Kriipsutades perekonnanimest xyzu meba keks iilejdtnud tihte,
gaame {the 34-st eegniment. geega middunud sajandil said mars-
lased 1l#bi ajada 34 eesnimega.

e) Vaatleme slgul juhtu, kus k =4. Naitame, et see tean-
dub juhule, kus k =3. Oletame, et perekonnanimede arv kujul k®
on a,. Olgu a = min(ao,a1,...ign). Uldsust kitsendamata voib
eeldada, et eesnimesid kujul O on a tiikki. Vajaduse korral
slimboleid- iimber paigutades v8ib saavutada olukorre, et egine-
vad eesnimed 00,01,02,,..,0(a~1). Vadtleme niliiid perekonnanime~
sid kujul Oxyz, kus x2>e,y>2a jaz > a. On selge, et kui O
Jétta maha tOmbamata, sils selle perekonnanime jacks ei leidun
soblivat eesnime. JHrelikult, msha tuleb t&mmata igal juhul stim-
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bol O, Seega {ilesanne taandub sellele, et antud eesnimedele on
vaja lisada veel sellimed eesnimed, mis vSimaldaksid k8ikvSima--
likel kombinatsioconidel Xyz valids enesele gobiv eesnimi. Ji-
relikult on ilesanne tasndunud juhule, kus k = 3, kuid l#hte-
hulga {0;1;2;...;9} gsemel on hulk {a;a+1;...;9}. Analoogili-
selt punktiga ¢ (vt. #11.30) saab ndidata, et selliste kolme-~
kohaliste kombinatsioonide jaoks vajaminevate eesnimede arv el
ole véikeem kui (10 -a -k)%+k?, kus k on mingl arv 1 ja 10-a
vahel. Edagi, eesnimesid kujul Oii.Tl;,E;,...,(a-ﬂx on vihemalt
a? tikid, Seega on eesnimede arv vihemalt a2 + ko-+ (10 -'(a+k))2.
Téhistades 10 -~ (a + k) = b, saame, et vaja on minimiseerida
avaldls B = & + k2 +.b°, kus a + k + b = 10. Iihtne on niiha,
ot suurus B seavutab minimaalsge vidriuse Bpin 8ils, - kui. kaks
arvudest (n#iiteks a ja k) on vordsed kolmege ja kolmas (entud
Jubul b) on v6rdne neljaga. Siis Bpin = 34. Et selline ees-
nimede nimekiri ka tegelilult ekgisteerid, seda nigime eelmi-
ges punktis. -

Juhtu, kus k ='5, saab analoogia pohjal taanddda juhule
k = 4, kusjJuures minimiseerida tuleb antud juhul avaldis B =
a2 +b2 302 4 a2, kus a +b+c+a =10, Lihtne on niha, et suuruse
B minimealne véddrtus saavutatakse juhul, kul nditeks a = b = 2
Jac =sd = 3. Minimaalse eesnimede nimekirja pikkus tuleb 22 4
+ 22+ 32 +32 = 26, T6piasi, et eksisteerid eesnimede nimelkiri
pikkusega 26, Jireldub punkti 4 vastavagt konstruktsioconist.
Hulk A tuleb jJaotada neljaks osahulgaks nii, et
A= 8 UBUA UL, e &y = (051), 4, =(2;3], 4, = [455;6],

A, = {7;839]. ’

Kui k = 6, sids By, = 22 + 22 4+ 22 4 22 4 52 _ o9
= T, By, = 224224224 22492 442 | qg,

_ 2

= 9 By, = 22+22+12+12+12+12+12+12 = 14,

+22422 .12 142,42 .42 _ 56

=10, Bryo =294 124124092 442 142 12 42 02 _ 4,

¥

woOoR R OR K

k=11, By = 1241240120920 92 442 142,42, 92 .42 | 4.

Kul k 2~ 6, siis eesnimede nimekiri pikkusega Bhin konstrueeri-
takse analoogiliselt juhuga k = 5.
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47. Olgu k naturenlarv. Leiame k&5ik indeksi m vSimalilkud

_ vadrtusdd, mille korral a, = k. Ulesande tingisuste kohamelt

pead kbikide selliste m vddrtuste korral kehtims ahelvSrratus
.. k~0,5<& Vm {k + 0,5 ,

ehk 2 2
kK" -k + 0,25 { m { k¥ + k + 0,25.

Seega on indeksi n vGimalikud viddrtused k2~k+1 kz-k*a,

..., XK°+k. Selliste indeksite arv on 2k. Jirelikult

ja
1, 1 1 1,1 1.1.1.1
e ..+ z (=t =—) + (-t tmg=l) ¢
8 8 81980 81 & 83 84 85 &
+o-o+(a1 'l"a1 . +a )'2+2+00.+2-88
1893 1894 1980

48, Leiame punkti C' nii, et
kujund DMCC' on r88pkiilik (vi.
Joon. 25). Siis kolm="
nurgad CBM ja C'AD
on virdsed, Jére-
kult cﬁ = GVAD.
Et GDM = CBM, siis
DCC' = CHE = CBH =
= G'AD. Jirelikult
punktid 4, D, C' ja C asuvad iihel ringjoonel (563‘ - 67}51)
ning seega )

Joonis 25,

£CD = AC'D = HCH.
49, Oleteme vastuvditeliselt, et 1978™ - 1 jagub arvugs
1000® - 1, 8iis jagub arvuga 1000™ - 1 ka arv

(1978 = 1) - (1000™ - 1) = 1978™ - 1000® = 2™(989™ - 500%),

Et 2 ja 1000™ =1 on {iblsteguriteta, siie peab arv 989%-
- 500% jaguma arvuga 1000™ -1. Kuld see on v6imatu, sest et

0 £ 989" - 500™ ¢ 989™ ¢ 1000® - 1.



50. a) Vaatleme punktide A ja B poolt mEHratud girget.
Toome gisse koordinaamdid. Olgu punkti A korral x = 0 ja punkti
B korral x = 1. Bt sellisel juhul K; = {051}, sits K, = {-1,0;
152]. Matemaatilise induktsioonl meetodiga on lihtne ndidata,
et n
K .{_.L. S T }._ﬂ}
n C 2 : 'R
18epoolest, kui n = 1, giis viide kehtib. Oletame, et +viHide
kehtib § = m korrael, ga.t. ,‘

(=3%41 =343, -3‘”4 : . 3541
% ‘{ 2+ 5 i see} Lz—}-

Hulga K _, ddrmise vaaakpoolse punkti aaame, kui peegeldame

m i
hulgs K &irmist parempoolset punikti xa-?-—— punkti x-—32—‘”
suhtes. Jﬁrelikult salle koordinast on

) 38 _ (l 1 me ) 2m+1_1
2 - 2 2

Hulga K, , Ulejdimud punktid, mis asuvad punktist x = - 2;"—1
vasakul, saame, kul peegeldame hulga K Ulejddnmud punkiid temm
vasakpoolse otapunkti suhtes. Et saada hulgs K +1 neid punkte,
mis asuvad hulga Kn Girmisest parempoolgest punkxist paremal,

tuledb peegeldada hulka K tema Hérmise parempoolge punkti guh-
tes. Jﬁrelikult on hulga K 4+4 Parempoolseima punkti koordinsat

31 +(3+1 %,.ﬂ‘”_n

. 2 2
ning seega o m+1_y m+1
Br =4 - 2520 L s )

Vottes n = 6 Jja n = 7, saasme, et
Kg = | -364; =363; ...; 364; 365} ja
K, = {-1093; =1092; ...; 1093; 10941 .
Seega n = T rahuldab lilesande tingimusi.

b) Nimetame ribeks tesandi KkSikide punktide hulka, mil~-
lised .Jddvad kahe paralleelpe sirge vahele (sirged kaass arva-
. tud). Loeme riba laiuseks tema kahe Hiresirge vahelise kauguse.
On lihtne ndidata, et kui  hulk Kn 8lsaldub ribags laiusega d,
siisz hulk Kn+1 siaaldub ribas laiusega 3d. TSepoolest, olgu A

-
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Jja B_hulga Kn punktid. B5iis nende punktide peegeldused teine-
* teige suhtes asuvad ribas Ry, mille laius on 3d ja mis on saa-
dud riba R peegeldamisel tema Hiresirgete suhtes (vt.joon.26).

- Q- Q. g Q]
X
o
I

Joonis 26. ' Joonis 27.

Antud ﬁlesande lahendamigeks valime hulga K jaoks 3 ri-
ba (R1, Ry» R3) nii, nagu op ndidatud joonimel 27 -

1laltoodu pShjal sisaldud hulk Kn ribades R1n, R2n ja
RBn’ milledest igaiiks on saadud vastavae ribs 3 N _xordsel lalen-
demisel (vt. joon. 28). Osutub, et samdud Kkuusnurkne kujund
(ribade Rin’ Ry, Je Ry, Uihisosa) ongl otsitav minimaslne kumer

D

‘\\\ — Rgp ,; ' : _ //

Joonis 28.
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hulknqu, mis sisaldad hulga Kn. TSepoolest, kul Pflkgeerida
hulgas KO keaky pgnkti Ja peegeldada neld teineteise suhtes n
korda (punkiis a nEidatud viisil), siis ' sasdud hulga dirmised
punktid satuvad antud kuusnurga kahte tippu. (NHiteks joonisel
28 punktide A ja B n~kordsel peegeldamisel saadud hulgas Hire-
punktid asuvad hulkade R3 Ja R n S8resirgetel, Jirelikult ka
saadud kuusnurgs kahes tipus.) Kuuenurga pindala § arvuotami-
seks kssutame eelmise punkti tulen&usi_. Téhistagu S, lihtekolm-
nurga pindsala. Joon., 28 pbShjal

S -B‘SCBD":B‘SCAE - 2030 =
: 11 n '
=3 (HEH2 43 (T2 _ 2 2 ] (324 ),

-

51. Kirjutame vahe b -a kujul 2°m, kus m on paaritu arv.

Nimetame kesrti (s,b) "m-universaalseks", kui b -a jagub arvu-,

ga m. Nditame, et k&ik automaadid s#ilitavad kaartide "m-uni-
. versaalsuse" omaduse, s.t. et kui mingisse automsati sisestada
"m-~universaalne” kaart, siis automaadi poolt véljastatav kaart
on pamuti "m-universaalne". TSepoolest, kui "m-universaslsele"
kaerdile (c,d) rakendada esimest sutomasti, sils kaart (c+t,
d+1) on "m-universaalne®, sest (d+1)-(c+1) = d-¢ ning (d-c):m.
Kui ksardile (c¢,d) rakendada teist automaati, siis peab (e,
d) = (2u,2v) ja 2(v-u)i m, kust smame, et peab ka (v-u): m,
sest m on paaritu. Seega on kaart (u,v) "m-universsalme". EKui
kaardld (c,d) Ja (d,e) on "m-universaslsed®, eiis (d-c) :
(e-d) im, [(e-d)+(d-c)]} m. JHrelikult (e-c)! m ning seega on
kaart (c,e) "m-universaalne".

a) Kaarti (1,50) on v&imelik saeda nditeks Jérgmiselt:
[(5,19) ———1--»(6 20)-2+—»(3, 10)—1—-——:»(10 17)
g 3 l

(9,16)4—7—*-1-—(2.9)4—?—-—(4,18)-——(3 17)
1 . ‘

3.1
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p)
€2,16)—22p( 1 a)—'u——»(a 15)—11-J*+(15 22)
g - [
(36, 5o)<l‘-‘—3—'—(22 36)4—4—’!J-=—(8 22)
3y
(22,50 : :
: * (8,50 —
(1’8 - ‘
b) Et kaart (5, ‘i9) on "7;-uninrsu1ne,",' glis pole pel~

lest v6imalik saada kaarti (1, 100), segt 100 -« 1 = 99 el jagn
7-83.

¢) Olgu b - a = 291, kus m onr paaritu. N¥itame, et kaar-
dist (a,b) on v8imalik saada ige kasrti (1,km+1), k = 1,2,3,
y¢ - Rakendades esimest automsati n korda, seame kaardi (a+n,
b+n). Valides arvu » nil, et (b4n)}2® » saame kaardile (a+n,
b+n) rakendeda teist automaati 8 korda. Tulemugeks sasme kaar-
di. (31,a1+m) Nditame, et kul ey > 1, n:l:l.s on sellest kaardist
v6imallk saada uus kaart (a2 a2+m) a.;_, <. &,.. TCepoolest,

rakendades kaardile (31,a1+m) ‘esimest autmat:!. r korda, aaana
kaardi (a +m,a1+2m) ‘KEolmanda automeadi abil sasme kaartidest
(31 ,a.'-t-n) ja (ay+m, a1+2m) keardi (31.1.1-&@!1) Vaatleme niitld a.'
suhtes kahte Jjuhtu. Kul. a, on paarium, siip teise entomad:l.
abil saame keardi (a,, az+m) kus a, = -5 a1< a,. Kul a1 on paa-
ritu, sils rakendame kasrdile (a1,a1+2p) algul esimest, sils.
teist automaati. Selle tulemusena saame kaardi (a2 ay+m), kus
8 = -2- (a1+1) Siin semti a, < a.l. Jérelilmlt oleme mSlemal
Juhul gaemud keardi (e,, 32+m), 8 < 9‘1' Kul a, > 1, sils
korrates lilaltoodud mbttekiilwm, saame kaardi (9.3, aj-m), kus

a; < &, jus. Analoogiliselt jitkates Jouame 10puks kaardini

(1, m+1). Rakendedes sellele kaardile esimest automsati m, 2m,
3m, ... korda, saame kaardid

" (m+1, 2m+1), (2m+1, 3m+1), ceey (km+1, km+m+1), cee o
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Nendest kaartidest on kolmanda eutomsedi abil v6imalik saada
-keardid (7,2m+1), (1,3m+1), (1,4m+1), ... . Jérelikult on
kaardist (a,b) v6imalik saade k&ik ksardid kujul (1,km+1), kus
k = 1,2,3,.0- ®

52. Olgu antud ringjoone keskpunkt 0, mirgitud punktide
poolt moodustatud hulknurga limbermSst p, l&htehulknurge tipud
Ays Byy +o.y Ay ning mérgitud punktid B,, B, ..., B,. Vaatle-
me algul juhtu, kus punkt O agetsed lihtehulknurga sisepliir-
konnas (joon.29). Nelinurga OBnAaB1 pindala 8y = % A10 *B,B, X
Asin P& - A0 « BBy = AR - BBy, kus ¢ on diagonaalide
Bn31 hi:} A10 vaheline nurk. Analoogiline arutlus n#itsb, et
selline vOorratus kehtib ke kSikide iilejidmd nelinurkade
0B;_44;B; korral, s.t. et si-'s;_} R+BiB; 4 kus i= 2
Liites gsaadud vorratused, sasme et

’3'000 s

Lihtne on nbha, et ilaltoodud t6estus on kehtiv ka juhwl, kui
punkt O asub léhtehulknurga kiiljel.

Joonis 29,

Juhul kui punkt O asub viljespool lihtehulknurka, v6ib
toimida jérgmiselt. Téhistagu O' l¥htehulknurge meksgimaalge
kiilje A A, keskpunkti (joon.30). Léigud 0'B,0'B,, ..., 0'B,_4
Jjaotavad ldhtehulknurga nelinurkadeks 0'B1A252, O'BEABBB’ ceay
O'Bn-2An-1Bn-1 (pindaladega vastavalt S5, 53’ coas Sn—1) ja
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kolmnurkadeks 0'A,B, ning 0'B,_ 14, (pindeladege wvastavalt 84
Jja Sn)' Kolmnurkades OO'Ai (1 = 1,2,...,n) on mekeimsalne killg
9Ai =R, 8.t. et O'Ai Ry, kui 1 = 1,2,...,n. Suuruste 32, 83,
+-ey 8,4 korral kehtidb vbrratus

S; £ A 0'M; +BB, 4, kus i =2,3,..., Oel.

See vOrratus kehtib ka i = n korral, sest et kolmnurka O'Bn_13n
v6ib vasdelda nelinurgans O'Bn_1Aan.
, ¥ui tdhistada kolmnurga 0'A1B1 tipust B4 kiiljele Q'A1
langetatud kdrgus tdhega h, siis
S, =% A;0%h < 3 4,0" . BBy,
Jﬁrelikult 1 )
.8 =_S1 +8,5 teoe +8, s.f,(A1o' . B1Bn+A20' « BBy +

1 1

53. Olgu méngijed A ja B. Alustagu. mingu A.

a) Kui n on paarisarv, v6ib malelaua
jaotada nn. "doominokivideks" joonisel .31 " Tl ]
ndidatud viisil.

Méngija A nihutab esimese kidiguga
nupu viljalt O vidljale C (vt. Joon. 31).
Edaspidi kasuteb +ta Jirgmist +taktikat.
Mingija B on sunnitud (ka pérest esimest
kHiku) esgimesena sisenemsa mingisse uude
"doominokivisge" Ja pHrast tema kidiku ni- {
‘hutab A nmupu sellesama "doominokivi" ygba- \
le vidljale. Kui alustaja kasutab seda tak- Joonis 31.
tikat kSikide Jargnevate kdikude Jooksul,
giis on ilmne, et ta v&idab.

Kui n on pasritu, siis vOib malelsua
jeotada "doomonokivideks" Joonisel 32 n#i-
datud vileil. On selge, et kui mifiid B ra- AH
kendab {ilaltoodud taktikat, siis ta voidab, .
g6ltumata A mingust. (Sest siin on mingija
A alati sunnitud esimesena sisenems uude
®doominokivisse".) ' Joonis 32.
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. b) Kui n on paarigarv, siis A v6idadb juhul, kui ta ava~ -
| kiiguks valib C -0 (vt. joon. 31) ja pirast kasutab punktis s
toodud taktikat. Kul n on paaritu, siis A v6idab kiiguge C -+ D
(vt., Joon. 32). TGepoolest, kui oletada, et méng lSpeb v#ljal
0, sile tiéhendad see seda, et viimasena kiib A, sest et vHl-
jad D ja O on malelsual ihte viirvi (kumbgl mingije kiib alati
Uihte ja sama virvi vdljadele). Kui ming 18peb mbnel teimel vil-
jal, siis on ilmne, et vHli O J&HD méingust vilja Ja seet&ttu
v3ib A paraat avakiiku C -»D Xkasutada punktisg a kirjeldatud
taktikat. Jérelikult, kuil n en “paa.ri'l:u, voidab semuti mingl ja
Ay 8.t, miingn aluata:la.

54. Ei ole alati vG6imalik. K;ul
niiteks 6 16iku paiguteda joonisel 33 - E—F
nHidatud viieill, siis nende 1lGikude
otspunkte el saa ﬁhendada filesandes !
nbutud vilsil,

Loikn CD saab fiHendads ainult
16iguga AB, sealjuures fiks punktidest c\
€ v6i D juHb tihendamata (vastasel kox- |
ral telkdb teistest punktidest isolee-

- ritud nelinurk CABD). Jhrelikult pesb Joonis 33.

kag C v6i D olema otsitava smurdjoone ‘ ' '
alguspunkt. Analoogiline viide kehtib punktide E,P ning G,H
kohta. Kuid see on vGimatu, sest murdjoonel el sas olls tile
kahe alguspunkti. | ;

55. Vt. 1i1.47 lehendue.
56, Vt. #1.48 lahendus.

- 57. Tdhiptame mingljad téhtedega A Ja B. Alustsgu mhngn A,
a) Loogiligelt on vSimalikmd kaks vastandlikku Juh'tu.
1) miingija B saab voita A igasuguse méngu korral, s.t., mingi-
- Jal B on v3itev strateegla, 2) mingijal A on vSitev strateegia.
Seab niiidata, et esimene Juht viibd vastuolule. TSepoolest,
oletame et B sasb vSite A igesuguse mingu korral. Jirelikult,
lui A votad suuremast (esimemest) kuhjast n tikkm, siis peabd
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mingijal B olema vditev k#ik. EKuid pérast A kiiku J#db suure-~
masge kuhja m - n> n  tikku., Jdrelikult on mingije B teisel
kdigul sunnitud v6tma esimesest kuhjast kn tikku. Seega jadb
esimesse kuhja pirast teist kiiku m - (k+1)n tikku, kusjuures
B sasb v6ita A igasuguse mingu korral. Xui A oleks esimesel
kdigul v6tnud kohe (k+1)n tikku (esimesest kuhjast), siis oleks
sama posltsioon tekkinud pérast esimest kidtku Ja jirelikult
pidanuks v6itme hoopis miéinglja A. Saadud vastuolu niitab, et
kui m > 2n, siis on mingijal A v6itev strateegia.

b) Punktis a esitatud tSestus on Sige ka Juhul kui o > 2,
s8.t. ka sel juhul on mingijal A v&itev strateegia., Ju#b vaa-

delda veel juhtu, kus 1 & & < 2. Nditame; et kui 2« > '2""
X VS +1), 8iis on mingijal A v6itev atrateegia. Téhistame siim=-

bolitega a, Ja n, tikkude arvud kuhjades pérast k-ndat kdilmu,

kus juures olgu oy > D Et 2> = >a¢)-@1‘, siis m.i =N, Ny =
= m-n ning

-

. n 1 \/§+1
1(-;1';=m_n< §+1-1= 5 .
Edasi o B “1 2 _ 5
= D,, = M, -1 Ja o= ’ ‘ .
2o 1* Mo 1= 1, ‘/—_ 2

Kul m,/n, » 2, siis punkti a pohjal sasb vOita 4. Jérelikult

v0ib oletads, et .
) _Kg"'_‘l e :12 D2
— - 2 n2 ’

A.naloogiiiselt lilaltSestatuga saame, et
' m m 5
< J < +1 ;,]a J > 1+
n3 g - n4 ) .

Siin v6ib jélle oletada, et m4/n4<- 2. Uldsust kitsenda-
mate vOib eeldada, et arvud m ja n on {ihisteguriteta (ses‘h‘
ihise teguri d > 1 olemasolu ei muuda mingustrateegiat).

Konstruktsiooni pﬁhjal on jada L monotoonaelt kaehanev,

at.n>n >0, > .>n,kuiva1d1<%<2 k= 1,2,000,

8. Jz‘irelikult peab teatud pasriskiigu jérel Baabu,ma olukord,
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dus my/ny > 2 jam,> 1. voim 32 Jamy = 1. M6lemal jubul

vGidab A. JErelilmlt, ku:l. A > Jﬁ?, giis méingijal A on y&i-

tev stmteagia Riltame veel, et kui o ¢ —@, siis vﬁib va-
. 1ida eslliped kahjed tikkude arvuga n, Ja 1y, et mg > o n, Je
piingijal B efi vbitev strateegla. TSepoolest, valime tuandumatu
murru nolne selliselt, et o < mﬂ —K_L Kul niiiid valida

‘kuhjades vastavalt m, Ja By tikku gils ﬁlaltoodud mﬁttekaigu
pohjal kaotadb alustaje.

Kerkidb Kkisimus, kust on paadud arv —Qﬂ Osi:ttu'b, et
selle arve vOib leida, l#hiudes jérgmistest keslutlustest. Ole-
teme, et arv o jeotab vehemiku ]1,2[ kaheks osaks nii, et kul
%e. J,2[, siis mingijal A on vOitev strateegia; kui aga

%e:h,d,[, gsils on ménglijal B vﬁitev gtrateegia.

. Seega, kui -
T Relas2l, et g e hof

;}' € e, sits o1— ?11>u.

kui

Jureliknlt virratustest m > nol, n ¢ (m—n)u. y By & D4k
Jangy> (n.l—n )at saams, et
1ot ¢ B2 2 14> (-—1)"’
By
> o Jag --‘-‘-< o si:l.s vﬁib arvud m,n,m, Ja ny valida nii,

m
et B .ot Ju ot~ 'ﬁ'% on kifllalt viikesed, jérelikult 1+ ot < o2

v 1 + }Mz. Seega 1 + ot o¢2 milleat o(.--@il .

U‘.I.esande lahenduse tulemuse v6ib restimeeride jdrgmiselt:
Ckad 1<K E (—q—‘ siis on méngijal B vﬁitev gtrateegia; kut
aga % > —q—ﬂ, giis on vsitev strataegia méngl jal A.

58, Olgu x, = 4{V"‘:.’_n}, kus {x} = X=- [x'] tdhistab arvu x
murdosa., Uldsust itsendamata voib eeldada, et m > k, Siis
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o -l = 16 1V3a) -4 {VEe}| =41 VBn - VB~ [/ » [VEHTH o,
= 4 '\/2_(131-]!)— [\/_2111] + [\/Ek] =4 -'-—(—2 m‘"k)z-([@ 21?’

\/-(n-k) + [\/EH] 2t] m :

t

Y . “ | '
)_ V2(n-k)+ [VZa] - [vZx] ? Va2 (ax)+ \/§m.+1- Y3k 2 Va(aek W
> 4 - 4 > ] L _n

2 Va(m-k)+(m-k) (2 V2 +1)(m-k) =k [:m.ﬁ" T

Vaatleme selle n#ite Uldistust. Ahelmurdude t.ooﬁauia‘?

" on 'I:eada. et iga ruutirratsionaalarvu o = & + \/S' (a 5a b ﬁﬁ
ratsionaalarvud) jaoks v&ib lelda sellise pesitiivese kongtamal
" ¢ nii, et koiklde tdisarvuliste p ja q (q # 0)° korzal mb,;bib

virratus
o - %> 5

. T

¢ o2 | |
Valime vastavalt arvule q arvu p(q) nii, et murd p(q)},ﬁ

- Er

oleks arvule o« killlalt lihedal, s.t. et |u. .P.(s).l ¢d mm-

nlitid xn = ¢{net - pfn)), saiis . -
Ixnl = onld. P—(—)-IC sn

Jérelikult on jads x, tSksstatud. Kui n # k, giis
Sz el mofme - ka - pla) + p(0)] =

L(_LEL(_H? eln-kl —(ﬁ W

_ Seega rashuldab jada x, ﬂlesande tinginmisi.

=c|n-kl

59. Vt. ﬁl.51 lahendus. ¢ T
60. V. 1il.52 lahendus. .
61, Olgu ¢ > 0 (c vddrtuse tﬁpauatame h:l.l;]em) Siis

-'—' LI —"" = a—— g
S = (X 4Xyts- +xn) ( + X + + ) (F )'(F -) &

ey

1 v¢, Xumung A 4, Hemmwe apocnm. locrexwszar, IS49,
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L x, 2 , 2
gy - HE gl

34 Vaatleme 16igul [a,b] funktsiooni y= f(x)=-+—
Et funktsiooni f£(x).graafik on négus {vt. ,joon.
34), siis £(x) saavutab maksimaalge vidr—

gsg(w tuse punktis x = a v6i x = b. TSepoolest,
et graafik on nSgus, siis punkte (a,
£(a)) ja (b,£(b)) tihendav sirge y = g(x
asub vahemikus ]a,b[ funktsiooni

X  £(x) graasfikust filalpool. Jhreli-

a. R kult, kui xe{a,b], siig

Joonis 34. £(x)= 24+ ¢g(x) < max(£(a), f(b))

Kui valida ¢ nii, et f(a) = £(b), siis % +-§ = -3 + «5. Seega
c = Vab . Jdrelikult lﬁigul [a,b]

| £(x) & +-3C V2 + \/F
nings_{.%[F(xi"'_)j,sl[F(\/‘E* \/F)] i} 4;2.

62. Fikseerime P punkti (x,y(x)) (x=0,1, 2, ..., p=1)
selliselt, et x=k Jja ytx)®k%(moa p)?, Nditame, et need punk-
tid rahuldaved tilesandes pllatitétud néudeid.

~ Oletame vastuviiteliselt, et bulgas M leiduvad erinevad
punktid (x1,y1), (xz.yz) Ja (x3,y3), mis asuvad iihel sirgel.
Sel juhul kehtib va&rdus
Y2 - ¥4 Y: - 3‘2
=X T X-x,

1 Ueldakse, et arvud a jJa b on kon?ruentsed moodul:l. m jérgi
i]'a lcir;}utatakse a= bgmod m), kui )i m. Lihemalt vi,
Kivistik, J.Gabovits, Arvuteooria, TRU rotaprint, 1974.

84



millest | |
(¥, - v (x5 - x,) - (73 = ¥3)(x, - x4) = 0.
Seega '
[(x22 - 3:1,2)(::3 - x,) - (132 - 122)(12 - x.',)] Y
ohk (x, ~ x1)(x3 - x,)(xy - 15) i p. Kuid see on v6imatu,
sest 0 < Ix; ~ le <P, kui 1 £ j. Jdrelikult ei agu Hkakl

punktikolmik {ihel sirgel.

Oletame, et leidub 4 punkti (x1,y1), (xé.ye), (xj,ys) Jja
(x4,y4), mis asuvad mingi r¥6pkiiliku tippu@es. Et r8tpkiilikm
vastagkiil jed moodustavad vordsed vektorid, eiip

=X =X3-X Ja y, ERATRRL Tt /L

Jarelikult 2

(x22 - x12 - x.° 4 142) TP

ehk _ .
[(x, - X (xy + x9) = (x5 - x,) (x4 + x,)) P op.
Asendades niitid X, = Xq + Xy - x,» Saame et,

| 2(xy = x,)(x3 - x,) ! p. _
Kuid see on v8imatu. Saadud vastuolu néitab, et ikaki punkti-
nelik ei saa olla roUpkiilliku tippudeks.

63. Ulesande lahendemiseks piisab niidata, et jada iga
element on iUhigtegurita arvuga m, sest hiljem v6ib arvu m osas
votta £f(m), £(£(m)), ... . TSepoolest,

£(m) =m® -m + 1 = 1(mod m),1
£(Em)) = 17 - 1+ 1= 1(mod m),
Jérelikult arvud f(m), £(f(m)), ..., annaved m-ga jagades jHiH-
giks tihe. Sellega on tSestatud, et Jjadas k6ik liikmed on t8e-
poolest lthisteguriteta.

-

1 Ueldakse, et arvud a ja b on ko entged moodull m Jérgi
Ja kirjutatakse a = b{mod m), kui (a - b) ! m, Lghemslt vt.
L.Kivietik, J.Gabovits. Arvuteooria, TRU rotaprint, 1974.
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64. PYtrame funktsiooni y = A sin x graafikut koordinaa-
tide alguspunkti suhtes 90° vérra, .s8.t. et ligame funktsiooni
Y = A éin x graafikule veel funktgioonT x = A gin ¥y graefiiu.
Kui niifid ksahe graafiku iithendit pobrata koordinaatide algus-
punkti suhtes 90° vérra, siis- see hulk teiseneb iseendaks,
sest et ¥y = A sin x on paaritu funktsioon. Jérelikult, kui
esimeses veerandis on graafikutel Yy=Asinx Jax=Aginy
16ikepunkt, siis pbbrates seda 16ikepunkti 90° vérra, saame
Jdlle nende graafikute 16ikepunkti. Ps8rates graafikute 1&5ike=-
punkti 0°, 90°, 180° ja 270° vorra, saeme neli punkti, mis
asuvad mingi ruudu tippudes. 0lles sgel viigil konstrueerinud
kaks ruutu, piisab nende mittekongruentsuse tSentamiseks ngi-
data, et nende tipud esimeses veerandis on erinevatel kaugus-
tel koordinaatide alguspunktist. ' '

X3\
an| |
: )@l
. i .
\ 0o __m  aw
Joon;s 35

Kul valime A > 1978% + 1, giis graafiku y = A gin x see
ose, kus O < x¢ 4%, 16ikab graafilut x = A sin y vihemalt
1978 punktis 11, x2, cnay x1978, gealjuures k6ik need 15ike-
punktid on erinevatel kaugustel Xkoordinsatide alguspunkiiet
(vt. joon. 35).
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65. Nimetame "kihike" k@ikide ruumi punktide hulka, mis
asuvad kahe paralleelse tamandi vahel (tasandite punktid kaasa
ervatud). Loeme "kihi" laluseks tema kahe Hirtagandi vahelise
kauguse. On lihtne nididata, et kui hulk % sisgldub "kihis" R
(laiusega d), siis hulk-KIH_.] gigaldub "kihig" _R1, mille laius

on 3d (t8estus on analoogiline til. 50 punkt b t8estusega).
TEhistame hulks K, sisaldavg minimealse kumera hulktahuka slim-
boliga K;. Punktides & Ja b esitatud iilesannete lehendused j&-
relduvad punkti c lahendusest, seepiirast alustame punktist c.

c) Valime tetraeedri K4 tippude koordinaadid jirgmiselt:
A-l(d,d,d,)’ A.z(d.""d,"d)’ AB(—d,d,-d), A4("d,—d,d)-

Suuruse d arvuline viidrtus tuleks leida tingimusest, et tetra-~
eedri X3 ruumala on 1, kuld antud juhul ei ole selle ervviir-
migelt:

X, = {(x.y,z) I |x| éd}, X = { (i,y.z) 'lx—y-z-d |é2d},

z:2 '—"- {(x,j,_z) ! Iy -‘-d}s 15 = {(?c,y,z) Il'x'*'y;-‘-d ISE‘d},
Xy = {(x,y,2) |21 ¢4}, | Xp = {(2,7,2) | |-x-y+2-d | € 24}

14 = {(x,y,z) | |x+y+z-d} &2&}, '

"Kihid"n X4, XS, XG Ja X7 on valitud nii, et nende {lhel Hir-

tagandil on 3 ja teisel iiks hulga Ko punkt. (Selles on lihine

veenduda, kui punktide A1, A2’ A3 Ja A4 koordinaadid asendada

- "kihtide" X,, X5, X; ja X, dtirtasandite vorranditesse.) Lihtne

on n#gha, et "kihtide" 14, XS’ XG ja x7 thigosa movdustadb tetra-
eedri Ké. Kui "kihten Xy (i =1,2,...,T) laiendadg 3" korda,

giis saadud “kihid"-x1n, Xops +ees x7n on kirjeldatavad jarge

migelt:

X1n={(x!ysz)| |x|$3nd}s ’ X5n={(x’y,z)l _Ix"Y"’Z‘dI & 2.3nd},
Xpp= {(X,.Ysz)l ly 143"}, Xgn={(x,¥7,2)| j~x+y~z-a] ¢ 2.3%a},
ap= {(x,7,2)| 12 | €37}, Xy~ {(x,5,2)| |-x-y+2-d| ¢ 2.3%a}.

Xyn= {(x,y,z)l |x+y+z;d| 4 2.3nd] ,
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Et siin iga "kiht® X, on saadud "kihiv x (i=1,2,...,7)
3"-kordsel laiendamisel, piis Jarelikult K!CZ , kus 2y =
= R 1xin. Hiitame, et Kl = Z,. Kbéige lintsam on hulka Z, ette .
= s . -
kujutada kuubing x1nr1xénrwxéﬁ, mille tippudest on "kihtiden

x4n, xgn, I‘n Ja x#n d8rtasanditega Hra 15igatud tetraeedrid
(vt. joon. 36).

P | x=d Q '
//En\
by I S/
\ =g | N
NN y / z=d
)G\P-d x| L7
| ,i \ /
z-d N\ ‘ .
IIJ_ \\\. /7 Nz=-d
y;d y ;:; = ~ g
' -d
F o
2 - x=d Qy
s Joonig 36,

Tekib hulktshukas 2,» mille 12 tipu koordinaadid on Jargmised:

(3"4,3%4,d4), (3%,q,3%), (4,3%,3%), (-3%a,-3"a,4),
(-34,4,-3"), (a,-3%,-3%2), . (3%4,-3%4,-a), (3%4,-4,~3%),
("d!-3nd’3nd) ’ (“Bnds-d’3nd) ] ("'ds 3nd!-3nd) ’ ("Bnd’B:nd!_d) .

Pikseerime hulgas Ky kaks punkti (n#iteks Ay Ja Ay) Ja
nditame, et neid punkte teineteise suhtes n korda Peégeldades
saadakse punktid E, Je F,» mis on hulktahuka 2, tipud. TSepoo-

-
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1est, et punktid A, Jja A2 esuvad "kihtide™ X Ja Xé erineva-
tel Hdrtasanditel, siis punktid E Ja F asuvad kihtide Ién Ja
X, erinevatel Hirtasanditel, s. t nad asuvad 'l1l8ikudel PQ Ja
P1Q1. Et A, Ja A, asuvad "kibhi" X, erinevatel dértaganditel,
siis B Jja P, asuvad "kihi" X 4n erinevatel dértasanditel. JH-

relikult on punktid E, ja F, hulktahuka Z tipud. V&ttes niilid
punktide A, je A, asemel mﬁne teise punktipaari (Ai AJ), saame
analoogia pthjal, et ka nende punktide n-kordsed peegeldused
on hulktshuke Z, tipud. Jérelikult k6ik hulktahuka %, tipud
asuvad hulgas Kﬁ. Sellega on n#didatud, et Kﬁ = Zn‘

Hulktshuks Kﬁ ruumala arvutamigeks tuleb kuubi ruvumalast
lehutada 8ralbSigatud tetraeedrite ruumslad:

v, = (2. 377 - 33%-1)3a3 - 3. 2R3 -
- 32037172 - 2(3%)3a3 = 4(5. 3377 - 3mad,

Kui tetraeedri Ké ruumala tﬁhistada‘vo, siis Vo = %dB.
Seega V,/V, = % (5.3 - 38¥1y, gy Vo = 1, siis

1 /e 230 n+1
Yn =% (637" =3 ).

a) Hulktahukal K3y on 14 tahku (vt. joon. 36). Kaheksa
neist on vﬁrdkﬁlgaed kolmmurgad ja kuus ristkﬁliknd.

b) V, g (527 - 9) = 63,

66. Vt. 1i1.58 lehendus.
67. V. iil.51 lahendus.

68, Olgu AB ja CD tetraeedri vastasgkiiljed. Konastrueerime
kaks paralleelset tasendit & ja P nii, et [ABlJex ja [CDlep.
Veatleme mingit tesandit y , mis on ristl tasanditegae o ja p .
Rui projekteerida tetraeeder ABCD tapandile ¥, siis saame tra-
petsi A'B'C'D', mille kérgus ei gdltu tasandl 1‘ valikust (vt.
joon. 37), mest %rapetsi korgus on tasandite o ja p vaheline
keugua., Jédrelikult, et vSrrelda selliste trapetside pindalasid
(mis on sasdud tetraeedrl projekteerimisql erinevatele tagan-~
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Qﬂhrhﬂdhhpﬁﬁb
vOrrelda nende trapetsite
aluste pummasid. Valime
tasandil o punkti E nii,
ot 18igud EA Ja CD on pa~

e E
relleclged ning EaB 3> -

(vt. joon. 38). On ilmne,
et 1l&ikude EA ja CD pro-
Jekisioonid +tasandile 4
on vOrdse pikkusega, Ptt-

rates kolmmurka EAB nii, =

et EB on paralleelne ta-
sandiga } , saame et
E'B' = EB (vt. joon. 39).

Joonis 37.

U1dsust kitsendamata v6ib eeldads, et EBA & %— Sel jubul sasp

kolmnurka EAB pttrata nii,
nnrga-§; (vt. Joon. 40).

El Al B'
Joonis 38.
B e - B8
E. A' B'

Joonis 39,

et 18ik EB moodustabdb tasandiga'x
3 1
Siis E'B' = =—— .
| V2
Kul niiiid neid kolmnurga EAB pitra-
migl +t5lgendada tasandi ¥ kahe .
erineva valikura, sils oleme nii~
denud, et v&ib valida kaks tasan-
dit nii, et tetraeedri projektsioo-
nide pindalade suhe nendele tasan-
ditele on vordne V72 /;

Joopia 40.
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69. Olgu Dy = (ay - b2 + (ay - B2+ ...+ (g - B2,
kus k¥ = 1,2,... .n. Sile D, = D _ Ja

Dy = (ab)? + F (a-bp)? = (ayby)? + % (8g-by_y#by_1-By) =

k=1 _ -
. 2 > 2 ) .
= (aymby)® + g5 (8y-by )" + 2 21(51““&-1)“’1:—1“’1:) +

2
+ (k=1)(by-by_4)%.

k=1 .
Et suuruste by definiiasioonl kchaselt ; (ai - 'bk_1) = 0, siis

Dy = Dmq * (1B = by )% 4 (o - By
Lihtne on niha, et kb, = (1;:-1)1:k i + 8y, kui k > 1. Jérelikult

bk_.,-bk-BH-k, kut k » 2.
Seege .
Dy = D g + e (3 = B2 |
Jirelikult S :
D=Dy=Dy_q+py(a,-b)%a.. =
= (87 =002 ¥'§ (ay=by)2 # 3 (a3 =502 +... 428y (8, -b)2.

Bt 14762 (k=2,3..,8), siis
n 2 .n , 2
= - D &2 - 1b.)2 = 2C
H §1(5k k) ‘ $ E.'(ak k) 2
70. Olgu x-1+\/'+\/'. y-1-v/'+\/', 3 = 1+ V2- V3,

w = 1-V2- V3 . Siis on lihtne n¥idata, et kui

= = q, + T, V"'+ 8, VF'+ t Ve ,
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siis : .
" = qn'rnva"'sn"@" ty V6,
znaqn+rn\/§-sn\/§-tn\/3 .

Weg -n V2., Vi+tt,VE. -
Kui téhistads q,/x"=A;, ,V2/x"=B,, s, V3/s=c_ ja
t, V6/x" = D, siis v6ib iilaltoodud avaeldised kirjutada kujul
AL+ B, +C,+D, = 1,
A, -B, +C = (y/x)", |
. Ay +B, -0, ~D_ = (z/x)%, (1)
A, -B ~C, + = (w/x)2. — '

B B
o
ﬁU

BB
ISUH

Etx>y>0, x>2 >0 ja x> |wl, siig stisteemi (1) teise,

kolmanda ja neljanda v6rrandl paremad pooled koonduvad milliks,
kul ‘0 —>ac. Liites siisteeml (1) vorrendite vastaved pooled,

sasme et 4 1+u kus lim = 0. Jdrelikult 1im
1 Ay = n’ g Uy ‘ n_’mAn =
ol & Kui liita esimese ja teise v8rrandi Ja lahutada kolmanda

ja neljanda vbrrandi vestavad pooled, saame et Ilim Cp = -
N=p 0O

Aneloogiliselt masme, et 1lim B, = 1im D, = -1 Jérelikult
- od =7 00
r, V2 s, V3 tn\/'s"
1im =1, Um—— =1 ja ln-B— 1,
nyeo in nyos ip nyee 9y
kust seame, et
r 8 ) %
' : 1 n 1 n
Lim =2 = — lim == = =—— ja lim =2 o — ,
neoe 9p \/E’n-ﬂmnqn \/3 n—)qu‘\/g
71. Vt. #1.62 lahendus.
72. Olgu n natursalerv ja y+1, J4+2y ¢evy =1, X JHrjes-
tikused naturaalarvud. Vaatleme vGrrandit '
| (y+1) + (y+2) + ... + (x~1) + x = n, (1)
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kus x=-y >1 Jjay » 0. Vorrand (1) on samaviéirne vSrrandiga
(x-y)x+y + 1) = 2n, (2)

Et arvud x -~y jax +y + 1 on erineva paarsusega, siis v6r-
rand (2) pole lahenduv, kul n = 2°, kus ® on naturaaslarv. Nii-
teme, et kul n # 2%, siis v6rrand (2) on lahenduv. TSepoolest;
sellisel juhul n=2%p, kua P on paaritu ja p 3 3. Kui p > 25"'1
sils vottes x -~y = 2871 Ja x 4+ y + 1 = p, sasme et

x = 2% + (p-1)/2 ja y = -2° + (p-1)/2,
Kul p < 2'5"'1, siis vbttes x~y=p Jax+y+1 = 25"'1, saame et
x=2% 4 (p-1}/2 ja y = 2% - (p+1)/2.

Jirelikult, arve kujul 2® ja ainult neid ei sas esitada JExre ‘
Jestikuste naturaalarvude summana.

73. Kui x = 0, sidlp y = 2. Et x > 0 korral on vbrrandi
vagak pool paaritu, siis y=2n+1. V6ib eeldada, et n> 0, s.t.
lelame algul need lahendid, kus y » 0. Agendades y =.2n+1 lidh-
tevSrrandisse, saame 3 .2x—2 = n{n+1). Et n  Ja n+1 on iihig~
teguriteta, s8iis kas n=3 Jja n+1 =2"’2 v6i nt1=3 Jan = 2x-2.
Esimesel Juhul x = 4 Ja teigel juhul x = 3. JHrelikult on
antud vérrandil 6 lahendit, s.t.

{Gan (3. 2%+ 1 = PAx,yez) -
£(0 2)’ (C "2)5 (4 7): (4‘s"7)’ (3 5): (3 ‘5)}-

74. Kokim on n-kohalisi arve 108 - 1081 = 9 #1071,
' a) Leiame, kui suure osa moodustavad n-kohaligtest arvu-
deat sellised "tasaksalustatud" arvud, millel tthtivad k esgi~
mest ja k viimast numbrit (k { n). Iihtne on niha, et seillig-
tel arvudel on esimeste n~k numbriga midratud ka viimased k
mgmbrit. Seega pole neid rohkem kui (n-k)-kohalisi arve iildse,
Sots 0t 9 o 10° 51, Jurelikult ei tileta selliste arvude osa n-
~kohaliste arvude hulgas suurust

9 o107 k1 4
9, 1071 . 10%
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Seega kbikide "tasakaslugtatud" arvude oga n-kohaliste arvude
hulgas ei tileta arwva - '

=1 . £
ETE ¢ HTETS

- b) Lihtne on konqtruee rlda sellist ervu semasegselt al-
guseat Ja 16pust. Tdhistame otsitava arvu tihega A. Siis

A = 9- e B 980 . -9 = 9897- 0&989 = 9897%96. . -9897989 =

Arvus A on 270 = 1 2 1023 pumbrit. Arv 4 ongl otsitav arv,
sest kui sellele 18ppu kirjutada 9, siis iihtivad esiwene Js
viimane number, kui 16ppu kirjutada 8, siis ithtivad kake egl--
mest ja kaks viimast nnmbrit, kul 18ppu kirjutade 7, siis iih-
tivad neli esimest je neli viimsat nunbrit jne.

5. Olgu a_ = Vo+ Vol ja b = Van+2 .

n
e) Bt b2 ~ a2 < 2ni1 - 2 Valarl) <1 ja b2 e 4ne2
pole téisruut, siis jirelikult [an] - -[bn] .

an 2n+1+2 Valne1) 2n+1-2 Mnin—i-‘f )
b) b =
) n” % 5 2t T Vas Va+i+ Viane2 < 4Vn :

-

(2n+1 22 4n(n+1) 1 1 1

4 Yn(2n+142 Vn(n+15) 4 V_(2n+1+2 ann+15) 4 Vaedn \/nj )

76. Et m<x &M, kul i=1,2,...,k, siis
B ¢ e,

(xi -
Et 3 0 ii
§31x1 = 0, giisg ]
¥4my2 o  M4my2, 2 _ iy & Mim2 &, o
=k « = (M ] = .
;1&1 =) (=) +§1x1 ( +m);=:1xi kF—Q—_ )+ §=:1xi

Jrelikult k

R L Ly
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T7. Tdhistame (a ao)lzn = h. Vaatleme aritmeetilist
progressiooni by = a, + kh (k = 0,1,2,...,2n), Iiktne on niha,
" et b0 = a, Ja b2n I ¥ui Cy = 8y = bk’ giis suuruste Cy
Jjaoks peab kehtima vSrratus ~

Cr + By S (op g + By g+ oy + by /2.
Et bk = (hk 1+ bk+1)/2, giis jérelilkult Cp > (ck 5 + ck+1)/2.

Ulesandes tSestatav vérratus saab kuju
feo+bo)+(ogjb2)+...+(c +b ') (c +b )+(c}+b3)+...+(c211 1+‘n211 1)

2n" "2n
n+ 1 n
ehk :
EQ+°2+""+ﬁc2_Q <°1+°3+“""‘ign-—1
n+ 1 ~ n ’

sest et liidetavad b; saab koondada. TSepoolest,
71(Po + By + eoe # byp) = 2lr (b + by) B 2 (g 4 b,y,) =

- : 3 - D )
= @y +nh Ja—(b1+133+...+b2n 1)== (b +b2n 1) -2-=a0+nh.

Jérelikult aritmeetilize progressiooni lahutamine antud Jjadast
el nuudse lilesande tingimusi., Jada %y kons'l:ruk‘bsioon:l. pShjal
o =0 Ja Coy = 0. Néitame, et 2 0, kui k¥ = 0,1,2,...,2n.
Oletame vastuvHiteliselt, et jedas ¢ On negatiivseid liikmeid.

0lgu ¢y & O selle jada minimaalne element. Siig

2 (e q * 0guq)/2 ehk (o ~ Cpaq) + (e = .90 2 O,

Et ¢ on jada ¢, miniraalne element, giis C, - °m—-1

®n "Cmeq € 0. Jérelilmlt op= ey y=op .. Eb ¢ _ 12 (ey o+ cp)/2

O:Ia

Jac 42 (c:m + cm+2,/2, piis saame analoogiliselt, et ¢ o =
" %m-i = O T Cpeq T Omy2
vastuolu niditab, et jadas C el ole negatiiveeid liikmeid.

Bt ey =6y, =0 ja c, > (co + cz)/2, cy 2 (02'+ 04)/2,

Jne. Seega ka o = ¢y & 0. Saadud

csey czn-.' ; (02n + 0214—2)/2‘ iiﬂ 01 + 03 + eees + can_1>



Y57 (6o + ¢ # ... + 0p). VOrdus kehtib sils, kui eg + o, +
toaee 050 5 + O "E%T (c0 + 05 4 ool °2n)’ millest

co = 02 I s ee = can.-z = czn = 00
Et c2k ?, (czk_.l + 02k+1)/2, ku.i k= 1,2,;--,11"'1, Siis ka}

.= 0.

‘°1 = 03 T eses = c2n_1

Jidrelikult vbrduse kehtimiseks on tarvilik ja ﬁiisav,.‘et Jada
‘&) oleks aritimeetiline progressicon.

78. Oletame, et murru 1/p periood Q on n-kohaline, siis

1
- P 103 1Ds+n oa+§n s+in\ sees (1)

kus O&8<n ning A3 0. Kirjutades seose (1)‘kujﬁ1

8 ' .
1%—.= A+ %é%gf ehk 10%(10% = 1) = [(10™ - 1)a + 10%]p,
-1

saame et 10" ~ 1 jagub arvugs p. Lihtne on nsha, et ka ervud

1022 ~ 1, 10°® = 1, ... jeguvad arvuga p. Et 10% = 1 jagub ar-
vuga p, siis on perdiocodi pikkuseks vSetud minimaesalne n.

a) Vastuse selles punktis piistitatud lilesandele sasme
Jérgmisest punktist, v6ttes seal k = 1 jﬁ m = n,

b) Olgu n = mk. Jaotame perioodi Q m "tfikiks". Seega

kus Qo Q1, ceey Qm 4 On khkohalised naturaalarvud. Siis

o~

10°% & Q4 X 10 2k, 10°
——— - A= 10( ' 10 (—"'""A)’-"
P 21 108’ §:11o ’ p

102ka )
§:1 T A . |
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kus Q = Qi-l-m’ kui 1 = 0,1,2,...,m—1. Liites saadud vordused
(neid on m tlikki), sasme et ' : :

10%(1 + 105 + ... + 10(‘“ 1)k)/p - AT+ 1ok PR 10("’1"”1‘)=

m=1 so 10%%q,
%:OF‘I 10H %Eg H +F‘<§ 10‘3 =N+§<§
=N+ (Qy+Qy+ .0 +Qp 4) 23,1 ;ggg ’ ‘ (2)

kug ¥ on naturaslarv. ‘
Bt 100 «1 = 10“‘]‘-1 = (10"-1) e (1 +10k+... +10(m"1)k)
Jagub arvuga p, siis Jérelikult (1 + 10k + se0 + 1Q(m'1)k) Ja-

gub arvuga p. Seega on vSrduse (2) vasakul pool naturaalarv.
Jérelikult on naturaalarv ka '

B= (Qy + Q. + Q, + ...+Q )
o 1 2 m=1 21_05
(Qy + Qg + <00 + Qm_1).5 (10% - 1).

79. Sasb kiill. Et ruutvérrandi diskriminant
: D=(a=-1b)-2(a+b)+1
oleks negatiivne, piisab, kui nditeks v6tta g - b = 1978 Ja
& +b = 19782, kust saeme, et & = 989 + 1979 .ja b = 989 « 1977.

. 80. Antud vOrratuse Sigsuse tSestamiseks piisab tSestada
sellega ekvivalentne vOrratus x 2 e 1ln x, mis ou sasdud alg-
vorratuse logaritmimisel. XKui xc]o 1), siis on selle vérratu-

se kehtivus ilmne. Kui x > 1, siis on vala tGestada, et 1——-—;
2 e. Uurime funktsiooni o

X
£2x) = m=

piirkonnas ]1,0_0[.. Bt £'(x) = —h-iE:J-. giig vah.mikus ]1,&[
x
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f'(x) < 0 ning vahemikus Je,oof £'(x) > 0. Jirelikult esimeses
vahemikus f(x) kahaneb ja teises kasvab. Seega on punktis x=e
funktsioonil £(x) miinimum, g.t. et

s> e = e, kui x> 1.

81. Maksimaalne lahendite arv on 3. Selle niitamigeks
tGestane algul {the lemma.

Lemsa. Kui diferentseeruv funkteioon £(x) omsb vehemikus
la,b[ pidevat tuletist ja £(a) = £(b) = 0, siis leidub punkt o
nii, et a¢e¢<b Jjaf'(e) = 0. '

TSestus. Oletame vastuvditeliselt, et £'(x) 4 0, Xui
a £ x<b. Uldsust kitsendamata v5id eeldada, et £'(x) > O,
kui a < x < b. Valime 1&igul [a,b] osaldigu [21s04], kus & <
<89 <by&b. EL-2'(x) on pldey funkisioon, sils 16igul [a,,
b,] on funktsioomil £'(x) minimaalne véHrtus m> 0. Seega

b b‘l b1_ _ |
O=f(a) ~£(b) = Jf'_(x)dx)a[l f'(x)dxall m dxu‘t'b.'-a.!)m > 0.

Saadud vagtuolu n#itab, et peab leidums selline resalarv ¢, et
a<c<ddb Jja f'(e¢) =0, m.o.t.t.

0lgu £(x) =-e* - ax2 - bx - ¢ ning n vérrandi £(x) = O
‘lahendite arv. UlsltSestatud lemma pshial on vorrendil £1(x) =
50 vdhemalt n-1 lghendit ja v6rrandil £%(x) = 0 vH#hemalt n-2
lahendit. Et vorrandil e* - 2a = O on maksimaslselt iiks lahend,
glis n-2 £ 1, kust n < 3. ' :

Kui vSttaa =3, b = O Jac = 0, gils on v86. 2andil e* -
- 32 = 0 parajasti kolm lshendit.

82. Bt (x; - ¢)?3 0, siis jada X on mittekahanev, s.t.
et X4 # X+ Eul oletads, et jada x, koondub suurugeks a, siis

Umx, .= 1imx, + lim (x - o)2

nree D1 T SSM X, fee ' Xn ’

millest gaame, et a = a + (a - 0)2., Jirelikult
8 = ¢ ning x1$x2$... £§X, & -0 &0,



Et X, = 02, giis peab kehtima vbrratus c2 &cehk0£ce £1.
Néditame, et saadud vorratus oz Jadas x, koonduvuseks piigav,
8.t. et kmi 0 £ ¢ £1, siis jada x, koondub. Tepoolest, et

Jeda x, on monotoonne, siis tsme koonduvuse iBestamiseks pii~
sab ndidata, et ta on tSkestatud. ) '

Niitame matemastilise induktsiooni meetodiga, et iga n

*korral X, ¢c. Kulin= 1, giis vd8ide kehiti®. Oletame, et ta
kehtib ka n = m korral, s.t. X £ ¢. Siis

xm+.',-c=xm--c+(xm-q)2- (xy = 0)(1 -c +x)) &0,
sest et 1 - ¢ + x > 0 ja x; - ¢ £ 0. Jérelikult ka x4 € c.
Seega :]ada'xﬁ koondubp parajasti giie, kui 0 ¢ ¢ « 1.

83. Jads Bn koonduvuse tSestamiseks piipab nididata, et
ta on monotoonselt kasvav Jja tdkestatud. TSepoolest,

1 1 )
bn+1 = -E(bn + \/bnﬁ.-r -;f—in ) D> 'E(bn + bn) = bn'

Jidrelilkult dh jada bn monotoongselt kasvav. Et

-

_ . - | . :
bpgq = by = 3 \/hm2 + 1/47 - b,) = <

o2\ /2 n

< 1 < 1 . 1o
R vy 7_1 )
22n+1 (bn + bn) 22n+2b1 2 n+

glis ’ ;| 3 ] o
by = bpog & Szmspe Pnet T Pme2 <@Ey 00 TP
] Liites saagud vorratused, saare ot _
'bn+1"b1<é “}F‘='& ekk bn+"l<'é"'h‘i'
12 . - .

Jérelikult on jade bn tSkegtatud.,
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84. Valime koordinaatteljestiku nii, et sfHiri keskpunkt
asub koordinaatide alguspunktis. Pecgoeldame vHrvitud punktid
yZ-tasandi suhtes Ja vérvime "mustade" punktide peegeldamigel
saadud punktid ka mustaks. BSiis on sfHdrist virvitud mitte
rohkem kui 24 %. PHrast seda peegeldame vErvitud punktid xge
~tagandl suhtes Jja toimime analoogiliselt. Sellisel juhul on .
sfairist virvitud mitte rohkem kui 48 %. Pirast peegeldaming
xy-tagandi suhtes maame, et sPfHirist orn vHrvitud mitte rohkem
kui 96 %. Valides niiiid punkti sfddri virvimata ogsal ja peegel-
dades seda xy-, ¥z~ Ja xz=-tasandi suhtes, asasme 8 punkti, mis
asuvad mingi risttahukas tippudes: '

85. Kolkides 2 x 2 ruutudes (kokku on neid 49) ' arvade
summa ei tleta arvu 64 + 63 4+ 62 + 61 = 250.

Oletame vastuviiiteliselt, et 2 x 2 ruute, milles arvude
sunma on suurem kul 100, ei ole rohkem kui kaks. Selligel -,‘fu-
hul k8ikides 2 = 2 ruutudes olevate arvide summa pesb olems
vilkeem lui 2 «250 + 47 - 100 = 5200. Teiselt poolt on ilmme,
et melelaua nurgaviljadel oleved arvud on gellas summag the~
kordselt, Hérevdljadel (v.a. nurgavidljadel) olevad arvud kahe-
kordselt ja siseviiljadel olevad arvud neljakordselt., Seega po-
le koikidea 2 x 2 ruvtudes olevate arvude summa vHiksem lkul
64 + 63 + 62 + €1 + 2(60 + 59+ ... +37) + 4(36 + 354 e +1) =
= 5242. Saadud vestuolust j#reldub, et saab leida vihemalt
kolm 2 x 2 ruutu, milledes olevate a:mrude; summa on suurem

kui 1007 | - .

86, Vektorid i’g (x1_;12;x3) ja ¥ = (y1',y2;y3) asuvad ta-
sandil x4+ y 4+ 2 =0 ning on omavahel risti, sest- z. ? -
= Xq¥q + X¥, + X4yy = 0. Et selle tasandi normaalvektor R -

= (131;1,) on risti vektoritege ? Ja ?, glis moodus-tavad vek~
wly h .
torld x, ?, 7 ristreeperi. Jérelikult iga vektori 2 korral

‘ T ~ ”~ ;
cos(2,®) + cos‘:"(?,?) + cos2(2,) = 1. (1)
Kui 2 = (13050}, miis seosest (1) saame et -
2 2

1 1
5 . + + = 1. N
"+ Igf"' 13E r1! + y2§_+ Y?_ 3
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87. Vaatleme k&ikv6imalike kolmekohaliste arvude korru- -
tisi 100 x 100, 100 x 101, ..., 998 x 999, 999 x 999. Selli-
seid korrutisi on cgoo. Neid 6-kohalisi arve, mida el saa esi-

tade kahe kolmekohalige srvu korrutisena, on vihemalt 900 000-
- 0300 = 495 450 > %-‘900'000.- Seega on selligeid 6-kohalisi

arve, mida el saa esitada kahe kolmekohalise:arvu korrutisensa,
rohkem kui neid 6-kohalisi arve, mida saab egitada kahe kolme-
kohalige arvu korrutisena.

88, Kirjutame k&ikide ruutude horisontaalsetele Klilgede~
le punase +1. Vaatleme niiiid suvalist mistade arvude horison-
taslset rida. Fikseerime selles reas ruudu. EKul selles ruudus
on +1, siis kirjutame selle ruudu vertikasalsetele killgedele
punased +1, kui miudus on ~1, spiis kirjutame vasakule kiiljele
+1 jJa paremale -1 (v6i vastupidi). Téhistame selle ruudu verti-
kaalsed killjed t#htedega a .ja b, Antud rea ﬁlejéénud verti—
- kaslsete kiilgedega toimime jirgmiselt.

Olgu fikseeritud ruudus +1. V&tame vaadeldavas reas su-
valige vertikaalse killje ¢. Kui ¢ asub Fikseeritud ruudust pa-
remal, gilis kirjuteme kiiljele ¢ arvu, mis v8rdub kdikide mus—~
tade arvude korrutisega kﬁlgedé'a Jja ¢ vahel. EKui ¢ asub fikw
seeritud ruudust vasakul, giis kirjutame kiiljele ¢ arvu, mis
vordub kSikide mustade arvude korrutisega killgede ¢ ja b vahel
(vt joon. 41). -

+ 4+ o+ 4 ,7+ o 4.+ +
Le ® '@le“‘ie ® e]‘e o

+ x ¥ ¥ + + * <+ ¥ +

Joonia 41.

Juhul kui fikseeritud ruudus on -1 ja kiiljele b on kir-
jutatud -1, siis tuleb kiiljele ¢ (eeldusel, et ta asub fiksee~
ritud ruudust vasakul) kirjuteda arv, mls vordub kéikide mug- .
tade arvude korrutisega kiilgede a ja ¢ vabel. Kui ¢ ‘asub fik-
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seeritud ruudust paremal, giis tuleb kiiljele ¢ kirjutads arv,
mis virdub k6ikide mustade arvuds korrutisega kiilgede a ja o
vabel. Joonigel 41 niidatud Juhul tuleks kiiljele ¢ kirjutads
Punane +1, sest et (+1)(=1)(+1) (-1 = +1, ' :
Analoogiliselt toimime kg tile Jé8dnud mustade arvude rida-
dega. Teostatud konstruktsiooni pShjal ilmneb, et iilegande
véide kehtib kpikide ristkiilikute n x 1 kontuuride korral. Iiht-
ne on ka veenduda selles, et kui- kahel kujundil on ithine raja-
Jjoone osa, kuid ei ole ﬁhiseid_sisepunkte, ning ilesande viide
kehtib mblema kujundi kohta, siis kehtib see ka antud kujundi-
te Uhendi kohte. Siit jdreldub, et v4ide kehtib k6ikide rigt-
kilikute n x m korral. Et antud eeldustel saab suvalist tapg-
Plmaliet kujundit vaadelda teatavate Iristkiilikute lihendina,
8iig on {ilesande vHide tdestatud suvalige kinnige kontuuri
kerral, . : ) -

89. Fi saa. Vaatleme kshte Juhtu.
19 Pdrast eolviinast kd#iku on asendamata liks paarisagtme -
kordaja. Seega pirast viimast kdiku sasme v6rduge

XQ(x) + 1 = -g x2m’ < (1)
kus x Q(x) + 1 on hulkliikme P(x) see oma, kuhu kordajad kir-
jutati sisse ecimese 8 kiigu jooksul Ja arv g kirjutati méngi--
ja A poolt viimagel kidigul x2m ette. ' ,

Osutub, et kui valida arv a kiillalt suur, siis on v&r-
randil (1) vdhemalt tiks mittereaalne 1lghend. Olgu P(x) =
= x Q(x) +1, Siie T(0) = 1 ja T(x) pidevuse t6ttu leidub selli-
ne & >0, et 16igul [-e.,z,] funktsioon T(x) > 0. Olgu ¥ =

- -l ?ax1fx‘Q(x) + 1|. Tdhisteme glimboligs X, vOrrandi (1) sel~
xi & :
lise lghendi, mille korral |xa[ € 1. (Selline X, leidudb iga &

korral, sest vérrandi (1) k6ikide lahendite korrutis on 14)

Valime a = M/g °™®. Sellisel juhul

| xq Qxg) +1]
LY

———

-2

’x'zml ; | X Q(xa)-b1
a

ning |x,|%® - ¢E.gom

h]
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Seega [x.|< & . Et funktéloon T(x) .on 15igul [~ €,¢e] posi-
tiivne, siis Xg Q'(xa) + 1>0 ning seega

X, Qfx.) 4+ 1
Xa21:1 - & : < 0.

Seadud vorratus nditab, et v6rrandi (1) lahend X, ol saa olla
reaalarv. ’ :
2° Vaatleme Juhtu, kus viimase kHiguna asendab A paaritu-
astme kordaja. Sellisel juhul saab A mingida nii, et pdrast 9.
kéiku on hulkliige kujul |

10 8 6 4

219 4 ax® 4+ bx® 4 ex® + dx° + 1 = O. (2)

. (& kirjutas kdikide pearitute astmete ette nullid. Eui B peaks
piilidma miingijat A segada selle taktika ldbiviimisel, giis tazan~
dub méng juhule 1°. T6epoolest, kui B kirjutab kordaje mingl
paarifu astme ette, siig A JHtkab kordajate Krjutamiegt paari-
tute astmete ette Jja viimaseks kiiguks jaib mingi jale A kind-
lasti paarisastme kordaja kirjutamine.) Kui teha v6rrandis (2)
muytuja vahetus x° = u, 8ils uue vérrandi lahendite Uyy  Uoy
Uz Uy Jja ug korral kehtib Vieta teoresmi pﬁh;]_al 8008

Uy u, ug u4'u5 = =1,

'Jﬁrelihﬂt peab mingi i korral w; < 0., BSee aga tdhendab, et
mingi lshendi xo lé_orral xo2 = U < 0. Jérelikult ei saa X0 0l-
1a reaalne lahend. : ' :

90. O0lgu N = 4n = 1 ja arvu ¥ algarvudeks lahutus

a a 8y
H = P4 1 Py 2 oo Py k.

Bt N =4n -~ 1, giis pead antud lahutuses esinema algarv kujul

48 ~ 1, mille astendaja on paaritu. Uldsust kitsendamata v5ih

eeldada, et Py =48 -1 Ja 24 = 2m +1, On jilmne, et arvu N iga
i, i, iy f .

tegur on kujul Py Py° ... p_k y Kkus 1, € a4, 12 £ Boseesy 1pg

£ 8. "Tdiusliku" arvu definitsiooni kohaselt
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, : i, 4, iy
] H+E=Zp1 Pa™ eee Py

kus pummeeritekse {iile koSikvBdimalike aptendajate vHdrtuste,

mille korral 11 £ 84s :!.2 s 8oy +eey i}: 4 a . Jdérelikult 2 ¥ =

8 ak).

' a
1
= (1 +Pyteee+py )1 ¥ Ppt . +D,°) L. (4 + Ppte.. Dy

Viimage vOrduse vasak pool 2:(4n-1) = 8n-2 ei jagu neljaga.
Kuid vorduse paremal pool on tegur

1T+Dp, + ... +p§m""l =

2 4 )

;(1+p1)(1+p1+p1+...+p 2

= 45(1 +pT + ... + p.]m),

mnis Jagudb neljaga. Saadud vastuolu néitap, et arv kujul 4n - 1
el saa olla "tEiuslik",

91. Vaatleme kolmnmarka ABC. Olgu kolmnurge Umberringjoo~
ne raadius R,‘ giseringjoone raadius R Ja segmentidesse joo-
nestatud ringjoonte readiused vastavalt R,, R3 ja R4. U1dsust

B.

kitsendamata viib eel~
dada, et raadiused R2,
;ja R4 on mekeimagl-
se vidtirtusega (vt Joon.
42), s.t.
2R2 = R~ R COBP,_.

2R3 = R -R cbaf-,

2R4 =R - R cosat.
Kolmnurga pindala 8 =
= %’2, Ja kuna

8 = 2R ginot,

b = 2R gin 8,

¢ = 2R siny,
siis -

S =2R° sinx sinBeiny .
Joonis 42.
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Teigsest kiiljest,

1 _ ) 2R sin & sin B siny

sinet + sin'p + sin Y )
Seega

. R[ s 4 gina ging sing
Ry +Ry +Ry +Ry =% |3 - (coso +cos p +cosyp )+

sin o+ sinﬁ + sinr

Euid sine +8inp + sing = sinck+ pin p + sin(t + p ) =

‘=2sini§—i -—2—L+sin(ek+ﬁ)- \
« Z gin 2% ’(cos—i—L-i-eos—z—L) =

--= 4 cog %’- cos -3— cos -Z—

Angloogiliselt saab nHidata, et
cosel + cos p + cos g =1+ 4 sin-g- sin-ﬁ- sin%’-

Jhrelikult
,- R1 + Rz +R3 + R4 =-'2-R (2 + 4 sin-"-z"- sin-g- sing-).

Tghigtame sin %— sin -g- sin -ﬁ- = u. Et
1=1:I.n2 %‘- + s:l.n2 -g— + sin2 %— - %.(3 - cogeh = cos/B - coay-) -

«#(2-48in% sin £ sin %) = 1 - 2u ning alati

2 2 :
sin T +Ein3 -g- M %—; Vsi ex:m2 -%- sin2 -';- - '(-3/92.--

giis\peab u kSikvﬁimalike viddrtuste korral kehtima v&rratus
x Zua 3\/1;2, ehk (2-2/1;. - 1)(% + 1)%¢ 0. siit saame, et

%4-3:'83959.&' +R2+R3+R4=i?l(1 + 2u) £ R(1 +-21[) = 5,

92. Votame niéiteks z = x + 1. Sel juhul (x + 1)! = y!x!
ehk x = y! - 1. Téhlstades y = n (n - naturaalarvuline para-
meeter); saame jirgmise lahendite hulga: x=n! -1, y=n ja
z=n!, kug n = 3,4,5,..+0
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93. Olgu kolmmurga tipud A, B Ja C  jJa kolmmurga kiiljed -
~a, b jac. Bt A =28 ~-2%, giig '

ﬁ:’f‘ +%d. ‘ . (1)

. T6mbame tipust B 1l6ignu BM
nii, et MBO= ¥ (vi.joon.
43). Siis BM = MG ;}a se0=
se (1) pShjal AW - vz o,
Tdhistame BM = x, Siig
kolmnurgast ABM siinng-
teoreemi pshjal

. - 8in(fi - 42)
 Joonis 43, | ' }T
) . = X = (2)
. gin ol sin 3—
—S8iit x = e sinat /sin %— Aaendades saadud x viddrtuge aval-
b-x . :
distesse sin%—- Ja oin oo’ 9S8ame geosest (2)
¢ _ sin-'_%i ;(Bcos-g--sin-é-) sin—é- 4c032-g'---1=
sin o +ain—‘i‘— gin % S (1 + 2 cos T) 17+ 2 cos 32"—
= 2 cos % ~1. Viimase péhjal (§ +1)2 .4 cos®% =2 +2 cog ot
. 2 2 2
=2+b %o =8 ..
, be
(b + ¢)2 (b -¢) = a°p. (3)

Seose (3) piisavus ilmmeb sellest, et seos (2) onm saadav geg~ °

sest (3), kui kirjuteds antud tSestus lihtgalt vastupidises
Jérjekorras. Jirelikult seos (3) on tarvilik Ja piigav gelleks,
et o =2p - 2p. :

94. Olgu otgitayv hulkl:l.ige Pe(x). Ulesande tlngi'nuste
kohagelt P (0) = 0 ning hulklilkmel Qr(x) = N(J;) -¥N on W
erinevat nullkohta Xy9Xy,. re9Xyg. dJHrelikult
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Up(x) = Py(x) = ¥ = (x - x)(x - %) ... (x - xg) Qtx), (1)
kus Qf(x) on teatav hulkliige. Nditame, et hulkliige Q4(x) on
semuti tdisarvuliste kordajatega. Selleks piisab n#idata, et
mi A(x) on tH#isarvuliste kordajatega hulkliige Ja X, on vbr-
randi A(x) = O tH#isarvuline lahend, siis A(x)/(x-xo) on tHig-
~ ervuliste kordajatega hulkliige. Téepoolest, olgu
" k A(x) A(x) - A(xg)
-}(x) = gzbakx » siis = %o = T =

m xk"‘i_lok m -k-'l . —.—i m—‘i m, k"'l-i--
| =ank X =%, .= Eﬁa’k ‘E:o T ‘§oxi 212150 =

R -1 : & Lk-1-1 - ;
=‘§;Obix;, kus by = 2 +1akx0 . Et x, on tdisarvy siis ka

by (1 =0,1,2,...,m=1) on t¥isarv. Jérelikult Qi(z) on tEis-
arvuliste kordajatega hulkliige. V&tame vbrduses (1) =x = O.
Siis N .

Qu(0) = Pp(0) -~ N = (=1) XXy« Xy Q'(0),

Et Pg(0) = O ja Q}(0) on tiisarv, siis on arvul N'vahema;t.n'
erinevat tédisarvulist jagajat. Arvude Eq9Xns e gXy hulgas lei-

dub mitte rohkem kul ksks sellist arvu xp-ja Xqs b ]xpl =

= |x,| = 1. Kbikide tilejdtinud indeksi i vitirtuste korrsl |x,|»

2 2. Jdrelikult .

¥ o=zl x| oo o lxgl - lageod 2 |xpi . qul o 202 , o2,

Seega saab hulkliige Pn(x) eksisteerida vaid selligte N vidr-

tuste korral, kus N3 2°°2. On ilmne, et saadud vorratus keh- -
tib aimult N = 1,2,3,4, korral. Nende N viHrtuste korral on
lihtne nHidata, et sellised hulkliikmed leiduvad. V6ttes Q(x) =

i1,sawm
P1(x) -1 =. X = 1,
Po(x) -2 = (x+ 1)(x~2),
Pi(x) -3 =1(x- N(x+ 1)(x+ 3),
Pp(x) -4 =-(z-1)x+ 1)(x - 2)(x + 2),

107



kusi P1(x) = X, Pé(x) a x° -~ x, I’B(x) = x° + 3x2 - x Ja P4(x) =
= 5!2" - x4. .

Kui ¥ 3 5, eiis N < 2" ja juirelikult otsitavaid hulk-
liikmeid ei leidu. . ‘

95. T6estame algul Uhe gamasuse kombinatoorike valdkon-
nast. Vaatleme vahet ) ‘

ky~1 ktly=1 _kKl(n - ¥)! _ (n - ®)1(k + 1)1
(€77 = (G)7" = A1 '(‘(E%Lm—’-=
- -Kin-d)  kim-k+ )1 ki(a-r _
n+ - n + n +

k:')-1

k y=1 1 :
= Cpy)™ - g (o7 enx
1 11 1 1 4
X 'n+1'&§"&'k'"ci+1' (1)
C n n n+1
n+1 X

a) Korrutame vdrduse (1) mSlemaid pooli suurusega (--1)lc
Ja summeerime siig saadud vordused k vidartugte 142,5.4.40 kor-
rel. Saame

~1)7+1 1 1 -
.Un+1"%ﬁ%1—"m"n=“n+“n+1+gr* ehi

n+1 n+1

U = D% (n+ 1) -1
n n+2 *

~ Saadud seosest ndeme, et kui n on paaritu arv, giis Un = =1,
kul n on paarisarv, sgiis U, = -n—f—z .

\ ‘
b) Summeerime vsrduge (1) mSlemad pooled k viirtuate 1,
2,..44n korral. Sasme ‘

1 . 1 -
Gapr =D =337 85 = 8, = (8, - i) eh

S

Spet = Bty (S + 1. i (2)
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Edasi tOestame matemaatilise induktsiooni meetodiga. On
- ilmne, et punkti b véide kehtlb, kuli n = 1. Oletame, et ta
kehtid n = m korral, s.t.

=m+1§1 .

Néiitame, et tSestatav viide kehtib kan =m+ 1 korral. Lihtu-
me vordusest (2):

m+ 2 m+ 2 m+1
Swi = 2@ D U+ 8w ey O+ A E{'E)‘

ms2 oMt &

_ m+2 . mt2 Ly oK _ o
“Pm+) t SI2 é.{f’ = STHD (T +E1T) =

m+2m"'12k
= Tom#l 1 K °

Seega kehtlib védide ka n = m + 1 korral. Jéirelikult
) n
n_+ 1
n Eﬁ Tl §1

¢) Vaatleme suhet 011: : C§—1 n—"%i—"-. See suhe on
suuren ihest, kul k < 4 (n + 1), Ja:celikult on jads oS, ¢},

02, ceny Ck monotoonselt kasvav, kui k ¢ -2- (n + 1) ning seega

E1 £1+2 §1 %Eﬁ s lkus g'= [;_;-.(n +1)]. Jidrelikmlt

S

n _ |
+24.0% ] 2 8 | 4 (s = 1
S, & = C1+=+ - <
n - n ; -C;E; n ; * aln -
2 , 4 6
<1+E+n= ‘l+n
Teiselt poolt S5, = §1 —— = 1. Seega 1£8,< 1 "'365 .

Jirelikult lim S 1 .
. D= o0 §
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