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@ Need on vérrandid, mis kirjeldavad mingeid fiiiisikalisi protsesse.
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Mis on matemaatilise fiitisika vorrandid?

@ Need on vdrrandid, mis kirjeldavad mingeid fiiiisikalisi protsesse.
e Maiirata suurused, mis meile huvi pakuvad, niiteks millegi asukoht,
temperatuur, rdhk, tuule kiirus, elektrivilja tugevus jms.
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Mis on matemaatilise fiitisika vorrandid?

@ Need on vdrrandid, mis kirjeldavad mingeid fiiiisikalisi protsesse.

e Maiirata suurused, mis meile huvi pakuvad, niiteks millegi asukoht,
temperatuur, rdhk, tuule kiirus, elektrivilja tugevus jms.

e Maarata muutujad, millest meid huvitavad suurused sdltuvad,
tutpiliselt aeg ja ruumipunkt, samuti vélised mdjud (jéud, kinnitused,
takistused, ...)

@ Leida seosed meid huvitavate suuruste ja viliste m&jude vahel.
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Mis on matemaatilise fiitisika vorrandid?

Need on vdrrandid, mis kirjeldavad mingeid fiiiisikalisi protsesse.
Maarata suurused, mis meile huvi pakuvad, nditeks millegi asukoht,
temperatuur, rdhk, tuule kiirus, elektrivilja tugevus jms.

Maarata muutujad, millest meid huvitavad suurused sdltuvad,
tutpiliselt aeg ja ruumipunkt, samuti vélised mdjud (jéud, kinnitused,
takistused, ...)

Leida seosed meid huvitavate suuruste ja viliste mdjude vahel.
Tilipiliselt seosteks on diferentsiaalvdrrandid (suuruste muutus on
maaratud slisteemi seisundiga antud ajahetkel). Kuna muutujaid on
tavaliselt mitu, siis on tulemuseks tavaliselt osatuletistega
diferentsiaalvdrrandid (v3i siisteemid).
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Need on vdrrandid, mis kirjeldavad mingeid fiiiisikalisi protsesse.
Maarata suurused, mis meile huvi pakuvad, nditeks millegi asukoht,
temperatuur, rdhk, tuule kiirus, elektrivilja tugevus jms.

Maarata muutujad, millest meid huvitavad suurused sdltuvad,
tutpiliselt aeg ja ruumipunkt, samuti vélised mdjud (jéud, kinnitused,
takistused, ...)

Leida seosed meid huvitavate suuruste ja viliste mdjude vahel.
Tilipiliselt seosteks on diferentsiaalvdrrandid (suuruste muutus on
maaratud slisteemi seisundiga antud ajahetkel). Kuna muutujaid on
tavaliselt mitu, siis on tulemuseks tavaliselt osatuletistega
diferentsiaalvdrrandid (v3i siisteemid).

Tuleb uurida, kas saadud vérranditel leidub lahend, kas lahend on
iihene ning kui algtingimusi veidi muuta, kas siis lahend muutub ka
natuke v&i v8ib muutus olla viga suur (lahendi stabiilsus).
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Mis on matemaatilise fiitisika vorrandid?

Need on vdrrandid, mis kirjeldavad mingeid fiiiisikalisi protsesse.
Maarata suurused, mis meile huvi pakuvad, nditeks millegi asukoht,
temperatuur, rdhk, tuule kiirus, elektrivilja tugevus jms.

Maarata muutujad, millest meid huvitavad suurused sdltuvad,
tutpiliselt aeg ja ruumipunkt, samuti vélised mdjud (jéud, kinnitused,
takistused, ...)

Leida seosed meid huvitavate suuruste ja viliste mdjude vahel.
Tilipiliselt seosteks on diferentsiaalvdrrandid (suuruste muutus on
maaratud slisteemi seisundiga antud ajahetkel). Kuna muutujaid on
tavaliselt mitu, siis on tulemuseks tavaliselt osatuletistega
diferentsiaalvdrrandid (v3i siisteemid).

Tuleb uurida, kas saadud vérranditel leidub lahend, kas lahend on
iihene ning kui algtingimusi veidi muuta, kas siis lahend muutub ka
natuke v&i v8ib muutus olla viga suur (lahendi stabiilsus).
Lahendada vérrandid. Tdpne lahendamine on vdimalik vdga harva,
lihtsamate vdrrandite puhul saab leida lahendi integraalina vai |6pmatu

summana. Uldiselt tuleb lahendada ligikaudu.
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Maalt stardib rakett kaugete tdhtede poole. Alates momendist, kui rakett
on jdudnud 1000 km kaugusele, on tema kiirus vérdeline tema kauguse

ruuduga maast. Uks tund hiljem on rakett jdudnud 2000 km kaugusele. Kui
kaugel on rakett maast 3 tunni parast?

L/
Y/,
1 4
- dj!’g' '
-

= = = ae
Urve Kangro Matemaatilise fiiiisika v3rrandid 22. detsember 2023. a. 4/19



Maalt stardib rakett kaugete tdhtede poole. Alates momendist, kui rakett
on jdudnud 1000 km kaugusele, on tema kiirus vérdeline tema kauguse

ruuduga maast. Uks tund hiljem on rakett jdudnud 2000 km kaugusele. Kui
kaugel on rakett maast 3 tunni parast?

)g Olgu y(t) raketi kaugus Maast ajamomendil t. Siis
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Maalt stardib rakett kaugete tdhtede poole. Alates momendist, kui rakett
on jdudnud 1000 km kaugusele, on tema kiirus vérdeline tema kauguse

ruuduga maast. Uks tund hiljem on rakett jdudnud 2000 km kaugusele. Kui
kaugel on rakett maast 3 tunni parast?

)g Olgu y(t) raketi kaugus Maast ajamomendil t. Siis

Rt
s y(0) = 1000, y(1) = 2000.
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Maalt stardib rakett kaugete tdhtede poole. Alates momendist, kui rakett
on jdudnud 1000 km kaugusele, on tema kiirus vérdeline tema kauguse

ruuduga maast. Uks tund hiljem on rakett jdudnud 2000 km kaugusele. Kui
kaugel on rakett maast 3 tunni parast?
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Olgu y(t) raketi kaugus Maast ajamomendil t. Siis
y/ — ky2,
y(0) = 1000, y(1) = 2000.

2000

y(t) = 53— ¥(3) = —2000 777
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Osatuletised

Mitme muutuja funktsioonide korral saab tuletise asemel defineerida
osatuletise.

Olgu kahe muutuja funktsioon f defineeritud mingis piirkonnas D € R?.

Olgu punkt (x, y) hulga D sisepunkt.
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Osatuletised

Mitme muutuja funktsioonide korral saab tuletise asemel defineerida

osatuletise.
Olgu kahe muutuja funktsioon f defineeritud mingis piirkonnas D € R?.

Olgu punkt (x, y) hulga D sisepunkt.

Kui leidub I18plik piirvdartus

. f(X+h7y)_f(X7y)
[im ,
h—0 h

siis seda piirvaartust nimetatakse funktsiooni f osatuletiseks muutuja x

of
jargi, tahistatakse £ (x,y) voi a(x,y).
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Osatuletised

Mitme muutuja funktsioonide korral saab tuletise asemel defineerida

osatuletise.
Olgu kahe muutuja funktsioon f defineeritud mingis piirkonnas D € R?.

Olgu punkt (x, y) hulga D sisepunkt.

Kui leidub I18plik piirvdartus

. f(X+h7y)_f(X7y)
[im ,
h—0 h

siis seda piirvaartust nimetatakse funktsiooni f osatuletiseks muutuja x

of
jargi, tahistatakse £ (x,y) voi 5(X,y).

Analoogiliselt defineeritakse osatuletis muutuja y jérgi ning osatuletised,
kui muutujaid on rohkem.
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Lainevarrandid

Keele vonkumine

Keel: pinguletdmmatud elastne painduv traat (v3i niit).

Tasakaaluasend: x-telg, u on keele kdrvalekalle tasakaaluasendist, s.t. keel
vongub xu-tasandis. Teeme eeldused:

1) iga keele osake liigub ainult iles-alla (ristv@nkumine);

2) keel on ideaalselt painduv;

3) vBnkumised on vdikesed

4) keel on tdmmatud pingule; pingejdud keeles on P.
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Keel: pinguletdmmatud elastne painduv traat (v3i niit).

Tasakaaluasend: x-telg, u on keele kdrvalekalle tasakaaluasendist, s.t. keel
vongub xu-tasandis. Teeme eeldused:

1) iga keele osake liigub ainult iles-alla (ristv@nkumine);
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4) keel on tdmmatud pingule; pingejdud keeles on P.
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T(x+Ax,f)

Urve Kangro

Matemaatilise fiiiisika vrrandid

Vaatleme keele osakese (x,x + Ax)
vdnkumist. Osakesele mdjub pingejéud
T(x+Ax,t)—T(x,t), mille suurus on
konstantselt P.
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Vaatleme keele osakese (x,x + Ax)
Twtary VONkumist. Osakesele mdjub pingejoud
T(x+Ax,t)—T(x,t), mille suurus on
konstantselt P. Pingejdud on puutuja-

Urve Kangro

x+Ax

x suunaline. Ristvdnkumised, seega hori-
sontaalsuunas on jdudude summa null.
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() Vaatleme keele osakese (x,x + Ax)
Twtary VONkumist. Osakesele mdjub pingejoud
T(x+Ax,t)—T(x,t), mille suurus on
konstantselt P. Pingejdud on puutuja-
x suunaline. Ristvdnkumised, seega hori-
x i sontaalsuunas on jdudude summa null.
Vertikaalsuunas on jéudude summa
Psina’ — Psina ~ Ptana’ — Ptana = Puy(x + Ax, t) — Pu(x, t).
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() Vaatleme keele osakese (x,x + Ax)
Twtary VONkumist. Osakesele mdjub pingejoud
T(x+Ax,t)—T(x,t), mille suurus on
konstantselt P. Pingejdud on puutuja-
x suunaline. Ristvdnkumised, seega hori-
x i sontaalsuunas on jdudude summa null.
Vertikaalsuunas on jéudude summa
Psina’ — Psina ~ Ptana’ — Ptana = Puy(x + Ax, t) — Pu(x, t).

Newtoni Il seadus: F = ma.

Olgu keele joontihedus p. Siis keele osakese mass on pAx.
Keele osakese kiirendus punktis x on wug(x, t).

Saame vorrandi Puy(x + Ax, t) — Puy(x, t) = pAx ug(x, t).

Jagame suurusega pAx ning ldheme piirile Ax — 0: %uxx(x, t) = une(x, t).
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() Vaatleme keele osakese (x,x + Ax)

Twtary VONkumist. Osakesele mdjub pingejoud
T(x+Ax,t)—T(x,t), mille suurus on
konstantselt P. Pingejdud on puutuja-

x suunaline. Ristvdnkumised, seega hori-

x i sontaalsuunas on jdudude summa null.

Vertikaalsuunas on jéudude summa

Psina’ — Psina ~ Ptana’ — Ptana = Puy(x + Ax, t) — Pu(x, t).

Newtoni Il seadus: F = ma.

Olgu keele joontihedus p. Siis keele osakese mass on pAx.

Keele osakese kiirendus punktis x on wug(x, t).

Saame vorrandi Puy(x + Ax, t) — Puy(x, t) = pAx ug(x, t).

Jagame suurusega pAx ning ldheme piirile Ax — 0: %uxx(x, t) = une(x, t).

e S

Uhems&tmeline lainevdrrand: uy = a’ux + f, kus f on viline jGud.
Kirjeldab ka néiteks varda pikivdnkumisi ning elektrisignaalide levimist
viikese takistusega juhtmes.
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() Vaatleme keele osakese (x,x + Ax)
Twtary VONkumist. Osakesele mdjub pingejoud
T(x+Ax,t)—T(x,t), mille suurus on
konstantselt P. Pingejdud on puutuja-
x suunaline. Ristvdnkumised, seega hori-
x i sontaalsuunas on jdudude summa null.
Vertikaalsuunas on jéudude summa
Psina’ — Psina ~ Ptana’ — Ptana = Puy(x + Ax, t) — Pu(x, t).

e S

Newtoni Il seadus: F = ma.

Olgu keele joontihedus p. Siis keele osakese mass on pAx.
Keele osakese kiirendus punktis x on wug(x, t).

Saame vorrandi Puy(x + Ax, t) — Puy(x, t) = pAx ug(x, t).

Jagame suurusega pAx ning ldheme piirile Ax — 0: %uxx(x, t) = une(x, t).
Uhems&tmeline lainevdrrand: uy = a’ux + f, kus f on viline jGud.

Kirjeldab ka néiteks varda pikivdnkumisi ning elektrisignaalide levimist
viikese takistusega juhtmes.

Lisaks rajatingimused u(0, t) = u(L, t) = 0 ja algtingimused.
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Uhemddtmelise lainevdrrandi lahendamine

Vaatleme vérrandit vy = a°uy, x € R, t > 0.
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Uhemddtmelise lainevdrrandi lahendamine

Vaatleme vérrandit vy = a°uy, x € R, t > 0.

Teeme muutujavahetuse £ = x + at, n = x — at.

Olgu u(x, t) = v(&,n) = v(x + at, x — at).
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Uhemddtmelise lainevdrrandi lahendamine

Vaatleme vérrandit vy = a°uy, x € R, t > 0.

Teeme muutujavahetuse £ = x + at, n = x — at.
Olgu u(x, t) = v(&,n) = v(x + at, x — at).
Asendades selle esialgsesse vorrandisse saame v, = 0.
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Uhemddtmelise lainevdrrandi lahendamine

Vaatleme vérrandit vy = a°uy, x € R, t > 0.

Teeme muutujavahetuse £ = x + at, n = x — at.
Olgu u(x, t) = v(&,n) = v(x + at, x — at).
Asendades selle esialgsesse vorrandisse saame v, = 0.

Seega v¢(&,n) = h(§) ning v(&,n) = (&) + g(n), kus f ja g on suvalised
funktsioonid.
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Uhemddtmelise lainevdrrandi lahendamine

Vaatleme vérrandit vy = a°uy, x € R, t > 0.

Teeme muutujavahetuse £ = x + at, n = x — at.

Olgu u(x, t) = v(&,n) = v(x + at, x — at).

Asendades selle esialgsesse vorrandisse saame v, = 0.

Seega v¢(&,n) = h(§) ning v(&,n) = (&) + g(n), kus f ja g on suvalised
funktsioonid.

Lainevdrrandi ildlahend on u(x,t) = f(x + at) + g(x — at).
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Uhemddtmelise lainevdrrandi lahendamine

Vaatleme vérrandit vy = a°uy, x € R, t > 0.

Teeme muutujavahetuse £ = x + at, n = x — at.

Olgu u(x, t) = v(&,n) = v(x + at, x — at).

Asendades selle esialgsesse vorrandisse saame v, = 0.

Seega v¢(&,n) = h(§) ning v(&,n) = (&) + g(n), kus f ja g on suvalised
funktsioonid.

Lainevdrrandi ildlahend on u(x,t) = f(x + at) + g(x — at).

Olgu antud ka algtingimused u(x,0) = up(x), us(x,0) = u1(x), x € R.
Siis f(x) + g(x) = wo(x) ja af’(x) — ag’(x) = v1(x).
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Uhemddtmelise lainevdrrandi lahendamine

Vaatleme vérrandit vy = a°uy, x € R, t > 0.

Teeme muutujavahetuse £ = x + at, n = x — at.

Olgu u(x, t) = v(&,n) = v(x + at, x — at).

Asendades selle esialgsesse vorrandisse saame v, = 0.

Seega v¢(&,n) = h(§) ning v(&,n) = (&) + g(n), kus f ja g on suvalised
funktsioonid.

Lainevdrrandi ildlahend on u(x,t) = f(x + at) + g(x — at).

Olgu antud ka algtingimused u(x,0) = up(x), us(x,0) = u1(x), x € R.
Siis f(x) + g(x) = wo(x) ja af’(x) — ag’(x) = v1(x).
Siit saame leida lahendi

ug(x — at) + up(x +at) 1 /X+at
X

ulx,t)= 4+ —
(1) 2 2a
seda valemit nimetatakse d’Alemberti valemiks.
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Mitmemddtmelised lainevdrrandid

Samamoodi saab tuletada vdrrandi pinguletdmmatud membraani

vonkumiseks.
Kahemddtmeline lainevdrrand: uy = a?(uxx + uyy) + f.
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Mitmemddtmelised lainevdrrandid

Samamoodi saab tuletada vdrrandi pinguletdmmatud membraani
vonkumiseks.

Kahemddtmeline lainevdrrand: uy = a?(uxx + uyy) + f.

Rajatingimused: u(x,y,t) = 0, kui (x,y) on membraani servas.
Algtingimused: u(x,y,0) = uo(x,y), ue(x,y,0) = ui(x,y), kui (x,y) on
membraani punkt.

Kirjeldab naiteks ka vaikeste lainete levimist veepinnal.
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Mitmemddtmelised lainevdrrandid

Samamoodi saab tuletada vdrrandi pinguletdmmatud membraani
vonkumiseks.

Kahemddtmeline lainevdrrand: uy = a?(uxx + uyy) + f.

Rajatingimused: u(x,y,t) = 0, kui (x,y) on membraani servas.
Algtingimused: u(x,y,0) = uo(x,y), ue(x,y,0) = ui(x,y), kui (x,y) on
membraani punkt.

Kirjeldab naiteks ka vaikeste lainete levimist veepinnal.

Kolmemddtmeline lainevérrand: u; = az(uxx + uyy + uy) + £
Kirjeldab naiteks heli levimist (siis u(x, y, z, t) on (8hu)rdhk punktis
(x,y,z) ajamomendil t) v&i elektromagnetlainete (raadiolained, valgus)
levimist ruumis.
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Soojusjuhtivuse vérrand

Olgu antud varras pikkusega L, mille kiilgpinnad on isoleeritud. Eeldame, et
varda ristldikes on temperatuur sama, s.t. temperatuud sdltub ainult
x-koordinaadist. Olgu u(x, t) temperatuur punktis x ajamomendil t.
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Soojusjuhtivuse vérrand

Olgu antud varras pikkusega L, mille kiilgpinnad on isoleeritud. Eeldame, et
varda ristldikes on temperatuur sama, s.t. temperatuud sdltub ainult
x-koordinaadist. Olgu u(x, t) temperatuur punktis x ajamomendil t.
Vaatleme varda iihte tiikikest (x, x + Ax). Varda ristliget labiv soojushulk
on vdrdeline temperatuuri muutusega: g = —kuy.
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Soojusjuhtivuse vérrand

Olgu antud varras pikkusega L, mille kiilgpinnad on isoleeritud. Eeldame, et
varda ristldikes on temperatuur sama, s.t. temperatuud sdltub ainult
x-koordinaadist. Olgu u(x, t) temperatuur punktis x ajamomendil t.
Vaatleme varda iihte tiikikest (x, x + Ax). Varda ristliget labiv soojushulk
on vdrdeline temperatuuri muutusega: g = —ku,. Temperatuuri muutus
selles tiikikeses mingi vdikese aja At jooksul on vordeline sellesse siseneva
soojushulgaga, mis on jagatud selle tiikikese ruumalaga ehk
c(kux(x + Ax, t) — kux(x, t))At

SAx )

u(x,t+ At) — u(x, t) =
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Soojusjuhtivuse vérrand

Olgu antud varras pikkusega L, mille kiilgpinnad on isoleeritud. Eeldame, et
varda ristldikes on temperatuur sama, s.t. temperatuud sdltub ainult
x-koordinaadist. Olgu u(x, t) temperatuur punktis x ajamomendil t.
Vaatleme varda iihte tiikikest (x, x + Ax). Varda ristliget labiv soojushulk
on vdrdeline temperatuuri muutusega: g = —ku,. Temperatuuri muutus
selles tiikikeses mingi vdikese aja At jooksul on vordeline sellesse siseneva
soojushulgaga, mis on jagatud selle tiikikese ruumalaga ehk

c(kux(x + Ax, t) — kux(x, t))At
SAx )
Jagame 13bi At-ga ja ldheme piirile At — 0 ja Ax — 0:

u(x,t+ At) — u(x, t) =

ur(x,t) = 22 Usx (X, t).

See on iihemd&tmeline soojusjuhtivuse v&rrand.
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Soojusjuhtivuse vérrand

Olgu antud varras pikkusega L, mille kiilgpinnad on isoleeritud. Eeldame, et

varda ristldikes on temperatuur sama, s.t. temperatuud sdltub ainult

x-koordinaadist. Olgu u(x, t) temperatuur punktis x ajamomendil t.

Vaatleme varda iihte tiikikest (x, x + Ax). Varda ristliget labiv soojushulk

on vdrdeline temperatuuri muutusega: g = —ku,. Temperatuuri muutus

selles tiikikeses mingi vdikese aja At jooksul on vordeline sellesse siseneva

soojushulgaga, mis on jagatud selle tiikikese ruumalaga ehk
c(kux(x + Ax, t) — kux(x, t))At

SAx )
Jagame 13bi At-ga ja ldheme piirile At — 0 ja Ax — 0:

u(x,t+ At) — u(x, t) =

2
u(x, t) = a“uxx(x, t).
See on iihemd&tmeline soojusjuhtivuse v&rrand.

Ka siia tuleb lisada rajatingimused, nditeks u(0, t) = u(L,t) = 0 v3i
ux(0,t) = uy(L, t) = 0.
ning algtingimus u(x,0) = up(x).
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Ka soojusjuhtivuse vdrrand v&ib olla kahe- v&i kolmem&dtmeline.

Olgu u(x,y, z, t) temperatuur punktis (x, y, z) ajamomendil t. Eeldame, et
keha juhib soojust kdikides punktides ja kdikides suundades iihtemoodi.

Kolmemadtmeline soojusjuhtivuse vérrand : u; = a2(ux + Uyy + Uzz) + f.
Kirjeldab ka néiteks difusiooni ja stohhastilisi protsesse (Browni liikumine,
finantsmatemaatika).
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Ka soojusjuhtivuse vdrrand v&ib olla kahe- v&i kolmem&dtmeline.

Olgu u(x,y, z, t) temperatuur punktis (x, y, z) ajamomendil t. Eeldame, et
keha juhib soojust kdikides punktides ja kdikides suundades iihtemoodi.

Kolmemadtmeline soojusjuhtivuse vérrand : u; = a2(ux + Uyy + Uzz) + f.
Kirjeldab ka néiteks difusiooni ja stohhastilisi protsesse (Browni liikumine,
finantsmatemaatika).

Olgu u(x, t) optsiooni hind ajamomendil t, kui aktsia hind on x.
Black-Scholesi vdrrand: uy + k2x2 Uy + rxuy — ru = 0.

Nobeli preemia majanduses 1997 said R.C. Merton ja M. Scholes uue
meetodi eest tuletisvdartpaberite hinna mairamiseks.
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Laplace'i ja Poissoni vorrandid

Soojusjuhtivuse v8rrand: uy = a2(uxx + Uy + Uz) + f.
Lainevdrrand: uy = a®(Uxx + Uyy + Uzz) + f.

Oletame, et u ja f ei s8ltu ajast. Siis us = 0 ja vy = 0. Siis saame
mdlemal juhul v&rrandi

Uxx+uyy+uzz:F7

kus F = —f/a®. Seda nimetatakse Poissoni v&rrandiks.

Kui F = 0, siis seda nimetatakse Laplace’i vdrrandiks.
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Laplace'i ja Poissoni vorrandid

Soojusjuhtivuse vérrand: u; = a (U + Uyy + Uzz) + f.
Lainevdrrand: vy = az(uxx + uyy + Uzz)+f.

Oletame, et u ja f ei s8ltu ajast. Siis us = 0 ja vy = 0. Siis saame
mdlemal juhul v&rrandi

Uxx+uyy+uzz:F7

kus F = —f/a®. Seda nimetatakse Poissoni v&rrandiks.
Kui F = 0, siis seda nimetatakse Laplace’i vdrrandiks.

Need vdrrandid kirjeldavad tasakaaaluolekut v&i teatud juhtudel ka
funktsiooni, millele v&rrandi lahendid lihenevad, kui t — .

Laplace'i ja Poissoni vdrranditele on lahendi iiheseks madramiseks vaja
lisada ka rajatingimused.
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Helmholtzi vorrand

Lainevdrrand: ug = a*(Uxx + Uyy + Uzz) + f.
Oletame, et f sdltub ajast perioodiliselt, nditeks kditub iga fikseeritud
(x,y, z) korral nagu sin(kt + ¢). Seda saab valjendada kujul
f(x,y,z,t) = e f(x,y, z).
Eeldame, et ka rajatingimused kdituvad samamoodi. Siis teatud tingimustel

hakkab ka lainevdrrandi lahend piiril ¢ — oo kdituma samamoodi, s.t.

lim (U(X,y,z, t) — eiktﬁ(x,y,2)> =0.
t—o0
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Helmholtzi vorrand

Lainevdrrand: ug = a*(Uxx + Uyy + Uzz) + f.
Oletame, et f sdltub ajast perioodiliselt, nditeks kditub iga fikseeritud
(x,y, z) korral nagu sin(kt + ¢). Seda saab valjendada kujul
f(x,y,z,t) = e f(x,y, z).
Eeldame, et ka rajatingimused kdituvad samamoodi. Siis teatud tingimustel

hakkab ka lainevdrrandi lahend piiril ¢ — oo kdituma samamoodi, s.t.

lim (U(X,y,z, t) — eiktﬁ(x,y,2)> =0.
t—o0

o .. - .. )

Kuna gy [e*ti(x,y,z)] = —k?e*tii(x, y,z), siis i rahuldab v&rrandit
— k%0 = a®(lhoc + Gy + lizz) + F.
Jatame siin tilded dra ja tdhistame 2= k2/az, saame

Uxx + Uyy + uzz—l—czu: F.

Seda nimetatakse Helmholtzi v3rrandiks.
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Helmholtzi vorrand

Lainevérrand: uy = a2 (t + Uyy + Uzz) + f.
Oletame, et f sdltub ajast perioodiliselt, nditeks kditub iga fikseeritud
(x,y, z) korral nagu sin(kt + ¢). Seda saab valjendada kujul
f(x,y,z,t) = e f(x,y, z).
Eeldame, et ka rajatingimused kdituvad samamoodi. Siis teatud tingimustel
hakkab ka lainevdrrandi lahend piiril ¢ — oo kdituma samamoodi, s.t.
tln;o (u(x,y, z,t) — e’ktu(x,y,z)> =0.

02 .. - . . .
Kuna gy [e*ti(x,y,z)] = —k?e*tii(x, y,z), siis i rahuldab v&rrandit
— ki = @ (lx + Gy + Gizz) + F.
Jatame siin tilded dra ja tdhistame 2= k2/az, saame
Uxx + Uyy + Uzy + cu=F.
Seda nimetatakse Helmholtzi v&rrandiks.
See vdrrand kirjeldab ajas perioodilist piirlahendit. Samuti tekib see

virrand, kus F = 0, Laplace'i vdrrandi omavaartusiilesannetes.
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Maxwelli vérrandid

Elektrivali E(x,y, z, t) on punktis (x, y, z) ajamomendil t Ghikulisele
punktlaengule m&juv jdud. Magnetvili H(x, y, z, t) kirjeldab punktis
(x,y,z) ajamomendil t vooluga juhtmele m&juvat jdudu.

Maxwelli vdrrandid vaakumis (ligikaudu ka 8hus):

gob1t = Hzy — Ha 2,
g0kt = Hiz — H3 x,
eob3t = Hox — Hiy,
poHi: = —(Esy — B2 2),
poHo: = —(E1z — Esx),
poHz: = —(E2x — E1y),
Eyx+Ey +E3, =0,
Hix + Hay + Haz = 0.
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Maxwelli vdrrandites saab iihe viljadest elimineerida, niiteks kui

elimineerime H, siis saame lainevérrandi
2
Ett =cC (Exx + Eyy + Ezz)

koos lisatingimusega E; x + E> , + E3 , = 0.
Lisaks on vaja rajatingimusi.
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“Nahtamatu’ lennuk

Lockheed F-117 Nighthawk
Esimene lend 1981.
Kasutati ulatuslikult Lahesdjas 1990-1991.
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Kes tahab vaita miljon dollarit?

Clay instituut (Clay Mathematics Institute) sdnastas aastal 2000 seitse
“kdige tahtsamat” matemaatilist probleemi, neist igaiihe lahendajale on
vélja pandud auhind miljon dollarit.

Uks on lahendatud: Grigori Perelman lahendas Poincare hiipoteesi.

Riemanni hiipotees sBnastatud juba aastal 1900 Hilberti probleemina (23
“kdige tihtsamat " matemaatilist probleemi sel ajal).
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Navier-Stokesi vorrand

Olgu v(x, t) vedeliku kiirus ning p(x, t) vedeliku rdhk punktis x
ajamomendil t. Olgu f(x, t) valine jdud ning v vedeliku viskoossus.

3 3
Vit + E Vjvl',Xj = —Px +v E Vi,Xij + f;'7 = 172737
j=1 j=1

lisaks kokkusurumatu vedeliku korral massi jadvuse seadus

V].,Xl + V2,X2 + V3,X3 - O
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Navier-Stokesi vorrand

Olgu v(x, t) vedeliku kiirus ning p(x, t) vedeliku rdhk punktis x
ajamomendil t. Olgu f(x, t) valine jdud ning v vedeliku viskoossus.

3 3
Vit + E Vjvl',Xj = —Px +v E Vi,Xij + f;'7 = 172737
j=1 j=1

lisaks kokkusurumatu vedeliku korral massi jadvuse seadus
V].,Xl + V2,X2 + V3,X3 - O

Probleem.Tdestada v&i tuua kontrandide jargmisele vaitele: kui on antud
vedeliku kiirus (piisavalt sile) ajamomendil 0, siis Navier-Stokesi v&rrandil
leidub lahend v, p, mis on maaratud kogu ruumis ja kdigi t > 0 korral ning
rahuldab algtingimust.
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