
TARTU ÜLIKOOL
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Eessõna

Geomeetria on matemaatika haru, mille aineks on kehade kuju ja nende
ruumiliste vahekordade uurimine. Samas öeldakse lahti nende kehade muu-
dest omadustest, nagu näiteks kaal, värvus, tihedus jm. Geomeetria vani-
mat osa tuntakse elementaargeomeetria nime all. Tema algeid leidub juba
Egiptuse ja Babüloonia matemaatilistes tekstides, mis on kirja pandud juba
teisel aastatuhandel enne meie ajaarvamist. Kujundeid vaadeldakse igapäe-
vases ruumis, kusjuures arutluste õigsust põhjendatakse jooniste abil. Ka
kaasajal esineb geomeetria selliseid käsitlusi. Kõik sõltub sellest, millisel
tasemel on õppekava poolt ette nähtud geomeetriat õpetada. Samas on
toimunud geomeetrias, nii nagu kogu matemaatikas, väga oluline areng. See
areng on toimunud kahes suunas. Esimese suuna rajajaks loetakse saksa
matemaatikut David Hilberti (23.I 1862 − 14.II 1943). Tema eesmärgiks
oli loobumine geomeetria esitamisest jooniste tasemel. Selleks oli vaja geo-
meetriat, nii nagu igat tõsiselt võetavat matemaatilist teooriat, käsitleda
aksiomaatiliselt, mis võimaldab loobuda joonistele toetuvatest tõestustest,
asendades need deduktsiooniga. Aastal 1899 esitas tollane Göttingeni üli-
kooli professor David Hilbert oma teoses ”Geomeetria alused” (”Grundlagen
der Geometrie”) elementaargeomeetria aksiomaatika. Tegelikult püüdis ge-
omeetriat aksiomaatiliselt käsitleda juba kreeka matemaaik Eukleides (u.
365 − u. 300 e.m.a.) oma teose ”Elemendid” geomeetriat käsitlevas osas,
kus ta võtab aksiomaatiliselt kokku eelkäijate saavutused.

Teine oluline suund geomeetria arengus on seotud samuti saksa mate-
maatikuga, seekord Felix Kleiniga (25.IV 1848 − 22.VI 1925). Aastal 1872
pidas ta Erlangeni ülikoolis avaloengu, mis on saanud tuntuks Erlangeni

programmi nime all. Selles esitas ta geomeetria ja teisenduste rühma va-
helise seose. Selgitame seda mõtet lähemalt. Nagu teada (eukleidiline)
geomeetria vaatleb ruumi kujundite neid omadusi, mis säiluvad liikumis-
tel. Ühte kujundit loetakse võrdseks teise kujundiga, kui ühe neist saab
viia teiseks liikumise abil. F. Klein ütles veidi üldisemalt: liikumiste hulga
asemel võib piirduda ka tema mistahes alamhulgaga, kusjuures võrdseteks
loetakse kujundid, mil üks on saadav teisest teisenduse abil vaadeldavast
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alamhulgast. Teisenduste hulga kitsendamise tulemusena tema alamhulgale
annab teise geomeetria, mis uurib kujundite omadusi, mis ei muutu vaadel-
dava alamhulga teisenduste toimel. Antud kujundite võrdsuse mõistelt
nõutakse kolme loomuliku tingimuse täidetust. Need tingimused on järg-
mised: 1) iga kujund on võrdne iseendaga, 2) kui üks kujund on võrdne
teise kujundiga, siis teine kujund on võrdne esimese kujundiga ja 3) kui
üks kujund on võrdne teise kujundiga ja teine kujund on võrdne omakorda
kolmanda kujunduga, siis esimene kujund on võrdne kolmanda kujundiga.
Osutub, et need kolm nõuet ruumi teisenduste alamhulga kohta viivad sel-
leni, et teisenduste alamhulk peab olema rühm. Ruumi kujundite omaduste,
mis säiluvad valitud teisenduste rühma korral, hulka nimetatakse selle rüh-
ma geomeetriaks. Valides erinevaid teisenduste rühmi, saame vaadeldava
ruumi erinevaid geomeetriaid.

Mõlemad suunad on tänaseni läbi teinud üsna suure arengu. Seda
on paljuski võimaldanud matemaatika areng üldse, seejuures esmajoones
(lineaar)algebra areng. Käesoleva geomeetriakursuse terviklikkuse huvides
on algebra need osad, mis on vajalikud meil, on esitatud uuesti, kuid ilma
tõestusteta. Meie esmaseks sihiks on anda mitmete (punkti)ruumide ak-
siomaatiline käsitlus. Seega loobutakse näitlikust käsitlusest, käsitlusest
jooniste abil. Selle käsitluse eeliseks on veel see, et vaadeldav ruum ei pea
tingimata olema kolmemõõtmeline. Ruumi mõõde võib olla kuitahes suur
− ruum on paljumõõtmeline. Ruum võib olla isegi lõpmatumõõtmeline.
Sek korral on küll välistatud punkti koordinaatide kasutamine, sest neid
ei ole punktidel lihtsalt olemas. Ruumide aksiomaatika andmisel on vaja-
lik algebras käsitletud teadmisi rühmade ja vektorruumide kohta. Tege-
likult on vajalikud ka teadmised kujutuste kohta, mida siin ei meenutata.
Eeldatakse, et lugejal on need meeles. Vektorruumide ülevaate esitamisel
tutvutakse ka selliste vektorruumidega, milles on antud skalaarkorrutamine.
Olenevalt skalaarkorrutise definitsioonist, saadakse eukleidiline, pseudoeuk-
leidiline või sümplektiline vektorruum. Kasutades vektorruumi mõistet,
saame anda nüüd esimese ruumi aksiomaatika, milleks on afiinne ruumi ak-

siomaatika. Kui vektorruumiks võtame eukleidilise, pseudoeukleidilise või
süplektilise vektorruumi, saame eukleidilise, pseudoeukleidilise või sümplek-
tilise afiinse ruumi. Järgmiseks ruumiks, mille aksiomaatikani me tahame
jõuda, on projektiivne ruum. Selleks aga peame uurima afiinse ruumi ja
tema eritüübi − eukleidilise afiinse ruumi − kvaadrikute geomeetriat. Meie
jaoks on esmajoones vajalik kvaadrikute afiinne ja ortogonaalne klassifikat-
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sioon. Nüüd same anda projektiivse ruumi aksiomaatika ja seejärel ka
põgusalt tutvuda selle ruumi ehitusega. Projektiivse ruumi mõiste kaudu
jõutakse kahe viimase siin vaadeldava ruumi mõisteni. Nendeks on ellipti-
line ja hüperboolne ruum. Viimana ruum on tuntud ka Lobatêvski ruumina.
Sellega meie tutvus erinevate ruumidega piirdub.

Teiseks meie kursuse oluliseks aspektiks on vaadeldud ruumide geo-
meetria, s.o. Erlangeni programm. Kõigi eespool vaadeldud ruumide korral
saab vaadelda nende ruumide automorfismide rühmi, et oleks selge , mis
on nende ruumide geomeetria. Seletame veidi täpsemalt. Alustada tuleb
hoopis kordamisega. Meenutatakse vektorruumi lineaarteisendustega seo-
tud mõisteid. Erilist huvi pakuvad bijektiivsed lineaarteisendused, mille
hulk kujututuste korrutamise suhtes moodustab rühma. Seda rühma nime-
tatakse automorfismide rühmaks. Kui on tegemist eukleidilise, pseudoeuk-
leidilise või sümplektilise vektorruumiga, siis loomulikul viisil eraldub välja
automorfismide rühmast alamrühm, mida vastavalt nimetatakse eukleidi-
liseks, pseudoeukleidiliseks või sümplektiliseks automorfismide rühmaks.
Pärast seda ettevalmistavat tööd, saame asuda punktiruumide automor-
fismide rühma selgitama. Automorfismide rühma nimetatakse liikumiste

rühmaks. Selleks tuleb käsitleda afiinse ruumi afiinseid teisendusi. Teeme
seda muidugi aksiomaatiliselt. Meie eesmärgiks on vaadelda bijektiivseid
afiinseid teisendusi, sest nende hulk kujutuste korrutamise suhtes on rühm.
See rühm võetakse afiinse ruumi liikumiste rühmaks. Kui vaatleme afiinse
ruumi eritüüpe − eukleidilist, pseudoeukleidilist ja sümplektilist afiinset
ruumi−, siis afiinse ruumi liikumiste rühmast loomulikul teel eraldub välja
alamrühm, mida nimetatakse vastavalt vaadeldava ruumi eukleidiliseks,
pseudoeukleidiliseks või sümplektiliseks liikumiste rühmaks. Analoogilised
liikumiste rühmad tekivad kolme viimase ruumi − projektiivse, elliptilise
ja hüperboolse − ruumi korral. Nende rühmade käsitlemine ei mahu küll
käesoleva kursuse raamidesse.

Kõigis vaadeldud ruumides saab üles ehitada geomeetria, mis pole
midagi muud, kui nende ruumide alamhulkade omaduste uurimine. See-
juures tuleb piirduda alamhulga nende omadustega, mis säiluvad, kui ku-
jundile rakendame liikumiste rühma elemente. Antud kursuse raamidesse
ei mahu ka ühe või teise ruumi geomeetria uurimine.

Sellega ka meie geomeetria kursus lõpeb. Tegemist on sissejuhatavate
peatükkidega. Kaasaegne geomeetria on aga muutkondade geomeetria.
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1. Rühm
(Kordamine)

Rühma mõiste on geomeetrias väga oluline. Ilma temata pole suurt
midagi peale hakata. Meenutame mõningaid rühmaga seotuid mõisteid.

Definitsioon 1.1. Mittetühja hulka G nimetame rühmaks, kui temas

on antud kujutus

· : G×G −→ G; (x, y) 7−→ xy, (1.1)

mida nimetame korrutamiseks. Korrutamine peab rahuldama järgmisi ak-

sioome.

1◦ Korrutamine on assotsiatiivne, s.o. iga x, y, z ∈ G korral kehtib

(xy)z = x(yz). (1.2)

2◦ Hulgas G leidub selline element, tähistame e abil, et iga x ∈ G
korral kehtib

xe = x, ex = x. (1.3)

Elementi e nimetatakse ühikelemendiks.

3◦ Iga elemendi x ∈ G korral leidub hulgas G selline element, tähistame

x−1 abil, et

xx−1 = e, x−1x = e. (1.4)

Elementi x−1 nimetatakse elemendi x pöördelemendiks.

Definitsioon 1.2. Rühma G nimetatakse kommutatiivseks ehk Abeli

rühmaks, kui korrutamine temas on kommutatiivne, s.o.

xy = yx. (1.5)

Märkus. Rühmas kujutust · : G×G −→ G nimetatakse sageli korru-
tamise asemel liitmiseks. Sel korral kirjutatakse

· : G×G −→ G; (x, y) 7−→ xy
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asemel
+ : G×G −→ G; (x, y) 7−→ x+ y.

Ühikelementi tähistame e asemel θ ja pöördelementi x−1 asemel −x abil,
nimetades neid vastavalt nullelemendiks ja vastandelemendiks. Kujutust ·
või + nimetatakse rühma algebraliseks tehteks. Igas konkreetses rühmas on
algebralisel tehtel konkreetne sisu.

Näide 1.1. Olgu GL(n,R) n-järku regulaarsete reaalarvuliste elemen-

tidega maatriksite hulk. Osutub, et see hulk on maatriksite korrutamise

suhtes rühm.

Meil tuleb kontrollida rühma aksioomide täidetust. Kõigepealt tuleb
kontrollida, et maatriksite korrutamine on hulgas GL(n,R) algebraline te-
he. See on tõepoolest nii, sest

(X,Y ) ∈ GL(n,R)×GL(n,R) ⇐⇒ |X| 6= 0, |Y | 6= 0

korral
|XY | = |X||Y | 6= 0 ⇐⇒ XY ∈ GL(n,R).

Seega aksioom 1◦ kehtib. Samuti kehtib aksioom 2◦. Nimelt ühikelemendiks
on n-järku ühikmaatriks E, sest |E| = 1 6= 0 ja EX = X ja XE = X iga
X ∈ GL(n,R) korral. Samuti kehtib aksioom 3◦. Maatriksi X ∈ GL(n,R)
pöördelemendiks on pöördmaatriks X−1. Teame |X−1| = |X|−1 6= 0,
mistõttu X−1 ∈ GL(n,R). Seega GL(n,R) on rühm. Seda rühma nimeta-
takse täielikuks lineaarrühmaks.

Järgnevas meenutame alamrühma mõistet.

Definitsioon 1.3. Rühma G mittetühja alamhulka H nimetatakse

rühma G alamrühmaks, kui ta on rühma G algebralise tehte suhtes rühm.

Vahetult on ilmne, et iga x, y ∈ H korral H ⊂ G tõttu korrutis xy ∈ G,
kuid alamrühmaks olemiseks on sellest vähe. Nõutakse xy ∈ H. Osutub, et
alamrühma H ühikelemendiks on rühma G ühikelement ja elemendi x ∈ H
pöördelemendiks on rühma G seisukohalt leitud pöördelement x−1. Kuna
e ∈ G korral e ∈ H, siis rühma G kõikidel alamrühmadel on vähemalt üks
ühine element − ühikelement e. Alamrühmaks olemist kontrollida definit-
siooni abil on üsna tülikas. Palju lihtsam on kasutada järgmist teoreemi.

Teoreem 1.1. Rühma G mittetühi alamhulk H on alamrühm siis ja

ainult siis kui

x, y ∈ H =⇒ xy−1 ∈ H
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ehk samaväärselt

x, y ∈ H =⇒ xy ∈ H, x ∈ H =⇒ x−1 ∈ H.

Järgnevas toome mitmed geomeetria jaoks olulised alamrühmade näi-
ted. Tegemist on täieliku lineaarrühma alamrühmadega.

Võtame täieliku lineaarrühma GL(n,R) alamhulga H, mis koosneb
skalaarmaatriksitest, s.o.

H := {xE| x ∈ R′},

kus R′ := R \ {0}.
Näide 1.2. n-järku skalaarmaatriksite hulk on täieliku lineaarrühma

GL(n,R) alamrühm.

Tõepoolest. On ilmne, et H 6= ∅. Mistahes xE, yE ∈ H korral

(xE)(yE)−1 = (xE)(y−1E) = (xy−1)EE = (xy−1)E,

kus x 6= 0 ja y 6= 0 tõttu ka xy−1 6= 0. Seega (xE)(yE)−1 ∈ H. Teoreemi 1.1
kohaselt on n-järku skalaarmaatriksite hulk täieliku lineaarrühma GL(n,R)
alamrühm.

Näide 1.3. Olgu G vabalt fikseeritud n-järku maatriks. Täieliku li-

neaarrühma GL(n,R) alamhulk

HG := {X ∈ GL(n,R)| X⊤GX = G} (1.6)

on tema alamrühm.

Tõepoolest. Iga X,Y ∈ HG korral X⊤GX = G ja Y ⊤GY = G. Kuna
maatriks Y on regulaarne, siis eksisteerib pöördmaatriks Y −1, mille abil
saame seose Y ⊤GY = G vasakult poolt avaldada maatriksi G:

G = (Y ⊤)−1GY −1 = (Y −1)⊤GY −1 =⇒

=⇒ G = (Y −1)⊤GY −1.

Seega

(XY −1)⊤G(XY −1) = (Y −1)⊤(X⊤GX)Y −1 = (Y −1)⊤GY −1 = G,
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mistõttu HG on täieliku lineaarrühma GL(n,R) alamrühm.
Valides erinevaid maatrikseid G, saame erinevaid alamrühmi HG.
1) Kui maatriks G on nullmaatriks θ, siis tingimust (1.6) rahuldavad

kõik täieliku lineaarrühma elemendid. Seega Hθ = GL(n,R).
2) Kui maatriks G on ühikmaatriks E, siis tingimusest (1.6) saame

HE := {X ∈ GL(n,R)| X⊤EX = E} (1.7)

ehk
X⊤X = E ⇐⇒ X−1 = X⊤.

Saadud alamrühma nimetatakse ortogonaalrühmaks ja tavaliselt tähistatak-
se O(n,R) abil.

3) Maatriksiks G võtame regulaarse diagonaalmaatriksi, mille diago-
naal on ehitusega

1, 1, . . . , 1,

s
︷ ︸︸ ︷

−1,−1, . . . ,−1
︸ ︷︷ ︸

n

.

Valitud maatriks on üsna ühikmaatriksi sarnane, mistõttu teda tähistame
sEn abil. Siin s = 0 korral saame ühikmaatriksi. Alamrühma tingimus
(1.6) on kujuga

sO(n,R) := {X ∈ GL(n,R)| X⊤(sEn)X =s En}.

Tekkinud alamrühma nimetatakse s ∈ {1, 2, ..., n} korral pseudo-ortogonaal-

rühmaks. Kui s = 0, saame ortogonaalrühma.
4) Koosnegu täielik lineaarrühm paarisjärku regulaarmaatriksitest, s.o.

GL(2n,R). Maatriksiks G võtame 2n-järku kaldsümmeetrilise maatriksi,
mille diagonaalile toetub n teist järku kaldsümmeetrilist maatriksit

I =

(
0 1

−1 0

)

.

Ülejäänud elemendid on nullid. Seega maatriksi G saame anda otsesum-
mana

In = I ⊕ I ⊕ ...⊕ I
︸ ︷︷ ︸

n

.
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Tekkinud alamrühma HIn ⊂ GL(2n,R) nimetatakse sümplektiliseks rüh-

maks. Teda tähistatakse Sp2n abil.

Näide 1.4. Eraldame täielikust lineaarrühmast välja alamhulga, mis

koosneb maatriksitest determinandiga 1, s.o.

H := {X ∈ GL(n,R)| |X| = 1}. (1.8)

Osutub, et see hulk on täieliku lineaarrühma alamrühm.

Tõepoolest. Kontrolliks kasutame teoreemi 1.1. Iga X,Y ∈ H korral
|X| = |Y | = 1. Kuna |Y −1| = |Y |−1 = 1, siis |XY −1| = |X||Y −1| = 1.
Seega XY −1 ∈ H. Vaadeldav hulk H on alamrühm.

Järgmise alamrühma näite saamiseks, võtame vaatluse alla ortogo-
naalrühma. Iga X ∈ O(n,R) korral X⊤X = E, millest |X⊤X| = |E|
ehk |X|2 = 1. Seega ortogonaalrühma iga elemendi determinant on 1 või
−1.

Näide 1.5. Ortogonaalrühma alamhulk

+O(n,R) := {X ∈ O(n,R)| |X| = 1}

on tema alamrühm, mida nimetatakse pärisortogonaalrühmaks.

Analoogiliselt nagu näite 1.4 korral näeme, et vaadeldav alamhulk on
alamrühm.

Sellega meie alamrühmade näited piirduvad. Lõpuks meenutame fak-
torrühma mõistet.

Olgu H rühma G alamrühm. Mistahes elemendi g ∈ G korral moodus-
tame alamhulga

gH := {gx| x ∈ H},
mida nimetatakse vasakpoolseks kõrvalklassiks moodustajaga g alamrühma

H järgi. Kui element g muutub rühmas G, tekib rühma vasakpoolsete
kõrvalklasside hulk. Rühma elemendi h muutumisel kõrvalklassis gH kogu
aeg saame hH = gH. Kuna rühma G ühikelement e kuulub igasse tema
alamrühma, siis ka e ∈ H. Seega kõrvalklass eH = {ex = x| x ∈ H} =
H. Samas võib alamrühma H abil moodustada parempoolsed kõrvalklassid
Hg := {xg| x ∈ H}, kus g ∈ G. Reeglina parempoolsete kõrvalklasside
hulk ei ühti vasakpoolsete kõrvalklasside hulgaga. Vahest võib see nii ka
olla. Kui rühm G kommutatiivne, siis see nii ongi.
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Definitsioon 1.4. Rühma G alamrühma H nimetatakse rühma G
normaaljagajaks, kui tema järgi moodustatud vasakpoolsete kõrvalklasside

hulk ühtub parempoolsete kõrvalklasside hulgaga.

Näide 1.6. Täieliku lineaarrühma GL(n,R) skalaarmaatriksite alam-

rühm H := {xE| x ∈ R′} on normaaljagaja.

Tõepoolest. Iga A ∈ GL(n,R) abil moodustame mõlemapoolsed kõr-
valklassid. Saame

AH = {A(xE)| x ∈ R′} = {x(AE)| x ∈ R′} = {xA| x ∈ R′}

ja
HA = {(xE)A| x ∈ R′} = {xA| x ∈ R′},

millest näeme AH = HA iga A ∈ GL(n,R) korral. Seega skalaarmaatrik-
site alamrühm on rühma GL(n,R) normaaljagaja.

Rühma G normaaljagaja H korral kõrvalklasside hulka tähistatakse
G/H. Osutub, et selles hulgas loomulikul teel tekib rühma struktuur. Iga
g1H, g2H ∈ G/H korral korrutamine antakse valemiga

g1H · g2H := (g1g2)H.

Ühikelemendiks faktorrühmas on kõrvalklass eH = H rühma G ühikele-
mendi e järgi. Elemendi gH pöördelemendiks on g−1H.

Näide 1.7. Täieliku lineaarrühma GL(n,R) kõrvalklasside hulk tema

skalaarmaatriksite alamrühma järgi on faktorrühm.

Paneme veel kirja selles konkreetses faktorrühmas mõni rida eespool
antud korrutamise ja pöördelemendi leidmise valemi. Saame

{xA| x ∈ R′} · {xB| x ∈ R′} = {x(AB)| x ∈ R′},

{xA| x ∈ R′}−1 = {xA−1| x ∈ R′}.
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2. Vektorruum
(Kordamine)

Definitsioon 2.1. Mittetühja hulka V nimetame vektorruumiks üle

reaalarvude R, kui tal on järgmine ehitus.

I. On antud kujutus

+ : V ×V −→ V; (~x, ~y) 7−→ ~x+ ~y,

mida nimetame vektorite liitmiseks. Vektorite liitmine peab rahuldama

järgmisi aksioome.

1◦ Vektorite liitmine on assotsiatiivne, s.o. iga ~x, ~y, ~z ∈ V korral kehtib

(~x+ ~y) + ~z = ~x+ (~y + ~z).

2◦ Hulgas V leidub selline vektor, tähistame ~0 abil, et iga ~x ∈ V
korral kehtib

~x+~0 = ~x, ~0 + ~x = ~x.

Vektorit ~0 nimetatakse nullvektoriks.

3◦ Iga vektori ~x ∈ V korral leidub hulgas V selline vektor, tähistame

−~x abil, et

~x+ (−~x) = ~0, (−~x) + ~x = ~0.

Vektorit −~x nimetatakse vektori ~x vastandvektoriks.

4◦ Vektorite liitmine on kommutatiivne, s.o. iga ~x, ~y ∈ V korral

~x+ ~y = ~y + ~x.

II. On antud kujutus

· : R×V −→ V; (ξ, ~x) 7−→ ξ~x,

mida nimetatakse reaalarvu ja vektori korrutamiseks. Viimane peab

rahuldama järgmisi aksioome.
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5◦ Iga ~x ∈ V korral

1~x = ~x.

6◦ Iga ξ, µ ∈ R ja iga ~x ∈ V korral

(ξµ)~x = ξ(µ~x).

III. Distributiivsused.

7◦ Iga ξ ∈ R ja iga ~x, ~y ∈ V korral

ξ(~x+ ~y) = ξ~x+ ξ~y.

8◦ Iga ξ, µ ∈ R ja iga ~x ∈ V korral

(ξ + µ)~x = ξ~x+ µ~x.

Vektorite lahutamine antakse valemiga

~x− ~y := ~x+ (−~y).

Näide 2.1. (m,n)-järku maatriksite hulk Mat(m,n) on maatriksite

liitmise ja arvuga korrutamise suhtes vektorruum.

Näide 2.2. Hulk

Rn := {(x1, x2, ..., xn)| x1, x2, ..., xn ∈ R}

on tehete

(x1, x2, ..., xn) + (y1, y2, ..., yn) := (x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn)

ja

ξ(x1, x2, ..., xn) := (ξx1, ξx2, ..., ξxn)

suhtes vektorruum.

Antud näide on eelmise näite erijuht Rn = Mat(1, n). Märkusena
lisame, et geomeetrias üsna sageli kasutatakse ülaindekseid. Näiteks nii
on tehtud paar rida eespool, kirjutades (x1, x2, ..., xn). Algebras sama asja
tähistatakse (x1, x2, ..., xn).
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Näide 2.3. Reaalarvude hulk on reaalarvude liitmise ja korrutamise

suhtes vektorruum.

See näide on eelmise näite erijuht, võttes n = 1. Sel korral R1 = R.

Definitsioon 2.2. Me nimetame vektorruumi V mittetühja alamhul-

ka M tema alamruumiks, kui M on V tehete − liitmise ja arvuga

korrutamise − suhtes vektorruum (üle reaalarvude R).

Teoreem 2.1. Vektorruumi V mittetühi alamhulk M on tema

alamruum, siis ja ainult siis, kui vektorruumi V tehted on alamruumi M
teheteks, s.o.

~x, ~y ∈ M =⇒ ~x+ ~y ∈ M, ξ ∈ R, ~x ∈ M =⇒ ξ~x ∈ M

ehk samaväärselt

ξ, µ ∈ R, ~x, ~y ∈ M =⇒ ξ~x+ µ~y ∈ M.

Kuna vektorruumi V kõikide alamruumide nullvektoriks on tema null-
vektor, siis kõikide tema alamruumide ühisosa ei ole tühi hulk.

Toome kaks triviaalset alamruumi näidet.

Näide 2.4. Vektorruum V on iseenda alamruum.

Näide 2.5. Vektorruumi nullvektorist koosnev alamhulk {~0} on tema

alamruum.

Definitsioon 2.3. Olgu M1, M2,..., Ms vektorruumi V alamruu-

mid. Tema alamruumide M1, M2,..., Ms summaks, mida tähistatakse

M1 +M2 + ...+Ms abil, nimetatakse vektorruumi V alamhulka

M1 +M2 + . . .+Ms :=

:= {~x = ~x1 + ~x2 + . . .+ ~xs| ~x1 ∈ M1, ~x2 ∈ M2, . . . , ~xs ∈ Ms}.

Teoreem 2.2. Vektorruumi V alamruumide summa M1+M2+ . . .+
+Ms on alamruum.

Definitsioon 2.4. Vektorruumi V alamruumide summat M1 +M2 +
... + Ms nimetame otsesummaks, mida tähistame M1 ⊕ M2 ⊕ . . . ⊕ Ms

abil, kui igal alamruumil Mi (i = 1, 2, . . . , s) on ülejäänud alamruumide
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summaga M1+M2+ . . .+Mi−1+Mi+1+ . . .+Ms ainult üks ühine vektor,

nimelt nullvektor ~0, s.o.

Mi ∩ (M1 +M2 + . . .+Mi−1 +Mi+1 + . . .+Ms) = {~0}, i ∈ {, 2, . . . , s}.

Tavaliselt vaadeldakse kahe alamruumi M1 ja M2 summat M1 +M2.
Otsesumma M1 ⊕M2 korral M1 ∩M2 = {~0}. Teine tingimus on aga

M2 ∩M1 = M1 ∩M2

tõttu täidetud.
Definitsioon 2.5. Olgu ~a1,~a2, . . . ,~am vektorruumi V vektorid.

Hulka

L(~a1,~a2, . . . ,~am) := {~x = ξ1~a1 + ξ~a2 + . . .+ ξ~am| ∀ ξ1, ξ2, . . . , ξm ∈ R}

nimetatakse lineaarkatteks moodustajatega ~a1,~a2, . . . ,~am.

Teoreem 2.3. Vektorruumi lineaarkate L(~a1,~a2, . . . ,~am) moodusta-

jatega ~a1,~a2, . . . ,~am ∈ V on tema alamruum.

Üheks fundamentaalmõisteks vektorruumis on vektorsüsteemi lineaar-
ne sõltuvus (sõltumatus).

Definitsioon 2.6. Vektorsüsteemi

{~a1,~a2, . . . ,~am}

nimetame lineaarselt sõltuvaks (lineaarselt sõltumatuks) kui võrrandil

ξ1~a1 + ξ2~a2 + . . .+ ξm~am = ~0

on enam kui üks lahend (ainult üks lahend).
Vektorsüsteemi lineaarse sõltuvuse (sõltumatuse) kindlaks tegemine

definitsiooni alusel on sageli vaevarikas. Olukorda lihtsustavad järgmised
teoreemid.

Teoreem 2.4. Ühevektoriline vektorsüsteem {~a} on lineaarselt sõltuv

siis ja ainult siis, kui ~a on nullvektor, s.o. ~a = ~0.

Järeldus 2.1. Ühevektoriline vektorsüsteem ~a on lineaarselt sõltumatu

siis ja ainult siis, kui vektor ~a ei ole nullvektor, s.o. ~a 6= ~0.
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Teoreem 2.5. Vektorsüsteem

{~a1, ~a2, . . . , ~am},

milles on vähemalt kaks vektorit, s.o. m ≥ 2, on lineaarselt sõltuv siis ja

ainult siis, kui selle vektorsüsteemi mingi vektor on avaldatav tema ülejää-

nud vektorite kaudu.

Järeldus 2.2. Vektorsüsteem {~a1, ~a2, . . . ,~am}, kus m ≥ 2, on

lineaarselt sõltumatu siis ainult siis, kui sellest vektorsüsteemist ei saa aval-

dada ühtegi vektorit selle vektorsüsteemi ülejäänud vektorite kaudu.

Teoreem 2.6. Vektorsüsteem, millel on lineaarselt sõltuv alamsüs-

teem, on lineaarselt sõltuv.

Järeldus 2.3. Lineaarselt sõltumatu vektorsüsteem ei sisalda nullvek-

torit.

Järeldus 2.4. Nullvektorit sisaldav vektorsüsteem on lineaarselt sõl-

tuv.

Vektorsüsteemi lineaarse sõltumatuse mõiste võimaldab vektorruumis
anda baasi mõiste.

Definitsioon 2.6. Vektorruumi V vektoritest moodustatud vektor-

süsteemi

{~e1, ~e2, . . . , ~en}
nimetatakse tema baasiks, kui see vektorsüsteem on esiteks lineaarselt sõltu-

matu ja teiseks vektorruumi V iga vektor avaldub selle vektorsüsteemi

vektorite kaudu.

Baasi definitsioonist ei järeldu, et iga vektorruum peab omama baasi.
Kui vektorruumil on baas, siis on üsna loomulik, et see baas ei ole ainus.
Tekib küsimus, kas kuidagi on seotud vektorite arv erinevates baasides.
Järgmine teoreem toob asjasse selgust.

Teoreem 2.7. Vektorruumi kõikides baasides on samapalju vektoreid.

Definitsioon 2.7. Vektorruumi, millel puuduvad baasid, nimetatakse

lõpmatumõõtmeliseks ehk lõpmatudimensionaalseks vektorruumiks.

Definitsioon 2.8. Vektorruumi, millel on baas(id) olemas, nimeta-

takse lõplikumõõtmeliseks ehk lõplikudimensionaalseks vektorruumiks. Vek-

torite arvu baasis nimetatakse vektorruumi mõõtmeks ehk dimensiooniks.
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Kui lõplikumõõtmelise vektorruumi V mõõde on n, siis tähistame teda
Vn abil.

Teoreem 2.8. Lõplikumõõtmelise vektorruumi Vn iga lineaarselt sõl-

tumatut vektorsüsteemi {~e1, ~e2, . . . , ~em} saab m ≤ n korral täiendada

selle vektorruumi baasini.

Järgnevas me täpsustame tähiseid. Näiteks vektorruumi Vn baasi
{~e1, ~e2, . . . , ~en} edaspidi tähistame lühemalt {~ei} abil. Siin indeksi i
asemel võib kasutada mistahes teist väikest ladina tähte. Seega {~ei} = {~ek}.
Ka teatavat tüüpi summasid hakkame tähistama lühemalt. Seejuures veen-
dume ülaindeksite kasulikkuses. Teeme seda konkreetse näite abil. Vek-
torruumi Vn iga vektori ~x saab avaldada baasi {~ei} kaudu. Kasutades
kordajate tähistamiseks ülaindekseid võime selle kirjutada

~x = x1~e1 + x2~e2 + ...+ xn~en ⇐⇒ ~x =
n∑

i=1

xi~ei.

Albert Einstein lihtsustas summamärgi abil antud kirjutist, jättes sum-
mamärgi

∑n
i=1 lihtsalt ära. Seega

n∑

i=1

xi~ei = xi~ei.

Siit saame reegli: kui valemis on kaks ühesugust indeksit, millest üks on ülal
ja teine all, siis toimub nende järgi summeerimine. Summeerimise interval
on reeglina eelnevast tekstist teada. Näiteks

xkyk = x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn, ws
s = w1

1 + w2
2 + ...+ wn

n.

Definitsioon 2.9. Olgu {~ei} vektorruumi Vn baas. Me saame iga

vektori ~x ∈ Vn avaldada baasi kaudu järgmisel kujul ~x = xi~ei. Arve

x1, x2, ..., xn viimases summas nimetatakse vektori ~x koordinaatideks baasil

{~ei}. Vektorit ~x koordinaatidega x1, x2, ..., xn tähistame ~x = (x1, x2, ..., xn)
ehk lühidalt ~x = (xi).

Teoreem 2.9. Vektori koordinaadid igal baasil määratakse üheselt.

Opereerimisel vektoritega on oluline järgmine teoreem. Ta on aluseks
koordinaatide meetodile −me võime vektorite asemel opereerida tema koor-
dinaatidega.
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Teoreem 2.10. Vektorite liitmisel, lahutamisel ja vektori arvuga kor-

rutamisel tuleb koordinadid vastavalt liita, lahutada ja sama arvuga korru-

tada.

Erinevatel baasidel on ilmselt vektoril erinevad koordinaadid. Selgi-
tame seda nüüd täpsemalt. VektorruumisVn üleminekut baasilt {~ei} teisele
baasile {~ei ′} tähistame lühidalt {~ei} −→ {~ei ′}. Kuna iga vektori saab
avaldada baasi kaudu, siis saame ka uue baasi iga vektori ~ei

′ avaldada vana
baasi kaudu:

~ei
′ =

n∑

j=1

cji~ej ⇐⇒ ~ei
′ = cji~ej , i ∈ {1, 2, ..., n}.

Moodustame maatriksi C, mille i-ndas veerus on vektori ~ei
′ koordinaadid

c1i , c
2
i , ..., c

n
i baasil ~ei. Seega

C :=






c11 c12 . . . c1n
c21 c22 . . . c2n
. . . . . . . . . . . . . . .
cn1 cn2 . . . cnn




 ⇐⇒ C = (cji ). (2.1)

Juhime tähelepanu sellele, et ülaindeks on maatriksi reaindeks. Maatrik-
sit C nimetame baasiteisenduse maatriksiks üleminekul baasilt {~ei} baasile

{~ei ′}. Kui baasiteisendus {~ei} −→ {~ei ′} toimub maatriksi C abil, siis
kasutame täpsemat tähist {~ei} −→C {~ei ′}. Algebra kursusest teame, et
baasiteisenduse maatriks on regulaarne. Veelgi enam: kui võtame n-järku
regulaarse maatriksi C ja moodustame baasist {~ei} valemite (2.1) abil vek-
torsüsteemi {~ei ′}, siis saame baasi. Nagu sai öeldud, on baasiteisendus-
maatriks C regulaarne. Seega eksisteerib temal pöördmaatriks C−1. Tema
elemente tähistame cji abil. Baasiteisendustel on kolm olulist omadust,
mida algebra kursuses tavaliselt ei rõhutata. Lugejal palume kontrollida
järgmiste omaduste õigsust.

Omadused. Vektorruumi Vn baasiteisendustel on järgmised omadu-

sed:

1◦ {~ei} −→C {~ei ′} =⇒ {~ei ′} −→C−1 {~ei};
2◦ {~ei} −→E {~ei};
3◦ {~ei} −→C1 {~ei ′}, {~ei ′} −→C2 {~ei ′′} =⇒ {~ei} −→C1C2 {~ei ′′}.

Jätkame oma mõttekäiku järgmiselt. Tähistame vektorruumi Vn baa-

side hulka B(Vn) abil. Fikseerime temas mingi baasi {~e(◦)i } ∈ B(Vn).
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Nimetame seda baasi algbaasiks. Iga baasi, nende seas ka algbaasi, saab
avaldada algbaasi kaudu, saades üheselt määratud, seejuures regulaarse,
baasiteisendusmaatriksi. Tekib kujutus

ϕ : B(Vn) −→ GL(n,R); {~ei} 7−→ ϕ({~ei} = C,

kus maatriks C = (cji ) saadakse avaldisest ~ei = cji~e
(◦)
j . Osutub, et see

kujutus on bijektiivne, s.o. sama-aegselt injektiivne ja sürjektiivne. Veen-

dume selles. Oletame, et leidub baaside paar, mil {~e(1)i } 6= {~e(2)i }, kuid

ϕ({~e(1)i }) = ϕ({~e(2)i }). Avaldame need baasid algbaasi kaudu. Me saame
avaldistest

~e
(1)
i = (1)cji~e

(◦)
j , ~e

(2)
i = (2)cji~e

(◦)
j

baasiteisendusmaatriksid C1 = ((1)cji ) ja C2 = ((2)cji ). Kujutuse ϕ definit-

siooni kohaselt ϕ({~e(1)i }) = C1 ja ϕ({~e(2)i }) = C2. Seega

ϕ({~e(1)i }) = ϕ({~e(2)i }) =⇒ C1 = C2 =⇒ (1)cji =
(2)cji =⇒ {~e(1)i } = {~e(2)i }.

Oleme saanud vastuolu tehtud oletusega. Seega kujutus ϕ on injektiivne.
Näitame nüüd kujutuse ϕ sürjektiivsuse, s.o. ϕ(B(Vn)) = GL(n,R).

Selleks on vaja näidata, et iga regulaarse maatriksi C = (cji ) korral leidub
selline baas {~ei}, mis ϕ abil kujutub maatriksiks C. Selleks baasiks on

vektorsüsteem {~ei} moodustatuna valemiga ~ei = cji~e
(◦)
j . Algebra tarkuse

kohaselt moodustatud vektorsüsteem on baas. Kujutuse ϕ definitsiooni ko-
haselt tema kujutub vabalt valitud maatriksiks C. Olemegi näidanud, et ku-
jutus ϕ on sürjektiivne. Silmas pidasdes hulkade isomorfismi mõistet, lubab
bijektiivse kujutuse ϕ olemasolu öelda, et baaside hulk B(Vn) isomorfne
hulgaga GL(n,R). Tegelikult on ju GL(n,R) rühm. Osutub, et see asjaolu
toob loomulikul moel ka rühma struktuuri baaside B(Vn) hulka. Seejuures
olulised on veidi eespool kirja pandud baasiteisenduste omadused ja kuju-
tuse ϕ definitsioon. Kuna ϕ on bijektiivne, siis leidub tal pöördkujutus
ϕ−1 : GL(n,R) −→ B(Vn), mis muuseas on ka bijektiivne. Algebra kur-
susest teame, et baaside B(Vn) hulgas tekib algebraline tehe järgmiselt

⋆ : B(Vn)× B(Vn) −→ B(Vn); ({~ei}, {~ai}) 7−→ {~ei} ⋆ {~ai} :=

:= ((ϕ({~ei}) · (ϕ({~ai}))−1,

mille suhtes baaside hulk B(Vn) on rühm. Märgime, et selles rühmas

ühikelemendiks on algbaas {~e(◦)i }. Mistahes baasi {~ei} pöördelemendiks
on {~ei}−1 = ϕ−1(ϕ({~ei})−1).
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3. Ruutvormid
(Kordamine)

Ruutvormi mõiste antakse bilineaarvormi mõiste kaudu. Olgu V vek-
torruum üle reaalarvude R.

Definitsioon 3.1. Kujutust f : V ×V −→ R nimetatakse bilineaar-

vormiks, kui ta on lineaarne kummagi argumendi suhtes, s.o.

f(ξ1~x1 + ξ2~x2, ~y) = ξ1f(~x1, ~y) + ξ2f(~x2, ~y),

f(~x, ξ1~y1 + ξ2~y2) = ξ1f(~x, ~y1) + ξ2f(~x, ~y2).

Viimased tingimused on matemaatilise induktsiooni abil üldistatavad
enam kui kahe vektori lineaarkombinatsioonile:

f(ξα~xα, ~y) = ξαf(~xα, ~y), f(~x, ξα~yα) = ξαf(~x, ~yα).

Definitsioon 3.2. Bilineaarvormi f : V × V −→ R nimetatakse

sümmeetriliseks, kui

f(~x, ~y) = f(~y, ~x).

Definitsioon 3.3. Olgu f : V × V −→ R sümmeetriline bilineaar-

vorm. Kujutust

F : V −→ R; F (~x) := f(~x, ~y)

nimetatakse ruutvormiks.

Meenutame fakte bilineaarvormi kohta, kui vektorruum on lõpliku-
mõõtmeline: V = Vn. Baasi {~ei} korral mistahes vektorid ~x, ~y ∈ Vn

on avaldatav baasi kaudu kujul ~x = xi~ei ja ~y = yi~ei. Bilineaarvormi jaoks
saame

f(~x, ~y) = f(xi~ei, y
j~ej) = f(~ei, ~ej)x

iyj = aijx
iyj ,
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kus aij := f(~ei, ~ej). Maatriksit A := (aij) nimetatakse bilineaarvormi maat-

riksiks baasil {~ei}. Sümmeetrilise bilineaarvormi maatriks on sümmeetrili-
ne, sest

aij = f(~ei, ~ej) = f(~ej , ~ei) = aji ⇐⇒ A⊤ = A.

Ruutvormi jaoks saame F (~x) = aijx
ixj .Maatriksit A sel korral nimetatakse

ruutvormi maatriksiks. Bilineaarvormil (ruutvormil) on igal baasil oma
maatriks. Selgitame kuidas ta muutub baasiteisendusel. Baasiteisenduse
{~ei} −→C {~ei ′} korral valem ~ei

′ = cji~ej annab baasteisenduse maatriksi C,
mis seob bilineaarvormi (ruutvormi) maatrikseid A = (aij) ja A′ = (a′ij)
saaduna valemitest

aij = f(~ei, ~ej), a′ij = f(~ei
′, ~ej

′)

järgmiselt
a′st = cisc

j
taij ⇐⇒ A′ = C⊤AC. (3.1)

Kuna maatriks C on regulaarne, siis viimasest saame r := rankA = rankA′,
mis ütleb, et bilineaarvormi (ruutvormi) maatriksi astak igal baasil on
ühesugune. Seega astak r on bilineaarvormi (ruutvormi) jaoks invariantne
mõiste.

Definitsioon 3.4. Bilineaarvormi (ruutvormi) astakuks nimetatakse

tema maatriksi astakut.

Tavaliselt nõutakse, et ruutvormi astak rank F on vähemalt 1.

Teoreem 3.1. Vektorruumis Vn leidub selline baas {~ei}, milles süm-

meetrilise bilineaarvormi (ruutvormi) maatriksil A on diagonaalkuju −

A =












λ1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λr 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 . . . 0












,

kus λ1, λ2, ..., λr on nullist erinevad arvud, sest rank A = r. Sel korral

f(~x, ~y) = λ1x
1y1 + λ2x

2y2 + ...+ λrx
ryr (3.2)
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ja

F (~x) = λ1(x
1)2 + λ2(x

2)2 + ... + λr(x
r)2. (3.3)

Definitsioon 3.5. Sümmeetrilise bilineaarvormi (ruurvormi) viimast

kuju (3.2) ((3.3)) nimetatakse tema kanooniliseks kujuks.

Baas, milles sümmeetriline bilineaarvorm (ruutvorm) on normaalkuju-
ga, pole üheselt määratud; neid on tegelikult lõpmatult palju. Kanooniliste
kujude seas on üks eriline.

Teoreem 3.2. Vektorruumis Vn leidub selline baas {~ei}, milles süm-

meetrilise bilineaarvormi (ruutvormi) maatriksil A on järgmine diagonaal-

kuju

A =


















1 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 0 . . . 0 −1 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 . . . −1 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0


















. (3.4)

Olgu viimases maatriksis diagonaalil 1 ja −1 arvu tähistatud vastavalt s ja
t abil. Seejuures s+ t = r. Sellise baasi korral

f(~x, ~y) = x1y1 + x2y2 + ...+ xsys − xs+1ys+1 − ...− xryr,

F (~x) = (x1)2 + (x2)2 + ...+ (xs)2 − (xs+1)2 − ...− (xr)2.

Definitsioon 3.6. Sümmeetrilise bilimeaarvormi (ruutvormi) viimast

kuju nimetatakse tema normaalkujuks.

Märgime, et neid baase, milles normaalkuju saadakse on ka lõpmatult
palju.

Teoreem 3.3 (Inertsiseadus). Sümmeetrilise bilineaarvormi (ruut-
vormi) köikides kanoonilistes kujudes on ühepalju positiivseid kordajaid ja

samuti ühepalju negatiivseid kordajaid.
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Edaspidi pakuvad meile huvi spetsiifilised ruutvormid. Selleks on vaja
meenutada ruutvormide liigitust ehk klassifikatsiooni. Jämedam klassifikat-
sioon tehakse tema astaku järgi, mis võib muutuda ühest kuni vektorruumi
mõõtmeni. Peenem klassifikatsioon saadakse ”+1” ja ”−1” arvu järgi maat-
riksis (3.4) normaalkuju korral. Meid huvitavad regulaarsed ruutvormid, s.o.
sellised, mil rankF = dimVn = n. Regulaarsetest ruutvormidest omakorda
kaks erijuhtu − positiivselt ja negatiivselt määratud ruutvormid.

Definitsioon 3.7. Ruutvormi F : V −→ R nimetatakse positiivselt

( negatiivselt ) määratuks, kui iga nullvektorist erineva vektori ~x ∈ V korral

F (~x) > 0 (F (~x) < 0).

Teoreem 3.4. Ruutvormi nimetatakse regulaarseks, positiivselt mää-

ratuks ja negatiivselt määratuks ruutvormiks, kui tema normaalkujuks on

vastavalt

F (~x) = (x1)2 + ...+ (xs)2 − (xs+1)2 − ...− (xn)2, s ∈ {0, 1, ..., n}, (3.5)

F (~x) = (x1)2 + ...+ (xn)2,

F (~x) = −(x1)2 − ... − (xn)2.

Ruutvormi n-järku maatriksil on vastavalt kuju

A =














1 0 . . . 0 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 −1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 . . . −1 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0 −1














, A = E, A = −E.
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4. Eukleidiline, pseudoeukleidiline ja
sümplektiline vektorruum

Selles punktis vaatleme eri tüüpi vektorruume.

Definitsioon 4.1. Skalaarkorrutamiseks vektorruumis V üle R nime-

tatakse kujutust

〈 , 〉 : V ×V −→ R; (~x, ~y) 7−→ 〈~x, ~y〉,

kui ta rahuldab järgmisi aksioome

1◦ 〈ξ1~x1 + ξ2~x2, ~y〉 = ξ1〈~x1, ~y〉+ ξ2〈~x2, ~y〉,
2◦ 〈~x, ξ1~y1 + ξ2~y2〉 = ξ1〈~x, ~y1〉+ ξ2〈~x, ~y2〉,
3◦ 〈~x, ~y〉 = 〈~y, ~x〉,
4◦ 〈~x, ~x〉 ≥ 0, 〈~x, ~x〉 = 0 ⇐⇒ ~x = ~0.

Definitsioon 4.2. Vektorruumi V, milles on antud skalaarkorru-

tamine eelmise definitsiooniga, nimetatakse eukleidiliseks vektorruumiks.

Viimast tähistame V asemel suure trüki tähega E.

Definitsioonist 4.1. näeme, et skalaarkorrutamine kahe esimese ak-
sioomi kohaselt on bilineaarvorm. Kolmas aksioom ütleb, et see bilineaar-
vorm on sümmeetriline. Seega skalaarkorrutamine tekitab ruurvormi, mis
neljanda aksioomi tõttu on positiivselt määratud ruutvorm.

Järgnevas arutelus eeldame, et eukleidiline vektorruum on lõplikumõõt-
meline dimE = n ehk E = En. Võttes baasi {~ei}, saame leida vektorite
~x ja ~y koordinaadid, mis saame avaldistest ~x = xi~ei ja ~y = yi~ei. Viimaste
abil omakorda saame

〈~x, ~y〉 = 〈xi~ei, yj~ej〉 = 〈~ei, ~ej〉xiyj .

Tähistame baasivektoripaaride skalaarkorrutisi gij := 〈~ei, ~ej〉. Saame

〈~x, ~y〉 = gijx
iyj .
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Tekib n-järku maatriks G := (gij). Kuna gij = 〈~ei, ~ej〉 = 〈~ej , ~ei〉 = gji, siis
maatriks G on sümmeetriline: G⊤ = G. Vektori skaalarkorrutis iseendaga
annab positiivselt määratud ruutvormi

〈~x, ~x〉 = gijx
ixj . (4.1)

Definitsioon 4.3. Vektori ~x pikkuseks nimetatakse arvu

|~x| =
√

〈~x, ~x〉.

Kuna ~x 6= ~0 korral 〈~x, ~x〉 > 0 ja ainult ~x = ~0 korral 〈~x, ~x〉 = 0, siis nullvek-
torist erineva vektori ja ainult tema korral |~x| > 0 ning nullvektori ja ainult
tema korral |~0| = 0. Seega

~x 6= ~0 ⇐⇒ |~x| > 0, ~x = ~0 ⇐⇒ |~x| = 0.

Pöördume tagasi ruutvormi (4.1) juurde. Ruutvormi jaoks leidub baas {~ei},
kus tal on normaalkuju. Kuna meie ruutvorm on veel positiivselt määratud,
siis see normaalkuju on järgmine

〈~x, ~x〉 = (x1)2 + (x2)2 + ...+ (xn)2.

Sel korral G = E.

Definitsioon 4.4. Baasi, milles ruutvormi (4.1) maatriks, s.o. ska-

laarkorrutise maatriks G on ühikmaatriks ehk ruutvorm 〈~x, ~x〉 on normaal-

kujul, nimetame ristbaasiks.

Osutub, et ruutvormi 〈~x, ~x〉maatriksG on igal baasil regulaarne. Veen-
dume selles. Olgu G ja G′ ruutvormi 〈~x, ~x〉 maatriksid erinevatel baasidel
{~ei} ja {~ei ′}. Ruutvormide teooriast teame

{~ei}−→C{~ei ′} =⇒ G −→ G′ = C⊤GC.

Kui {~ei} on ristbaas, siis G = E. Seega

G′ = C⊤EC = C⊤C =⇒ |G′| = |C⊤C| = |C⊤||C| = |C|2.

Maatriksi C regulaarsuse tõttu |G′| = |C|2 6= 0. Kuna baas {~ei ′} on suva-
line, siis olemegi näidanud, et G on regulaarne. Lisaks viimasest valemist
näeme, et igal baasil |G| > 0.

25



Selgitame kui palju on eukleidilises vektorruumis ristbaase. Tähistame
ristbaaside hulka B⊥(En) abil. Ilmselt B⊥(En) ⊂ B(En). Fikseerime ühe

ristbaasi {~e(◦)i }, nn. algbaasi. Mistahes ristbaasi {~ei}, nende seas ka alg-

baasi, saab avaldada algbaasi kaudu {~e(◦)i }−→C{~ei}. Kuna ristbaaside korral
G(◦) = E ja G = E, siis lihtsustub ka valem G = C⊤G(◦)C , saades
E = C⊤C. Seega algristbaasist kõigi ristbaaside kättesaamiseks tuleb baa-
siteisendusemaatriks C ∈ GL(n,R) valida nii, et C⊤C = E. Maatriks C
on järelikult ortogonaalmaatriks. Saime: baasiteisendusmaatriks C kuu-
lub ortogonaalrühma O(n,R), mis on, nagu teame, täieliku lineaarrühma
GL(n,R) alamrühm. Pikemalt peatamata märgime, et ristbaaside hulk
B⊥(En) on isomorfne ortogonaalrühmaga O(n,R). Selle näitamine toimub
analoogiliselt $ 2, kus näitasime, et vektorruumi baaside hulk on isomorfne
täieliku lineaarrühmaga. Bijektiivseks kujutuseks ψ : B⊥(En) −→ O(n,R)
kõlbab kujutus ϕ : B(Vn) −→ GL(n,R), vaadeldes teda ainult ristbaaside
hulgal.

Enne kui asume järgmist tüüpi vektorruumi vaatlemisele, me anname
m < n korral eukleidilise vektorruumi En alamruumiMm ortogonaaltäiendi
mõiste.

Definitsioon 4.5. Eukleidilise vektorruumi En alamruumi Mm or-

togonaaltäiendiks, mida tähistame M⊥ abil, nimetame tema alamhulka

M⊥ := {~x ∈ En| ~x ⊥ ~y, ∀~y ∈ Mm}.

Kuna ~x ⊥ ~y ⇐⇒ 〈~x, ~y〉 = 0, siis viimase valemi saame anda samaväärselt

M⊥ := {~x ∈ En| 〈~x, ~y〉 = 0 ∀~y ∈ Mm}.

Teoreem 4.1. Alamhulk M⊥ on vektorruumi En alamruum, kusjuures

dimM⊥ = n−m, s.o. M⊥ = Mn−m
⊥ ja

Mm +Mn−m
⊥ = Mm ⊕Mn−m

⊥ = En.

Võttes mistahes alamruumi Mm, saame eukleidilise vektorruumi En

esitada kahe omavahel ristuva alamruumi otsesummana En = Mm⊕Mn−m
⊥ .

Nende alamruumide baasid koos vaadatuna annavad ilmselt kogu euklei-
dilise vektorruumi baasi. Võttes alamruumist Mn−m

⊥ omakorda alamruumi
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Ql , saame leida tema ortogonaaltäiendi Qn−m−l
⊥ . Eukleidilise vektorruumi

En saame esitada kolme omavahel ristuva alamruumi otsesummana

En = Mm ⊕Ql ⊕Qn−m−l
⊥ .

Analoogiliselt võib vajaduse korral jätkata.
Asume järgmist tüüpi vektorruumi vaatlemisele. Selleks muudame

veidi skalaarkorrutise definitsiooni 4.1.

Definitsioon 4.6. Skalaarkorrutamiseks vektorruumis V üle R nime-

tatakse kujutust

〈 , 〉 : V ×V −→ R; (~x, ~y) 7−→ 〈~x, ~y〉,
kui ta rahuldab järgmisi aksioome

1◦ 〈ξ1~x1 + ξ2~x2, ~y〉 = ξ1〈~x1, ~y〉+ ξ2〈~x2, ~y〉,
2◦ 〈~x, ξ1~y1 + ξ2~y2〉 = ξ1〈~x, ~y1〉+ ξ2〈~x, ~y2〉,
3◦ 〈~x, ~y〉 = 〈~y, ~x〉,
4◦ 〈~x,~a〉 = 0, ∀~x ∈ V ⇐⇒ ~a = ~0.

Definitsioon 4.7. Vektorruumi V, milles on antud skalaarkorru-

tamine eelmise definitsiooniga, nimetatakse pseudoeukleidiliseks vektorruu-

miks.

Kui võrrelda viimast skalaarkorrutamise definitsiooni 4.6 eukleidilise
vektorruumi skalaarkorrutise definitsiooniga 4.1, siis muudetud on ainult
viimast neljandat aksioomi. Tulemused, mis tuginevad kolmele esimesele
aksioomile, on samasugused nagu eukleidilise vektorruumi korral, seega
ülekantavad. Pseudoeukleidilise vektorruumi skalaarkorrutamine on süm-
meetriline bilineaarvorm. Järelikult tekib ka ruutvorm. See ruutvorm ei
pea olema positiivselt määratud, sest see tugineb skalaarkorrutamise nel-
jandale aksioomile, mida aga muutsime, võrreldes eukleidilise vektorruumi
skalaarkorrutamise neljanda aksioomiga.

Oletame nüüd, et pseudoeukleidiline vektorruum on lõplikumõõtme-
line: V = Vn, mis garanterib baaside olemasolu. Iga baasi {~ei} korral
mistahes kaks vektorit ~x ja ~y saame avaldada tema kaudu kujul ~x = xi~ei
ja ~y = yiei. Nii nagu eukleidilise vektorruumi korral saame kahe vektori
skalaarkorrutise nende vektorite koordinaatide kaudu valemiga

〈~x, ~y〉 = gijx
iyj ,
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kus gij := 〈~ei, ~ej〉. Tekib ka n-järku sümmeetriline maatriks G = (gij).
Selgitame, mis järeldub seekord skalaarkorrutise neljandast aksioomist.

Avaldades vektori ~a baasi kaudu ~a = ai~ei, saame neljanda aksioomi

〈~x,~a〉, ∀~x ∈ Vn ⇐⇒ ~a = ~0.

kirja panna koordinaatides

(gija
j)xi = 0, ∀(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn =⇒ (a1, a2, ..., an) = (0, 0, ..., 0).

Viimase avaldise implikatsiooni märgist =⇒ vasemal asuv osa ütleb, et ühest
võrrandist koosneval homogeensel lineaarvõrrandisüsteemil (gija

j)xi = 0
üherealise maatriksiga

(g1ja
j g2ja

j ... gnja
j) (4.2)

on lahenditeks kõik vektorruumi Rn vektorid. Seega vaadeldava homogeen-
se võrrandi lahendiruumi mõõde on dim Rn = n, mistõttu maatriksi (4.2)
astak on vaadeldava võrrandi tundmatute arv miinus lahendiruumi mõõde,
s.o. n− n = 0. (Öeldu tuleneb, nagu teame, lineaarvõrrandisüsteemi teoo-
riast.) Järelikult maatriksi (4.2) esimest järku miinorid, s.o. selle maatriksi
elemendid, on kõik võrdsed nulliga. Saame

g1ja
j = 0, g2ja

j = 0, ..., gnja
j = 0 ⇐⇒ gija

j = 0, i ∈ {1, 2, ..., n}.

Viimast võime vaadelda n-võrrandist koosneva homogeense lineaarvõrrandi-
süsteemina

gijx
j = 0, i ∈ {1, 2, ..., n}, (4.3)

mille lahendiks on skalaarkorrutamise neljanda aksioomi kohaselt

~a = ~0 ⇐⇒ (a1, a2, ..., an) = (0, 0, ..., 0).

Järelikult lineaarvõrrandisüsteemi (4.2) lahendiruum koosneb ainult null-
vektorist (0, 0, ..., 0) ∈ Rn. Lahendiruumi mõõde on seega null, mistõttu
süsteemi (4.3) maatriksi G = (gij) astak on n−0 = n. Järelikult maatriksil
G leidub n-järku nullist erinev miinor. Selleks on maatriksi G determi-
nant. Seetõttu |G| 6= 0. Skalaarkorrutamise definitsiooni 4.6 neljandast ak-
sioomist saime, et baasil {~ei} skalaarkorrutamise maatriks G on regulaarne.
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Nii on igal baasi korral, sest baas {~ei} on valitud vabalt. Nüüd võime ka
nii öelda, et ruutvorm 〈~x, ~x〉 = gijx

ixj regulaarne. Ruutvormide teooria
kohaselt leidub selline baas {~ei}, milles ruutvormil 〈~x, ~x〉 on normaalkuju,
mis tänu valemile (3.5) on järgmine

〈~x, ~x〉 = (x1)2 + ...+ (xs)2 − (xs+1)2 − ...− (xn)2, s ∈ {0, 1, ..., n}, (4.4)

sest s+ t = n. Ruutvormi maatriks G sellel baasil on

G =














1 0 . . . 0 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 −1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 . . . −1 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0 −1














.

Selle maatriksi peadiagonaalil on ”+1” ja ”−1” arvu tähistatud vastavalt s
ja t abil. Viimast maatriksit tähistame G =tEn. Me eeldame, et viimases
maatriksis on peadiagonaalil vähemalt üks ”−1”. Juhul t = 0 saame euklei-
dilise vektorruumi, mida on juba vaadeldud. Seega t ∈ {1, 2, ..., n}, millest
järeldub, et pseudoeukleidilisi vektorruume on n erinevat tüüpi. Pseudoeuk-
leidilisi vektorruume tähistame Vn asemel tE

n abil. Defineerime vektori ~x
pikkuse nagu eukleidilise vektorruumi korral sama valemiga

|~x| =
√

〈~x, ~x〉.

Sellest valemist näeme, et pseudoeukleidilises vektorruumis ühe osa vek-
torite pikkuse ruut on positiivne (sel korral ka nende vektorite pikkus on
positiivne), teise osa vektorite pikkuse ruut on null (sel korral ka nende vek-
torite pikkus on null) ja kolmanda osa vektorite pikkuse ruut on negatiivne
(nende vektorite pikkus on puhtimaginaarne).

Definitsioon 4.8. Vektoreid pikkusega 0 nimetatakse pseudoeuklei-

dilise vektorruumi isotroopseteks vektoriteks.

Definitsioon 4.9. Baasi, milles ruutvormil 〈~x, ~x〉 on normaalkuju,

nimetatakse ka pseudoeukleidilise vektorruumi korral ristbaasiks.
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Selgitame ka siin, kui palju on ristbaase. Tähistame pseudoeukleidilise
ruumi ristbaaside hulka B⊥(tE

n) abil. Ilmselt B⊥(tE
n) ⊂ B(tEn). Fiksee-

rime ühe ristbaasi {~e(◦)i }, nn. algbaasi. Mistahes ristbaasi {~ei}, nende seas

ka algbaasi, saab avaldada algbaasi kaudu {~e(◦)i }−→C{~ei}. Kuna ristbaa-
side korral G(◦) = tEn ja G = tEn, siis täpsustub valem G = C⊤G(◦)C,
saades tEn = C⊤tEnC. Seega algristbaasist saame kõik ristbaasid kätte,
kui baasiteisendusmaatriks rahuldab saadud tingimust. Seega maatriks C
muutub pseudoortogonaalrühmas tO(n,R), mis on, nagu teame, täieliku
lineaarrühma GL(n,R) alamrühm. Pikemalt peatamata märgime, et rist-
baaside hulk B⊥(tE

n) on isomorfne pseudoortogonaalrühmaga tO(n,R).
Selle näitamine toimub analoogiliselt §2, kus näitasime, et vektorruumi
baaside hulk on isomorfne täieliku lineaarrühmaga. Bijektiivseks kuju-
tuseks ψ : B⊥(tE

n) −→ tO(n,R) kõlbab kujutus ϕ : B(Vn) −→ GL(n,R),
vaadeldes teda ainult ristbaaside hulgal.

Asume viimast tüüpi vektorruumi vaatlemisele. Selleks me muudame
skalaarkorrutamise definisiooni veel.

Definitsioon 4.10. Skalaarkorrutamiseks vektorruumis V üle R ni-

metatakse kujutust

〈 , 〉 : V ×V −→ R; (~x, ~y) 7−→ 〈~x, ~y〉,

kui ta rahuldab järgmisi aksioome

1◦ 〈ξ1~x1 + ξ2~x2, ~y〉 = ξ1〈~x1, ~y〉+ ξ2〈~x2, ~y〉,
2◦ 〈~x, ξ1~y1 + ξ2~y2〉 = ξ1〈~x, ~y1〉+ ξ2〈~x, ~y2〉,
3◦ 〈~x, ~y〉 = −〈~y, ~x〉,
4◦ 〈~x,~a〉, ∀~x ∈ V ⇐⇒ ~a = ~0.

Definitsioon 4.11. Vektorruumi V, milles on antud skalaarkorru-

tamine eelmise definitsiooniga, nimetatakse sümplektiliseks vektorruumiks.

Sümplektilist vektorruumi tähistame V asemel Sp abil. Kui võrrelda
sümplektilise vektorruumi skalaarkorrutamise definitsiooni 4.10 pseudoeuk-
leidilise vektorruumi skalaarkorrutamise definitsiooniga 4.6, siis muudetud
on ainult kolmandat aksioomi. Skalaarkorrutamine ei ole enam sümmeet-
riline, vaid on kaldsümmeetriline. Esimese ja teise aksioomi kohaselt on
skalaarkorrutamine ka siin bilineaarvorm, mis kolmanda aksioomi tõttu ei
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ole enam sümmeetriline, vaid on kaldsümmeetriline. Seetõttu ei teki siin ka
ruutvormi. Võttes kolmandas aksioomis ~y = ~x, saame

〈~x, ~x〉 = −〈~x, ~x〉 ⇐⇒ 2〈~x, ~x〉 = 0 ⇐⇒ 〈~x, ~x〉 = 0 ⇐⇒ |x| :=
√

〈~x, ~x〉 = 0.

Näeme, et süplektilises vektorruumis kõigi vektorite pikkused on võrdsed
nulliga, mis on päris üllatav.

Siit alates eeldame, et sümplektiline vektorruum on lõplikumõõtmeline,
näiteks mõõtmega m. Seega temas on olemas baasid. Iga baasi {~ei} korral
mistahes kaks vektorit ~x ja ~y saame avaldada tema kaudu kujul ~x = xi~ei
ja ~y = yiei. Nii nagu eukleidilise vektorruumi korral saame kahe vektori
skalaarkorrutise nende vektorite koordinaatide kaudu valemiga

〈~x, ~y〉 = gijx
iyj ,

kus gij := 〈~ei, ~ej〉. Tekib maatriks G = (gij), mis on kaldsümmeetriline,
sest

gij = 〈~ei, ~ej〉 = −〈~ej , ~ei〉 = −gji =⇒ G⊤ = −G.
Nagu pseudoeukleidilise vektorruumi korral saame ka siin, et skalaarkorru-
tamise maatriks G on regulaarne, s.o. |G| 6= 0. See on võimalik ainult siis
kui sümplektilise vektorruumi mõõde on paarisarv. Tõepoolest, sest

|G| = |G⊤| = | −G| = (−1)m|G|,
millest |G| 6= 0 tõttu saame 1 = (−1)m. Viimane saab kehtida ainult
paarisarvulise m korral, s.o. m = 2n. Lõplikumõõtmelist sümplektilist
vektorruumi tähistame Sp2n.

Kahjuks järgnevas ei saa me kasutada ruutvormi teooriat, et leida rist-
baasi analoog. Vastav tõestus peab toimuma teiste vahenditega. Tõestuseta
konstateerime, et leidub selline baas {~ei}, mille korral skalaarkorrutamise
2n-järku maatriksG on järgmise ehitusega. Maatriksi G diagonaalile toetub
n teist järku kaldsümmeetrilist maatriksit

I =

(
0 1
−1 0

)

.

Ülejäänud elemendid on tal aga nullid. Eespool tähistame sellist maatriksit
In abil. Maatriksi In saame anda lühidalt otsesummana

In = I ⊕ I ⊕ ...⊕ I
︸ ︷︷ ︸

n

.
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Sellise baasi korral

〈~x, ~y〉 =
∣
∣
∣
∣

x1 x2

y1 y2

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

x3 x4

y3 y4

∣
∣
∣
∣
+ ...+

∣
∣
∣
∣

x2n−1 x2n

y2n−1 y2n

∣
∣
∣
∣
.

Definitsioon 4.12. Sümplektilise vektorruumi Sp2n baasi, mille kor-

ral skalaarkorrutamise maatriks on kujuga In , nimetatakse sümplektiliseks

baasiks.

Selgitame ka siin kui palju on sümplektilisi baase. Tähistame nende
hulka Bs(Sp2n) abil. Ilmselt Bs(Sp2n) ⊂ B(Sp2n). Fikseerime ühe sümp-

lektilise baasi {~e(◦)i }, nn. algbaasi. Mistahes sümplektilise baasi {~ei}, nende
seas ka algbaasi, saab avaldada algbaasi kaudu {~e(◦)i }−→C{~ei}. Kuna sümp-
lektiliste baaside korral G(◦) = In ja G = In, siis täpsustub tuntud valem
G = C⊤G(◦)C, saades G = C⊤InC. Seega sümplektilisest algbaasist saame
kõik süplektilised baasid kätte, kui baasiteisendusmaatriks rahuldab saadud
tingimust. Seega maatriks C muutub sümplektilises rühmas Sp2n, mis
on, nagu teame, täieliku lineaarrühma GL(2n,R) alamrühm. Pikemalt
peatamata märgime, et süplektiliste baaside hulk Bs(Sp2n) on isomorfne
sümplektilise rühmaga Sp2n. Selle näitamine toimub analoogiliselt $ 2, kus
näitasime, et vektorruumi baaside hulk on isomorfne täieliku lineaarrühma-
ga. Bijektiivseks kujutuseks ψ : Bs(Sp2n) −→ Sp2n kõlbab varasem kujutus
ϕ : B(V2n) −→ GL(2n,R), vaadeldes teda ainult sümplektiliste baaside
hulgal.
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5. Afiinne ruum. Eukleidiline, pseudo-
eukleidiline sümplektiline afiinne ruum

Selles punktis vaatleme niinimetatud punktiruume. Koolis kui ka kõrg-
koolis tavaliselt vaadeldakse ruumi igapäevases ettekujutuses. Tegemist on
tavalise kolmemõõtmelise eukleidilise ruumiga. Arutelud toimuvad jooniste
abil. Meie anname ruumi mõiste aksiomaatiliselt. Seejuures ruumi mõõde
võib olla kuitahes suur, isegi lõpmatu. Ruumi mõiste käsitlus viiakse samale
tasemele nagu on see kombeks algebras materjali esitamisel.

Definitsioon 5.1. Mittetühja hulka A üle vektorruumi V nimetatakse

afiinseks ruumiks, kui on antud kujutus

+ : A×A −→ A; (X,~x) 7−→ +(X,~x) := X + ~x,

mis rahuldab kahte järgmist aksioomi.

1◦ Iga X ∈ A ja iga ~x, ~y ∈ V korral X + (~x+ ~y) = (X + ~x) + ~y.
2◦ Iga X,Y ∈ A korral võrrandil X+~x = Y on olemas lahend ja seejuures

ainult üks. Seda lahendit tähistame ~x :=
−−→
XY abil.

Afiinse ruumi elemente A,B, ...,X, Y, ... ∈ A nimetame punktideks.

Definitsioon 5.2 Afiinse ruumi A defineerimiseks kasutatud vektor-

ruumi V nimetame tema sihiruumiks.

Järgnevas teeme mõningad järeldused afiinse ruumi definitsioonist. Sa-
mas kasutame ka vektorruumi elementaarseid omadusi. Lugeja tõestuste
lugemisel iga võrdusmärgi juures ilmselt selgitab, mida on kasutatud.

Järeldus 5.1. Iga punkti X ∈ A korral võrrandil X + ~x = X on üks

ja sama lahend ~x = ~0.
Tõestus. Aksioomi 2◦ kohaselt võrrandil X+~x = X on lahend olemas

ja seejuures ainult üks. Seda lahendit leppisime tähistada ~x =
−−→
XX . Leiame

selle lahendi:

X + ~x = X ⇐⇒ X = X + ~x = X + (~x+~0) =
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= (X + ~x) +~0 = X +~0 ⇐⇒ X +~0 = X.

Seega võrrandi X + ~x = X lahendiks on ~x =
−−→
XX = ~0. ♠

Järeldus 5.2. Võrrandite X + ~x = Y ja Y + ~x = X lahendid on

teineteise vastandvektorid, s.o.
−−→
Y X = −−−→

XY .
Tõestus. Aksioomi 2◦ kohaselt nendel võrranditel X + ~x = Y ja

Y + ~x = X on lahendid olemas, mida eespool lubasime tähistada
−−→
XY ja

−−→
Y X. Viimased muidugi rahuldavad vastavat võrrandit. Seetõttu

X +
−−→
XY = Y, Y +

−−→
Y X = X.

Arvutame:

Y+(
−−→
Y X+

−−→
XY ) = (Y +

−−→
Y X)+

−−→
XY = X+

−−→
XY = Y ⇐⇒ Y+(

−−→
Y X+

−−→
XY ) = Y.

Saime, et võrrandi Y + ~x = Y lahendiks on
−−→
Y X +

−−→
XY . Eelmise järelduse

kohaselt on lahendiks ka ~0. Lahendi ühesuse tõttu peavad need lahendid
ühtuma. Saame

−−→
Y X +

−−→
XY = ~0 ⇐⇒ −−→

Y X = −−−→
XY . ♠

Järeldus 5.3. Iga kolme punkti X,Y, Z ∈ A korral

−−→
XY +

−→
Y Z =

−→
XZ.

Tõestus. Teame, et võrranditel

X + ~x = Y, Y + ~y = Z, X + ~z = Z

on olemas (üheselt määratud) lahendid, mida me tähistame

~x =
−−→
XY , ~y =

−→
Y Z, z =

−→
XZ,

mis muidugi rahuldavad vastavaid võrrandeid, s.o.

X +
−−→
XY = Y, Y +

−→
Y Z = Z, X +

−→
XZ = Z.
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Teiselt poolt

X+(
−−→
XY +

−→
Y Z) = (X+

−−→
XY )+

−→
Y Z = Y +

−→
Y Z = Z ⇐⇒ X+(

−−→
XY +

−→
Y Z) = Z.

Seega
−→
XZ kui ka

−−→
XY +

−→
Y Z on võrrandi X + ~z = Z lahendiks. Lahendi

ühesuse tõttu −−→
XY +

−→
Y Z =

−→
XZ. ♠

Järeldus 5.4. Võrdused X+~x = Y ja
−−→
OX+~x =

−→
OY on samaväärsed.

Tõestus. Kui X + ~x = Y , siis fikseerides afiinses ruumis A vabalt

mingi punkti O, tekib punktikolmik O,X, Y . Järelduse 5.3 kohaselt
−−→
OX +

−−→
XY =

−→
OY ehk ~x =

−−→
XY tõttu

−−→
OX + ~x =

−→
OY . Arutleme vastupidises

suunas. Eeldame
−−→
OX + ~x =

−→
OY . Siit ~x =

−→
OY − −−→

OX , mille järelduse

5.2 kohaselt saab kirjutada ~x =
−→
OY +

−−→
XO =

−−→
XO +

−→
OY =

−−→
XY . Seega

X + ~x = X +
−−→
XY = Y. ♠

Järeldus 5.5. Afiinne ruum on isomorfne oma sihiruumiga.

Tõestus. Hulkade isomorfismi mõiste kohaselt on vaja konstrueerida
bijektiivne kujutus ϕ : A −→ V. Viimase defineerimiseks fikseerime vabalt
afiinses ruumis A mingi punkti O. Iga punkti X ∈ A korral saame võrrandi

O + ~x = X üheselt määratud lahendi
−−→
OX ∈ V abil defineerida kujutuse

ϕ : A −→ V valemiga X 7−→ ϕ(X) :=
−−→
OX . Osutub, et see kujutus

on bijektiivne, s.o. injektiivne ja sürjektiivne. Injektiivsuse näitamiseks
definitsiooni kohaselt on vaja veenduda, et alati

X 6= Y =⇒ ϕ(X) 6= ϕ(Y ).

Selle väite õigsus tõestatakse tavaliselt vastuväiteliselt. Oletatakse, et lei-
dub punktipaar X◦, Y◦ ∈ A, et

X◦ 6= Y◦ =⇒ ϕ(X◦) = ϕ(Y◦).

Kujutuse ϕ definitsiooni kohaselt

ϕ(X◦) = ϕ(Y◦) =⇒
−−→
OX◦ =

−−→
OY◦ =⇒ −−→

OY◦ −
−−→
OX◦ = ~0,
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millest omakorda järelduse 5.2 abil saame

−−→
OY◦ +

−−→
X◦O = ~0 ⇐⇒ −−→

X◦O +
−−→
OY◦ = ~0.

Siit järelduse 5.3 abil saame
−−−→
X◦Y◦ = ~0. Ühelt poolt järelduse 5.1 kohaselt

X◦ + ~0 = X◦ ja teiselt poolt X◦ = X◦ + ~0 = X◦ +
−−−→
X◦Y◦ = Y◦, s.o.

X◦ = Y◦. Saime vastuolu tehtud oletusega. Seega alati X 6= Y korral ka
ϕ(X) 6= ϕ(Y ). Kujutus ϕ : A −→ V on injektiivne.

Sürjektiivsuse näitamiseks on vaja veenduda, et kujutus ϕ on pealeku-
jutus, s.o. ϕ(A) := {ϕ(X)|X ∈ A} = V. Teisiti öeldes, vaja on näidata,
et iga ~x ∈ V korral leidub sobiv punkt X ∈ A, et ϕ(X) = ~x. Punktiks X
sobib punkt X := O + ~x. Tõepoolest, sest ϕ(X) = ϕ(O + ~x) = ~x. Saime,
et kujutus ϕ : A −→ V on sürjektiivne. Kokkuvõttes on ϕ bijektiivne.
Järeldus 5.5 on tõestatud. ♠

Vahetult viimasest järeldusest näeme, et afiinse ruumi saame järgmise
hulgana

A = {A+ ~x| ~x ∈ V}. (5.1)

Siin punkti O on tähistatud tähega A.

Definitsioon 5.3. Afiinse ruumi mõõtmeks nimetatakse tema sihiruu-

mi mõõdet: dimA := dimV.
Näeme, et afiinne ruum võib olla ka lõpmatumõõtmeline, sest sihiruum

võib olla seda. Kui afiinne ruum on lõplikumõõtmeline, näiteks mõõtmega
n, siis tähistame afiinset ruumi An abil.

Definitsioon 5.4. Afiinse ruumi An reeperiks nimetame hulka, mis

koosneb selle ruumi mingist punktist O ja sihiruumi mingist baasist {~ei}.
Punkti O nimetame reeperi alguspunktiks. Reeperit tähistame {O;~ei} abil.

Definitsioon 5.5. Punkti X ∈ An kohavektoriks reeperi {O;~ei} korral

nimetatakse võrrandi O + ~x = X üheselt määratud lahendivektorit
−−→
OX .

Definitsioon 5.6. Punkti X ∈ An koordinaatideks reeperi {O;~ei}
korral nimetatakse tema kohavektori

−−→
OX koordinaate sihiruumi baasil {~ei}.

Seega, avaldades
−−→
OX = xi~ei, saame punkti X koordinaatideks xi. Me

kirjutame X(x1, x2, ..., xn) ehk lühidalt X(xi). Punkti koordinaadid antud
reeperi korral määratakse üheselt, sest kohavektor ja tema koordinaadid,
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nagu teame, määratakse üheselt. Ilmselt punktil erivate reeperite kor-
ral on erinevad koordinaadid. Loomulikult tekib tahtmine teha kindlaks
kuidas teisenevad punkti koordinaadid üleminekul ühelt reeperilt {O;~ei}
teisele nn.uuele reeperile {O′;~ei

′}. Selleks peame arvatavasti kirjeldama
uue reeperi asendit vana (esialgse) reeperi suhtes. Teeme seda. Võrrandist

O + ~x = O′ saame uue reeperi alguspunkti O′ kohavektori ~x =
−−→
OO′. Aval-

dades selle baasi {~ei} kaudu valemiga
−−→
OO′ = ci~ei, saame alguspunkti O′

koordinaadid (ci), s.o. O′(ci). Omakorda avaldame uude reeperisse kuuluva
baasi {~ei ′} vanasse reeperisse kuuluva baasi {~ei} kaudu:

~ei
′ = cji~ej , i ∈ {1, 2, ..., n} =⇒ C = (cji ) ∈ GL(n,R).

Näeme, et uue reeperi asend määratakse n+n2 arvu abil. Nendeks on ci ja
C = (cji ), mis vormistame spetsiifilise ehitusega (n+ 1)-järku maatriksina:

C =






1 0 0 . . . 0
c1 c11 c12 . . . c1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cn cn1 cn2 . . . cnn




 . (5.2)

Selle maatriksi esimeses veerus, alates teisest elemendist, on O′ koordinaa-
did. Alates teisest reast ja teisest veerust on baasiteisendusmaatriks C.
Maatriksit C nimetame reeperiteisendusemaatriksiks. Edaspidi reeperitei-

sendust {O;~ei} −→ {O′;~ei
′} tähistame täpsemalt {O;~ei} −→C {O′;~ei

′},
näidates ära ka reeperiteisendusemaatriksi. Maatriks C on regulaarne, sest
|C| = |C| 6= 0. Järelikult C ∈ GL(n+ 1,R). Võib arvata, et punkti X
vanad koordinaadid (xi) ja uued koordinaadid (′xi) on seotud maatriksi C
elementide abil. Punkti koordinaadid on kohavektori koordinaadid. Seega

nad saame avaldistest
−−→
OX = xi~ei ja

−−→
O′X = ′xi~ei. Kui viimased valemid

kuidagi omavahel siduda, siis saavad ka punkti X vanad ja uued koordi-
nadid omavahel seotud. See on ka võimalik, sest kolme punkti O,O′ ja X
korral järelduse 5.3 abil saame

−−→
OO′+

−−→
O′X =

−−→
OX ⇐⇒ ci~ei+

′xj~ej
′−xi~ei = ~0 ⇐⇒ (ci− ′xjcij−xi)~ei = ~0 =⇒

=⇒ ci + ′xjcij − xi = 0 ⇐⇒ xi = cij
′xj + ci. (5.3)
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Siin viimasel sammul kasutasime baasi {~ei} lineaarset sõltumatust. Valem
(5.3) annab punkti vanad koordinaadid uute kaudu.

Järgnevas selgitame reeperiteisenduste omadusi.

Omadus 5.1. Triviaalse reeperiteisenduse {O;~ei} −→C {O;~ei} maatriks

C on (n+ 1)-järku ühikmaatriks, mida tähistame E abil, sest on ehitusega

(5.2).

Tõestus. Praegu O′ = O, mistõttu
−−→
OO′ =

−→
OO. Järelduse 5.1 kohaselt

−→
OO = ~0. Järelikult ci = 0 iga i ∈ {1, 2, ..., n} korral. Uude reeperisse ku-
uluva baasi puhul ~e

′

i = ~ei = δji~ej . Siin δji on Kroneckeri sümbol. Seega

C = (δji ) on n-järku ühikmaatriks. Reeperiteisendusemaatriksiks (5.2)
paegu on seega (n + 1]-järku ühikmaatriks, mis muuseas on täieliku lin-
eaarrühma GL(n + 1,R) ühikelement. ♠

Omadus 5.2. Kahe järjestikuse reeperiteisenduse

{O;~ei} −→A {O′;~ei
′}, {O′;~ei

′} −→B {O′′;~ei
′′}

korral resultantreeperiteisenduse

{O;~ei} −→C {O′′;~ei
′′}

maatriks C on maatriksite A ja B korrutis AB, s.o. C = AB.
Tõestus. Paneme kirja maatriksite A, B ja C elemendid. Need saame

avaldistest −−→
OO′ = ai~ei,

−−−→
O′O′′ = bi~ei

′,
−−→
OO′′ = ci~ei

ja
~ei

′ = aji~ej , ~ei
′′ = bji~ej

′, ~ei
′′ = cji~ej .

Maatriksid A = (aji ), B = (bji ) ja C = (cji ) on reeperiteisenduste poolt
indutseeritud baasteisendusmaatriksid. Võime kirjutada

{~ei} −→A {~ei ′}, {~ei ′} −→B {~ei ′′}, {~ei} −→C {~ei ′′},
kus A,B,C ∈ GL(n,R). Reeperiteisendusemaatriksiteks valemi (5.2) ko-
haselt praegu on

A =






1 0 0 . . . 0
a1 a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an an1 an2 . . . ann




 , B =






1 0 0 . . . 0
b1 b11 b12 . . . b1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bn bn1 bn2 . . . bnn





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ja

C =






1 0 0 . . . 0
c1 c11 c12 . . . c1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cn cn1 cn2 . . . cnn




 .

Siin A,B,C ∈ GL(n+ 1,R). Maatriksi C elemendid saab leida ka teisiti,
arvestades

−−→
OO′′ =

−−→
OO′ +

−−−→
O′O′′ = ai~ei + bj~ej

′ = ai~ei + bjaij~ei = (ai + bjaij)~ei.

Koordinaatide ühesuse tõttu

ci = ai + bjaij ⇐⇒ ci = ai + aijb
j . (5.4)

Edasi saame kirjutada

~ei
′′ = bsi~es

′ = bsia
j
s~ej .

Silmas pidades maatriksite korrutamise definitsiooni, saame

cji = bsia
j
s = ajsb

s
i ⇐⇒ C = AB. (5.5)

Osutub, et C = AB. Maatriksite A ja B vahetu korrutamise teel saame

AB =






1 0 0 . . . 0
a1 a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an an1 an2 . . . ann











1 0 0 . . . 0
b1 b11 b12 . . . b1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bn bn1 bn2 . . . bnn




 =

=






1 0 0 . . . 0
a1 + a1jb

j a1jb
j
1 a1jb

j
2 . . . a1jb

j
n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an + anj b

j anj b
j
1 anj b

j
2 . . . anj b

j
n




 .

Võrreldes valemitega (5.4) ja (5.5), saamegi, et C = AB. ♠
Omadus 5.3. Kui üleminek ühelt reeperilt teisele toimub maatriksi

C abil, siis üleminek teiselt reeperilt esimesele toimub pöördmaatriksi C
−1

abil, s.o.

{O;~ei} −→C {O′;~ei
′} =⇒ {O′;~ei

′} −→C
−1

{O;~ei}.
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Tõestus. Tähistame otsitava reeperiteisenduse {O′;~ei
′} −→ {O;~ei}

maatriksit X abil. Kuna tegu on reeperiteisendusemaatriksiga, siis ta on
ehitusega (5.2). Omaduste 5.2 ja 5.1 kohaselt CX = E, millest saame

X = C
−1
. ♠

Teoreem 5.1. Hulk, mis koosneb (n+1)-järku maatriksitest ehitusega

X =






1 0 0 . . . 0
x1 x11 x12 . . . x1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn xn1 xn2 . . . xnn




 ,

on täieliku lineaarrühma GL(n + 1,R) alamrühm. Seda alamrühma nime-

tame afiinseks rühmaks ja tähistame GL(n+ 1,R) .

Tõestus. Teoreemi 1.1 kohaselt on vaja näidata, et

X,Y ∈ GL(n+ 1,R) =⇒ XY ∈ GL(n+ 1,R),

X ∈ GL(n+ 1,R) =⇒ X
−1 ∈ GL(n+ 1,R).

Need kaks fakti on kontrollitud omaduse 5.2 ja 5.3 tõestamisel. ♠
Hakkame nüüd vaatlema afiinse ruumi An reeperite hulka, mida tä-

histame R(An) abil. Selle hulga ehituse uurimiseks fikseerime temas va-

balt ühe reeperi {O(◦);~e
(◦)
i }, mida nimetame algreeperiks. Mistahes reeperi

{O;~ei} saab avaldada algreeperi kaudu {O(◦);~e
(◦)
i } −→C {O;~ei}, kusjuures

reeperiteisendusemaatriks C ∈ G(An). Tekib kujutus

ϕ : R(An) −→ GL(n+ 1,R); {O;~ei} 7−→ ϕ({O;~ei}) := C,

mis on bijektiivne. Kuna kaks analoogilist tõestust on vektorruumi baaside
juures olnud, siis bijektiivsuse näitamise jätame lugejale. Oleme tõestanud
teoreemi.

Teoreem 5.2. Afiinse ruumi An reeperite hulk R(An) on isomorfne

afiinse rühmaga GL(n+ 1,R).
Järgnevas anname afiinse ruumi m-tasndi mõiste. Viimane üldistab

tavalise ruumi tasandi mõistet. Fikseerime afiinses ruumis A vabalt mista-
hes punkti A ja sihiruumi V mistahes m-mõõtmelise alamruumi Mm.
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Definitsioon 5.7. Afiinse ruumi A m-tasandiks nimetame tema

alamhulka

A+Mm := {A+ ~x| ~x ∈ Mm}.
Siin punkt A kuulub m-tasanndile. Selleks tuleb võtta ~x = ~0. Viimases
definitsioonis punkt A ei ole mingis erilises rollis, nagu näeme järgmisest
teoreemist.

Teoreem 5.3. Iga punkti B ∈ A+Mm korral m-tasandid A+Mm ja

B +Mm ühtuvad, s.o. A+Mm = B +Mm.
Tõestus. Kuna punkt B ∈ A+Mm, siis definitsiooni 5.7 kohaselt

leidub sobib vektor ~b ∈ Mm, et A+~b = B. Viimasest järelduse 5.2 kohaselt
B+(−~b) = A. Iga punkti X ∈ B +Mm korral leidub sobiv vektor ~x ∈ Mm,

et X = B + ~x, millesse me asendame punkti B. Saame X = (A+~b) + ~x =

A+ (~b+ ~x). Kuna Mm on alamruum, siis ~b, ~x ∈ Mm tõttu ka ~b+ ~x ∈ Mm,
mistõttu

(X ∈ B +Mm =⇒ X ∈ A+Mm) =⇒ B +Mm ⊆ A+Mm.

Vastupidi. Iga punkti X ∈ A+Mm korral leidub sobiv vektor ~x ∈ Mm,
et

X = A+ ~x = (B + (−~b)) + ~x = B + (−~b+ ~x).

Kuna vektor −~b+ ~x ∈ Mm, siis

X ∈ A+Mm =⇒ X ∈ B +Mm) =⇒ A+Mm ⊆ B +Mm.

Kookuvõttes oleme näidanud, et

B ∈ A+Mm =⇒ A+Mm = B +Mm. ♠

Järeldus 5.6. Afiinne ruum An on n-tasand, kusjuures määravaks

vektorruumiks on tema sihiruum.

Tõestus. Järeldub valemist (5.1). ♠
Teoreem 5.4. Afiinse ruumi A iga m-tasand A + Mm on afiinne

ruum sihiruumiga Mm.
Tõestus. Kontrollime m-tasandi A+Mm korral afiinse ruumi definit-

siooni täidetust. Nägu teoreemis 5.3 selgus võib m-tasandi definitsioonis

41



A+Mm = {A+ ~x| ~x ∈ Mm} punkti A asendada mistahes teise punktiga
sellelt m-tasandilt. Seega

∀X ∈ A+Mm =⇒ A+Mm = {X + ~x|~x ∈ Mm}.

Afiinse ruumi A definitsioonis 5.1 olev kujutus + : A × V −→ V tekitab
kujutuse + : A+Mm −→ A+Mm valemiga

(X,~x) 7−→ X + ~x.

Ilmselt A + Mm ⊆ A ja Mm ⊆ V tõttu afiinse ruumi A definitsiooni
5.1 aksioomidest 1◦ ja 2◦ järeldub nende aksioomide kehtivus m-tasandi
A+Mm korral. ♠

Definitsioon 5.8. Afiinse ruumi igat m-tasandit nimetame tema

alamruumiks.

Definitsioon 5.9. Afiinse ruumi An (n − 1)-tasandit nimetatakse

hüpertasandiks, 1-tasandit sirgeks ja 2-tasandit tasandiks.
Leiame m-tasandi parameetrilised võrrandid vektor- ja koordinaatku-

jul.
Lähtume m-tasandi definitsioonist

A+Mm = {X = A+ ~y| ~y ∈ Mm}.

Saame m-tasandi võrrandiks

X = A+ ~y, ∀~y ∈ Mm.

Võtame afiinse ruumi An mistahes reeperi {O;~ei}. Järeldus 5.4 lubab kir-
jutada

−−→
OX =

−→
OA+ ~y.

Siin vektorid
−−→
OX ja

−→
OA on punktide X ja A kohavektorid, milliseid valemite

kompaktsema esitamise huvides tähistame ~x :=
−−→
OX ja ~a :=

−→
OA. Järelikult

m-tasandi vektorvõrrandiks kohavektorite kaudu saame

~x = ~a+ ~y, ∀~y ∈ Mm. (5.6)
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Selles võrrandis vektorid ~a ja ~x on antud m-tasandil fikseeritud punkti
A ja muutuva punkti X kohavektorid. Vektor ~y on m-tasandit määrava
sihiruumi Mm muutuv vektor.

Võtame alamruumi Mm mistahes baasi {~s1, ~s2, ..., ~sm}, lühidalt {~sα}.
Siin α ∈ {1, 2, ...,m}. Vektori ~y saame avaldada selle baasi kaudu

~y = t1~s1 + t2~s2 + ...+ tm~sm ⇐⇒ ~y = tα~sα.

Kuna vektor ~y on muutuv vektor, siis t1, t2, ..., tm muutuvad reaalarvude
hulgal.

Lõpuks paneme kirja m-tasandi vektorvõrrandi (5.6) koordinaatides.
Valemis (5.6) olevad vektorid avaldame reeperisse kuuluva baasi kaudu,
millega tulevad sisse nende vektorite koordinaadid. On õigus kirjutada

~x = xi~ei, ~a = ai~ei, ~sα = siα~ei.

Asendades võrrandisse (5.6), kergesti saame

xi = ai + tαsiα, i ∈ {1, 2, ..., n}. (5.7)

Viimased on m-tasandi võrramdid koordinaatides. Kuna punkti koordi-
naatideks on kohavektori koordinaadid, siis valemis (5.7) onm-tasandi muu-
tuva punkti X koordinaadid xi avaldatud m-tasandi fikseeritud punkti A
koordinaatide ja alamruumi Mm baasivektorite ~sα koordinaatide kaudu.

Valemist (5.7) erijuhul saame sirge ja tasandi parameetrilised võrrandid
tavalises ruumis. Sirge korral m=1. Seega sihiruumist võetav alamruum
M1 on ühemõõtmeline. Tema ainsat baasivektorit tähistame s abil. Sirge
parameetrilisteks võrranditeks (5.7) abil saame

xi = ai + tsi ∀t ∈ R, i ∈ {1, 2, ..., n}. (5.8)

Kui nendes võrrandites parameeter t muutub reaalarvude alamhulgal, siis
me võtame sirge punktidest ainult osa punkte. Reeglina alamhulgaks on
mingi lõik [t1, t2], kusjuures t1 < t2.

Definitsioon 5.10. Punktihulka {X}, mille punktide X koordinaadid

(xi) rahuldavad võrrandeid

xi = ai + tsi ∀t ∈ [t1, t2], i ∈ {1, 2, ..., n}, (5.9)
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nimetame sirglõiguks otspunktidega B(bi) ja C(ci), kus bi = ai + t1s
i ja

ci = ai + t2s
i, ja tähistame BC abil.

Definitsioon 5.11. Punkti D(di), kus di = ai+ 1
2
(t1+t2)s

i, nimetame

lõigu BC keskpunktiks.

Näeme, et di = 1
2 (b

i+ci). Kuna
−→
DB =

−→
OB−−→

OD = (bi−di) = 1
2 (b

i−ci)
ja

−→
DC =

−→
OC − −→

OD = (ci − di) = 1
2 (c

i − bi), siis vektorid
−→
DB ja

−→
DC on

teineteise vastandvektorid:
−→
DB = −−→

DC.
Punkti lõpuosa pühendame afiinse ruumi eri tüüpidele, milleks on euk-

leidiline, pseudoeukleidiline ja sümplektiline afiinne ruum.

Definitsioon 5.12. Afiinset ruumi A sihiruumiga V nimetame vas-

tavalt eukleidiliseks, pseudoeukleidiliseks või sümplektiliseks afiinseks ruu-

miks, kui sihiruumiks V on eukleidiline, pseudoeukleidiline või sümplektiline

vektorruum.

Lõplikumõõtmelist eukleidilist, pseudoeukleidilist ja sümplektilist
afiinset ruumi tähistame vasravalt En, tEn ja Sp2n.

Definitsioon 5.13. Lõplikumõõtmelise eukleidilise, pseudoeukleidilise

või sümplektilise afiinse ruumi reeperit nimetame vastavalt ristreeperiks,

(samuti) ristreeperiks või sümplektiliseks reeperiks, kui temasse kuuluva si-

hiruumi baas on kas ristbaas, (samuti) ristbaas või süplektiline baas.

Enne kui läheme edasi, kõneleme vahepeal afiinse rühma GL(n+1,R)
kolmest alamrühmast.

Nagu teame koosneb afiinne rühm maatriksitest ehitusega

X =






1 0 0 . . . 0
x1 x11 x12 . . . x1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn xn1 xn2 . . . xnn




 ,

kus

X =





x11 x12 . . . x1n
. . . . . . . . . . . . . . . .
xn1 xn2 . . . xnn



 ∈ GL(n,R).

Me eraldame afiinsest rühmast välja erinevaid alamhulki. Esimene neist on
selline, kus maatriksisX sisalduv maatriksX muutub täieliku lineaarrühma
GL(n,R) alamrühmal O(n,R), s.o. ortogonaalrühmal. Tähistame vaadel-
davat alamhulka O(n + 1,R) abil. Osutub, et see hulk on afiinse rühma
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alamrühm. Tõepoolest. Kuna ühikmaatriks E ∈ O(n+1,R), siis vaadeldav
hulk ei ole tühi. Edasi on vaja kontrollida, et

∀X,Y ∈ O(n+ 1,R) =⇒ XY
−1 ∈ O(n+ 1,R). (5.10)

Veendume selles. Eelduse kohaselt

X =






1 0 0 . . . 0
x1 x11 x12 . . . x1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn xn1 xn2 . . . xnn




 , Y =






1 0 0 . . . 0
y1 y11 y12 . . . y1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn yn1 yn2 . . . ynn




 ,

kus

X =





x11 x12 . . . x1n
. . . . . . . . . . . . . . . .
xn1 xn2 . . . xnn



 , Y =





y11 y12 . . . y1n
. . . . . . . . . . . . . . . .
yn1 yn2 . . . ynn



 .

kuuluvad ortogonaalrühma X,Y ∈ O(n,R). Leiame maatriksi Y pöörd-
maatriksi. Saame

Y
−1

=






1 0 0 . . . 0
y1 y11 y12 . . . y1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn yn1 yn2 . . . ynn




 .

Siin (yji ) on maatriksi Y pöördmaatriksi Y −1 elemendid, s.o. Y −1 = (yji ),

ja yi = −yijyj . Öeldu õigsuse kontrolliks võib veenduda, et korrutis XY
−1

on ühikmaatriks. Jääb veel leida korrutis XY
−1

:

XY
−1

=






1 0 0 . . . 0
x1 x11 x12 . . . x1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn xn1 xn2 . . . xnn











1 0 0 . . . 0
y1 y11 y12 . . . y1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn yn1 yn2 . . . ynn




 =

=






1 0 0 . . . 0
z1 z11 z12 . . . z1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
zn zn1 zn2 . . . znn




 ,
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kus zi = xi + xijy
j ja zij = xisy

s
j . Siin zij on maatriksi XY −1 ∈ O(n,R)

elemendid. Olemegi näidanud, et O(n + 1,R) on afiinse rühma GL(n,R)
alamrühm. Seda (alam)rühma nimetame ortogonaalseks afiinseks rühmaks.

Nüüd me eraldame afiinsest rühmast välja kaks järgmist alamhulka,
mis on samuti afiinse rühma alamrühmad. Esimene neist on selline, kus
maatriksis X sisalduv maatriks X muutub täieliku lineaarrühma GL(n,R)
pseudoortogonaalalamrühmal tO(n,R). Tähistame vaadeldavat alamhulka
tO(n+1,R) abil. Osutub, et see hulk on afiinse rühma alamrühm. Nimeta-

me (alam)rühma tO(n+1,R) pseudoortogonaalseks afiinseks rühmaks. Tei-
ne hulk on afiinse rühma GL(2n + 1,R) alamhulk, mis koosneb (2n + 1)-
järku maatriksitest X, millesse kuuluv 2n-järku maatriks muutub täieliku
lineaarrühma GL(2n,R) sümplektilisel alamrühmal Sp2n. Seda afiinse rüh-

ma alamrühma Sp2n nimetame süplektiliseks afiinseks rühmaks ja tähistame

Sp2n abil. Tänu ortogonaalse afiinse rühma tõestusele on ilmne, et need
kaks alamhulka on afiinse rühma alamrühmad.

Sõnastame tõestuseta kaks teoreemi. Tõestused on jäetud lugejale, sest
analoogiline tõestus on eespool olemas.

Teoreem 5.5. Lõplikumõõtmelise eukleidilise afiinse ruumi En ristree-

perite R⊤(En) (pseudoeukleidilise afiinse ruumi tEn ristreeperite R⊤(tEn))
hulk on isomorfne eukleidilise afiinse rühmaga O(n + 1,R)( pseudoortogo-

naalse afiinse rühmaga tO(n+ 1,R)).

Teoreem 5.6. Lõplikumõõtmelise sümplektilise afiinse ruumi Sp2n
sümplektiliste reeperite Rs(Sp2n) hulk on isomorfne sümplektilise afiinse

rühmaga Sp2n.
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6. Vektorruumi lineaarteisendused
(Kordamine)

Käesolevas punktis meenutame mõisteid ja teoreeme algebra kursusest.
See on vajalik järgmise punkti esitamiseks.

Olgu V ja V′ vektorruumid üle reaalarvude.

Definitsioon 6.1. Kujutust A : V −→ V′ nimetatakse lineaarkuju-

tuseks, kui iga ξ1, ξ2 ∈ R ja ~x1, ~x2 ∈ V korral

A(ξ1~x1 + ξ2~x2) = ξ1A(~x1) + ξ2A(~x2).

Viimast valemit saab matemaatilise induktsiooni abil laiendada enam
kui kahe vektori lineaarkombinatsioonile: A(ξi~xi) = ξiA(~xi).

Näide 6.1. Nullkujutus

θ : V −→ V′; ~x 7−→ θ(~x) := ~0V′

on lineaarkujutus.

Lineaarkujutusel on rida omadusi. Sõnastame need.

Omadus 6.1. Lineaarkujutuste A : V −→ V′ ja B : V′ −→ V′′

korrutis

BA : V −→ V′′; ~x 7−→ BA(~x) := B(A(~x))

on lineaarkujutus.

Omadus 6.2. Lineaarkujutuse A : V −→ V′ korral A(~0V) = ~0V′ .

Omadus 6.3. Lineaarkujutuse A : V −→ V′ korral A(−~x) = −A(~x).

Omadus 6.4. Olgu A : V −→ V′ lineaarkujutus. Iga tema alamruumi

M ⊂ V korral on kujutishulk A(M) := {A(~x)| ~x ∈ M} vektorruumi V′

alamruum.
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Omadus 6.5. Lineaarkujutus A : V −→ V′ kujutab vektorruumi

V lineaarselt sõltuva vektorsüsteemi vektorruumi V′ lineaarselt sõltuvaks

vektorsüsteemiks.

Omadus 6.6. Olgu A : V −→ V′ lineaarkujutus. Kui {~a1,~a2, ...,~am}
on alamruumi M ⊂ V moodustajad, siis {A(~a1),A(~a2), ...,A(~am)} on

alamruumi A(M) ⊂ V′ moodustajad.

Definitsioon 6.2. Lineaarkujutust A : V −→ V nimetatakse li-

neaarteisenduseks.

Tähistame HomV abil vektorruumi V lineaarteisenduste hulka. Sellel
hulgal tekivad loomulikul teel järgmised tehted.

Definitsioon 6.3. a) Kujutust

HomV ×HomV −→ HomV; (A,B) 7−→ A+ B

antuna valemiga

~x 7−→ (A+ B)(~x) := A(~x) + B(~x)

nimetatakse lineaarteisenduste A ja B summaks.

b) Kujutust

HomV ×HomV −→ HomV; (A,B) 7−→ AB

antuna valemiga

~x 7−→ (AB)(~x) := A(~x)(B(~x))

nimetatakse lineaarteisenduste A ja B korrutiseks.

c) Kujutust

R×HomV −→ HomV; (ξ,A) 7−→ ξA

antuna valemiga

~x 7−→ (ξA)(~x) := ξA(~x)

nimetatakse arvu ξ ja lineaarteisenduse A korrutiseks.

Nende tehete korrektsusele annab vastuse järgmine teoreem.
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Teoreem 6.1. Lineaarteisenduste summa, korrutis ja arvu kordne on

lineaarteisendused, s.o.

A,B ∈ HomV, ξ ∈ R =⇒ A+ B,AB, ξA ∈ HomV.

Definitsioon 6.4. Bijektiivseid lineaarteisendusi nimetatakse auto-

morfismideks. Vektorruumi V automorfismide hulka tähistame AutV abil.
Vahetult on ilmne AutV ⊆ HomV.

Teoreem 6.2. Automorfismide hulk AutV on hulgal HomV antud

lineaarteisenduste korrutanise suhtes rühm.

Märgime, et selle rühma ühikelemendiks on samasusteisendus

E : V −→ V; ~x 7−→ E(~x) := ~x.

Järgnevas eeldame, et vektorruum V on lõplikumõõtmeline, näiteks
V = Vn. Sel korral on tagatud baasi olemasolu. Iga lineaarteisenduse
A : Vn −→ Vn korral saame baasi {~ei} iga kujutisvektori A(~ei) avaldada
baasi {~ei} kaudu kujul A(~ei) = aji~ej . Moodustame maatriksi

A :=






a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann




 ,

mille i-ndas veerus on vektori A(~ei) koordinaadid. Seega maatriksi A = (aji )
elementide ülaindeks on rea indeks.

Definitsioon 6.5. Maatriksit A ∈Mat(n, n) nimetame lineaarteisen-

duse A : Vn −→ Vn maatriksiks baasil {~ei}.
Kui vektori ~x ja tema kujutisvektori A(~x) koordinaate järgnevas tähis-

tada ~x = (xi) ja A(~x) = (′xi), siis nad on omavahel seotud valemiga

′xi = aijx
j , i ∈ {1, 2, ..., n}.

Lineaarteisendusel A : Vn −→ Vn on igal baasil oma maatriks. Olgu tema
maatrikseid baasidel {~ei} ja {~ei ′} tähistatud A,A′ ∈Mat(n, n), siis kehtib
valem A′ = C−1AC, kus {~ei} −→C {~ei ′}.
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Teoreem 6.3. Lineaarteosenduste hulk HomVn on isomorfne n-järku
maatriksite hulgaga Mat(n, n).

Teoreem 6.4. Vektorruumi Vn lineaarteisenduste liitmisel, korru-

tamisel ja arvuga korrutamisel tuleb nende maatriksid võetuna samal baasil

vastavalt liita, korrutada ja korrutada sama arvuga.

Teoreem 6.5. Automorfismide rühm AutVn on isomorfne täieliku

lineaarrühmaga GL(n,R).
Selle teoreemi tõestamisel tuleb näidata, et leidub bijektiivne kujutus

ϕ : AutVn −→ GL(n,R) omadusega

A,B ∈ AutVn =⇒ ϕ(AB) = ϕ(A)ϕ(B).

Märgime, et automorfismi A ∈ AutVn korral iga lineaarselt sõltumatu vek-
torsüsteem {~a1,~a2, ...,~am} kujutub lineaarselt sõltumatuks vektorsüstee-
miks {A(~a1),A(~a2), ...,A(~am)}. Sellest järeldame, et baas {~ei} kujutub
baasiks {A(~ei)}.

Järgnevas me vaatleme olukorda, kui vektorruum V on kas eukleidi-
line, pseudoeukleidiline või sümplektiline vektorruum. Neid kolme juhtu
saab vaadelda korraga, öeldes lihtsalt, et meil on skalaarkorrutamisega vek-
torruum.

Definitsioon 6.6. Skalaarkorrutamisega vektorruumi automorfismi

A : V −→ V nimetatakse isomeetriliseks lineaarteisenduseks, kui iga kahe

vektori ~x, ~y ∈ V korral

〈~x, ~y〉 = 〈A(~x,A(~y)〉.

Tähistame I(V) abil skalaarkorrutisega vektorruumi bijektiivsete iso-
meetriliste lineaarteisenduste hulka. Seega I(V) on automorfismide rühma
AutV alamhulk. See alamhulk on mittetühi, sest samasusteisendus

E : V −→ V; ~x 7−→ E(~x) := ~x

kuulub

〈~x, ~y〉 = 〈E(~x), E(~y)〉.

tõttu hulka I(V).
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Teoreem 6.6. Isomeetriliste lineaarteisenduste hulk I(V) on skalaar-

korrutisega vektorruumi V korral automorfismide rühma AutV alamrühm.

Tõestus. Seda me juba teame, et I(V) = ∅. Vaja on veel näidata, et
iga A,B ∈ I(V) korral ka AB−1 ∈ I(V). Eeldusest saame

∀~x, ~y ∈ V =⇒ 〈~x, ~y〉 = 〈A(~x,A(~y)〉, 〈~x, ~y〉 = 〈B(~x,B(~y)〉.

Kuna B ∈ I(V) ja I(V) ⊂ V tõttu B ∈ AutV, mistõttu B omab rühma
AutV seisukohalt pöördelementi B−1 ∈ AutV. Seejuures BB−1 = E . Eel-
duse teisest tingimusest saame

〈~x, ~y〉 = 〈E(~x, E(~y)〉 = 〈(BB−1)(~x), (BB−1)(~y)〉 =

= 〈B(B−1(~x)),B(B−1(~y))〉 = 〈B−1(~x),B−1(~y)〉
ehk

〈~x, ~y〉 = 〈B−1(~x),B−1(~y)〉 ⇐⇒ B−1 ∈ I(V).

Arvutame edasi:

〈AB−1(~x),AB−1(~y)〉 = 〈A(B−1(~x)),A(B−1(~y))〉 =

= 〈B−1(~x),B−1(~y)〉 = 〈~x, ~y〉.
Saimegi, et AB−1 ∈ I(V). ♠

Olgu nüüdV lõplikumõõtmeline skalaarkorrutamisega vektorruumVn.
(Sümplektilise vektorruumi korral tuleb n asemel võtta 2n.) Nagu teame,
rühm AutVn on isomorfne rühmaga GL(n,R). Isomorfismi realiseerivat
bijektiivset kujutust tähistasime ϕ : AutVn −→ GL(n,R) abil, kusjuures

∀A,B ∈ AutVn =⇒ ϕ(AB) = ϕ(A)ϕ(B).

Uurime kujutuse ϕ omadusi. Kuna ϕ on bijektiivne, siis on olemas temal
pöördkujutis ϕ−1 : GL(n,R) −→ AutVn, mis on samuti bijektiivne. See-
juures pöördkujutuse definitsiooni kohaselt

ϕϕ−1 : GL(n,R) −→ GL(n,R)

on samasuskujutus

ǫ : GL(n,R) −→ GL(n,R); A 7−→ ǫ(A) := A.
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Samuti
ϕ−1ϕ : GL(n,R) −→ GL(n,R)

on samasuskujutus

ǫ : AutVn −→ AutVn; A 7−→ ǫ(A) := A.

Kokkuvõttes
ϕϕ−1 = ǫ, ϕ−1ϕ = ǫ.

Toome nüüd kujutuste ϕ ja ϕ−1 mõningad omadused.

Omadus 6.7. Kujutused ϕ ja ϕ−1 kujutavad ühe rühma ühikelemendi

teise rühma ühikelemendiks.

Tõestus. Rühma AutVn ühikelemendiks on samasusteisendus E ja
rühma GL(n,R) ühikelemendiks aga n-järku ühikmaatriks E. Nüüd iga
A ∈ AutVn korral

AE = A =⇒ ϕ(AE) = ϕ(A) ⇐⇒ ϕ(A)ϕ(E) = ϕ(A)

ja
EA = A =⇒ ϕ(EA) = ϕ(A) ⇐⇒ ϕ(E)ϕ(A) = ϕ(A).

Kuna ϕ on bijektiivne, siis ϕ(AutVn) = GL(n,R), mistõttu ϕ(A) annab A
muutumisel rühmas AutVn kätte täieliku lineaarrühma GL(n,R). Seega
kahe viimase seose kohaselt ϕ(E) on rühma GL(n,R) ühikelement. Rühma
ühikelemendi ühesuse tõttu saame ϕ(E) = E. Viimasest omakorda

ϕ−1(E) = ϕ−1(ϕ(E) = ϕ−1ϕ(E) = ǫ(E) = E .

Saime ϕ(E) = E ja ϕ−1(E) = E . ♠
Omadus 6.8. Iga X,Y ∈ GL(n,R) korral

ϕ−1(XY ) = ϕ−1(X)ϕ−1(Y ).

Tõestus. Iga X,Y ∈ GL(n,R) korral ϕ−1(X), ϕ−1(Y ) ∈ AutVn

kehtib

ϕ(ϕ−1(X)) = ϕϕ−1(X) = ǫ(X) = X, ϕ(ϕ−1(Y )) = ... = Y.
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Kui tähistada ϕ−1(X) := X ja ϕ−1(Y ) := Y , siis ϕ(X ) = X ja ϕ(Y) = Y.
Viimast silmas pidades, saame

ϕ−1(XY ) = ϕ−1(ϕ(X )ϕ(Y)) = ϕ−1(ϕ(XY)) = ϕ−1ϕ(XY) =

= ǫ(XY) = XY = ϕ−1(X)ϕ−1(Y ).

Seega

ϕ−1(XY ) = ϕ−1(X)ϕ−1(Y ). ♠

Omadus 6.9. Iga X ∈ AutVn korral

ϕ(X−1) = (ϕ(X ))−1.

Tõestus. Selles omaduses me väidame, et ϕ(X−1) on elemendi ϕ(X ) ∈
GL(n,R) pöördelement (ϕ(X ))−1. Pöördelemendi definitsiooni kohaselt on
vaja näidata, et

ϕ(X−1)ϕ(X ) = E, ϕ(X )ϕ(X−1) = E.

Veendume selles:

ϕ(X−1)ϕ(X ) = ϕ(X−1X ) = ϕ(E) = E,

ϕ(X )ϕ(X−1) = ϕ(XX−1) = ϕ(E) = E.

Sellega omadus on tõestatud. ♠
Pöördume nüüd skalaarkorrutisega vektorruumide juurde tagasi. Iso-

morfismi realiseeriva bijektiivse kujutuse ϕ : AutVn −→ GL(n,R) abil
alamrühm I(Vn) ⊂ AutVn kujutub rühma GL(n,R)) mittetühjaks alam-
hulgaks ϕ(I(Vn)) ⊂ GL(n,R).

Teoreem 6.7. Rühma GL(n,R) alamhulk ϕ(I(Vn)) on tema alam-

rühm.

Tõestus. Iga X,Y ∈ ϕ(I(Vn)) korral X := ϕ−1(X) ja Y := ϕ−1(Y )
on I(Vn) elemendid. Seejuures ϕ(X ) = X ja ϕ(Y) = Y. Nüüd

XY −1 = ϕ(X )ϕ(Y−1) = ϕ(XY−1).
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Siin me kasutasime omadust 6.9. Kuna X ,Y ∈ I(Vn) ja I(Vn) on (alam)-
rühm, siis XY−1 ∈ I(Vn). Seega ϕ(XY−1) ∈ ϕ(I(Vn). Sellest omakorda
XY −1 ∈ I(Vn). Oleme näidanud, et hulk ϕ(I(Vn)) on rühma GL(n,R)
alamrühm. ♠

Lõpuks uurime rühma ϕ(I(Vn)) ehitust skalaarkorrutamisega vektor-
ruumide korral. Olgu skalaarkorrutisega ruumideks kas eukleidiline või
pseudoeukleidiline ruum. Sümplektiline vektorruum jääb esialgu vaatluse
alt välja. Mistahes ristreeperi {~ei} korral skalaarkorrutise maatriksiks G =
(gij), kus gij = 〈~ei, ~ej〉, on kas En või sEn. Iga A ∈ ϕ(I(Vn)) korral
A := ϕ−1(A) on I(Vn) element, kusjuures ϕ(A) = A. Meenutades kuju-
tuse ϕ definitsiooni, siis A on A maatriks saaduna valemi A(~ei) = aji~ej
abil, s.o. A = (aji ). Et tegemist on isomeetrilise automorfismiga, siis
〈A(~ei),A(~ej)〉 = 〈~ei, ~ej〉 tõttu

〈asi~es, atj~et〉 = 〈~ei, ~ej〉 ⇐⇒ asia
t
jgst = gij ⇐⇒ A⊤GA = G.

Kuna baas {~ei} on ristbaas, siis G = En või G = sEn. Järelikult ϕ(I(V
n))

elemendid peavad rahuldama kas A⊤EnA = En või A⊤sEnA = sEn. Vii-
masest saame, et eukleidilise vekktorruumi korral isomeetriliste automorfis-
mide alamrühma I(Vn) kujutiseks rühmas GL(n,R) on ortogonaalrühm,
s.o. ϕ(I(En)) = O(n,En). Kui tegemist on pseudoeukleidilise vektor-
ruumiga sE

n, siis ϕ(I(sE
n)) on pseudoortogonaalrühm indeksiga s, s.o.

ϕ(I(sE
n)) = sO(n,R)).

Sümplektilise vektorruumi korral analoogiliselt saame, et sümplektilise
baasi korral rühm ϕ(I(Sp2n)) on sümplektiline rühm.
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7. Afiinsed kujutused ja teisendused

Olgu A ja A′ afiinsed ruumid sihiruumidega V ja V′ üle reaalarvude
korpuse R.

Definitsioon 7.1. Kujutust f : A −→ A′ nimetame afiinseks kuju-

tuseks, kui leidub selline lineaarkujutus ϕ : V −→ V′, et iga punkti X ∈ A
ja iga vektori ~x ∈ V korral kehtib

f(X + ~x) = f(X) + ϕ(~x). (7.1)

Lineaarkujutust ϕ nimetame afiinse kujutuse f homogeenseks osaks.

Teoreem 7.1. Iga lineaarkujutuse ϕ : V −→ V′ ning iga kahe punkti

A ∈ A ja A′ ∈ A′ korral leidub selline üheselt määratud afiinne kujutus

f : A −→ A′, mille homogeenseks osaks on ettevõetud ϕ : V −→ V′ ja

f(A) = A′.
Tõestus. Defineerime kujutuse f : A −→ A′ järgmiselt. Mistahes

punkti X ∈ A korral saame võrrandist A + ~x = X leida üheselt määratud

lahendivektori ~x =
−→
AX ∈ V ja selle abil omakorda ϕ(

−→
AX) ∈ V′. Nüüd

defineerime kujutuse f valemiga

f(X) := A′ + ϕ(
−→
AX).

Osutub, et sellel kujutusel on nõutavad omadused. Tõepoolest:

f(A) = f(A+~0V) = A′ + ϕ(~0V) = A′ +~0V′ = A′

ja

f(X + ~y) = f((A+ ~x) + ~y) = f(A+ (~x+ ~y)) = A′ + ϕ(~x+ ~y) =

= A′ + (ϕ(~x) + ϕ(~y)) = (A′ + ϕ(~x)) + ϕ(~y) = f(X) + ϕ(~y),
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mistõttu kujutus f on afiinne kujutus homogeense osaga ϕ.
Lõpuks on vaja näidata kujutuse f ühesus. Kui peaks leiduma veel

teine afiinne kujutus f sama homogeense osaga ϕ, kusjuures f(A) = A′,
siis iga punkti X ∈ A korral

f(X) = f(A+
−→
AX) = f(A) + ϕ(

−→
AX) = A′ + ϕ(

−→
AX) = f(X).

Kujutuste võrdsuse definitsiooni kohaselt f = f . Seega kujutus f on üheselt
määratud. ♠

Definitsioon 7.2. Afiinse ruumi A punktisüsteemi {A0, A1, ..., Am}
nimetame afiinselt sõltumatuks, kui tema sihiruumi V vektorsüsteem

{−−−→A0A1,
−−−→
A0A2, ...,

−−−→
A0Am} on lineaarselt sõltumatu.

Teoreem 7.2. Olgu {A0, A1, ..., An} n-mõõtmelise afiinse ruumi An

afiinselt sõltumatu punktisüsteem ja {A′
0, A

′
1, ..., A

′
n} afiinse ruumi A′ punk-

tisüsteem. Leidub üheselt määratud afiinne kujutus f : An −→ A′ omadu-

sega f(Ai) = A′
i iga i ∈ {0, 1, ..., n} korral.

Tõestus. Paneme tähele, et esimene afiinne ruum on lõplikumõõtme-
line. Mõõdet on tähistatud n abil. Punktisüsteemides on punkte ühe võrra
rohkem kuiAn mõõde. Alustame nüüd tõestusega. Tekivad sihiruumide Vn

ja V vektorsüsteemid {−−−→A0A1,
−−−→
A0A2, ...,

−−−→
A0An} ja {

−−−→
A′

0A
′
1,
−−−→
A′

0A
′
2, ...,

−−−→
A′

0A
′
n}.

Neist esimene on lineaarselt sõltumatu. Vektorruumide korral on teada, et
leidub üheselt määratud lineaarkujutus ϕ : Vn −→ V′ omadusega

ϕ(
−−−→
A0Ai) =

−−−→
A′

0A
′
i, i ∈ {1, 2, ..., n}.

Võtame punktipaari A0 ∈ An ja A′
0 ∈ A′ ning tekkinud lineaarkujutuse

ϕ. Eelmise teoreemi 7.1 kohaselt leidub üheselt määratud afiinne kujutus
f : A −→ A′ homogeense osaga ϕ ning omadusega f(A0) = A′

0. Seejuures
kujutus defineeritakse valemiga

f(X) = f(A0 +
−−→
A0X) := A′

0 + ϕ(
−−→
A0X).

Osutub, et sellel afiinsel kujutusel f : An −→ A′ on nõutavad omadused.
Meil f(A0) = A′

0 on juba teada. Sellele saab iga i ∈ {1, 2, ..., n} korral
lisada

f(Ai) = f(A0 +
−−−→
A0Ai) = A′

0 + ϕ(
−−−→
A0Ai) = A′

0 +
−−−→
A′

0A
′
i = A′

i.
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Seega f(Ai) = A′
i iga i ∈ {0, 1, ..., n} korral. Kujutuse f ühesus tuleneb

rakendatud tulemuste ühesuse tõttu. ♠
Teoreem 7.3. Olgu f : A −→ A′ ja g : A′ −→ A′′ afiinsed kujutused

homogeensete osadega vastavalt ϕ : V −→ V′ ja ψ : V′ −→ V′′. Sel

korral korrutis gf : A −→ A′′ on afiinne kujutus homogeense osaga

ψϕ : V −→ V′′.
Tõestus. Teame, et ψφ : V −→ V′′ on lineaarkujutus. Iga punkti

X ∈ A ja iga vektori ~x ∈ V korral

gf(X + ~x) = g(f(X + ~x)) = g(f(X) + ϕ(~x)) =

= g(f(X)) + ψ(ϕ(~x)) = gf(X) + ψϕ(~x).

Seega kujutus gf : A −→ A′′ on afiinne kujutus homogeense osaga
ψϕ : V −→ V′′. ♠

Järgnevas vaatleme afiinsete kujutuste üht eriliiki.

Definitsioon 7.3. Afiinset kujutust f : A −→ A nimetatakse afiinseks

teisenduseks.

Näide 7.1. Fikseerime afiinses ruumis A vabalt ühe punkti, mida
tähistame näiteks O abil. Defineerime teisenduse f : A −→ A valemiga

X ∈ A 7−→ f(X) := O.

Osutub, et defineeritud kujutus on afiinne teisendus, sest

f(X + ~x) = O +~0 = O + θ(~x) = f(X) + θ(~x).

Siin θ : V −→ V on nullteisendus. Oleme näidanud, et f on afiinne
teisendus, mille homogeenseks osaks on nullteisendus.

Definitsioon 7.4. Fikseerime mingi vektori ~a ∈ V afiinse ruumi A
sihiruumist. Teisendust

τ~a : A −→ A; X 7−→ τ~a(X) := X + ~a

nimetame afiinse ruumi A rööplükkeks ehk nihkeks vektori ~a võrra.

Teoreem 7.4. Iga ~a ∈ V korral rööplüke τ~a : A −→ A on afiinne

teisendus, mille homogeenseks osaks on samasusteisendus ǫ : V −→ V.
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Iga afiinne teisendus, mille homogeenseks osaks on samasusteisendus, on

rööplüke.

Tõestus. Näitame, et rööplüke on afiinne teisendus. Iga punkti X ∈ A
ja iga vektori ~x ∈ V korral

τ~a(X + ~x) = (X + ~x) + ~a = X + (~x+ ~a) = X + (~a+ ~x) =

= (X + ~a) + ~x = τ~a(X) + ~x = τ~a(X) + ǫ(~x).

Seega rööplüke τ~a on afiinne teisendus, mille homogeenseks osaks on sama-
susteisendus ǫ.

Olgu f : A −→ A afiinne teisendus, mille homogeenseks osaks on
samasusteisendus ǫ : V −→ V. Sel korral paneme paika vektori ~a ∈ V, mis
määrab rööplükke. Selleks fikseerime punkti A ∈ A nii kuidas pähe tuleb.

Tähistame A′ := f(A) ∈ A. Seega f(A) = A′ = A+
−−→
AA′. Mistahes punkti

X ∈ A korral

f(X) = f(A+
−→
AX) = f(A) + ǫ(

−→
AX) = A′ +

−→
AX = (A+

−−→
AA′) +

−→
AX =

= A+ (
−−→
AA′ +

−→
AX) = A+ (

−→
AX +

−−→
AA′) = (A+

−→
AX) +

−−→
AA′ =

= X +
−−→
AA′ = τ−−→

AA′
(X).

Seega kujutuste võrdsuse definitsiooni kohaselt f = τ−−→
AA′

, mis ütleb, et

afiinne teisendus f on rööplüke vektori
−−→
AA′ võrra. ♠

Teoreem 7.5. Afiinse ruumi A kõigi rööplükete hulk on teisenduste

korrutamise suhtes rühm, mis on isomorfne sihiruumiga V kui aditiivse

rühmaga.

Tõestus. Tähistame afiinse ruumi A rööplükete hulka T abil. Defi-
neerime kujutuse ϕ : V −→ T valemiga ~x ∈ V 7−→ ϕ(~x) := τ~x. See kuju-
tus on bijektiivne, mille kontrollimise jätame lugejale. Uurime kujutuse ϕ
omadusi. Kehtib ϕ(~x+ ~y) = τ~xτ~y, sest iga punkti X ∈ A korral

τ~x+~y(X) = X + (~x+ ~y) = X + (~y + ~x) = (X + ~y) + ~x =

= τ~y(X) + ~x = τ~x(τ~y(X)) = τ~xτ~y(X) ⇐⇒ τ~x+~y = τ~xτ~y.
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Viimase abil
ϕ(~x+ ~y) = τ~x+~y = τ~xτ~y.

Kui kasutada algebras tuntud teoreemi, mis ütleb, et kui ühes hulgas H
on olemas algebraline tehe ja teine hulk on rühm G ning leidub bijektiivne
kujutus ϕ : G −→ H omadusega

ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y),

siis ka hulk H on rühm, mis on isomorfne rühmaga G. Rakendame seda
teoreemi meie olukorras. Praegu on tehtega hulgaks hulk T . Tehteks on
rööplükete τ~x ja τ~y kui kujutuste korrutamine, mis valemi τ~xτ~y = τ~x+~y tõttu
on ka rööplüke. Lisaks sellele

ϕ(~x+ ~y) = τ~xτ~y = ϕ(~x)ϕ(~y).

Seega rööplükete hulk T on rühm, mis on isomorfne vektorruumiga V kui
rühmaga vektorite liitmise suhtes. ♠

Rööplükete rühma ühikelemendiks on τ~o, sest mistahes rööplükke
τ~x ∈ T korral

τ~xτ~o = τ~x+~o = τ~x, τ~oτ~x = τ~o+~x = τ~x.

Rööplükke τ~x ∈ T pöördelemendiks on rööplüke τ−~x, sest

τ~xτ−~x = τ~x−~x = τ~o, τ−~xτ~x = τ~−x+~x = τ~o.

Rühm T on kommutatiivne, kuna

τ~xτ~y = τ~x+~y = τ~y+~x = τ~yτ~x.

Definitsioon 7.5. Afiinset teisendust f : A −→ A nimetame tsent-

roafiinseks mingi punkti O ∈ A suhtes, kui f(O) = O, s.o. punkt O jääb

paigale. Paigale jäävat punkti nimetatakse afiinse teisenduse püsipunktiks.

Teoreem 7.6. Etteantud punkti O ∈ A ja etteantud lineaarteisenduse

ϕ : V −→ V korral leidub üheselt määratud tsentroafiinne teisendus püsi-

punktiga O ja homogeense osaga ϕ.
Tõestus. Võttes punktipaari (O,O) ja antud teisenduse ϕ : V −→ V,

on teoreemi 7.1 eeldused täidetud. Selle teoreemi kohaselt leidub üheselt
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määratud afiinne teisendus f : A −→ A homogeense osaga ϕ ning seejuures
f(O) = O. ♠

Teoreem 7.7. Olgu O afiinse ruumi A vabalt fikseeritud punkt. Iga

afiinse teisenduse f : A −→ A saab üheselt esitada rööplükke ja tsentro-

afiinse teisenduse püsipunktiga O korrutisena.

Tõestus. Tõestame esmalt teoreemi ühel erijuhul, kui afiinne teisen-
dus on tsentroafiinne mingi püsipunktiga O. Sel korral kehtib ilmne võrdus
f = ef = τ~of , mis ütlebki, et f on esitatud rööplükke ja püsipunktiga
O tsentroafiinse teisenduse f korrutisena. Teisena vaatleme sellist afiin-
set teisendust, millel püsipunkti ei ole olemas. Fikseerime nüüd mistahes
punkti O ∈ A. Kuna afiinsel teisendusel f : A −→ A püsipunkte ei
ole, siis f(O) := A 6= O. Olgu meil afiinse teisenduse homogeenset
osa tähistatud ϕ : V −→ V abil. Hakkame nüüd otsima tsentroafiinset
teisendust f : A −→ A püsipunktiga O ja homogeense osaga ϕ : V −→ V.
Eelmise teoreemi 7.6 kohaselt selline tsentroafiinne teisendus f : A −→ A
leidub ja määratakse üheselt. Seejuures saame

f(X) = f(O +
−−→
OX) = f(O) + ϕ(

−−→
OX) = O + ϕ(

−−→
OX).

Moodustame vektori ~a :=
−→
OA. Tekib rööplüke τ~a. Osutub, et afiinne

teisendus f on esitatav korrutisena f = τ~af. Veendume selles. Iga punkti
X ∈ A korral

τ~af(X) = τ~a(f(X)) = τ~a(f(O +
−−→
OX)) = τ~a(f(O) + ϕ(

−−→
OX)) =

= τ~a(O + ϕ(
−−→
OX)) = (O + ϕ(

−−→
OX)) +

−→
OA = (O +

−→
OA) + ϕ(

−−→
OX) =

= A+ ϕ(
−−→
OX) = f(O) + ϕ(

−−→
OX) = f(O +

−−→
OX) = f(X),

millest τ~af = f ehk f = τ~af.
Sellega teoreemis väidetud lahutuse olemasolu on näidatud. Tuleb veel

näidata lahutuse ühesus.
Oletame, et konstrueeritud esituse f = τ~af kõrval on veel olemas teine

lahutus f = τ~a′ f̃ , kus f̃(O) = O ja f̃ homogeenseks osaks on nagu ennegi
ϕ : V −→ V. Seega

f = τ~af, f = τ~a′ f̃ =⇒ τ~af = τ~a′ f̃ .
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Viimasest püsipunkti O korral saame

τ~af(O) = τ~a′ f̃(O) =⇒ τ~a(f(O)) = τ~a′(f̃(O)) =⇒ τ~a(O) = τ~a′(O) =⇒

O + ~a = O + ~a′ =⇒ A = O + ~a′ =⇒ ~a′ =
−→
OA = ~a.

Seega τ~a = τ~a′ , s.o. rööplükked τ~a ja τ~a′ ühtuvad. Seega τ~af = τ~a′ f̃ saame
esitada τ~af = τ~af̃ , millest

τ−~a(τ~af) = τ−~a(τ~a′ f̃) =⇒ (τ−~aτ~a)f = (τ−~aτ~a′)f̃ =⇒

τ−~a+~af = τ−~a+~af̃ =⇒ τ~of = τ~of̃ =⇒ ef = ef̃ =⇒ f = f̃ .

Sellega ühesus on näidatud. ♠
Viimane teoreem on oluline afiinse teisenduse esitamiseks koordinaa-

tides. Punktil koordinaatide tekkeks tuleb küll eeldada, et afiinne ruum
on lõpliku mõõtmega. Niisiis olgu antud afiinne teisendus f : An −→ An

homogeense osaga ϕ : Vn −→ Vn. Võtame suvalise reeperi {O;~ei}. Punkti
X koordinaatide saamiseks tuleb moodustada tema kohavektor

−−→
OX ja see

avaldada reeperisse kuuluva baasi {~ei} kaudu

−−→
OX = xi~ei =⇒ X(xi).

Samas saame kujutispunkti f(X) := X ′ jaoks analoogiliselt koordinaadid

−−→
OX ′ = ′xi~ei =⇒ X ′(′xi).

Meie ülesanne on kujutispunkti X ′ koordinaadid ′xi avaldada originaali X
koordinaatide xi kaudu.

Arutleme. Eelmisest teoreemist teame, et afiinse teisenduse saame
avaldada rööplükke ja tsentroafiinse teisenduse korrutisena. Seejuures tsent-
roafiinse teisenduse konstrueerimisel võib lähtuda suvalisest punktist, mis
oleks püsipunktiks. Võtame selleks reeperi alguspunkti O. Saame kirjutada

f = τ~af , kus ~a :=
−→
OA ja A := f(O). Järgnevas jagame arutelu etappideks,

a) Afiinseks teisenduseks on rööplüke τ~a. Praegu punkti X ∈ An ku-
jutiseks on X ′ := τ~aX = X + ~a, mis järelduse 5.4 kohaselt on samaväärne
vektorseosega

−−→
OX ′ =

−−→
OX + ~a.
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Kuna vektorid
−−→
OX ja

−−→
OX ′ on punktide X ja X ′ kohavektorid, siis viimaste

koordinaadid xi ja ′xi saame avaldistest

−−→
OX = xi~ei,

−−→
OX ′ = ′x

i
~ei,

mis asendame viimasesse vektorseosesse. Saame

′xi~ei = xi~ei + ai~ei =⇒ ′x
i
= xi + ai.

Saadud valem annabki rööplükke korral kujutise X ′ koordinaadid originaali
X koordinaatise kaudu.

b) Afiinseks teisenduseks on tsentroafiinne teisendus f , mille püsipunk-
tiks on reeperi alguspunkt O. Homogeenseks osaks olgu ϕ : Vn −→ Vn.
Reeperisse kuuluva baasi {~ei} suhtes saame leida ϕ maatriksi, mille saame
avaldisest

ϕ(~ei) = aji~ej =⇒ A = (aji ).

Tähistame punktide X ja X ′ := f(X) koordinaate vastavalt x ja ′x
i
. Kuna

X ′ = f(X) = f(O +
−−→
OX) = f(O) + ϕ(

−−→
OX) = O + ϕ(

−−→
OX) ⇐⇒

X ′ = O + ϕ(
−−→
OX),

siis
−−→
OX ′ =

−→
OO + ϕ(

−−→
OX) =⇒

−−→
OX ′ = ~0 + ϕ(

−−→
OX) =⇒

−−→
OX ′ = ϕ(

−−→
OX) =⇒

′x
i
~ei = ϕ(xi~ei) =⇒ ′xi~ei = xjϕ(~ej) =⇒ ′x

i
= xjaij .

Valem ′x
i
= xjaij annabki kujutise X ′ koordinaadid ′x

i
originaali X koordi-

naatide xi kaudu.
c) Leiame nüüd afiinse teisenduse f = τ~af korral kujutuse koordinaa-

did. Iga punkti X ∈ An korral

X ′ = f(X) = τ~af(X) = τ~a(f(X)) = τ~aX.

Siin me tähistasime X := f(X). Tähistame punkte ja koordinaate järgmi-

selt: X ′(′x
i
), X(xi) ja X(xi). Punkti b) kohaselt on valem X = f(X) koor-

dinaatides xi = aijx
j ja X ′ = τ~aX koordinaatides ′x

i
= xi + ai. Asendades

viimasesse xi, saame

′x
i
= aijx

j + ai, i ∈ {1, 2, ..., n}.
Viimased valemid on afiinse teisenduse valemid koordinaatides.
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8. Afiinse ruumi automorfismid
ehk liikumised

Selles punktis vaatleme afiinse ruumi teatavaid tüüpi afiinseid teisen-
dusi.

Definitsioon 8.1. Afiinse ruumi bijektiivseid afiinseid teisendusi ni-

metame automorfismideks ehk liikumisteks.

Afiinse ruumi A automorfismide hulka tähistame AutA abil.

Teoreem 8.1. Afiinne teisendus f : A −→ A on automorfism siis ja

ainult siis, kui tema homogeenne osa ϕ : V −→ V on automorfism.

Tõestus. Tarvilikkuse näitamiseks tuleb eeldada, et afiinne teisendus
f : A −→ A on automorfism. Seega ta on bijektiivne ehk samaaegselt
injektiivne ja sürjektiivne. Meil on vaja näidata, et tema homogeenne osa
ϕ : V −→ V on bijektiivne, s.o. injektiivne ja sürjektiivne.

Näitame esmalt, et ϕ on injektiivne. Selleks tuleb kontrollida, et mis-
tahes kahe erineva vektori ~x, ~y ∈ V korral

~x 6= ~y =⇒ ϕ(~x) 6= ϕ(~y).

Toetume asjaolule, et eelduslikult f : A −→ A on injektiivne. Seega alati
kahe erineva punkti korral

X 6= Y =⇒ f(X) 6= f(Y ).

Fikseerime mingi punkti A ∈ A, mille abil saame moodustada kaks uut
punkti A+ ~x ja A+ ~y. Kuna ~x 6= ~y, siis ka A+ ~x 6= A+ ~y. Vastasel juhul
saaksime

A+ ~x = A+ ~y := B =⇒ ~x =
−→
AB, ~y =

−→
AB =⇒ ~x = ~y,

saades vastuolu. Kuna f on injektiivne, siis

~x 6= ~y =⇒ A+ ~x 6= A+ ~y =⇒ f(A+ ~x) 6= f(A+ ~y) =⇒
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f(A) + ϕ(~x) 6= f(A) + ϕ(~y) =⇒ ϕ(~x) 6= ϕ(~y).

Seega ϕ on injektiivne.
Veendume, et ϕ on sürjektiivne, s.o. ϕ(V) := {ϕ(~x)| ~x ∈ V} = V.

Seega mistahes vektori ~x ∈ V korral on vaja näidata, et leidub sobiv vektor
~y ∈ V, et ϕ(~y) = ~x. Me konstrueerime sellise vektori. Kõigepealt fikseerime
vabalt punkti A ∈ A ja moodustame punkti X := A + ~x. Kuna afiinne
teisendus f : A −→ A on sürjektiivne, siis leiduvad punktid A,X ∈ A, et
f(A) = A ja f(X) = X. Tähistame võrrandi A + ~ξ = X lahendit ~ξ := ~y.
Seega X = A + ~y. Osutub, et konstrueeritud vektor ~y ongi otsitavaks
vektoriks, sest

X = f(X) = f(A+ ~y) = f(A) + ϕ(~y) = A+ ϕ(~y) =⇒ A+ ϕ(~y) = X.

Mõni rida eespool oli A + ~x = X. Seega nii ~x kui ka ~ϕ(~y) on võrrandi
A + ~η = X lahendid. Kuna sellel võrrandil on ainult üks lahend, mistõttu
ϕ(~y) = ~x. Saime, et ϕ on sürjektiivne. Kokkuvõttes oleme näidanud afiinse
ruumi automorfismi korral tema homogeenne osa on sihiruumi automorfism.

Tõestame piisavuse. Vaja on näidata, et kui afiinne teisenduse ho-
mogeenne osa on automorfism , siis afiinne teisendus ise on automorfism.
Samaväärselt. Kui lineaarteisendus ϕ : V −→ V on bijektiivne, siis afiinne
teisendus f : A −→ A on bijektiivne. Oletame esmalt, et lineaarteisendus
ϕ : V −→ V on injektiivne lineaarteisendus, s.o.

~x 6= ~y =⇒ ϕ(~x) 6= ϕ(~y).

Iga X 6= Y punkti korral leidub ~a ∈ V, et X + ~a = Y, kusjuures ~a 6= ~0.
Vastasel juhul saaksime X = Y , mis on lubamatu. Kuna ϕ : V −→ V on
injektiivne, siis

~a 6= ~0 =⇒ ϕ(~a) 6= ϕ(~0) =⇒ ϕ(~a) 6= ~0.

Leiame nüüd
f(Y ) = f(X + ~a) = f(X) + ϕ(~a),

millest ϕ(~a) 6= ~0 tõttu f(Y ) 6= f(X). Seega afiinne teisendus f on injektiiv-
ne.

Nüüd näitame, et afiinne teisendus f on sürjektiivne, kui ϕ on sürjek-
tiivne. Vaja on näidata, et iga punkti X ∈ A korral leidub Y ∈ A, et
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f(Y ) = X. Me konstrueerime nüüd sobiva punkti Y . Fikseerime mingi
punkti A ∈ A. Tema kujutist tähistame A′ := f(A) abil. Leidub vektor
~x ∈ V, et A′+~x = X. Kuna ϕ : V −→ V on sürjektiivne, siis leidub selline
vektor ~y ∈ V, et ϕ(~y) = ~x. Moodustame punkti Y := A+ ~y. Seejuures

f(Y ) = f(A+ ~y) = f(A) + ϕ(~y) = A′ + ~x = X.

Sellega afiinne teisendus f on sürjektiivne. Kokkuvõttes olemegi näidanud,
et kui ϕ : V −→ V on bijektiivne, siis ka f : A −→ A on bijektiivne. ♠

Teoreem 8.2. Afiinse ruumi A automorfismide hulk AutA on kuju-

tuste korrutamise suhtes rühm.

Tõestus. Hulga AutA jaoks on vaja kontrollida rühma aksioomide
täidetust. Esimesena tuleb kontrollida, et kujutuste korrutamine on tehteks.
Tõepoolest. Iga f, g ∈ AutA on bijektiivsed afiinsed teisendused. Seega

f(X + ~x) = f(X) + ϕ(~x), g(X + ~x) = g(X) + ψ(~x).

Siin homogeensed osad ϕ ja ψ kuuluvad sihiruumi V automorfismide rühma
AutV. Meenutame eelnevalt, et kujutuste korrutamine antakse valemiga

X ∈ A 7−→ gf(X) := g(f(X)).

Kontrollime nüüd, kas afiinsete teisenduste korrutis on afiinne. See on
tõepoolest nii, sest

gf(X + ~x) = g(f(X + ~x)) = g(f(X) + ϕ(~x)) =

= g(f(X)) + ψ(ϕ(~x)) = gf(X) + ψϕ(~x)).

Näeme, et korrutis gf : A −→ A on afiinne teisendus homogeense osaga
ψϕ : V −→ V. Kuna ψ,ϕ kuuluvad rühma AutV, siis ka ψϕ ∈ AutV.
Sellega oleme näidanud, et g, f ∈ AutA.

Edasi tuleb kontrollida, kas see tehe rahuldab rühma aksioome. Esi-
teks tuleb veenduda, et tehe on assotsiatiivne: iga kolme automorfismi
f, g, h ∈ AutA korral (fg)h = f(gh). Viimane kehtib, nagu teame, ku-
jutuste korrutamise korral üldse rääkimata meie juhust.

Teiseks tuleb näidata ühikelemendi olemasolu. Selleks on samasustei-
sendus

e : A −→ A; X 7−→ e(X) := X,
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sest iga f ∈ AutA korral

ef(X) = e(f(X)) = f(X) =⇒ ef = f,

fe(X) = f(e(X)) = f(X) =⇒ fe = f.

Tuleb veel kontrollida, et e : A −→ A on afiinne ja bijektiivne. Afiinsus
järeldub vahetult, sest

e(X + ~x) = X + ~x = e(X) + ǫ(~x).

Siin ǫ(~x) := ~x. Teades, et ǫ on rühma AutV ühikelement, siis e ei ole ainult
afiinne, vaid ka bijektiivne teoreemi 8.1 tõttu.

Kolmandaks on vaja näidata, et iga f ∈ AutA omab pöördelementi
f−1. Kuna f : A −→ A on bijektiivne, siis tarkusest kujutuste kohta teame,
et eksisteerib pöördkujutus f−1 : A −→ A, mis on bijektiivne ja seejuures

ff−1 = e, f−1f = e.

On veel vaja kontrollida, et f−1 ∈ AutA. Kuna f−1 bijektiivsus on teada,
siis tuleb kontrollida tema afiinsust. Veendume selles. Kuna f ∈ AutA,
siis

f(X + ~x) = f(X) + ϕ(~x), ϕ ∈ AutV.

Teame, et AutV on rühm, mistõttu leidub ϕ−1 ∈ AutV. Tähistame
f−1(X) := X ′ ja ϕ−1(~x) := ~x ′. Seejuures

f(X ′) = f((f−1(X)) = ff−1(X) = e(X) = X,

ϕ(~x ′) = ϕ(ϕ−1(~x)) = ϕϕ−1(~x) = ǫ(~x) = ~x.

Arvutame nüüd:

f−1(X + ~x) = f−1(f(X ′) + ϕ(~x ′)) = f−1(f(X ′ + ~x ′)) =

= f−1f(X ′ + ~x ′) = e(X ′ + ~x ′) = X ′ + ~x ′ = f−1(X) + ϕ−1(~x).

Oleme näidanud, et f−1 ∈ AutA. Teoreem on tõestatud. ♠
Järgnevas selgitame rühma AutA omadusi.
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Teoreem 8.3. Automorfism f ∈ AutAn kujutab reeperi {O;~ei} uueks

reeperiks, tähistanme {O′;~ei
′}. Seejuures punktil X ja kujutispunktil f(X)

vastavalt reeperite {O;~ei} ja {O′;~ei
′} suhtes on samad koordinaadid.

Tõestus. Et f on afiinse ruumi automorfism, siis tema homogeenne
osa on sihiruumi automorfism:

f ∈ AutAn =⇒ ϕ ∈ AutVn.

Reeperi {O;~ei} abil saame moodustada O′ := f(O) ja ~ei
′ := ϕ(~ei). Tuleb

selgitada kas {O′;~ei
′} saab olla reeper. Vastus on jaatav. Kõigepealt au-

tomorfismi ϕ tõttu lineaarselt sõltumatu vektorsüsteem (baas {~ei} seda
on) kujutub lineaarselt sõltumatuks vektorsüsteemiks. Seega {~ei ′} on li-
neaarselt sõltumatu. Vektorruumide teooriast teame, et n-mõõtmelises
vektorruumis Vn iga n-vektoriline lineaarselt sõltumatu vektorsüsteem on
baas. Seega {O′;~ei

′} on reeper.
Võrdleme nüüd punktide X ja f(X) koordinaatede vastavalt reeperites

{O;~ei} ja {O′;~ei
′}. Arvutame:

X(xi) ⇐⇒ −−→
OX = xi~ei; X ′ := f(X), X ′(′xi) ⇐⇒

−−−→
O′X ′ = ′xi~ei

′

korral

X ′ = f(X) = f(O +
−−→
OX) = f(O) + ϕ(

−−→
OX) = O′ + ϕ(

−−→
OX) ⇐⇒

X ′ = O′ + ϕ(
−−→
OX) ⇐⇒

−−−→
O′X ′ =

−−→
O′O′ + ϕ(

−−→
OX) ⇐⇒

−−−→
O′X ′ = ϕ(

−−→
OX) ⇐⇒ ′x

i
~ei

′ = ϕ(xi~ei) ⇐⇒
′x

i
~ei

′ = xiϕ(~ei) ⇐⇒ ′x
i
~ei

′ = xi~ei
′ ⇐⇒ ′xi = xi.

Teoreem on tõestatud. ♠
Teoreem 8.4 Afiinse ruumi An mistahes kahe reeperi korral leidub

rühmast AutAn üheselt määratud automorfism, mis viib ühe reeperi teiseks.

Tõestus. Olgu {O;~ei} ja {O′;~ei
′} afiinse ruumi An kaks suvalist

reeperit. Reeper {O;~ei} laseb määrata (n + 1) punkti O ja Ei := O + ~ei,
kus i ∈ {1, 2, ..., n}. Samuti teise reeperi {O′;~ei

′} abil saame n + 1 punkti

O′ ja E′
i := O′ + ~ei

′, kus taas i ∈ {1, 2, ..., n}. Samuti on õige ~ei =
−−→
OEi
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ja ~ei
′ =

−−→
O′E′

i. Kuna baasid {~ei} ja {~ei ′} on lineaarselt sõltumatud, siis
definitsiooni 7.2 kohaselt punktisüsteemid {O;Ei} ja {O′;E′

i} on afiinselt
sõltumatud. Nüüd omakorda teoreemi 7.2 kohaselt leidub üheselt määratud
afiinne teisendus f : An −→ An, mille puhul f(O) = O′ ja f(Ei) = E′

i.
Seega

E′
i = f(Ei) = f(O +

−−→
OEi) = f(O + ~ei) = f(O) + ϕ(~ei) =

= O′ + ϕ(~ei) ⇐⇒
−−→
O′E′

i =
−−→
O′O′ + ϕ(~ei) ⇐⇒ ~ei

′ = ϕ(~ei).

Kuna ϕ ∈ AutVn, siis ta kujutab baasi {~ei} baasiks. Nagu nägime, selleks
baasiks on {~ei ′} = {ϕ(~ei}. Seega oleme näidanud, et f ∈ AutAn ja on
üheselt määratud. ♠

Sisuliselt kahest viimasest teoreemist järeldub, et afiinse ruumi An

reeperite hulk R(An) on isomorfne automorfismide rühmaga AutAn. Va-
rasemast teame (teoreem 5.2), et sama reeperite hulk R(An) on isomorfne
ka afiinse rühmaga GL(n + 1,R). Seega rühmad AutAn ja GL(n + 1,R)
on isomorfsed. Viimase asjaolu tõttu võime automorfismide ehk liikumiste

rühma AutAn nimetada ka afiinseks rühmaks.

Tutvume veel afiinse rühma AutA paari omadusega. Seejuures afiinne
ruum ei pea olema lõplikumõõtmeline.

Teoreem 8.5. Afiinse rühma AutA elemendid kujutavad m-tasandi

m-tasandiks.

Tõestus. Olgu A afiinne ruum sihiruumiga V. Nagu ütleb teoreem 5.3
on tema m-tasand m-mõõtmeline afiinne alamruum. Seetõttu on teda sobiv
tähistada Am abil. Meenutuseks paneme kirja ka m-tasandi definitsiooni

Am = {A+ ~x| ~x ∈ Mm},

kus Mm on sihiruumi V mingi m-mõõtmeline alamruum ja A vaadeldaval
m-tasandil asuv punkt. Iga f ∈ AutA korral homogeense osaga ϕ ∈ AutV
me saame m-tasandi Am kujutiseks

f(Am) = {f(X)|X ∈ Am},

mis teoreemi väite kohaselt peaks olema taas m-tasand. Veendume selles.
Iga punkti X ∈ Am korral

X ∈ Am =⇒ f(X) ∈ f(Am); f(X) = f(A+ ~x) = f(A) + ϕ(~x),
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kus ϕ ∈ AutV. Teame, et hulk ϕ(Mm) = {ϕ(~x)| ~x ∈ Mm} omaduse 6.4
kohaselt on alamruum, mis seejuurees on m-mõõtmeline, sest ϕ on auto-
morfism. Tähistame M

m
:= ϕ(Mm). Seega ~y := ϕ(~x) on alamruumi M

m

suvaline vektor. Oleme saanud

f(Am) = {f(A) + ϕ(~x)| ~x ∈ Mm} = {A′ + ~y| ~y ∈ M
m},

kus A′ := f(A). Seega f(Am) on m-tasand sihiruumiga M
m
. ♠

Definitsioon 8.2. Kahte sama sihiruumiga m-tasandit A + Mm ja

B +Mm nimetame paralleelseteks, kui B 6∈ A+Mm.
Teoreemi 5.3 kohaselt paralleelsetel tasanditel pole ühiseid punkte.

Teoreem 8.6. Afiinse ruumi paralleelsed m-tasandid kujutuvad iga

f ∈ AutA abil paralleelseteks.

Tõestus. Kahe paralleelse m-tasandi Am = {A + ~x| ~x ∈ Mm} ja
Bm = {B+~x| ~x ∈ Mm}, kus B 6∈ Am, kujutised mistahes f ∈ AutA korral
on

f(Am) = {f(A) + ϕ(~x)| ~x ∈ Mm} = {f(A) + ~x ′| ~x ′ ∈ M
m}

ja
f(Bm) = {f(B) + ϕ(~x)| ~x ∈ Mm} = {f(B) + ~x ′| ~x ′ ∈ M

m}.
Siin f(B) 6∈ f(Am). Vastasel juhul f(B) ∈ f(Am) tõttu leidub sobiv vektor
~x ′ ∈ V

m
selline, et f(B) = f(A)+~x ′. Samuti on olemas veel selline vektor

~x ∈ Mm, et ϕ(~x) = ~x ′. Seega

f(B) = f(A) + ϕ(~x) = f(A+ ~x).

Siit f−1 abil vasakult korrutaes, saame B = A + ~x, s.o. B ∈ Am. Saime
vastuolu. Oleme näidanud, et m-tasandid f(Am) ja f(Bm) on paralleelsed.
Teoreem on tõestatud. ♠

Punkti lõpuosa pühendame eukleidilisele, pseudoeukleidilisele ja süp-
lektilisele afiinsele ruumile. Jutt on afiinsest ruumist, mille sihiruum on
kas eukleidiline, pseudoeukleidiline või sümplektiline vektorruum. Et neid
afiinse ruumi erijuhte korraga käsitleda, nimetame neid skalaarkorrutisega

afiinseteks ruumideks.

Definitsioon 8.3. Skalaarkorrutisega afiinse ruumi automorfismi ni-

metame isomeetriliseks liikumiseks, kui tema homogeenne osa on sihiruumi

isomeetriline teisendus.

69



Praegu siis afiinne ruum A on üks kolmest skalaarkorrutisega afiin-
sest ruumist. Seega kas eukleidiline afiiinne ruum E , pseudoeukleidiline
afiinne ruum tE või siis sümplektiline afiinne ruum Sp. Sihiruumiks V on
vastavalt kas eukleidiline vektorruum E, pseudoeukleidiline vektorruum tE
või sümplektiline vektorruum Sp. Definitsiooni 6.6 kohaselt skalaarkorru-
tamisega (sihi)vektorruumi automorfism ϕ : V −→ V on isomeetriline li-
neaarteisendus, s.t. iga kahe vektori ~x, ~y ∈ V korral 〈~x, ~y〉 = 〈ϕ(~x), ϕ(~y)〉.
Vektorruumi isomeetriliste lineaarteisenduste hulka $6 on tähistatud I(V)
abil. Ta on vektorruumi automorfismide rühma AutV alamrühm.

Tähistame skalaarkorrutamisega afiinse ruumi A isomeetriliste liiku-
miste hulka I(A) abil. Ta on automorfismide rühma AutA alamhulk, see-
juures mittetühi alamhulk, sest rühma AutA ühikelement kuulub hulka
I(A).

Teoreem 8.7. Skalaarkorrutamisega afiinse ruumi A isomeetriliste

liikumiste hulk I(A) on rühma AutA alamrühm.

Tõestus. Teoreemi 1.1 kohaselt on meil vaja näidata, et iga kahe
f, g ∈ I(A) korral gf−1 ∈ I(A). Eeldusest f, g ∈ I(A) saame, et nende
homogeensed osad − tähistame ϕ ja ψ − kuuluvad rühma I(V). Eespool
teoreemis 8.2 me näitasime, et AutA on rühm. Seega, kui f ∈ AutA, siis
ka f−1 ∈ AutA, samaväärselt f−1 on bijektiivne afiinne teisendus. Nende
homogeensed osad ϕ ja ϕ−1 kuuluvad sihiruumi isomeetriliste teisenduste
rühma I(V). Kuna eelduse kohaselt f, g ∈ I(A) ⊂ AutA, siis korrutis
gf−1 ∈ AutA ja tema hogeenne osa ψϕ−1 kuulub hoopis rühma I(V), sest
meil ϕ,ψ ∈ I(V). Seega viimase definitsiooni 8.3 kohaselt gf−1 ∈ I(A).
Olemegi näidanud, et isomeetriliste liikumiste hulk I(A) on (alam)rühm.
♠

Definitsioon 8.4. Skalaarkorrutisega afiinse ruumi mistahes kahe

punkti X,Y ∈ A vaheliseks kauguseks ρ(X,Y ) nimetatkse vektori
−−→
XY pik-

kust |−−→XY |, s.o. ρ(X,Y ) := |−−→XY |.
Teoreem 8.8. Isomeetriliste liikumiste rühma elemendid säilitavad

kahe punkti vahelise kauguse.

Tõestus. Mistahes f ∈ I(A) korral tähistame punktide X,Y ∈ A
kujutusi X ′ := f(X) ja Y ′ := f(Y ). Ilmsest seosest X +

−−→
XY = Y saame

Y ′ = f(Y ) = f(X +
−−→
XY ) = f(X) + ϕ(

−−→
XY ) = X ′ + ϕ(

−−→
XY ).
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Siit järelduse 5.4 abil saame
−−−→
X ′Y ′ =

−−−→
X ′X ′ + ϕ(

−−→
XY ) = ϕ(

−−→
XY ), millest

ρ(X ′, Y ′) = |
−−−→
X ′Y ′| =

√

〈
−−−→
X ′Y ′,

−−−→
X ′Y ′〉 =

√

〈−−→XY ,−−→XY 〉 = |−−→XY | = ρ(X,Y ).

Sellega teoreem on tõestatud. ♠
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9. Afiinse ruumi kvadriku mõiste

Olgu An n-mõõtmeline afiinne ruum sihiruumiga Vn. Punktidele koor-
dinaatide saamiseks tuleb võtta mingi reeper {O;~ei}. Sel korral mistahes

punkti X ∈ An koordinaatideks loetakse tema kohavektori
−−→
OX koordinaate

reeperisse kuuluva baasi {~ei} suhtes. Seega kordajaid avaldises
−−→
OX = xi~ei.

Punkti X koordinaatidega xi tähistatakse X(xi).
Definitsioon 9.1. Punktihulka {X ∈ An} nimetatakse kvadrikuks,

kui selle hulga iga punkti X koordinaadid (xi) mingi reeperi {O;~ei} korral

rahuldavad võrrandit

K : aijx
ixj + 2aix

i + a = 0, (9.1)

kusjuures kõik n2 kordajat aij ei ole korraga nullid ja aij = aji.
Kvadriku võrrandis defineerime iga liidetava jaoks tema astme, milleks

loetakse muutujate astmenäitajate summat. Seega summas aijx
ixj iga lii-

detav, mille kordaja ei ole null, on teise astme liidetav. Samas näeme, et
summas 2aix

i iga liidetav on nullist eriva kordaja korral esimese astme lii-
detav ja a 6= 0 nullastme liidetav. Kvadriku järguks loetakse tema võrrandi

liidetavate astmetest kõrgemat. Seega kvadriku järk on 2. Kvadriku võrran-

dis liidetavaid aijx
ixj nimetatakse ruutosaks. Kvadriku võrrandi kordajate

abil saab moodustada kaks maatriksit

A =






a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann




 (9.2)

ja

A =








a11 a12 . . . a1n a1
a21 a22 . . . a2n a2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann an
a1 a2 . . . an a







. (9.3)

Kvadriku ruutosa kordajatest moodustatud maatriks A on sümmeetriline,
sest aij = aji tõttu A⊤ = A. Maatriksi A astakut rank A nimetame

kvadriku astakuks rank K. Definitsiooni 9.1 kohaselt 0 < rank K ≤ n.
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Juhime veel tähelepanu sellele, et kvadriku võrrandit (9.1) võime läbi kor-
rutada nullist erineva arvuga.

Kerkib ülesse kaks küsimust:1) kas kvadriku võrrand (9.1) on igas ree-
peris sama ehitusega ja 2) kas kvadriku astak ei sõltu reeperi valikust, sest
arvatavasti maatriks A sellest sõltub. Leiame kõigepealt kadriku võrrandi
mistahes teises reeperis {O′;~e′i}. Selleks on vaja kirjeldada uut reeperit
vana reeperi suhtes. Selleks on uue alguspunkti koordinaadid kui ka uute
baasivektorite koordinaadid vanade baasivektorite suhtes. Suvalise punkti
X vanad koordinaadid xi avalduvad tema uute koordinaatide ′xi kaudu
valemi (5.3) tõttu järgmiselt

xi = cij
′xj + ci.

Asendades siit kvadriku võrrandisse (9.1), saame kvadriku võrrandi uutes
koordinaadites. Meie ülesanne on selgitada kas saadud võrrandi uutes
koordinaadites saab esitada taas kujul (9.1). Samas saame ka valemid
kuidas kvadriku võrrandi uued kordajad avalduvad vanade kaudu. Soori-
tame öeldu:

astx
sxt+2asx

s+a = 0 =⇒ ast(c
s
i

′xi+cs)(ctj
′xj+ct)+2as(c

s
i

′xi+cs)+a = 0

=⇒ (astc
s
i c

t
j)

′xi ′xj + (astc
s
i c

t) ′xi + (astc
t
ic

s) ′xi + 2(asc
s
i )

′xi+

+(astc
sct + 2asc

s + a) = 0.

Kuna

(astc
t
ic

s) ′xi = (atsc
s
i c

t) ′xi = (astc
s
i c

t) ′xi,

siis viimane saab kuju

(astc
s
i c

t
j)

′xi ′xj + 2(astc
t + as)c

s
i

′xi + (astc
sct + 2asc

s + a) = 0

ehk kompaktsemalt

a′ij
′xi ′xj + 2a′i

′xi + a′ = 0.

kus

a′ij = astc
s
i c

t
j , a′i = (astc

t + as)c
s
i , a′ = astc

sct + 2asc
s + a. (9.4)
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Näeme, et kvadriku võrrand on iga reeperi korral ehitusega (9.1). Lisaks sel-
lele saime valemid (9.4), mis näitavad, kuidas teisenevad kordajad kvadriku
võrrandis. Need valemid saab esitada ka maatrikskujul, kui tähistada

A′ =






a′11 a′12 . . . a′1n
a′21 a′22 . . . a′2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a′n1 a′n2 . . . a′nn




 , A ′ =








a′11 a′12 . . . a′1n a′1
a′21 a′22 . . . a′2n a′2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a′n1 a′n2 . . . a′nn a′n
a′1 a′2 . . . a′n a′








ja defineerida

C ′ :=








c11 c12 . . . c1n 0
c21 c22 . . . c2n 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cn1 cn2 . . . cnn 0
0 0 . . . 0 1







,

siis valemid (9.4) saab esitada maatrikskujul

A′ = C⊤AC, A ′ = C
⊤
A C. (9.5)

Siit tänu maatriksi C regulaarsusele

rank A′ = rank ((C⊤A)C) = rank (C⊤A) = rank A,

mis ütleb, et kvadriku astak rank K on defineeritud korrektselt.
Valemitest (9.4) eraldame välja kaks erijuhtu. Juhul kui me jätame

paigale reeperi alguspunkti, siis valemites (9.4) tuleb võtta ci = 0. Me
saame

a′ij = astc
s
i c

t
j , a′i = asc

s
i , a′ = a. (9.6)

Teiseks me muudame reeperis ainult alguspunkti. Sel korral tuleb võtta
cii = δji . Sel korral aga valemitest (9.4) saame

a′ij = aij , a′i = aitc
t + ai, a′ = astc

sct + 2asc
s + a. (9.7)
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10. Kvadriku lõikamine sirgega.
Kvadriku asümptootilise sihi mõiste

Lõikame kvadrikut mistahes sirgega. Tekkinud lõikepunktid iseloomus-
tavad kvadriku ehitust. Mistahes reeperi {O;~ei} korral on kvadrik antav
võrrandiga

K : aijx
ixj + 2aix

i + a = 0.

Sirge, millega hakkame kvadrikut lõikama, olgu antud parameetriliste võr-
randitega. Kui sirge läbib punkti B(bi) ja on sihivektoriga ~s = (si) 6= ~0,
siis parameetrilisteks võrranditeks on

xi = bi + sit ∀R, i ∈ {1, 2, ..., n}. (10.1)

Kuna lõikepunktid asuvad samaaegselt nii kvadrikul kui lõikesirgel, siis
lõikepunktide koordinaadid saame järgmisest süsteemist







aijx
ixj + 2aix

i + a = 0

x1 = b1 + s1t

x2 = b2 + s2t

....................

xn = bn + snt

. (10.2)

Asendades n viimasest võrrandist esimesse, me saame

aij(b
i + sit)(bj + sjt) + 2ai(b

i + sit) + a = 0.

Samaväärselt

(aijs
isj)t2 + 2(aijb

i + aj)s
jt+ (aijb

ibj + 2aib
i + a) = 0

ehk lühemalt
At2 + 2Bt+ C = 0. (10.3)
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Siin me oleme tähistanud

A := aijs
isj , B := (aijb

i + aj)s
j , C := aijb

ibj + 2aib
i + a. (10.4)

Kui me lõikame sama-aegselt kvadrikut ka teise sirgega, mille sihivektorit
olgu tähistatud vektoriga ~u = (ui). Siis tekib kordaja A = aiju

iuj , mis
on hoopis teine arv kui A := aijs

isj . Segaduse vältimiseks lisame tähele
A argumendiks sulgudesse sirge sihivektori. Seega valemis (10.4) olevat
A tähistame täpsemalt A(~s) abil. Teisel juhul aga A(~u) abil. Sellist
täpsemat tähistust kasutama siis, kui sellise eristamise järele tekib vajadus.

Võrrandi (10.3) lahendamisel saame kätte need parameetri t väärtu-
sed, mille asendamisel sirge s parameetrilistesse võrranditesse (10.1),
saame kätte lõikepunkti(de) koordinaadid, seega lõikepunkti(d). Lõike-
punkte tekib samapalju, kuipalju on võrrandil (10.3) lahendeid. Siin on
mõeldavad järgmised olukorrad.

1) Kordaja A 6= 0 korral on võrrand (10.3) tundmatu t suhtes
ruutvõrrand. Tal on kaks lahendit

t1,2 =
−B ±

√
B2 − AC

A
. (10.5)

Sirge s lõikab kvadrikut K kahes punktis. Millised need lõikepunktid on,
sõltub valemi (10.5) diskriminandist

D := B2 − AC.

Kui D > 0, siis lahendid t1 ja t2 on reaalsed ja seejuures erinevad.
Saame kaks erinevat lõikepunkti Q1(q

i
1), Q2(q

i
2)), kus

qi1 := bi + sit1, qi2 := bi + sit2.

Lõikepunktid Q1 ja Q2 on tõepoolest erinevad, sest oletades vastuväiteli-
selt, et nad langevad kokku, saame

Q1 = Q2 ⇐⇒ qi1 = qi2 ⇐⇒ bi + sit1 = bi + sit2 ⇐⇒ si(t1 − t2) = 0.

Kuna ~s 6= ~0, siis tema koordinaadid si ei ole korraga nullid. Seega
viimasest n tingimusest saame t1 = t2. Valem (10.5) lubab öelda D = 0,
saades vastuolu, sest D > 0.

76



Kui D < 0, siis lahendid t1 ja t2 ei ole reaalsed, öeldakse, et
lahendid on imaginaarsed, ning erinevad. Seega sirge s lõikab kvadrikut
K kahes erinevas mittereaalsete koordinaatidega punktis. Analoogiliselt
nagu D > 0 korral veendume, et lõikepunktid Q1 ja Q2 on erinevad.

Kui D = 0, siis võrrandi (10.3) lahendid ühtuvad, sest t1 = t2 = −B
A
.

Seega tekib kaks lõikepunkti Q1 ja Q2, mis langevad kokku, kuna neil
on võrdsed koordinaadid.

2) Kui A = 0 ja B 6= 0, siis võrrand (10.3) saab kuju

2Bt+ C = 0.

Viimasel on ainult üks lahend

t0 = − C

2B
, B 6= 0.

Sirge s lõikab kvadrikut K ainult ühes punktis Q(qi), kus qi = bi+sit0.
3) Kui A = 0 ja B = 0 ja C 6= 0, siis võrrand (10.3) saab kuju

0t2 + 0t+ C = 0, C 6= 0.

Sellel võrrandil ei ole lahendit. Seega sirge s ei lõika kvadrikut K .
4) Kui võrrandis (10.3) kõik kordajad on võrdsed nulliga, s.o. A = B =

= C = 0, siis võrrand (10.3) saab formaalselt kuju

0t2 + 0t+ 0 = 0

(sisuliselt kaob ära). Viimast rahuldavad kõik reaalarvud. Seega võrrandi-
test (10.1) saame sirge s ja kvadriku K lõikepunktideks kõik sirge s
punktid, seega sirge s on täielikult kvadrikul K . Lõikepunktide analüüs
on lõppenud.

Definitsioon 10.2. Lineaarkatet L(~s) nimetatakse vektori ~s 6= ~0
poolt määratud sihiks.

Näeme, et siht L(~s) on vektorruumi Vn ühemõõtmeline alamruum.
Ilmselt iga nullvektorist erineva vektori ~a ∈ L(~s) korral L(~a) = L(~s).
Seega sihti määrav vektor on määratud kordse vektori täpsuseni.

Definitsioon 10.3. Sihti L(~s) määratuna vektori ~s = (si) 6= ~0 poolt

nimetame kvadriku K asümptootiliseks sihiks, kui

A = 0 ⇐⇒ aijs
isj = 0.
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Paneme tähele, et kui kehtib viimane seos vektori ~s korral, siis ta
kehtib ka iga vektori α~s korral. Seega asümptootilise sihi mõiste on
tõepoolest sihiga , mitte ainult vektoriga, seotud mõiste.

Definitsioon 10.4. Sihti L(~s), mis ei ole asümptootiline, s.o.

A 6= 0 ⇐⇒ aijs
isj 6= 0,

nimetame mitteasümptootiliseks sihiks.

Teoreem 10.1. n-mõõtmelises afiinses ruumis leidub n vektorist koos-

nev lineaarselt sõltumatu vektorsüsteem, mille vektorite poolt määratud sihid

antud kvadriku jaoks on mitteasümptootilised.

Tõestus. Tõestamisel tugineme ruutvormide teooriale. Kuna reeperi
teisenemisel kvadriku maatriks A teiseneb valemiga A′ = C⊤AC, siis seda
maatriksit võib tõlgendada ruutvormi maatriksina. Seega tekib ruutvorm

F : Vn −→ R; F (~x) := aijx
ixj ,

kus ~x = xi~ei. Ruutvormide teooriast teame, et leidub selline reeperi teisen-
dus

{O;~ei} −→ {O;~ei ′},
mil ruutvorm on normaalkujuga. Teisiti öelduna on tema maatriks järgmise
kujuga

A ′ =












ǫ1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 ǫ2 . . . 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ǫr 0 . . . O
0 0 . . . 0 0 . . . O
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 . . . O












, (10.6)

kus ǫα on +1 või −1 ja r = rankA. Moodustame vektorsüsteemi

~s1 = ~e1
′, ..., ~sr = ~er

′, ~sr+1 = ~e1
′ + ~er+1

′, ..., ~sn = ~e1
′ + ~en

′, (10.7)

mis on lineaarselt sõltumatu. Selle näitamiseks tuleb lahendada võrrand
ξi~si = ~0, mis (10.7) abil saab kuju

(ξ1 + ξr+1 + ...+ ξn)~e1
′ + ξ2~e2

′ + ... + ξn~en
′ = ~0.
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Kuna siin {~e1 ′, ~e2
′, ..., ~en

′} on baas, s.o. lineaarselt sõltumatu, siis vii-
masest saame

ξ1 + ξr+1 + ...+ ξn = 0, ξ2 = 0, , ξn = 0 =⇒ ξ1 = ... = ξn = 0.

Seega vektorsüsteem (10.7) on lineaarselt sõltumatu. Veelgi enam. Sihid
L(~s1), ..., L(~sn) on kvadriku jaoks mitteasüptootilised, sest A ′(~s1) 6= 0,...,
A ′(~sn) 6= 0. See on (10.6) tõttu ilmne. Sellega teoreem on tõestatud. ♠
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11. Kvadriku keskpunkt

Olgu afiinses ruumis An sihiruumiga Vn antud kvadrik võrrandiga

K : aijx
ixj + 2aix

i + a = 0. (11.1)

Definitsioon 11.1. Me nimetame punkti kvadriku keskpunktiks, kui

meie kvadrik on sümmeetriline selle punkti suhtes.

Rakendame seda definitsiooni kvadriku (11.1) keskpunkti koordinaa-
tide leidmiseks. Tähistame otsitavat keskpunkti C(ci) abil. Paneme
keskpunkti definitsiooni meile sobival kujul kirja. Nimelt vaatleme läbi
punkti C kõikvõimalikke sirgeid, mis lõikavad kvadrikut kahes punktis.
Seega vaadeldavate sirgete sihivektorid on mitteasasümptootilise sihiga. Iga
sellise sirge saame kirja panna parameetriliste võrranditega

xi = ci + sit ∀R, i ∈ {1, 2, ..., n},

kusjuures selle sirge sihivektori ~s = (si) 6= ~0 koordinaadid rahuldavad
võrratust

A 6= 0 ⇐⇒ aijs
isi 6= 0.

Toimides analoogiliselt nagu eelmises paragrahvis, saame öelda, et iga
mitteasümptootilise sihiga sirge lõikab kvadrikut K kahes punktis Q1(q

i
1)

ja Q2(q
i
2) kus q

i
1 = ci + sit1 ja qi2 = ci + sit2. Kvadriku keskpunkti definit-

siooni kohaselt on punkt C lõigu Q1Q2 keskpunkt. Järelikult keskpunkti
koordinaadid on selle lõigu otspunktide koordinaatide poolsumma, mistõttu

ci =
1

2

(
qi1 + qi2

)
=⇒ ci =

1

2

[
(ci + sit1

)
+
(
ci + sit2

)
].

Viimast korrastades, saame

(t1 + t2)s
i = 0.
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Kuna vektor ~s 6= ~0, siis ei ole tema koordinaadid si korraga nullid.
Seetõttu viimasest saame t1+ t2 = 0. Valemi (10.5) abil saame B = 0, mis
(10.4) tõttu on samaväärne

(aijc
i + aj)s

j = 0. (11.2)

See homogeenne võrrand peab aga kehtima iga miteasümptootilise sihi kor-
ral. Teoreemi 10.1 kohaselt leidub n vektorist ~sj = (cij) koosnev lineaarselt
sõltumatu lahendivektorite ss̈teem. Seega võrrandi (11.2) lahendiruum on
lineaarkate L(~s1, ..., ~sn). Moodustajate lineaarse sõltumatuse tõttu on selle
lahendiruumi mõõde dimL(~s1, ..., ~sn) = n. Seega võrrandi (11.2) astak on
null, mistõttu

aijc
i + aj = 0 ∀j ∈ {1, 2, ..., n}.

Tähistame otsitavaid ci asemel xi abil ja arvestame aij = aji. Me saame
keskpunktide koordinaatide määramiseks võrrandisüsteemi

aijx
j + ai = 0 ∀i ∈ {1, 2, ..., n}. (11.3)

Analüüsime seda süsteemi. Nagu lineaarvõrrandisüsteemide teooriast tea-
me sõltub keskpunktide hulk maatriksite

A =






a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann




 , Ã =






a11 a12 . . . a1n a1
a21 a22 . . . a2n a2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann an






astakust. Kroneckeri-Capelli teoreemi kohaselt rank A 6= rank Ã korral
võrrandisüsteemil (11.3) lahendid puuduvad. Seega kvadrikul ei ole kesk-
punkte. Juhul rank A = rank Ã = r moodustab kvadriku keskpunktide
hulk afiinses ruumis An aga (n−m)-tasandi. Juhul r = n on kvadrikul üks
keskpunkt, sest keskpunktide hulk on 0-tasand.

Definitsioon 11.2. Kvadrikut nimetame tsentraalseks, kui tal on ai-

nult üks keskpunkt. Ülejäänud kvadrikuid nimetame aga mittetsentraalse-

teks.

Definitsioon 11.3. Kvadriku punkti nimetame iseäraseks punktiks,

kui ta on lisaks veel kvadriku keskpunkt.
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12. Kvadriku diameetertasand

Lõikame afiinse ruumi An kvadrikut K paralleelsete sirgetega. Seda
paralleelsete sirgete hulka nimetame parallelsete sirgete parveks. Nendel
sirgetel kõigil on ühine siht, mis on määratav ühise nullvektorist erineva
vektori poolt. Tähistame seda vektorit ~s abil. Paralleelsete sirgete parve
tähistame π(~s) abil. Kui selle parve sirgete siht L(~s) on kvadriku K

jaoks mitteasümptootiline, siis parve iga sirge lõikab kvadrikut kahes punk-
tis, eraldades temal lõigu. Järelikult paralleelsete sirgete parv tekitab pa-
ralleelsete lõikude parve. Veelgi enam, tekib nende lõikude keskpunktide
hulk, mida me tähistame dK(~s) abil.

Definitsioon 12.1. Kvadriku lõikamisel mitteasümptootilist sihti

omavate paralleelsete sirgetega tekib lõikepunktide poolt määratud lõikude

keskpunktide hulk, mida nimetame selle kvadriku diameetriks määratuna

selle mitteasümptootilise sihi poolt.

Leiame nüüd kvadriku diameetri võrrandi.
Teoreem 12.1. Kvadriku diameeter on hüpertasand.

Tõestus. Olgu meil antud kvadrik K võrrandiga

K : aijx
ixj + 2aix

i + a = 0

mingi reeperi {O;~ei} suhtes. Võtame oma kvadriku mistahes mit-
teasümptootilise sihi L(~s), mis olgu määratud vektori ~s = (si) poolt.
Seejuures ~s 6= ~0. Vaatleme paralleelsete sirgete parve π(~s), mille iga
sirge on mitteasümptootilise sihiga L(~s). Selle parve iga sirge s(D), kus
D(d i) ∈ dK(~s), parameetrilisteks võrranditeks on

s(D) : x i = d i + s it.

Lugejale on ilmselt selge, et punkt D(d i) on vaadeldaval sirgel s(D)
tekkinud lõigu keskpunkt. Kui punkt D(d i) hulgas dK(~s) muutub, siis
saame oma parve kõikide paralleelsete sirgete parameetrilised võrrandid.
Nendeks on

x i = d i + s it, ∀ D(d i) ∈ dK(~s).
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Leiame nüüd diameetri suvalise punkti, mida oleme tähistanud D(d i) abil,
koordinaadid d i. Senini on nad meil kasutusel tähistuse tasemel. Koor-
dinaadid d i peavad avalduma mingil moel kvadriku võrrandi kordajate
kui ka mitteasümptootilise sihi koordinaatide kaudu. Selle selgitamiseks
leiame paralleelsete sirgete parve π(~s) iga sirge s(D) korral lõikepunktid
kvadrikuga K . Tähistame tekkivat kahte lõikepunkti

Q(D)
α (q i

(α)), ∀ α ∈ {1, 2}.

Siin me oleme lõikepunkti tähistele lisanud tähe D. Siin

q i
(α) := d i + s itα, ∀ α ∈ {1, 2}, (12.1)

kusjuures t1 ja t2 saame valemist

t1,2 =
−B ±

√
B2 − AC

A
. (12.2)

Lõigu Q
(D)
1 Q

(D)
2 keskpunkti D koordinaadid on otspunktide koordi-

naatide poolsumma. Järelikult

d i =
1

2
(q i

(1) + q i
(2))

ehk (12.1) tõttu

d i =
1

2
[(d i + s it1) + (d i + s it2)].

Siit saame
(t1 + t2)s

i = 0.

Kuna mitteasümptootilist sihti määrav vektor ~s ei ole nullvektor, siis tema
koordinaadid s i ei ole korraga nullid. Seetõttu

t1 + t2 = 0.

Asendades siia valemist (12.2), saame B = 0. Viimane on (10.4) tõttu
samaväärne tingimusega

(aijs
j)d i + ais

i = 0.
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See on tingimus, mida peavad rahuldama diameetri mistahes punkti D
koordinaadid d i. Seega tegu on diameetri võrrandiga. Tähistame di-
ameetri muutuvat punkti D(d i) ümber X(x i) abil. Diameetri võrrandile
saame kuju

dP (~s) : (aijs
j)x i + ais

i = 0. (12.3)

Sellees võrrandis otsitavate x1, x2,..., xn kõik kordajad

a1js
j , a2js

j , ..., anjs
j

ei ole korraga nullid. Oletame vastuväiteliselt, et need kordajad just on
nullid, s.o.

x1 = 0, x2 = 0, ..., xn = 0.

Korrutame viimaseid vastavalt koordinaatidega s 1, s 2,..., s n ning liidame
kokku. Saame

aijs
is j = 0.

Kuna eelduse kohaselt siht L(~s) on mitteasümptootiline, siis viimane ka-
hekordne summa on nullist erinev. Oleme saanud vastuolu. Järelikult dia-
meetri võrrandi (12.3) maatriksi astak on alati üks. Seega diameetertasand
on (n− 1)-tasand, s.o. hüpertasand. ♠

Teoreem 12.2. Kvadriku kõik diameetertasandid läbivad igat tema

keskpunkti.

Tõestus. Olgu punkt D(d i) kvadriku mistahes keskpunkt. Seega
tema koordinaadid d i rahuldavad võrrandisüsteemi (11.3). Seega

aijd
j + ai = 0, ∀ i ∈ {1, 2, ..., n}. (12.4)

Vaja on näidata, et keskpunkt D(d i) on ka mistahes diameetertasandi
punkt, s.o. tema koordinaadid peavad rahuldama võrrandit (12.3). Kor-
rutame seostes (12.4) esimest, teist,..., n-ndat vastavalt vektori ~s koordi-
naatidega s1, s2,..., sn ning liidame seejärel kokku. Saame

(aijd
j + ai)s

i = 0.

Seega keskpunkti D koordinaadid rahuldavad diameetertasandi võrrandit
(12.3). Sellega teoreem on tõestatud. ♠
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13. Kvadriku puutujatasand

Olgu antud afiinse ruumi An kvadrik reeperi {O;~ei} suhtes võrrandiga

K : aijx
ixj + 2aix

i + a = 0. (13.1)

Võtame kvadrikul punkti M(mi), seega (13.1) tõttu

aijm
imj + 2aim

i + a = 0. (13.2)

Definitsioon 13.1. Punktihulka {X}, mille punktide X koordinaadid

xi leituna reeperis {O;~ei} rahuldavad võrrandit

(aijm
i + aj)x

j + (aim
i + a) = 0, (13.3)

nimetatakse kvadriku K puutujatasandiks TM (K) puutepunktiga M .

Juhul, kui kvadriku punkt M on tema iseärane punkt, siis on ta ka
sama-aegselt kvadriku keskpunkt. Järelikult tema koordinaadid mi rahul-
davad võrrandisüsteemi (11.3), mistõttu puutujatasandi võrrandis (13.3)
kõik tundmatute xi kordajad on nullid. See aga tähendab, et sel korral
puutuja tasandit ei ole olemas. Võime öelda, et puutujatasand on ole-
mas kvadriku igas mitteiseärases punktis. Sel korral lineaarse võrrandi
(13.3) astak on 1, mis lubab öelda, et kvadriku puutujatasand TM (K) on
hüpertasand. Kuna

(aijm
i + aj)m

j + (aim
i + a) = 0, (13.4)

tänu seosele (13.2), siis M ∈ TM (K). Iga sirge l(Y,M), kus suvaline punkt
Y ∈ TM (K) \ {M}, asub puutujatasandil TM (K). Tõepoolest. Punkti
Y ∈ TM (K) koordinaadid yi rahuldavad võrrandit (13.3):

(aijm
i + aj)y

j + (aim
i + a) = 0.
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Lahutades viimasest (13.4), saame

(aijm
i + aj)(y

j −mj) = 0. (13.5)

Sirge l(Y,M) sihivektoriks võib võtta ~s = (yi −mi)~ei, sest Y 6= M . Sirge
suvalise punkti X ∈ l(Y,M) korral tema koordinaadid xi avalduvad kujul

xi = mi + (yi −mi)t. (13.6)

Kuna

(aijm
i+aj)x

j +(aim
i+a) = (aijm

i+aj)(m
j +(yj −mj)t)+ (aim

i+a) =

= ((aijm
i + aj)m

j + (aim
i + a)) + (aijm

i + aj)(y
j −mj)t = 0.

Siin me arvestasime seoseid (13.4) ja (13.5). Seega l(Y,M) ⊂ TM (K).
Saame öelda, et puutujatasand ladestub seda tüüpi sirgetest:

TM (K) = ∪X∈TM (K)\{M}l(X,M).

Teoreem 13.1. Iga mitteasümptootilise sihiga sirge l(Y,M), kus punkt
Y ∈ TM (K) \ {M}, lõikab kvadrikut kahes kokkulangevas punktis M . Kui

sirge l(Y,M) on asümptootilise sihiga, siis sirge l(Y,M) on kvadrikul.

Tõestus. Kuna Y ∈ TM (K), siis tema koordinaadid yi rahuldavad
võrrandit (13.3):

(aijm
i + aj)y

j + (aim
i + a) = 0.

Samas teame, et Y 6= M . Seega
−−→
MY 6= ~0. Sellest tulenevalt võime võtta

selle vektori sirge l(Y,M) sihivektoriks ~s =
−−→
MY . Selle sirge parameetrilis-

teks võrranditeks on (13.6). Lõikepunktide leimiseks tuleb lahendada võr-
rand

At2 + 2Bt+ C = 0. (13.7)

Praegu C = aijm
imj +2aim

i+a = 0. Valemi (13.5) tõttu ka B = (aijm
i+

aj)(y
j −mj) = 0. Seega At2 = 0. Kui sirge l(Y,M) on mitteasumptootilise

sihiga, siis A = aij(y
i −mi)(yj −mj) 6= 0, mistõttu t2 = 0 ehk t1 = t2 = 0.

Seega lõikepunktid ühtuvad, milleks (13.6) tõttu on puutepunkt M . Kui
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sirge l(Y,M) on asümptootilise sihiga, siis A = 0. Võrrand (13.7) kehtib
iga t ∈ R korral. Seega puutujatasandi TM (K) sirge l(Y,M) on kvadrikul.
♠

Puutujatasandi (13.3) võrrandi saab kirjutada veidi teisel kujul:

aijm
ixj + ai(m

i + xi) + a = 0. (13.8)

Seda valemit on aga kerge meelde jätta. Selleks tuleb kvadriku võrrand
(13.1) esitada järgmisel kujul

P : aijx
ixj + ai(x

i + xi) + a = 0.

Viimases võrrandis on vaja pooles ulatuses allakriipsutatud kvadriku muu-
tuva punkti X koordinaatidest asendada puutepunkti M koordinaatidega.
Tulemuseks saame puutujatasandi võrrandi kujul (13.8). Kirjeldatud prot-
seduuri nimetame muutujate pooliti asenduseks.
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14. Kvadrikute afiinne klassifikatsioon

Afiinses ruumis An kvadriku võrrand annab tingimuse kvadriku punkti
X koordinaatidele xi. Samas, et punktil koordinaadid tekiksid, tuleb võtta
reeper {O;~ei}. Samuti teame 9. paragrahvist, et kvadriku võrrandis korda-
jad muutuvad üleminekul uuele reeperile. Püstitame ülesande valida selline
reeper, mille suhtes kvadriku võrrandis on võimalikult palju kordajatest
võrdsed nulliga. Seega reeperi valikuga püame võimalikult palju lihtsus-
tada kvadriku võrrandit. Kvadriku võrrandi lihtsustamise aluseks peavad
olema muidugi mingid kaalutlused.

Lähtume afiinses ruumis An kvadriku võrrandist

K : aijx
ixj + 2aix

i + a = 0. (14.1)

antuna mingi reeperi {O;~ei} suhtes. Selle võrrandi lihtsustamisel tugineme
esmalt ruutvormide teooriale. Kuna reeperi teisenemisel kvadriku maatriks
A teiseneb valemi A′ = C⊤AC kohaselt, siis seda maatriksit võib valemi
(3.1) tõttu tõlgendada ruutvormi maatriksina. Seega tekib ruutvorm

F : Vn −→ R; F (~x) := aijx
ixj ,

kus ~x = xi~ei. Ruutvormide teooriast teame, et leidub selline reeperi teisen-
dus

{O;~ei} −→ {O;~ei ′},
mil ruutvorm on normaalkujuga. Teisiti öelduna on tema maatriks järgmise
kujuga

A ′ =












ǫ1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 ǫ2 . . . 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ǫr 0 . . . O
0 0 . . . 0 0 . . . O
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 . . . O












, (14.2)
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kus ǫα on +1 või −1 ja r = rankA. Tegelikult on neid baase, mille ko-
rral ruutvorm on normaalkujuga, on palju. Näiteks baasiteisendusel, mis
seisneb baasivektorite ümbernummerdamises, maatriksis (10.6) diagonaali
elemendid vahetavad diagonaalil oma kohti. Seega maatriksis (14.2) võime
vajaduse korral eeldada, et diagonaalil on esimesed ǫ-id +1 ja seejärel −1.
Tähistame uues reeperis {O;~ei ′} muutuva punkti X uusi koordinaate xi

abil. Kvaadriku võrrand (14.1) saab tublisti lihtsama kuju

ǫ1(x
1)2 + ǫ2(x

2)2 + ...+ ǫr(x
r)2 + 2aix

i + a = 0.

Siin valemitest (9.4) näeme, et kordajad ai ja a ei teisenenud, sest ct =
0. Järgmisena muudame reeperi alguspunkti muutmata baasi. Seetõttu
kvadriku ruutosa ei muutu, mida näeme taas valemitest (9.4), kuna cts = δts.
Reeperi uue alguspunkti koordinaatide valiku idee saame kvadriku saadud
võrrandis täisruutude väljaeraldamise teel. Me saame

ǫ1[(x
1)2 + 2ǫ1a1 + a21] + ǫ2[(x

2)2 + 2ǫ2a2 + a22]+

+...+ ǫr[(x
r)2 + 2ǫrar + a2r] + 2(ar+1x

r+1+

+...+ anx
n) + (a− ǫ1a

2
1 − ǫ2a

2
2 − ...− ǫra

2
r) = 0.

ehk

ǫ1(x
1 + ǫ1a1)

2 + ǫ2(x
2 + ǫ2a2)

2 ++...+ ǫr(x
r + ǫrar)

2 + 2(ar+1x
r+1+

+...+ anx
n) + a = 0,

kus

a := a− ǫ1a
2
1 − ǫ2a

2
2 − ...− ǫra

2
r.

Võtame reeperi uueks alguspunktiks

O′(−ǫ1a1,−ǫ2a2, ...,−ǫrar, 0, ..., 0).

Sel korral uued koordinaadid x̃i avalduvad

x1 = x̃1 − ǫ1a1, ..., xr = x̃r − ǫrar, xr+1 = x̃r+1, ..., xn = x̃n.
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Asendades siit kvadriku võrrandisse, saame

ǫ1(x̃
1)2 + ǫ2(x̃

2)2 + ...+ ǫr(x̃
r)2 +2(ar+1x̃

r+1 + ...+ anx̃
n) + a = 0. (14.2)

Nüüd hakkame kordajate

ar+1, ar+2, ..., an, a

järgi välja eraldama erijuhte.
Juht 1. Olgu ar+1 = ar+2 = ... = an = a = 0. Nagu eespool sai

seletatud, võime eeldada, et ǫ1 = ... = ǫs = 1 ja ǫs+1 = ... = ǫr = −1.
Valemist (14.2) saame kvadriku võrrandiks

(x̃1)2+(x̃2)2+...+(x̃s)2−(x̃s+1)2−...−(x̃n)2 = 0, 1 ≤ s ≤ r ≤ n

2
. (14.3)

Juht 2. Olgu ar+1 = ar+2 = ... = an = 0, a 6= 0. Võrrand (14.2) saab
kuju

ǫ1(x̃
1)2 + ǫ2(x̃

2)2 + ...+ ǫr(x̃
r)2 + a = 0

ehk
A1(x̃

1)2 + A2(x̃
2)2 + ...+Ar(x̃

r)2 = 1,

kus Aα := −ǫαa−1. Summeerimine kreeka indeksi α järgi toimub piirides
1, ..., r. Osa nullist erinevatest kordajatest Aα võivad olla positiivsed osa aga
negatiivsed. Üldsust kitsendamata võime oletada A1,...,As on positiivsed
ja As+1, ..., Ar aga negatiivsed, kus 0 ≤ s ≤ r. Seega kvadriku võrrandi
saame kirjutada

|A1|(x̃1)2 + |A2|(x̃2)2 + ...+ |As|(x̃s)2 − |As+1|(x̃s+1)2...− |Ar|(x̃r)2 = 1.

Teeme veel reeperi teisenduse seejuures ainult baasi osas valemitega

~e′′α =
1√
Aα

, ~e′′r+1 = ~e′′r+1, ..., ~e
′′
n = ~en.

Vanad koordinaadid x̃i avalduvad uute x̂i kaudu järgmiselt

x̃α =
1√
Aα

x̂α, x̃r+1 = x̂r+1, ..., x̃n = x̂n.
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Kvadriku võrrand saab lõplikuks kujuks

(x̂1)2 +(x̂2)2 + ...+(x̂s)2 − (x̂s+1)2...− (x̂r)2 = 1, 1 ≤ s ≤ r ≤ n. (14.4)

Juht 3. Olgu |ar+1|+|ar+2|+...+|an| 6= 0. Kordajate ar+1, ar+2,..., an
seas vähemalt üks on nullist erinev. Üldsust kitsendamata võime eeldada,
et ar+1 6= 0. Kirjutame kvadriku võrrandi (14.2) kujul

ǫ1(x̃
1)2+ǫ2(x̃

2)2+...+ǫr(x̃
r)2+2(ar+1x̃

r+1+ar+2x̃
r+2+...+anx̃

n+
a

2
) = 0.

Läheme üle uuele reeperile {O′′;~e′′i }. Baasiosa teisenduse anname valemi-
tega

~e′′α = ~eα, ~e′′r+1 = − 1

ar+1
~er+1,

~e′′r+2 = −ar+2

ar+1
~er+1 + ~er+2, ..., ~e′′n = − an

ar+1
~er+1 + ~en.

Reeperi alguspunktiks võtame punkti, mille ainsaks nullist erinevaks koor-
dinaadiks võib olla r + 1 koordinaat. Selleks olgu a

2ar+1
. Sel korral vanad

koordinaadid avalduvad uute kaudu järgmiselt

x̃i = x̂i(i 6= r+1), x̃r+1 = − 1

ar+1
x̂r+1− ar+2

ar+1
x̂r+2− ...− an

ar+1
x̂n− a

2ar+1
.

Üldsust kitsendamata saame kvadriku kanooniliseks võrrandiks

(x̂1)2+...+(x̂s)2−(x̂s+1)2−...−...+(x̂r)2 = x̂r+1, 0 ≤ s ≤ r < n. (14.5)

Saime, et kvadrikud oma afiinse kanoonilise kuju järgi jagunevad kolme
klassi, mis antakse võrranditega (14.3), (14.4) ja (14.5). Kombineerides
arvudega n, r ja s, saame igast klassist veel omakorda terve rida tüüpe.
Viimase demonstreerimiseks toome ära tasandi teist järku joonte ja ruumi
teist järku pindade afiinse liigituse kanooniliste võrrandite järgi.

Tasandi teist järku joonte tüübid

1) Ellips (x1)2 + (x2)2 = 1,
2) imaginaarne ellips (x1)2 + (x2)2 = −1,
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3) paar lõikuvaid imaginaarseid sirgeid reaalse lõikepunktiga

(x1)2 + (x2)2 = 0.

4) hüperbool (x1)2 − (x2)2 = 1,
5) paar lõikuvaid sirgeid (x1)2 − (x2)2 = 0,
6) parabool (x1)2 = 2x2,
7) paar ühtuvaid sirgeid (x1)2 = 0,
8) paar paralleelseid (seejuures mitteühtuvaid) sirgeid (x1)2 = 1,
9) paar paralleelseid (seejuures mitteühtuvaid) imaginaarseid sirgeid

(x1)2 = −1.

Ruumi teist järku pindade tüübid

1) Ellipsoid (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = 1,
2) imaginaarne ellipsoid (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = −1,
3) imaginaarne teist järku koonus (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = 0,
4) ühekatteline hüperboloid (x1)2 + (x2)2 − (x3)2 = 1,
5) kahekatteline hüperboloid (x1)2 + (x2)2 − (x3)2 = −1,
6) teist järku koonus (x1)2 + (x2)2 − x23 = 0,
7) elliptiline paraboloid x21 + x22 = 2x3,
8) hüperboolne paraboloid (x1)2 − (x2)2 = 2x3,
9) elliptiline silinder (x1)2 + (x2)2 = 1,
10) imaginaarne elliptiline silinder (x1)2 + (x2)2 = −1,
11) paar imaginaarseid lõikuvaid tasandeid (x1)2 + (x2)2 = 0,
12) hüperboolne silinder (x1)2 − (x2)2 = 1,
13) paar lõikuvaid tasandeid (x1)2 − (x2)2 = 0,
14) paraboolne silinder (x1)2 = 2x2,
15) paar paralleelseid tasandeid (x1)2 = 1,
16) paar imaginaarseid paralleelseid tasandeid (x1)2 = −1,
17) paar ühtuvaid tasandeid (x1)2 = 0.
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15. Kvadrikute ortogonaalne klassifikatsioon

Selles paragrahvis vaatleme kvadrikuid eukleidilises afiinses ruumis En.
Meie käsutuses on täiendavalt tema sihiruumis En olemasolev skalaarkor-
rutamine. Sihiruumiks on eukleidiline vektorruum. Kõrvuti mistahes ree-
peritega saame vaadelda kitsamat reeperite hulka, mis koosneb ristreepe-
ritest. Me võime kvadrikuid vaadelda, kui soovime, ainult ristreeperite kor-
ral. Sel korral reeperi baasi osa {~ei} korral kehtib 〈~ei, ~ej〉 = δij . Kvadriku
võrrand ei pea olema algselt antud ristreeperi suhtes. Sel korral läheme es-
malt üle ristreeperile, kasutades baasi ortogonaliseerimise protsessi. Selles
paragrahvis me otsime kvadrikule sellist ristreeperit, mille suhtes kvadri-
ku võrrand omandaks võimalikult lihtsa kuju, nn. kanoonilise kuju. Kuna
ristreeerite hulk on kõigi reeperite alamhulk, siis ilmselt kvadrikute võrran-
dite kanoonilised kujud ei saa olla nii lihtsad kui eelmises paragrahvis. Ka
siin saame kvadrikute liigituse võrrandite kanooniliste kujude järgi. Saada-
vat kvadrikute liigitust nimetakse ortogonaalseks klassifikatsiooniks. Selline
nimetus on üsna loomulik, sest ristreeperite hulk on iseloomustatud orto-
gonaalse afiinse rühma O(n+ 1,R) abil (vt. §5).

Alustame kvadrikute võrrandite lihtsustamist. Olgu kvadriku võrrand

K : aijx
ixj + 2aix

i + a = 0. (15.1)

antud, nagu kokku lepitud, mingi ristreeperi {O;~ei} suhtes. Üleminekul
teisele ristreeperile {O′;~ei

′} kvadriku võrrandis kordajad teisenevad. Meid
huvitab esmalt, kuidas teisenevad ruutosa kordajad A = (aij). Valemite
(9.5) kohaselt on selleks valemiks A′ = C⊤AC. Selles valemis osaleb ai-
nult reeperi baasiosa teisenemise maatriks C. Alguspunkti koordinaatidest
see valem ei sõltu. Seega üleminekul uuele ristreeperile ei ole esimesel
reeperiteisendusel põhjust muuta reeperi alguspunkti. Seega sisuliselt on
üleminek ristbaasilt uuele ristbaasile. Seejuures baasiteisenduse maatriks C
on ristbaasi teisenduse maatriks. Järelikult see maatriks rahuldab täienda-
valt mingeid lisatingimusi, mis ka kohe leiame. Kuna praegu 〈~ei, ~ej〉 = δij
ja 〈~ei ′, ~ej

′〉 = δij , siis ~ei = csi~es tõttu

δij = 〈~ei ′, ~ej
′〉 = 〈csi~es, ctj~et〉 = csi c

t
j〈~es, ~et〉 = csi c

t
jδst.
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Saime

csi δstc
t
j = δij ⇐⇒ C⊤EC = E ⇐⇒ C−1 = C⊤.

Näeme, et ristbaasi teisenemismaatriks on ortogonaalmaatriks. Seetõttu
täpsustub kvadriku ruutosa kordajate teisenemise valem, saades seekord
A′ = C−1AC. Kasutades teadmisi algebrast lineaarteisenduste kohta, siis
tänu viimasele valemile, saame maatriksi A = (aij) abil sihiruumis En

defineerida lineaarteisenduse

ϕ : En −→ En; ~x = xi~ei 7−→ ϕ(~x) = (aisx
s)~ei.

Seejuures lubatavateks baasiteisendusteks on ristbaasiteisendused, seega
C ∈ O(n,R). Kuna kvadriku maatriks A on sümmeetriline, siis lineaartei-
sendus ϕ : En −→ En on sümmeetriline lineaarteisendus. Viimaste kohta
on algebra kursusest teada järgmised teoreemid (vt. [1], lk.-d 260–261).

Teoreem 15.1. Sümmeetrilise lineaarteisenduse karakteristliku n-ast-
me võrrandi |A− λE| = 0 lahendid λ1, λ2 ... λn on reaalsed.

Selle karakteristliku võrrandi lahendeid nimetatakse sümmeetrilise li-
neaarteisenduse omaväärtusteks.

Teoreem 15.2. Sümmeetrilise lineaarteisenduse korral normeeri-

tud omavektoritest saab moodustada ristbaasi, mille suhtes lineaarteisenduse

maatriks on diagonaalkujuga

A ′ =






λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λn




 . (15.2)

Teoreemi 15.1 rakendamine tagab, et saame ristreeperilt {O;~ei} üle
minna sellisele ristreeperile {O;~e ′

i}, mille suhtes kvadriku võrrand (15.1)
saab kuju

P : λi(x
2)i + 2a′ix

i + a = 0. (15.3)

Viimane võrrand võib olla tegelikult veidi lihtsam, sest siin kõik omaväär-
tused ei pea olema nullist erinevad. Nagu saame maatriksi (15.2) kujust,
on nullist erinevaid omaväärtusi r := rank A tükki. Ristbaas {~e ′

i}, milles
kvadriku võrrand saab kuju (15.3), ei ole määratud siiski päris üheselt.
Näiteks me võime valitud baasis muuta baasivektorite järjekorda, jäädes
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ikkagi ristbaasi juurde. Samas muudavad samal moel oma järjekorda maat-
riksi (15.2) elemendid tema diagonaalil. Seega üldsust kitsendamata võime
eeldada, et λα = 0, kus α ∈ {r + 1, ..., n}. Nullist erinevatest omaväärtust
osa on positiivsed ja osa negatiivsed. Taas üldsust kitsendamata võime
eeldada, et positiivsed on λ1,...,λs ja negatiivsed λs+1,...,λn. Siin 0 ≤ s ≤ r.
Seda arvestades, saame kvadriku võrrandile (15.3) kujuks

|λ1|(x1)2 + ...+ |λs|(xs)2 − |λs+1|(xs+1)2 − ...−
− |λr|(xr)2 + 2a′ix

i + a = 0.
(15.4)

Viimase võrrandi saame kirjutada

|λ1|
(

x1 +
a′1
|λ1|

)2

+...+ |λs|
(

xs +
a′s
|λs|

)2

|λs+1|
(

xs+1 +
a′s+1

|λs+1|

)2

−...− |λr|
(

xr +
a′r
|λr|

)2

+2a′αx
α + a′ = 0,

kus

a′ = a− (a′1)
2

|λ1|
− ...− (a′s)

2

|λs|
+

(a′s+1)
2

|λs+1|
+ ...+

(a′r)
2

|λr|
.

Siit saame idee, et kasulik on minna ristreeperilt {O;~e ′
i} üle risrreeperile

{O′;~e ′
i} alguspunktiga

O′

(

− a′1
|λ1|

, ...,− a′s
|λs|

,
a′s+1

|λs+1|
, ...,

a′r
|λr|

, 0, ..., 0

)

.

(Muuseas alguspunkti n − r viimast koordinaati ei pea ilmtingimata
olema nullid, nad võivad olla millised iganes, sest nendest ei sõltu kvadriku
võrrand. Seega me võime vajaduse korral muuta veel reeperi alguspunkti,
kusjuures tuleb jätta r esimest koordinaati muutmata. Allpool juhul 3
vajadus selle järele ka tekib.)

Kui muutuva punkti X uusi koordinaate tähistada x̃i, siis need aval-
duvad vanade kaudu valemitega

x̃1 = x1 +
a′1
|λ1|

, ..., x̃s = xs +
a′s
|λs|

,

x̃s+1 = xs+1 +
a′s+1

|λs+1|
, ..., x̃r = xr +

a′r
|λr|

, x̃α = xα.
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Kvadriku võrrand (15.4) saab kuju

λ1(x̃
1)2+ ...+λs(x̃

s)2−λs+1(x̃
s+1)2− ...−λr(x̃r)2+2a′αx̃

α+a′ = 0. (15.5)

Olenevalt kordajatest a′α ja a′ selles võrrandis hakkame leidma kvadrikute
kanoonilisi võrrandeid nagu eelmises paragrahvis.

Juht 1. Olgu a′r+1 = a′r+2 = ... = a′n = a′ = 0. Defineerime positiivsed
konstandid

α1 :=
1

√

|λ1|
, ..., αs :=

1
√

|λs|
, αs+1 :=

1
√

|λs+1|
, ..., αr :=

1
√

|λr|
.

Kvadriku võrrand (15.5) saab sellel juhul lõppkujuks

(x̃1)2

α2
1

+ ... +
(x̃s)2

α2
s

− (x̃s+1)2

α2
s+1

− ...− (x̃r)2

α2
r

= 0, 0 ≤ s ≤ r ≤ n. (15.6)

Juht 2. Olgu a′r+1 = a′r+2 = ... = an = 0, a′ 6= 0. Nüüd defineerime
järgmised positiivsed konstandid

α1 :=

√
∣
∣
∣
∣

a′

λ1

∣
∣
∣
∣
, ..., αs :=

√
∣
∣
∣
∣

a′

λs

∣
∣
∣
∣
, αs+1 :=

√
∣
∣
∣
∣

a′

λs+1

∣
∣
∣
∣
, ..., αr :=

√
∣
∣
∣
∣

a′

λr

∣
∣
∣
∣
.

Kvadriku võrrand (15.5) saab lõppkujuks

(x̃1)2

α2
1

+ ...+
(x̃s)2

α2
s

− (x̃s+1)2

α2
s+1

− ...− (x̃r)2

α2
r

= ±1, 0 ≤ s ≤ r ≤ n

2
. (15.7)

Juht 3. Olgu |a′r+1| + |ar+2|′ + ... + |a′n| 6= 0. Seega kordajate a′r+1,

a′r+2,..., a
′
n seas vähemalt üks on nullist erinev. Üldsust kitsendamata võime

eeldada, et a′r+1 6= 0. Lisaks sellele kordajale võib ülejäänud kordajate seas
olla veel teisigi nullist erinevaid. Olgu neid kokku k tükki. Me võime
eeldada, et nendeks on a′r+1,...,a

′
r+k . Kvadriku võrrand (15.5) saab kuju

(x̃1)2

p1
+ ...+

(x̃s)2

ps
− (x̃s+1)2

ps+1
− ...− (x̃r)2

pr
−

− 2m(ar+1 + ... + ar+k + a) = 0,

(15.8)

96



kus me oleme tähistanud

pi :=
1

λi
, i ∈ {1, 2, ..., r}; m :=

√

(a′r+1)
2 + ...+ (a′r+k)

2,

aα := −a
′
α

m
, α ∈ {r + 1, ..., r + k}; a := − a′

2m
.

Võrrandi (15.8) edasiseks lihtsustamiseks muudame veidi ristreeperis
{O′;~e ′

i} baasi {~e ′
i} osa. Tegemist on muidugi sihiruumi En ristbaasiga.

Seejuures me võime ristbaasi {~e ′
i} asendada sellise ristbaasiga {~e ′′

i } ilma,
et muutuks kvadriku võrrandis (15.8) ruutosa, mis on saavutanud mak-
simaalse lihtsuse. Edasise selgitamiseks jagame ristbaasi {~e ′

i} vektorid
kolme ossa. Esimene osa koosneb kvadriku ruutosaga seotud vektoritest,
s.o. vektoritest {~e ′

1, ..., ~e
′
r}, teine osa koosneb kordajatega ar+1, ..., ar+k

seotud vektoritest, s.o. vektoritest {~e ′
r+1, ..., ~e

′
r+k}. Kolmandasse rühma

võtame ülejäänud vektorid {~e ′
r+k+1, ..., ~e

′
n}. Viimaste vektorite rühmade

abil moodustama lineaarkatte abil kolm alamruumi

Mr
1 := L(~e ′

1, ..., ~e
′
r), Mr+k

2 := L(~e ′
r+1, ..., ~e

′
r+k),

M
n−(r+k)
3 := L(~e ′

r+k+1, ..., ~e
′
n).

Need alamruumid on paarikaupa ristuvad. Näiteks Mr
1 ⊥ Mr+k

2 tähendab,
et iga ~x ∈ Mr

1 ja ~y ∈ Mr+k
2 korral ~x ⊥ ~y ehk samaväärselt 〈~x, ~y〉 = 0.

Samamoodi Mr
1 ⊥ M

n−(r+k)
3 ja Mr+k

2 ⊥ M
n−(r+k)
3 . Sihiruum En on nende

kolme alamruumi otsesumma

En = Mr
1 ⊕Mr+k

2 ⊕M
n−(r+k)
3 .

Eukleidilise afiinse ruumi En ristreeperis {O;~e i} olev ristbaas {~ei} sai

tükeldatud kolme alamruumi Mr
1, M

r+k
2 ja M

n−(r+k)
3 ristbaasiks. Uue rist-

baasi {~e ′′
i } valikul alamruumide Mr

1 ja M
n−(r+k)
3 ristbaasid jätame muut-

mata. Seega

~e ′′
1 = ~e ′

1, ..., ~e
′′
r = ~e ′

r; ~e ′′
r+k+1 = ~e ′

r+k+1, ..., ~e
′′
n = ~e ′

n.

Muudame ainult alamruumi Mr+k
2 ristbaasi, moodustades temas uue rist-

baasi, mis meile osutub sobivaks. Lähtume ühikvektorist

~e ′′
r+1 = ar+1~e

′
r+1 + ...+ ar+k~e

′
r+k.
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Ülejäänud ühikvektorid

~e ′′
r+2 = γr+1

r+2~e
′′
r+1 + ...+ γr+k

r+2~e
′′
r+k,

.......................................................

~e ′′
r+k = γr+1

r+k~e
′′
r+1 + ...+ γr+k

r+k~e
′′
r+k

võtame nii, et {~e ′′
r+1, ~e

′′
r+2, ..., ~e

′′
r+k} on alamruumi Mr+k

2 ristbaas. Seega

alamruumi Mr+k
2 baasiteisendus

{~e ′
r+1, ~e

′
r+2, ..., ~e

′
r+k} −→C2{{~e ′′

r+1, ~e
′′
r+2, ..., ~e

′′
r+k}

toimub ortogonaalmaatriksi

C2 =







ar+1 γr+1
r+2 . . . γr+1

r+k

ar+2 γr+2
r+2 . . . γr+2

r+k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar+k γr+k

r+2 . . . γr+k
r+k







abil. Sellise ristbaasi {~e ′′
i } uueks ristbaasiks võtamegi. Kergesti on aval-

datav vana ristbaas {~e ′
i} uue ristbaasi {~e ′′

i } kaudu. Ilmne on, et

~e ′
1 = ~e ′′

1 , ..., ~e
′
r = ~e ′′

r ; ~e ′
r+k+1 = ~e ′′

r+k+1, ..., ~e
′
n = ~e ′′

n.

Samuti pole raske avaldada vektorid ~e ′
r+1, ..., ~e

′
r+k vektorite ~e ′′

r+1, ..., ~e
′′
r+k

kaudu. Selleks on vaja teada maatriksit C−1
2 . Kuna C2 on ortogonaalmaat-

riks, siis

C−1
2 = C⊤

2 =






ar+1 ar+2 . . . ar+k

γr+1
r+2 γr+2

r+2 . . . γr+k
r+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
γr+1
r+k γr+2

r+k . . . γr+k
r+k




 .

Paneme paika ka uue reeperi alguspunkti O′′, mille koordinaatideks uutes

koordinaatides (x̂i), olgu O′′(

r+1
︷ ︸︸ ︷

0, 0, ..., 0, a, 0, ..., 0). Seega uued koordinaadid
avalduvad vanade kaudu järgmiselt

x̂i = x̃i, i ∈ {1, ..., r; r + k + 1, ..., n},
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x̂r+1 = ar+1x̃
r+1 + ...+ ar+kx

r+k + a,

x̂i = γir+1x̃
r+1 + ...+ γir+kx̃

r+k, i ∈ {r + 2, ..., r + k}.
Kvadriku võrrand (15.8) uutes koordinaatides saab kuju

(x̂1)2

p1
+ ...+

(x̂s)2

ps
− (x̂s+1)2

ps+1
− ...− (x̂r)2

pr
= 2x̂r+1, 0 ≤ s ≤ r < n. (15.9)

Saime, et kvadrikud oma kanoonilise kuju järgi jagunevad kolme klassi,
mis antakse võrranditega (15.6), (15.7) ja (15.9). Kombineerides arvudega
n, r ja s, saame igast klassist veel omakorda terve rida tüüpe. Näitena
toome eukleidilise tasandi ja ruumi teist järku joonte ja pindade kanoonili-
sed võrrandid.

Teist järku joonte tüübid

1) Ellips
x21
α2
1

+
x22
α2
2

= 1.

2) Imaginaarne ellips

x21
α2
1

+
x22
α2
2

= −1.

3) Paar lõikuvaid imaginaarseid sirgeid reaalse lõikepunktiga

x21
α2
1

+
x22
α2
2

= 0.

4) Hüperbool
x21
α2
1

− x22
α2
2

= 1.

5) Paar lõikuvaid sirgeid

x21
α2
1

− x22
α2
2

= 0.
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6) Parabool
x22 = 2px1.

7) Paar ühtuvaid sirgeid
x22 = 0.

8) Paar paralleelseid (seejuures mitteühtuvaid) sirgeid

x22 − c2 = 0, c > 0.

9) Paar paralleelseid (seejuures mitteühtuvaid) imaginaarseid sirgeid

x22 + c2 = 0, c > 0.

Teist järku pindade tüübid

1) Ellipsoid
x21
α2
1

+
x22
α2
2

+
x23
α2
3

= 1.

2) Imaginaarne ellipsoid

x21
α2
1

+
x22
α2
2

+
x23
α2
3

= −1.

3) Imaginaarne teist järku koonus

x21
α2
1

+
x22
α2
2

+
x23
α2
3

= 0.

4) Ühekatteline hüperboloid

x21
α2
1

+
x22
α2
2

− x23
α2
3

= 1.

5) Kahekatteline hüperboloid

x21
α2
1

+
x22
α2
2

− x23
α2
3

= −1.
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6) Teist järku koonus

x21
α2
1

+
x22
α2
2

− x23
α2
3

= 0.

7) Elliptiline paraboloid

x21
p1

+
x22
p2

= 2x3.

8) Hüperboolne paraboloid

x21
p1

− x22
p2

= 2x3.

9) Elliptiline silinder
x21
α2
1

+
x22
α2
2

= 1.

10) Imaginaarne elliptiline silinder

x21
α2
1

+
x22
α2
2

= −1.

11) Paar imaginaarseid lõikuvaid tasandeid

x21
α2
1

+
x22
α2
2

= 0.

12) Hüperboolne silinder

x21
α2
1

− x22
α2
2

= 1.

13) Paar lõikuvaid tasandeid

x21
α2
1

− x22
α2
2

= 0.
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14) Paraboolne silinder

x23 = 2px1.

15) Paar paralleelseid tasandeid

x23 − α2 = 0.

16) Paar imaginaarseid paralleelseid tasandeid

x23 + α2 = 0.

17) Paar ühtuvaid tasandeid

x23 = 0.
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