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Eessona

Geomeetria on matemaatika haru, mille aineks on kehade kuju ja nende
ruumiliste vahekordade uurimine. Samas oeldakse lahti nende kehade muu-
dest omadustest, nagu naiteks kaal, varvus, tihedus jm. Geomeetria vani-
mat osa tuntakse elementaargeomeetria nime all. Tema algeid leidub juba
Egiptuse ja Babiiloonia matemaatilistes tekstides, mis on kirja pandud juba
teisel aastatuhandel enne meie ajaarvamist. Kujundeid vaadeldakse igapae-
vases ruumis, kusjuures arutluste oigsust pohjendatakse jooniste abil. Ka
kaasajal esineb geomeetria selliseid kasitlusi. Koik soltub sellest, millisel
tasemel on oppekava poolt ette nahtud geomeetriat opetada. Samas on
toimunud geomeetrias, nii nagu kogu matemaatikas, vaga oluline areng. See
areng on toimunud kahes suunas. Esimese suuna rajajaks loetakse saksa
matemaatikut David Hilberti (23.1 1862 — 14.I11 1943). Tema eesmérgiks
oli loobumine geomeetria esitamisest jooniste tasemel. Selleks oli vaja geo-
meetriat, nii nagu igat tosiselt voetavat matemaatilist teooriat, kasitleda
aksiomaatiliselt, mis voimaldab loobuda joonistele toetuvatest toestustest,
asendades need deduktsiooniga. Aastal 1899 esitas tollane Gottingeni iili-
kooli professor David Hilbert oma teoses ” Geomeetria alused” (” Grundlagen
der Geometrie”) elementaargeomeetria aksiomaatika. Tegelikult piitidis ge-
omeetriat aksiomaatiliselt késitleda juba kreeka matemaaik Fukleides (u.
365 — u. 300 e.m.a.) oma teose ”Elemendid” geomeetriat kisitlevas osas,
kus ta votab aksiomaatiliselt kokku eelkaijate saavutused.

Teine oluline suund geomeetria arengus on seotud samuti saksa mate-
maatikuga, seekord Felixz Kleiniga (25.IV 1848 — 22.VI 1925). Aastal 1872
pidas ta Erlangeni iilikoolis avaloengu, mis on saanud tuntuks Erlangen:
programms nime all. Selles esitas ta geomeetria ja teisenduste rithma va-
helise seose. Selgitame seda motet ldhemalt. Nagu teada (eukleidiline)
geomeetria vaatleb ruumi kujundite neid omadusi, mis sailuvad liikumis-
tel. Uhte kujundit loetakse vordseks teise kujundiga, kui iihe neist saab
viia teiseks liikumise abil. F. Klein iitles veidi iildisemalt: liikumiste hulga
asemel voib piirduda ka tema mistahes alamhulgaga, kusjuures vordseteks
loetakse kujundid, mil iiks on saadav teisest teisenduse abil vaadeldavast
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alamhulgast. Teisenduste hulga kitsendamise tulemusena tema alamhulgale
annab teise geomeetria, mis uurib kujundite omadusi, mis ei muutu vaadel-
dava alamhulga teisenduste toimel. Antud kujundite vordsuse moistelt
noutakse kolme loomuliku tingimuse taidetust. Need tingimused on jarg-
mised: 1) iga kujund on vordne iseendaga, 2) kui iiks kujund on vordne
teise kujundiga, siis teine kujund on vordne esimese kujundiga ja 3) kui
iiks kujund on vordne teise kujundiga ja teine kujund on vordne omakorda
kolmanda kujunduga, siis esimene kujund on vordne kolmanda kujundiga.
Osutub, et need kolm nouet ruumi teisenduste alamhulga kohta viivad sel-
leni, et teisenduste alamhulk peab olema riihm. Ruumi kujundite omaduste,
mis sailuvad valitud teisenduste rithma korral, hulka nimetatakse selle riih-
ma geomeetriaks. Valides erinevaid teisenduste riithmi, saame vaadeldava
ruumi erinevaid geomeetriaid.

Molemad suunad on tanaseni labi teinud iisna suure arengu. Seda
on paljuski voimaldanud matemaatika areng iildse, seejuures esmajoones
(lineaar)algebra areng. Kéesoleva geomeetriakursuse terviklikkuse huvides
on algebra need osad, mis on vajalikud meil, on esitatud uuesti, kuid ilma
toestusteta. Meie esmaseks sihiks on anda mitmete (punkti)ruumide ak-
siomaatiline kasitlus. Seega loobutakse naitlikust kasitlusest, kasitlusest
jooniste abil. Selle kasitluse eeliseks on veel see, et vaadeldav ruum ei pea
tingimata olema kolmemootmeline. Ruumi moode voib olla kuitahes suur
— ruum on paljumootmeline. Ruum voib olla isegi lopmatumootmeline.
Sek korral on kiill valistatud punkti koordinaatide kasutamine, sest neid
ei ole punktidel lihtsalt olemas. Ruumide aksiomaatika andmisel on vaja-
lik algebras kasitletud teadmisi rithmade ja vektorruumide kohta. Tege-
likult on vajalikud ka teadmised kujutuste kohta, mida siin ei meenutata.
Eeldatakse, et lugejal on need meeles. Vektorruumide iilevaate esitamisel
tutvutakse ka selliste vektorruumidega, milles on antud skalaarkorrutamine.
Olenevalt skalaarkorrutise definitsioonist, saadakse eukleidiline, pseudoeuk-
leidiline voi siimplektiline vektorruum. Kasutades vektorruumi moistet,
saame anda niiiid esimese ruumi aksiomaatika, milleks on afiinne ruumsi ak-
stomaatika. Kui vektorruumiks votame eukleidilise, pseudoeukleidilise voi
stiplektilise vektorruumi, saame eukleidilise, pseudoeukleidilise voi siimplek-
tilise afiinse ruumi. Jargmiseks ruumiks, mille aksiomaatikani me tahame
jouda, on projektiivne ruum. Selleks aga peame uurima afiinse ruumi ja
tema eritiiibi — eukleidilise afiinse ruumi — kvaadrikute geomeetriat. Meie
jaoks on esmajoones vajalik kvaadrikute afiinne ja ortogonaalne klassifikat-
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sioon. Niiid same anda projektiivse ruumi aksiomaatika ja seejarel ka
pogusalt tutvuda selle ruumi ehitusega. Projektiivse ruumi moiste kaudu
joutakse kahe viimase siin vaadeldava ruumi moisteni. Nendeks on ellipti-
line ja hiiperboolne ruum. Viimana ruum on tuntud ka Lobatévski ruumina.
Sellega meie tutvus erinevate ruumidega piirdub.

Teiseks meie kursuse oluliseks aspektiks on vaadeldud ruumide geo-
meetria, s.o. Erlangeni programm. Koigi eespool vaadeldud ruumide korral
saab vaadelda nende ruumide automorfismide rithmi, et oleks selge , mis
on nende ruumide geomeetria. Seletame veidi tapsemalt. Alustada tuleb
hoopis kordamisega. Meenutatakse vektorruumi lineaarteisendustega seo-
tud moisteid. FErilist huvi pakuvad bijektiivsed lineaarteisendused, mille
hulk kujututuste korrutamise suhtes moodustab rithma. Seda rithma nime-
tatakse automorfismide rithmaks. Kui on tegemist eukleidilise, pseudoeuk-
leidilise voi siimplektilise vektorruumiga, siis loomulikul viisil eraldub valja
automorfismide rithmast alamrithm, mida vastavalt nimetatakse eukleidi-
liseks, pseudoeukleidiliseks voi siimplektiliseks automorfismide rithmaks.
Parast seda ettevalmistavat tood, saame asuda punktiruumide automor-
fismide riithma selgitama. Automorfismide rithma nimetatakse liikumiste
rihmaks. Selleks tuleb kéasitleda afiinse ruumi afiinseid teisendusi. Teeme
seda muidugi aksiomaatiliselt. Meie eesmargiks on vaadelda bijektiivseid
afiinseid teisendusi, sest nende hulk kujutuste korrutamise suhtes on rithm.
See rithm voetakse afiinse ruumi liikumiste rithmaks. Kui vaatleme afiinse
ruumi eritiitipe — eukleidilist, pseudoeukleidilist ja siimplektilist afiinset
ruumi—, siis afiinse ruumi liikumiste rithmast loomulikul teel eraldub valja
alamrihm, mida nimetatakse vastavalt vaadeldava ruumi eukleidiliseks,
pseudoeukleidiliseks voi stimplektiliseks liikumiste rithmaks. Analoogilised
litkumiste rithmad tekivad kolme viimase ruumi — projektiivse, elliptilise
ja hiiperboolse — ruumi korral. Nende rithmade kasitlemine ei mahu kiill
kaesoleva kursuse raamidesse.

Koigis vaadeldud ruumides saab iiles ehitada geomeetria, mis pole
midagi muud, kui nende ruumide alamhulkade omaduste uurimine. See-
juures tuleb piirduda alamhulga nende omadustega, mis sailuvad, kui ku-
jundile rakendame liikumiste rithma elemente. Antud kursuse raamidesse
ei mahu ka iihe voi teise ruumi geomeetria uurimine.

Sellega ka meie geomeetria kursus lopeb. Tegemist on sissejuhatavate
peatiikkidega. Kaasaegne geomeetria on aga muutkondade geomeetria.



1. Ruhm

(Kordamine)

Rithma moiste on geomeetrias vaga oluline. Ilma temata pole suurt
midagi peale hakata. Meenutame moningaid rithmaga seotuid moisteid.

Definitsioon 1.1. Mittetihja hulka G nimetame rihmaks, kui temas
on antud kujutus

- GxG— G (z,y) — xy, (1.1)

mida nimetame korrutamiseks. Korrutamine peab rahuldama jargmisi ak-
s100me.
1° Korrutamine on assotsiatiivne, s.o. iga x,y,z € G korral kehtib

(zy)z = x(yz). (1.2)

2° Hulgas G leidub selline element, tahistame e abil, et iga x € G
korral kehtib
re=x, exr=u. (1.3)

Elementi e nimetatakse ihikelemendiks.
3° Iga elemendi © € G korral letdub hulgas G selline element, tahistame
=1 abil, et
xxT T =e, T x=e€. (1.4)

1

Elementi x= nimetatakse elemendi x poordelemendiks.

Definitsioon 1.2. Riuhma G nimetatakse kommutatiivseks ehk Abeli
rihmaks, kui korrutamine temas on kommutatiivne, s.o.

Ty = yx. (1.5)

Markus. Rithmas kujutust - : G X G — G nimetatakse sageli korru-
tamise asemel littmiseks. Sel korral kirjutatakse

- GxG— G (x,y) — ay
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asemel
+:GxG—G; (z,y)— x+y.

Uhikelementi tdhistame e asemel 6 ja poordelementi -1 asemel —x abil,

nimetades neid vastavalt nullelemendiks ja vastandelemendiks. Kujutust -
voi + nimetatakse rithma algebraliseks tehteks. Igas konkreetses rithmas on
algebralisel tehtel konkreetne sisu.

Naide 1.1. Olgu GL(n,R) n-jirku requlaarsete reaalarvuliste elemen-
tidega maatriksite hulk. Osutub, et see hulk on maatriksite korrutamise
suhtes ruhm.

Meil tuleb kontrollida rithma aksioomide taidetust. Koigepealt tuleb
kontrollida, et maatriksite korrutamine on hulgas GL(n,R) algebraline te-
he. See on toepoolest nii, sest

(X,Y) € GL(n,R) x GL(n,R) <= |X| £0, [Y|#0

korral
I XY|=|X||Y]|+#0<+<= XY € GL(n,R).

Seega aksioom 1° kehtib. Samuti kehtib aksioom 2°. Nimelt iihikelemendiks
on n-jarku tithikmaatriks F, sest |[F| =1# 0ja EX = X ja XE = X iga
X € GL(n,R) korral. Samuti kehtib aksioom 3°. Maatriksi X € GL(n,R)
poordelemendiks on poordmaatriks X 1. Teame |[X 1| = |X|71 # 0,
mistottu X! € GL(n,R). Seega GL(n,R) on riihm. Seda rithma nimeta-
takse taielikuks lineaarrihmaks.

Jargnevas meenutame alamrithma moistet.

Definitsioon 1.3. Rihma G mittetihja alamhulka H nimetatakse
ruhma G alamrihmaks, kui ta on rihma G algebralise tehte suhtes riuhm.

Vahetult on ilmne, et iga x,y € H korral H C G tottu korrutis xy € G,
kuid alamrithmaks olemiseks on sellest vahe. Noutakse xy € H. Osutub, et
alamrithma H iihikelemendiks on rithma G iihikelement ja elemendi x € H
poordelemendiks on rithma G seisukohalt leitud poordelement 1. Kuna
e € (G korral e € H, siis rihma G koikidel alamrithmadel on vahemalt iiks
ithine element — iihikelement e. Alamrithmaks olemist kontrollida definit-

siooni abil on iisna tilikas. Palju lihtsam on kasutada jargmist teoreemi.

Teoreem 1.1. Rihma G mittetihi alamhulk H on alamrihm siis ja
ainult siis kui
r,ye H=—=azy '€ H
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ehk samavaarselt
r,ye H=ayc H, ze€H=—2'€cH.

Jargnevas toome mitmed geomeetria jaoks olulised alamrithmade nai-
ted. Tegemist on taieliku lineaarrithma alamrithmadega.

Votame téieliku lineaarrithma GL(n,R) alamhulga H, mis koosneb
skalaarmaatriksitest, s.o.

H:={zE| z € R},

kus R':= R\ {0}.

Naide 1.2. n-jarku skalaarmaatriksite hulk on taieliku lineaarrihma
GL(n,R) alamrihm.
Toepoolest. On ilmne, et H # (). Mistahes v F,yE € H korral

(zE)(yE)™' = (xE)(y 'E) = (sy " )EE = (zy )E,

kus x # 0 jay # 0 tottu ka 2y~ # 0. Seega (zE)(yE)~! € H. Teoreemi 1.1
kohaselt on n-jarku skalaarmaatriksite hulk taieliku lineaarrithma G L(n, R)
alamrithm.

Naide 1.3. Olgu G wvabalt fikseeritud n-jarku maatriks. Tdieliku li-
neaarrihma GL(n,R) alamhulk

He:={X € GL(n,R)] X'GX =G} (1.6)
on tema alamrihm.
Tdepoolest. Iga X,Y € Hg korral X TGX =G ja Y 'GY = G. Kuna

maatriks Y on regulaarne, siis eksisteerib poordmaatriks Y =1, mille abil
saame seose Y ' GY = @ vasakult poolt avaldada maatriksi G:

G=hHlgv'=xyH'gvy ' =
— G=(y " Hlgy L
Seega
Xy Hhlgxy H=w"H'x"gx)y =y H'gy!=a,
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mistottu Hg on taieliku lineaarrithma G L(n, R) alamrithm.

Valides erinevaid maatrikseid G, saame erinevaid alamrithmi H¢.

1) Kui maatriks G on nullmaatriks 6, siis tingimust (1.6) rahuldavad
koik téieliku lineaarrithma elemendid. Seega Hy = GL(n,R).

2) Kui maatriks G on iithikmaatriks F, siis tingimusest (1.6) saame

Hgp:={X € GL(n,R)| X"EX = E} (1.7)

ehk
X' X=F«= X1=-XxT,

Saadud alamrithma nimetatakse ortogonaalrihmaks ja tavaliselt tahistatak-
se O(n,R) abil.
3) Maatriksiks G votame regulaarse diagonaalmaatriksi, mille diago-
naal on ehitusega
S

1,1,...,1,=1,-1,...,—1.

A\ 7
~"

n

Valitud maatriks on tisna ithikmaatriksi sarnane, mistottu teda tahistame
*FE, abil. Siin s = 0 korral saame iihikmaatriksi. Alamriithma tingimus
(1.6) on kujuga

*O(n,R) :={X € GL(n,R)| X"(°E,)X =° E,}.

Tekkinud alamrihma nimetatakse s € {1,2,...,n} korral pseudo-ortogonaal-
ruhmaks. Kui s = 0, saame ortogonaalrithma.

4) Koosnegu taielik lineaarrithm paarisjarku regulaarmaatriksitest, s.o.
GL(2n,R). Maatriksiks G votame 2n-jarku kaldsiimmeetrilise maatriksi,
mille diagonaalile toetub n teist jarku kaldstimmeetrilist maatriksit

(00).

Ulejéiéinud elemendid on nullid. Seega maatriksi G saame anda otsesum-
mana
L=1¢1l®..0I.

~
n




Tekkinud alamrithma Hj; C GL(2n,R) nimetatakse simplektiliseks riih-
maks. Teda tahistatakse Spo, abil.

Naide 1.4. Eraldame taielikust lineaarrihmast valja alamhulga, mis
koosneb maatriksitest determinandiga 1, s.o.

H:={X € GL(n,R)| |X|=1}. (1.8)

Osutub, et see hulk on tdaieliku lineaarrihma alamrihm.

Toepoolest. Kontrolliks kasutame teoreemi 1.1. Iga X,Y € H korral
I X| = Y| =1. Kuna Y71 = |Y|7! =1, siis [ XY} = | X||[Y 71| = 1.
Seega XY ~! € H. Vaadeldav hulk H on alamriihm.

Jargmise alamrithma naite saamiseks, votame vaatluse alla ortogo-
naalrithma. Iga X € O(n,R) korral XX = E, millest |X'X| = |E|
ehk |X|?> = 1. Seega ortogonaalriihma iga elemendi determinant on 1 voi
—1.

Naide 1.5. Ortogonaalrihma alamhulk
TO(n,R) == {X € O(n,R)| [X|=1}

on tema alamrihm, mida nimetatakse parisortogonaalrithmaks.

Analoogiliselt nagu naite 1.4 korral ndeme, et vaadeldav alamhulk on
alamrithm.

Sellega meie alamrithmade néited piirduvad. Lopuks meenutame fak-
torrithma moistet.

Olgu H rithma G alamrithm. Mistahes elemendi g € G korral moodus-
tame alamhulga

gH :={gz| =€ H},

mida nimetatakse wvasakpoolseks korvalklassiks moodustajaga g alamrihma
H jargi. Kui element g muutub riithmas G, tekib rithma vasakpoolsete
korvalklasside hulk. Rithma elemendi h muutumisel korvalklassis gH kogu
aeg saame hH = gH. Kuna rithma G iihikelement e kuulub igasse tema
alamrithma, siis ka e € H. Seega korvalklass eH = {ex = z| x € H} =
H. Samas voib alamrithma H abil moodustada parempoolsed korvalklassid
Hg := {zg| = € H}, kus g € G. Reeglina parempoolsete korvalklasside
hulk ei iihti vasakpoolsete korvalklasside hulgaga. Vahest voib see nii ka
olla. Kui rithm G kommutatiivne, siis see nii ongi.
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Definitsioon 1.4. Rihma G alamrihma H nimetatakse ruhma G
normaaljagajaks, kui tema jargi moodustatud vasakpoolsete korvalklasside
hulk whtub parempoolsete korvalklasside hulgaga.

Naide 1.6. Tadieliku lineaarrihma GL(n, R) skalaarmaatriksite alam-
rihm H = {zE| x € R’} on normaaljagaja.

Toepoolest. Iga A € GL(n,R) abil moodustame mdlemapoolsed kor-
valklassid. Saame

AH = {A(zFE)| z e R'} ={z(AE)| v e R'} = {z4| z e R’}
ja
HA={(zE)A| zeR'} ={zA|] z R},
millest ndeme AH = HA iga A € GL(n,R) korral. Seega skalaarmaatrik-
site alamrithm on rithma GL(n,R) normaaljagaja.
Rihma G normaaljagaja H korral korvalklasside hulka tahistatakse

G/H. Osutub, et selles hulgas loomulikul teel tekib rithma struktuur. Iga
g1H,g2H € G/H korral korrutamine antakse valemiga

g1H - g2H = (q192)H.

Uhikelemendiks faktorrithmas on korvalklass eH = H rithma G {ihikele-
mendi e jargi. Elemendi gH poordelemendiks on g 1 H.

Naide 1.7. Tdieliku lineaarrihma GL(n,R) korvalklasside hulk tema
skalaarmaatriksite alamrihma jargr on faktorruhm.

Paneme veel kirja selles konkreetses faktorrithmas moni rida eespool
antud korrutamise ja poordelemendi leidmise valemi. Saame

{zA] zeR'}-{zB|] z € R'} ={z(AB)| = € R'},

{zA] z e R} ' ={z47 2R}

11



2. Vektorruum
(Kordamine)

Definitsioon 2.1. Mittetihja hulka V nimetame vektorruumiks tile

reaalarvude R, kut tal on jargmine ehitus.

L.

10

20

30

40

I1.

On antud kujutus
+: VXV —V;, (Z,9)r— Z+7,

mida nimetame vektorite liitmiseks. Vektorite liitmine peab rahuldama
jargmasi aksioome.
Vektorite littmine on assotsiatitvne, s.o. iga T,y,Z € V korral kehtib

Hulgas 'V leidub selline vektor, tahistame 0 abil, et iga ¥ €V
korral kehtib
r4+0=2, 0+7=47.

Vektorit 0 nimetatakse nullvektoriks.
lga vektori © € V  korral leidub hulgas 'V  selline vektor, tahistame
—T abil, et
i+ (%) =0, (-@)+z=0.

Vektorit —% nimetatakse vektori ¥ wvastandvektoriks.
Vektorite littmine on kommutatiivne, s.o. iga T,y € V korral

T+y=y+T
On antud kujutus
R XV —V; (7)) — &7,

mida nimetatakse reaalarvu ja vektori korrutamiseks. Viimane peab
rahuldama jargmaisi aksioome.
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5° Iga ¥ €V korral
12 = 7.

6° Iga &, pe R jaiga T €V korral
(Ep)T = E(pT).

III. Distributitvsused.
7° Iga £ € R jaiga T,y €V korral

(T +Y) =ET+ &Y.
8° Iga &, nu e R jaiga ¥ €V korral

(4 )T = €& + pi.
Vektorite lahutamine antakse valemiga

—»

r—y:=2+ (—y).

Naide 2.1. (m,n)-jirku maatriksite hulk Mat(m,n) on maatriksite
liitmise ja arvuga korrutamise suhtes vektorruum.

Naide 2.2. Hulk
R" := {(z',2%,...,2™)| 2' 2%, .., 2" € R}
on tehete
(', 22, .., 2™) + (v o2, y") = (2t oyt 2 R 2 ")
ja
E(xt,2?, .. 2" = (Ext, €a?, .., Ex™)

suhtes vektorruum.

Antud néide on eelmise niite erijuht R™ = Mat(1,n). Méarkusena
lisame, et geomeetrias iisna sageli kasutatakse iilaindekseid. Naiteks nii
on tehtud paar rida eespool, kirjutades (z!, 22, ...,2™). Algebras sama asja

tahistatakse (x1,za, ..., ).
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Naide 2.3. Reaalarvude hulk on reaalarvude littmise ja korrutamise
suhtes vektorruum.
See niide on eelmise néite erijuht, vottes n = 1. Sel korral R! = R.

Definitsioon 2.2. Me nimetame vektorruumi V mattetuhja alamhul-
ka M tema alamruumiks, kuv M on V tehete — liitmise ja arvuga
korrutamise — suhtes vektorruum (dle reaalarvude R).

Teoreem 2.1. Vektorruumi V  mittetuhi alamhulk M  on tema
alamruum, siis ja ainult siis, kui vektorruumi V  tehted on alamruumi M
teheteks, s.o.

LyeEM—Z+7yeM, (€R, TeM—E&reM
ehk samavaarselt
SpeR, ZgeM=— &7+ uy € M.

Kuna vektorruumi V koikide alamruumide nullvektoriks on tema null-
vektor, siis koikide tema alamruumide tihisosa ei ole tiithi hulk.
Toome kaks triviaalset alamruumi naidet.

Naide 2.4. Vektorruum V on i1seenda alamruum.

Naide 2.5. Vektorruumi nullvektorist koosnev alamhulk {0} on tema
alamruum.

Definitsioon 2.3. Olgu M, Ms,..., My wvektorruumi V alamruu-
mid. Tema alamruumide My, Mas,..., My summaks, mida tahistatakse
M, 4+ M5 + ... + My abil, nimetatakse vektorruumi V alamhulka

M1—|—M2—|——|—M8 =

—

Z:{f:fl—{— 2+...+fs|flEMl,szMg,...,fSEMS}.

Teoreem 2.2. Vektorruumi V alamruumide summa M, + My + ...+
+M; on alamruum.

Definitsioon 2.4. Vektorruumi V alamruumide summat My + My +
... + My nimetame otsesummaks, mida tdhistame NMI{ & My & ... D My
abil, kui igal alamruumil M; (i = 1,2,...,8) on dlejidnud alamruumide
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summaga M1 +Mo+...+M,;_1+M,;1+...+ Mg ainult uks ihine vektor,
nimelt nullvektor 0, s.o.

Mlm(Ml—f—Mg—f——|—Ml_1—|—MH_1-|-—|—MS):{6}, ’ie{,2,...,8}.

Tavaliselt vaadeldakse kahe alamruumi M; ja My summat M + Ms.
Otsesumma M; @ My korral My N My = {0}. Teine tingimus on aga

M, N"M; =M; "M,

tottu taidetud.
Definitsioon 2.5. Olgu dy,ds,...,d,, wvektorruumi V wvektorid.
Hulka

L(ﬁl,ag,...,am) = {:T::flc_il —|—£62—|——|—£6m\ v 51,52,...,€m€R}

nimetatakse lineaarkatteks moodustajatega dy,ds, . .., apy,.
Teoreem 2.3. Vektorruumi lineaarkate L(dy,ds,...,0dm) moodusta-
jatega @i, ds,...,a, € V on tema alamruum.

Uheks fundamentaalmoisteks vektorruumis on vektorsiisteemi lineaar-
ne soltuvus (soltumatus).

Definitsioon 2.6. Vektorsisteem:
{dy,do,...,a4m}
nimetame lineaarselt soltuvaks (lineaarselt soltumatuks) kui vorrandil
&1 + &l + ...+ &ndy =0

on enam kui ks lahend (ainult ks lahend).

Vektorsiisteemi lineaarse soltuvuse (soltumatuse) kindlaks tegemine
definitsiooni alusel on sageli vaevarikas. Olukorda lihtsustavad jargmised
teoreemid.

Teoreem 2.4. Uhevektoriline vektorsisteem {@} on lineaarselt soltuv
si1s ja ainult siis, kui @ on nullvektor, s.o. a = 0.

Jareldus 2.1. Uhevektoriline vektorsiisteem @ on lineaarselt séltumatu
si1s ja ainult siis, kui vektor a ei ole nullvektor, s.o. a # 0.
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Teoreem 2.5. Vektorsisteem

milles on vahemalt kaks vektorit, s.o. m > 2, on lineaarselt soltuv siis ja
ainult sits, kui selle vektorsisteemi mingi vektor on avaldatav tema tlejaa-
nud vektorite kaudu.

Jareldus 2.2. Vektorsiisteem {dy, da,...,am}, kus m > 2, on
lineaarselt soltumatu siis arnult siis, kui sellest vektorsiisteemist et saa aval-
dada uhtegi vektorit selle vektorsisteemi ulejaanud vektorite kaudu.

Teoreem 2.6. Vektorsusteem, millel on lineaarselt soltuv alamsus-
teem, on lineaarselt soltuv.

Jareldus 2.3. Lineaarselt soltumatu vektorsusteem ei sisalda nullvek-
torit.

Jareldus 2.4. Nullvektorit sisaldav vektorsiusteem on lineaarselt sol-
tuv.

Vektorsiisteemi lineaarse soltumatuse moiste voimaldab vektorruumis
anda baasi moiste.

Definitsioon 2.6. Vektorruumi: V wektoritest moodustatud vektor-
susteems

nimetatakse tema baasiks, kui see vektorsusteem on esiteks lineaarselt soltu-
matu ja teiseks vektorruumi 'V  iga vektor avaldub selle vektorsusteems
vektorite kaudu.

Baasi definitsioonist ei jareldu, et iga vektorruum peab omama baasi.
Kui vektorruumil on baas, siis on iisna loomulik, et see baas ei ole ainus.
Tekib kiisimus, kas kuidagi on seotud vektorite arv erinevates baasides.
Jargmine teoreem toob asjasse selgust.

Teoreem 2.7. Vektorruuma koikides baasides on samapalju vektoreid.

Definitsioon 2.7. Vektorruumsi, millel puuduvad baasid, nimetatakse
lopmatumootmeliseks ehk lopmatudimensionaalseks vektorruumiks.

Definitsioon 2.8. Vektorruumi, millel on baas(id) olemas, nimeta-
takse loplikumootmeliseks ehk loplikudimensionaalseks vektorruumiks. Vek-
torite arvu baasis nimetatakse vektorruumi mootmeks ehk dimensiooniks.
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Kui loplikumootmelise vektorruumi V moode on n, siis tahistame teda
V™ abil.

Teoreem 2.8. Loplikumootmelise vektorruums V™ iga lineaarselt sol-
tumatut vektorsisteemi {€1, €3, ..., €mn} saab m < n korral tdiendada
selle vektorruums baasins.

Jargnevas me tapsustame tahiseid. Naiteks vektorruumi V™ baasi
{€1, €3, ..., €} edaspidi tahistame lithemalt {€;} abil. Siin indeksi 4
asemel voib kasutada mistahes teist véikest ladina tahte. Seega {€;} = {€x}.
Ka teatavat tiiiipi summasid hakkame tahistama lithemalt. Seejuures veen-
dume {ilaindeksite kasulikkuses. Teeme seda konkreetse naite abil. Vek-
torruumi V" iga vektori & saab avaldada baasi {€;} kaudu. Kasutades
kordajate tahistamiseks iilaindekseid voime selle kirjutada

n
r=xe€e+xex+..+xr'e,<—xr= xe;.
i=1

Albert Einstein lihtsustas summamargi abil antud kirjutist, jattes sum-
mamargi Y ., lihtsalt dra. Seega

n
E 1716—;' = acléi.
=1

Siit saame reegli: kui valemis on kaks iihesugust indeksit, millest iiks on tilal
ja teine all, siis toimub nende jargi summeerimine. Summeerimise interval
on reeglina eelnevast tekstist teada. Naiteks

oy =2ty + 2y + o+ 2y, W= w4 wh L Wl

Definitsioon 2.9. Olgu {€;} vektorruumi V" baas. Me saame iga
vektori T € V" avaldada baasi kaudu jirgmisel kujul ¥ = z'€;. Arve
b, 22, ..., 2™ viimases summas nimetatakse vektori T koordinaatideks baasil
{&;}. Vektorit ¥ koordinaatidega x', 22, ..., x™ tihistame T = (z1,22,...,2")
ehk lihidalt T = (2°).

Teoreem 2.9. Vektori koordinaadid igal baasil maaratakse theselt.

Opereerimisel vektoritega on oluline jargmine teoreem. Ta on aluseks
koordinaatide meetodile —me voime vektorite asemel opereerida tema koor-
dinaatidega.

17



Teoreem 2.10. Vektorite littmisel, lahutamisel ja vektort arvuga kor-
rutamisel tuleb koordinadid vastavalt litta, lahutada ja sama arvuga korru-
tada.

Erinevatel baasidel on ilmselt vektoril erinevad koordinaadid. Selgi-
tame seda niiiid tdpsemalt. Vektorruumis V™ iileminekut baasilt {€; } teisele
baasile {€;’} tdhistame liihidalt {€;} — {€;’}. Kuna iga vektori saab
avaldada baasi kaudu, siis saame ka uue baasi iga vektori €; ' avaldada vana
baasi kaudu:

n

- / | — - / | — .

e, = E CZ@j@@i ZCgej, Z€{1,2,.--,n}-
Jj=1

Moodustame maatriksi C', mille i-ndas veerus on vektori €;’ koordinaadid

ci,c?, ..., c? baasil €;. Seega
i G Cn
c— | o N PN (). (2.1)
e h

Juhime tahelepanu sellele, et iilaindeks on maatriksi reaindeks. Maatrik-
sit C' nimetame baasiteisenduse maatriksiks tileminekul baasilt {€;} baasile
{€;'}. Kui baasiteisendus {€;} — {€;’} toimub maatriksi C' abil, siis
kasutame tipsemat tihist {€;} —< {€;’}. Algebra kursusest teame, et
baasiteisenduse maatriks on regulaarne. Veelgi enam: kui votame n-jarku
regulaarse maatriksi C' ja moodustame baasist {€;} valemite (2.1) abil vek-
torsiisteemi {¢;’}, siis saame baasi. Nagu sai 6eldud, on baasiteisendus-
maatriks C regulaarne. Seega eksisteerib temal poordmaatriks C ~1. Tema
elemente tdhistame ¢ abil. Baasiteisendustel on kolm olulist omadust,
mida algebra kursuses tavaliselt ei rohutata. Lugejal palume kontrollida
jargmiste omaduste oigsust.

Omadused. Vektorruumi V™ baasiteisendustel on jargmised omadu-
sed:

1° {a} S {a}y={a'} < {a):
2° {6—;} —E> {6—;},
3° {ea) = {a’}, {a'y @ {a"}={a} <% {&"}.
Jatkame oma mottekaiku jargmiselt. Tahistame vektorruumi V" baa-
side hulka B(V,) abil. Fikseerime temas mingi baasi {égo)} e B(V"™).
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Nimetame seda baasi algbaasiks. Iga baasi, nende seas ka algbaasi, saab
avaldada algbaasi kaudu, saades iiheselt maaratud, seejuures regulaarse,
baasiteisendusmaatriksi. Tekib kujutus

p: B(V") — GL(n,R); {é&}r— o({e}=0C,
kus maatriks C' = (Cz ) saadakse avaldisest €; = cj_g Osutub, et see
kujutus on bijektiivne, s.0. sama-aegselt mJektnvne ja surjektiivne. Veen-
dume selles. Oletame, et leidub baaside paar, mil {(?gl)} + {552)}, kuid

go({éf.l)}) = go({éf)}). Avaldame need baasid algbaasi kaudu. Me saame
avaldistest ‘

551) _ (1)64 {o) 42 CJ 40)
baasiteisendusmaatriksid C; = ((1 ) Ja Co = ((z)cg). Kujutuse ¢ definit-
siooni kohaselt go({égl)}) =(C] ja go({ei }) = (5. Seega

p({e") = (e} = 01 = o = Ve = B = (&M} = (&1,

Oleme saanud vastuolu tehtud oletusega. Seega kujutus ¢ on injektiivne.
Néitame niitid kujutuse ¢ siirjektiivsuse, s.0. ¢(B(V")) = GL(n,R).
Selleks on vaja niidata, et iga regulaarse maatriksi C' = (¢]) korral leidub

selline baas {€;}, mis ¢ abil kujutub maatriksiks C. Selleks baasiks on

vektorsiisteem {€;} moodustatuna valemiga €; = cf _§ ). Algebra tarkuse

kohaselt moodustatud vektorsiisteem on baas. Kujutuse ¢ definitsiooni ko-
haselt tema kujutub vabalt valitud maatriksiks C'. Olemegi naidanud, et ku-
jutus ¢ on siirjektiivne. Silmas pidasdes hulkade isomorfismi moistet, lubab
bijektiivse kujutuse ¢ olemasolu 6elda, et baaside hulk B(V™) isomorfne
hulgaga GL(n,R). Tegelikult on ju GL(n,R) rithm. Osutub, et see asjaolu
toob loomulikul moel ka rithma struktuuri baaside B(V"™) hulka. Seejuures
olulised on veidi eespool kirja pandud baasiteisenduste omadused ja kuju-
tuse ¢ definitsioon. Kuna ¢ on bijektiivne, siis leidub tal poordkujutus
1. GL(n,R) — B(V"™), mis muuseas on ka bijektiivne. Algebra kur-
susest teame, et baaside B(V"™) hulgas tekib algebraline tehe jargmiselt

*:B(V") x B(V") — B(V");  ({€:}{a@i}) — {&} ~ {d;} =
= ((e({&}) - (p({ai})
mille suhtes baaside hulk B(V™) on rithm. Margime, et selles riithmas
tihikelemendiks on algbaas {égo)}. Mistahes baasi {€;} poordelemendiks

on {&} ' = He({&}) ™).
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3. Ruutvormid
(Kordamine)

Ruutvormi moiste antakse bilineaarvormi moiste kaudu. Olgu V vek-
torruum iile reaalarvude R.

Definitsioon 3.1. Kujutust f : V x V — R nimetatakse bilineaar-
vormiks, kui ta on lineaarne kummagi argumend: suhtes, s.o.

&' + 82,9 =& f(Z1,7) + £ f (22, 1),

F(& 5+ &) = f(@0) + EF(Z, 7).

Viimased tingimused on matemaatilise induktsiooni abil iildistatavad
enam kui kahe vektori lineaarkombinatsioonile:

J(€%%a,y) = " f(Za,y),  f(Z,8%a) = 7 f(Z, ¥a)-

Definitsioon 3.2. Bilineaarvormi f : V x V. — R nimetatakse
summeetriliseks, kui

Definitsioon 3.3. Olgu f : V x V — R stimmeetriline bilineaar-
vorm. Kujutust

F:V —R; F(&):=f(Z7)

nimetatakse ruutvormiks.

Meenutame fakte bilineaarvormi kohta, kui vektorruum on lopliku-
mootmeline: 'V = V™. Baasi {€;} korral mistahes vektorid Z,5 € V"
on avaldatav baasi kaudu kujul &£ = z'€; ja ¥ = y'€;. Bilineaarvormi jaoks
saame

f(&,9) = f(z'€;, v €;) = f(&, €)'y = ajz'y’,
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kus a;; := f(€;,€;). Maatriksit A := (a;;) nimetatakse bilineaarvormi maat-
riksiks baasil {€;}. Stimmeetrilise bilineaarvormi maatriks on siimmeetrili-
ne, sest

aij = f(€:,€;) = [(€},€) = aji < AT = A

Ruutvormi jaoks saame F(¥) = a;jx'z/. Maatriksit A sel korral nimetatakse
ruutvormi maatriksiks. Bilineaarvormil (ruutvormil) on igal baasil oma
maatriks. Selgitame kuidas ta muutub baasiteisendusel. Baasiteisenduse
{&;} - {&;'} korral valem €;’ = ¢!€&; annab baasteisenduse maatriksi C,
mis seob bilineaarvormi (ruutvormi) maatrikseid A = (a;;) ja A" = (ai;)
saaduna valemitest

A5 = f(gz',gj), a;'j = f(gi /753' /)

jargmiselt o
al, =c.clay; <= A =CTAC. (3.1)

S

Kuna maatriks C' on regulaarne, siis viimasest saame r := rankA = rankA’,
mis litleb, et bilineaarvormi (ruutvormi) maatriksi astak igal baasil on
ihesugune. Seega astak r on bilineaarvormi (ruutvormi) jaoks invariantne
moiste.

Definitsioon 3.4. Bilineaarvormi (ruutvormi) astakuks nimetatakse
tema maatriksi astakut.
Tavaliselt noutakse, et ruutvormi astak rank F' on vahemalt 1.

Teoreem 3.1. Vektorruumis V" leidub selline baas {€;}, milles siim-
meetrilise bilineaarvormi (ruutvormi) maatriksil A on diagonaalkuju —

A O ... 0 0 ... 0
/01 A2 0O O 0\
0O O 0 O 0

kus A1, A2, ..., A\, on nullist erinevad arvud, sest rank A = r. Sel korral
F(Z2,7) = Malyt + Xoz?y? + . 4+ May” (3.2)
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ja
F(2) = M(z1)? 4+ Xa(2?)? + ... + N (27> (3.3)

Definitsioon 3.5. Siummeetrilise bilineaarvormi (ruurvormsi) viimast
kuju (3.2) ((3.3)) nimetatakse tema kanooniliseks kujuks.

Baas, milles stimmeetriline bilineaarvorm (ruutvorm) on normaalkuju-
ga, pole iiheselt maaratud; neid on tegelikult 1opmatult palju. Kanooniliste
kujude seas on iiks eriline.

Teoreem 3.2. Vektorruumis V'™ leidub selline baas {€;}, milles siim-
meetrilise bilineaarvormi (ruutvormi) maatriksil A on jirgmine diagonaal-
kuju

1 0 0 O 0 0 0
0 1 0 O 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
A o0 ... 0 -1 ... 0 0 ... 0 . (3.4)
0 0 0 O -1 0 0
0 0 0 O 0 0 0
0 0 0 O 0 0 O)

Olgu viimases maatriksis diagonaalil 1 ja —1 arvu tahistatud vastavalt s ja
t abil. Seejuures s 4+t = r. Sellise baasi korral

f(Z,9) = eyl + 22y + . asy® — Tyt — 2Ty,
F(f) — ($1)2 + (172)2 4+ ($8)2 o ($8+1)2 _ (Q?T)Q.

Definitsioon 3.6. Simmeetrilise bilimeaarvormi (ruutvormi) viimast
kuju nimetatakse tema normaalkujuks.

Margime, et neid baase, milles normaalkuju saadakse on ka lopmatult
palju.

Teoreem 3.3 (Inertsiseadus). Siummeetrilise bilineaarvormi (ruut-
vormi) kdikides kanoonilistes kujudes on thepalju posititvseid kordajaid ja
samutt thepalju negatitvseid kordajaid.
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Edaspidi pakuvad meile huvi spetsiifilised ruutvormid. Selleks on vaja
meenutada ruutvormide liigitust ehk klassifikatsiooni. Jamedam klassifikat-
sioon tehakse tema astaku jargi, mis voib muutuda iithest kuni vektorruumi
mootmeni. Peenem klassifikatsioon saadakse 7417 ja”—1" arvu jargi maat-
riksis (3.4) normaalkuju korral. Meid huvitavad requlaarsed ruutvormid, s.o.
sellised, mil rankF = dimV"™ = n. Regulaarsetest ruutvormidest omakorda
kaks erijuhtu — positiivselt ja negatiivselt maaratud ruutvormid.

Definitsioon 3.7. Ruutvorm: F' : V — R nimetatakse positiivselt

( negatiivselt ) mddratuks, kui iga nullvektorist erineva vektori & € V korral
F(Z) >0 (F(¥) <0).

Teoreem 3.4. Ruutvormi nimetatakse requlaarseks, posititvselt maa-
ratuks ja negatitvselt madratuks ruutvormiks, kui tema normaalkujuks on
vastavalt

F(@)=(@")* 4+ ...+ (@) = ()2 - .. — (2")? se{0,1,...,n}, (3.5)
F(Z) = (2')* + ... + (a2")?,
F(£) = —(zh? — ... — (™))%

Ruutvormi n-jarku maatriksil on vastavalt kuju

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
A= 0 0 0 —1 o o0 |’ A=E, A=-FE
0 0 0 0 -1 0
\0 0 0 0 0 —1)
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4. Eukleidiline, pseudoeukleidiline ja
sumplektiline vektorruum

Selles punktis vaatleme eri tiitipi vektorruume.

Definitsioon 4.1. Skalaarkorrutamiseks vektorruumis V tle R nime-
tatakse kujutust

(, ):VxV—R; (Z,9)— (L),
kui ta rahuldab jargmisi aksioome
1° (1 + &5, ) = £4(T1, 9) + (22, 9),
2° (%, 691 + E1h) = 1T, 1) + (T, ),
3° (T, ) = (U, %),
{

4° (2,8 >0, (Z,7)=0+<=7=0.

Definitsioon 4.2. Vektorruum: V, mulles on antud skalaarkorru-
tamine eelmise definitsiooniga, nimetatakse eukleidiliseks wvektorruumiks.
Viimast tahistame V asemel suure triki tahega E.

Definitsioonist 4.1. naeme, et skalaarkorrutamine kahe esimese ak-
sioomi kohaselt on bilineaarvorm. Kolmas aksioom titleb, et see bilineaar-
vorm on siimmeetriline. Seega skalaarkorrutamine tekitab ruurvormi, mis
neljanda aksioomi tottu on positiivselt maaratud ruutvorm.

Jargnevas arutelus eeldame, et eukleidiline vektorruum on loplikumoot-
meline dimE = n ehk E = E". Vottes baasi {€;}, saame leida vektorite
T ja ¥ koordinaadid, mis saame avaldistest & = z'¢; ja ¥ = y’€;. Viimaste
abil omakorda saame

(@,7) = ('€, y7€;) = (€, &;)a"y’.
Téhistame baasivektoripaaride skalaarkorrutisi g;; := (€;, €;). Saame
(Z,y) = gijmiyj-
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Tekib n-jarku maatriks G := (g¢;;). Kuna g;; = (€;,€;) = (€}, €i) = gji, siis
maatriks G on siimmeetriline: G = G. Vektori skaalarkorrutis iseendaga
annab positiivselt maaratud ruutvormi

(Z, %) = gijo'a’. (4.1)
Definitsioon 4.3. Vektori & pikkuseks nimetatakse arvu
=/ (Z,%).

Kuna # # 0 korral (Z,Z) > 0 ja ainult # = 0 korral (Z, Z) = 0, siis nullvek-
torist erineva vektori ja ainult tema korral |Z| > 0 ning nullvektori ja ainult
tema korral |0] = 0. Seega

#4012 >0, =0« |7]=0.

P66rdume tagasi ruutvormi (4.1) juurde. Ruutvormi jaoks leidub baas {€; },
kus tal on normaalkuju. Kuna meie ruutvorm on veel positiivselt maaratud,
siis see normaalkuju on jargmine

(¥, %) = (a:l)2 + (9132)2 + ...+ (913”)2
Sel korral G = FE.

Definitsioon 4.4. Baasi, milles ruutvormi (4.1) maatriks, s.o. ska-
laarkorrutise maatriks G on thikmaatriks ehk ruutvorm (Z,Z) on normaal-
kujul, nimetame ristbaasiks.

Osutub, et ruutvormi (Z, ) maatriks G on igal baasil regulaarne. Veen-
dume selles. Olgu G ja G’ ruutvormi (¥, ¥) maatriksid erinevatel baasidel
{€;} ja {€;'}. Ruutvormide teooriast teame

{(g}-9Ye'y =G — G =C"GC.
Kui {€;} on ristbaas, siis G = E. Seega
G'=C'EC=C"C=|¢'|=|CTC|=|CT||C|=|C?.

Maatriksi C' regulaarsuse tottu |G| = |C|? # 0. Kuna baas {€; '} on suva-
line, siis olemegi naidanud, et G on regulaarne. Lisaks viimasest valemist
ndeme, et igal baasil |G| > 0.
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Selgitame kui palju on eukleidilises vektorruumis ristbaase. Tahistame
ristbaaside hulka B+ (E") abil. Ilmselt B+(E") C B(E"). Fikseerime iihe

ristbaasi {égo)}, nn. algbaasi. Mistahes ristbaasi {€;}, nende seas ka alg-

baasi, saab avaldada algbaasi kaudu {éﬁo)}—c{é’,—}. Kuna ristbaaside korral
G = FE ja G = E, siis lihtsustub ka valem G = CTG©(C |, saades
E = CTC. Seega algristbaasist kdigi ristbaaside kittesaamiseks tuleb baa-
siteisendusemaatriks C' € GL(n,R) valida nii, et C'C = E. Maatriks C
on jarelikult ortogonaalmaatriks. Saime: baasiteisendusmaatriks C' kuu-
lub ortogonaalrithma O(n,R), mis on, nagu teame, téieliku lineaarrithma
GL(n,R) alamriihm. Pikemalt peatamata mérgime, et ristbaaside hulk
B+ (E™) on isomorfne ortogonaalriihmaga O(n, R). Selle niitamine toimub
analoogiliselt $ 2, kus néaitasime, et vektorruumi baaside hulk on isomorfne
tiieliku lineaarriithmaga. Bijektiivseks kujutuseks v : B+(E") — O(n,R)
kolbab kujutus ¢ : B(V™) — GL(n,R), vaadeldes teda ainult ristbaaside
hulgal.

FEnne kui asume jargmist tiipi vektorruumi vaatlemisele, me anname
m < n korral eukleidilise vektorruumi E™ alamruumi M" ortogonaaltaiendi
moiste.

Definitsioon 4.5. FEukleidilise vektorruumi E™ alamruumi M™ or-
togonaaltdiendiks, mida tahistame M | abil, nimetame tema alamhulka

M, ={ZeE"|Z Ly, VyeM"}
Kuna ¥ 1 ¢ <= (Z,9) = 0, siis viimase valemi saame anda samavéarselt
M, ={ZeE"|(Z,9) =0 Vye M™}.

Teoreem 4.1. Alamhulk M | on vektorruumi E™ alamruum, kusjuures
dimM| =n—m, s.o. M| =M ja

M"+M]""=M"eoM|™" =E".

Vottes mistahes alamruumi M™, saame eukleidilise vektorruumi E™
esitada kahe omavahel ristuva alamruumi otsesummana E” = MM’ ™™,
Nende alamruumide baasid koos vaadatuna annavad ilmselt kogu euklei-
dilise vektorruumi baasi. Vottes alamruumist M’ ™™ omakorda alamruumi
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Q! , saame leida tema ortogonaaltiiendi le_m_l. Eukleidilise vektorruumi

E™ saame esitada kolme omavahel ristuva alamruumi otsesummana
En — Mm D Ql D Q?__m_l-

Analoogiliselt voib vajaduse korral jatkata.
Asume jargmist tiiipi vektorruumi vaatlemisele. Selleks muudame
veidi skalaarkorrutise definitsiooni 4.1.

Definitsioon 4.6. Skalaarkorrutamiseks vektorruumis V tle R nime-
tatakse kujutust

() VXV —=R; (Z,7)— (.9,
kui ta rahuldab jargmisi aksioome
1° (€131 + §202, §) = E1(T, §) + E3(T2, §),
2° (Z,&' + &) = £1(T i) + E4(, §a),
3° (7,9) = (¥, ©),
4° (Z,d) =0, VTe V<= a=0.

Definitsioon 4.7. Vektorruumi: V, mulles on antud skalaarkorru-
tamine eelmise definitsiooniga, nimetatakse pseudoeukleidiliseks vektorruu-
miks.

Kui vorrelda viimast skalaarkorrutamise definitsiooni 4.6 eukleidilise
vektorruumi skalaarkorrutise definitsiooniga 4.1, siis muudetud on ainult
viimast neljandat aksioomi. Tulemused, mis tuginevad kolmele esimesele
aksioomile, on samasugused nagu eukleidilise vektorruumi korral, seega
iilekantavad. Pseudoeukleidilise vektorruumi skalaarkorrutamine on siim-
meetriline bilineaarvorm. Jarelikult tekib ka ruutvorm. See ruutvorm ei
pea olema positiivselt maaratud, sest see tugineb skalaarkorrutamise nel-
jandale aksioomile, mida aga muutsime, vorreldes eukleidilise vektorruumi
skalaarkorrutamise neljanda aksioomiga.

Oletame niiiid, et pseudoeukleidiline vektorruum on loplikumootme-
line: V = V" mis garanterib baaside olemasolu. Iga baasi {€;} korral
mistahes kaks vektorit & ja ¢ saame avaldada tema kaudu kujul & = z'¢;
ja ¥ = y'e;. Nii nagu eukleidilise vektorruumi korral saame kahe vektori
skalaarkorrutise nende vektorite koordinaatide kaudu valemiga

@7@ = gijxiyj7
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kus g;; = (€, €j). Tekib ka n-jarku stimmeetriline maatriks G = (g;;).
Selgitame, mis jareldub seekord skalaarkorrutise neljandast aksioomist.
Avaldades vektori a baasi kaudu a = a'€;, saame neljanda aksioomi

(Z,d), VZe V" <= d=0.
kirja panna koordinaatides
(gija?)z’ =0, V(z' 27, ..,2") € R" = (a',d*, ...,a") = (0,0,...,0).

Viimase avaldise implikatsiooni mérgist = vasemal asuv osa litleb, et iihest
vorrandist koosneval homogeensel lineaarvorrandisiisteemil (gwaj) =0
iiherealise maatriksiga

(g1;07 go;07 ... gn;a?) (4.2)

on lahenditeks koik vektorruumi R"™ vektorid. Seega vaadeldava homogeen-
se vorrandi lahendiruumi modde on dim R"™ = n, mistottu maatriksi (4.2)
astak on vaadeldava vorrandi tundmatute arv miinus lahendiruumi moode,
s.0. n—n = 0. (Oeldu tuleneb, nagu teame, lineaarvorrandisiisteemi teoo-
riast.) Jérelikult maatriksi (4.2) esimest jarku miinorid, s.o. selle maatriksi
elemendid, on koik vordsed nulliga. Saame

gleLj =0, ggjaj =0, .., gnjaj =0 <= gijaj =0, 1€ {1,2, ,n}

Viimast voime vaadelda n-vorrandist koosneva homogeense lineaarvorrandi-
ststeemina

gijr! =0, i€ {1,2,...,n}, (4.3)

mille lahendiks on skalaarkorrutamise neljanda aksioomi kohaselt

=l
—~
—
S
\V)
S
S
N——r
I
—~
=
=
=)
N——r

Jarelikult lineaarvorrandisiisteemi (4.2) lahendiruum koosneb ainult null-
vektorist (0,0,...,0) € R™. Lahendiruumi modde on seega null, mistottu
stisteemi (4.3) maatriksi G = (g;;) astak on n—0 = n. Jarelikult maatriksil
G leidub n-jarku nullist erinev miinor. Selleks on maatriksi G determi-
nant. Seetottu |G| # 0. Skalaarkorrutamise definitsiooni 4.6 neljandast ak-
sioomist saime, et baasil {€;} skalaarkorrutamise maatriks G on regulaarne.
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Nii on igal baasi korral, sest baas {€;} on valitud vabalt. Niiiid vGime ka
nii delda, et ruutvorm (#, #) = g;;2'x’ regulaarne. Ruutvormide teooria
kohaselt leidub selline baas {€;}, milles ruutvormil (#, ¥) on normaalkuju,
mis tédnu valemile (3.5) on jargmine

(778 = (212 4 o+ (@) — (@2 — = @), s e {0,1,..,n}, (4.4)

sest s +t = n. Ruutvormi maatriks G sellel baasil on

1 0 0 0 0 0 \
0 1 0 O 0 0
0 0 1 0 0 0
G = 0 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 -1 0
\0 0 0 0 0 -1

Selle maatriksi peadiagonaalil on 741" ja 7 —1” arvu tahistatud vastavalt s
ja t abil. Viimast maatriksit tahistame G ='FE,,. Me eeldame, et viimases
maatriksis on peadiagonaalil vahemalt iiks ”—17. Juhul ¢ = 0 saame euklei-
dilise vektorruumi, mida on juba vaadeldud. Seega t € {1,2,...,n}, millest
jareldub, et pseudoeukleidilisi vektorruume on n erinevat tiiiipi. Pseudoeuk-
leidilisi vektorruume tahistame V" asemel E™ abil. Defineerime vektori &
pikkuse nagu eukleidilise vektorruumi korral sama valemiga

Sellest valemist naeme, et pseudoeukleidilises vektorruumis iithe osa vek-
torite pikkuse ruut on positiivne (sel korral ka nende vektorite pikkus on
positiivne), teise osa vektorite pikkuse ruut on null (sel korral ka nende vek-
torite pikkus on null) ja kolmanda osa vektorite pikkuse ruut on negatiivne
(nende vektorite pikkus on puhtimaginaarne).

Definitsioon 4.8. Vektoreid pikkusega 0 nimetatakse pseudoeuklei-
dilise vektorruumsi isotroopseteks vektoriteks.

Definitsioon 4.9. Baasi, milles ruutvormil (Z,%) on normaalkuju,
nimetatakse ka pseudoeukleidilise vektorruumsi korral ristbaasiks.
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Selgitame ka siin, kui palju on ristbaase. Tahistame pseudoeukleidilise
ruumi ristbaaside hulka B+(;E™) abil. Ilmselt B+(;E™) C B(;E"). Fiksee-

rime iihe ristbaasi {é§o)}, nn. algbaasi. Mistahes ristbaasi {€;}, nende seas

ka algbaasi, saab avaldada algbaasi kaudu {éﬁo)}—c{é’,—}. Kuna ristbaa-
side korral G®©) = 'E,, ja G = 'E,,, siis tdpsustub valem G = CTG©C,
saades 'F,, = CT'E, C. Seega algristbaasist saame kdik ristbaasid kiitte,
kui baasiteisendusmaatriks rahuldab saadud tingimust. Seega maatriks C
muutub pseudoortogonaalriithmas ‘O(n, R), mis on, nagu teame, tiieliku
lineaarrithma GL(n,R) alamriihm. Pikemalt peatamata mérgime, et rist-
baaside hulk BL(¢{E™) on isomorfne pseudoortogonaalriihmaga 'O(n,R).
Selle naitamine toimub analoogiliselt §2, kus néaitasime, et vektorruumi
baaside hulk on isomorfne taieliku lineaarrithmaga. Bijektiivseks kuju-
tuseks ¢ : BL(E") — ‘O(n,R) kolbab kujutus ¢ : B(V") — GL(n,R),
vaadeldes teda ainult ristbaaside hulgal.

Asume viimast tiilipi vektorruumi vaatlemisele. Selleks me muudame
skalaarkorrutamise definisiooni veel.

Definitsioon 4.10. Skalaarkorrutamaiseks vektorruumis V dle R ni-
metatakse kujutust

(, ): VXV —R; (Z,9)— (Z,7),

kui ta rahuldab jargmisi aksioome
1° (17 + €272, 9) = E1(T1, §) + §3(T2, ),
2° (Z,8M 1 + 20a) = £4F, 4h) + (T, ),
3° <f7g> = _<g7 f>7
4° (Z,d), YEeV <= ad=0.
Definitsioon 4.11. Vektorruumi V, milles on antud skalaarkorru-
tamine eelmise definitsiooniga, nimetatakse sumplektiliseks vektorruumaiks.
Stiimplektilist vektorruumi tahistame V asemel Sp abil. Kui vorrelda
stiimplektilise vektorruumi skalaarkorrutamise definitsiooni 4.10 pseudoeuk-
leidilise vektorruumi skalaarkorrutamise definitsiooniga 4.6, siis muudetud
on ainult kolmandat aksioomi. Skalaarkorrutamine ei ole enam stimmeet-

riline, vaid on kaldsiimmeetriline. Esimese ja teise aksioomi kohaselt on
skalaarkorrutamine ka siin bilineaarvorm, mis kolmanda aksioomi tottu ei
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ole enam stimmeetriline, vaid on kaldsimmeetriline. Seetottu ei teki siin ka
ruutvormi. Vottes kolmandas aksioomis i = I, saame

(Z,7) = —(Z,%) <= 2(Z,7) = 0 <= (X, %) = 0 <= |z| := /(Z,Z) = 0.

Naeme, et stiplektilises vektorruumis koigi vektorite pikkused on vordsed
nulliga, mis on paris illatav.

Siit alates eeldame, et simplektiline vektorruum on loplikumootmeline,
niiteks mootmega m. Seega temas on olemas baasid. Iga baasi {€;} korral
mistahes kaks vektorit & ja ¢ saame avaldada tema kaudu kujul & = z'¢;
ja ¥ = y'e;. Nii nagu eukleidilise vektorruumi korral saame kahe vektori
skalaarkorrutise nende vektorite koordinaatide kaudu valemiga

<J—7), g} = Qzﬂ?ly],
kus g;; 1= (€;,€;). Tekib maatriks G = (g;;), mis on kaldsiimmeetriline,
sest
gi; = (€,8,) = —(&;,8) = —g;i = G| = —G.
Nagu pseudoeukleidilise vektorruumi korral saame ka siin, et skalaarkorru-

tamise maatriks G on regulaarne, s.o. |G| # 0. See on voimalik ainult siis
kui simplektilise vektorruumi moode on paarisarv. Toepoolest, sest

Gl =1G"|=|-Gl=(-1)"C],

millest |G| # 0 tottu saame 1 = (—1)™. Viimane saab kehtida ainult
paarisarvulise m korral, s.o. m = 2n. Loplikumootmelist siimplektilist
vektorruumi tihistame Sp>".

Kahjuks jargnevas ei saa me kasutada ruutvormi teooriat, et leida rist-
baasi analoog. Vastav toestus peab toimuma teiste vahenditega. Toestuseta
konstateerime, et leidub selline baas {€;}, mille korral skalaarkorrutamise
2n-jarku maatriks G on jargmise ehitusega. Maatriksi GG diagonaalile toetub
n teist jarku kaldsiimmeetrilist maatriksit

(%, 0).

Ulejéiéinud elemendid on tal aga nullid. Eespool tahistame sellist maatriksit
1,, abil. Maatriksi I,, saame anda lihidalt otsesummana

Lh=10l®..0l.

n
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Sellise baasi korral

2n—1 2n
x x
+ .t |y2n—1 2

Definitsioon 4.12. Simplektilise vektorruumi Sp" baasi, mille kor-
ral skalaarkorrutamise maatriks on kujuga I,, , nimetatakse stimplektiliseks
baasiks.

Selgitame ka siin kui palju on stimplektilisi baase. Tahistame nende
hulka B°(Sp") abil. Ilmselt B°(Sp®") C B(Sp®"). Fikseerime iihe siimp-

lektilise baasi {é§o)}, nn. algbaasi. Mistahes siimplektilise baasi {€; }, nende

seas ka algbaasi, saab avaldada algbaasi kaudu {éﬁo)}—c{é’,—}. Kuna siimp-
lektiliste baaside korral G(®) = I,, ja G = I,,, siis tdpsustub tuntud valem
G =CTGPI(C, saades G = CTI,C. Seega stimplektilisest alghaasist saame
koik siiplektilised baasid katte, kui baasiteisendusmaatriks rahuldab saadud
tingimust. Seega maatriks C' muutub siimplektilises rithmas Spy,, mis
on, nagu teame, téieliku lineaarriithma GL(2n,R) alamrithm. Pikemalt
peatamata mérgime, et siiplektiliste baaside hulk B*(Sp®") on isomorfne
siimplektilise rithmaga Spo,,. Selle naitamine toimub analoogiliselt $ 2, kus
naitasime, et vektorruumi baaside hulk on isomorfne taieliku lineaarrithma-
ga. Bijektiivseks kujutuseks 1 : B5(Sp*") — Spay, kolbab varasem kujutus
¢ : B(V?) — GL(2n,R), vaadeldes teda ainult siimplektiliste baaside
hulgal.
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5. Afiinne ruum. Eukleidiline, pseudo-
eukleidiline sumplektiline afiinne ruum

Selles punktis vaatleme niinimetatud punktiruume. Koolis kui ka korg-
koolis tavaliselt vaadeldakse ruumi igapaevases ettekujutuses. Tegemist on
tavalise kolmemootmelise eukleidilise ruumiga. Arutelud toimuvad jooniste
abil. Meie anname ruumi moiste aksiomaatiliselt. Seejuures ruumi moode
voib olla kuitahes suur, isegi lopmatu. Ruumi moiste kasitlus viiakse samale
tasemele nagu on see kombeks algebras materjali esitamisel.

Definitsioon 5.1. Mittetuhja hulka A tile vektorruumi V nimetatakse
afiinseks ruumaiks, kui on antud kujutus

+:AXxA— A (X,7)— +(X, %) :=X + 7,

mis rahuldab kahte jargmist aksiooms.
1° Iga X € A jaiga Z, 7€V korral X + (Z+9y) = (X +7) + 7.
2° Iga X,Y € A korral vorrandil X +Z =Y on olemas lahend ja seejuures

ainult uks. Seda lahendit tdhistame T := )ﬁ/ abil.
Afitnse ruumi elemente A, B, ..., XY, ... € A nimetame punktideks.

Definitsioon 5.2 Afiinse ruumi A defineerimiseks kasutatud vektor-
ruumi V nimetame tema sihiruumiks.

Jargnevas teeme moningad jareldused afiinse ruumi definitsioonist. Sa-
mas kasutame ka vektorruumi elementaarseid omadusi. Lugeja toestuste
lugemisel iga vordusmargi juures ilmselt selgitab, mida on kasutatud.

Jareldus 5.1. Iga punkti X € A korral vorrandil X + ¥ = X on ks
ja sama lahend & = 0.
Toestus. Aksioomi 2° kohaselt vorrandil X +Z = X on lahend olemas

ja seejuures ainult liks. Seda lahendit leppisime tahistada & = X X . Leiame
selle lahendi:

X+Z7=X<=X=X+TZ=X+(@+0) =
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=(X+@)+0=X+0+= X+0=X.

Seega vorrandi X + & = X lahendiks on & = ﬁ =0. &
Jareldus 5.2. Vorrandite X + =Y ja Y + ¥ = X lahendid on

teineteise vastandvektorid, s.o. Y*X2 = —72.
Toestus. Aksioomi 2° kohaselt nendel vorranditel X +Z = Y ja

Y + ¥ = X on lahendid olemas, mida eespool lubasime tahistada )ﬁ ja
ﬁ. Viimased muidugi rahuldavad vastavat vorrandit. Seetottu

X+XY =Y, Y4YX=X
Arvutame:

YH(YXA4XY) = (Y4Y X)+XY = X+ XY =V <= Y +(Y X+ XY) = V.
Saime, et vorrandi Y + £ = Y lahendiks on ﬁ + )W . Eelmise jarelduse

kohaselt on lahendiks ka 0. Lahendi iihesuse tottu peavad need lahendid
ithtuma. Saame

YX+XY =0« VX =—XYV. &

Jareldus 5.3. Iga kolme punkti X,Y,Z € A korral

XY +YZ=XZ.
Toestus. Teame, et vorranditel
X+z=Y, Y+y=2 X+7=Z
on olemas (itheselt madratud) lahendid, mida me téhistame
f:ﬁ, y_’zﬁ, z:)_(?,
mis muidugi rahuldavad vastavaid vorrandeid, s.o.
X+XY =Y, Y+YZ=2, X+XZ-=2.
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Teiselt poolt
X+()ﬁ>/+)7z>) = (X+W)+ﬁ — Y1V =7 — X+(W+ﬁ) = 7.

Seega, 5(7 kui ka )ﬁ' + ﬁ on vorrandi X + 2 = Z lahendiks. Lahendi
iithesuse tottu

XY+YZ=XZ. &

Jareldus 5.4. Vordused X+ =Y ja 072+£ = W on samavdaarsed.
Toestus. Kui X + 7 = Y, siis fikseerides afiinses ruumis A vabalt

mingi punkti O, tekib punktikolmik O, X Y. Jarelduse 5.3 kohaselt 072 +
)ﬁ/ = (ﬁ/ ehk ¥ = )ﬁ} tottu OT% + T = (ﬁ/ . Arutleme vastupidises
suunas. Eeldame 072 + 7 = W . Siit ¥ = 07 — OT% , mille jarelduse
5.2 kohaselt saab kirjutada ¥ = OY\‘ + XO\ = XO\ + OY\‘ = XY\‘. Seega
X+Z=X+XY =Y. &

Jareldus 5.5. Afiinne ruum on isomorfne oma sthiruumiga.

Toestus. Hulkade isomorfismi moiste kohaselt on vaja konstrueerida
bijektiivne kujutus ¢ : A — V. Viimase defineerimiseks fikseerime vabalt
afiinses ruumis A mingi punkti O. Iga punkti X € A korral saame vorrandi

O 4+ & = X tiheselt maaratud lahendi 073 € V abil defineerida kujutuse
¢ : A — V valemiga X — ¢(X) = OX. Osutub, et see kujutus

on bijektiivne, s.o. injektiivne ja siirjektiivne. Injektiivsuse naitamiseks
definitsiooni kohaselt on vaja veenduda, et alati

X #Y = o(X) #¢(Y).

Selle vaite oigsus toestatakse tavaliselt vastuvaiteliselt. Oletatakse, et lei-
dub punktipaar X,,Y, € A, et

Xo # Yo = ¢(Xo) = p(Ys).

Kujutuse ¢ definitsiooni kohaselt

o(Xo) = (Vo) = OX, = OY, = OY, — OX, =0,
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millest omakorda jarelduse 5.2 abil saame

OY. + X0 =0« X0+ O0Y. =0.

Siit jarelduse 5.3 abil saame X, §o — 0. Uhelt poolt jarelduse 5.1 kohaselt

X, +0 = X, ja teiselt poolt X, = X, + 0= X, + m = Y,, s.o.
X, = Y,. Saime vastuolu tehtud oletusega. Seega alati X # Y korral ka
o(X) # p(Y). Kujutus ¢ : A — V on injektiivne.

Stiirjektiivsuse naitamiseks on vaja veenduda, et kujutus ¢ on pealeku-
jutus, s.o. ¢(A) = {p(X)|X € A} = V. Teisiti éeldes, vaja on naidata,
et iga & € V korral leidub sobiv punkt X € A, et p(X) = Z. Punktiks X
sobib punkt X := O + &. Toéepoolest, sest p(X) = (O + &) = Z. Saime,
et kujutus ¢ : A — V on siirjektiivne. Kokkuvottes on ¢ bijektiivne.
Jareldus 5.5 on toestatud. &

Vahetult viimasest jareldusest ndeme, et afiinse ruumi saame jargmise
hulgana

A={A+Z| 7 € V}. (5.1)

Siin punkti O on tahistatud tahega A.

Definitsioon 5.3. Afiinse ruumi mootmeks nimetatakse tema sihiruu-
mi moodet: dim A :=dim V.

Naeme, et afiinne ruum voib olla ka lopmatumootmeline, sest sihiruum
voib olla seda. Kui afiinne ruum on 1oplikumootmeline, naiteks mootmega
n, siis tdhistame afiinset ruumi A" abil.

Definitsioon 5.4. Afiinse ruumi A™ reeperiks nimetame hulka, mis
koosneb selle ruumi mingist punktist O ja sihiruumi mingist baasist {€;}.
Punkti O nimetame reeperi alguspunktiks. Reeperit tihistame {O;é€;} abil.

Definitsioon 5.5. Punkti X € A™ kohavektoriks reeperi {O;é€;} korral
nimetatakse vorrandi O + & = X theselt madratud lahendivektorit 072 .

Definitsioon 5.6. Punkti X € A" koordinaatideks reeperi {O;é€;}
korral nimetatakse tema kohavektori OT% koordinaate sihiruumi baasil {€;}.

Seega, avaldades OT% = z'¢;, saame punkti X koordinaatideks z’. Me

kirjutame X (21,22, ...,2™) ehk liihidalt X (z*). Punkti koordinaadid antud
reeperi korral maaratakse iiheselt, sest kohavektor ja tema koordinaadid,

36



nagu teame, maaratakse iitheselt. Ilmselt punktil erivate reeperite kor-
ral on erinevad koordinaadid. Loomulikult tekib tahtmine teha kindlaks
kuidas teisenevad punkti koordinaadid iileminekul iihelt reeperilt {O;eé;}

teisele nn.uuele reeperile {O’;€;’}. Selleks peame arvatavasti kirjeldama
uue reeperi asendit vana (esialgse) reeperi suhtes. Teeme seda. Vorrandist

—
O + & = O’ saame uue reeperi alguspunkti O’ kohavektori £ = OO’. Aval-

—— .
dades selle baasi {€;} kaudu valemiga OO’ = c'€;, saame alguspunkti O’
koordinaadid (c*), s.0. O’(c"). Omakorda avaldame uude reeperisse kuuluva
baasi {€; '} vanasse reeperisse kuuluva baasi {€;} kaudu:

&' =dé;, ie{l,2,...,n} = C = () e GL(n,R).

Néaeme, et uue reeperi asend maaratakse n + n? arvu abil. Nendeks on ¢ ja
C = (c]), mis vormistame spetsiifilise ehitusega (n + 1)-jarku maatriksina:

7

1 0 0 0
o-|¢ a e e | (5.2)
c" c} b cr

Selle maatriksi esimeses veerus, alates teisest elemendist, on O’ koordinaa-
did. Alates teisest reast ja teisest veerust on baasiteisendusmaatriks C.
Maatriksit C' nimetame reeperiteisendusemaatriksiks. Edaspidi reeperitei-
sendust {O;¢€;} — {O’;€;'} tihistame tipsemalt {O;¢&;} <+{0';¢€;'},
niidates dra ka reeperiteisendusemaatriksi. Maatriks C on regulaarne, sest
IC| = |C| # 0. Jarelikult C € GL(n+1,R). Vaib arvata, et punkti X
vanad koordinaadid (z%) ja uued koordinaadid (%) on seotud maatriksi C
elementide abil. Punkti koordinaadid on kohavektori koordinaadid. Seega

, — .
nad saame avaldistest OT% = z'¢; ja O'X = &'e;. Kui viimased valemid
kuidagi omavahel siduda, siis saavad ka punkti X vanad ja uued koordi-
nadid omavahel seotud. See on ka voimalik, sest kolme punkti O, O’ ja X
korral jarelduse 5.3 abil saame

7 / A 7= o A ) A N
00 %—OX:OX1 = ce+re; —r'e; =0 (c —acjcj—ac)ei:O:>

— b — ' =0 = 2" =t + (5.3)

J J
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Siin viimasel sammul kasutasime baasi {€;} lineaarset soltumatust. Valem
(5.3) annab punkti vanad koordinaadid uute kaudu.
Jargnevas selgitame reeperiteisenduste omadusi.

_ Omadus 5.1. Triviaalse reeperiteisenduse {O; €; } i>{O; €; } maatriks
C' on (n+ 1)-jarku ihikmaatriks, mida tihistame E abil, sest on ehitusega
(5.2).

~ ~ H .o
Toéestus. Praegu O’ = O, mistottu OO’ = (ﬁ Jarelduse 5.1 kohaselt
O? = (. Jarelikult ¢ = 0 iga i € {1,2,...,n} korral. Uude reeperisse ku-

—

uluva baasi puhul €, = & = §’¢€;. Siin ¢ on Kroneckeri siimbol. Seega

C = (67) on n-jirku ithikmaatriks. Reeperiteisendusemaatriksiks (5.2)

paegu on seega (n + 1]-jarku iihikmaatriks, mis muuseas on taieliku lin-
eaarrithma GL(n + 1, R) iithikelement. &

Omadus 5.2. Kahe jarjestikuse reeperiteisenduse

{0:6} 240¢e"}, {056} BH0":¢ "}

korral resultantreeperiteisenduse

{05 €} Q{O”;é} ”}
maatriks C on maatriksite A jo B korrutis A_B, s.o0. C = AB.
Toestus. Paneme kirja maatriksite A, B ja C' elemendid. Need saame
avaldistest
00' =d'é;, 0'0"=v¢', 00" =%
ja

- / - / —

o j—»_ > I __ i ) o .
i =adle;, e"=ble’, &"=ce,.

e
Maatriksid A = (a?), B = (b)) ja C' = (c!) on reeperiteisenduste poolt

(2

indutseeritud baasteisendusmaatriksid. Voime kirjutada
{e) Hey, {ay e, {ay -SHa’)

kus A, B,C € GL(n,R). Reeperiteisendusemaatriksiteks valemi (5.2) ko-
haselt praegu on

1 0 0 0 1 0 O 0
i al af al al 5_ bt bi bl bt
a™ at ay an b" b} by bl
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ja

1 0 O 0
11 1 1

— ct ¢ ¢ ... cC
C = 1 2 n
c” c} b cr

Siin A, B,C € GL(n + 1,R). Maatriksi C elemendid saab leida ka teisiti,
arvestades

\

00" =00 +0'0" = a'é;, + V&' = a'&; + b a’é;

= (a' + bjaé-)éi.
Koordinaatide iihesuse tottu
c' :ai—i—bja;- — :ai—l—a;bj. (5.4)
Edasi saame kirjutada
;" =bie, = biale;.

Silmas pidades maatriksite korrutamise definitsiooni, saame

¢ =bfal = alb <= C = AB. (5.5)
Osutub, et C = AB. Maatriksite A ja B vahetu korrutamise teel saame
1 0 O 0 1 0 O 0
15 at al a} ... al bt bl b3 ... b _

a™ al ay ar b" b} bY bl
1 0 0 0
| et +ajt? ajb] ajby a;bl,
a" + a?bj a?b{ a?bg e a?b;fl

Vorreldes valemitega (5.4) ja (5.5), saamegi, et C = AB. &

Omadus 5.3. Ku: tlemainek thelt reeperilt teisele toimub maatriks:

C abil, siis tileminek teiselt reeperilt esimesele toimub péérdmaatriksi c !
abil, s.o.

(0;8} C406} = {048} & {08},
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Toestus. Téhistame otsitava reeperiteisenduse {O';¢€; '} — {O;€;}
maatriksit X abil. Kuna tegu on reeperiteisendusemaatriksiga, siis ta on
chitusega (5.2). Omaduste 5.2 ja 5.1 kohaselt CX = FE, millest saame

X=C" @&

Teoreem 5.1. Hulk, mis koosneb (n+ 1)-jarku maatriksitest ehitusega

1 0 0 0
1 1 1 1
- T T xT xT
_ 1 2 n
X = ,
n n n n
T Xy Ty x,

on tdieliku lineaarrihma GL(n + 1,R) alamrihm. Seda alamrihma nime-
tame afiinseks rihmaks ja tihistame GL(n+ 1,R) .
Toestus. Teoreemi 1.1 kohaselt on vaja naidata, et

X,V €GL(n+1,R) — XY € GL(n+ 1, R),

XecGL(n+1,R)= X €GL(n+1,R).

Need kaks fakti on kontrollitud omaduse 5.2 ja 5.3 toestamisel. &
Hakkame niitid vaatlema afiinse ruumi A" reeperite hulka, mida té&-
histame R(A™) abil. Selle hulga ehituse uurimiseks fikseerime temas va-

balt iihe reeperi {O(o); éﬁo)}, mida nimetame algreeperiks. Mistahes reeperi
{O; €;} saab avaldada algreeperi kaudu {O(o);égo)} L5{0;¢é;}, kusjuures
reeperiteisendusemaatriks C' € G(A"). Tekib kujutus

p:R(A") — GL(n+ LR); {0:;6} — o({0;€}) :=C,

mis on bijektiivne. Kuna kaks analoogilist toestust on vektorruumi baaside
juures olnud, siis bijektiivsuse naitamise jatame lugejale. Oleme toestanud
teoreemi.

Teoreem 5.2. Afiinse ruumi A™ reeperite hulk R(A™) on isomorfne
afiinse rihmaga GL(n + 1, R).

Jargnevas anname afiinse ruumi m-tasndi moiste. Viimane tildistab
tavalise ruumi tasandi moistet. Fikseerime afiinses ruumis A vabalt mista-
hes punkti A ja sihiruumi V mistahes m-mootmelise alamruumi M™.
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Definitsioon 5.7. Afiinse ruumi A m-tasandiks nimetame tema

alamhulka
A+M"™ ={A+ 7 7M™}

Siin punkt A kuulub m-tasanndile. Selleks tuleb votta & = 0. Viimases
definitsioonis punkt A ei ole mingis erilises rollis, nagu naeme jargmisest
teoreemist.

Teoreem 5.3. Iga punkti B € A+ M™ korral m-tasandid A+ M™ ja
B + M™ uhtuvad, s.o. A+M™ =B+ M.

Toestus. Kuna punkt B € A+ M™, siis definitsiooni 5.7 kohaselt
leidub sobib vektor b € M™, et A+ b = B. Viimasest jarelduse 5.2 kohaselt
B+ (—b) = A. Iga punkti X € B + M™ korral leidub sobiv vektor # € M™,
et X = B + &, millesse me asendame punkti B. Saame X = (A +b) + & =
A+ (I;—i— Z). Kuna M"™ on alamruum, siis I;, FeM™tottuka b+ 7 € M™,
mistottu

(XeB+M"—=XecA+M")=— B+M" CA+M".

Vastupidi. Iga punkti X € A+M™ korral leidub sobiv vektor & € M™,
et

—

X=A+Z= B+ (-b)+Z=DB+(~b+7).
Kuna vektor —b + 7 € M™, siis
XeA+M"= XecB+M") = A+M" C B+M™.
Kookuvottes oleme naidanud, et

BeA+-M"=—= A+M"=B+M". &

Jareldus 5.6. Afiinne ruum A" on n-tasand, kusjuures mdaravaks

vektorruumiks on tema sihiruum.
Toestus. Jéareldub valemist (5.1). &

Teoreem 5.4. Afiinse ruumi A iga m-tasand A + M™ on afiinne
ruum sthiruumiga M™.

Toestus. Kontrollime m-tasandi A+ M™ korral afiinse ruumi definit-
siooni taidetust. Nagu teoreemis 5.3 selgus voib m-tasandi definitsioonis
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A+M™ ={A+ | ¥ M} punkti A asendada mistahes teise punktiga
sellelt m-tasandilt. Seega

VX e A+ M" = A+M" ={X+ 7| e M"}.

Afiinse ruumi A definitsioonis 5.1 olev kujutus + : A x V — V tekitab
kujutuse + : A + M"™ — A + M'™ valemiga

(X,Z) — X 4+ 2.

Ilmselt A + M™ C A ja M™ C V tottu afiinse ruumi A definitsiooni
5.1 aksioomidest 1° ja 2° jareldub nende aksioomide kehtivus m-tasandi
A+ M™ korral. &

Definitsioon 5.8. Afiinse ruumi igat m-tasandit nimetame tema
alamruumiks.

Definitsioon 5.9. Afiinse ruumi A™ (n — 1)-tasandit nimetatakse
hiipertasandiks, 1-tasandit sirgeks ja 2-tasandit tasandiks.

Leiame m-tasandi parameetrilised vorrandid vektor- ja koordinaatku-
jul.

Lahtume m-tasandi definitsioonist

A+M" ={X=A4A+y] ye M™}.
Saame m-tasandi vorrandiks
X=A+vy, VyeMm™.
Votame afiinse ruumi A™ mistahes reeperi {O;¢;}. Jareldus 5.4 lubab kir-
jutada
—
OX =04 + 7.

Siin vektorid 073 ja (74 on punktide X ja A kohavektorid, milliseid valemite

kompaktsema esitamise huvides tahistame & := (ﬂk jaa:= (ﬁ Jarelikult
m-tasandi vektorvorrandiks kohavektorite kaudu saame

F=a+7y, VijeM™. (5.6)
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Selles vorrandis vektorid @ ja £ on antud m-tasandil fikseeritud punkti
A ja muutuva punkti X kohavektorid. Vektor y on m-tasandit maarava
sihiruumi M™ muutuv vektor.

Votame alamruumi M™ mistahes baasi {57, o, ..., i, }, lihidalt {s,}.
Siin a € {1,2,...,m}. Vektori 3 saame avaldada selle baasi kaudu

J=1t'3 + 125 + ... + t™5,, <= § = t°5,.

Kuna vektor ¢ on muutuv vektor, siis ¢!,¢2,...,t™ muutuvad reaalarvude
hulgal.

Lopuks paneme kirja m-tasandi vektorvorrandi (5.6) koordinaatides.
Valemis (5.6) olevad vektorid avaldame reeperisse kuuluva baasi kaudu,
millega tulevad sisse nende vektorite koordinaadid. On o6igus kirjutada

r=2a'€;, d=a'€;, 8§,=Ss,6.

Asendades vorrandisse (5.6), kergesti saame

' =a'+t%s", i€{l,2,..,n} (5.7)
Viimased on m-tasandi vorramdid koordinaatides. Kuna punkti koordi-
naatideks on kohavektori koordinaadid, siis valemis (5.7) on m-tasandi muu-
tuva punkti X koordinaadid z* avaldatud m-tasandi fikseeritud punkti A
koordinaatide ja alamruumi M"" baasivektorite s, koordinaatide kaudu.

Valemist (5.7) erijuhul saame sirge ja tasandi parameetrilised vorrandid
tavalises ruumis. Sirge korral m=1. Seega sihiruumist voetav alamruum
M! on ithemootmeline. Tema ainsat baasivektorit tdhistame s abil. Sirge
parameetrilisteks vorranditeks (5.7) abil saame

o' =a"+ts' VteR, ie{l,2, ... n} (5.8)

Kui nendes vorrandites parameeter ¢ muutub reaalarvude alamhulgal, siis
me votame sirge punktidest ainult osa punkte. Reeglina alamhulgaks on
mingi 16ik [t1,to], kusjuures t1 < to.

Definitsioon 5.10. Punktihulka {X}, mille punktide X koordinaadid
(x') rahuldavad vorrandeid

o' =a'+ts' Vtet,ta], i€{l,2, ..,n}, (5.9)
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nimetame sirgloiguks otspunktidega B(b') ja C(c'), kus b = a® + t15° ja
¢t = a' + t2s', ja tihistame BC abil.

Definitsioon 5.11. Punkti D(d"), kus d* = a'+ 2 (t1 +t2)s’, nimetame
loigu BC' keskpunktiks.

Nieme, et d° = 2(bi+c?). Kuna DB = OB—-0D = (b'—d') = L(b*—c)
ja DC = OC — 0D = (¢' — d') = %(c' — b?), siis vektorid DB ja DC on
teineteise vastandvektorid: I_)ﬁ = —?.

Punkti lopuosa pithendame afiinse ruumi eri tiiiipidele, milleks on euk-
leidiline, pseudoeukleidiline ja siimplektiline afiinne ruum.

Definitsioon 5.12. Afiinset ruumi A sihiruumiga V nimetame vas-
tavalt eukleidiliseks, pseudoeukleidiliseks voi stumplektiliseks afiinseks ruu-
miks, kui sthiruumiks 'V on eukleidiline, pseudoeukleidiline voi sumplektiline
vektorruum.

Loplikumootmelist eukleidilist, pseudoeukleidilist ja siimplektilist
afiinset ruumi tahistame vasravalt £7, ;€™ ja Sp*".

Definitsioon 5.13. Loplikumootmelise eukleidilise, pseudoeukleidilise
votr stumplektilise afitnse ruumi reeperit nimetame vastavalt ristreeperiks,
(samuti) ristreeperiks voi stimplektiliseks reeperiks, kui temasse kuuluva si-
hiruumi baas on kas ristbaas, (samuti) ristbaas voi stplektiline baas.

Enne kui liheme edasi, koneleme vahepeal afiinse rithma GL(n +1,R)
kolmest alamriihmast.

Nagu teame koosneb afiinne rithm maatriksitest ehitusega

1 0 0 0
1 1 1 1
— T €T T ... T
_ 1 2 n
X = :
n mn n n
AL xn
kus . . )
ry Ty ... T
X=| i, € GL(n,R).
n n n
Ty o Ly,

Me eraldame afiinsest rithmast valja erinevaid alamhulki. Esimene neist on
selline, kus maatriksis X sisalduv maatriks X muutub taieliku lineaarrithma
GL(n,R) alamrithmal O(n,R), s.o. ortogonaalrithmal. Tahistame vaadel-
davat alamhulka O(n + 1,R) abil. Osutub, et see hulk on afiinse rithma
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alamrithm. Tdepoolest. Kuna iihikmaatriks F € O(n+1, R), siis vaadeldav
hulk ei ole tiithi. Edasi on vaja kontrollida, et

VX, Y €O(n+1,R) = XY ' €O(n+1R). (5.10)

Veendume selles. Eelduse kohaselt

1 0 0 0 1 0 0 0
v _[* =1 | v | v ow v Un
" ) xy T, y" oyt Yy Yn
kus ) , )
Ty T T, Yty - Yp
X=1 .. ... Y=
xry Ty Ty, (LR - R T

kuuluvad ortogonaalriihma X,Y € O(n,R). Leiame maatriksi Y poord-
maatriksi. Saame

1 0 O 0
vi_ |7 W m Un
A T Un

Siin (77) on maatriksi Y poordmaatriksi ¥~ elemendid, s.o. Y1 = (7)),
jay' ==y’ Oeldu digsuse kontrolliks voib veenduda, et korrutis Xy '

on ithikmaatriks. Jaib veel leida korrutis XY

1 0 0 0 1 0 0 0
<7 '_|* # oo | [T T T Un | _
A Ty, vt Ul Y Un
1 0 0 0
_ | s & %



kus 2° = z* + a:;@j ja z; = azé@‘; Siin z; on maatriksi XY 1 € O(n,R)
elemendid. Olemegi niidanud, et O(n + 1,R) on afiinse rithma GL(n,R)
alamrithm. Seda (alam)rithma nimetame ortogonaalseks afiinseks rihmaks.

Niiiid me eraldame afiinsest rithmast valja kaks jargmist alamhulka,
mis on samuti afiinse rithma alamrithmad. Esimene neist on selline, kus
maatriksis X sisalduv maatriks X muutub tiieliku lineaarrithma GL(n, R)
pseudoortogonaalalamrithmal ‘O(n, R). Téahistame vaadeldavat alamhulka
tO(n+1,R) abil. Osutub, et see hulk on afiinse rithma alamrithm. Nimeta-
me (alam)riihma 'O(n+1,R) pseudoortogonaalseks afiinseks rihmaks. Tei-
ne hulk on afiinse rithma GL(2n + 1, R) alamhulk, mis koosneb (2n + 1)-
jarku maatriksitest X, millesse kuuluv 2n-jirku maatriks muutub téieliku
lineaarrithma G L(2n, R) stimplektilisel alamrithmal Sps,,. Seda afiinse riih-
ma alamriuhma Spe, nimetame stuplektiliseks afiinseks rihmaks ja tahistame
Sp,,, abil. Tinu ortogonaalse afiinse riihma toestusele on ilmne, et need
kaks alamhulka on afiinse rithma alamrithmad.

Sonastame toestuseta kaks teoreemi. Toestused on jaetud lugejale, sest

analoogiline toestus on eespool olemas.

Teoreem 5.5. Loplikumaootmelise eukleidilise afitnse ruumi E™ ristree-
perite RT(E™) (pseudoeukleidilise afiinse ruumi ;E™ ristreeperite R’ (;E™))
hulk on isomorfne eukleidilise afiinse rihmaga O(n + 1, R)( pseudoortogo-
naalse afiinse rihmaga tO(n + 1, R)).

Teoreem 5.6. Loplikumootmelise siimplektilise afiinse ruumi Sp?™
stimplektiliste reeperite RE(Sp*™) hulk on isomorfne siimplektilise afiinse
ruhmaga Spy,,.
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6. Vektorruumi lineaarteisendused
(Kordamine)

Kaesolevas punktis meenutame moisteid ja teoreeme algebra kursusest.
See on vajalik jargmise punkti esitamiseks.
Olgu V ja V' vektorruumid iile reaalarvude.

Definitsioon 6.1. Kujutust A : V. — V' nimetatakse lineaarkuju-
tuseks, kui iga £1,6%2 € R ja ¥1,%2 € V korral

A(ETE) + £32) = £ A(Z)) + EA(Z).
Viimast valemit saab matemaatilise induktsiooni abil laiendada enam

kui kahe vektori lineaarkombinatsioonile: A(£'%;) = £4A(F;).

Naide 6.1. Nullkujutus
0:V—V' T 0(F):=0v

on lineaarkujutus.
Lineaarkujutusel on rida omadusi. Sonastame need.

Omadus 6.1. Lineaarkujutuste A : V. — V' ja B : V! — V7’
korrutis

BA:V — V", #+—— BA(Z) := B(A(Z))
on lineaarkujutus.
Omadus 6.2. Lineaarkujutuse A: V — V' korral A(Oy) = Oy,
Omadus 6.3. Lineaarkujutuse A:V — V' korral A(—%) = —A(Z).

Omadus 6.4. Olgu A : V — V' lineaarkujutus. Iga tema alamruumi
M C V korral on kujutishulk A(M) = {A(Z)| £ € M} vektorruumi V'
alamruum.
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Omadus 6.5. Lineaarkujutus A : V. — V' kujutab vektorruumi
V lineaarselt soltuva vektorsiisteemi vektorruumi V' lineaarselt soltuvaks
vektorsusteemaiks.

Omadus 6.6. Olgu A:V — V' lineaarkujutus. Kui {dy,ds, ..., dpm}
on alamruumi M C 'V moodustajad, siis {A(d1), A(ds), ..., A(d@m)} on
alamruumi A(M) C V' moodustajad.

Definitsioon 6.2. Lineaarkujutust A : V. — V nimetatakse li-
neaarteisenduseks.

Tahistame Hom V abil vektorruumi V lineaarteisenduste hulka. Sellel
hulgal tekivad loomulikul teel jargmised tehted.

Definitsioon 6.3. a) Kujutust
HomV x HomV — HomV; (A,B)— A+ B
antuna valemiga
T — (A+ B)(Z) := A(Z) + B(¥)

nimetatakse lineaarteisenduste A ja B summaks.
b) Kujutust

HomV x HomV — HomV; (A,B)+— AB

antuna valemiga

7 — (AB)(Z) := AZ)(B(Z))

nimetatakse lineaarteisenduste A ja B korrutiseks.
c) Kujutust

Rx HomV — HomV; (§,A) —¢A

antuna valemiga

Tr— (EA)(T) := EA(T)

nimetatakse arvu & ja lineaarteisenduse A korrutiseks.
Nende tehete korrektsusele annab vastuse jargmine teoreem.
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Teoreem 6.1. Lineaarteisenduste summa, korrutis ja arvu kordne on
lineaarteisendused, s.o.

A Be HmV, EeR— A+ B, AB, A€ Hom V.

Definitsioon 6.4. Bijektiivseid lineaarteisendusi nimetatakse auto-
morfismideks. Vektorruumi V automorfismide hulka tihistame Aut V abil.
Vahetult on ilmne AutV C Hom V.

Teoreem 6.2. Automorfismide hulk Aut’V on hulgal Hom V antud
lineaarteisenduste korrutanise suhtes ruhm.
Margime, et selle rithma iihikelemendiks on samasusteisendus

E:V—=YV, ¥—E&X) =17

Jargnevas eeldame, et vektorruum V on loplikumootmeline, naiteks
V = V,. Sel korral on tagatud baasi olemasolu. Iga lineaarteisenduse
AV, — V,, korral saame baasi {€;} iga kujutisvektori A(€;) avaldada
baasi {€;} kaudu kujul A(€;) = a€;. Moodustame maatriksi

1 1 1
o I
) ay aj ap
A= ,
n n n
al aj ay

mille i-ndas veerus on vektori A(€;) koordinaadid. Seega maatriksi A = (a‘Z)
elementide tilaindeks on rea indeks.

Definitsioon 6.5. Maatriksit A € Mat(n,n) nimetame lineaarteisen-
duse A : V,, — V,, maatriksiks baasil {€;}.

Kui vektori & ja tema kujutisvektori A(Z) koordinaate jargnevas téhis-
tada & = (z°) ja A(Z) = ('2*), siis nad on omavahel seotud valemiga

'zt = aé-a:j, ie€{1,2,....,n}.
Lineaarteisendusel A : V,, — V,, on igal baasil oma maatriks. Olgu tema
maatrikseid baasidel {€;} ja {€; '} tdhistatud A, A’ € Mat(n,n), siis kehtib
valem A’ = C~1AC, kus {&;} <€, '}.
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Teoreem 6.3. Lineaarteosenduste hulk Hom V,, on isomorfne n-jirku
maatriksite hulgaga Mat(n,n).

Teoreem 6.4. Vektorruumi V,, lineaarteisenduste liitmisel, korru-
tamisel ja arvuga korrutamisel tuleb nende maatriksid voetuna samal baasil
vastavalt liita, korrutada ja korrutada sama arvuga.

Teoreem 6.5. Automorfismide riuhm Aut 'V, on isomorfne taieliku
lineaarrihmaga GL(n,R).

Selle teoreemi toestamisel tuleb naidata, et leidub bijektiivne kujutus
¢ Aut V,, — GL(n,R) omadusega

A, B € Aut V,, = p(AB) = ¢(A)p(B).

Margime, et automorfismi A € Aut V,, korral iga lineaarselt soltumatu vek-
torsiisteem {dy,do, ..., d; } kujutub lineaarselt soltumatuks vektorsiistee-
miks {A(d1), A(d2), ..., A(dmy)}. Sellest jareldame, et baas {€;} kujutub
baasiks {A(€;)}.

Jargnevas me vaatleme olukorda, kui vektorruum V on kas eukleidi-
line, pseudoeukleidiline voi siimplektiline vektorruum. Neid kolme juhtu
saab vaadelda korraga, oeldes lihtsalt, et meil on skalaarkorrutamisega vek-
torruum.

Definitsioon 6.6. Skalaarkorrutamisega vektorruumsi automorfismi
AV — V nimetatakse isomeetriliseks lineaarteisenduseks, kui iga kahe
vektori £,y € V korral

(7, 9) = (A@, A(¥))-
Téhistame I(V) abil skalaarkorrutisega vektorruumi bijektiivsete iso-
meetriliste lineaarteisenduste hulka. Seega I(V) on automorfismide rithma
Aut 'V alamhulk. See alamhulk on mittetiihi, sest samasusteisendus

E:V—YV,;, Z+—E&X) =2

kuulub

tottu hulka 7(V).
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Teoreem 6.6. Isomeetriliste lineaarteisenduste hulk I(V) on skalaar-
korrutisega vektorruumi V korral automorfismide riihma Aut'V alamrihm.

Toestus. Seda me juba teame, et I(V) = (). Vaja on veel ndidata, et
iga A, B € I(V) korral ka AB~! € I(V). Eeldusest saame

Vi, g eV = (7,4) = (A(Z, A(Y)), (7,9) = (B(Z,B(Y)).

Kuna B € I(V) ja I(V) C V tottu B € Aut V, mistottu B omab rithma
Aut 'V seisukohalt poordelementi B~! € Aut V. Seejuures BB~! = £. Eel-
duse teisest tingimusest saame

(@,7) = (£, £(y)) = (BB~)(Z), (BB~)(¥)) =

ehk

Arvutame edasi:
(AB~H(Z), AB~H(7)) = (A(B~1(2)), A(B~'(¥)))) =

- <B_1(£>7B_1(g)> — <£7g>

Saimegi, et AB™1 € (V). &

Olgu niiid V loplikumootmeline skalaarkorrutamisega vektorruum V™.
(Stimplektilise vektorruumi korral tuleb n asemel votta 2n.) Nagu teame,
rithm Aut V™ on isomorfne rithmaga GL(n,R). Isomorfismi realiseerivat
bijektiivset kujutust téhistasime ¢ : Aut V¥ — GL(n,R) abil, kusjuures

VA, B € Aut V"' = p(AB) = p(A)p(B).
Uurime kujutuse ¢ omadusi. Kuna ¢ on bijektiivne, siis on olemas temal

poordkujutis ¢~ : GL(n,R) — Aut V™, mis on samuti bijektiivne. See-
juures poordkujutuse definitsiooni kohaselt

oo ' : GL(n,R) — GL(n,R)
on samasuskujutus
¢: GL(n,R) — GL(n,R); Ar—¢€(A) = A.
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Samuti
¢ tp:GL(n,R) — GL(n,R)

on samasuskujutus
€: Aut V" — Aut V", Ar— ¢(A) := A.

Kokkuvottes
ppt=¢ ¢lp=c

1

Toome niitid kujutuste ¢ ja ¢~ moningad omadused.

Omadus 6.7. Kujutused ¢ ja o~ ' kujutavad tihe rihma tihikelemends
teise riuhma uhikelemendiks.

Toestus. Riithma Aut V" iihikelemendiks on samasusteisendus £ ja
rithma GL(n,R) iihikelemendiks aga n-jarku tihikmaatriks F. Niid iga
A € Aut V™ korral

AE = A= ¢(AE) = p(A) == p(A)p(€) = p(A)

ja
EA=A= p(EA) = p(A) <= p(E)p(A) = p(A).

Kuna ¢ on bijektiivne, siis ¢(Aut V") = GL(n,R), mistottu ¢(A) annab A
muutumisel rithmas Aut V™ kitte téieliku lineaarriihma GL(n,R). Seega
kahe viimase seose kohaselt ¢(€) on rithma GL(n,R) {ihikelement. Rithma
tihikelemendi {ihesuse tottu saame p(€) = E. Viimasest omakorda

e (E) =9 ' (pE) =¢ o) =€&) =¢.

Saime p(£) = FEjap Y (E)=€&. &
Omadus 6.8. Iga X,Y € GL(n,R) korral

e HXY) = o (X)p 1 (Y).

Toestus. Iga X, Y € GL(n,R) korral o= 1(X), o 1(Y) € Aut V"
kehtib

oo M X)) =pp (X)) =e(X) =X, o (Y))=..=Y
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Kui tahistada ¢ 1(X) := X ja o 1Y) := ), siis o(X) = X ja oY) =Y.
Viimast silmas pidades, saame

P N (XY) = o He(X)p(V) = ¢ (X)) = o ' p(XY) =

=e(XY) = XY =7 (X)p (V).
Seega
pTHXY) = (X)) I (Y). &

Omadus 6.9. Iga X € Aut V"™ korral

Toestus. Selles omaduses me viidame, et ¢(X 1) on elemendi ¢(X) €
GL(n,R) poordelement (¢(X))~!. Péordelemendi definitsiooni kohaselt on
vaja naidata, et

P(X (X)) =E, o(X)p(X™!)=E.
Veendume selles:
P(XTHp(X) = p(XTIX) = p(€) = E,

P(X)p(X 1) = p(XX ™) = o(€) = E.

Sellega omadus on toestatud. &

Poordume niitid skalaarkorrutisega vektorruumide juurde tagasi. Iso-
morfismi realiseeriva bijektiivse kujutuse ¢ : Aut V* — GL(n,R) abil
alamrithm I(V™) C Aut V™ kujutub rithma GL(n,R)) mittetiihjaks alam-
hulgaks o(I(V"™)) C GL(n,R).

Teoreem 6.7. Rihma GL(n,R) alamhulk o(I(V™)) on tema alam-
rihm.

Toestus. Iga X, Y € o(I(V")) korral X := ¢ 1(X) ja Y := o (V)
on I(V™) elemendid. Seejuures p(X) = X ja () =Y. Niiid

XY= p(X)p(Y7h) = p(xY1).
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Siin me kasutasime omadust 6.9. Kuna X, € I(V"™) ja I(V"™) on (alam)-
rithm, siis XY~1 € I(V"). Seega (XY ™1) € o(I(V™). Sellest omakorda,
XY~1 € I(V"). Oleme niidanud, et hulk ¢(I(V™)) on rithma GL(n,R)
alamrihm. &

Lopuks uurime rithma ¢(I(V™)) ehitust skalaarkorrutamisega vektor-
ruumide korral. Olgu skalaarkorrutisega ruumideks kas eukleidiline voi
pseudoeukleidiline ruum. Sitimplektiline vektorruum jaab esialgu vaatluse
alt vélja. Mistahes ristreeperi {€;} korral skalaarkorrutise maatriksiks G' =
(gij), kus g¢i; = (€i,€;), on kas E,, voi °E,. Iga A € ¢o(I(V")) korral
A = ¢ 1(A) on I(V") element, kusjuures ¢(A) = A. Meenutades kuju-

tuse ¢ definitsiooni, siis A on A maatriks saaduna valemi A(€;) = alé;

abil, s.o. A = (a]). Et tegemist on isomeetrilise automorfismiga, siis

<A(€Z),A(€j)> = <€1,€]> tottu

(afés,a’e) = (€, ¢€;) <= ajalgy = gij &= A'GA=G.

Kuna baas {€;} on ristbaas, siis G = E,, voi G = *E,,. Jarelikult o(I(V™))
elemendid peavad rahuldama kas AT E,A = E,, voi AT*E, A = *E,,. Vii-
masest saame, et eukleidilise vekktorruumi korral isomeetriliste automorfis-
mide alamrithma I(V"™) kujutiseks rithmas GL(n,R) on ortogonaalrithm,
s.o. (I(E™) = O(n,E™). Kui tegemist on pseudoeukleidilise vektor-
ruumiga ;E", siis ¢(I(sE™)) on pseudoortogonaalrithm indeksiga s, s.o.
A(I(,E") = *O(n, R)).

Stiimplektilise vektorruumi korral analoogiliselt saame, et siimplektilise
baasi korral rithm o(I(Sp®")) on siimplektiline rithm.
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7. Afiinsed kujutused ja teisendused

Olgu A ja A’ afiinsed ruumid sihiruumidega V ja V' iile reaalarvude
korpuse R.

Definitsioon 7.1. Kujutust f : A — A’ nimetame afiinseks kuju-
tuseks, kui leidub selline lineaarkujutus ¢ : V.— V', et iga punkti X € A
ja iga vektori & € V korral kehtib

FIX+T) = f(X) + (). (7.1)

Lineaarkujutust o nimetame afiinse kujutuse f homogeenseks osaks.

Teoreem 7.1. Iga lineaarkujutuse o : V.— V' ning iga kahe punkti
A€ Aja A € A korral leidub selline tiheselt mddaratud afiinne kujutus
f: A — A, mille homogeenseks osaks on ettevoetud ¢ : V. — V' ja
f(A) = A"

Toestus. Defineerime kujutuse f : A — A’ jargmiselt. Mistahes
punkti X € A korral saame vorrandist A + £ = X leida iiheselt maaratud

lahendivektori 7 = AX € V ja selle abil omakorda cp(?lj()) € V’'. Nid
defineerime kujutuse f valemiga

F(X) = A + p(AX).
Osutub, et sellel kujutusel on noutavad omadused. Toepoolest:
f(A) = f(A+0yv) = A +p0y)=A + 0y = A
ja
FX+9) = A+ D) +§) = f(A+ (F+9) = A"+ (T +7) =

= A"+ (0(@) + o(¥) = (A" + ¢(@)) + ¢(¥) = f(X) + o(7),



mistottu kujutus f on afiinne kujutus homogeense osaga ¢.

Lopuks on vaja naidata kujutuse f iihesus. Kui peaks leiduma veel
teine afiinne kujutus f sama homogeense osaga ¢, kusjuures f(A) = A’,
siis iga punkti X € A korral

F(X) = F(A+ AX) = F(A) + p(AX) = A" + p(AX) = f(X).

Kujutuste vordsuse definitsiooni kohaselt f = f. Seega kujutus f on iitheselt
maaratud. &

Definitsioon 7.2. Afiinse ruumi A punktisisteemi {Ag, A1,..., A}
nimetame afiinselt soltumatuks, kui tema sihiruumi 'V vektorsisteem

{AOA{, ApAs, ..., AOA,,;} on lineaarselt soltumatu.

Teoreem 7.2. Olgu {Ap, A1, ..., A} n-mootmelise afiinse ruumi A™
afiinselt soltumatu punktisisteem ja { A, A, ..., AL} afiinse ruumi A" punk-
tististeem. Leidub theselt mddratud afiinne kujutus f : A" — A" omadu-
sega f(A;) = A’ igaie {0,1,....,n} korral.

Toestus. Paneme tahele, et esimene afiinne ruum on loplikumootme-
line. Moodet on tahistatud n abil. Punktisiisteemides on punkte iihe vorra
rohkem kui A" moode. Alustame niiiid toestusega. Tekivad sihiruumide V™

ja V vektorsiisteemid {AgA1, AgAs, ..., AgA,} ja {ALAL ALAL, ... ALALY.
Neist esimene on lineaarselt soltumatu. Vektorruumide korral on teada, et
leidub iiheselt maaratud lineaarkujutus ¢ : V* — V' omadusega

_ —
SO(AOAl) - A()A;7 (NS {1727 7n}

Votame punktipaari Ag € A™ ja A € A’ ning tekkinud lineaarkujutuse
. Eelmise teoreemi 7.1 kohaselt leidub iiheselt maaratud afiinne kujutus
f: A — A’ homogeense osaga ¢ ning omadusega f(Ap) = Aj. Seejuures
kujutus defineeritakse valemiga

F(X) = [(Ag + AgX) i= A + p(AX).

Osutub, et sellel afiinsel kujutusel f : A" — A’ on noutavad omadused.
Meil f(Ag) = Aj on juba teada. Sellele saab iga i € {1,2,...,n} korral
lisada

% %
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Seega f(A;) = A iga i € {0,1,...,n} korral. Kujutuse f iihesus tuleneb
rakendatud tulemuste ithesuse tottu. &

Teoreem 7.3. Olgu f : A — A" jag: A — A" afiinsed kujutused
homogeensete osadega vastavalt ¢ : V. — V' ja ¢ : VI — V. Sel
korral korrutis g¢gf : A — A" on afiinne kujutus homogeense osaga
bV — V",

Toestus. Teame, et ¢ : V — V” on lineaarkujutus. Iga punkti
X € A ja iga vektori ¥ € V korral

gf(X +7) = g(f(X + 7)) = g(f(X) + ¢(7)) =

= 9(f(X)) +9(e(T)) = g (X) + Pop(7).

Seega kujutus ¢gf : A — A” on afiinne kujutus homogeense osaga
Yo:V—V" &
Jargnevas vaatleme afiinsete kujutuste iiht eriliiki.

Definitsioon 7.3. Afiinset kujutust f : A — A nimetatakse afiinseks
teisenduseks.

Naide 7.1. Fikseerime afiinses ruumis A vabalt ithe punkti, mida
tahistame néiteks O abil. Defineerime teisenduse f : A — A valemiga

XeA— f(X):=0.
Osutub, et defineeritud kujutus on afiinne teisendus, sest
fFX+D)=0+0=04+6(%) = f(X)+0(2).

Siin 8 : V — V on nullteisendus. Oleme naidanud, et f on afiinne
teisendus, mille homogeenseks osaks on nullteisendus.

Definitsioon 7.4. Fikseerime mingi vektori @ € V afiinse ruumi A
sthiruumist. Teisendust

7 A— A Xr—13(X)=X+a

nimetame afiinse ruumi A réoplikkeks ehk nihkeks vektori @ vorra.

Teoreem 7.4. Iga a € V korral réoplike 7z : A — A on afiinne
teisendus, mille homogeenseks osaks on samasusteisendus € : V. — V.
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Iga afiinne teisendus, mille homogeenseks osaks on samasusteisendus, on
roopluke.

Toestus. Niitame, et roopliike on afiinne teisendus. Iga punkti X € A
ja iga vektori & € V korral

X+ =(X+D+ad=X+@+ad)=X+(G+7) =

= (X-FCY) + T = TC-L*(X) + I = TC-L*(X) —l—e(f).

Seega roopliike 7z on afiinne teisendus, mille homogeenseks osaks on sama-
susteisendus e.

Olgu f : A — A afiinne teisendus, mille homogeenseks osaks on
samasusteisendus € : V — V. Sel korral paneme paika vektori @ € V, mis
madrab roopliikkke. Selleks fikseerime punkti A € A nii kuidas pahe tuleb.

—
Tahistame A’ := f(A) € A. Seega f(A) = A’ = A+ AA’. Mistahes punkti
X € A korral

f(X)Zf(A-l-Z?)Zf(A)-FE(Z?)IA/—FZ?:(A-FJH)-FZ}):
A4 (A4 4 AX) = A+ (AX + AA4)) = (A + AX) + A4 =
_ X 4 AA =1 (X).

AA
Seega kujutuste vordsuse definitsiooni kohaselt f = 7, mis titleb, et
AA

—
afiinne teisendus f on roopliike vektori AA" vorra. &

Teoreem 7.5. Afiinse ruumi A koigi rooplikete hulk on teisenduste
korrutamise suhtes rihm, mis on isomorfne sihiruumiga V kui aditiivse
rihmaga.

Toestus. Tahistame afiinse ruumi A roopliikete hulka T abil. Defi-
neerime kujutuse ¢ : V.— T valemiga & € V —— (&) := 7z. See kuju-
tus on bijektiivne, mille kontrollimise jatame lugejale. Uurime kujutuse ¢
omadusi. Kehtib ¢(& + ) = 777y, sest iga punkti X € A korral

e (X) = X+ @+ ) =X+ [+ D) = (X +§)+7=
= T*(X) + I = T“(Tg(X)) = Tng(X) < Tz+g — TzTy-
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Viimase abil
P(T + 7)) = Tayg = TaTy-
Kui kasutada algebras tuntud teoreemi, mis iitleb, et kui iihes hulgas H

on olemas algebraline tehe ja teine hulk on rithm G ning leidub bijektiivne
kujutus ¢ : G — H omadusega

p(ry) = p(x)p(y),

siis ka hulk H on rihm, mis on isomorfne rithmaga . Rakendame seda
teoreemi meie olukorras. Praegu on tehtega hulgaks hulk 7'. Tehteks on
rooplikete 7z ja 77 kui kujutuste korrutamine, mis valemi 7775 = 7747 tottu
on ka roopliike. Lisaks sellele

(X + 1) = 1275 = ©(X)p(¥)-

Seega roopliikete hulk 7' on rithm, mis on isomorfne vektorruumiga V kui
rithmaga vektorite liitmise suhtes. &
Roopliikete rihma iihikelemendiks on 75, sest mistahes roopliikke
7z € T korral
TzTeg — Teg4+0 — Txy, ToTzx — Tot+xd — Tx-

Rooplikke 7z € T' poordelemendiks on roopliikke 7_z, sest
T3T—z = Ti—z = T5, T—iTz =T,z = T5-
Rihm T on kommutatiivne, kuna

TzTy = Tty — Tyg+z — TyTz-

Definitsioon 7.5. Afiinset teisendust f : A — A nimetame tsent-
roafiinseks mingi punkti O € A suhtes, kui f(O) = O, s.o. punkt O jdib
patgale. Paigale jadvat punkti nimetatakse afitnse teisenduse pusipunktiks.

Teoreem 7.6. Etteantud punkti O € A ja etteantud lineaarteisenduse
© 'V — 'V korral leidub uheselt mddratud tsentroafiinne teisendus pusi-
punktiga O ja homogeense osaga .

Toestus. Vottes punktipaari (O, O) ja antud teisenduse ¢ : V. — V|
on teoreemi 7.1 eeldused taidetud. Selle teoreemi kohaselt leidub iiheselt
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madratud afiinne teisendus f : A — A homogeense osaga  ning seejuures
f(O)=0. &

Teoreem 7.7. Olgu O afiinse ruumi A vabalt fikseeritud punkt. Iga
afiinse teisenduse f : A — A saab theselt esitada rooplikke ja tsentro-
afitnse teisenduse pusipunktiga O korrutisena.

Toestus. Toestame esmalt teoreemi iihel erijuhul, kui afiinne teisen-
dus on tsentroafiinne mingi piisipunktiga O. Sel korral kehtib ilmne vordus
f = ef = 75f, mis titlebki, et f on esitatud roopliikke ja piisipunktiga
O tsentroafiinse teisenduse f korrutisena. Teisena vaatleme sellist afiin-
set teisendust, millel piisipunkti ei ole olemas. Fikseerime niiiid mistahes
punkti O € A. Kuna afiinsel teisendusel f : A — A piisipunkte ei
ole, siis f(O) :== A # O. Olgu meil afiinse teisenduse homogeenset
osa tahistatud ¢ : V — V abil. Hakkame niiiid otsima tsentroafiinset
teisendust f : A — A piisipunktiga O ja homogeense osaga ¢ : V. — V.
Eelmise teoreemi 7.6 kohaselt selline tsentroafiinne teisendus f : A — A
leidub ja maaratakse iiheselt. Seejuures saame

f(X O+OT(> = f(O +go(07(>)=0+go(07(>).

——
Moodustame vektori @ := OA. Tekib rooplike 75z. Osutub, et afiinne
teisendus f on esitatav korrutisena f = 7zf. Veendume selles. Iga punkti
X € A korral

raf(X) = 72(F(X)) = 7(F(O + OX)) = )+ p(0X)) =

(0 + p(0X)) = (O + p(0OX)) + OA = (0+0_f4)+<,0(07):

= A+ ¢(0X) = 1(0) + p(0X) = f(0+ OX) =

millest 7; f = f ehk f = 74f.

Sellega teoreemis vaidetud lahutuse olemasolu on naidatud. Tuleb veel
naidata lahutuse iihesus.

Oletame, et konstrueeritud esituse f = 7z f kdrval on veel olemas teine
lahutus f = 74 f kus f (O) =0 ja f homogeenseks osaks on nagu ennegi
¢ : V. — V. Seega

f=1af, f=taf=71af =7 f.
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Viimasest pilisipunkti O korral saame

7] (0) = 72 f(0) = 7a(F(0)) = 72 (f(0)) = 7a(0) = 72:(0) =

O+d=04+d — A=04+d —d =0A=a.

Seega Tz = T, 8.0. r00plikkked 7z ja 7z thtuvad. Seega Taf = Tar f saame
esitada 7z f = 77 f, millest

ra(raf) = ma(ra f) = (r_ama) f = (T_ama ) f =

T—a'+a*7 = T—aura'f - 757 = Taf - 67 = €f:> 7 = f
Sellega tihesus on néidatud. @
Viimane teoreem on oluline afiinse teisenduse esitamiseks koordinaa-
tides. Punktil koordinaatide tekkeks tuleb kiill eeldada, et afiinne ruum

on lopliku mootmega. Niisiis olgu antud afiinne teisendus f : A" — A"
homogeense osaga ¢ : V" — V™. Votame suvalise reeperi {O; €; }. Punkti

X koordinaatide saamiseks tuleb moodustada tema kohavektor 072 ja see
avaldada reeperisse kuuluva baasi {€;} kaudu

OX = r'e; = X(z").

Samas saame kujutispunkti f(X) := X’ jaoks analoogiliselt koordinaadid
— : :
OX'=7%'e; = X'(2").

Meie iilesanne on kujutispunkti X’ koordinaadid z* avaldada originaali X
koordinaatide z* kaudu.

Arutleme. Eelmisest teoreemist teame, et afiinse teisenduse saame
avaldada roopliikke ja tsentroafiinse teisenduse korrutisena. Seejuures tsent-
roafiinse teisenduse konstrueerimisel voib lahtuda suvalisest punktist, mis
oleks puisipunktiks. Votame selleks reeperi alguspunkti O. Saame kirjutada

f=1zf, kus @ := 07>1 ja A := f(O). Jargnevas jagame arutelu etappideks,
a) Afiinseks teisenduseks on roopliike 7;z. Praegu punkti X € A" ku-
jutiseks on X’ := 73X = X + d, mis jarelduse 5.4 kohaselt on samavéiarne

vektorseosega
o
0X' = 0X +a.
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Kuna vektorid 073 ja OX' on punktide X ja X’ kohavektorid, siis viimaste
koordinaadid z? ja z’ saame avaldistest

: — :
OX —r'é;, OX' =%,
mis asendame viimasesse vektorseosesse. Saame
hie, = 26, + a'e; = ' = 2 + o'
Saadud valem annabki rooplitkke korral kujutise X’ koordinaadid originaali
X koordinaatise kaudu. B
b) Afiinseks teisenduseks on tsentroafiinne teisendus f, mille piisipunk-
tiks on reeperi alguspunkt O. Homogeenseks osaks olgu ¢ : V" — V™.
Reeperisse kuuluva baasi {€;} suhtes saame leida ¢ maatriksi, mille saame
avaldisest . .
p(€i) = a;€; — A = (a7).
Tahistame punktide X ja X’ := f(X) koordinaate vastavalt z ja z’. Kuna
X' = F(X) = F(O+ OX) = F(O) + p(0X) = O + p(OX ) <=

X/:O+90(()7)7
OX' = 00 + p(OX) — OX' = 0§+ p(OX) — OX' = p(0OX) —>

Lis iz Liz oG (= R
T e =p(r'e) = 7'e; = 2 p(€;) = T =1’a}.
i.
_ J
naatide x* kaudu.
c) Leiame niilid afiinse teisenduse f = 75 f korral kujutuse koordinaa-

did. Iga punkti X € A" korral

X' = f(X) = 1af(X) = 1a(f(X)) = TaX.
Siin me téhistasime X := f(X). Téhistame punkte ja koordinaate jargmi-
selt: X'(z"), X (z') ja X(2"). Punkti b) kohaselt on valem X = f(X) koor-
dinaatides 7' = a;'a:j ja X' = 17X koordinaatides ' = T’ + a’. Asendades

Valem %' = z7a% annabki kujutise X’ koordinaadid %" originaali X koordi-

viimasesse x*, saame

/ i . . . .

v =ar! +a', i€{l,2,..,n}
Viimased valemid on afiinse teisenduse valemid koordinaatides.
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8. Afiinse ruumi automorfismid
ehk litkumised

Selles punktis vaatleme afiinse ruumi teatavaid tiilipi afiinseid teisen-
dusi.

Definitsioon 8.1. Afiinse ruumi bijektiivseid afiinseid teisendusi ni-
metame automorfismideks ehk litkumaisteks.
Afiinse ruumi A automorfismide hulka tadhistame Aut A abil.

Teoreem 8.1. Afiinne teisendus f : A — A on automorfism siis ja
ainult siis, kui tema homogeenne osa ¢ : V.— V on automorfism.

Toestus. Tarvilikkuse naitamiseks tuleb eeldada, et afiinne teisendus
f: A — A on automorfism. Seega ta on bijektiivne ehk samaaegselt
injektiivne ja siirjektiivne. Meil on vaja naidata, et tema homogeenne osa
¢ : 'V — V on bijektiivne, s.o. injektiivne ja siirjektiivne.

Naitame esmalt, et ¢ on injektiivne. Selleks tuleb kontrollida, et mis-
tahes kahe erineva vektori Z,y € V korral

T # 4= p(Z) # o(y).

Toetume asjaolule, et eelduslikult f : A — A on injektiivne. Seega alati
kahe erineva punkti korral

X AY = f(X)# f(Y),
Fikseerime mingi punkti A € A, mille abil saame moodustada kaks uut
punkti A+ ¥ ja A+ ¢. Kuna ¥ # v/, siis ka A + & # A + 3. Vastasel juhul
saaksime
A+F=A+§:=B=7=AB, j=AB=— =7,
saades vastuolu. Kuna f on injektiivne, siis

FAT=—= A+ T4 A+T— f(A+D) # f(A+ ) —
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FA) + 0(Z) # f(A) + ¢(y) = »(T) # 0 (Y)-

Seega ¢ on injektiivne.

Veendume, et ¢ on siirjektiivne, s.o. (V) = {p(Z)| ¥ € V} =
Seega mistahes vektori £ € V korral on vaja naidata, et leidub sobiv vektor
y € V, et o(y) = &. Me konstrueerime sellise vektori. Koigepealt fikseerime
vabalt punkti A € A ja moodustame punkti X := A + #. Kuna afiinne
teisendus f : A — A on siirjektiivne, siis leiduvad punktid AX € A et
f(A) = Aja f( ) X. Tihistame vorrandi 4 + £ = X lahendit £ := 7.
Seega X = A + . Osutub, et konstrueeritud vektor ¥ ongi otsitavaks
vektoriks, sest

X=fX)=fA+)) =fA)+o@) =A+ @) = A+ oy) = X.

Mboni rida eespool oli A + & = X. Seega nii & kui ka J(y) on vorrandi
A+ 17 = X lahendid. Kuna sellel vorrandil on ainult iiks lahend, mistottu
©(y) = . Saime, et ¢ on siirjektiivne. Kokkuvottes oleme ndidanud afiinse
ruumi automorfismi korral tema homogeenne osa on sihiruumi automorfism.

Toestame piisavuse. Vaja on naidata, et kui afiinne teisenduse ho-
mogeenne osa on automorfism , siis afiinne teisendus ise on automorfism.
Samavaarselt. Kui lineaarteisendus ¢ : V. — V on bijektiivne, siis afiinne
teisendus f : A —> A on bijektiivne. Oletame esmalt, et lineaarteisendus
¢ : V. — V on injektiivne lineaarteisendus, s.o.

T # iy = () # ¢(¥)-

Iga X # Y punkti korral leidub @ € V, et X +d = Y, kusjuures @ # 0.
Vastasel juhul saaksime X = Y, mis on lubamatu. Kuna ¢ : V.— V on
injektiivne, siis

i # 0= (@) # »(0) = (@) # 0.
Leiame niiud
f¥Y) = f(X+a) = f(X)+ ¢(a),

millest ¢(@) # 0 tottu f(Y) # f(X). Seega afiinne teisendus f on injektiiv-
ne.

Niiiid naitame, et afiinne teisendus f on siirjektiivne, kui ¢ on stirjek-
tilvne. Vaja on naidata, et iga punkti X € A korral leidub Y € A, et
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f(Y) = X. Me konstrueerime niiiid sobiva punkti Y. Fikseerime mingi
punkti A € A. Tema kujutist tdhistame A’ := f(A) abil. Leidub vektor
reV,et AA4+27=X. Kuna ¢ : V — V on siirjektiivne, siis leidub selline
vektor 4 € V, et p(y) = . Moodustame punkti Y := A + 3. Seejuures

F)=fA4+9) =f(A)+e@y) =A+7=X.

Sellega afiinne teisendus f on siirjektiivne. Kokkuvottes olemegi naidanud,
et kui ¢ : V. — V on bijektiivne, siis ka f : A —> A on bijektiivne. @&

Teoreem 8.2. Afiinse ruumi A automorfismide hulk Aut A on kuju-
tuste korrutamise suhtes rihm.

Toestus. Hulga Aut A jaoks on vaja kontrollida rithma aksioomide
taidetust. Esimesena tuleb kontrollida, et kujutuste korrutamine on tehteks.
Toepoolest. Iga f,g € Aut A on bijektiivsed afiinsed teisendused. Seega

f(X+2) = f(X)+¢(@), g9(X+T)=g(X)+ ().

Siin homogeensed osad ¢ ja 1 kuuluvad sihiruumi V automorfismide rithma
Aut V. Meenutame eelnevalt, et kujutuste korrutamine antakse valemiga

X eAr— gf(X):=g(f(X)).

Kontrollime niitid, kas afiinsete teisenduste korrutis on afiinne. See on
toepoolest nii, sest

gf (X +7) = g(f(X + 7)) = g(f(X) + ¢(7)) =

= 9(f(X)) + ¢((T)) = gf(X) + Pp(Z)).

Naeme, et korrutis gf : A — A on afiinne teisendus homogeense osaga
Yo : 'V — V. Kuna v, ¢ kuuluvad rithma Aut V, siis ka o € Aut'V.
Sellega oleme naidanud, et g, f € Aut A.

Edasi tuleb kontrollida, kas see tehe rahuldab rithma aksioome. Esi-
teks tuleb veenduda, et tehe on assotsiatiivne: iga kolme automorfismi
fig,h € Aut A korral (fg)h = f(gh). Viimane kehtib, nagu teame, ku-
jutuste korrutamise korral iildse radkimata meie juhust.

Teiseks tuleb naidata iithikelemendi olemasolu. Selleks on samasustei-

sendus
e:A— A, Xr—eX): =X,
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sest iga f € Aut A korral
ef(X)=e(f(X)) =f(X)=ef =/,
fe(X) = f(e(X)) = f(X) = fe= /.

Tuleb veel kontrollida, et e : A — A on afiinne ja bijektiivne. Afiinsus
jareldub vahetult, sest

e(X+7)=X+7=e(X)+e(d).

Siin €(Z) := &. Teades, et € on rithma Aut V iihikelement, siis e ei ole ainult
afiinne, vaid ka bijektiivne teoreemi 8.1 tottu.

Kolmandaks on vaja naidata, et iga f € Aut A omab poordelementi
f~1. Kuna f : A — A on bijektiivne, siis tarkusest kujutuste kohta teame,
et eksisteerib poordkujutus f~1: A — A, mis on bijektiivne ja seejuures

[fh=e =

On veel vaja kontrollida, et f~! € Aut A. Kuna f~! bijektiivsus on teada,
siis tuleb kontrollida tema afiinsust. Veendume selles. Kuna f € Aut A,
siis

f(X+2Z)=f(X)+ @), ¢ecAutV.
Teame, et Aut'V on rithm, mistottu leidub ¢=! € Aut V. Tihistame
f7HX) = X" ja o (&) :=Z'. Seejuures

I
s

FX) = f((F7HX) = FfHX) = e(X)

Arvutame nuud:
FTUX+2) =X+ @) =X+ 2)) =

=X+ ) =e(X' +2)=X'"+T = [T'(X) + o' (D).

Oleme niidanud, et f~! € Aut A. Teoreem on toestatud. @
Jargnevas selgitame rithma Aut A omadusi.
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Teoreem 8.3. Automorfism f € Aut A™ kujutab reeperi {O;€;} uueks
reeperiks, tahistanme {O';¢€;'}. Seejuures punktil X ja kujutispunktil f(X)
vastavalt reeperite {O; é;} ja {O';€;'} suhtes on samad koordinaadid.

Toestus. Et f on afiinse ruumi automorfism, siis tema homogeenne

osa on sihiruumi automorfism:
feAut A" —= p € Aut V".

Reeperi {O; €;} abil saame moodustada O" := f(O) ja ;' := p(€;). Tuleb
selgitada kas {O’;€;’} saab olla reeper. Vastus on jaatav. Koigepealt au-
tomorfismi ¢ tottu lineaarselt soltumatu vektorsiisteem (baas {€;} seda
on) kujutub lineaarselt soltumatuks vektorsiisteemiks. Seega {€;’} on li-
neaarselt soltumatu. Vektorruumide teooriast teame, et n-mootmelises
vektorruumis V" iga n-vektoriline lineaarselt soltumatu vektorsiisteem on
baas. Seega {O’;€;’} on reeper.

Vordleme niitid punktide X ja f(X) koordinaatede vastavalt reeperites
{0;€;} ja {O";€;'}. Arvutame:

X(2') = OX = z'e; X' = f(X), X' (2") < O0'X ='z'¢’
korral

X' = f(X) = f(O + OX) = f(0) + p(0X) = 0’ + p(0X) <=

’
7

X' =0+ p(0X) <= OX =00 + p(0X) —

— : .
O'X' = cp(O;(:) —'r'e; = p(z'€;) <=
'2'e = xtlp(e) = "2'e =2l ="z’ =z
Teoreem on toestatud. &

Teoreem 8.4 Afiinse ruumi A™ mistahes kahe reeperi korral leidub
riuhmast Aut A™ theselt mddratud automorfism, mis viib ihe reeperi teiseks.
Toestus. Olgu {O;¢é;} ja {O';¢;'} afiinse ruumi A" kaks suvalist
reeperit. Reeper {O;€;} laseb méadrata (n 4+ 1) punkti O ja E; :== O + €,
kus 7 € {1,2,...,n}. Samuti teise reeperi {O’; €;’} abil saame n 4+ 1 punkti

O ja Bl .= O' + ¢&;’, kus taas i € {1,2,...,n}. Samuti on Gige €; = OF,
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ja ' = O’—EZ Kuna baasid {€;} ja {€;’} on lineaarselt soltumatud, siis
definitsiooni 7.2 kohaselt punktisiisteemid {O; E;} ja {O’; E!} on afiinselt
soltumatud. Niiid omakorda teoreemi 7.2 kohaselt leidub iiheselt maaratud
afiinne teisendus f : A" — A", mille puhul f(O) = O ja f(FE;) = E!.
Seega,

B, = f(E) = f(O + OF,) = f(O+&) = (0) + p(&) =

=0 + (&) = O'E =00 +¢(&) < &' = ¢(&).
Kuna ¢ € Aut V", siis ta kujutab baasi {€;} baasiks. Nagu négime, selleks
baasiks on {€;'} = {¢(€;}. Seega oleme niidanud, et f € Aut A" ja on
theselt maaratud. &

Sisuliselt kahest viimasest teoreemist jareldub, et afiinse ruumi A"
reeperite hulk R(A™) on isomorfne automorfismide rithmaga Aut A™. Va-
rasemast teame (teoreem 5.2), et sama reeperite hulk R(.A™) on isomorfne
ka afiinse riithmaga GL(n + 1,R). Seega riithmad Aut A" ja GL(n + 1,R)
on isomorfsed. Viimase asjaolu tottu voime automorfismide ehk liikumiste
riuhma Aut A™ nimetada ka afitnseks rihmaks.

Tutvume veel afiinse rithma Aut A paari omadusega. Seejuures afiinne
ruum ei pea olema loplikumootmeline.

Teoreem 8.5. Afiinse rihma Aut A elemendid kujutavad m-tasandi
m-tasandiks.

Toestus. Olgu A afiinne ruum sihiruumiga V. Nagu titleb teoreem 5.3
on tema m-tasand m-mootmeline afiinne alamruum. Seetottu on teda sobiv
tahistada A™ abil. Meenutuseks paneme Kkirja ka m-tasandi definitsiooni

A™ = {A+ & e M™},

kus M™ on sihiruumi V mingi m-mootmeline alamruum ja A vaadeldaval
m-tasandil asuv punkt. Iga f € Aut A korral homogeense osaga ¢ € Aut'V
me saame m-tasandi A" kujutiseks

fAT) ={f(X)| X € A"},

mis teoreemi vaite kohaselt peaks olema taas m-tasand. Veendume selles.
[ga punkti X € A™ korral

X e A" = f(X) € f(A");  [f(X) = f(A+T) = f(A) + (),

68



kus ¢ € Aut V. Teame, et hulk o(M™) = {p(Z)|Z € M™} omaduse 6.4
kohaselt on alamruum, mis seejuurees on m-mootmeline, sest ¢ on auto-
morfism. Tihistame M := p(M™). Seega 7 := ¢(&) on alamruumi M
suvaline vektor. Oleme saanud

FA™) = {f(A) + (@) T e M™} = {A'+ 7| Fe M},
kus A’ := f(A). Seega f(A™) on m-tasand sihiruumiga M . &

Definitsioon 8.2. Kahte sama sihiruumiga m-tasandit A + M™ ja
B + M"™ nimetame paralleelseteks, kui B ¢ A + M'™.
Teoreemi 5.3 kohaselt paralleelsetel tasanditel pole tihiseid punkte.

Teoreem 8.6. Afiinse ruumi paralleelsed m-tasandid kujutuvad iga
f € Aut A abil paralleelseteks.
Toestus. Kahe paralleelse m-tasandi A™ = {A + Z| ¥ € M™} ja
B™ ={B+zZ e Mm"}, kus B ¢ A™, kujutised mistahes f € Aut A korral
on
FOA™) = {f(A) + (&) Z € M™} = {f(A) +Z'|#' e M}
Ja o
fB™) ={f(B)+ @) ZeM"} ={f(B)+2'|#" e M }.
Siin f(B) & f(A"). Vastasel juhul f(B) € f(A™) tottu leidub sobiv vektor

Z' e V" selline, et f(B) = f(A)+&'. Samuti on olemas veel selline vektor
T e M™ et p(¥) =7’ Seega

f(B) = f(A) + ¢(Z) = f(A+ ).

Siit f~! abil vasakult korrutaes, saame B = A 4 &, s.o. B € A™. Saime
vastuolu. Oleme néidanud, et m-tasandid f(A™) ja f(B™) on paralleelsed.
Teoreem on toestatud. @

Punkti lopuosa pithendame eukleidilisele, pseudoeukleidilisele ja siip-
lektilisele afiinsele ruumile. Jutt on afiinsest ruumist, mille sihiruum on
kas eukleidiline, pseudoeukleidiline voi siimplektiline vektorruum. Et neid
afiinse ruumi erijuhte korraga kasitleda, nimetame neid skalaarkorrutisega
afiinseteks ruumaideks.

Definitsioon 8.3. Skalaarkorrutisega afiinse ruumsi automorfismi ni-
metame 1someetriliseks litkumiseks, kut tema homogeenne osa on sthiruums
1someetriline teisendus.
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Praegu siis afiinne ruum A on iiks kolmest skalaarkorrutisega afiin-
sest ruumist. Seega kas eukleidiline afiiinne ruum &, pseudoeukleidiline
afiinne ruum ;£ voi siis siimplektiline afiinne ruum Sp. Sihiruumiks V on
vastavalt kas eukleidiline vektorruum E, pseudoeukleidiline vektorruum ;E
voi stumplektiline vektorruum Sp. Definitsiooni 6.6 kohaselt skalaarkorru-
tamisega (sihi)vektorruumi automorfism ¢ : V.— V on isomeetriline li-
neaarteisendus, s.t. iga kahe vektori &,y € V korral (Z,9) = (p(Z), p(¥))-
Vektorruumi isomeetriliste lineaarteisenduste hulka $6 on tahistatud I(V)
abil. Ta on vektorruumi automorfismide rithma Aut V alamriihm.

Tahistame skalaarkorrutamisega afiinse ruumi A isomeetriliste liiku-
miste hulka I(A) abil. Ta on automorfismide rithma Aut A alamhulk, see-
juures mittetithi alamhulk, sest rihma Aut A thikelement kuulub hulka

I(A).

Teoreem 8.7. Skalaarkorrutamisega afiinse ruumi A isomeetriliste
liikumiste hulk I(A) on rihma Aut A alamrihm.

Toestus. Teoreemi 1.1 kohaselt on meil vaja naidata, et iga kahe
f,g € I(A) korral gf =t € I(A). Eeldusest f,g € I(A) saame, et nende
homogeensed osad — tdhistame ¢ ja v — kuuluvad rithma (V). Eespool
teoreemis 8.2 me naitasime, et Aut A on rithm. Seega, kui f € Aut A, siis
ka f~! € Aut A, samaviirselt f~! on bijektiivne afiinne teisendus. Nende
homogeensed osad ¢ ja ¢! kuuluvad sihiruumi isomeetriliste teisenduste
rithma (V). Kuna eelduse kohaselt f,g € I(A) C Aut A, siis korrutis
gf~1 € Aut A ja tema hogeenne osa 1@~ kuulub hoopis rithma I(V), sest
meil ¢, € I(V). Seega viimase definitsiooni 8.3 kohaselt gf~1 € I(A).
Olemegi ndidanud, et isomeetriliste liikumiste hulk I(A) on (alam)rithm.

)

Definitsioon 8.4. Skalaarkorrutisega afiinse ruumsi mistahes kahe
punkti X, Y € A vaheliseks kauguseks p(X,Y) nimetatkse vektori W pik-

kust\*Yﬂ s.o. p(X,Y): 72\

Teoreem 8.8. Isomeetriliste liikumiste rihma elemendid sailitavad
kahe punkti vahelise kauguse.
Toestus. Mistahes f € I(A) korral téhistame punktide X,Y € A

kujutusi X’ := f(X) ja Y’ := f(Y). Ilmsest seosest X + XY =Y saame

~

Y = f(Y) = f(X + XY) = f(X) + p(XY) = X' + o(XY).
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/ / —
Siit jarelduse 5.4 abil saame X'V’ = X' X" + go()ﬁ) = p(XY), millest

p(X',Y") = XY = J XY, XY = (XY, XT) = |X¥] = p(X,Y).

Sellega teoreem on toestatud. &
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9. Afiinse ruumi kvadriku moiste

Olgu A™ n-mootmeline afiinne ruum sihiruumiga V™. Punktidele koor-
dinaatide saamiseks tuleb votta mingi reeper {O;¢é;}. Sel korral mistahes

punkti X € A" koordinaatideks loetakse tema kohavektori 07 koordinaate

reeperisse kuuluva baasi {€;} suhtes. Seega kordajaid avaldises 073 = x'é;.
Punkti X koordinaatidega z* tihistatakse X (x*).

Definitsioon 9.1. Punktihulka {X € A™} nimetatakse kvadrikuks,
kui selle hulga iga punkti X koordinaadid (x*) mingi reeperi {O;&;} korral
rahuldavad vorrandit

K aijaziazj + QCLiCL“i +a =0, (91)

kusjuures koik n? kordajat a;; ei ole korraga nullid ja a;; = aj;.

Kvadriku vorrandis defineerime iga litdetava jaoks tema astme, milleks
loetakse muutujate astmenditajate summat. Seega summas aijxixj iga lii-
detav, mille kordaja ei ole null, on teise astme liidetav. Samas naeme, et
summas 2a;x" iga liidetav on nullist eriva kordaja korral esimese astme lii-
detav ja a # 0 nullastme liidetav. Kvadriku jarguks loetakse tema vorrandi
litdetavate astmetest korgemat. Seega kvadriku jark on 2. Kvadriku vorran-
dis lisdetavaid a;jz'x’ nimetatakse ruutosaks. Kvadriku vorrandi kordajate
abil saab moodustada kaks maatriksit

ai ai2 o QA1p
az1 as2 ... a9
A= n (9.2)
an1  Gn2 Ann
ja
air a2 a1n a1
L 21 QAa22 ... Q2pn G2
A=| o . (9.3)
an1 Gp2 ... GQnpn 0Aan
aq as “e Qnp, a

Kvadriku ruutosa kordajatest moodustatud maatriks A on siimmeetriline,
sest a;; = aj; tottu AT = A. Maatriksi A astakut rank A nimetame
kvadriku astakuks rank K. Definitsiooni 9.1 kohaselt 0 < rank K < n.
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Juhime veel téhelepanu sellele, et kvadriku vorrandit (9.1) voéime labi kor-
rutada nullist erineva arvuga.

Kerkib {ilesse kaks kiisimust:1) kas kvadriku vorrand (9.1) on igas ree-
peris sama ehitusega ja 2) kas kvadriku astak ei soltu reeperi valikust, sest
arvatavasti maatriks A sellest soltub. Leiame koigepealt kadriku vorrandi
mistahes teises reeperis {O’;é}. Selleks on vaja kirjeldada uut reeperit
vana reeperi suhtes. Selleks on uue alguspunkti koordinaadid kui ka uute
baasivektorite koordinaadid vanade baasivektorite suhtes. Suvalise punkti
X vanad koordinaadid x* avalduvad tema uute koordinaatide 'z’ kaudu
valemi (5.3) tottu jargmiselt

z! = cé- b+
Asendades siit kvadriku vorrandisse (9.1), saame kvadriku vorrandi uutes
koordinaadites. Meie iilesanne on selgitada kas saadud vorrandi uutes
koordinaadites saab esitada taas kujul (9.1). Samas saame ka valemid
kuidas kvadriku vorrandi uued kordajad avalduvad vanade kaudu. Soori-
tame oeldu:
b9+ +2a4(ct B 4-c®)+a =0

as 2t +2a,2° +a = 0 = ag(c &' +c)(c :

— (astcfc;-) b 07 4 (agcict) B+ (agicie®) ' + 2(agch) '+

+(agc®c’ + 2asc® +a) = 0.

Kuna
s t s t 7

(asechc®) &' = (aecich) &' = (agcict) &,
siis viimane saab kuju

agrcict) Bt I+ 2agct + as)ed B+ (agctct + 2as¢® +a) =0
i &5 i

ehk kompaktsemalt

kus

/ /
ai, = agcict, a, = (agc’ +ag)ci, a =agcic + 2a.c® + a. (9.4)



Néaeme, et kvadriku vorrand on iga reeperi korral ehitusega (9.1). Lisaks sel-
lele saime valemid (9.4), mis nditavad, kuidas teisenevad kordajad kvadriku
vorrandis. Need valemid saab esitada ka maatrikskujul, kui tahistada

/ / / /
/ / / ay; A2 ... A1y Oy
ayp A ... A1y / / / /
o o o . g1 Qg ... Qg A
r_ 21 Q22 ... Qg r_
A = s, AT=|
................... , , , ,
CL/ a/ CL/ An1  Gp2 Apn An
nl n2 nn all (1,2 a/ CL/
ja defineerida
i ¢ ct 0
2 3 2 0
ol
Cl:=1 .. ,
cl ¢y ¢y 0
0 0 0 1
siis valemid (9.4) saab esitada maatrikskujul
/ T T _ A A
A =C"AC, A'=C AC. (9.5)

Siit tanu maatriksi C' regulaarsusele
rank A" = rank ((CTA)C) = rank (CT A) = rank A,

mis iitleb, et kvadriku astak rank K on defineeritud korrektselt.
Valemitest (9.4) eraldame vélja kaks erijuhtu. Juhul kui me jatame

paigale reeperi alguspunkti, siis valemites (9.4) tuleb votta ¢! = 0. Me
saame
aj; = agcich, a;=as.c;, a =a. (9.6)

Teiseks me muudame reeperis ainult alguspunkti. Sel korral tuleb votta
¢! = §7. Sel korral aga valemitest (9.4) saame

/ / t / t
a;; = Qij, a; = agc +a;, a =agc’c +2asc’ + a. (9.7)
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10. Kvadriku loikamine sirgega.
Kvadriku asumptootilise sihi moiste

Loikame kvadrikut mistahes sirgega. Tekkinud loikepunktid iseloomus-
tavad kvadriku ehitust. Mistahes reeperi {O;¢€;} korral on kvadrik antav
vorrandiga

K: aijaziazj + Qaiazi +a=0.

Sirge, millega hakkame kvadrikut loikama, olgu antud parameetriliste vor-
randitega. Kui sirge libib punkti B(b') ja on sihivektoriga § = (s%) # 0,
siis parameetrilisteks vorranditeks on

' =b"+s't VR, i€{l,2,..,n}. (10.1)

Kuna loikepunktid asuvad samaaegselt nii kvadrikul kui loikesirgel, siis
loikepunktide koordinaadid saame jargmisest siisteemist

( a,-ja:ia:j + 22" +a=0
! = bl + st
4 2? = b + 5%t : (10.2)

Asendades n viimasest vorrandist esimesse, me saame
ai;(b" + s't) (b + s7t) + 2a;(b" + s't) + a = 0.
Samavéaarselt
(aijs's?)t? + 2(ai b + a;)s't + (a;;b"V + 2a;b" + a) = 0

ehk lihemalt
At?* + 2Bt + C = 0. (10.3)
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Siin me oleme tahistanud
A= a;s's?, B:i=(aib" +aj)s?, C:=ayb'b +2a;b" +a.  (10.4)

Kui me loikame sama-aegselt kvadrikut ka teise sirgega, mille sihivektorit
olgu tahistatud vektoriga @ = (u'). Siis tekib kordaja A = a;ju‘u’/, mis
on hoopis teine arv kui A := a;;s's’. Segaduse viltimiseks lisame téhele
A argumendiks sulgudesse sirge sihivektori. Seega valemis (10.4) olevat
A téhistame tépsemalt A(S) abil. Teisel juhul aga A(@) abil. Sellist
tapsemat tahistust kasutama siis, kui sellise eristamise jarele tekib vajadus.

Vorrandi (10.3) lahendamisel saame katte need parameetri t vaartu-
sed, mille asendamisel sirge s parameetrilistesse vorranditesse (10.1),
saame kétte 10ikepunkti(de) koordinaadid, seega loikepunkti(d). Loike-
punkte tekib samapalju, kuipalju on vorrandil (10.3) lahendeid. Siin on
moeldavad jargmised olukorrad.

1) Kordaja A # 0 korral on vorrand (10.3) tundmatu ¢ suhtes
ruutvorrand. Tal on kaks lahendit

—~B++vB2 - AC
t172 = ) .

Sirge s loikab kvadrikut K kahes punktis. Millised need loikepunktid on,
soltub valemi (10.5) diskriminandist

(10.5)

D := B? — AC.

Kui D > 0, siis lahendid ¢; ja to on reaalsed ja seejuures erinevad.
Saame kaks erinevat loikepunkti Q1(q}), Q2(q3)), kus

g =V +s't, ¢h =0+ 't

Loikepunktid )1 ja Q2 on toepoolest erinevad, sest oletades vastuvaiteli-
selt, et nad langevad kokku, saame

Q1 =Q2 < ¢! =¢, <= b + 5t =b' + 5ty < s'(t; —t2) = 0.

Kuna § # 0, siis tema koordinaadid s’ ei ole korraga nullid. Seega
viimasest n tingimusest saame t; = to. Valem (10.5) lubab 6elda D = 0,
saades vastuolu, sest D > 0.
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Kui D < 0, siis lahendid ¢; ja to ei ole reaalsed, oeldakse, et
lahendid on imaginaarsed, ning erinevad. Seega sirge s loikab kvadrikut
K kahes erinevas mittereaalsete koordinaatidega punktis. Analoogiliselt
nagu D > 0 korral veendume, et loikepunktid @)1 ja ()2 on erinevad.

Kui D =0, siis vorrandi (10.3) lahendid iihtuvad, sest t; =ty = =F.
Seega tekib kaks loikepunkti @)1 ja 2, mis langevad kokku, kuna neil
on vordsed koordinaadid.

2) Kui A=0 ja B #0, siis vorrand (10.3) saab kuju

2Bt+ C = 0.

Viimasel on ainult ks lahend

C
—_ " B0
tO 2B ) 7é 0
Sirge s loikab kvadrikut K ainult iihes punktis Q(q'), kus ¢° = b*+s'ty.
3) Kui A=0 ja B=0 ja C #0, siis vorrand (10.3) saab kuju

0t +0t+C =0, C#0.

Sellel vorrandil ei ole lahendit. Seega sirge s ei loika kvadrikut K.
4) Kui vorrandis (10.3) koik kordajad on vordsed nulliga, s.o. A = B =
= (' =0, siis vorrand (10.3) saab formaalselt kuju

02 4+0t+0=0

(sisuliselt kaob dra). Viimast rahuldavad koik reaalarvud. Seega vorrandi-
test (10.1) saame sirge s ja kvadriku K loikepunktideks koik sirge s
punktid, seega sirge s on taielikult kvadrikul K. Loikepunktide analiiiis
on loppenud.

Definitsioon 10.2. Lineaarkatet L(3) nimetatakse vektori § # 0
poolt maaratud sihiks.

Néaeme, et siht L(s) on vektorruumi V" ithemootmeline alamruum.
[lmselt iga nullvektorist erineva vektori a@ € L(§) korral L(a) = L(5).
Seega sihti maarav vektor on maaratud kordse vektori tapsuseni.

Definitsioon 10.3. Sikti L(5) mddratuna vektori §= (s') #0 poolt

nimetame kvadriku K astimptootiliseks sihiks, kui
A=0<— aijsisj = 0.

7



Paneme tahele, et kui kehtib viimane seos vektori § korral, siis ta
kehtib ka iga vektori S korral. Seega astimptootilise sihi moiste on
toepoolest sihiga , mitte ainult vektoriga, seotud moiste.

Definitsioon 10.4. Sihti L(S), mis ei ole asimptootiline, s.o.

A#0 <= a;s's’ #0,

nimetame matteasumptootiliseks sthiks.

Teoreem 10.1. n-mootmelises afitnses ruumais leidub n vektorist koos-
nev lineaarselt soltumatu vektorsusteem, mille vektorite poolt maaratud sihid
antud kvadriku jaoks on mitteasumptootilised.

Toestus. Toestamisel tugineme ruutvormide teooriale. Kuna reeperi
teisenemisel kvadriku maatriks A teiseneb valemiga A’ = C'T AC, siis seda
maatriksit voib tolgendada ruutvormi maatriksina. Seega tekib ruutvorm

F: V" —R,; F(@):= aijxiwja

kus ¥ = z'€;. Ruutvormide teooriast teame, et leidub selline reeperi teisen-
dus

{0;é;} — {0;¢; '},

mil ruutvorm on normaalkujuga. Teisiti 0elduna on tema maatriks jargmise
kujuga

[ 0 0 0... 0
0 e 0 0
A=l 0 0 ... ¢ 0... O, (10.6)
0 0 0... O
\ 0 0 0 0... O

kus €, on +1 voi —1 ja r = rankA. Moodustame vektorsiisteemi
— -/ / —

— — — - / — / — / - /
1=é1 .8 =", Si=€ "+, Sn=¢€e1"+¢& ", (10.7)

mis on lineaarselt soltumatu. Selle naitamiseks tuleb lahendada vorrand
£'5; = 0, mis (10.7) abil saab kuju

(E 4+ 4 +ME + 828+ .. 6, =0
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Kuna siin {€1 ’,é5’,...,€, '} on baas, s.o. lineaarselt soltumatu, siis vii-
masest saame

ety 4 =0, £=0, ,("=0=¢'=...=¢"=0.
Seega vektorsiisteem (10.7) on lineaarselt soltumatu. Veelgi enam. Sihid

L(51), ..., L(§,) on kvadriku jaoks mitteastiptootilised, sest A '(s1) # O,...,
A'(8,) # 0. See on (10.6) tottu ilmne. Sellega teoreem on toestatud. @
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11. Kvadriku keskpunkt

Olgu afiinses ruumis A” sihiruumiga V™ antud kvadrik vorrandiga
K :a;jz'a? + 202" + a = 0. (11.1)

Definitsioon 11.1. Me nimetame punkti kvadriku keskpunktiks, kui
mezte kvadrik on simmeetriline selle punkti suhtes.

Rakendame seda definitsiooni kvadriku (11.1) keskpunkti koordinaa-
tide leidmiseks. Tihistame otsitavat keskpunkti C(c’) abil. Paneme
keskpunkti definitsiooni meile sobival kujul kirja. Nimelt vaatleme labi
punkti C' koikvoimalikke sirgeid, mis loikavad kvadrikut kahes punktis.
Seega vaadeldavate sirgete sihivektorid on mitteasastimptootilise sihiga. Iga
sellise sirge saame kirja panna parameetriliste vorranditega

o' =c' +s't VR, ic{l,2,..n},

kusjuures selle sirge sihivektori § = (s?) # 0 koordinaadid rahuldavad
vorratust

A+#0<— aijsisi = 0.

Toimides analoogiliselt nagu eelmises paragrahvis, saame oelda, et iga
mitteastimptootilise sihiga sirge 16ikab kvadrikut K kahes punktis Q1(q})
ja Q2(qd) kus ¢¢ = ¢ + s'ty ja ¢b = ¢ + s'ty. Kvadriku keskpunkti definit-
siooni kohaselt on punkt C' loigu Q1@ keskpunkt. Jarelikult keskpunkti
koordinaadid on selle loigu otspunktide koordinaatide poolsumma, mistottu

= [(c" + s't1)+(c" + s't2)).

| —

(¢ +g5)= " =

N | —

Viimast korrastades, saame
(tl + tQ)Si = 0.
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Kuna vektor § # 0, siis ei ole tema koordinaadid s korraga nullid.
Seetottu viimasest saame t; +t2 = 0. Valemi (10.5) abil saame B = 0, mis
(10.4) tottu on samavéédrne

(aijc’ +aj;)s’ = 0. (11.2)

See homogeenne vorrand peab aga kehtima iga miteasiimptootilise sihi kor-
ral. Teoreemi 10.1 kohaselt leidub n vektorist §; = (c}) koosnev lineaarselt
soltumatu lahendivektorite s§teem. Seega vorrandi (11.2) lahendiruum on
lineaarkate L(S1, ..., §,). Moodustajate lineaarse soltumatuse tottu on selle
lahendiruumi moéode dimL(§y, ..., S,) = n. Seega vorrandi (11.2) astak on
null, mistottu

ai;ct +a; =0 Vje{l,2,..,n}

Tahistame otsitavaid c¢' asemel z* abil ja arvestame a;; = aj;. Me saame
keskpunktide koordinaatide maaramiseks vorrandisiisteemi

ai;v) +a; =0 Vie{l,2,..,n} (11.3)

Analiiiisime seda siisteemi. Nagu lineaarvorrandisiisteemide teooriast tea-
me soltub keskpunktide hulk maatriksite

ai ai2 cee A1n ai ai2 cee A1n ay

a1 ao9 o Qa9 ~ a1 ao9 e Qa9 as
A= nl, A= n

an1 an2 “e Anpn an1 an2 Ce Anpn Qp,

astakust. Kroneckeri-Capelli teoreemi kohaselt rank A # rank A korral
vorrandisiisteemil (11.3) lahendid puuduvad. Seega kvadrikul ei ole kesk-
punkte. Juhul rank A = rank A = r moodustab kvadriku keskpunktide
hulk afiinses ruumis A" aga (n —m)-tasandi. Juhul r = n on kvadrikul iiks
keskpunkt, sest keskpunktide hulk on 0-tasand.

Definitsioon 11.2. Kwvadrikut nimetame tsentraalseks, kui tal on ai-
nult ks keskpunkt. Ulejéidnud kvadrikuid nimetame aga mittetsentraalse-
teks.

Definitsioon 11.3. Kwadriku punkti nimetame isedraseks punktiks,
kur ta on lisaks veel kvadriku keskpunkt.
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12. Kvadriku diameetertasand

Loikame afiinse ruumi A™ kvadrikut K paralleelsete sirgetega. Seda
paralleelsete sirgete hulka nimetame parallelsete sirgete parveks. Nendel
sirgetel koigil on iihine siht, mis on maaratav iihise nullvektorist erineva
vektori poolt. Tahistame seda vektorit § abil. Paralleelsete sirgete parve
tahistame 7(5) abil. Kui selle parve sirgete siht L(5) on kvadriku K
jaoks mitteasiimptootiline, siis parve iga sirge loikab kvadrikut kahes punk-
tis, eraldades temal loigu. Jarelikult paralleelsete sirgete parv tekitab pa-
ralleelsete loikude parve. Veelgi enam, tekib nende loikude keskpunktide
hulk, mida me téhistame dg () abil.

Definitsioon 12.1. Kvadriku lotkamisel maitteasumptootilist sihti
omavate paralleelsete sirgetega tekib lotkepunktide poolt maaratud loikude
keskpunktide hulk, mida nimetame selle kvadriku diameetriks maaratuna
selle mitteastimptootilise sihi poolt.

Leiame niiid kvadriku diameetri vorrandi.

Teoreem 12.1. Kvadriku diameeter on hipertasand.

Toestus. Olgu meil antud kvadrik K vorrandiga

K aija:iazj + 2ai:1:i +a=0

mingi reeperi  {O;€;} suhtes. Votame oma kvadriku mistahes mit-
teastimptootilise sihi L(§), mis olgu méadratud vektori § = (s°) poolt.
Seejuures § # 0. Vaatleme paralleelsete sirgete parve 7(5), mille iga
sirge on mitteastimptootilise sihiga L(S). Selle parve iga sirge s(D), kus
D(d") € di(5), parameetrilisteks vorranditeks on

s(D):z'=d" +s't.

Lugejale on ilmselt selge, et punkt D(d?) on vaadeldaval sirgel s(D)
tekkinud 16igu keskpunkt. Kui punkt D(d?) hulgas dg(5) muutub, siis
saame oma parve koikide paralleelsete sirgete parameetrilised vorrandid.
Nendeks on

ci=d'+s% ¥V D(d) edg(3).
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Leiame niiiid diameetri suvalise punkti, mida oleme téhistanud D(d?) abil,
koordinaadid d‘. Senini on nad meil kasutusel tihistuse tasemel. Koor-
dinaadid d® peavad avalduma mingil moel kvadriku vorrandi kordajate
kui ka mitteastimptootilise sihi koordinaatide kaudu. Selle selgitamiseks
leiame paralleelsete sirgete parve m(s) iga sirge s(D) korral 16ikepunktid
kvadrikuga K. Tahistame tekkivat kahte loikepunkti

Q¥ (q{y), V¥ ae{l,2}.
Siin me oleme loikepunkti tahistele lisanud tahe D. Siin
Qo) =d'+5"ta, ¥V ae{l,2}, (12.1)
kusjuures t; ja ts saame valemist

~B+ /B> = AC
t19 = I . (12.2)

Loigu QgD)QéD) keskpunkti D koordinaadid on otspunktide koordi-
naatide poolsumma. Jarelikult

T i
d 25(61(1)"‘6](2))
ehk (12.1) tottu
i Lo i i
d :5[(d +s't) 4+ (d* + s'ta)].

Siit saame .
(tl + t2)31 = 0.

Kuna mitteastimptootilist sihti méarav vektor 5 ei ole nullvektor, siis tema
koordinaadid s*® ei ole korraga nullid. Seetottu

t1 +1t2 = 0.

Asendades siia valemist (12.2), saame B = 0. Viimane on (10.4) tottu
samavaarne tingimusega

(aijs))d"+ais" = 0.
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See on tingimus, mida peavad rahuldama diameetri mistahes punkti D
koordinaadid d*. Seega tegu on diameetri vorrandiga. Tahistame di-
ameetri muutuvat punkti D(d?) {imber X (z?) abil. Diameetri vorrandile
saame kuju

dp(3) : (ai;s?)r" +a;s' = 0. (12.3)
Sellees vorrandis otsitavate z!, z2,..., 2" koik kordajad
alij, agjsj,...,anjsj

ei ole korraga nullid. Oletame vastuvaiteliselt, et need kordajad just on
nullid, s.o.
zt=0, 22=0,..2"=0.

Korrutame viimaseid vastavalt koordinaatidega s!, s2,...,s™

kokku. Saame

ning liidame

a;;js's? =0.

Kuna eelduse kohaselt siht L(s) on mitteasiimptootiline, siis viimane ka-
hekordne summa on nullist erinev. Oleme saanud vastuolu. Jarelikult dia-
meetri vorrandi (12.3) maatriksi astak on alati iiks. Seega diameetertasand
on (n — 1)-tasand, s.o. hiipertasand. #

Teoreem 12.2. Kvadriku koik diameetertasandid labivad igat tema
keskpunkti.

Toestus. Olgu punkt D(d?) kvadriku mistahes keskpunkt. Seega
tema koordinaadid d°® rahuldavad vorrandisiisteemi (11.3). Seega

ai;d’ +a; =0, V i€{l,2,..,n}. (12.4)

Vaja on niidata, et keskpunkt D(d*) on ka mistahes diameetertasandi
punkt, s.o. tema koordinaadid peavad rahuldama vorrandit (12.3). Kor-
rutame seostes (12.4) esimest, teist,..., n-ndat vastavalt vektori § koordi-
naatidega s!', s2,..., s" ning liidame seejirel kokku. Saame

(aijdj + CLi)Si =0.

Seega keskpunkti D koordinaadid rahuldavad diameetertasandi vorrandit
(12.3). Sellega teoreem on toestatud. @
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13. Kvadriku puutujatasand
Olgu antud afiinse ruumi A™ kvadrik reeperi {O; €;} suhtes vorrandiga
K :a;jz'a? + 2a;2" + a = 0. (13.1)
Votame kvadrikul punkti M (m?), seega (13.1) tottu
ai;m'm? + 2a;m" + a = 0. (13.2)

Definitsioon 13.1. Punktihulka {X}, mille punktide X koordinaadid
x' leituna reeperis {O;€;} rahuldavad vorrandit

(ai;m' + a;)z? + (a;m" + a) = 0, (13.3)

nimetatakse kvadriku K puutujatasandiks Thy(K) puutepunktiga M.

Juhul, kui kvadriku punkt M on tema isearane punkt, siis on ta ka
sama-aegselt kvadriku keskpunkt. Jarelikult tema koordinaadid m® rahul-
davad vorrandisiisteemi (11.3), mistottu puutujatasandi vorrandis (13.3)
koik tundmatute z* kordajad on nullid. See aga tihendab, et sel korral
puutuja tasandit ei ole olemas. Voime oelda, et puutujatasand on ole-
mas kvadriku igas mitteisearases punktis. Sel korral lineaarse vorrandi
(13.3) astak on 1, mis lubab &elda, et kvadriku puutujatasand Ty, (K) on
hiipertasand. Kuna

(ai;m' + a;)m? + (a;m' + a) = 0, (13.4)
tanu seosele (13.2), siis M € Ty (K). Iga sirge [(Y, M), kus suvaline punkt

Y € Ty(K)\{M}, asub puutujatasandil Th;(K). Toepoolest. Punkti
Y € Ty (K) koordinaadid y* rahuldavad vorrandit (13.3):

(ai;m' + a;)y’ + (a;m' + a) = 0.
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Lahutades viimasest (13.4), saame
(ai;m' +a;)(y —m?) = 0. (13.5)

Sirge I(Y, M) sihivektoriks voib votta 5= (y° — m')e;, sest Y # M. Sirge
suvalise punkti X € (Y, M) korral tema koordinaadid z* avalduvad kujul

' =m' + (y' —m)t. (13.6)
Kuna
(aijm* +a;j)x? + (a;m’ +a) = (a;;m’ +a;)(m? + (v —m?)t)+ (a;m* +a) =

= ((ai;m" + a;)m? + (a;m" + a)) + (az;m" + a;)(y’ —m? )t = 0.

Siin me arvestasime seoseid (13.4) ja (13.5). Seega (Y, M) C Ty (K).
Saame oOelda, et puutujatasand ladestub seda tiiiipi sirgetest:

TM(K) = UXGTM(K)\{M}Z(X; M)

Teoreem 13.1. Iga mitteasimptootilise sihiga sirge (Y, M), kus punkt
Y € Ty (K)\ {M}, loikab kvadrikut kahes kokkulangevas punktis M. Kui
sirge [(Y, M) on astimptootilise sihiga, siis sirge (Y, M) on kvadrikul.

Toestus. Kuna Y € Ty (K), siis tema koordinaadid y* rahuldavad
vorrandit (13.3):

(ai;m' + a;)y’ + (a;m' +a) = 0.

— 5
Samas teame, et Y # M. Seega MY # 0. Sellest tulenevalt voime votta

—
selle vektori sirge [(Y, M) sihivektoriks § = MY . Selle sirge parameetrilis-
teks vorranditeks on (13.6). Loikepunktide leimiseks tuleb lahendada vor-
rand

At? 4+ 2Bt + C = 0. (13.7)

Praegu C = a;;m'm’ +2a;m' +a = 0. Valemi (13.5) tottu ka B = (a;;m" +
a;)(y? —m?) = 0. Seega At? = 0. Kui sirge (Y, M) on mitteasumptootilise
sihiga, siis A = a;;(y* —m")(y? —m?) # 0, mistottu t2 = 0 ehk 1 = t5 = 0.
Seega loikepunktid tihtuvad, milleks (13.6) tottu on puutepunkt M. Kui
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sirge [(Y, M) on astimptootilise sihiga, siis A = 0. Vorrand (13.7) kehtib
iga t € R korral. Seega puutujatasandi T (K) sirge (Y, M) on kvadrikul.
[ )

Puutujatasandi (13.3) vorrandi saab kirjutada veidi teisel kujul:
ai;m'z! + a;(m' +2") +a = 0. (13.8)

Seda valemit on aga kerge meelde jatta. Selleks tuleb kvadriku vorrand
(13.1) esitada jargmisel kujul

P a,-jaz_iazj —|—CL,(CL’_Z—|-331) +a =0.
Viimases vorrandis on vaja pooles ulatuses allakriipsutatud kvadriku muu-
tuva punkti X koordinaatidest asendada puutepunkti M koordinaatidega.

Tulemuseks saame puutujatasandi vorrandi kujul (13.8). Kirjeldatud prot-
seduuri nimetame muutujate pooliti asenduseks.
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14. Kvadrikute afiinne klassifikatsioon

Afiinses ruumis A" kvadriku vorrand annab tingimuse kvadriku punkti
X koordinaatidele z’. Samas, et punktil koordinaadid tekiksid, tuleb votta,
reeper {O;€;}. Samuti teame 9. paragrahvist, et kvadriku vorrandis korda-
jad muutuvad iileminekul uuele reeperile. Piistitame iilesande valida selline
reeper, mille suhtes kvadriku vorrandis on voimalikult palju kordajatest
vordsed nulliga. Seega reeperi valikuga piiame voimalikult palju lihtsus-
tada kvadriku vorrandit. Kvadriku vorrandi lihtsustamise aluseks peavad
olema muidugi mingid kaalutlused.

Lahtume afiinses ruumis A™ kvadriku vorrandist

K :ajx'ac? + 202" +a = 0. (14.1)

antuna mingi reeperi {O; €;} suhtes. Selle vorrandi lihtsustamisel tugineme
esmalt ruutvormide teooriale. Kuna reeperi teisenemisel kvadriku maatriks
A teiseneb valemi A’ = C'T AC kohaselt, siis seda maatriksit voib valemi
(3.1) tottu tolgendada ruutvormi maatriksina. Seega tekib ruutvorm

F:V" —R,; F(@):= aijxiwja

kus ¥ = z'€;. Ruutvormide teooriast teame, et leidub selline reeperi teisen-
dus

{0;é} — {0;¢é '},

mil ruutvorm on normaalkujuga. Teisiti oelduna on tema maatriks jargmise
kujuga

(61 0 0 O 0

0 e 0 0
A'=1 0 0 ... ¢ 0... O], (14.2)

0 O 0 O

\0 0 0 O O
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kus €, on +1 voi —1 ja r = rankA. Tegelikult on neid baase, mille ko-
rral ruutvorm on normaalkujuga, on palju. Naiteks baasiteisendusel, mis
seisneb baasivektorite iimbernummerdamises, maatriksis (10.6) diagonaali
elemendid vahetavad diagonaalil oma kohti. Seega maatriksis (14.2) voime
vajaduse korral eeldada, et diagonaalil on esimesed e-id +1 ja seejarel —1.
Tihistame uues reeperis {O;&; '} muutuva punkti X uusi koordinaate T
abil. Kvaadriku vorrand (14.1) saab tublisti lihtsama kuju

(@) 4+ @)+ ...+ 6(T)? + 20,7 +a = 0.

Siin valemitest (9.4) ndeme, et kordajad a; ja a ei teisenenud, sest ¢! =
0. Jargmisena muudame reeperi alguspunkti muutmata baasi. Seetottu
kvadriku ruutosa ei muutu, mida ndeme taas valemitest (9.4), kuna ¢! = §t.
Reeperi uue alguspunkti koordinaatide valiku idee saame kvadriku saadud
vorrandis taisruutude valjaeraldamise teel. Me saame

61[(51)2 + 261&1 + CL%] + 62[(%2)2 + 262&2 + CL%]—F

+o. + [T + 26,0, + a?] + 2(a, 1T+

+o. + 0y @) + (a — €1a] — €203 — ... — €,a2) = 0.

ehk
e1(F' +€1a1)? + €2(T* + €2a2)* + +... + €-(FT" + €ra,)* + 2(ap 1T T+

+...+a,7")+a=0,

kus
a:=a— ela% — ezag — eTa%.
Votame reeperi uueks alguspunktiks
/
O (—61&1, —€20492, ..., —€rQp, 0, ceey 0)
Sel korral uued koordinaadid z* avalduvad
=3 —ca, .., T =% —¢€a,, T =" . T"=z"
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Asendades siit kvadriku vorrandisse, saame
(T Fea(@) 4 . e (@) +2(ar1 3 T o anE™) T = 0. (14.2)

Niiiid hakkame kordajate

Apy1, Qr42,.0pn, G

jargi valja eraldama erijuhte.

Juht 1. Olgu @,41 = apyo0 = ... = @, = a = 0. Nagu eespool sai
seletatud, voime eeldada, et ¢ = ... = €, =1 ja €541 = ... = €, = —1.
Valemist (14.2) saame kvadriku vorrandiks

()2 (2% 4. (@) = (2T - —(@")? =0, 1<s<r<—. (14.3)

|3

I

Juht 2. Olgu @py1 = Gpyo =...=a, =0, a#0. Vorrand (1
kuju

.2) saab

(B2 4+ (@) + .. 4+ e(@)+a=0

ehk
A (B2 + Ax(B2)* 4 ...+ A (7)) =1,

kus A, := —€eqa~!. Summeerimine kreeka indeksi « jirgi toimub piirides
1,...,7. Osa nullist erinevatest kordajatest A, voivad olla positiivsed osa aga
negatiivsed. Uldsust kitsendamata voime oletada Aj,...,As on positiivsed
ja Asy1, ..., A, aga negatiivsed, kus 0 < s < r. Seega kvadriku vorrandi
saame kirjutada

[AL](@)7 + [A2](7%)% + . + |4 (@) = [Asna| (@)% — A (@) = 1.

Teeme veel reeperi teisenduse seejuures ainult baasi osas valemitega

Vanad koordinaadid Z° avalduvad uute * kaudu jargmiselt

~o Ao £T+1 — £T+17_,,757n — 4"
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Kvadriku vorrand saab loplikuks kujuks
(212 + (22 4+ .+ (@5 = (@TH2 .. —(@")* =1, 1<s<r<n. (144)
Juht 3. Olgu [@ry1|+[@ry2|+...+[@n| # 0. Kordajate @y 1, @ry2,...s Gn

seas vahemalt iiks on nullist erinev. Uldsust kitsendamata voime eeldada,
et a,4+1 # 0. Kirjutame kvadriku vorrandi (14.2) kujul

~ ~ - - - N a
€1 ()2 e (32)° 4.4 e (B2 +2(ar 1 B T a0 T, B+ 5) = 0.

Léheme iile uuele reeperile {O”; €)' }. Baasiosa teisenduse anname valemi-
tega

1
= _ = —/ _ —
€a = €ay €ry1 — — Er41,
Qr4+1
a a
—/ ’l"+2 — — —/ n - —
€rio = — €r41 T €rg2, ..., €, = — €r+1 + €En.
Qr41 Qr41

Reeperi alguspunktiks votame punkti, mille ainsaks nullist erinevaks koor-

dinaadiks voib olla r 4+ 1 koordinaat. Selleks olgu 2aa+1. Sel korral vanad

koordinaadid avalduvad uute kaudu jargmiselt

an ., a

v mig - L Ar42
P =2(i£r+1), FH = gt T2 :
Qr41 Qr41 Ar41 2ar41

Uldsust kitsendamata saame kvadriku kanooniliseks vorrandiks
(2124 (@)= (25T - — (@) =2"T, 0<s<r<n. (14.5)

Saime, et kvadrikud oma afiinse kanoonilise kuju jargi jagunevad kolme
klassi, mis antakse vorranditega (14.3), (14.4) ja (14.5). Kombineerides
arvudega n, r ja s, saame igast klassist veel omakorda terve rida tiitipe.
Viimase demonstreerimiseks toome ara tasandi teist jarku joonte ja ruumi
teist jarku pindade afiinse liigituse kanooniliste vorrandite jargi.

Tasandi teist jarku joonte titbid

1) Ellips (z')? + (2%)? =1,
2) imaginaarne ellips (z1)? + (22)? = —1,
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3) paar loikuvaid imaginaarseid sirgeid reaalse loikepunktiga

4) hiiperbool (z1)? — (22)? = 1,

5) paar loikuvaid sirgeid (x!)? — (%)% = 0,

6) parabool (21)? = 222,

7) paar iihtuvaid sirgeid (z1)? = 0,

8) paar paralleelseid (seejuures mitteiihtuvaid) sirgeid (z!)? =1,

9) paar paralleelseid (seejuures mitteithtuvaid) imaginaarseid sirgeid
(x1)? = —1.

Ruumi teist jarku pindade tuubid

Ellipsoid (z1)? + (z%)? + (23)? =1,

imaginaarne ellipsoid (x!)? + (22)? + (23)? = -1,
imaginaarne teist jarku koonus (z1)? + (22)? + (23)? = 0,
tihekatteline hiiperboloid (z )2 +(22)? — (23)2 =1,
kahekatteline hiiperboloid (z1)? + (22)? — (23)? = —1,
teist jarku koonus (x? )2 + (:1;2)2 — 22 =0,

hiiperboolne paraboloid (z!)? — (332)2 = 23,
elliptiline silinder (z1)? + (22)? =1,
imaginaarne elliptiline silinder (z!)? 4 (%) = —1,
1

1
2
3
4
5
6
7
8
9
1
11) paar imaginaarseid loikuvaid tasandeid (x
1

)
)
)
)
)
)
) elliptiline paraboloid z? + :B2 = 223,
)
)
0
1
2

)
)
) hiiperboolne silinder (z1)? — (22)? =1,
3) paar loikuvaid tasandeid (z1)? — (22)? =0,
14) paraboolne silinder (x!)? = 222,
) paar paralleelseid tasandeid (z ) =1,
) paar imaginaarseid paralleelseld tasandeld (x1)? = -1
)

15
16
17) paar iihtuvaid tasandeid (z')? = 0.
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15. Kvadrikute ortogonaalne klassifikatsioon

Selles paragrahvis vaatleme kvadrikuid eukleidilises afiinses ruumis E™.
Meie kasutuses on taiendavalt tema sihiruumis E™ olemasolev skalaarkor-
rutamine. Sihiruumiks on eukleidiline vektorruum. Korvuti mistahes ree-
peritega saame vaadelda kitsamat reeperite hulka, mis koosneb ristreepe-
ritest. Me voime kvadrikuid vaadelda, kui soovime, ainult ristreeperite kor-
ral. Sel korral reeperi baasi osa {€;} korral kehtib (€;,€;) = d;;. Kvadriku
vorrand ei pea olema algselt antud ristreeperi suhtes. Sel korral laheme es-
malt iile ristreeperile, kasutades baasi ortogonaliseerimise protsessi. Selles
paragrahvis me otsime kvadrikule sellist ristreeperit, mille suhtes kvadri-
ku vorrand omandaks voimalikult lihtsa kuju, nn. kanoonilise kuju. Kuna
ristreeerite hulk on koigi reeperite alamhulk, siis ilmselt kvadrikute vorran-
dite kanoonilised kujud ei saa olla nii lihtsad kui eelmises paragrahvis. Ka
siin saame kvadrikute liigituse vorrandite kanooniliste kujude jargi. Saada-
vat kvadrikute liigitust nimetakse ortogonaalseks klassifikatsiooniks. Selline
nimetus on isna loomulik, sest ristreeperite hulk on iseloomustatud orto-
gonaalse afiinse rithma O(n + 1, R) abil (vt. §5).

Alustame kvadrikute vorrandite lihtsustamist. Olgu kvadriku vorrand

K aijxia:j + 2aiaci +a=0. (151)

antud, nagu kokku lepitud, mingi ristreeperi {O;&;} suhtes. Uleminekul
teisele ristreeperile {O’; €; '} kvadriku vorrandis kordajad teisenevad. Meid
huvitab esmalt, kuidas teisenevad ruutosa kordajad A = (a;;). Valemite
(9.5) kohaselt on selleks valemiks A’ = C'T AC. Selles valemis osaleb ai-
nult reeperi baasiosa teisenemise maatriks C. Alguspunkti koordinaatidest
see valem ei soltu. Seega iileminekul uuele ristreeperile ei ole esimesel
reeperiteisendusel pohjust muuta reeperi alguspunkti. Seega sisuliselt on
iileminek ristbaasilt uuele ristbaasile. Seejuures baasiteisenduse maatriks C
on ristbaasi teisenduse maatriks. Jarelikult see maatriks rahuldab taienda-
valt mingeid lisatingimusi, mis ka kohe leiame. Kuna praegu (€;, €;) = d;;
ja <é; /,gj /> = 5@', siis 6—; = Cfgs tottu
bij = (€ ',€; ") = (], cie) = ] c’(Es, €) = ¢
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Saime
foaci =0 < C'EC=F <= C'=C".

Naeme, et ristbaasi teisenemismaatriks on ortogonaalmaatriks. Seetottu
tapsustub kvadriku ruutosa kordajate teisenemise valem, saades seekord
A’ = C~1AC. Kasutades teadmisi algebrast lineaarteisenduste kohta, siis
tanu viimasele valemile, saame maatriksi A = (a;;) abil sihiruumis E”
defineerida lineaarteisenduse
0:E" — E" Z=21'+— o) = (a'2%)e;.

Seejuures lubatavateks baasiteisendusteks on ristbaasiteisendused, seega
C € O(n,R). Kuna kvadriku maatriks A on stimmeetriline, siis lineaartei-
sendus ¢ : E" — E" on siimmeetriline lineaarteisendus. Viimaste kohta
on algebra kursusest teada jargmised teoreemid (vt. [1], lk.-d 260-261).

Teoreem 15.1. Summeetrilise lineaarteisenduse karakteristliku n-ast-
me vorrandi |A — AE| =0 lahendid A\, Ao ... A, on reaalsed.

Selle karakteristliku vorrandi lahendeid nimetatakse siimmeetrilise li-
neaarteisenduse omavaartusteks.

Teoreem 15.2. Summeetrilise lineaarteisenduse korral mnormeeri-
tud omavektoritest saab moodustada ristbaasi, mille suhtes lineaarteisenduse
maatriks on diagonaalkujuga

A0 0
0 0 An

Teoreemi 15.1 rakendamine tagab, et saame ristreeperilt {O;é;} iile
minna sellisele ristreeperile {O;é’ L}, mille suhtes kvadriku vorrand (15.1)
saab kuju

P:\i(Z)" +2aiT" +a = 0. (15.3)

Viimane vorrand voib olla tegelikult veidi lihtsam, sest siin koik omavaar-
tused ei pea olema nullist erinevad. Nagu saame maatriksi (15.2) kujust,
on nullist erinevaid omavéartusi r := rank A tikki. Ristbaas {€}}, milles
kvadriku vorrand saab kuju (15.3), ei ole médratud siiski péris iiheselt.
Naiteks me voime valitud baasis muuta baasivektorite jarjekorda, jaades
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ikkagi ristbaasi juurde. Samas muudavad samal moel oma jarjekorda maat-
riksi (15.2) elemendid tema diagonaalil. Seega iildsust kitsendamata voime
eeldada, et \, =0, kus a € {r + 1,...,n}. Nullist erinevatest omavaartust
osa on positiivsed ja osa negatiivsed. Taas iildsust kitsendamata voime
eeldada, et positiivsed on A1,...,As ja negatiivsed Agy1,...,An. Siin 0 < s < 7.
Seda arvestades, saame kvadriku vorrandile (15.3) kujuks

A [ED2 4 oo+ A |@)2 = Mo |(@ T2 — e

) 15.4
— A\ ()2 + 2a/T 4+ a = 0. (15-4)
Viimase vorrandi saame kirjutada
- 2 o \2
|>\1|<f + ) +...+|>\S|<ES+ = )
|Adl [As]
a; 2 a/ 2
| Ast1] (TSH + \)\—il> —ee — | A <f7“ + ‘)\"O +2a, T +a' =0,
kus ) ) A )
g @ @R @) @)
A1l Asl [ Astal [Ar

Siit saame idee, et kasulik on minna ristreeperilt {O;¢€ %} {ile risrreeperile
{O0’; €} alguspunktiga

ol - ay L ay iy al. 0.0
N I P D 00

(Muuseas alguspunkti n — 7 viimast koordinaati ei pea ilmtingimata
olema nullid, nad voivad olla millised iganes, sest nendest ei soltu kvadriku
vorrand. Seega me voime vajaduse korral muuta veel reeperi alguspunkti,
kusjuures tuleb jatta r esimest koordinaati muutmata. Allpool juhul 3
vajadus selle jarele ka tekib.)

Kui muutuva punkti X uusi koordinaate tiahistada Z°, siis need aval-
duvad vanade kaudu valemitega

/ /

~1 —1 al ~8 —S as
r =x + T =20 +
Al [As|”
/ !/
~s+1 _ —s+1 Gsq1 ~r __ =T a, ~a =
X e + |)\8+1‘7 3 + ‘)\T‘7



Kvadriku vorrand (15.4) saab kuju
MEDZH AT = A (B2 — =N (F) 2+ 2aL, 5 +a’ = 0. (15.5)

Olenevalt kordajatest al, ja a’ selles vorrandis hakkame leidma kvadrikute
kanoonilisi vorrandeid nagu eelmises paragrahvis.

Juht 1. Olgu a, , = a, 5 = ... = a;, = a’ = 0. Defineerime positiivsed
konstandid

1 1 1 1

aq = vy Qg 1= —F——=, Ogq] '= —F—— ..., Oy 1= .
VM VI Ve A

Kvadriku vorrand (15.5) saab sellel juhul 16ppkujuks

~1\2 ~3s\2 ~s+1\2 ~1r\2
@ @ @) @ gcs<r<n (156)
a7 g Fs41 a;

Juht 2. Olgua, , =a,, o =..=a, =0, a # 0. Niilid defineerime

jargmised positiivsed konstandid

a1 =

Ogyq1 =

)‘1 s—l—l )\_7“ '
Kvadriku vorrand (15.5) saab loppkujuks
~1\2 ~5\2 ~s+1\2 ~7r\2
@7 L@ @) @S g<s<r<™ (157)
o a? g a? 2

Juht 3. Olgu |al | + |ar42|" + ... + |al,| # 0. Seega kordajate a._,
@’ oy, al, seas vihemalt iiks on nullist erinev. Uldsust kitsendamata voime
eeldada, et a;.; # 0. Lisaks sellele kordajale voib iilejéénud kordajate seas
olla veel teisigi nullist erinevaid. Olgu neid kokku k tiikkki. Me voime
eeldada, et nendeks on a;. 4,...,a;, . Kvadriku vorrand (15.5) saab kuju

(i‘l)2 (538)2 B (i,s+1)2 B B (537“)2
P1 e Ps Psy1 Dr (15.8)

—2m(ay41 + ... + Grap +a) =0,
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kus me oleme tahistanud

I
pii= 1 i€ {L2 .k mi= \/(a;+1)2+...+(a;+k)2,

7

a a’

/
5 e & . e—
Qo 1= ——0, ac{r+1,..r+k}; a:= Sy
Vorrandi (15.8) edasiseks lihtsustamiseks muudame veidi ristreeperis
{O'; €’} baasi {€} osa. Tegemist on muidugi sihiruumi E" ristbaasiga.
Seejuures me voime ristbaasi {€”} asendada sellise ristbaasiga {€?} ilma,
et muutuks kvadriku vorrandis (15.8) ruutosa, mis on saavutanud mak-
simaalse lihtsuse. Edasise selgitamiseks jagame ristbaasi {€’} vektorid
kolme ossa. Esimene osa koosneb kvadriku ruutosaga seotud vektoritest,
s.o. vektoritest {€,...,€"}, teine osa koosneb kordajatega @11, ..., Grik
seotud vektoritest, s.o. vektoritest {€7.,,...,€7 ., }. Kolmandasse rithma
votame iilejadnud vektorid {€7] .. ;,...,€}. Viimaste vektorite riihmade
abil moodustama lineaarkatte abil kolm alamruumi

ni= L@, .8, MR =L@, 8,

—(r+k = -
My (rk) = L(€  ji1s - €0y)-
Need alamruumid on paarikaupa ristuvad. Naiteks M} L Mg"’k tahendab,
et iga £ € M7 ja i € M5 korral # L  ehk samaviirselt (Z,7) = 0.
Samamoodi M] L Mg_(rJrk) jaMyRE L Mg_(rJrk). Sihiruum E™ on nende
kolme alamruumi otsesumma

E" = M} & M} TF @ ML),

Eukleidilise afiinse ruumi E™ ristreeperis {O;€';} olev ristbaas {€;} sai
tiikeldatud kolme alamruumi MY, M5™" ja M'g_(H—k) ristbaasiks. Uue rist-

baasi {€7} valikul alamruumide MJ ja Mg_(TJrk) ristbaasid jatame muut-
mata. Seega

=/ _ =/ =/l _ =/, —// _ =/ =/l _ =/
61—61,...,€r—€r, €T+k+1—€T+k+1,...,€n—€n.

Muudame ainult alamruumi M5 ristbaasi, moodustades temas uue rist-
baasi, mis meile osutub sobivaks. Lahtume tihikvektorist

=/ — —/ — —/
€pry1 = Qr41€ g+ oo T Ar4 k€ g -
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Ulejasanud iihikvektorid

—// _ r+1=m r+k =1
6'r—|—2 - 71“-1—26 r+1 + .t 71“-1—26 r+k»

—// o r+l=om r+k =1
Crtk = Vrgk€r+1 + .t Vr+k€r+k

=1

votame nii, et {€7,,€7,5,...,€7 .} on alamruumi M5 ristbaas. Seega
alamruumi M5 baasiteisendus

—/ —/ — C% =/ —// =1/
{6r+176r+27"'76r+k} {{6r+176r—|—27"'76r—|—k

toimub ortogonaalmaatriksi

— r+1 r+1
Ar+1 Yrq2 oo Vrgk
— r+42 r+4+2
Cy = Ar+2  Yry2 oo Vrgk
ERRREEEE T_H{; ......... T_H{;
Ari+k Vr42 o0 Trtk

abil. Sellise ristbaasi {€'} uueks ristbaasiks votamegi. Kergesti on aval-
datav vana ristbaas {€’} uue ristbaasi {€'} kaudu. Ilmne on, et

—/

—/ —//
61 :61,...,6

—/ —//

=, . =/ =/
r—=€rs Crykt1 = Crqkt1rCn = €y

=1/
, € r+k
kaudu. Selleks on vaja teada maatriksit C° 1. Kuna C5 on ortogonaalmaat-
riks, siis

Samuti pole raske avaldada vektorid €7y, ...,€7_, vektorite €7, ,, ...

ar+% EH% e ar_|_]]2

r+ r+ T+

02—1 — C;_ — Yr42  Vra2 o Vrg2
. r_|_1 ce r+2 ......... r+k
f}/r—i—k: f}/r—i—k: ce f)/'r-i—k

Paneme paika ka uue reeperi alguspunkti O”, mille koordinaatideks uutes
r+1

koordinaatides (z*), olgu O”(0,0,...,0,a,0,...,0). Seega uued koordinaadid
avalduvad vanade kaudu jargmiselt

=3 qie{l,..,rmr+k+1,..,n},

98



bl = arl _ k| —
g =G, T L aer T G,

=l 3T Ly TR e {r+ 2, + k]

Kvadriku vorrand (15.8) uutes koordinaatides saab kuju

(.f?l)Q - (aA:s)Q B (is—i—l)Q - (ir)Z
b1 Ps Ps+1 Pr

=23"" 0<s<r<n (15.9)

Saime, et kvadrikud oma kanoonilise kuju jargi jagunevad kolme klassi,
mis antakse vorranditega (15.6), (15.7) ja (15.9). Kombineerides arvudega
n, r ja s, saame igast klassist veel omakorda terve rida tiiiipe. Naitena
toome eukleidilise tasandi ja ruumi teist jarku joonte ja pindade kanoonili-
sed vorrandid.

Teist jarku joonte tutibid

1) Ellips
2 2
x x
gt
A
2) Imaginaarne ellips
2 2
ri
24+ 2 =1
ar

2 2
T T
—+=2=0
ay Gy
4) Hiiperbool
2 2
af _ad
a? a2
1 2
5) Paar 16ikuvaid sirgeid
2 2
23
a? a2
1 2



6) Parabool
T3 = 2pwy.

7) Paar tihtuvaid sirgeid
x5 = 0.
8) Paar paralleelseid (seejuures mittetihtuvaid) sirgeid

3 —c2 =0, c¢>0.

9) Paar paralleelseid (seejuures mitteithtuvaid) imaginaarseid sirgeid

r34+c2 =0, c¢>0.

Teist jarku pindade tuibid

1) Ellipsoid

2

xy x5 3
St 5t 5 =1
. a3

2) Imaginaarne ellipsoid

4) Uhekatteline hiiperboloid

r? 12 a3

1 2 3
S t+t—5-—3=1
a;  ay Qa3

5) Kahekatteline hiiperboloid

2 2 2
L T N 1
prAry R B

1 2 3
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6) Teist jarku koonus

B
2 o o T M

aq Gy Q3

7) Elliptiline paraboloid

2 2

i
Mg,
p1 P2

x—% — 27_% = 2333
p1r P2
9) Elliptiline silinder
Boa
PR
a1 03
10) Imaginaarne elliptiline silinder
B a3
— +—5=-L
a1 a3

11) Paar imaginaarseid 16ikuvaid tasandeid

2 2
T T
—+=2=0.
ar
12) Hiiperboolne silinder
SR
a? a7
1 2
13) Paar loikuvaid tasandeid
T
a?  ai
1 2



14) Paraboolne silinder
T3 = 2px;.
15) Paar paralleelseid tasandeid
r3 —a? =0.
16) Paar imaginaarseid paralleelseid tasandeid
r3 4 a? = 0.
17) Paar iihtuvaid tasandeid

2 _
x3 = 0.
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