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Ulesanne. Toestada, et kui kolmnurga kiilgede ja koigile kiilgedele tommatud korguste pikkused on
taisarvud, siis need téisarvud on koik kordarvud.

Lahendus. Olgu a, b, c kolmnurga kiilgede pikkused ja hg, hy, h. vastavatele kiilgedele tommatud korgused.
Olgu need koik taisarvud.

Peamiselt kasutatavad seosed: kolmnurga vorratus suvalise kolme kiilje jaoks a + b > ¢ (eeldusel, et
degenereeritud kolmnurgad pole lubatud), pindala arvutamine kolme moodi 25 = ah, = bhy = che.
Esmalt néditame, et a,b, ¢ ei saa olla algarvud, kui koik kiiljed ja korgused on tédisarvud. (juhud 1, 2, 3)

1. Juht 1: vordkiilgne kolmnurk. Siis h, = hy = h, = QT‘/E ¢ 7, kui a € Z jakui h € Z, siis a € Z,
seega selle juhu saame valistada.
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2. Juht 2: vordhaarne kolmnurk. @=c¢
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Olgu a = ¢, siis kiiljele b tommatud korgus poolitab selle kiilje. Seal tekkivatest taisnurksetest
2
kolmnurkadest a? — h? = 2, kust 4 | b* = 2 | b (sest vasakul pool on téisarv). Siit véimalused

selleks, et kiilg oleks algarv.
(a) b =2, seega 2 =1, kust a® — h} = (a — hy)(a + hy) = 1, millele pole tiisarvudes lahendeid
(sest a+hy >1+1,a—hy € ZT). Seega ei sobi.

(b) a=c=peP. Kuip =2, siis juhul b = 2, taandub esimesele juhule (vordkiilgne). Kui b > 2,
siis b > 4 = a + ¢, mis on vastuolu kolmnurga vorratusega (a + ¢ > b).
Kui p > 2 Siis p | bhy, kust juht p | b, annab vastulolu, sest siis p | g, kust a+c=2p < 2% =b=
vastulolu kolmnurga vorratusega. Teine variant Eukleidese lemmast p | hp, annab samuti
vastuolu, sest siis p? = a® < h} (kuid a > h;, taisnurksest kolmnurgast).

Seega vilistasime molemad.

3. Juht 3: Olgu a = p € P, siis kolmnurga vorratusest a = p > |b — c|.
Kuna 25 = ah, = bhy = ch, ja p | 25, siis Eukleidese lemmast tuleb kolm alamjuhtu
(a) p| bAp | e Siit p|b— ¢, kust kuna |b — ¢| < p, saame b = ¢, seega see taandub juhule 2
(vordhaarne kolmnurk), saame selle vilistada.

(b) p | bAp | h. (teistpidi analoogiline). Vaatame korguse h. poolt tekitatud téaisnurkseid kolmnurki
(kui korguse aluspunkt asub kiiljel), jaotagu see kiilje ¢ loikudeks pikkustega ¢ — z ja =z,



V2 —h? =22 kust p | B2 —h2 = p | 2? = p| /

hx Teiselt poolt
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a?—h% = (c—xz)? kuna p | a® — h% +2cx — 22, siis p | ¢ = p | ¢, mis taandub eelmisele juhule.

h\ a Kui korguse aluspunkt ei asu kiiljel, siis saame 16igud pikkusega x ja x+c¢
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ja pohimatteliselt samamoodi: b? — h? = 22, kust p | b2 — h2 = p | 22 = p | . Teiselt poolt
a?—h% = (c+z)? kuna p | a® — h2 —2cx — 22, siis p | ¢ = p | ¢, mis taandub eelmisele juhule.
Kui korgus iihtib kiiljega ehk meil on taisnurkne kolmnurk, siis b = h,., kuid see annab vastuolu,
sest p = a > b on hiipotenuus ja seega p 1 b.

(¢) p| hy Ap | he, siit saame, et a < hy, he, millega koos vordus ah, = bh, = ch. annab, et
ha > b, c, kuid see pole voimalik, sest kas b> — h2 > 0 voi ¢ — h2 > 0 (tekivad tdisnurksed
kolmnurgad) (h, ei saa iihtida nii kiiljega b kui ka c).

Seega on naidatud, et kiilg ei saa olla algarv, kui kéik kiiljed ja korgused on tdisarvud. Niiiid
naitame veel, et korgus ei saa ka olla algarv.

4. Juht 4: /

hx Niiiid olgu h. = p. Vaatame jalle tdisnurkset kolmnurka (kus h. ja ¢
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16ikepunkt on kiiljel c): p> = h2 = b2 — 22 = (b—x)(b+ ), siis b— 2z = 1 ja b+ x = p?. Teisest
tdisnurksest kolmnurgast p?> = h?2 =a? — (c—2)? = (a—c+z)(a+c—1x), kust a —c+x = 1 ja
a4+ c— x = p?. Liites molema paari vordused kokku, saame 2b = 1+ p? ja 2a = 1+ p2. Mis annab
vordhaarse kolmnurga, kus korgus on algarv. Selle vilistame allpool.

Kui I16ikepunkt pole kiiljel ¢, siis saame vastavalt p? = h? = b? — 22 = (b—x)(b+z), kust samamoodi
2b = 1+ p? ja teiselt poolt p*> = h? =a? — (c+2)? = (a —c—z)(a+ c+x), kust a + c+z = p? ja

a—c—z =1, kust 2a = 1+ p?, sellegi vilistame niiiid.

Siit saame arvutada kiilje ¢ pikkuse (méirkame ka, et teine juht pole tegelikult voimalik). ¢ =

4
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w —p?, kust ¢ = p* —2p? + 1, kust ¢ = p? — 1. Arvutades niiiid korguse h, = CZ“ =
2
2(527;1)20 & Z. (Sest p{p? + 1 ja [Lauri Tart: Eukleidese lemmast oleks p algarvulisusest tuleneva
h N 9(m2 ) € 2_ 2_
(p,p? + 1) = 1 tottu ainus voimalus saada 2(;_,%)’ € Z see, et Z(If)_iHl) € 7, ;1gn}2(pp2+11) & 7, sest

p?+1<2(p?—1) < (p?> +1)-2.) Seega ka see juht ei sobi.)
Juht, kus kiilg ihtib korgusega, on juba vaadatud.

Ja sellega on koik voimalused 1dbi vaadatud ja nédidatud, et kui kiiljed ja korgused on taisarvud, ei saa
iikski neist olla algarv.



