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Ulevaade

Arvuteooria



Arvuteooria on matemaatika haru, mis uurib taisarvude ja
nendega seotud matemaatiliste objektide (nt. ratsionaalarvud,
Gaussi taisarvud, tdisarvuliste kordajatega vérrandite abil
defineeritud kdverad, Turingi masinad) omadusi.



Arvuteooria vaib tinglikult jagada jargmisteks alamharudeks:

» algebraline arvuteooria: taisarvude ildistuste (algebralised
arvud) poolt moodustatud algebraliste struktuuride uurimine;

» analiiiitiline arvuteooria: tdisarvude uurimine kas reaal- ja
kompleksmuutuja funktsioonide teooria abil véi nende
suuruse ja jaotuse alusel vdi mdlemat korraga;

» diofantiline v3i aritmeetiline geomeetria: tdisarvuliste
kordajatega vérrandite uurimine kdverate ja pindade terminites;

» tdendosuslik arvuteooria: arvuteoreetiliste kiisimuste uurimine
tdendosusteooria vahenditega;

» aritmeetiline kombinatoorika: aritmeetiliste tehetega seotud
kombinatoorsed hinnangud, sealhulgas aditiivne arvuteooria;

» arvutuslik arvuteooria: tidisarvudel té6tavad algoritmid, nende
kiirus ja v&imalikkus.
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Arvuteooria vaib tinglikult jagada jargmisteks alamharudeks:

» algebraline arvuteooria: tiisarvude iildistuste (algebralised
arvud) poolt moodustatud algebraliste struktuuride uurimine;
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Arvuteooria vaib tinglikult jagada jargmisteks alamharudeks:
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algebraline arvuteooria: tiisarvude iildistuste (algebralised
arvud) poolt moodustatud algebraliste struktuuride uurimine;
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Algarvud
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Definitsioon 1

Taisarvu n > 1 nimetatakse algarvuks, kui ta ei ole esitatav kujul
n=a-b, kus1l < a,b< n. Taisarvu n > 1, mis ei ole algarv,
nimetatakse kordarvuks.
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Uks pdhjusi, miks algarvud on olulised, on vast ksigile koolist
tuttav:
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Teoreem 1 (Aritmeetika p&hiteoreem)

Iga naturaalarvu n > 1 saab esitada algarvude korrutisena (s.t.
leiduvad r € N ja algarvud p1, ..., pr nii, et n=p1...p;) ning
see esitus on lihene tegurite jarjekorra tapsuseni.



Definitsioon 1

Taisarvu n > 1 nimetatakse algarvuks, kui ta ei ole esitatav kujul
n=a-b, kus1l < a,b< n. Taisarvu n > 1, mis ei ole algarv,
nimetatakse kordarvuks.

Uks pdhjusi, miks algarvud on olulised, on vast ksigile koolist
tuttav:

Teoreem 1 (Aritmeetika p&hiteoreem)

Iga naturaalarvu n > 1 saab esitada algarvude korrutisena (s.t.
leiduvad r € N ja algarvud p1, ..., pr nii, et n=p1...p;) ning
see esitus on lihene tegurite jarjekorra tapsuseni.

Seega algarvud on nii-6elda naturaalarvude “ehituskivid”, kus
“ehitamine” tdhendab korrutamist. Algarve p; nimetatakse
arvu n algteguriteks ja korrutist p; ... p, kutsutakse arvu n
algteguriteks lahutuseks.



Juba vanakreeka matemaatik Eukleides teadis, et algarve on viga
palju.
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Teoreem 2 (Eukleides)
Algarvude hulk on I6pmatu.



Juba vanakreeka matemaatik Eukleides teadis, et algarve on viga
palju.

Teoreem 2 (Eukleides)
Algarvude hulk on I6pmatu.

Toestus: Olgu kaiki algarve 16plik arv ja nummerdame need jarjest
ara: p1,p2,pP3,---,Pn. Siis p, on kdige suurem algarv. Vaatleme
sellist arvu:

a=pip2.--Pn+1>pp



Juba vanakreeka matemaatik Eukleides teadis, et algarve on viga
palju.

Teoreem 2 (Eukleides)
Algarvude hulk on I6pmatu.

Toestus: Olgu kaiki algarve 16plik arv ja nummerdame need jarjest
ara: p1,p2,pP3,---,Pn. Siis p, on kdige suurem algarv. Vaatleme
sellist arvu:

a=pip2.--Pn+1>pp

Kuna eelduse kohaselt on tegu kordarvuga, siis aritmeetika
pdhiteoreemi téttu leidub tal algarvuline tegur p; kdigi algarvude

hulgast {p1, p2,P3,...,Pn}.



Juba vanakreeka matemaatik Eukleides teadis, et algarve on viga
palju.

Teoreem 2 (Eukleides)
Algarvude hulk on I6pmatu.

Toestus: Olgu kaiki algarve 16plik arv ja nummerdame need jarjest
ara: p1,p2,pP3,---,Pn. Siis p, on kdige suurem algarv. Vaatleme
sellist arvu:

a=pip2.--Pn+1>pp

Kuna eelduse kohaselt on tegu kordarvuga, siis aritmeetika
pdhiteoreemi téttu leidub tal algarvuline tegur p; kdigi algarvude
hulgast {p1, p2,P3,--.,Pn}. Seega p; jagab arvu a ja ilmselt ka
arvu pi1ps ... p,. Jarelikult jagab p; ka vahet a — p1po ... pn =1,
mis on vGimatu.



Aritmeetika p&hiteoreemist tulenevalt on mdned olulised
algarvudega seotud kiisimused jargmised
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algarvudega seotud kiisimused jargmised
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» teha kindlaks, kas etteantud arv p on algarv,

> leida kdik algarvud mingis vahemikus.



Aritmeetika p&hiteoreemist tulenevalt on mdned olulised
algarvudega seotud kiisimused jargmised
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leida etteantud arvu n lahutus algteguriteks,

v

teha kindlaks, kas etteantud arv p on algarv,

v

leida koik algarvud mingis vahemikus.

v

leida v&imalikult suur algarv.
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Suurim tinaseks teadaolev algarv on parineb aastast 2013 ja selleks
on 257885161 _ 1
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algarvudeks. Kiimme suurimat teadaolevat algarvu on Mersenne'i
algarvud, sest meetodid kujul 2" — 1 olevate arvude algarvulisuse
kontrolliks on teadaolevatest kiireimad.



Aritmeetika p&hiteoreemist tulenevalt on mdned olulised
algarvudega seotud kiisimused jargmised

> leida etteantud arvu n lahutus algteguriteks,
» teha kindlaks, kas etteantud arv p on algarv,
> leida kdik algarvud mingis vahemikus.

> leida vdimalikult suur algarv.

Suurim tinaseks teadaolev algarv on parineb aastast 2013 ja selleks
on 2°7885161 _ 1 Algarve kujul 27 — 1 nimetatakse Mersenne'i
algarvudeks. Kiimme suurimat teadaolevat algarvu on Mersenne'i
algarvud, sest meetodid kujul 2" — 1 olevate arvude algarvulisuse
kontrolliks on teadaolevatest kiireimad.

Naiteks mitmed tdnapievase elektroonilise side aspektid toetuvad
asjaolule, et suurte arvude korral ei ole keegi suutnud neid
probleeme viga kiiresti lahendada (v.a. kvantarvutite abil).



Uks arvutuslikult kiiremaid algarvulisuse kontrollimise meetodeid
tugineb jargmisele tuntud arvuteooria tulemusele.



Uks arvutuslikult kiiremaid algarvulisuse kontrollimise meetodeid
tugineb jargmisele tuntud arvuteooria tulemusele.

Teoreem 3 (Fermat’ vaike teoreem)
Kui p on algarv ja a on taisarv, mis ei jagu arvuga p, siis

aP1 -1
p

on téaisarv, ehk kongruentside keeles

a”1=1 (mod p).



Test ise on jargmine.

>

>

Sisendiks on naturaalarv n.

Valime vabalt sellise tdisarvu 1 < a < n, mis ei jagu arvuga n.
. oh—1_ . .

Kui % ei ole taisarv, siis n on kordarv.

Vastasel juhul valime uue a vaartuse vahemikust [2,n — 1] ja
kordame protsessi.

Uldiselt on kordarvu n korral vihemalt pooled a vimalikest

. an—1_-1 .
vaartustest sellised, et T——= ei ole taisarv.

Jérelikult mitme erineva a vaartusega testides vdime viita, et
n on tdendoliselt algarv.

«O» «Fr «

it
-
a
it
v
[y

DA



Test ise on jargmine.

» Sisendiks on naturaalarv n.
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>
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Valime vabalt sellise tdisarvu 1 < a < n, mis ei jagu arvuga n.
. oh—1_ . .

Kui ainl ei ole taisarv, siis n on kordarv.

Vastasel juhul valime uue a vaartuse vahemikust [2,n — 1] ja
kordame protsessi.

Uldiselt on kordarvu n korral vihemalt pooled a véimalikes
Uldiselt kord k | vah [t led likest
. n—1_ .

vaartustest sellised, et 37,71 ei ole taisarv.

Jarelikult mitme erineva a vaartusega testides vdime viita, et
n on tdendoliselt algarv.



V3ib muidugi juhtuda, et me juhuslikult valime ainult neid arvu a
. . n—1_ .
vadartusi, mille korral "”7’71 on tdisarv, aga arv n ise on kordarv.
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Samuti vdib arv n olla iiks sellistest vordlemisi harvaesinevatest

kordarvudest (nn. Carmichaeli arvud), mille korral peaaegu kdigi a

a"~

1_
vaartuste korral on % taisarv.
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1_
vaartuste korral on % taisarv.

Seega Fermat’ algarvulisuse test ei ole 100% kindel, aga see-eest on
ta vdga kiire ja selle 13binud arve vdib mdne teise, pdhjalikuma
testiga lle kontrollida.
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Veelgi iildisemalt, millised kombinatsioonid algarvudest ja
kordarvudest iildse v&ivad aritmeetilises jadas esineda?

» Mitte iihtegi algarvu, nt. 4,8,12,16,20,....

» Loplik arv algarve, nt. 2,6,10,14,18,22,....
» Ldpmata palju algarve, nt. 1,2,3,4,5,6,7,....
» Ldpmata palju kordarve.

Viimane juhtum esineb tegelikult kdigis aritmeetilistes jadades.

Lause 1
Igas aritmeetilises jadas (a + kb),-, on I6pmata palju kordarve,
naiteks

a(l+ b),a(1+2b),a(1+ 3b),...
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Ldpmata paljude algarvude leidumist aritmeetilises jadas kasitleb
jargmine, analiiiitilise arvuteooria valda kuuluv tulemus.

Teoreem 4 (Dirichlet)

Kui a ja b on naturaalarvud ja SUT (a, b) = 1, siis aritmeetilises
Jjadas

a,a+b,a+2b,a+3b,...

on I6pmata palju algarve. Fikseeritud tiisarvu b korral on kéigis
Jjadades

aj,aj+b,a;j+2b,a; +3b, ...
ligikaudu sama palju algarve, kus 1 < a; < b ja SUT (a, b) = 1.
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Teiselt poolt, akki ei taha me mitte uurida seda, kas mingis jadas
on algarve, vaid tahame algarvudest moodustada vdimalikult pikki
aritmeetilisi jadasid.

Tuleb vélja, et on vdimalik konstrueerida kuitahes pikki ainult
algarvudest koosnevaid algarvulisi jadasid. Naiteks

3’ 57 77
5,11,17, 23,29
121174811,121174841,121174871,121174901,121174931,121174961,
Seda garanteerib jargmine, aastal 2004. t&estatud tulemus.

Teoreem 5 (Green, Tao)

Iga naturaalarvu n korral leidub n algarvust koosnev aritmeetiline
Jjada.



Ulevaade

Algarvude jaotus



Kui algarvude paiknemist uurida, siis on keeruline kohe mingisugust
seaduspara naha:
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Siiski on algarvude paiknemise kohta tehtud mitmeid olulisi
tdhelepanekuid:

Teoreem 6 (Bertrandi postulaat)

Kui n > 3 on naturaalarv, siis n ja 2n — 2 vahel leidub vihemalt (iks
algarv.

Lause 2
Iga naturaalarvu n korral leidub n jarjestikust kordarvu, nditeks

(n+1)+2,(n+1)1+3,...,(n+ 1) +(n+1).

Teoreem 7 (Algarvude asiimptootiline jaotus)

Kui m(n) tahistab kbigi arvust n viiksemate algarvude arvu, siis
kehtib seos

™)1 ehk (n) ~

lim ~—.
Inn

n—oo n/ In(n)




Samuti v&ib tdhele panna, et on olemas teineteisele vaga ldhedal
asuvaid algarve.

111213 |14 | 15|16 |17 |18 | 19| 20
21 |22 |1 23|24 |25 |26 |27 28|29 | 30
31132 |33|34|35|36|37 38|39 40
41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60
61| 62 | 63 | 64|65 |66 |67 68|69 70
71|72 |73 |74 |75 |76 |77 | 78|79 | 80
81 |18283|84|85|86|87 88|89 90
91192193194 |95 (96|97 |98 |99 | 100




Samuti v&ib tdhele panna, et on olemas teineteisele vaga ldhedal
asuvaid algarve.
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Kui 2 ja 3 kérvale jatta, siis selliseid algarvude paare kujul
(p, p + 2) nimetatakse algarvukaksikuteks.
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Uks arvuteooria suuremaid seni lahendamata kiisimusi on, kas
algarvukaksikuid on I8pmata palju.

Hiipotees 1 (Algarvukaksikute hiipotees)
Algarvukaksikuid on I6pmata palju.

Oletatakse, et see nii tdepoolest on ja arvutuslikult on leitud jarjest
suuremaid algarvukaksikute paare. Suurim teadaolev on parit 2011.
aastast:

(3756801 695 685 - 2960609 _ 1 3756801695 685 - 2600069 1 1),
Prantsuse matemaatik de Polignac iildistas selle hiipoteesi kujule

Hiipotees 2 (Polignac'i hiipotees)
Iga paarisarvu n korral leidub I6pmata palju algarvupaare (p, p + n).
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Kuigi dldjuhul on see hiipotees samuti lahendamata, niitas aastal
2013 ameerika matemaatik Zhang, et teatud n valiku korral antud
antud vaide tdepoolest kehtib.

Teoreem 8 (Zhang)

On olemas selline paarisarv n < 70000000, mille korral leidub
I6pmata palju algarvupaare kujul (p, p + n).

Ulemist tdket 70000 000 on parastpoole vihendatud 246-ni. Teatud
eeldustel, mis ei ole ise samuti t&estatud, vaib tdke olla isegi vaid 6.

Algarvupaare kujul (p, p + 4) nimetatakse algarvundbudeks ja paare
kujul (p, p + 6) seksikateks algarvudeks. Seega parimal juhul on
arvata, et leidub I8pmata palju seksikaid algarve.



Eelneva vaib kokku vétta selliselt:

» algarvud vdivad olla iiksteisele viga lihedal (algarvukaksikud),

» algarvud vdivad olla teineteisest viga kaugel ja mistahes
kaugus on seejuures saavutatav,

etteantud algarvu n korral ei pea siiski jargmist algarvu otsima
kaugemalt kui 2n — 2,

» n-kohalisi algarve on proportsionaalselt ligikaudu kaks korda
rohkem, kui 2n-kohalisi algarve,

» arvatavasti on olemas Idpmata palju seksikaid algarve.
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Eelneva vaib kokku vétta selliselt:

» algarvud vdivad olla iiksteisele viga lihedal (algarvukaksikud),

» algarvud vdivad olla teineteisest viga kaugel ja mistahes
kaugus on seejuures saavutatav,

» etteantud algarvu n korral ei pea siiski jargmist algarvu otsima
kaugemalt kui 2n — 2,

» n-kohalisi algarve on proportsionaalselt ligikaudu kaks korda
rohkem, kui 2n-kohalisi algarve,

» arvatavasti on olemas Idpmata palju seksikaid algarve.



Ulevaade
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Tahistame kaik algarvud jarjest dra kujul
pr=2,p2p=3,p3=5,...
Eelnevast teame, et see jada ei I6pe kunagi dra ja (analiilisi abiga)
pn=n-Inn.
See ei ole aga tdpne valem.

Libi aegade on proovitud leida valemeid, mis annaksid tulemuseks
kas

v

tapselt kdik algarvud,

v

|dpmata palju erinevaid algarve,

v

kéik algarvud ja mingi hulga kordarve,

v

|dpmata palju algarve ja mingi hulga kordarve.
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Uks esimesena proovitud véimalus on algarvude leidmine
poliinoomfunktsioonide abil.

Niiteks poliinoom f(x) = x? + x + 41 annab x = 1,2,3,...,39
korral tulemuseks algarvu, aga f(40) = 40% + 40 + 41 = 412, Kui
valja jatta konstantsed poliinoomid, sest ilmselt on naiteks

f(x) = 3 korral ainus tulemus algarv, siis ei olegi vdimalik
ihemuutuja poliinoomide abil vaid algarve saada.

Teoreem 9 (Euler)

Uhegi tiisarvuliste kordajatega mittekonstantse iihemuutuja
poliinoomi vaartused ei ole kéigi muutuja naturaalarvuliste
vaartuste korral algarvud.

Veelgi enam, ei ole isegi teada, kas méne vihemalt teise astme
tihemuutuja poliinoomi vaartuste seas on [dpmata palju algarve.



Mitmemuutuja poliinoomide jaoks see siiski kehtib, nditeks on kdik
jargmise 26-muutuja poliinoomi positiivsed vaartused algarvud:



Mitmemuutuja poliinoomide jaoks see siiski kehtib, nditeks on kdik
jargmise 26-muutuja poliinoomi positiivsed vaartused algarvud:

f(a,b,c,d,e,f g, hi,j, k,I,m n o, p,q,r,st,uv,wxy,z)
= (k+2)1—[wz+h+j—qP -

[(gk +2g + k+1)(h+j)+ h—2]* -

[16(k +1)%(k+2)(n+1)2+1— ] —

Rn+p+qgt+z—e—[e(e+2)(a+1)*+1—-0%—

(22— 1)y2 +1— 5?2 —

[16r°y*(a®> — 1) +1—v?PP—[n+14+v—y]P -

(&> —1)P4+1-—m’?—[ai+k+1—1—-i]*-

[((a+ v?(u? = 2))* = 1)(n + 4dy)® + 1 — (x + cu)?]* ~

[p+/(a—n—1)+ b(2an+2a—n* —2n—2) — m]* —

[9+y(a—p—1)+s(2ap+2a—p* —2p—2) — x]* —

[z + pl(a— p) + t(2ap — p* — 1) — pm]?).
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Samuti on olemas mittepoliinomiaalseid valemeid:

Mills'i valem (1947): leidub reaalarv A nii, et iga naturaalarvu n
korral on LA3HJ algarv.

Wright'i valem (1951): leidub reaalarv w ~ 1,92878 nii, et iga

w

naturaalarvu n korral on [22° algarv.
Sierpinski'i valem (1952): leidub reaalarv A ~ 0.02030005 nii, et

po = (107" A] =107 102" - A,

Willans'i valem (1964): p, =1+ Zinzl {" 1+7rn(k)J



Viimane valem toetub jargmisele arvuteooria tulemusele, millega te
saate |ahemalt tuttavaks arvuteooria kursuses.
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Viimane valem toetub jargmisele arvuteooria tulemusele, millega te
saate |ahemalt tuttavaks arvuteooria kursuses.

Teoreem 10 (Wilson)

Naturaalarv n on algarv siis ja ainult siis, kui
ehk kongruentside keeles

—1)141
% on taisarv,

(n=1)!'=-1 (mod n).

K&igi eeltoodud valemite juures on aga probleemiks see, et
arvutuslikult on tunduvalt lihtsam kasvai Eratosthenese sdela abil
jarjest kdik algarvud iiles leida. Millsi konstandi jaoks ei ole isegi
teada mingit meetodit selle valjaarvutamiseks.



Ulevaade

Aditiivsest arvuteooriast
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Aritmeetika p&hiteoreem niitab, et kdik naturaalarvud on
esitatavad algarvude korrutistena. Samamoodi on vdimalik uurida,
milliseid tulemusi v3ib anda algarvude liitmine vai liitmine ja
korrutamine mingis kombinatsioonis.

Uks kuulsamaid sedasorti kiisimusi on tinase pievani lahtine.

Hiipotees 3 (Goldbach)

Iga paarisarv n > 2 on esitatav summana n = a+ b, kus a ja b on
algarvud.

Arvutite abiga on jargi proovitud, et Goldbachi hiipotees kehtib
vihemalt suurusjirguni 4 - 10'8, aga tdestust ei ole seni suutnud
keegi leida.
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Kui Goldbachi hiipotees kehtib, siis vib sellest lihtsasti teha
jargmise jarelduse:

Hiipotees 4 (N&rk Goldbachi hiipotees)
Iga paaritu naturaalarv n > 7 on esitatav summana n=a+ b+ c,
kus a, b ja c on (paaritud) algarvud.

Mitmed matemaatikud on t&estanud, et nérk Goldbachi hiipotees
kehtib kdigi piisavalt suurte arvude korral (“piisavalt suur” vihenes
jarjest kuni arvuni [e3100] &~ 2. 10%3%), Lpuks aastal 2013.
tdestas peruu matemaatik Harald Helfgott, et ndrk Goldbachi
hiipotees kehtib tdepoolest kdigi paaritute arvude korral.
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Vaib-olla tldse kuulsamaid lahendatud arvuteooria arvuteooria
probleeme on aga jargmine.

Varrandil x + y = z on ilmselt viga palju tdisarvulisi lahendeid.

Vérrandi x? + y? = z? tiisarvulisi lahendeid on juba raskem leida,
aga neid on samuti I6pmata palju. Viimaseid kutsutakse
Pythagorase kolmikuteks, nditeks

324+42=5% ja 524+12%2=132%
Vérrandil x* + y3 = 23 on aga vdrdlemisi vihe lahendeid. Need

nimelt esinevad ainult kujudel x =y, z=0; x =z, y = 0 vdi
y=2z x=0.



Hiipoteesi, et selle ja veel kdrgema astme vérrandite x” + y" = z"

lahendid ongi vaid sellisel kujul, piistitas 1637. aastal prantsuse
matemaatik Pierre de Fermat.



Hiipoteesi, et selle ja veel kdrgema astme vérrandite x” + y" = z"

lahendid ongi vaid sellisel kujul, piistitas 1637. aastal prantsuse
matemaatik Pierre de Fermat.

Hiipotees 5 (Fermat’ suur teoreem)

Kui n > 3 on naturaalarv, siis vérrandil
Xn _"_ yn — Zn

ei ole selliseid ratsionaalarvulisi lahendeid, kus vahemalt iihe
muutuja vaartus ei ole 0.



Jargmise rohkem kui 300 aasta jooksul ndidati, et see hiipotees
kehtib jarjest suuremate astendajate n korral ja isegi tervete
naturaalarvude klasside jaoks, aga iildjuht j3i pliidmatuks kuni
mdodunud sajandi iiheksakiimnendateni.
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Jargmise rohkem kui 300 aasta jooksul ndidati, et see hiipotees
kehtib jarjest suuremate astendajate n korral ja isegi tervete
naturaalarvude klasside jaoks, aga iildjuht j3i pliidmatuks kuni
mdodunud sajandi iiheksakiimnendateni.

Inglise matemaatik Andrew Wiles to6tas aastatel 1986-1993
suhtelises salajasuses selle teoreemi t3estamiseks vajalike
diofantilise geomeetria tulemuste kallal ja kuulutas kdigi iillatuseks
1993. aasta suvel, et on t&estanud rea tulemusi, millest muuseas
jareldub Fermat’ suur teoreem.

Kahjuks oli tema mattekdigus oluline liink ja ta piilidis 1994. aasta
siigiseni seda parandada, alguses iiksi ja siis koos teise inglise
matemaatiku Richard Tayloriga.

Septembris 1994. tuli ta I16puks ideele, mis liinga taitis ja 1995.
aasta maikuus, 358 aastat peale probleemi piistitamist, nigid tema
tulemused |8plikult kontrollituna ajakirjas Annals of Mathematics
triikivalgust.



Loodetavasti ei ole teil praegu selline tunne...
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