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1. Jaguvus. Aritmeetika pohiteoreem

1.1. Taisarvud

Kéesoleva kursuse pohiliseks uurimisobjektiks on téisarvud ja nende omadused. Teatavasti on tédisarvude hulk

Z={..,-2,-1,0,1,2, ...} jirjestatud kommutatiivne ring, s.t., et sellel hulgal on defineeritud liitmistehe + :
7 X 7. — 7, korrutamistehe - : Z x Z — 7 ning jérjestusseos <C Z x Z nii, et

Z1. (Va,b,ce Z)((a+b)+c=a+ (b+¢)) (liitmine on assotsiatiivne);
Z2. (30€Z)VaeZ)(a+0=a=0+a) (leidub nullelement);
Z3. Vae€Z)(3(—a) €Z)(a+ (—a)=0=(—a)+a) (igal téisarvul leidub vastandarv);
Z4. (Va,beZ)(a+b=0b+a) (liittmine on kommutatiivne);
Z5. (Ya,b,c € Z)((ab)c = a(bc)) (korrutamine on assotsiatiivne);
Z6. (31 € Z)(Ya € Z)(al = a = la) (leidub dihikelement);
Z7. (Ya,b € Z)(ab = ba) (korrutamine on kommutatiivne);
Z8. (Ya,b,c € Z)(a(b+ c) = ab+ ac) (liitmine on korrutamise suhtes distributiivne);
Z9. (Va,b,ceZ)(a<b=a+c<b+¢) (jérjestus on kooskolas liitmisega);
Z10. (Va,b,ceZ)(a<bAc>0= ac < bc) (jirjestus on kooskdlas mittenegatiivsete arvudega korrutamisega).

Lisaks nendele on téisarvude ringil veel teisigi omadusi. Naiteks
Z11. (Va,b,c € Z)(ac=bc Ac# 0= a =b);

Z12. (Va,beZ)(ab=0<=a=0Vb=0);

Z13. Va,beZ)(ab=1<=a=b=1Va=b=—1);

s.t. tdisarvude ring on taandamisega, nullitegureita ning ainsad pooratavad elemendid on —1 ja 1.
Téisarvude hulk sisaldab naturaalarvude hulka N = {1,2,3,...}. V&ib vaadelda kujutust | |: Z — NU{0}, mis
on defineeritud vérdusega
|a|_{ a, kuia >0,
—a, kuia<O0.

Mittenegatiivset tdisarvu |a| nimetatakse tdisarvu a absoluutvidrtuseks. Absoluutviirtuse tihtsamad omadused
on jargmised:

ABS1. (Va € Z)(Ja] =0 < a =0);
ABS2. (Va,b € Z)(|ab| = |a||b]) (absoluutviirtus on kooskdlas korrutamisega);
ABS3. (Va,b e Z)(|la+b| < |a| + |b]) (kolmnurga vorratus).

1.2. Téaisarvude jaguvus. Suurim iihistegur ja vihim iihiskordne

Viga oluline koht arvuteoorias on jaguvuse moistel.

Definitsioon 1.1. Oeldakse, et tiisarv a jagab téisarvu b (ja tdhistatakse a | b), kui leidub selline téisarv ¢, et
ac =b.

Fakti, et a | b, voib tihistada ja viljendada viiga mitmel moel. Koik jirgnevad kirjutised ja viited tihendavad
taisarvude a ja b korral iihte ja sedasama:

a|lb = arvajagabarvub= b ‘a = arv b jagub arvuga a

= aonbjagaja = aonbtegur = bonakordne = (Jec € Z)(ac=0D).

Definitsioonist jirelduvad lihtsalt mitmed jaguvusseose omadused.



Lause 1.2. Taisarvude jaguvusseosel on jirgmised omadused: iga a,b,c € Z korral
1. kuia|bjablc, siisa|c (transitiivsus);
2. kuialbjaalc, siisal(bxc);
3. kui a | b, siis ac| be (jarelikult ka a | be);
4. a |1 parajasti siis, kui a € {—1,1}.
TOESTUS. Neljas véide jareldub omadusest Z13. Esimene véide kehtib sellepérast, et mistahes a, b, ¢ € Z korral

albAble = (Id,e € Z)(ad=bAbe =c) = c=be = (ad)e = a(de) Nde € Z —> _alc.
Def. [Tl 75 Def. [Tl
Ulejidnud kaks viidet saab toestada analoogiliselt. a

Jaguvusseose abil saab defineerida taisarvude suurima iithisteguri ja véhima iihiskordse.

Definitsioon 1.3. Tiisarvu d nimetatakse tiisarvude a ja b suurimaks dhistequriks (tihistatakse d = SUT(a, b)
ehk lithidalt d = (a, b), antud kursuses eelistame viimast téhistust), kui

(i) d|ajad| b
(ii) iga tédisarvu ¢ korral, kui ¢ | a ja ¢ | b, siis ¢ | d.

Definitsioon 1.4. Tiisarvu m nimetatakse tiisarvude a ja b vihimaks tihiskordseks (tihistatakse m = VUK(a, b)
ehk m = [a, b]), kui

(i) a| mjab|m;
(ii) iga téisarvu c korral, kui a | ¢ ja b | ¢, siis m | c.

Lihtne on veenduda, et kui d on a ja b suurim iihistegur (vdhim iihiskordne), siis ka —d on a ja b suurim
ithistegur (véhim iihiskordne) ja rohkem suurimaid iihistegureid (vdhimaid iihiskordseid) arvudel a ja b ei ole.
Teiste sdonadega, suurim iihistegur ja vahim iithiskordne on méaratud titheselt mérgi tdpsusega. Muuhulgas tdhendab
see seda, et mistahes suurimat {ihistegurit voi véhimat iihiskordset sisaldavate avaldiste vordust tuleb télgendada
margi tdpsusega. Kui a ja b suurim iihistegur on 1, siis 6eldakse tihti, et a ja b on dhistegurita.

Suurimal iihisteguril on jargmised omadused.

Lause 1.5. Iga a,b,c € Z korral

1. (a,b) = a parajasti siis, kui a | b;

2. (a,0) = a;

3. (a,b) = 0 parajasti siis, kui a =0 ja b= 0;
4 ((@0),0) = (a, (b,)).

TOESTUS. Tdestame néitena esimese viite. Kui a = (a, b), siis definitsiooni [I.3] tingimuse (i) pohjal a | b. Vastupidi,
eeldame, et a | b. Kuna lisaks sellele a | a, siis a on a ja b iihine tegur. Oletame, et ka ¢ | a ja ¢ | b. Siis ilmselt ¢ | a,
mis tdhendab, et ka definitsiooni tingimus (ii) on rahuldatud ning a on toesti a ja b suurim iihistegur. O

Jargmine lause on lugejale kindlasti tuttav. Lithidalt Geldes véidab ta seda, et iga téisarvu voib jadgiga jagada
iga naturaalarvuga.

Lause 1.6. Olgu a tiisarv ja b naturaalarv. Siis leiduvad iiheselt mdadratud tdisarvud q (jagatis) ja r (jaik), nii et

a=bg+r ja 0<r<hb.



TOESTUS. Olgu antud a € Z ja b € N. Vaatleme hulka
A={a—-bzx|x€Z,a—bxr>0} CNU{0}.

Paneme tihele, et a 4+ a?> > 0. Toepoolest, a > 0 korral on see vérratus ilmne, a < —1 ehk —a > 1 korral
a®? = (—a)? > —a omaduse Z10 pohjal ning a? + a > 0 omaduste Z9 ja Z3 pohjal. Jarelikult a — b(—a?) = a + ba® >
a+a® > 0 ning seega a — b(—a?) € A. Kuna hulga NU {0} igas mittetiihjas alamhulgas leidub vihim element, siis
leidub ka hulga A vihim element » = a — bq € A, kus q € Z. Néitame, et r < b. Selleks oletame vastuvéiteliselt, et
rzb.Siis0<r=r—b=a—>b(¢g+1) € Ajar <r, mis on vastuolus r valikuga. Niiviisi oleme leidnud sellised
qgre€Z,eta=bg+rjald<<r<hb

Niitame, et ¢ ja r on iitheselt méaidratud. Selleks oletame, et leiduvad taisarvud qp, g2, 71,72 nii, et

a=0bg1+1r1=bga+12 ja 0<ry,m9 <b.

Siis b(q1 — g2) =ro —r1. Kuna b > 1, |ra — r1| < b ja q1 — q2 € Z, siis vordusest |ry — 71| = |b||q1 — 2| = blg1 — ¢2|
jareldub, et g1 — g2 = 0 ja seega ka ro — 1 = 0. Sellega oleme néidanud, et g1 = g2 ja r1 = 79. |

Vorreldes lauset definitsiooniga voime delda, et naturaalarv b jagab téisarvu a (ehk a jagub arvuga b)
parajasti siis, kui arvu a jagamisel arvuga b tekkiv jadk on 0.

Lausest jareldub muuhulgas, et kahe tédisarvu suurima iihisteguri leidmiseks saab kasutada Eukleidese algo-
ritmi. Eukleides (siindis u. 350. aastal e.m.a.) oli kreeka matemaatik, kes elas ja tootas Aleksandrias. Eukleidese
algoritm sisaldub Eukleidese pohiteose “Elemendid” VII raamatus. Algoritm ise vois olla teada kuni 200 aastat
enne Eukleidest.

See algoritm téotab jirgmiselt. Olgu eesmérgiks leida tiisarvude a ja b suurim iihistegur. Uldisust kitsendamata
voime eeldada, et @ > b > 0 (sest (a,b) = (|al, |b]), (a,b) = (b,a) ja b = 0 korral on selge, millega (a,b) vordub).
Kobigepealt jagame arvu a jédgiga arvuga b:

a=bq + 11, 0<r <b.
Kui r; =0, siis b | a ja seega (a,b) = b. Kui r1 # 0, siis jagame arvu b arvuga r1:
I):frlqz—l—?‘g7 0<ryg <rq.

Kui ro = 0, siis 16petame; vastasel juhul jagame arvu ry arvuga ro:

Ty =T12q3 + 3, 0<ry <ro.
Niimoodi jatkame senikaua kui saame mingil sammul ja&dgiks r,4+; = 0. Varem vo6i hiljem peab see juhtuma,
sest b > ry > ro > ... > 0 ja el leidu Iopmatuid kahanevaid naturaalarvujadasid. Osutub, et a ja b suurimaks

ithisteguriks on viimane nullist erinev ja#k r, (toestuse voib leida raamatust [1], 1k. 196-197). Algoritmi v6ib kokku
votta jargmise tabelina.

Eukleidese algoritm.

a = bg+r7r, 0<rs<b,
b = r1q2 + 7o, 0§T2<’f’1,
T = T2q3+Ts, 0<r3<ry,
.. (1)
Tn—3 = Tn—2qn—1 + Tn—1, 0 <rpo < Tn—-2,
Tn—2 = Tn—1qn + Tn, 0 <r,< Tn—1,
Tn—1 =  Tpgp+1 +0.
TOEsTUS. Algoritmi korrektsuse ja 1oplikkuse toestus: aines Algebra 1. a

Jédreldus 1.7 (Bezout’ lemma). Olgu a ja b tdisarvud. Siis leiduvad tiisarvud ©' ja y' nii, et (a,b) = 2’a + y'b.

TOESTUS. Aines Algebra I. O



Naiide 1.8. Leiame arvude 8415 ja 3185 suurima iihisteguri Bezout’ lemma kordajad, kasutades selleks laiendatud
Eukleidese algoritmi nn Blankinshipi maatrikskuju. Jérgmise tabeli iga o K I toho

rida véljendab vordust n = k - 8415 + [ - 3185. Alustame ilmsetest rida- A5 T 0
dest 8415 = 1-8415+4 0 ja 3185 = 0 + 1 - 3185 ning seejérel liidame voi 3185 0 1
lahutame {ile-eelmisest reast sobivalt valitud arvuga korrutatud eelmise rea.

Tasub tdhele panna, et vorreldes Eukleidese algoritmi ja tagurpidi asen- ?(1);1(5) _11 _32 IIrIr_—zl'IIII:
damise meetodiga on siin iga rida individuaalselt kontrollitav ja arvutus- 905 9 5 r — TVr
tulemustest on kogu aeg parem tiilevaade. Samuti ei pea me tingimata ridu 935 | _3 3 Vi — Vi

korrutama tépselt jagatistega, voime valida ka mingi teise kordaja kui see
arvutuslikult sobivam tundub. Ei pea isegi tingimata jérjestikuseid ridu
liitma v6i lahutama, kui moéoni muu rida tundub vahepealseks arvutuseks
paremini sobivat. Viimane (v&i vdhim) nullist erinev arv esimeses veerus
ongi otsitav suurim tihistegur, antud juhul tuleb peale mérgivahetust

(8415,3185) = 5 = 271 - 8415 4 (—716) - 3185.

-35 | 14 -37 Vr—4.-VIr
-10 | 95 | -251 | VIr+ 7. VIIr
-5 | -271 | 716 Ir—2-IIr

0

1.3. Vorrand ax + by = ¢

Paljudel arvuteooria probleemidel on jirgmine kuju: kui f on téisarvuliste kordajatega (ithe- vdi mitmemuutuja)
poliinoom, siis kas vorrandil f = 0 on téisarvulisi lahendeid? Selliseid vorrandeid on hakatud kreeka matemaatiku
Diophantose auks nimetama diofantilisteks vorranditeks. Diophantos elas 3. sajandil ja to6tas Aleksandrias. Tema
poOhiteos oli “Aritmeetika”, milles ta muuhulgas kisitles tehteid ratsionaalarvudega, kasutas algelist algebralist
stimboolikat ja lahendas mitme tundmatuga vérrandeid.

Uheks lihtsamaks diofantiliseks vorrandiks on vérrand az + by = ¢, kus a, b, ¢ on téisarvud ja z,y tundmatud.
Jargnevas anname tarviliku ja piisava tingimuse selle vorrandi lahenduvuseks ja eeskirja koigi lahendite leidmiseks.

Teoreem 1.9. Antud tdisarvude a, b, c korral leidub diofantilisel vorrandil
ar +by=c (2)
taisarvuline lahend parajasti siis, kui (a,b) | c.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Oletame, et leiduvad sellised tédisarvud zq ja yo, et axg + byo = ¢. Kuna (a,d) | a ja
(a,b) | b, siis lause 2, 3) pohjal ka (a,b) | axo + byo = c.
Pusavus. Et (a,b) | ¢, siis leidub selline s € Z, et (a,b) s = c. Jarelduse kohaselt leiduvad z’, 3y’ € Z nii, et

(a,b) = ax’ + by'.

Seega a(x's) + b(y's) = (ax’ + by')s = (a,b) s = ¢, s.t. téisarvupaar 2’s,y’s on vorrandi (2]) lahend. ]
Teoreemist [1.9] saab teha mitmeid kasulikke jareldusi.

Jédreldus 1.10. Olgu a,b,d € Z sellised, et d | a, d | b ja d # 0. Siis vordus (a,b) = d on samavdidrne vordusega
(4.2) =1
b

TOESTUS. Olgu a,b,d € Z sellised, et d | a, d | b ning d # 0 (siis muuhulgas § ja 5 on téisarvud). Tahistame

d" = (a,b). Definitsiooni p6hja1 teame, et d | d’. Seega d' = d parajasti siis, kui d’ | d. Jdrelikult

b
d=d <~ d ‘ d (Emo,yo S Z)(aﬂfo + byo = d) <~ (on,yo S Z) (al'o + =Yo = 1)

<
Teor. d d

= ab |1l = ab 1
Teor. [.9 d7d Lause [1.2[(4) d7d o

Jareldus 1.11 (Eukleidese lemma). Mistahes a,b,c € Z korral, kui a | be ja (a,b) =1, siis a | c.

TOESTUS. Kuna (a,b) = 1, siis leiduvad sellised tédisarvud g ja yo, et axo + byo = 1. Jérelikult azgc+ byoc = ¢. Et
a jagab selle vorduse vasakut poolt, siis peab ta jagama ka paremat poolt, s.t. a | c. O

Meenutame, et algarvuks nimetatakse naturaalarvu p > 1, mille ainsad naturaalarvulised jagajad on 1 ja p.
Naturaalarvu, mis on suurem kui 1 ja mis pole algarv, nimetatakse kordarvuks.



Jédreldus 1.12. Mistahes b,c € Z ja algarvu p korral, kui p | be, siis kas p | b voi p | c.

TOESTUS. Algarvu p ainsad tiisarvulised jagajad on +1 ja £p. Seega (p,b) = p voi (p,b) = 1. Esimesel juhul p | b.
Teisel juhul saame jérelduse pohjal, et p | c. O

Jareldust kasutades saab lihtsalt toestada jargmise véite.

Jidreldus 1.13. Mistahes tdisarvude ay,as,...,a, € Z ja algarvu p korral, kui p | a1as...an, sis leidub selline
ke{1,2,...,n}, etp| ak.

Kuna ainus algarv, millega mingi algarv jagub, on see algarv ise, siis saame jargmise tulemuse.

Jédreldus 1.14. Kuip,q1,q2,...,qn on algarvud ja p | 192 . . . qn, siis leidub selline k € {1,2,...,n}, et p = qy.

Niitena nende omaduste rakendamisest vaatleme jargmist vdidet, mille toestas juba kreeka matemaatik ja
filosoof Pythagoras (569-500 e.m.a.).

Niide 1.15. /2 ei ole ratsionaalarv.

Oletame vastuviiteliselt, et leidub ratsionaalarv, mille ruut on 2, s.t. 2 = (3)2, kus a ja b on taisarvud ja
(a,b) = 1. Siis b*> = 2a? ning seega a | b> = bb. Jirelduse pohjal peaks a | b ning jarelikult 1 = (a,b) = a ja
b%? = 2, mis on vastuolu, sest ithegi tdisarvu ruut pole 2. Saadud vastuolu niitabki, et v/2 ei saa olla ratsionaalarv.

Lopetuseks téestame teoreemi, mis néiitab, kuidas leida diofantilise vorrandi koik téisarvulised lahendid, kui
on teada selle vorrandi iiks (eri)lahend.

Teoreem 1.16. Olgu a, b ja c tdisarvud. Kui vihemalt iks arvudest a ja b ei ole 0 ning xg, yo on vérrandi ax+by = ¢
mingi lahend, siis selle vorrandi koik lahendid x,y saadakse valemite

r=2x —l—Lt =y — ——t
T T @y YT T )

abil, andes muutujale t koik tdisarvulised vadrtused.

TOESTUS. Olgu meile teada vorrandi ax+by = ¢ mingi lahend g, yo. Kui 2/, y" on selle vorrandi mingi teine lahend,
sils azxg + byg = ¢ = az’ + by’, millest jireldub, et a(z’ —x0) = b(yo —y’). Kui vihemalt iiks arvudest a ja b ei ole 0,
siis (a, b) # 0. Tédhistades d = (a, b), saame leida sellised tiisarvud o’ ja V', et a = da’ ja b = db’, kusjuures jirelduse
pohjal (a',b') = (%,%) = 1. Jarelikult da’(z’ — 29) = db'(yo — ¢'), millest arvu d taandamisel (tdisarvude
omadus Z11) saame

&' — 7o) = (g0 — ¥). 3)
Meil on olukord, kus a’ | ¥'(yo — ¢') ja (a’,b") = 1. Kasutades jireldust saame, et a’ | (yo — '), s.t. leidub
selline t € Z, et yo —y' = a’t. Asendades yo — 3’ vorduses ning taandades arvu @’ (juhul kui a # 0), saame
2’ — xg = b't. Seega niieme, et lahend z’,y" avaldub kujul

¥ =xg+Vt=2x +Lt Yy =yo—a't=yo— ¢ 4
0 0 @b 0 0 @b

Kui a = 0, kuid b # 0, siis toimime analoogiliselt 1dhtudes asjaolust, et ¥’ | o’ (2’ — xq).
Teisest kiiljest, on lihtne kontrollida, et iga ¢t € Z korral sellised arvud rahuldavad vorrandit az + by = ¢:

) b (o= —2t) = awo + byo =
a | To (a,b) Yo (a,b) = axop Yo = C.

a

Mairkus 1.17. Vaatleme vorrandit ax+by = c iile reaalarvude ning kirjutame selle vorrandi reaalarvulisi lahendeid
jérjestatud paaridena (z,y). Eeldame, et vihemalt iiks arvudest a ja b ei ole 0. Siis lineaaralgebrast on teada, et
sellest iihest vorrandist koosnevale lineaarvorrandisiisteemile vastava homogeense siisteemi ax 4+ by = 0 lahendite

fundamentaalsiisteem sisaldab iihe lahendi (x1,y;) (selleks voib votta néiteks paari (z1,y1) = < (abb) ,— (aab)> € R?)
ning siisteemi ax + by = ¢ koigi reaalarvuliste lahendite hulk avaldub kujul

(o, y0) + {t({x1,y1) | t € R} = {{xo + tz1,y0 + ty1) | t € R},

kus (7o,%0) € R? on selle vorrandi mingi erilahend (vt. [1], teoreem 5.5.3). Teoreem iitleb, et kui vaadelda
vorrandit ax + by = c iile tédisarvude, siis tema koigi lahendite hulk avaldub sisuliselt samasugusel kujul.



Naiide 1.18. Lahendame diofantilise vorrandi
172x + 20y = 1000.

Selleks leiame Eukleidese algoritmi abil (172, 20):

172 = 20-8+12
20 = 12-1+8
12 = 8-1+4
8 = 4.2,

kust ndeme, et (172,20) = 4. Kuna 4 | 1000, siis vorrandil on lahend olemas. Avaldame niiiid arvu 4 arvude 172 ja
20 “lineaarkombinatsioonina”:

4=12-8=12—(20—12)=2-12-20=2- (172 —20-8) — 20 = 2- 172 + (—17) - 20.

Korrutades saadud vorduse molemaid pooli arvuga 250, saame 1000 = 500- 172 + (—4250) - 20, seega 2o = 500, yo =
—4250 on antud vorrandi itheks lahendiks. K&ik iilejdénud téisarvulised lahendid saame arvutada valemeist

z =500 + 22¢ = 500 + 5t,
y = —4250 — 12¢ = —4250 — 43¢,

kus t on téaisarv.

Leiame veel niiteks selle vorrandi kdik positiivsed lahendid (s.t. lahendid, kus > 0 ja y > 0). Positiivsete
lahendite korral peab t rahuldama vérratusi 500+ 5¢ > 0 ja —4250 — 43t > 0, ehk samavéérselt —100 < t < —98%.
Ainus tédisarv, mis neid tingimusi rahuldab, on ¢ = —99. See tdhendab, et antud vorrandil on vaid {iks positiivne
lahend x =500+ 5 (—=99) =5, y = —4250 — 43 - (=99) = 7.

1.4. Aritmeetika pohiteoreem

Jargnevalt toestame viite, millele tugineb suur osa naturaalarvude aritmeetikas tdestatavatest teoreemidest ja
mis périneb Eukleidese “Elementide” IX raamatust.

Teoreem 1.19 (Aritmeetika pdhiteoreem). Iga naturaalarvu n > 1 saab esitada algarvude korrutisena (s.t.
leiduvad r € N ja algarvud pq,...,p. nii, et n = py ...p.) ning see esitus on ihene tegurite jirjekorra tipsusens.

TOEsTUS. Néitame esiteks matemaatilise induktsiooniga, et iga naturaalarvu n > 1 saab esitada algarvude korru-

tisena. Arvu n = 2 korral on véide ilmne. Oletame, et n > 2 ja iga naturaalarvu 1 < m < n saab esitada algarvude

korrutisena. Naturaalarv n peab olema kas algarv voi kordarv. Esimesel juhul pole midagi tdestada. Kui aga n on

kordarv, siis leidub naturaalarv d | n, kusjuures 1 < d < n. Olgu n = da,a € N; siis ka 1 < a < n. Induktsiooni

eelduse pohjal avalduvad d ja a algarvude korrutisena ning jarelikult ka n avaldub algarvude korrutisena.
Uhesuse niitamiseks oletame, et n saab algarvude korrutisena esitada kahel viisil:

n=pip2...Pr = q1492 . ..4s,

kus (iildisust kitsendamata) r < s ja algarvud p; ja ¢; on mittekahanevas jérjekorras, s.t. p1 < p2 < ... < p, ja
g1 < ¢ < ... < qgs. Kuna py | qiga - . - gs, siis jirelduse pohjal p; = ¢, mingi k € {1,...,s} korral; kuid siis
p1 = q1. Samamoodi saame ¢q; > p; ning kokkuvottes p; = g1. Arvu p; taandades saame paps...pr = 243 - . - Gs-
Korrates seda moéttekdiku saame po = g2 ja psps...pr = q3qs...qs- Kul r < s, siis niimoodi jéatkates jouame
vorduseni 1 = ¢,41¢ry2 .- -gs, mis on aga vdoimatu, sest ¢; > 1 iga i € {1,...,s} korral. Seega r = s ning p; = q1,
P2 = qo,...,Pr = qr, mida oligi tarvis toestada. |

Naturaalarvu esitust algarvude korrutisena nimetame tema algtegureiks lahutuseks ning selles lahutuses esinevaid
algarve nimetame antud arvu algtequreiks. Soltuvalt tegurite jirjekorrast voib algtegureiks lahutusi olla mitu. Vahel
on siiski otstarbekam kasutada arvu {ihesemat esitust.

Jareldus 1.20. Iga naturaalarvu n > 1 saab theselt esitada kujul

n=py'ps?...pk, (4)

kus k; € N, p; on algarv iga i =1,2,...,s korral ning p1 < ps < ... < ps.



Naturaalarvu n esitust kujul nimetame selle arvu standardkujuks.
Niide 1.21. 180 =2-5-2-3-3=2-2-3-3-5=22.32.5! kus viimane korrutis on arvu 180 standardkuju.

Aritmeetika pohiteoreem annab veel ithe voimaluse SUT ja VUK arvutamiseks. Kui m,n > 1 on naturaalarvud
ja {p1,...,ps} on nende arvude algtegurite hulkade ithend, siis voime need arvud esitada kujul m = plfl phs,
n = pll1 ...pls, kus py,...,ps on paarikaupa erinevad algarvud ja k; > 0,1; > 0, i = 1,...,s. (NB! Tegemist pole
standardkujudega, sest astendajate hulgas vdib olla nulle.)

Lause 1.22. Olgu m,n > 1 naturaalarvud, m = plfl cophe = pll1 ..pl, kus p1,...,ps on paarikaupa erinevad
algarvud ja k; > 0,1; > 0,i=1,...,s. Siis

~

m | n parajasti siis, kui k; < 1; igai=1,...,s korral;

2. (m,n) =pi*...p%, kus u; = min(k;, ;) igai=1,...,s korral;
3. [m,n] =pi*...pY%, kus v; = max(k;, ;) igai=1,...,s korral;
4. (em,cn) = ¢(m,n) iga ¢ € Z korral;

5. [em,cn] = ¢[m,n] iga c € Z korral.

TOESTUS. 1. TARVILIKKUS. Eeldame, et m | n. See tihendab, et leidub selline a € N, et ma = n. Kui a = 1,
siis jareldub véide vahetult aritmeetika pohiteoreemist. Kui a > 1, siis tdnu aritmeetika pohiteoreemile ei saa a
algtegurite hulgas olla selliseid algarve, mis ei ole n algtegurid. Seega on a kujul a = p* ... pZ, kus ji,...,js = 0.
Jarelikult

. N A . - .
py L phetis = (pll ...p’js) (p]ll pfg) =ma=n=p. .. pk.

Aritmeetika pohiteoreemi pohjal k; + j; = [;, millest jareldubki, et k; < [; igai =1,..., s korral.

Prsavus. Olgu k; < l; igai=1,...,s korral. Siis m (plf*kl ...pis_k5> =n, ehk m | n.
2. Tahistame d = pi* .. Py Kunaw; <kijau; <l i =1,..., s, slis vdite 1 pohjal d | m jad | n.Oletame, et ¢ | m
ja ¢ | n, kusjuures ¢ = pJ' ... pJs. Jillegi viite 1 pohjal j; < k; ning j; <1, i = 1,...,s. Seega j; < min(k;, ;) = uy,

t=1,...,s, millest jareldub, et c | d.
Viite 3 saab tdestada analoogiliselt. Viited 4 ja 5 jarelduvad sellest, et min(j + k,7 + 1) = j + min(k,!) ja
max(j + k,j + 1) = j + max(k, ) mistahes mittenegatiivsete tiisarvude j, k ja [ korral. O

Tuleb mérkida, et lause omab tdhtsust pigem teoreetilistes arutlustes, sest naturaalarvu algtegureiks lahu-
tamine on enamasti viga to6mahukas. Suurima iihisteguri praktiliseks leidmiseks kasutatakse reeglina Eukleidese
algoritmi.

Kuna mistahes mittenegatiivsete tdisarvude k ja [ korral min(k, 1)+ max(k, 1) = k+1, siis kehtib jirgmine lause.

Lause 1.23. Mistahes naturaalarvude m ja n korral
(m,n) [m,n] = mn.

Niide 1.24. Olgu m = 36 ja n = 27. Lahutame nad algarvude astmete korrutiseks: m = 22 -32 jan = 20 - 33,
Kasutades lauset [L.22] saame, et (m,n) =2°-32 = 9 ja [m,n] = 22 - 3° = 108.

Niide 1.25. Leiame [172,20]. Néite pohjal teame, et (172,20) = 4. Jarelikult

172.20  172-20
172,20] = = = 43 - 20 = 860.
[172,20] (172, 20) 4
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2. Algarvud

2.1. Algarvulisuse kontrollimine

Meenutame veelkord, et naturaalarvu p > 1 nimetatakse algarvuks, kui tema ainsad naturaalarvulised jagajad
on 1 ja p. Naturaalarvu, mis on suurem kui 1 ja mis pole algarv, nimetatakse kordarvuks. Kodigi algarvude hulka
tédhistame edaspidi stimboliga P.

Kuidas antud naturaalarvu korral kindlaks teha, kas ta on algarv véi kordarv? Koéige lihtsam viis on jagada
seda arvu koigi talle eelnevate naturaalarvudega. Kui ta iithegagi neist (vilja arvatud 1) ei jagu, siis on ta algarv,
vastasel juhul kordarv. Kuigi see meetod on lihtne, ei kélba ta praktikas kasutamiseks arvutuste liiga suure mahu
tottu.

Arvutuste mahtu saab veidi vihendada, kui paneme téhele jairgmist kordarvude omadust. Olgu a > 1 kordarv,
s.t. a = be, kus 1 < b, ¢ < a. Eeldades, et niiteks b < ¢, saame, et b? < be = a ja seega b < v/a. Et b > 1, siis leidub
arvul b vihemalt iiks algtegur p. Siis p < b < /a, ning kuna p | b ja b | a, siis p | a. Niisiis, kui a on kordarv, siis tal
leidub selline algtegur, mis pole suurem kui v/a. Ehk samavéarselt: kui iikski algarv p < 1/a ei ole arvu a jagaja, siis
a on algarv. Niisiis arvu a algarvulisuse kontrollimiseks piisab, kui kontrollime, kas ta jagub algarvudega p < /a.

Niide 2.1. Kas 101 on algarv?
Et 10 < v/101 < 11, siis tuleb kontrollida jaguvust algarvudega 2, 3, 5 ja 7. Kuna 101 {ihegagi neist ei jagu, siis
on ta algarv.

Eespool niigime, et kui iikski algarv p < 1/a ei ole arvu a jagaja, siis a on algarv. Sellel faktil pohineb kreeka
matemaatiku Eratosthenese (276-194 e.m.a.) poolt vilja tootatud meetod mingist fikseeritud naturaalarvust n
mittesuuremate algarvude leidmiseks, mida nimetatakse “Eratosthenese sdelaks”. Alljirgnev kirjeldus on périt
Boethiuse (u. 480-524 m.a.j.) raamatust “Aritmeetika alustest”.

“Nende arvude [algarvude] genereerimine ja leidmine on vdetud uurimusest, mida Eratosthenes, muuhulgas,
nimetas “soelaks”, sest kui koik paaritud arvud on pandud keskele kokku, siis kunsti abil, mida me tahame edasi
anda, soelutakse teiste hulgast viilja iga arv, mis on kas esimest voi kolmandat liiki [s.t. on algarv]. Olgu koik
paaritud arvud alates kolmest paigutatud mistahes pikkusega jarjestatud ritta: 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21,
23, 25, 27, 29, 31, 33, 35, 37, 39, 41, 43, 45, 47. Nende arvude sellise jada korral peame vaatama, mis on esimene
arv, mida saab moota esimene arv reas. Siis ta jirgmisena moéodab arvu, mis on kahe arvu kaugusel esimesest ja
selleks, et moota arvu tolle méodetud arvu jérel, peab veel kaks arvu vahele jatma ning samamoodi edasi, kui need
kaks arvu on vahele jéetud, siis arv, mida jalle kord moddetakse, on méodetud esimese arvu poolt; niimoodi iga
mooddetava arvu ja eelmise moddetud arvu vahel on kaks ja nii jdtkatakse esimesest arvust 16pmatuseni.

Kuid las ma teen seda mitte iildisel ja segasel moel. Esimene arv méodab oma suurusega seda, mis paikneb
kahe arvu jarel péarast teda ennast. Nii kolm, jittes kaks arvu vahele, see on 5 ja 7, moodab tiheksat ja moodab
teda iseenda suurusega, see on kolm korda. Kolm korda kolm moddab iiheksat. Kui pérast iiheksat jatan vahele
kaks arvu, siis saan arvu, mis tuleb nende jarel ja on moddetud esimese paaritu arvu poolt teise paaritu arvu
suuruse abil, see on viie abil. Nii et kui péarast 9-t me jatame vahele 2 arvu, see on 11 ja 13, siis kolmandat arvu,
15-t, moodetakse [jada] teise arvu suuruse abil, see on viie abil, kolm mdddab 15-t viis korda. Jélle, kui alustades
viieteistkiimnest ma jitan vahele kaks arvu, mis on paigutatud jadas tema jérele, siis esimene arv on tema [s.o.
arvu 3] moot jada kolmanda paaritu arvu abil. Kui pérast 15-t ma jéitan vahele 17 ja 19, siis ma jouan 21-ni, mis
on moddetud arvu kolm poolt seitse korda. Arvust 21 on kolm seitsmendikosa, ja tehes seda 16pmatult, ma leian,
et jada esimene arv, kui jadas kaks arvu jérjest vahel jatta, suudab moota koiki jargnevaid arve, ja seda jérjest
selle jada paaritute arvude suuruste abil.

Kui arvu viis korral, mis asub jadas teisel kohal, tahaks keegi leida esimese ja jérgnevad arvud, millele 5 on
modduks, tuleks vahele jatta 4 paaritut arvu pérast 5-t, kuni tuleb see, mida 5 modta saab. Vahele jaetakse 4
paaritut arvu, see on 7, 9, 11 ja 13. Pérast neid on 15, mida viis méodab esimese paaritu arvu suurusega, see
on kolmega. 5 méodab 15-t kolm korda. Kui seejérel jaetakse vahele neli arvu, siis seda, mis asetseb nende jérel,
moodab jada teine arv, see on 5, oma suurusega. Nii parast 15-t, kui arvud 17, 19, 21 ja 23 jdtad vahele, siis pdrast
neid leiame 25, mida viis méodab iseenda suurusega. Viis korrutades viiega kasvab 25-ni. Kui pérast seda jaetakse
vahele jargmised neli arvu, siilitades sellega sellesama jada konstantsuse, siis arvu, mis jargneb, méodab viis jada
kolmanda arvu, see on seitsme, suurusega; ja see protsess on lopmatu.

Kui kolmas arv, millega saab modta, on vélja otsitud, ja kuus kohta on vahele jaetud, siis jouab jarjestus
seitsmenda arvuni, seda saab mdota esimese arvu, see on kolme, suurusega; ja parast seda arvu, kui kuus arvu
paned vahele, siis arvu, mille jada siis annab, saab moota viiega, jada teise arvuga, ja see moodab 15-t kolm
korda. Kui siis jidetaks vahele veel kuus vahepealset arvu, siis arvu, mis jirgneb, seitsmendat arvu [21] saab moota
seitsmega kolme suuruse abil; ja see kindel kord jéatkub jada viimase arvuni.”

Juba Eukleides oma “Elementides” néitas, et ei saa olla suurimat algarvu.
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Teoreem 2.2 (Eukleides). Algarvude hulk on lopmatu.

TOESTUS. Olgu algarvud tahistatud p; = 2,py = 3, p3 =5, py = 7, ... . Oletame vastuviiteliselt, et leidub suurim
algarv p,. Vaatleme naturaalarvu a = p1ps...p, + 1. Et @ > 1, siis peab leiduma algarv, mis arvu a jagab. Kuna
oletasime, et p1,...,p, on ainsad algarvud, siis peab leiduma selline i € {1,...,n}, et p; | a. Lause pohjal
saame, et p; | a — p1p2 ... pr = 1, mis on vastuolus sellega, et p; > 1. |

Praeguse seisuga (veebruar 2024) teadaolev suurim algarv on 282589933 _ 1 (vt ka 5. peatiikki).

2.2. Algarvud ja aritmeetilised jadad

Lause tottu voib iga naturaalarvu esitada iiheselt kas kujul 4k, 4k + 1, 4k + 2 voi 4k + 3, kus k € N U {0},
soltuvalt sellest, millise jddigi annab see naturaalarv jagamisel 4-ga. On selge, et arvud 4k ja 4k + 2 = 2(2k + 1),
k € N, on paarisarvud ja seega kordarvud. Paaritud arvud jagunevad kahte l6pmatusse jadasse: ithed, mis on kujul
4k + 1, s.t.

1,5,9,13,17,21,...

ja teised, mis on kujul 4k + 3, s.t.
3,7,11,15,19,23, ... .

Modlemas jadas on nii alg- kui kordarve. Osutub, et analoogiliselt eelmise teoreemiga, saab toestada, et teine jada
sisaldab l6pmata palju algarve. Selleks toestame enne iihe tillukese lemma.

Lemma 2.3. Kui kaks naturaalarvu on kujul 4k + 1, siis nende korrutis on samal kujul.

TOESTUS. Olgum =4k +1jan=41+1, k,l e NU{0}. Siis mn = (4dk+ 1)(4l + 1) = 4(4kl + k + 1) + 1. 0

Teoreem 2.4. On lopmata palju algarve kujul 4k + 3.

TOESTUS. Oletame jéllegi vastuvéiteliselt, et on vaid 16plik arv algarve kujul 4k + 3. Olgu nad téhistatud g1, .. ., gn.
Vaatleme naturaalarvu a = 4¢1q2 ... g —1 =4(q1q2 - . . g — 1) +3. Olgu a = 17y ... 75 arvu a lahutus algtegureiks.
Kuna a on paaritu arv, siis iikski r; ei ole 2. Seega iga r; on kas kujul 4k + 1 v6i 4k + 3. Lemma tottu peab
vihemalt iiks tegureist r1,...,7s olema kujul 4k + 3. Olgu r; = 4k + 3,k € NU {0}. Siis peab leiduma selline j, et
ri = q; > 1. Jarelikult r; | a — 4q1¢2 . . . ¢, = —1, vastuolu. O

Tegelikult on ka jadas (4k + 1)renufo} 10pmata palju algarve (vt. lauset [8.10) ja veelgi enam, kehtib saksa
matemaatiku Dirichlet’ (1805-1859) poolt 1837. a. tdestatud teoreem algarvude kohta aritmeetilises jadas, mida
me siinkohal ei toesta.

Teoreem 2.5 (Dirichlet). Kui a ja b on naturaalarvud ja (a,b) = 1, siis aritmeetilises jadas
a,a+b,a+2b,a+30b,...
on lopmata palju algarve.
Lihtne on toestada jargmist tulemust.
Lause 2.6. Igas aritmeetilises jadas on l6pmata palju kordarve.

TOESTUS. Vaatleme aritmeetilist jada a,a +b,a +2b,... = (a + kb)renujoy, a,b € N. Kui koik selle jada liilkmed
on kordarvud, siis on véide ilmne. Kui aga leidub I € N U {0} nii, et a + Ib = p, kus p on algarv, siis iga m € N
korral on a + (I +mp)b = a + 1b 4+ mpb = p(1 + mb) kordarv ja seega jada (a + kb)renu{o} sisaldab lopmata palju
kordarve. O

2004. aastal onnestus briti matemaatikul Ben Greenil (siind. 1977) ja austraalia matemaatikul Terence Taol
(siind. 1975) toestada, et iga naturaalarvu n korral leidub aritmeetiline jada pikkusega n, mis koosneb algarvudest.
Naiteks n = 3 ja n = 4 korral on sellisteks jadadeks 3,5,7 ja 251,257, 263, 269.
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2.3. Algarvude jaotus

Et algarvude hulk on l6pmatu, oleks huvitav teada, kuidas nad paiknevad teiste naturaalarvude seas. Jérjesti-
kuste algarvude vahe voib olla viike, nagu néiteks paaride 11 ja 13, 17 ja 19 voi 1000 000 000 061 ja 1 000 000 000 063
korral. Selliseid jarjestikuste algarvude p ja p+2 paare nimetatakse algarvukaksikuiks. Kas selliseid paare on 16pmata
palju voi mitte, ei ole teada.

Samas voivad kaks jérjestikust algarvu olla teineteisest kuitahes kaugel. Tépsemalt, iga naturaalarvu n korral
leidub n jarjestikust kordarvu. Nendeks on niiteks

m+D)!+2,(n+1)+3,...,(n+ 1)+ (n+1).

Kui tahame saada néiteks nelja jirjestikust kordarvu, voime votta

5142 = 122 = 2-61
5143 = 123 = 3-41
5144 = 124 = 4-31
5!4+5 = 125 = 5-25.

Loomulikult on ka viiksemate jérjestikuste kordarvude nelikuid, nt. 24,25, 26,27 voéi 32, 33, 34, 35.
Jargmine teoreem iitleb, et naturaalarvule n jargnevat algarvu ei pea siiski viga kaugelt otsima.

Teoreem 2.7 (TSebosov). Kuin > 3 on naturaalarv, siis n ja 2n — 2 vahel leidub vihemalt iks algarv.

Selle teoreemi tdestas esimesena 1850. a. vene matemaatik Pafnuti Tsebosov (1821-1894). Hiipoteesina sonastas
selle viite 1845. a. prantsuse matemaatik Joseph Bertrand (1822-1900) ning seetdttu kutsutakse seda véidet vahel
ka Bertrand’i postulaadiks. Tegelikult kehtib isegi tugevam véide.

Teoreem 2.8. Kuin > 5 on naturaalarv, sits n ja 2n vahel leidub vihemalt kaks erinevat algarvu.

Veel on loomulik kiisida, et kui palju on antud naturaalarvust véiksemaid algarve. Naturaalarvu n korral olgu
m(n) koigi arvust n viiksemate algarvude arv. Tdpset valemit 7(n) arvutamiseks pole. Mitmed matemaatikud
leidsid proovides, et suurte naturaalarvude korral on 7(n) ligikaudu vordne avaldisega n/In(n). Ja tdepoolest,
1896. aastal dnnestus prantsuse matemaatikuil Jacques Hadamard’il (1865-1963) ja Charles de la Vallé Poussinil
(1866-1962) teineteisest soltumatult toestada, et

" kuin — oo, ehk TG

n—oo n/ In(n) =1

Lisaks vo6ib tédhele panna, et 2n-kohalisi algarve on suhteliselt umbes kaks korda vdhem, kui n-kohalisi algarve, sest

7(10)/10" _ Groey | n-In(10) 1
r(10m)/10m

1 - - —.
o) 2n-1In(10) 2

Sajandeid on matemaatikud otsinud valemit, mille jirgi saaks vélja arvutada koik algarvud. Kui see ei dnnestu,
siis vahemalt leida selline funktsioon, mille mé&ramispiirkond oleks naturaalarvude hulk ja muutumispiirkond oleks
algarvude hulga mingi alamhulk. Keskajal oli laialt levinud arvamus, et ruutfunktsioon

fn)=n?+n+41

omandab vaid algarvulisi véartusi. Tegelikult see muidugi nii ei ole, sest n = 40 ja n = 41 korral saame vastavalt
f(40) = 40-41 + 41 = 412 ja f(41) = 41 - 42 + 41 = 41 - 43. Jirgmine viirtus f(42) = 1747 osutub jille algarvuks.
Pole teada, kas funktsioonil f on l6pmata palju algarvulisi vidrtusi.

See, et n = 40 ja n = 41 korral saime kordarvud, polnud sugugi juhuslik. Kehtib iildisem teoreem, mille
toestamisel kasutame jargmist fakti (vt. [1], lause 7.1.9.).

Lause 2.9. n-nda astme tihemuutuja poliinoomil ile nullitequreita kommutatiivse ringi ei ole selles ringis rohkem
kut n juurt.

Teoreem 2.10 (Euler). Uhegi tiisarvuliste kordajatega mittekonstantse iihemuutuja poliinoomi vidrtused ei ole
koigi muutuja naturaalarvuliste vidrtuste korral algarvud.
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TOEsTUS. Oletame vastuviiteliselt, et leidub mittekonstantne poliinoom
f(:v) =apmz™ + amflxm_l + ...+ a2$2 + a1z + ag,

kus ag, ..., a,, € Z, mille viirtus iga naturaalarvu n korral on algarv. Siis muuhulgas f(1) = a,, + ...+ a9 = p on
algarv. Kui ¢t € N, siis kasutades Newtoni binoomvalemit saame

f(l+tp) =am(1+tp)" + ... +ar(1+1tp) + ap = (am + ...+ a1 +ag) +pg(t) = p+ py(t) = p(1+ g(t)),

kus g(z) on tiisarvuliste kordajatega poliinoom muutuja x suhtes. Jirelikult p | f(1 4 tp), millest eelduse tdttu
saame, et f(1+tp) = p iga t € N korral. Seega tiisarvuliste kordajatega mittekonstantsel poliinoomil f(x) — p on
1opmata palju tdisarvulisi juuri, mis on vastuolus lausega [2.9] O

1947. a. toestas William H. Mills, et leidub selline positiivne reaalarv 6 (nn. Millsi konstant, hiljem néidati, et
teatud eeldustel = 1,3063...), et avaldise f(n) = L03nJ védrtus, kus |t] tdhistab reaalarvu ¢ alumist tdisosa, s.t.
suurimat tdisarvu, mis ei ole suurem kui ¢, on algarv iga n € N korral. Funktsiooni f : N — N esimesed vairtused
on 2,11,1361,2521008887,.... Ei ole teada, kas 0 on ratsionaalarv. Kahjuks ei ole funktsioonist f praktilist kasu,
sest 0 tépse vadrtuse leidmiseks peaks eelnevalt teadma funktsiooni f koiki védrtusi. Samuti on funktsiooni f
muutumispiirkond algarvude hulga viga viike alamhulk.

Funktsioonide 7(n) ja p, véirtusi ning mitmesuguseid algarve genereerivaid valemeid, funktsioone voi seoseid
on leitud ka varem ja hiljem, ning nende otsimist jatkatakse tdnapéevalgi. Kahjuks on koik seniajani leitud valemid
osutunud praktiliseks kasutuseks téiesti ebasobivateks.

2.4. Aditiivseid probleeme

Uheks kuulsamaks algarvude kohta kiivaks lahendamata probleemiks on preisi matemaatiku Christian Gold-
bachi (1690-1764) poolt kirjavahetuses §veitsi matemaatiku Leonhard Euleriga (1707-1783) aastal 1742 piistitatud
hiipotees.

Hiipotees 2.11 (Goldbach). Iga positiivne paarisarv on esitatav summana a+b, kus nii a kui ka b on kas algarv

v01 1.

Voi natuke iildisemalt: kas iga 2-st suurem paarisarv on esitatav kahe algarvu summana? On lihtne niha, et
viikeste paarisarvude korral see toesti nii on:

2 = 1+1

4 = 242=1+3

6 = 3+3=1+5

8 = 3+5=1+7

10 = 3+7=5+5

12 = 5+7=1+11

14 = 34+11=74+7=1+13
16 = 3+13=5+11

18 = 54+13=7+11=1+17
20 = 3+17T=7+13=1+19.

Kui Goldbachi hiipotees peaks paika pidama, siis kehtiks ka nn. nérk Goldbachi hiipotees: iga 5-st suurema paaritu
arvu saab esitada kolme paaritu algarvu summana. Nimelt, kui n on 5-st suurem paaritu arv, siis n —3 on paarisarv
ja suurem kui 2. Kui n — 3 saaks esitada kahe paaritu algarvu summana, siis n oleks kolme paaritu algarvu summa.
Sellest omakorda jéareldub, et koik piisavalt suured paarisarvud on esitatavad iilimalt 4 paaritu algarvu summana.

Norga Goldbachi hiipoteesi kehtivuse toestas 2013. aastal Peruu matemaatik Harald Helfgott (siind. 1977).

Goldbachi probleem kuulub arvuteooria valdkonda, mida nimetatakse aditiivseks (s.o. liitmisega seotud) arvu-
teooriaks. Veel tuntum kui Goldbachi probleem on aga jirgmine aditiivse arvuteooria tulemus.

Teoreem 2.12 (Fermat’ suur teoreem). Kuin > 3 on naturaalarv, siis vérrandil
"4yt =" (5)

et ole mittetriviaalseid ratsionaalarvulisi lahendeid.
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Triviaalseks loetakse lahendit, mille vihemalt iiks komponent on 0.

Sellise hiipoteesi piistitas juba 1630. aastate 16pus prantsuse matemaatik Pierre de Fermat (1601-1665). Ta ise
andis selle viite toestuse juhul, kui n = 4. Kolme aastasaja kestel néiitasid paljud matemaatikud Fermat’ teoreemi
toestust otsides, et vorrandil ei ole lahendeid ikka suuremate ja suuremate astendajate korral. Korrektne tdestus
iildjuhu jaoks onnestus aga leida alles moodunud sajandi 16pul. 23. juunil 1993. aastal teatas inglise matemaatik
Andrew Wiles (siind. 1953) Cambridge’is peetud loengus, et on tdestanud Fermat’ teoreemi. Toestamiseks kasutas
ta algebralise geomeetria vahendeid, muuhulgas elliptilisi koveraid ja modulaarseid vorme. See tdestus, mille ta
vélja pakkus, oli kiill pisut vigane, kuid ta suutis need vead parandada ning 16plikult ilmus tema t66 ajakirja
Annals of Mathematics 1995. a. mainumbris.

15



3. Kongruentsi moiste ja lihtsamad omadused

3.1. Kongruentsi moiste

Kongruentsi maiste vottis kasutusele saksa matemaatik Carl Friedrich Gauss (1777-1855) oma teoses “Disquisi-
tiones Arithmeticae” (kirjutatud 1798, ilmunud 1801), mis pani aluse kaasaegsele arvuteooriale.

Definitsioon 3.1. Olgu a,b € Z ja n € N. Oeldakse, et a ja b on kongruentsed mooduli n jérgi (ja kirjutatakse
a="b (mod n)), kui n | b — a, s.t. kui leidub selline k € Z, et b = a + kn ehk a = b+ (—k)n.

Niide 3.2. 7=22 (mod 5), sest 5| 15=22—"Tehk 22=7+3-5.

Kuna mooduli 1 jargi on koik tdisarvud paarikaupa kongruentsed, siis see juhtum ei paku meile huvi. Edaspidises
eeldame kongruentsidest koneldes, et moodul n on vihemalt 2.

Lause 3.3. Mistahes tdisarvude a ja b korral a = b (mod n) parajasti siis, kui a ja b annavad arvuga n jidgiga
jagamisel sama jadgi.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu a = b (mod n), s.t. leidugu selline k € Z, et b = a + kn. Jagades a arvuga n, saame
mingi jidgi 7 a = gn+ 7, kus 0 < r < n. Jirelikult b =a+ kn = (gn+ ) + kn = (¢ + k)n + r, mis tdhendabki, et
b annab arvuga n jagades sama jadgi r, mis a.

Pusavus. Oletame, et a = gin+rjab=gn+r, kus 0 <r <n.Siisb—a = (gen+71) — (gin+7) = (¢2 — q1)n,
kust saame, et n | b — a ehk a = b (mod n). O

3.2. Jaagiklassid

Lausest jareldub vahetult jargmine kongruentsusseose omadus.
Lause 3.4. Tdisarvude kongruentsusseos on ekvivalentsusseos.
Tahistame siimboliga a koigi selliste tiisarvude hulga, mis on kongruentsed tdisarvuga a mooduli n jérgi, s.o.
a={beZ|a=b (modn)}={a+kn|keZ},
ja nimetame selliseid hulki jddgiklassideks mooduli n jargi. Kongruentsusseose refleksiivsuse tottu a € a.
Lause 3.5. Iga a,b € Z korral @ = b parajasti siis, kui a = b (mod n).

TOESTUS. TARVILIKKUS. Kui @ = b, siis b € @ ja jirelikult a = b (mod n).
Prisavus. Kui @ = b (mod n), siis b € @. Iga ¢ € Z korral, kui ¢ € b, s.t. b = ¢ (mod n), siis kongruentsusseose
transitiivsuse tottu ka a = ¢ (mod n) ja ¢ € a. Seega b C @. Analoogiliselt kehtib @ C b ning jéarelikult @ = b. O

Lause 3.6. Mooduli n jdirgi leidub tdpselt n erinevat jadgiklassi.

TOESTUS. Vaatleme jidgiklasse 0,1,...,n — 1 mooduli n jirgi. Kui a € Z ja a jagamisel arvuga n tekib jaik r,
st.a=nqg+r 0<r <n,sis a =r (mod n) ning lause pohjal @ = 7. Seega iga jédgiklass mooduli n jirgi
on vordne iihega jisgiklassidest 0,1,...,n — 1. Lause tottu iga 4,7 € {0,1,...,n — 1} korral, kui i # j, siis
1% j (mod n) (sest 7 ja j annavad arvuga n jagades erinevad ji#igid ¢ ja j) ning lause t()ttu siis ka i # 7, s.t.
jadgiklassid 0,1,...,n — 1 on kdik erinevad. O

3.3. Konguentsusseose omadused

Kongruentsusseost voib vaadelda kui vordusseose iildistust: kui tdisarvud on vordsed, siis on nad kongruentsed,
kuid mitte tingimata vastupidi. Sellegipoolest on kongruentsidel mitmed vordustega sarnased omadused. Néiteks
voib kongruentside vastavaid pooli omavahel liita ja korrutada.

Lause 3.7. Kuia; = b; (mod n) ja ag = ba (mod n), siis ay + ag = by + by (mod n) ja ajas = biby (mod n).

TOESTUS. Oletame, et n | by —ay jan | bo—ag. Siisn | (by —a1)+ (ba—ag) = (b1 +b2) — (a1 +az), s.t. a; +as = by +bo
(mod n). Et biby — aras = by (b2 — az) + az(by — ay), siis n | bibs — ajas ning jarelikult ajas = bibe (mod n). O
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Jédreldus 3.8. Kui f(x) on tdisarvuliste kordajatega poliinoom ning a = b (mod n), siis f(a) = f(b) (mod n).

TOESTUS. Olgu f() = ama™ +am_12™ 1 +...+a12+ag, kus ag, . . ., a,, € Z, ning olgu a = b (mod n). Kasutades
lauset saame, etigai=1,...,mkorral ' = b’ (mod n). Kuna a; = a; (mod n), siis jillegi lauset kasutades
saame, et a;a’ = a;b' (mod n) iga i = 1,...,m korral. Siis aga ka

fla) = ama™ + Amo1a™ Y 4 ara+ ag = amb™ + am 1™+ ab+ag = f(b) (mod n).

Niide 3.9. Niitame, et poliinoomil 22 — 117z + 31 ei ole tiisarvulisi juuri.

Vaatleme moodulit n = 2. Iga tiisarvu a korral kas a = 0 (mod 2) v6i a = 1 (mod 2) ja seega, kui f(z) on
téisarvuliste kordajatega poliinoom, siis jirelduse pohjal kas f(a) = f(0) (mod 2) voi f(a) = f(1) (mod 2).
Kui f(2) = ama™ + apm_12™ 1 + ...+ a12 + ag, siis £(0) = ag ja f(1) = am + am_1 + ... +aj + ag. Jérelikult, kui
f(z) € Z[z] ning f(0) ja f(1) on mdlemad paaritud arvud (s.o. kongruentsed 1-ga mooduli 2 jérgi), siis poliinoomil
f(z) el ole téisarvulisi juuri, sest kui a € Z oleks poliinoomi f(z) juur, siis oleks f(a) =0 =0 (mod 2).

Et 31 ja 1117+ 31 on paaritud arvud, siis poliilnoomil z2 — 1172 + 31 ei saa olla tiisarvulisi juuri. Samamoodi
ei saa tiisarvulisi juuri olla ka niiteks poliinoomidel 222 — 2z + 1 ja 323 + 222 + 2 + 3.

Toestame veel moned kongruentsusseose omadused.
Lause 3.10. Iga tdisarvu k # 0 korral a = b (mod n) parajasti siis, kui ka = kb (mod kn).
TOEsTUS. Olgu k # 0. Kasutades seda, et nullist erineva tiisarvu voib vorduse molemalt poolelt taandada, saame

a=b (modn) < nlb—a<= (3c€Z)(nc=>b-a)
< (JeceZ)((kn)c=kb—ka) <= kn | kb — ka <= ka = kb (mod kn).

Lause 3.11. Kui ka = kb (mod n), siis a =b (mod g5).

ToOEsTUS. Kui d = (k,n), n = dn’ ja k = dk/, siis jarelduse pohjal (n/, k') = 1. Kuna n | kb — ka, siis leidub
selline ¢ € Z, et nc = kb — ka. Asendades viimases vorduses n ja k saame vorduse dn'c = dk'b — dk’a. Et n # 0,
siis ka d # 0 ning jérelikult n’c = kb — K'a. Sellest, et n' | k'db — k'a = k' (b—a) ja (n/, k') = 1, saame jéreldust
kasutades, et n’ = %4 | b — a, ehk a = b (mod %5). O
Jédreldus 3.12. Kui ka = kb (mod n) ja (k,n) =1, siis a = b (mod n).
Niide 3.13. Sellest, et 33 = 15 (mod 9) ja (3,9) = 3, saame lause pohjal, et 11 = 5 (mod 3). Sellest, et
—35 =45 (mod 8) ja (5,8) = 1, saame jirelduse pohjal, et —7 =9 (mod 8).
3.4. Jaguvustunnused

Niitena kongruentsusseose omaduste rakendamisest vaatame, kuidas nende abil tuletada jaguvustunnuseid.

Lause 3.14. Olgu
n=am 10"+ apm_1-10"" 1+ ... +a; - 10+ ag = amam_1...a10a9,

kus 0 < a; <9 ja am # 0 (s.0. n on arv, mille kiimnendnumbreiks on am, . ..,aq). Siis

1.3|n<=3lag+a1+...4 am;

2.9|n<=9ag+ar+...+am;

3.1l |n<=11|ay—ai+as— ...+ (=1)"an.

TOESTUS. Vaatleme poliinoomi f(x) = @™ + am—12™ 1 + ... + a12 + ap. Siis n = f(10).

2. Kuna 10 =1 (mod 9), siis jirelduse pohjal n = f(10) = f(1) = ao + a1 + ... + an (mod 9). Seega arvud n
jaag+ai + ...+ a, annavad 9-ga jagades sama jidgi, muuhulgas n jagub 9-ga (s.o. annab jdégi 0) parajasti siis,
kui ag + a1 + ... + a,, jagub 9-ga. Tunnuse 1 saab téestada analoogiliselt.

3.Et 10 =—1 (mod 11), siis n = f(10) = f(-1) =ap— a1 + a2 — ... + (—=1)™a,, (mod 11), millest jareldubki, et
n jagub 11-ga parajasti siis, kui ag — a1 + az — ... + (—1)"a,, jagub 11-ga. O
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4. Jaagiklassiringid
4.1. Jaagiklassiringid ja nende otsekorrutised
Téhistame koigi jddgiklasside hulka (mooduli n > 1 jérgi) stimboliga Z,, s.t.
n={alaez}={01,....n—1}.

Selle hulga saame muuta kommutatiivseks ringiks (s.t. hulgaks, millel on defineeritud liitmis- ja korrutamistehe nii,
et selle hulga elemendid rahuldavad tingimusi Z1-Z8) defineerides liitmise ja korrutamise vordustega

G+b=a+b,
abfab

iga @, b € Z, korral. Lausest jareldub, et need definitsioonid on korrektsed, s.t. ei s6ltu jéadgiklasside esindajate
valikust. Ringi definitsiooni tingimuste tdidetus jareldub téisarvude vastavatest omadustest. Ringi Z,, nimetatakse
jadgiklassiringiks mooduli n jargi.

Edaspidises ldheb vaja kahte lemmat.

Lemma 4.1. Kui arvud nq,...,ns,n € N on sellised, et igai=1,...,s korral (n;,n) =1, siis (ny...ng,n) = 1.

TOESTUS. Oletame, et (ng...ng,n) = d > 1. Siis leidub selline algarv p, et p | d ning seega p | n1...ns ja p | n.
Jéarelduse pohjal peab leiduma selline 4, et p | n;. Siis aga p | (n;,n), mis on vastuolus sellega, et (n;,n) = 1. O

Lemma 4.2. Kui arvud ny,...,ns,a € N on sellised, et iga i = 1,...,s korral n; | a ja igai,j € {1,...,8}, 1 # 7,
korral (ni,n;) =1, siisny...ns | a.

TOESTUS. Toestame selle viite induktsiooniga s jargi. Kui s = 1, siis on koik korras. Oletame niitid, et s > 1 ning
et s — 1 korral viiide kehtib. Siis ny...ns_1 | a. Lemma pohjal (n1...ns_1,ns) = 1. Jérelikult teoreemi
pohjal leiduvad sellised tdisarvud x ja y, et ny...ns_1x + nsy = 1. Korrutades viimase vérduse mélemaid pooli
arvuga a saame njp...Nns_1ar + ngay = a. Ndeme, et ny...ns jagab selle vorduse vasakut poolt ja seega peab
jagama ka paremat poolt ehk arvu a. O

Viimasest lemmast saame teha iihe kasuliku jéarelduse.

Jareldus 4.3. Olgu a tdisarv ja olgu naturaalarv n = plfl ...p% > 1 antud standardkujul. Siis n | a parajasti siis,
kui p ., 8} korral.

TOEsTUS. Tarvilikkus on ilmne. Piisavus jareldub lemmast sest i # j korral <pfi, p?j) =1. O

Naiide 4.4. Teeme kindlaks, kas arv n = 1234567887654321 jagub 99-ga.

Kuna 99 = 3211, siis tiinu jéirelduselepiisab, kui kontrollida n jagumist 9 ja 11-ga. Et arvu n ristsumma (koigi
numbrite summa) 2(1+2+...48) = 2-4-9 = 72 jagub 9-ga jaarv 1 —2+4+3—4+5—64+7—8+8—7+6—5+4—-34+2—-1=0
jagub 11-ga, siis lause [3.14] ja jirelduse [£.3] pchjal n jagub 99-ga.

Jaagiklassiringide uurimisel kasutame moéningaid ringide iildisi omadusi, andes ka nende omaduste toestused
iildjuhul.
Meenutame, kuidas defineeritakse ringide Ry, ..., Rs otsekorrutis R; X ... X R,. Nimelt voetakse hulkade
Ry, ..., Rs otsekorrutis
Ry x...xRs={(r1,...,rs) | 1 € R;}

ja defineeritakse sellel hulgal tehted komponentide kaupa, s.t.

(r1y.eoyrs) + (P, )y = (ri+ 7y, s +10),
(ri, e ) (1, 1) = (rarh, o mry).
Tulemuseks on ring, mille nullelemendiks on (0,...,0), kus elemendi (rq,...,rs) vastandelemendiks on element
(=r1,...,—7s) ning iihikelemendiks on (1, ,1)
Teoreem 4.5. Kui arvudny,...,ns € N on paarikaupa ihistequrita jan = ny ... ng, s ringid Ly, 36 L, X. . . XL,

on isomorfsed.
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TOESTUS. Defineerime kujutuse f : Z,, — Z,, X ... X Z,, jirgmiselt:

f@) = (@,....a),

mistahes @ € Z,, korral, kus @; on arvu a jédgiklass mooduli n; jérgi.

Veendume, et f on korrektselt defineeritud. Selleks oletame, et @ = b, s.t. n |b—a.Etn; |n,i=1,...,s, siis
jaguvusseose transitiivsuse tottu n; | b — a, s.t. @; = b; ja (@1,...,as) = (b1, ... ,bs).

Niitame, et f on injektiivne. Selleks oletame, et f(@) = f(b), see tihendab, et (@y,...,as) = (51, ... ,BS). Siis
@; = b;, millest jéreldub, et n; | b —a igai = 1,...,s korral. Et arvud ny,...,n, on paarikaupa iihistegurita, siis

lemma 4.2 pohjal n | b — a ehk @ = b.
Sellest, et f on injektiivne ja |Z,| =n=n1...ns = |Zy, X ... X Z, |, jireldub, et f on siirjektiivne.
Arvestades, et tehted ringide otsekorrutisel on defineeritud komponenthaaval, saame, et

f@+b) = fla+b) = ((a—i—b)l,...,(a—i—b)s) = (@ +b1,...,as +by)
= (@1,...,as) + (b1,...,bs) = f(a) + f (b)
ja analoogiliselt f (ab) = f (@) f (b). Lisaks sellele f(1) = (1y,...,1,).

Seega f on ringide isomorfism. O

Niide 4.6. Teoreemi pohjal Zio =& Zy4 X Zg. Uheks isomorfismiks [ Z1o — Z4 x Z3 on kujutus, mis on
defineeritud tabeliga

4.2. Jasgiklassiringi pooratavad elemendid

Ringi elementi nimetatakse pddratavaks, kui tal leidub korrutamise suhtes poordelement. Kui ax = za = 1
ringis R, siis elemente a ja x nimetatakse teineteise péordelementideks ja tihti kirjutatakse x = a=! (voi a = 271).
Ringi R koigi pooratavate elementide hulka téhistatakse U(R), vahel ka R*. Niisiis

UR)={a€R|(3x € R)(ax =za=1)}.
Kui U(R) = R\ {0}, siis ringi R nimetatakse korpuseks. Seega jadgiklassikorpus on jidgiklassiring, mille iga
nullelemendist (s.o. jadgiklassist 0) erinev element on pddratav.
Lause 4.7. Ringi R péiratavate elementide hulk U(R) on rihm korrutamise suhtes.
TOESTUS. Olgu a,b € U(R). Siis leiduvad sellised =,y € R, et ax = za = 1 ja by = yb = 1. Jarelikult (ab)(yz) =
a(by)r = ax = 1 ja (yz)(ab) = y(za)b = yb = 1, s.t. ab € U(R). Seega korrutamine on algebraline tehe hulgal

U(R). Korrutamine on assotsiatiivne kogu ringil, seega ka hulgal U(R). Lisaks sellele 1 € U(R) ja U(R) iga elemendi
poordelement on samuti péoratav. O

Lause 4.8. Kui f : R — S on ringide R ja S isomorfism, siis f(U(R)) = U(S). Seega kujutus U(R) — U(S),

a — f(a) on rihmade isomorfism.

TOESTUS. Olgu a € U(R), s.t. leidub « € R, nii et ax = xa = 1. Niitame, et f(a) € U(S). Toéepoolest, f(a)f(z) =
f(az) = f(1) = 1 ja analoogiliselt f(z)f(a) = 1. Seega f(U(R)) C U(S).

Olgu niiiid u € U(S), s.t. leidub v € S nii, et uv = vu = 1. Kujutuse f siirjektiivsuse tottu leiduvad a,b € R nii,
et f(a) =wuja f(b) =wv. Seega f(1) =1 =wuv = f(a)f(b) = f(ab). Kujutuse f injektiivsusest jireldub, et ab = 1.
Analoogiliselt ba = 1, mis tdhendab, et a € U(R) ja seega u = f(a) € f(U(R)). Jarelikult ka U(S) C f(U(R)). O

Teoreemist [L.5] ja lausest [£.§ saame jérgmise viiite.

Jédreldus 4.9. Kui arvudny,...,ns € N on paarikaupa ihistequrita jan = ny . ..ng, siis rihmad U(Zy,) ja U(Zy,, X
oo X Lp,) on isomorfsed.

Leiame ringi Z,, pcoratavad elemendid.
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Teoreem 4.10. Iga n > 1 korral
U(Zn) ={a € Zn | (a,n) =1}.

ToOEsTUS. Olgu @ € Z,, podratav, s.t. leidugu selline b, et T = @- b = ab. Lause pohjal tdhendab see seda, et
ab =1 (mod n). Jérelikult leidub selline k € Z, et ab = 1+ kn ehk ab — kn = 1. Teoreemi [1.9| tottu siis (a,n) = 1.
Seega U(Zy) C {a € Z, | (a,n) =1}.

Toestame vastupidise sisalduvuse. Olgu (a,n) = 1. Siis teoreemi pohjal leiduvad sellised z,y € Z, et
axr + ny = 1. Jarelikult

l=axFfny=ax+ny=a-c+0-y=a-T.

0-
See tdhendab, et @ on podratav ja seega {@ € Z,, | (a,n) =1} C U(Zy). O

Niide 4.11. Ringi Zg pooratavate elementide hulk

isomorfne rithmaga

Lause 4.13. Jdagiklassiring Z,, on korpus parajasti siis, kui n on algarv.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Oletame, et Z,, on korpus, kuid n ei ole algarv, s.t. leiduvad sellised a,b € N, 1 < a,b < n,
et n=ab. Siisa-b=mn=0, kuid @ # 0 ja b # 0. Korpuse igal nullist erineval elemendil on olemas poérdelement.
Korrutades vorduse @ - b = 0 molemad pooled elemendiga @' saame, et b = 0, vastuolu. Seega n on algarv.

Prisavus. Olgu n algarv. Siis iga a € Z korral kas (a,n) = 1 vdi (a,n) = n. Viimasel juhul n | a ja @ = 0. Seega
kui @ € Z, \ {0}, siis (a,n) =1 jaa € U(Z,). Kuna iga nullist erinev element on péératav, siis Z, on korpus. 0O

Definitsioon 4.14. Kommutatiivse ringi R elementi r # 0 nimetatakse nulliteguriks, kui leidub selle ringi element
s # 0 nii, et rs = 0.
Lause 4.15. Jddgiklassiringi Z, iga element on kas 0, pdoratav voi nullitegur.

TOESTUS. Ilmselt viide kehtib, kui jafgiklassiring Z,, sisaldab vaid nullelementi ja péoratavaid elemente (sel juhul
on meil tegu jasgiklassikorpusega). Oletame niiiid, et jadgiklassiringis Z,, leidub nullist erinevaid mittepooratavaid
elemente. Fikseerime vabalt iihe sellise, niiteks @ € Z,. Toestuse lopetamiseks piisab, kui me niitame, et @ on
nullitegur. Kuna @ ei ole poératav, siis teoreemi pohjal (a,n) > 1 (juht (a,n) = 0 ei ole voimalik, sest n > 0).
Téhistame d = (a,n), ' = % ja o’ = §. Paneme téhele, et d > 1 tottu 1 < n' < n. Jarelikult n/ # 0. Samas

a-n=add-n=d-d =ad -n=a-0=0,

ehk @ on tdepoolest nullitegur.
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5. Arvuteoreetilisi funktsioone

5.1. Euleri funktsioon

Uks tdhtsam arvuteoreetiline funktsioon on Euleri funktsioon, mis loetleb, kui palju on antud naturaalarvust
viiksemaid ja selle arvuga iihistegurita naturaalarve.

Definitsioon 5.1. Fuleri funktsioon ¢ : N — N defineeritakse vordusega
p(n) =Nz eN|1<z<n,(z,n)=1}.
Kui n > 2, siis (n,n) =n > 1. Seega kui n > 2, siis
pon)={zeN|1<z<n,(z,n)=1}.
Silmas pidades teoreemi saame, et iga n > 2 korral
o(n) = |U(Zn)|,
s.t. p(n) on jiidgiklassiringi Z,, pooratavate elementide arv.

Naiide 5.2. ¢(30) = 8, sest naturaalarvude seas, mis pole suuremad kui 30, on 8 sellist, mis on 30-ga iihistegurita,
nimelt 1,7,11,13,17,19, 23 ja 29.

Kui p on algarv, siis koik temast viiksemad naturaalarvud on temaga iihistegurita ja ka vastupidi, kui na-
turaalarvul pole iihest suuremaid iihiseid tegureid temast viiksemate naturaalarvudega, siis on ta algarv. Seega
kehtib jargmine viide.

Lause 5.3. Naturaalarv p on algarv siis ja ainult siis, kui
e(p) =p—1.

Teame, et mistahes naturaalarvu n > 1 saab esitada algarvude astmete korrutisena. Piitiame leida valemi, mille
abil saaks leida ¢(n), kui on teada arvu n standardkuju. Selleks leiame kodigepealt ¢ viidrtuse algarvu astmetel.

Lause 5.4. Kui p on algarv ja k naturaalarv, siis
(") =p" —p" =" p-1).

TOESTUS. Iga € N korral on (z,p*) > 1 parajasti siis, kui p | #. Arve z, mis jaguvad arvuga p, on hulgas

{1,2,...,p"} p*~! tiikki: nimelt p,2p, 3p, ..., (p"~')p. Seega hulgas {1,2,...,p"} on tépselt p* — p*~! arvu, mis

on arvuga p* iihistegurita. O

Niide 5.5. ¢(32) = 32 — 3! = 32713 — 1) = 6. Need kuus 9-st viiiksemat ja temaga iihistegurita arvu on
1,2,4,5,7,8 (vt. ka niidet F.11).

Lause 5.6. Mistahes ringide R, ..., Rs korral
U(Ry X...x Rg) =U(Ry) X ... xU(Rs).

Selle vorduse vasakul poolel on rithm (vt. lauset[4.7)) ja paremal poolel samuti: nimelt rithmade U (R;), ..., U(R;)
otsekorrutis, mis saadakse, kui hulkade otsekorrutisel

U(Rl)x...xU(RS):{(ul,...,uS) |UZEU(R7,)}

defineeritakse korrutamine komponenthaaval.

TOESTUS. Mistahes elementide 1 € Ry,...,rs € R, korral
(7‘1 )EU(Rlx XRS)
— (El(rl,..., ) ERy X ... x Rs)[(r1,...,rs)(rh,...orl) = (.. ) (re, .o yrs) = (1,...,1)]
— @),...,”")€R x...xR,) [(rlrg,...,rsr;):(rgrl,...,r;rs):u, ,1)}
— @,,....r)eR x...x R)(Wie{l,...,s}) [rirgzr;ri=1
< (VZ € {1 5}) [Ti S U(Rl)}
= (r,.. )eU(Rl)x...xU(RS).
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Teoreem 5.7. Kuing,...,ns on paarikaupa thistegurita naturaalarvud, siis
o(ny...ng) =pny)...o(ns)
(Euleri funktsioon on norgalt multiplikatiivne).

TOESTUS. Téhistame n = ny ...n,. Kui n = 1, siis on véide ilmne. Olgu n > 1. Jirelduse [£.9] ja lause pohjal

o(n) =|U(Zn)| = |U(Zn, X ... X Ln,)| = |U(Zp,) X ... x U(Zp,)| = |U(Zn,)| - - .- - |U(Zy,)| = p(n1) - .. p(ns).

O

Teoreem 5.8. Kuin > 1 jan = p’fl ...p% on naturaalarvu n standardkuju, siis

p(n) =pi* T = 1) (ps - 1),
TOEsTUS. Kuna pq, ..., ps on paarikaupa erinevad algarvud, siis arvud p’fl ,...,p" on paarikaupa iihistegurita ning
seega teoreemist [5.7] ja lausest [5.4] jireldub, et
p(n) =@or") - o@E) =pi = 1) T s = ) =P Pk (= 1) (pe — D).

O

Niide 5.9. ¢(360) = p(23-32-5) =23"1.3271.5171(2 - 1)(3-1)(5—1) =4-3-2-4 = 96,
©(2012) = ¢(2% - 503) = 2 - 502 = 1004.

Lause 5.10. Kui n ja d on naturaalarvud ning d | n, siis

|{xeN|1<x<n,(x,n>=d}|=<p(g).

TOEsTUS. Téhistame {x € N|1 <z < n,(z,n) =d} = K. Siis hulka K kuuluvad arvud peavad jaguma arvuga
d. Seega hulka K kuuluvad sellised naturaalarvud z = kd € {d, 2d7...,§d} = {kd |EeN,1<k< %}, mis
rahuldavad tingimust (kd,n) = d. Jéreldusest saame, et vordus (kd,n) = d on samavéarne vordusega (k, 5) =

1. Seega hulga K elemente on niipalju, kuipalju on naturaalarve k, 1 < k < %, mille korral (k, %) = 1. See tdhendab,

et hulgas K on ¢ (%) elementi. O

Teoreem 5.11 (Gauss). Iga naturaalarvu n korral

Z o(d) =n.

dn

TOESTUS. Olgu 1=d;,ds,...,ds=n arvu n koik naturaalarvulised jagajad. Tahistame
K,={xeN|1<z<n,(z,n)=d;}.

Hulgad K, ..., K, on Ioikumatud ja | [I_; K; = {1,2,...,n}, sest iga a € {1,2,...,n} korral leidub selline i, et

(a,n) = d;. Kasutades seda, et {di,...,ds} = {;‘—1, cee dﬂ}, ning lauset [5.10, saame

s

s

1=1

- ; 7] = Z@ (4)- gso(di).
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5.2. Euleri teoreem
Uks kasulikumaid Euleri funktsiooni rakendusi on jirgmine tulemus, mida edaspidi kutsume Euleri teoreemiks.
Teoreem 5.12 (Euler). Kuia € Z, n € N ja (a,n) =1, siis
a?™ =1 (mod n).

TOESTUS. Vaatleme jisgiklassiringi Z,, poératavate elementide rithma (U(Zy),-). Et (a,n) = 1, siis teoreemi [4.10]
pdhjal @ € U(Z,,). Olgu m elemendi @ jéirk rithmas U(Z,, ), s.t. tema poolt tekitatud alamrithma (@) jérk, s.o. vihim
selline naturaalarv, et @™ = 1 ([1], def. 6.3.6). Kuna 16pliku rithma elemendi jirk jagab Lagrange’i teoreemi tottu
rithma jérku, siis m | |[U(Z,,)| = ¢(n), s.t. leidub selline k € N, et mk = ¢(n). Seega rithmas U(Z,,)

Jarelikult lause [3.5 pohjal a?™ =1 (mod n). O

Euleri teoreem annab iihe véimaluse rithma U(Z,,) elemendi @ po6rdelemendi @~ leidmiseks. Nimelt vordusest
T=a*™ =ga-a?"~1 jireldub, et
a ! =grm-1 (6)

Arvutuslikult on péordelemendi leidmiseks siiski otstarbekam kasutada Eukleidese algoritmi.
Jareldusena Euleri teoreemist ja lausest saame Fermat’ viikese teoreemi.

Teoreem 5.13 (Fermat’ viike teoreem). Kui p on algarv ja a on tdisarv, mis ei jagu arvuga p, siis
a? ' =1 (mod p).
Jareldus 5.14. Kui p on algarv, siis iga tdisarvu a korral

a? = a (mod p).

TOESTUS. Kui p | a, siis a? = 0 = a (mod p). Kui p [ a, siis Fermat’ viikse teoreemi tottu a?~! = 1 (mod p),
millest jéreldub, et a? = a (mod p). O

Niide 5.15. Euleri teoreemi rakendusena leiame niiteks arvu 32°¢ kaks viimast numbrit.

Selleks tuleb leida jisk, mis tekib arvu 32°6 jagamisel 100-ga, s.o. vihim mittenegatiivne tdisarv, millega 3256
on kongruentne mooduli 100 jérgi. Kuna (3,100) = 1 ja ©(100) = ¢(2%-5%) = 2.5 -4 = 40, siis Euleri teoreemi
pohjal 39 = 1 (mod 100). Et 256 = 6 - 40 + 16, siis

3256 _ 36:40+16 _ (340)6 .36 = 316 (mod 100).
Seega jiib veel vaid leida, millega on 3'¢ kongruentne mooduli 100 jérgi:

316 — 814 = (—19)* = 3612 = 612 = 21 (mod 100).

Jarelikult arv 3256 16peb numbritega 2 ja 1.

5.3. Mo6biuse funktsioon

Mbobiuse funktsioon on oma nime saanud saksa matemaatiku August Ferdinand Mobiuse (1790-1868) jargi, kes
vottis selle funktsiooni kasutusele 1831. a.

Definitsioon 5.16. Mdébiuse funktsioon pu : N — Z defineeritakse vordusega

1, kui n =1,
pu(n) =< 0, kui leidub algarv p nii, et p? | n,
(=1)*, kuin=p;-... ps, kus p1,...,ps on paarikaupa erinevad algarvud.

Teoreem 5.17. Kuin € N, siis

1 1, kuin=1,
dZM(d)— {nJ _{ 0, kuin>1.
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TOESTUS. Kui n = 1, siis on véide ilmne. Olgu n > 1 ja esitame ta standardkujul n = plfl ...p¥. Summasse
> din u(d) tulevad nullist erinevad liidetavad ainult d = 1 ja selliste jagajate d korral, mis on erinevate algarvude

korrutised. Seega

> u(d)

d|n

(1) + p(p1) + oo+ p(ps) + p(pip2) + .o + p(Ps—1ps) + ... + p(P1p2 - - - ps)

1+ G)(n + @(1)2 T C)(ns —(1-1)°=0.

Euleri ja Mobiuse funktsioon on seotud jargmise valemi abil.
Teoreem 5.18 (Mé&biuse inversioonivalem). Iga naturaalarvu n korral
n
p(n) = pld)-.
d|n
TOESTUS. Euleri funktsiooni definitsiooni pohjal on ilmne, et

o) = Z oIt

1

Kasutades teoreemi kus n osas on voetud (n, k), saame

p(n) =Y p(d) =" u(d).

k=1d|(n,k) k=1 d|n
dlk

n

Kui fikseerida arvu n jagaja d, siis tuleb arvu p(d) liita iseendale niimitu korda, kuipalju on hulgas {1,2,...

arvu d kordseid. Kuna neid on 4 tiikki, siis

M-

p(n) =33 pld) =D p(d) 3 1= pu(d).

dln =1 d|n i=1 d|n

5.4. Teisi funktsioone

Definitsioon 5.19. Kui n on naturaalarv, siis tihistagu 7(n) arvu n koigi naturaalarvuliste jagajate arvu ning

o(n) arvu n kdigi naturaalarvuliste jagajate summat.

Niide 5.20. Kuna arvu 12 naturaalarvulisteks jagajateks on 1,2,3,4,6 ja 12, siis 7(12) =6 ja 0(12) = 14+ 2 +

3+44+6+12 = 28.

Kui on teada arvu n lahutus algtegureiks, siis jirgmine teoreem annab lihtsa voéimaluse funktsioonide 7 ja o

arvutamiseks.
Teoreem 5.21. Kuin > 1 jan = plflpg2 ...p% on arvu n standardkuju, siis
1.
T(n) = (k1 +1)(k2 + 1) ... (ks +1);
2 ki+1 ko+1 kot1
hl g phetl g 1
o(n) = 1 P2 R < S
p1—1 p2—1 ps—1
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TOESTUS. 1. Ténu lausele on arvu n jagajaiks need ja ainult need arvud, millel on kuju pll1 ...pk, kus
0 <l < ki,i =1,...,s Aritmeetika pohiteoreemi tottu annavad erinevad astendajate komplektid (I1,...,ls)
erinevad n jagajad. Astendaja [y valikuks on k; + 1 voimalust, astendaja ls valikuks on ko + 1 véimalust jne. Seega
on arvul n kokku (k1 + 1)(ka + 1) ... (ks + 1) erinevat jagajat.

2. Et leida o(n) vddrtust, vaatleme korrutist

(Lrpr+pi+ o)A+ p2 P34 05 (L ps + 2+ L),
Kui sulud avada, siis saadavas summas esineb arvu n iga naturaalarvuline jagaja tépselt ithe korra, seega

o(n):(1+p1+p%+...+plf1)...(l+ps—|—p§—|—...+p§s).

Kasutades geomeetrilise jada summa valemit saame, et iga ¢ = 1,...,s korral
ki+1
. st =1
T4+pi+p?+... +pfi= 1717,
pi—1
millest jiareldubki viide 2. O

Funktsiooniga o on seotud huvitav lahendamata probleem. Naturaalarvu n nimetatakse tdiuslikuks, kui o(n) =
2n. Niiteks arvud 6 ja 28 on téiuslikud. Uldisemalt, kui 2™ — 1 on algarv, siis n = 2m=1(2m — 1) on tiiuslik. Selle
toestas juba Eukleides. Euler néitas, et mistahes paarisarvuline téiuslik arv on sellisel kujul. Seega paarisarvuliste
taiuslike arvude leidmise probleem taandub algarvude 2™ — 1 otsimisele. Selliseid algarve nimetatakse Mersenne’s
algarvudeks. Praeguse seisuga (mérts 2024) on teada 50 Mersenne’i algarvu, neist suurim on 282589933 1 millel on
24862047 kiimnendnumbrit. Otsingud jéitkuvad (vt. ka http://www.mersenne.org). Lahendamata on probleemid:
kas leidub I6pmata palju taiuslikke arve ja kas leidub moéni paaritu taiuslik arv.
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6. Tundmatut sisaldavad kongruentsid. Hiina jiigiteoreem.

6.1. Ulesande piistitusest
Vaatleme tundmatut z sisaldavaid kongruentse kujul
f(z) =0 (mod n), (7)
kus
f@) = apmz™ + am_12™ V. +aiz + ao (8)

on tiisarvuliste kordajatega poliinoom muutuja x suhtes ja a,, Z 0 (mod n). Kui m = 1, siis koneldakse line-
aarkongruentsidest, kui m = 2, siis ruutkongruentsidest, jne. Utleme, et tiisarv 2o on kongruentsi (7)) lahend, kui
f(xo) =0 (mod n). Kui mingi tdisarv xg on kongruentsi @ lahend, siis tdnu jareldusele on ka koik arvuga xg
mooduli n jirgi kongruentsed arvud selle kongruentsi lahendid. Seepirast loeme kongruentsi lahendiks tervet
jadgiklassi g € Z,, ja lahendit mérgime ka jargmiselt:

x =x0 (mod n).

See, et f(zp) = 0 (mod n) on lause tottu samaviirne sellega, et f(xo) = 0 ringis Z,. Arvestades seda,
kuidas on defineeritud liitmine ja korrutamine jiigiklassiringis, on viimane samavéiirne sellega, et f(Zg) = 0, kus

f(x) = @Gua™ + g™ ' 4+ ...+ Tz + @
on poliinoom kordajatega ringist Z,,. Seega kongruentsi @ lahendamine on samavéaérne vorrandi

flz)=0 9)

lahendamisega jédgiklassiringis Z,.

Et mooduli n jargi on olemas téapselt n jiagiklassi, siis vorrandi @[) (ja seega ka kongruentsi ) lahendid saame
kétte, kui lihtsalt proovime l&bi kéik n jadgiklassi. Viikese mooduli n korral ei ole see liiga raske, kuid suure n
korral on proovimismeetod arvutuslikult &armiselt ebaefektiivne.

Niide 6.1. Lahendame proovimismeetodil kongruentsi

321 422 — 1 =0 (mod 5).

3.0'42.00-1=4+#£0,
3.7°42. 77 -1=342-T=44£0,
3.2°42.9° 1=3.T+2.42-1=10=0,
3.3 4+32.3

3.7 42.°-17=3.1

Nieme, et antud kongruentsi lahendeiks on jisigiklassid 2 ja 3 mooduli 5 jirgi, ehk pisut teistmoodi kirjapanduna
voime lahendi esitada kujul # =2 (mod 5), x =3 (mod 5).
Miérgime, et f(xg) leidmiseks voib kasutada ka Horneri skeemi. Niiteks skeemi

Z|

0 2 0 —
0+2-3=1 2+2-1=4 0+2-4=3 —-1+2-3=0

wl wol

abil ndeme, et 2 on eespoolvaadeldud kongruentsi lahend.

6.2. Lineaarkongruentsid
Koige lihtsamad kongruentsid on lineaarkongruentsid, need on kongruentsid kujul
ax =b (mod n), (10)

kus a #Z 0 (mod n). Osutub, et sellel kongruentsil v&ib olla iiks, mitu véi mitte ithtegi lahendit.
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Lause 6.2. Lineaarkongruents (10) omab lahendit parajasti siis, kui (a,n) | b. Kui d = (a,n) | b, siis sellel
kongruentsil on d lahendit. Need on

To,xo +n',xg + 20/, ... x0 + (d— 1)n’, (11)

n

kus n' =
(a,n

y = % jaTg € Ly on selle kongruentsi mingi (eri)lahend.

ToEsTUS. Olgud = (a,n) ,n' = % jaa' = §. Kui Ty on lahend, siis leidub selline tdisarv &, et b = axo+kn. Kuna d
jagab viimase vorduse paremat poolt, siis ka d | b. Vastupidi, oletame, et d | b ning olgu b = db’, v/ € Z. Teoreemi
pohjal leiduvad sellised téisarvud xj, ja i), et ax| + ny, = d. Korrutame vorduse molemad pooled arvuga b'. Siis
a(zpb’) + n(y(d’) = b. Vottes g = (b’ saame, et axg = b (mod n). Sellega on niidatud, et kongruents on
lahenduv parajasti siis, kui d | b.

Oletame niiiid, et d | b, s.t. leidub selline ¥’ € Z, et db’ = b, ning olgu T kongruentsi mingi lahend. Niitame,
et jadgiklassid on kongruentsi lahendid. Toepoolest, iga k € {0,...,d — 1} korral

a(xg + kn') = axg + d'dkn’ = b+ d’kn = b (mod n).

Niitame, et lahendid 1] on koik erinevad. Selleks oletame vastuviiteliselt, et xg + in’ = zo+ jn/, 0 < i <
j<d—1,st. z9+in' = a9+ jn' (mod n). Siis n | (zg + jn’) — (xg +in’) = (j — i)n’, mis aga pole voimalik, sest
0< (j—i)n/ <dn’ =n.

Lopetuseks naitame, et kongruentsi mistahes lahend Z7 on vordne ithega lahendeist . Sellest, et axg = b
(mod n) ja ax; = b (mod n), jireldub kongruentside vastavaid pooli lahutades, et a(z; — xg) = 0 (mod n), mis
tdhendab, et a(x; — xp) = kn mingi k € Z korral. Jagades viimase vorduse molemaid pooli arvuga d saame, et
a'(z1 — zg) = kn'. Kuna jirelduse tottu (a’,n') = 1, siis jarelduse pohjal n’ | 1 — xg, s.t. leidub selline
le€Z, etz —xg=1In ehk z; = g + In’. Lause pohjal leiduvad selised q,7 € Z, et = qd+r ja0 < r < d.
Jarelikult

x1=z0+ (qd+7r)n' =x9+qn+rn’ =x¢ +rn’ (mod n),

mis tdhendab, et Z1 on vordne iithega lahendeist . |

Mirkus 6.3. Kongruentsi 'z = b (mod n’) lahend on lause tottu ka kongruentsi ax = b (mod n) lahend.
Seega kongruentsi az = b (mod n) mingi erilahendi leidmiseks piisab leida kongruentsi o’z = ¥ (mod n’) mingi
lahend.

Jareldus 6.4. Kongruents (@) on iheselt lahenduv parajasti siis, kui (a,n) = 1.

Niide 6.5. Lahendame kongruentsi 5z = 3 (mod 16).
Selle kongruentsi lahendamine on samaviirne vorrandi 5z = 3 lahendamisega ringis Z. Kuna (5,16) = 1, siis

5 € U(Zy5) ja seega saame x leida korrutades selle vorrandi mélemaid pooli elemendiga 57", Et rithma elemendi
poordelement on iiheselt médratud, siis ka = on iiheselt méératud (sedasama viidab meile ka jareldus|6.4)). Leiame

571 ringis Zg. Valemi (EI) abil saame

__ _ _ _ —o\3 _  _.
51 —5°019 1:57:(52) 5=9°.

w

—3=13

[
Il
®
©l
ol
Il
0l
ol
Il

ja seega
Kontrollime: 5-7 =3 (mod 16).

6.3. Hiina jadgiteoreem

Selles punktis vaatleme lineaarkongruentside siisteemide lahendamist. Selliseid siisteeme vaadeldi Hiinas juba
3. sajandil. Péhitulemus on jargmine.

Teoreem 6.6 (Hiina jifigiteoreem). Olgu ay,...,a, tiisarvud, ny,...,ns paarikaupa thistegurita naturaalar-
vud ja n=ny...ns. Sts kongruentside stisteemil

x = a; (mod ny)
. (12)
T = as (mod ny)

on olemas tihene lahend mooduli n jdrgi.
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Anname sellele teoreemile kaks erinevat toestust.
TOESTUS 1. Kui nq,...,ns on paarikaupa iihistegurita, siis teoreemi toestuse pohjal kujutus f : Z,, — Zyp, X
o X Dy, F(b) = (51, . ,55), kus b; on arvu b jaigiklass mooduli n; jirgi, on ringide isomorfism. Vaatleme elementi
(@), (@),) € Zn, X ... X Ly, (siin (a;), on arvu a; jasgiklass mooduli n; jérgi). Kujutuse f siirjektiivsusest
jareldub, et leidub selline a € Z, et f(a) = ((@1),, ..., (@s),). Teiselt poolt aga vastavalt f definitsioonile f(@) =
(@1,...,as). Seega (a;), = a;,7 = 1,...,s. See tdhendab, et iga ¢ korral a = a; (mod n;) ning jérelikult = a ongi
siisteemi lahend.

Veendume, et see lahend on iithene mooduli n jérgi. Olgu ka b siisteemi lahend. Siis b = a; (mod n;) iga
i korral, s.t. b; = (@;); ning f(a) = (@), ..., (@s),) = (b1,...,bs) = f(b). Kujutuse f injektiivsuse tottu @ = b,
ehk a = b (mod n). O

TOESTUS 2. Leiame iga i = 1, ..., s korral arvu
n
m; = 777 = Hn]
J#i
Kuna (nj,n;) = 1, kui j # i, siis lemma [£.1] pohjal ka (m;,n;) = 1. Seega m; € U(Zy,). Iga i = 1,..., s korral
leiame elemendi m; podrdelemendi ringis Z,,

]{Ti = Wi_l S U(an)v

s.t. sellise k; € Z, et k;m; = 1 ehk k;m; = 1 (mod n;). Téhistame

S
Tr = E ajk‘jmj.
Jj=1

Siis . = ijl ajk;m; = a;kim; = a; (mod n;)igai=1,...,s korral, sest j # i korral n; | m;. Seega  on siisteemi
lahend.

Kui ka y on siisteemi lahend, siis iga ¢ = 1,...,s korral # = a; = y (mod n;) ning kuna ny,...,ns on
paarikaupa iihistegurita, siis lemma 4.2 pohjal z =y (mod n). O

Naiide 6.7. Lahendame lineaarkongruentside siisteemi

3z=4 (mod7)
2r =1 (mod 5)
x=4 (mod 3).

Selleks lahendame esialgu iga kongruentsi eraldi. Et ringis Z7 on 3 = 5,siisz=5-4=6 (mod 7). Kuna ringis
Zson2 ' =3 sisz=31=3 (mod 5). Lisaks sellele x = 4 (mod 3) parajasti siis, kui = 1 (mod 3). Seega
tuleb lahendada esialgsega samavéirne kongruentside siisteem

x=6 (mod?7)
x=3 (mod5)
z=1 (mod 3).
Selle siisteemi lahendi saame kétte Hiina jddgiteoreemi abil. Selleks téhistame m; = 15, mo = 21, mg = 35 ning
leiame, et ringis Zy ki =m1 ' =1 ' =1, ringis Zs ke =73 ' =1 =1 jaringis Zs ks =mz L =2 = 2.
Seega
r=6-1-154+3-1-21+1-2-35=90463+ 70 = 223
ja
=13 (mod 105).
Niide 6.8. Lahendame jirgmise iilesande, mis on périt india matemaatikult Brahmaguptalt (598-668).
Kui votta korvist mune 2, 3, 4, 5 voi 6 kaupa, siis jadb 16puks jargi vastavalt 1, 2, 3, 4 v6i 5 muna. Kui votta
korvist mune 7 kaupa, siis ei jdé lopuks tihtegi muna iile. Leida vdahim vGimalik munade arv korvis.
Kui otsitav munade arv tdhistada téhega x, siis saame x leidmiseks jargmise kongruentside siisteemi:

x=1 (mod 2)
z=2 (mod 3)
x=3 (mod 4)
x=4 (mod 5)
=5 (mod 6)
=0 (mod7)



Lihtne on n#ha, et selle siisteemi kaks esimest kongruentsi on jéarelduseks iilejdédnutest. Seetottu on see siisteem
samavaidrne oma alamsiisteemiga

(mod 4)
(mod 6)
(mod 5)
(mod 7).

O = Ot Ww

8 8 8 8

Paneme tihele, et siin ei ole moodulid iihistegurita ning seega ei saa lahendada nii nagu eelmises iilesandes. Selle
iilesande saab siiski lahendada kasutades jirgmist meetodit (lahendame n.5. jirk-jargult). See seisneb selles, et iga
jirgmise kongruentsi lahendeid otsitakse vaid koigist eelnevatest kongruentsidest koosneva osasiisteemi lahendite
hulgast. Igal sammul tuleb siinjuures lahendada teatud lineaarkongruents. Selle lahendite puudumine toob kaasa
kogu siisteemi mittelahenduvuse. Lineaarkongruentside lahendite olemasolu koigil etappidel tagab siisteemi lahendi
olemasolu. Vastus jadb mooduli jargi, mis on antud moodulite vahim iihiskordne.

Esimese kongruentsi lahendeiks on koik tdisarvud kujul x = 4t 4+ 3, ¢ € Z. Leiame nende hulgas need, mis
rahuldavad ka teist kongruentsi. Asendades saame 4t+3 =5 (mod 6), kust 2t = 1 (mod 3) ja seega t = 2 (mod 3).
Niisiis ¢t = 3u+ 2,u € Z, ja x = 12u + 11. (Seega z = 11 (mod 12) ja edasi voiks pohimotteliselt kasutada Hiina
jasigiteoreemi, kuid jidtkame siin siiski sama meetodiga.) Otsime selliste arvude hulgast neid, mis rahuldavad ka
kolmandat kongruentsi. Nende korral 12u+ 11 =4 (mod 5), kust saame u = —1 (mod 5). Seega v = 5v—1,v € Z,
ja & = 60v — 1. Viimasesse kongruentsi asendades saame 60v — 1 = 0 (mod 7) ehk 4v = 1 (mod 7), kust v = 2
(mod 7). Seega v = Tw + 2, w € Z, ja x = 420w + 119. Jirelikult vihim voimalik munade arv korvis on 119.

6.4. Kongruentsid algarvu astme jirgi

Uurime, kuidas lahendada kongruentse

f(z)=0 (mod p"), (13)

kus f(x) on poliinoom kujul 7 p on algarv ja k on naturaalarv. Oletame, et meil on mingil viisil (nt. proovimis-
meetodil, iildjuhul paremat meetodit polegi) leitud kongruentsi

f(z)=0 (mod p) (14)

koik lahendid. Kui Zg € Z, on selle kongruentsi mingi lahend, siis iga téisarvu y korral f(zo + py) = f(zo) =0
(mod p). Paneme tihele, et kongruentsi
f(x)=0 (mod p?) (15)

iga lahend on ka kongruentsi lahend (kuid vastupidine iildjuhul ei kehti). Seetottu tuleks kongruentsi
lahendite saamiseks eraldada kongruentsi lahendite hulgast vélja need, mis rahuldavad kongruentsi , s.t.
kongruentsi iga lahendi Zg = {zo + py | y € Z} € Z, korral tuleks leida kdik sellised téisarvud y, mille korral
f(xo + py) =0 (mod p?). Kuna Newtoni binoomvalemi pohjal

f(@o +py) = am(xo +py)™ + am—1(zo + py)™ " + ...+ as(zo + py)® + a1(zo + py) + ao

m m—1
Eamxgl—&—am(l 1

= (@ammay ™"+ am_1(m — 1)x]"2 + ...+ 2230 + a1)py + f(z0) = f'(v0)py + f(z0) (mod p?),

_ _ _ 2
>x6” 1py+am,1x6” 1+am1< >x6" 2py+...+a2x8+a2(1>x0py+a1x0+a1py+ao

siis tuleks leida lineaarkongruentsi
F(@o)py + f(zo) =0 (mod p?)

(tundmatu y suhtes) lahendid. Kuna ¢ on kongruentsi lahend ehk p | f(zo), siis lause pohjal on viimane
kongruents samavéadrne kongruentsiga

f(xo)y + =0 (mod p). (16)

Kui kongruentsi lahendiks on jédgiklass yo € Zp, s.t. koik tdisarvud y = yo + pz, 2z € Z, siis kongruentsi

rahuldavatest arvudest xg + py rahuldavad kongruentsi arvud kujul z = x¢ + p(yo + pz) = 71 + p?z, kus
x1 = xg + pYo ja z € Z. Eraldame viimaste hulgast vilja arvud, mis rahuldavad kongruentsi

f(x) =0 (mod p?).
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Selleks tuleb leida kaik téisarvud z, mille korral f(z1+p%2) =0 (mod p?). Kasutades jillegi Newtoni binoomvalemit
saame

f(a +p2z) = G (21 +p?2)™ + m—1(x1 + pzz)m_1 +...tas(xy +p%2)% + ay (@ + pzz) + ag

1
= (ammxinfl + ...+ a2z + al)p2z + f(z) = f/(fL‘l)pQZ + f(z1) (mod p3).

m 2
= ape]t + am ( 1 >:L’§”_1p22 + .t agr? + a2< >x1p22 + a1z + a1p’z + ag

Kuna z; on kongruentsi lahend, siis p? | f(z1) ja seega tuleb lahendada lineaarkongruents

f(x1)z + fi;gl) =0 (mod p)

tundmatu z suhtes. Analoogiliselt jitkame, kuni saame kétte kongruentsi lahendid.

Niide 6.9. Lahendame kongruentsi
423 + 722 —7x —10=0 (mod 3%). (17)
Selle kongruentsi lahendamiseks lahendame koigepealt kongruentsi
42 + 72 —Tx —10=0 (mod 3)
ehk
P +a2? -2 —-1=0 (mod 3).

Et jarelduse tottu mistahes = korral 23 = 2 (mod 3), siis viimane kongruents on samaviirne kongruentsiga
2 —=1=0 (mod 3),

mille lahendeiks on ;7 = 1 (mod 3) ja 2o = 2 = —1 (mod 3). Seega peame kongruentsi lahendamiseks
vaatlema eraldi kahte juhtu.

Otsime kongruentsi lahendit kujul z = 1 + 3y. Kuna poliinoomi f(z) = 423 + 722 — 7o — 10 tuletis on
f(z) =1222 + 142 — 7, f(1) = —6 ning f'(1) =19 =1 (mod 3), siis tuleb lahendada lineaarkongruents

1'y+%650 (mod 3).

Selle kongruentsi ainus lahend on y = 2 (mod 3) ehk arvud y = 2 + 3z, z € Z. Seega kongruentsi lahendeiks
onarvud x =1+4+3(2+32)=7+92, 2z € Z, ehk =7 (mod 9).

Otsime niiiid kongruentsi lahendit kujul x = —1 + 3y. Arvutades f(—1) =0 ja f'(—=1) = =9 =0 (mod 3)
saame kongruentsi

0
0~y+§50 (mod 3),

mis on rahuldatud iga y korral, s.t. y = 0,1,2 (mod 3). Jérelikult kongruentsi lahendeiks on veel z = 2
(mod 9), z =5 (mod 9) ja z =8 (mod 9).

6.5. Kongruentsid suvalise mooduli jargi

Vaatleme kongruentsi f(z) =0 (mod n) lahendamist iildjuhul. Olgu moodul n = p’fl ...pP% antud standardku-
jul. Jareldusest tuleb vilja, et selle kongruentsi saame asendada teatava kongruentside siisteemiga.

Lause 6.10. Kongruents
f(x) =0 (mod ph ... pke) (18)

on samavddrne kongruentside stisteemiga

f(z) =0 (mod p}?)
. (19)
f(x) =0 (mod pk)

(s.t. neil on samad lahendid).
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Oletame, et iga i = 1,...,s korral on leitud kongruentsi f(xz) =0 (mod pf) mingi lahend a;. Siis lineaarkong-
ruentside siisteemi
z =a; (mod pt*)
. (20)
r = a, (mod pk+)
iga lahend on jérelduse pohjal ka siisteemi lahend. Ka vastupidi, kui zy on siisteemi lahend, siis

ta on iga i = 1,...,s korral mooduli p* jirgi kongruentne kongruentsi f(z) = 0 (mod p¥) lahendiga zo, s.o.
rahuldab siisteemi , kus a; = ... = as = . Niisiis, kui me oskaksime lahendada kongruentse f(x) = 0

(mod pf"), siis siisteemi (ja seega kongruentsi ) koik lahendid saame, kui lahendame Hiina jéigiteoreemi
abil kéikvoimalikud siisteemid , kus igai=1,...,s korral a; on kongruentsi f(z) =0 (mod p**) mingi lahend.
Kui r; on kongruentsi f(z) = 0 (mod pf) lahendite arv, siis selliseid siisteeme (ja seega ka kongruentsi
lahendeid) on ri7s .. .1, tikki.

Niide 6.11. Lahendame kongruentsi

4a® +72% —Tr —10=0 (mod 225). (21)

Kuna 225 = 32 - 52, siis taandub selle kongruentsi lahendamine kongruentside siisteemi
4o + 72> =7 —10=0 (mod 3%) (22)
4o + 722 —7x —10=0 (mod 5%) (23)

lahendamisele. Esimene neist kongruentsidest on lahendatud néites
Asume kongruentsi lahendama. Selleks lahendame esialgu kongruentsi

423 + 722 —7x —10=0 (mod 5)
ehk
—2®+22° —22 =0 (mod 5).
Proovimise teel saame, et selle kongruentsi lahendeiks on £ = 0 (mod 5), x =3 (mod 5) ja x =4 (mod 5).

Arvestades, et (423 + Tz — 7Tz — 10)' = 1222 + 14z — 7, saame iga z € {0,3,4} korral Horneri skeemi abil
arvutada f(x0) ja f/(zo), need védirtused on jirgneva tabeli vastavalt viiendas ja kaheksandas veerus:

zo |4 7 -7 10|12 14 -7 | kongr. |y | T

04 7 —7 —10[12 14 —7[3y=2[4]0+4-5=20
314 19 50 140 |12 50 143 |[3y=2|4 |3+4-5=23
414 23 85 330 (12 62 241 | y=4 |4|44+4-5=24

(Kuna kongruents f'(zq)y + @ = 0 (mod 5) tuleb lahendada mooduli 5 jirgi, siis tegelikult voiksime kdik
arvutused selle tabeli kuuendas kuni kaheksandas veerus teha ka mooduli 5 jérgi. Arvutused f(z¢) leidmiseks voib
aga teha mooduli 25 jirgi.) Seega tuleb lahendada kongruentsid

—10 140 330
—Ty + e =0 (mod5), 143y + 5 =0 (modb) ja 24ly+ =

=0 (mod 5)
ehk
3y=2 (modb), 3y=2 (mod5) ja y=4 (mod?5).

Nende kaigi lahendamisel saame y = 4 (mod 5). Seega kongruentsi lahendeiks on £ = 0+45-4 = 20 (mod 25),
x=34+5-4=23 (mod 25) jax =4+5-4 =24 (mod 25). K&ik need arvutused on maistlik kohe tabelis teha.

Saime, et kongruentsi lahendeiks on x = 2,5,7,8 (mod 9) ja kongruentsi lahendeiks = = 20, 23, 24
(mod 25). Seega kongruentsil on 4 -3 = 12 lahendit. Need saame, kui Hiina ji4giteoreemi abil lahendame 12
lineaarkongruentside siisteemi

r=ay (mod 25),
kus a; € {2,5,7,8} ja az € {20,23,24}. Lahendame neist iihe:

{ = 2 (mod?9)
x=-5 (mod 25).

{ r=ar (mod9)

Ringis Zas 9 ' ="11=14 ja ringis Zg 25 ' = 1. Seega kongruentsi itheks lahendiks on
T =2-25-4+(—5)-9-14 = —430

ehk z = 20 (mod 225). Ulejésinud lahendite saamiseks tuleb z avaldises votta 2 ja —5 asemel teised arvud a; ja
as. Nii tehes saame lahendeiks = = 20,23, 70,74, 95,98, 124, 149, 170, 173,223, 224 (mod 225).
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7. Algjuured

7.1. Algjuure méiste ja algjuurte olemasolu

Algjuurte defineerimiseks ja nende olulisuse moistmiseks on meil vaja meelde tuletada jargmised rithmateooria
pShimabisted.
Definitsioon 7.1. Lopliku rithma G jirguks nimetatakse tema elementide arvu |G].

Kui G on loplik rithm ja a € G, siis kindlasti leidub elemendi a naturaalarvuliste astmete hulgas vordseid. Olgu
niiiteks a* = a, kus k,I € N ja k > [. Korrutades selle vorduse molemaid pooli elemendiga a=! = (a™!)! saame
a"=t = a% = 1, kusjuures k — [ € N. Seega omab moétet jirgmine definitsioon.

Definitsioon 7.2. Vihimat naturaalarvu m, mille korral ¢™ = 1, kus 1 on riithma G iihikelement, nimetatakse
elemendi a jirguks. Elemendi a jirku tdhistatakse stimboliga ord(a) voi o(a).

Lagrange’i teoreem iitleb, et 16pliku rithma elemendi jérk on rithma jargu jagaja.

Definitsioon 7.3. Rithma nimetatakse tstikliliseks, kui temas leidub element, mille astmetena avalduvad koéik selle
rithma elemendid. Sellist elementi nimetatakse tsiiklilise rithma moodustajaks ehk tekitajaks.

Seega m-elemendiline rithm G on tsiikliline, kui leidub selline element a € G, et G = {a,a?,...,a™ 1, a™ = 1},
muuhulgas elemendi a jirk on vordne rithma G jirguga. Asjaolu, et element a € G on riithma G moodustaja,
véljendatakse vorduse G = (a) abil. Néiteks rithm (Z,+) on tsiikliline rithm moodustajaga 1 voi —1 (Z = (1) =
(—1)) ning (Zy, +) on tsiikliline rithm moodustajaga 1.

Selles paragrahvis uurime, millal on rithm (U(Z,),-) tsiikliline, s.t. millal leidub selline element a € U(Z,),
mille jiark on ¢(n) = |U(Z,)|, ehk millal leidub element @ € U(Z,,), mille astmetena avalduvad rithma U(Z,,) koik
elemendid.

Definitsioon 7.4. Tiisarvu a nimetatakse algjuureks mooduli n jirgi, kui (U(Z,,), ) on tsiikliline rithm moodus-
tajaga @, s.t. kui U(Z,,) = {E, a?,...,a?™-1 gr(n) = 1}

Samavidrselt voiks defineerida ka nii, et a on algjuur mooduli n jéirgi, kui (a,n) = 1 ja ¢(n) on vihim natu-
raalarv, mille korral a¥™ =1 (mod n).

Néide 7.5. Kui n = 2, siis U(Z,) = {1} on tsiikliline rithm. Kui n = 3, siis U(Z3) = {1,2} = {5, 52} on tsiikliline
rithm moodustajaga 2, seega 2 on algjuur mooduli 3 jirgi. Kui n = 4, siis U(Z4) = { 3, 32} on tsiikliline
rithm moodustajaga 3, seega 3 on algjuur mooduli 4 jargi. Kui n = 5, siis U(Zs) = {1,2,3,4} = {f, 52,53,54} =
{g, §27§3,§4} on tsiikliline rithm, seega 2 ja 3 on algjuured mooduli 5 jérgi. Kui n = 8, siis U(Zs) = {1,3,5,7} ja
T=1,3=15=17=1, seega iihegi U(Zg) elemendi jérk pole 4 = ¢(8), jirelikult U(Zg) ei saa olla tsiikliline
rithm ning ei leidu iihtegi algjuurt mooduli 8 jérgi.

Meie eesmirk on teha kindlaks, milliste moodulite jérgi leidub algjuuri, ning anda eeskiri algjuurte konstru-
eerimiseks etteantud mooduli jéirgi. Selleks tdestame esialgu paar lihtsat abitulemust riihmade kohta.

Lemma 7.6. Olgu G riihm, olgu elemendi a € G jirk m ning olgu | € N. Siis a' = 1 parajasti siis, kui m | [.
TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu o' = 1. Lause pohjal leiduvad sellised gq,7 € Z, et l = gm + 17 ja 0 < r < m.
Siis 1 = a! = a?*" = (a™)?a" = 19a" = a". Kuna m on viihim naturaalarv, mille korral a™ = 1, siis 7 ei saa olla
naturaalarv, mis tdhendab, et r = 0. Seega | = gm, ehk m | [.

Prsavus. Kui leidub selline k € N, et mk = [, siis a! = (a™)" = 1% = 1. O

Lemma 7.7. Paarisarvulise jarguga rihmas leidub element, mille jirk on kaks.

TOESTUS. Kui rithmas G ei ole elementi, mille jirk on kaks, s.t. iga elemendi 1 # a € G korral a? # 1 ehk
a # a~ ', siis kéik G iihikelemendist erinevad elemendid jagunevad 16ikumatuteks paarideks {a, a~t } Seega G jark
on paaritu arv. Jarelikult kui G jark on paarisarv, siis peab leiduma vihemalt {iks teist jarku element. o

Lemma 7.8. Paarisarvulise jarguga tstklilises rihmas on tdpselt iks element, mille jark on kaks.
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TOESTUS. Olgu G = (a) tsiikliline rithm moodustajaga a ja |G| = 2m, kus m € N. Siis a®™ = 1 ja G =

{1,a,a?,... a1}, Jirelikult a™ # 1 ja (a™)® = 1, s.t. elemendi a™ jérk on 2. Oletame, et ka elemendi a', kus
1<1<2m—1, jirk on 2, s.t. a?! = (al)2 = 1. Siis lemmamtéttu 2m | 21, ehk m | I. Kunam <1< 2m jam |,
siis m =1 ja a™ = d. O

Naiide 7.9. Naites vaadeldud mittetsiiklilises 4. jirku rithmas U(Zg) on kolm teist jirku elementi: 3,5 ja 7.
Tsiiklilises 4. jirku rithmas U(Zs) on aga tépselt iiks teist jirku element, see on 4.

Teoreemist [5.8] jareldub lihtsalt jirgmine viide.

Lemma 7.10. Iga naturaalarvu n > 2 korral on ¢o(n) paarisarv.

Po6rdume tagasi kiisimuse juurde, millal leidub mooduli n jérgi algjuuri. Olgu n = p’fl co.pPs kus pr,...ps
on paarikaupa erinevad algarvud ja ki,..., ks € N. Jirelduse £.9] ja lause [5.6] pohjal kehtib riihmade isomorfism

U(Zy) %U(Zp;fl ... xzpfs) :U<Zp;f1) X% U(Zp,;s).

Oletame, et leiduvad erinevad 4,5 € {1,...,s}, nii et p; ja p; on paaritud algarvud. Uldisust kitsendamata

eeldame, et ¢ = 1 ja j = 2. Lemma [7.10] pdhjal on U (Zplq) jalU (Zpkz) paarisarvulist jarku rithmad ning seega
1 2

leiduvad lemma pohjal teist jarku elemendid @ € U (Zpkl) jabeU (Zpkz ) Siis ka elemendid
1 2

@11,....1),(L51,.... 1) eU (Zp,fl) X...xU (zp,;s)

on teist jirku. Lemma pohjal rithm U (Zpkl) x...xU (Zpks) ning jérelikult ka sellega isomorfne rithm U(Z,,)
1 s

ei saa olla tsiikliline.

Oletame, et n = 2¥p!, kus p > 2 on algarv ja k > 2. Siis jéllegi rithmad U (Zox ) ja U ( z) on paarisarvulist jarku,
leiduvad teist jirku elemendid @ € U (Zyr) ja b € U (Z,) ning seega ka elemendid (a, 1), (1,0) € U (Zor) X U (Z,,)
on teist jirku, mistottu U(Z,,) ei saa olla tsiikliline.

Lopuks oletame, et n = 2F, kus k > 3. Siis U (Z,x) sisaldab jille kaks erinevat teist jirku elementi (ja seega

ei saa olla tsiikliline). Nendeks teist jirku elementideks on 2k=1 —1 ja 2k=1 4+ 1. Téepoolest, kuna k > 3, siis
1<2F1 —1<2Fjal <2k 41 <2F seega 28—1 — 1 # 1 # 2k—1 4 1. Lisaks sellele

(2 1) =224 9% L 1=1 (mod 2¥),

s.t. need elemendid on teist jirku. Ning kuna k > 3, siis 2 # 0 (mod 2¥) ja seetottu 28—t — 1 # 2F~1 + 1 (mod 2¥),
ehk 2F-1T —1 #2141,

Seega kui n ei ole kujul 2, 4, p* ega 2p*, kus p > 2 on algarv, siis mooduli n jirgi ei saa leiduda algjuuri, s.t. me
oleme toestanud jérgmise tulemuse.

Lause 7.11. Kui mooduli n jirgi leidub algjuuri, siis n on kujul 2,4, p* voi 2p*, kus p > 2 on algarv.

7.2. Algjuurte leidmine

Niitame niitid, et kui arvul n on lauses mainitud kuju, siis mooduli n jargi leidub algjuuri. Arvude 2 ja 4
korral oleme seda juba teinud néites [7.5] Jérgmisena sammuna veendume, et iga algarvulise mooduli jirgi leidub
algjuuri.

Teoreem 7.12. Kui p on algarv, siis jidgiklassikorpuse Z;, multiplikatizune rihm Z;, on tsikliline.

ToEsTus. Tahistagu Z5 = Zj, \ {0} = U(Z,,) korpuse Z, pdoératavate elementide rithma. Olgu Ky rithma Z* koigi

selliste elementide hulk, mille jirk on d. Kuna Zj iga elemendi jirk on Lagrange’i teoreemi pohjal arvu p —1 = |Zj|
jagaja ning elemendi jérk on iiheselt madratud, siis Z; = | | dlp—1 K a. Gaussi teoreemi (teoreem ) pohjal

Yoo =p-1=|Z;| = Y |Kal- (24)

dlp—1 dlp—1
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Niitame, et iga d | p — 1 korral [K4| = ¢(d), ehk et riihmas Z5 leidub tépselt ¢(d) elementi, mille jirk on d.
Oletame, et antud d | p — 1 korral K4 # 0, s.t. et leidub d-ndat jirku element @, ning tdestame, et sellisel juhul

Ky={a" |1<k<d,(kd) =1} (25)

Kuna @ jérk on d, siis elemendid @, a2, ..., a"

on erinevad ning nad rahuldavad vorrandit
x4 —1=0,

sest (@*)? = (@)k = =1 iga k =1,...,d korral. Kuna d-nda astme poliinoomil iile korpuse Z, ei saa lause

pohjal olla rohkem kui d juurt korpuses Z,, siis a, a,... ,@d on poliinoomi z% — T ainsad juured, jirelikult iga

element b € Ky on vordne ithega neist elementidest; olgu b = @*. Oletame vastuviiteliselt, et (k,d) =d > 1.
_ _d i &

Siis elemendi b jark oleks viiksem kui d, sest b? = (6’“) a (Ed) 7 =1 ja % < d. Sellega oleme todestanud, et

K; C {E’“ | 1 <k <d, (kd) = 1}. Oletame niiiid, et 1 < k < d ja (k,d) = 1. Olgu m elemendi @" jark rithmas
Z5. Kuna (@*)? =1, siis m < d. Lisaks sellele @*™ = (Ek)m = 1. Kuna @ jirk on d, siis lemma pohjal d | km.
Jarelduse tottu peab d | m, mis koos vorratusega m < d annab, et m = d, s.t. a* € K . Sellega oleme toestanud
vorduse ((25)).

Niisiis iga d | p — 1 korral kas |K4| = ¢(d) voi K4 = (). Ténu vordusele (24)) ei ole aga viimane vordus voimalik.
Seega iga d | p—1 korral on tépselt ¢(d) elementi, mille jirk on d. Muuhulgas, kuna p—1 | p—1, siis leidub ¢(p—1)
elementi, mille jirk on p — 1, teiste sonadega: leidub ¢(p — 1) rithma Z,, moodustajat. Kui @ on mingi moodustaja,
siis tilejadnud moodustajaiks on eespooltdestatu pohjal astmed @*, kus 1 <k <p—1 ja (k,p—1)=1. O

Jédreldus 7.13. Kui p on algarv, siis mooduli p jirgi leidub o(p — 1) algjuurt. Tdpsemalt, kui a on mingi algjuur
mooduli p jirgi, siis koik ilejidnud algjuured kuuluvad dihte hulkadest @, kus 1 <k <p—1 ja (k,p—1)=1.

Jargnevalt niitame, kuidas leida algjuurt mooduli p? jirgi, kui on teada mingi algjuur mooduli p jérgi.

Teoreem 7.14. Olgu p > 2 algarv. Kui a on algjuur mooduli p jirgi, siis arvudest a ja a + p vihemalt ks on
algjuur mooduli p* jirgi.

TOESTUS. Olgu a algjuur mooduli p jérgi. Siis @ € U(Z,), s.t. p { a ning a jérk selles rithmas on |U(Z,)| =
¢(p) =p—1. Kuna p { a, siis ka p{ a + p ja seega (p?,a) =1 = (p?,a + p), mis téhendab, et @,a +p € U(Z2).
Tuleb niidata, et kas @ v6i @+ p jirk rithmas U(Zy2) on |U(Zy2)| = ¢(p?) = p(p — 1). Olgu m elemendi @ jirk
rithmas U(Z,2). Siis a™ =1 (mod p?), jérelikult ka a™ =1 (mod p), s.t. @™ = 1 rithmas U(Z,). Seega lemma
pdhjal p — 1 | m. Lagrange’i teoreemi tottu aga m | p(p — 1). Seega leiduvad sellised u,v € N, et (p — 1)u = m ja
mv = p(p—1). Jarelikult (p— 1)uv = p(p— 1), millest arvu p — 1 taandamisel saame, et uv =p ehk u =p voiv =p
(sest p on algarv). See téhendab, et kas m = (p — 1)p voi m = p — 1.

Kui @ on algjuur mooduli p jérgi, siis ka a + p on algjuur mooduli p jérgi, sest ringis Z, on @ = a + p. Seetdttu
saame a + p jaoks ldbi viia sama arutluse, mis @ jaoks. See tdhendab, et ka elemendi a + p jérk rithmas U(Z,2)
on kas (p — 1)p voi p — 1. Oletame vastuviiteliselt, et nii @ kui ka a + p jérk rithmas U(Z,2) on p — 1, muuhulgas
a?~' =1 (mod p?) ja (a +p)?P~' =1 (mod p?). Newtoni binoomvalemi pohjal

l=(a+p)P ' =a'+(p—1Da’*p=1+(p—1)a’ ?p (mod p?),

millest saame, et (p—1)a?~2p =0 (mod p?). Lause pohjal (p—1)aP~2 =0 (mod p) ehk p | (p—1)aP~2. Kuna
ptp—1japf{a, siis oleme saanud vastuolu. Jéarelikult peab kas elemendi @ voi elemendi a + p jérk rithmas U(Z,z2)
olema (p — 1)p, s.t. vihemalt iiks arvudest a ja a + p on algjuur mooduli p? jirgi. O

Jareldus 7.15. Kuip > 2 on algarv, a on algjuur mooduli p jirgi, b € {a,a + p} ja bP~r # 1 (mod p?), siis b on
algjuur mooduli p* jirgi.

Naiide 7.16. Leiame mingi algjuure mooduli 25 jéargi. Nagu néites veendusime on iitheks algjuureks mooduli
5 jirgi arv 2. Jirelduse [7.15] pohjal on algjuureks mooduli 25 jéirgi see arvudest 2 ja 2 + 5, mille jigiklassi jark
rithmas U(Zsz) ei ole 5 — 1 = 4. Kuna 7' =16 # 1, siis iiheks algjuureks mooduli 25 jirgi on 2.

Selleks, et minna ruudult iile kérgemaile p astmeile, vajame jargmist abitulemust.

Lemma 7.17. Kut p on algarv ja 1 < k < p—1 on naturaalarv, siis p jagab binoomkordajat (i)
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TOESTUS. Definitsiooni jérgi

(Z) :p(p—l)..l.{!(p—k—i-l)’

ehk (Z)k‘! =p(p—1)...(p—k+1). Kuna p jagab selle vorduse paremat poolt, siis peab ta jagama ka vasakut poolt.
Et aga pt k!, siis p | (1}:) O

Teoreem 7.18. Olgu p > 2 algarv. Siis iga algjuur mooduli p? jirgi on ka algjuur mooduli p* jirgs, kus k > 2.
ToESTUS. Olgu a algjuur mooduli p? jérgi. Téestame induktsiooniga [ jéirgi, et
iga | € N korral leidub ¢; € Z nii, et aP VP tipt japtty. (26)

Vaatleme koigepealt juhtu / = 1. Kuna a on algjuur mooduli p? jirgi, siis @ € U(Z,2) ja seega p { a. Fermat’
viiikese teoreemi pohjal a?~! =1 (mod p). Jérelikult leidub selline t; € Z, et a?~* = 1+ t;p. Kui oletada, et p | t1,
siis a?~! =1 (mod p?) ehk @~ = T rithmas U(Z,2), mis on vastuolus sellega, et a on algjuur mooduli p? jérgi.
Seega pt t1.

Oletame niitid, et [ > 1 ja [ — 1 korral leidub selline téisarv ¢;_1, et aP=DP'Tt 1 4 tip~tjaptt_y. Siis

aP=1p ( p—1)p'~ 2) =1+t P l)p
P 1\ 2 p _ _ —1 P _
=1+ tl* g tl271 (pl 1) t.t tf—ll (pl 1>p + .y (pl 1)p
2 p—1 P
—1+ <t1_1+ <§>t?_1p2(““+...+ (pfl)t” Lp@ U= b ppU=) = > !
:1+tlpl7

kus
t=t_1+ (12)) 2 pP =t g (p pi 1>t‘f_11p(”_1)(l_1)‘l +t prDley

ja p! sulgude taha vétmisel oleme arvestanud, et iga m > 2 korral m(l—1)—1 = m(l—1)—I+1-1 = (m—1)(I—-1)—1 >
0. Kunap > 2 siisp(l—1)—l=(p—1)(l—1)—1>1 jaseegap | t]  p? pPU=1—1 Tisaks sellele, lemma [7.17| tottu

—1 1 i(1—1)— .
p |0, ()t p "7 ning seega
p
P\ ig-1)—1 _
t =t —t—1.
p;(i%lp 1 —ti—1

Kui oletada, et p | t;, siis ka p | t;—1, mis ei ole aga induktsiooni eelduse tottu voimalik. Seega p 1 ¢; ja viide
(26)) on toestatud.

Olgu m elemendi @ jérk rithmas U(Z,). Siis @™ = T ehk a™ = 1 (mod p*) ja m | |U(Zy)| = o(p*) =
(p — 1)pF~t. Tuleb niidata, et m = (p — 1)p*~ L. Kuna a™ = 1 (mod p*) ja k > 2, siis ka ™ = 1 (mod p?),
jarelikult lemma [7.6| pohjal (p — 1)p | m (sest @ jérk rithmas U(Z,2) on (p — 1)p). Niisiis leiduvad sellised u,v € Z,
et mu= (p—1)pF~ 1 ja (p— 1)pv = m ning seega (p — 1)p*~! = (p — 1)pvu. Taandades (p — 1)p saame p*~2 = vu.
Seega v = p" 2 kus 2 <7 < k, ning m = (p — 1)p" 1. Jarelikult

1+6p" =a® P = g™ =1 (mod p*),

millest saame, et t.p” = 0 (mod p*) ehk p* | t,p". Kuna p{t, siis p* | p” ehk k < r. Koos vérratusega r < k annab

see, et r =k jam = (p— 1)pF~L. O

Teoreem 7.19. Kui a on algjuur mooduli p* jirgi, kus p > 2 on algarv, siis iiheks algjuureks mooduli 2p* jirgi on
paaritu arv arvudest a ja a + p~.

TOESTUS. Kuna p* on paaritu arv, siis tépselt iiks arvudest a ja a +p* on paaritu. Oletame, et a on paaritu (juhul
kui a+p* on paaritu, saab viite tdestada analoogiliselt). Kui a on algjuur mooduli p* jirgi, siis @ € U (Zpk ), millest
jéreldub, et (a,p*) = 1. Kuna a on paaritu, siis ka (a,2) = 1 ja seega (a,2p") = 1, s.t. @ € U(Zypx). Sellest, et a
on algjuur mooduli p* jirgi, jareldub, et elemendi @ jérk rithmas U(Zyr) on m = ‘U(Zpk)‘ =p*1(p—1). Olgun
elemendi @ jark rithmas U (Zg,r). Siis n | |U (Z, | = p*~1(p—1) = m, jirelikult n < m. Teiselt poolt aga sellest, et
a™ =1 (mod 2p*) jéreldub, et a” = 1 (mod p’g) ja seega lemma pohjal m < n. Oleme saanud vorduse n = m,
mida oligi tarvis toestada. O
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Niide 7.20. Leiame mingi algjuure mooduli 2 - 52012 jirgi. Néites nigime, et 2 on algjuur mooduli 52 jirgi.
Teoreemi pohjal on 2 algjuur ka mooduli 52°'2 jirgi. Teoreemile tuginedes on iiheks algjuureks mooduli
2. 52012 j5rei arv 2 + 52012,

Tehtu voime kokku votta jirgmise teoreemina.

Teoreem 7.21. Mooduli n jirgi leidub algjuuri parajasti siis, kui n on kujul 2, 4, p* voi 2p*, kus p > 2 on algarv.

Teoreemid [7.14] [7.18|ja [7.19] annavad lihtsa voimaluse algjuurte leidmiseks mooduli p* voi 2p* jirgi, kui teame
mingit algjuurt mooduli p jargi. Algjuuri mooduli p jirgi aitab leida jirgmine lemma.

Lemma 7.22. Olgu G loplik rihm, mille jirk |G| = n = p’fl ...p% on antud standardkujul. Iga a € G korral,

(a) # G parajasti siis, kui leidub selline i € {1,...,s}, et ari = 1.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Oletame, et (a) # G. Olgu m elemendi a jérk. Siis m | n ning seega m = pll1 ...pl, kus
igai e {l,...,s} korral 0 < I; < k;. Kuna (a) # G, siis a jirk on viiksem kui n. Seega peab leiduma selline i, et
l; < k;. Sellisel juhul m | o jaseega ari = 1.

Prsavus. Kui avi = 1, siis elemendi a jéirk on véiksem kui n ning jérelikult (a) # G. O

Jédreldus 7.23. Olgu G loplik rikm, mille jirk |G| = n = p’fl ...p% on antud standardkujul. Iga a € G korral,
(a) = G parajasti siis, kui igai € {1,...,s} korral avi #1.

Jareldus 7.24. Olgu p > 2 algarv. Siis a on algjuur mooduli p jdrgi parajasti siis, kui arvu p — 1 iga algteguri q
p—1
korral @ # 1 (mod p).

TOESTUS. Rakendame jireldust juhul G = U(Zy). O

Niide 7.25. Olgup =13. Kunap—1=12=2%2.3,20 =64=—-1#1 (mod 13) ja2* =16 =3 £ 1 (mod 13), siis
2 on algjuur mooduli 13 jargi. Jarelduse pdhjal on rithmal U(Z;3) kokku ¢(12) = 4 moodustajat ning nendeks
on jasgiklassid ik, kus 1 < k <12 ja (k,12) = 1, s.t. 3' =3 2° —§, P 11, ' 7

Lause 7.26. Olgu n naturaalarv. Siis n-elemendilisel tsiiklilisel riihmal on tipselt p(n) moodustajat.

TOESTUS. Olgu G = {l,a,aQ, .. .,a"_l} tsiikliline rithm, kus a™ = 1. Esitame n standardkujul: n = plfl o.phs.
Piisab niidata, et iga k € {1,...,n} korral (a") = G parajasti siis, kui (k, n) = 1. Selleks tdestame, et

<ak> # G parajasti siis, kui (k,n) # 1.

Oletame esiteks, et <ak> # G. Lemma pohjal leidub siis selline i € {1,...,s}, et (ak)ﬁ' = 1 rithmas G.

Lemma pohjal n | %’ s.t. leidub selline u € N, et nu = ’;—’?. Jarelikult up; = k, millest saame, et p; | k. Seega

(k,n) > p; > 1. Vastupidi, oletame, et (k,n) = d > 1. Siis leidub selline i € {1,...,s}, et p; | d. Jarelikult ka p; | k.
Olgu k = p;k’, kus k' € N. Siis

ning lemma pohjal <ak> #G. a
Rakendades lauset rithmale U(Z,,) saame jirgmise tulemuse.

Teoreem 7.27. Kui mooduli n jirgi leidub algjuuri, siis on neid tipselt p(o(n)) tikki.
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7.3. Indeksid

Algjuurte olemasolul on voimalik arvutusi, sealhulgas kongruentside lahendamist mooduli n jargi lihtsustada nn.
indeksarvutuse abil. PGhimotteliselt on indeksite néol tegemist logaritmidega jadgiklassiringides. Eelnevast teame,
et kui mooduli n jargi leidub algjuur a, siis

(beZ,|(bn) =1} =U(Z,) = {a,a*...,a*™ =T}.
Seetottu omab métet jirgmine definitsioon:

Definitsioon 7.28. Olgu a algjuur mooduli n jirgi ja b selline téisarv, et (b,n) = 1. Siis arvu b indeksiks alusel a
mooduli n jargi nimetatakse viahimat voimalikku positiivset astendajat k, mille korral

b=a" (modn).
Arvu b indeksit tdhistatakse k = ind b v0i £ = ind b, kui algjuur a on kontekstist leitav.
Edaspidi eeldame vaikimisi, et mooduli n jirgi leidub algjuuri ja et kirjutis ind b sisaldab endas eeldust (b,n) = 1.
Naide 7.29. Niite pohjal on arv 2 algjuur mooduli 13 jéargi ja arvutades saame, et
21 =222=42=82'=3,2°=6,20=12,2"=11,22=9,2°=5,21Y=10,2" =7,2"2 =1 (mod 13).

Jarelikult indo1 = 12, ind92 = 1, ind93 = 4, inds4 = 2, ind35 = 9, ind26 = 5, ind»7 = 11, inds8 = 3, ind59 = 8,
ind210 = 10, ind511 = 7, ind 512 = 6. Saadud tulemused véime kokku votta alljirgneva tabeliga, kus esimeses reas
on indekseeritava arvu viimane kiimnendnumber ja esimeses veerus kiimneliste number.

0|1 |2|3|4|5|6]7|8|9
12 4121951138
1110 7

S| =

Paljude moodulite jaoks on sellised indeksite tabelid juba vélja arvutatud (vt. nditeks [3], lk. 330-335).

Lause 7.30. Kongruents
b=c¢ (modn) (27)
on samavddrne kongruentsiga

indgb =indge  (mod p(n)). (28)

TOESTUS. Olgu b = ¢ (mod n). Kuna ¢ = b = a'™«? (mod n), siis ind,c < ind,b. Analoogiliselt ind b < ind,c
ja ind b = ind 4¢, mistdttu ka ind,b = ind,c (mod ¢(n)). Teisipidi, olgu ind b = ind,c (mod ¢(n)) ja iildisust
kitsendamata ind 4b > ind 4c. Siis p(n) | ind b — ind ,c. Kuna a on algjuur, siis @ jérk on ¢(n) ja lemma [7.6] tottu
aindeb=indac = 1 (mod n). Korrutades tulemust kongruentsiga a4 ¢ = ¢'"4«¢ (mod n), saamegi, et b = a'™deb =

a™e¢ = ¢ (mod n). O

Uleminekut kongruentsilt kongruentsile nimetatakse indekseerimiseks ja vastupidist sammu potentsee-
rimiseks. Paneme siinkohal téhele, et lause toestuse kohaselt on kongruents hoopiski vérdus. Tegelikult
kehtib jéargmine, iildisem véide, kus kongruents ei taandu enam vérdusele.

t

Lemma 7.31. Olgu a algjuur moodulin jirgi ja s,t € N. Siis a® = a® (mod n) parajasti siis, kui s =t (mod @(n)).

TOESTUS. Toestuse piisavuse osa on identne lause toestuse vastava osaga. Tarvilikkuse tdestamiseks oletame
iildisust kitsendamata, et 0 < s < t. Kuna p(n) > 1, siis ¢(n) - s — s > 0 ja Euleri teoreemi (teoreem [5.12]) pohjal

atp(n)»sfs ca® = aéﬂ(n)'S*SJrS — (a‘P(”))s =15=1 (mod TL)
Seetdttu saame kongruentsi a® = a (mod n) mélemat poolt arvuga a?(™)'5=5 Jibi korrutades, et
at—s _ at—s .18 = at—s . (acp(n))s _ at . a(,a(n)~s—s =a° .acp(n)ns—s =1 (mod n)

Lemma kohaselt jagab elemendi @ jérk (mis on ¢(n), sest a on algjuur) astendajat t — s. Teisisonu, ¢(n) |t —s
ehk s =t (mod ¢(n)), mida oligi tarvis toestada. 0

Indeksitel on mitmeid logaritmidega sarnaseid omadusi, kus algjuur a on logaritmi aluse rollis.
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Teoreem 7.32. Olgu a, « algjuured mooduli n jirgi, l € N ja b,c,d € Z sellised, et (b,n) =1 = (¢,n) ja d|b. Siis
1. 1 <indgb < ¢(n), a™«® = b (mod n);

ind,1 = p(n) =0 (mod p(n)), ind,a = 1;

ind 4 (be) = ind,(b) 4+ ind4(c) (mod ¢(n));

ind,b' =1-ind b (mod p(n));

ind, (g) = ind b — ind,d (mod p(n));

SO TR N

ind b =ind,b - ind,a (mod p(n));
7. ind,a - indga =1 (mod ¢(n)).

TOESTUS. Omadused 1. ja 2. jarelduvad vahetult indeksi definitsioonist. Omadus 7. on omaduse 6. erijuht, kus
b = a. Omadused 4. ja 6. on jireldusteks omadustest 3. ja 5., mis omakorda tdestatakse sarnase skeemi abil,
mistottu pohjendame siinkohal &dra vaid iihe neist ja jadtame teise lugejale labimotlemiseks.

5. Kuna (b,n) = 1 jad | b, siis ka (d,n) = 1 ehk d € U(Z,,). Paneme niiiid tihele, et % = be (mod n), kus de = 1
(mod n), st. € = 871. Toepoolest, lause ja jarelduse pohjal on kongruents g = be (mod n) samaviirne
samaselt toese kongruentsiga b = g -d=be-d=b-1=">b (mod n). Lemma tottu saame kirjutada, et

qinda(f) — gindabe — po — gindad . gindae _ ,indgb+indge

(mod n).

Lemmamabﬂ indekseerides niiiid ind, (4) = ind ,b-+ind e (mod ¢(n)). Téestuse lopetamiseks piisab niitamisest,
et ind,e = —ind,d (mod ¢(n)). Selleks paneme téhele, et omaduste 1. ja 3. ning Euleri teoreemi tottu

alnd,,,dJrlnd,,,e — alndade =de=1= a(p(n) (mod ’I’L)

Uuesti lemmat kasutades saame, et ind,d + indgse = ¢(n) (mod ¢(n)) ehk toepoolest ind,e = —ind,d
(mod ¢(n)). O

Indeksid voimaldavad meil lahendada lineaarkongruentse kujul
s™ =t (modn), s,t€Z, (29)
sest indekseerimisel saame me lemma [7.31] ja teoreemi [7:32] abil samaviidirse lineaarkongruentsi
indgs+m-ind,z =ind,t  (mod ¢(n)). (30)

Lineaarkongruentse oskame me aga lause abil lihtsasti lahendada. Kuna lineaarkongruentsid kujul on
teisendatavad kujule

2™ =u (mod n'),

kus n/ on n jagaja, siis osutub otstarbekaks jirgmine lahenduvuskriteerium.

Teoreem 7.33. Olgu a algjuur mooduli n jirgi ja olgu b € Z selline, et (b,n) = 1. Tihistame d = (m,p(n)).
Kongruents ™ = b (mod n) on lahenduv siis ja ainult siis, kui

p?(W/4 =1 (mod n).
Juhul, kui kongruents ™ =b (mod n) on lahenduv, on tal tipselt d erinevat lahendit.
TOESTUS. Indekseerides saame, et kongruents (/¢ = 1 (mod n) on lahenduv parajasti siis, kui
p(n)/d-indb=ind,1 = ¢(n) =0 (mod p(n)).

Viimane kongruents kehtib parajasti siis, kui d | ind,b. Lause kohaselt on selline jaguvusseos samavédrne
lineaarkongruentsi m-ind ,z = ind ;b (mod ¢(n)) lahenduvusega tundmatu ind ,x suhtes, mis tagasi potentseerides
tdhendabki kongruentsi

m ind oz™ m-ind 4z

2™ =a =a =a"’=p (mod n)

lahenduvust.
Oletame viimaks, et kongruents ™ = ¢ on lahenduv. Eelneva pohjal on koik selle kongruentsi lahendid vasta-
vuses lineaarkongruentsi m - ind & = ind ;b (mod ¢(n)) lahenditega, mida on lause [6.2| pdhjal (m, p(n)) = d tiikki.
O
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Jédreldus 7.34 (Euler). Olgu p algarv, b € Z, (b,p) =1 ja d = (m,p — 1). Siis kongruents ™ = b (mod p) on
lahenduv parajasti siis, kui
bP=V/d =1 (mod p).

Niide 7.35. Lahendame kongruentsi
5-221% =12 (mod 13).

On lihtne nitha, et 5-8 =40 =1 (mod 13), ehk 5 =%, seega voime antud kongruentsi teisendada kujule
2013 =8.12=5 (mod 13).

Kuna ¢(13) = 12, siis
512/(2013.12) _ 512/3 _ 54 _ 952 — (_1)2 =1 (mod 13).

Jarelikult teoreemimpéhjal on kongruents 213 = 5 (mod 13) lahenduv ja tal on (2013, p(13)) = (2013,12) = 3
erinevat lahendit. Leiame need. Indekseerides saame, et 2013 - indz = ind5 (mod 12), mis néites koostatud
indeksite tabeli pohjal on samavéirne lineaarkongruentsiga

2013 -indz =9 (mod 12).

Jagades selle kongruentsi molemad pooled ja mooduli 14bi arvuga 3 (seda lubab meil teha lause(3.10)) on tulemuseks,
et 3-indx = 671 -indz = 3 (mod 4). Kuna 3 € U(Zy), siis indz = 1 (mod 4). Ténu teoreemi omadusele 1.
saame, et indz = 1,5,9, sest need on ainsad tdisarvud vahemikust [1, p(13) = 12], mis rahuldavad seost indz = 1
(mod 4). Niites leitud tabelit tagurpidi kasutades saamegi vastuse, milleks on = 2,6,5 (mod 13).
Kontroll: astendades 22013 = 2167-1249 — (212)167 . 99 = 1. (24)2.2 =162.2=3%2.2 =18 =5 (mod 13),

52013 — 5167‘12-’1-9 — (512)167 . 59 = 1 . (52)4 . 5 — 254 . 5 = (_1)4 . 5 — 5 (mod 13))

62013 = 61671249 — (612)167.69 = 1. (6%)*. 6 = 361 - 65 = (10*)2-6 = (—4)2-6=16-6=3-6 =18 =5 (mod 13).
Jérelikult 5 - 22013 = 5. 52013 = 5. 62013 = 52 = 25 = 12 (mod 13).

Peale kongruentside lahendamise saab indekseid ja nende tabeleid kasutada algjuurte ning péoratavate elemen-
tide jarkude leidmisel. Tépsemalt, alltoodud teoreem voimaldab meil indeksite tabelite abil lahendada jérgmisi
iilesandeid

o leida pooratava elemendi jark rithmas U(Zy,),
e leida koik algjuured mooduli n jérgi,
e leida koik fikseeritud jirku elemendid rithmas U(Z,,),

e jaotada koik rithma U(Z,,) elemendid klassidesse vastavalt jérgule.
Teoreem 7.36. Olgu a algjuur mooduli n jirgi ja b € Z selline, et (b,n) = 1. Siis

1. elemendi b jirk rihmas U(Z,) on %,

2. b on algjuur mooduli n jirgi parajasti siis, kui (ind zb, p(n)) =1,
3. kuim | (n), siis rihma U(Z,) m. jirku elemendid on need ja ainult need jidgiklassid b, mille korral

(ind b () = 2

TOESTUS. 1. Tdhistame edaspidi d = (ind zb, p(n)), ¢’ = % jaind’ = %. Paneme muuseas tihele, et jarelduse

pohjal (¢’,ind’) = 1. Olgu m elemendi b jirk rithmas U(Z,). Kuna a on algjuur, siis a®™ =1 (mod n) ja

/

p = (aindab)gp’ — aindab'tpl — aind"d'¢’ — aind'~ga(7l) — (aga(n))ind’ =1 (mod ’I’L),

jérelikult lemma, tottu m | ¢’. Teisipidi, elemendi jirgu definitsioonist b™ =1 (mod n), seega

1

pm = (aindab)m — amdndab.
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Kasutades uuesti asjaolu, et @ jark on ¢(n), ja lemmat saame niitid, et ¢(n) | m - ind b ehk
m-ind’-d=0 (mod ¢’ -d).

Jagades viimase kongruentsi 1ibi teguriga d # 0, on tulemuseks m -ind’ = 0 (mod ¢’). Teisisonu, ¢’ | m - ind’, mis
Eukleidese lemma tottu annab meile, et ¢’ | m. Kokkuvdttes oleme niidanud, et m ja ¢’ on positiivsed, teineteist
jagavad téisarvud, mis saab kehtida vaid juhul, kui m = ¢’ = %.

2. Kuna algjuureks olek on samaviiiirne ¢(n). jirku elemendiks olemisega, siis osa 1. pohjal on b algjuur parajasti
siis, kui p(n) = %. Viimane seos kehtib ilmselt parajasti siis, kui (ind zb, p(n)) = 1.

3. Eelduse kohaselt m | ¢(n) ja 1. osa pohjal m = (indfz()%’ jarelikult (ind zb, p(n)) = %"). O

Niide 7.37. Leiame elemendi 17 jirgu jafigiklassiringis Zig, koik algjuured mooduli 19 jirgi ja koéik ringi Zig
kolmandat jérku elemendid. Algjuure 2 jaoks on indeksite tabel jirgmine ([3], k. 330):

01112345 |6]|7|8]|9
181 1 |13]2]16|14| 6 | 3|8
1117112 15| 5 | 7|11 | 4 |10|9

i dzﬁ(;fa)(lg)) = (1(}7818) = % = 9. Algjuurte leidmiseks tuleb meil votta sellised
indeksid vahemikust [1, 18], mille suurim iihistegur arvuga ¢(19) = 18 on 1. Nendeks on 1,5,7,11,13 ja 17, millele

indeksite tabelis vastavad arvud 2,13, 14, 15, 3 ja 10. Kolmandat jarku elemendid on need jasgiklassid b, mille korral

(ind2b, p(19)) = @ = 18 = 6. Sellisteks indeksiteks on parajasti need arvud vahemikust [1,18], mille suurim

ithistegur arvuga 18 on 6, ehk 6 ja 12. Neile kahele indeksile vastavad tabelis arvud 7 ja 11. Viimane tulemus on
muuseas kooskolas teoreemi toestusega, mille kohaselt peab leiduma ¢(3) = 2 kolmandat jérku elementi.

Elemendi 17 jirk on seetdttu
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8. Ruutjiagid
8.1. Legendre’i siimbol ja selle lihtsamad omadused

Olgu p > 2 algarv. Selles peatiikis huvitab meid, millistel ja&giklassikorpuse Z, elementidel on olemas ruutjuur,
s.t. millised korpuse Z,, elemendid on mingi teise elemendi ruudud. Oletame, et mingil elemendil @ € Z;, on olemas
ruutjuur, s.t. leidub selline b € Ly, €t

b —a.
_ —9 -2 - — —_— _
Siis ka —b on elemendi @ ruutjuur, sest —b° = b" = a. Kui oletada, et —b = b, siis 2b = 0, millest p > 2 t6ttu
jareldub, et b = 0, mis aga pole voimalik. Seega b ja —b on erinevad elemendi @ ruutjuured. Lause pohjal on teise
astme poliinoomil 2 — @ iile korpuse Z, iilimalt 2 juurt, s.t. elemendil @ teisi ruutjuuri pole. Seega, kui elemendil
@ leidub ruutjuur, siis on neid ruutjuuri tidpselt kaks tiikki ja nad on teineteise vastandelemendid.

Koik ruutjuurt omavad elemendid rithmas Zj saab leida, kui arvutada hulga {T, 2,..., %_1} koigi elementi-
de ruudud (sest iilejasinud jidgiklassid on sellesse hulka kuuluvate jiigiklasside vastandelemendid). Seetdttu on
ruutjuur olemas tlimalt p—;l elemendil, milleks ongi needsamad eelnevalt vilja arvutatud ruudud. Péhimotteliselt
voiksid moned neist ruutudest korpuses Z, kokku langeda, millisel juhul oleks meil vihem kui % ruutjuurt

omavat elementi, aga ténu jareldusele seda tegelikult kunagi ei juhtu. (Alternatiivselt, kuna (2,p — 1) = 2,

siis teoreemi |10.19| pohjal on ruutjuur olemas p%l nullist erineval elemendil, s.o. tépselt pooltel Z; elementidel.)

Kui aga tahame teada, kas mingil konkreetsel elemendil on olemas ruutjuur ning p on suur, siis on kodigi ruutude
véljaarvutamine ebaotstarbekas. Osutub, et leidub palju paremaid viise.

Definitsioon 8.1. Olgu p > 2 algarv ja a selline téisarv, et p t a. Tdisarvu a nimetatakse ruutjidgiks (mitteruut-
Jédgiks) mooduli p jérgi, kui element @ omab (ei oma) ruutjuurt korpuses Z,.

Niisiis a on ruutjiik mooduli p jirgi, kui p t @ ja ruutkongruents
> =a (mod p)

on lahenduv.

Niide 8.2. Korpuses Z;; on ruutjuur olemas elementidel T=1"=10,4=2"=0,0=3=8,5=4=7"ja
3=5 =6 Seega ruutjiigid mooduli 11 jirgi on 1,3,4,5,9 ning mitteruutjidgid on 2,6,7,8,10.

Definitsioon 8.3. Olgu a téisarv ja p > 2 algarv. Legendre ’ stimbol (%) defineeritakse jéargmiselt
a 0, kuip|a;
<) = 1, kui a on ruutjadk mooduli p jargi;
p —1, kui a on mitteruutjidk mooduli p jargi.

(Seda stimbolit loetakse “a p suhtes”.)

Niites [8:2) saadud tulemuse v6ib Legendre’i siimboli abil kirja panna jirgmiselt:
DN (BN (A (3 (2,
11) \11) \11) \11) \11) 7
2_6_7_8_10_1
11) \11) \11) \11) \11)
Vahetult definitsioonist jareldub jirgmine Legendre’i stimboli omadus.
Lemma 8.4. Mistahes tdisarvude a,b ning algarvu p > 2 korral, kui a = b (mod p), siis (%) = (%),
Lemma 8.5. Kui ¢ on algjuur mooduli p > 2 jdrgi, siis iga k € N korral

()

I Prantsuse matemaatiku Adrien-Marie Legendre’i (1752-—1833) jargi.
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TOESTUS. Olgu ¢ algjuur mooduli p jirgi, s.t. Z; = {6,62, el = T}. Kui k € {1,...,p — 1} on paarisarv,
siis elemendi @ ruutjuureks on z5. Bt tapselt pooled arvudest 1,...,p — 1 on paarisarvud ja koik neile vastavad
astmed ¢* on ¢ algjuureks oleku tottu erinevad, siis omavad ruutjuurt vihemalt E elementi. Kiiesoleva peatiiki

sissejuhatuse kohaselt on selliseid elemente aga iilimalt %, mistottu neid peab olema tépselt E5=. Jirelikult
iilejasinud elemendid kujul ¢*, kus 1 < k < p — 1 on paaritu, ei oma ruutjuurt. Kokkuvéttes saamegl et ruutjuurt
omavad parajasti need elemendid @, kus k € {1,...,p — 1} on paaris.

Kui aga k on suvaline naturaalarv, siis leiduvad ¢, € N nii, et k = (p— )¢+ 7 jal < r < p— 1. Siis

= (1) = ¢ (mod p) ja (ck> ) (CT> 1y = (1),
D D

sest p — 1 on paarisarv ning k ja r on sama paarsusega. O

Eelneva lemma toestuses tegime tegelikult kindlaks ruutjéikide arvu mooduli p jargi.
Jareldus 8.6. Algarvulise mooduli p > 2 jirgi leidub =1 ruutjidki ja b= L mitteruutjidki.

Lause 8.7 (Euleri kriteerium). Iga tdisarvu a ja algarvu p > 2 korral

<“> =a"  (mod p).

p

TOESTUS. Kui p | a, siis (%) —0=a"7 (mod p). Oletame, et p{ a ja @ = c*, kus Zy = {6,62, el = T} . Siis

~1\2 _ _ _
(CPTI) =P~ =1 (mod p). Jérelikult "7 on poliinoomi 22 — T € Zy[z] juur ning seega kas T =1 (mod p)

voi T = —1 (mod p), sest teisi juuri kui 1 ja —1 sellel poliinoomil ei ole. Kuna ¢ on riihma Z,, moodustaja, siis
esimene voimalus langeb &ra ja seega

()= (5) == () =)™ =o' (o)

d

Kuigi Euleri kriteeriumi abil saab pohimotteliselt iga tdisarvu korral kindlaks teha, kas ta on ruutjaiak voi mitte,
ei ole see siiski sobiv suurte algarvude p korral. Onneks on Legendre’i stimbolil terve rida omadusi, mis lihtsustavad
tema vddrtuse arvutamist.

Lause 8.8. Iga algarvu p > 2 korral on Legendre’i siimbolil jargmised omadused.

2-66)
2)-¢)

-1 _(_1)%1_ 1, kui p=1 (mod 4);
p/) “\ -1, kui p=3 (mod 4).

TOESTUS. 1. Euleri kriteeriumi kasutades saame, et

() =@ == = (9) (1) moan.

kust soovitud vordus jareldub ténu sellele, et
2. Kui p t b, siis vastavalt definitsioonile (
( ab?

1. Iga a,b € Z korral

2. Iga a,b € Z, ptb, korral

9. Kehtib (]l?) —1ja

p > 2 ning viimase kongruentsi kummalgi poolel on kas 0,1 voi —1.
%) = 1 ning seega toestuse esimese osa pohjal

)-G)G)-G)
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3. Vordus (%) = 1 kehtib sellepérast, et =1 korpuses Z,. Teine vordus jéreldub Euleri kriteeriumist vottes

a = —1 voi jargmise peatiiki jareldusest [10.21] sest % on paarisarv parajasti siis kui p—1 jagub neljaga ehk p =1

mod 4). O

Niide 8.9. Teeme kindlaks, kas kongruents 22 = 29 (mod 17) on lahenduv. Selleks leiame Legendre’i siimboli
(22) visrtuse. Kuna 29 = 12 (mod 17), siis

f (B)-(2)-(55)-(2).

Viimase siimboli arvutamiseks kasutame Euleri kriteeriumi. Et

3 17—1
<17> =3 =385=27-27-9=10-10-9=10-5=—1 (mod 17),
siis (1—?’7) = —1 ja seega ka (%) = —1, mis tihendab, et kongruentsil 22 = 29 (mod 17) ei ole lahendit.

Viikse korvalepoikena kasutame lauset selleks, et niidata teatud kujul algarvude hulga 16pmatust (vt. ka

teoreemi .
Lause 8.10. On lépmata palju algarve kujul 4k + 1.

TOESTUS. Oletame, et on ainult 16plik arv selliseid algarve; tdhistame nad pi,ps,...,p,. Vaatleme naturaalarvu
a = (2p1p2...pn)? + 1. On selge, et a on paaritu, seega peab leiduma mingi paaritu algarv p, nii et p | a,
ehk (2p1pa...pn)? = —1 (mod p). See tihendab, et —1 on ruutjiik mooduli p jirgi, ehk (%) = 1. Lause
pohjal (%) = 1 parajasti siis, kui p = 4k + 1, kus k € N. Jéarelikult p on iiks algarvudest pi,...,p,. Seega
p|a— (2pips...pn)? =1, vastuolu. |

Teeme niiiid kindlaks, millal on arv 2 ruutjédk mooduli p jérgi.

Teoreem 8.11. Iga algarvu p > 2 korral

2 _(_1)$_ 1, kuip=+1 (mod8);
p) 1 -1, kuip=43 (mod 8).

TOESTUS. Vaatleme jargmist % kongruentsist koosnevat siisteemi:

p—1 = 1(-1)! (mod p)
9 = 2(_1)2 (mOd p)
o3 = 3(71)3 (mod p)
4 = 4(_1)4 (mod p)
. = L;l(,l)”Tl (mod p),

kus r on kas p— 21 (juhul kui 5% on paaritu arv) voi 251 (kui 2% on paarisarv). Korrutades nende kongruentside
vastavad pooled, saame, et

2-4-6-...-(p—1) = <p—1> !(—1)1”*“'*%1 (mod p).

2
Koik tegurid selle kongruentsi vasakul poolel on paarisarvud ja (1 + %) % = p28_ L jdrelikult
—1 -1 -1 2
25 <p>! = <p>!(—1)p 5 (mod p).

2 2

Kuna (251)! # 0 (mod p), siis
_ 2,
2" = ~1)"%  (mod p).

Euleri kriteeriumi péhjal 22" = (%) (mod p), millest jireldubki viiide, sest kuna kongruentsi (%) =(-1)

p2-1
8

(mod p) mdlemal poolel on kas 1 voi —1, p > 2 ning 1 # —1 (mod p), siis viimase kongruentsi mdlemal poolel
peavad olema vordsed arvud. |
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8.2. Gaussi ruutvastavusseadus

Gaussi poolt 1796. a. tdestatud teoreem ruutjiikide kohta kuulub arvuteooria koéige ilusamate ja siigavamate
tulemuste hulka. Aastaks 2013 oli triikis avaldatud vihemalt 246 erinevat tdestust [13], millest 8 autoriks on Gauss
ise. Selle teoreemi toestamiseks vajame jargmist, samuti Gaussi nime kandvat abitulemust.

Teoreem 8.12 (Gaussi lemma). Olgu p > 2 paaritu algarv, a tiisarv ja (a,p) = 1. Siis

5)-en

kus n on hulga A = {a7 2a,3a, ..., - a} selliste elementide arv, mis annavad arvuga p jagamisel jadgi r > 5.

TOESTUS. Paneme koigepealt tihele, et kuna (a,p) = 1, siis Eukleidese lemma (lemma [1.11]) pdhjal ei saa iikski
hulka A kuuluvate erinevate téisarvude paar olla kongruentne mooduli p jérgi. Samamoodi ei ole iikski neist

kongruentne nulliga mooduli p jirgi. Olgu r1,79,..., 7, sellised jadgid, mis tekivad hulga A elementide jagamisel
arvuga p ja mis rahuldavad tingimust § < r; < p, ning s1, 3 ..., 5, niisugused jadgid, mille korral 0 < s; < £. Siis
m+n="2"1ja
O<p—ri,p—ro...,PD—7"p,81,82,-«.,8m < g
Niiiid veendume, et tegelikult on arvud p—r1,p—7ro,...,p— 7Ty, 81,82 - - ., Sy kOik erinevad. Kuna (a,p) = 1, siis

jallegi Eukleidese lemma tottu ei ole voimalik, et r; = r; vol s; = s;, kui ¢ # j. Jarele jadb voimalus, et leiduvad
sellised indeksid 7 ja j, mille korral
p—r;=s5; ehk 7r;+s;=p.
Olgu jagkidele r; ja s; vastavad hulga A elemendid ua ja va, st. 1 < wu,v < p%l on téisarvud ning r; = ua (mod p)
ja s; = va (mod p). Siis
(u+v)a=r;+s;=p (modp).
Uuesti Eukleidese lemmat kasutades saame siit, et p | u 4+ v ehk u + v = 0 (mod p). See ei ole aga voimalik, sest
2<u+v<2- 2l =p—1
Seega oleme me niidanud, et {p —r1,p —ro,..., D — T, 81,82, ..., Sm} = {1, 2,..., %} . Jarelikult

<p1>! = (p=r1)-(P=ra) ... (P—7Tn) 5152 Sm

2
= (—7“1)-(—7‘2)-...'(—7“7,)'51'52'---'3m (mOdp)
(=1D)"ry-ro-...orp 8182 ... Sy (mod p).
Samas defineerisime me jiagid r1,79,..., Ty, S1, S2, Sm selliselt, et nad on mooduli p jargi mingis jéarjekorras kong-
ruentsedarvudegaa,?a,?)a,...,p;l -a, st. T -r2~...-rn-sl-32-...~smEa-2a~3a-...~%-a. Seetdttu
p—1 n
5 '= (=)™ ry-ro-...oTp 8182 ... 8y, (mod p)
_ n pi]'
= (-1) oao2a~3a~...'Toa (mod p)
1 _
= (7’2)! (=1)"-a"T  (mod p).

Kuna (732;1)! % 0 (mod p), siis voime temaga taandada ja saada 1 = (—1)" - a7 (mod p). Selle ekvivalentsi
molemaid pooli arvuga (—1)" korrutades on tulemuseks (—1)" = a7 (mod p). Euleri kriteerium (lause
annab meile niiiid, et

(“) = a7 = (—1)" (mod p).

p
Eelduse kohaselt p > 2, seega 1 Z —1 (mod p) ja kongruentsi mélemad pooled peavad olema vordsed, ehk tdepoolest

(5) =0 modn)
O

Selleks, et Gaussi lemmat saaks rakendada ruutvastavusseaduse toestamiseks, on vaja veel iihte abitulemust.
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Lause 8.13. Olgu p > 2 paaritu algarv, a paaritu tdisarv ja (a,p) = 1. Siis

p—1

a > lka/p]
— = (—1)k=1 .
()=

TOEsTUS. Kuna eeldused on siin kitsamad, kui Gaussi lemmal, siis véime kasutada seal sissetoodud téhiseid
A= {a, 2a,3a, ..., % . a}, r; ja s;. Jagades hulga A elemendid jargemooda arvuga p, on tulemuseks vordused

—1
ka=qp+te, 1<tn<p—1, 1§ks7’7.

Eelneva téhistuse kohaselt juhul £ < t; < p leidub selline indeks 4, et ¢ = r;, ja juhul 0 <t < £ leidub niisugune
indeks j, et t, = s;. Jérelikult koiki jadgiga jagamisel tekkinud vordusi kokku liites saame, et

Zka: qup—l—Zri—i—Zsj.
k=1 k=1 i=1 j=1

Gaussi lemma tdestuse pohjal {1, 2,..., %1} ={p—ri,p—re,...,p—Tn,51,82,...,8m}. Seega
p=1
2 n m
k= (p—ri)+Zsj.
k=1 i=1 j=1

Kuna arvud p ja a on molemad paaritud, siis p = a = 1 (mod 2) ja jérelikult omandab eelnev vordus mooduli 2
jargi kuju

n= qr  (mod 2).

Niiiid jéédb ainult tdhele panna, et g = L%J ja Gaussi lemma pdohjal

(4) ==

%
S Lka/p)

1

>

Teoreem 8.14 (Ruutvastavusseadus). Kuip > 2 ja ¢ > 2 on erinevad algarvud, siis

@) (o)-{

TOESTUS. Tdestame ainult esimese vorduse kehtivuse, sest on lihtne veenduda, et

, kuip=q=3 (mod 4);

, dlejddnud juhtudel.

T TV

e-n@-n [ -1, kuip=¢=3 (mod 4);
1, ilejddnud juhtudel.
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Selleks vaatleme tasandil asetsevat ristkiilikut, mille tippude koordinaadid on (0,0), (§,0), (0, %) ja (%, 4). Olgu R
tasandi see osa, mis asub antud ristkiiliku sisemuses, s.t.

R:{(I,y)GRQ\O<1’<§,O<y<g}.
Ruutvastavusseaduse toestamiseks leiame hulka R jadvate tdisarvuliste koordinaatidega punktide (edaspidi nime-
tame neid vérepunktideks) arvu kahel eri viisil. Kuna p ja ¢ on paaritud arvud, siis hulka R kuuluvate vorepunktide
hulk koosneb punktidest (m,n), kus m,n € Z ning 1 < m < 172;1 jal<n< qgl. Ilmselt on selliseid punkte kokku

p—l q—l . .
=5 T3 tiikki.

7~

J©.a/2) (p/2.a/2)
T2
o
o(k. ka/p)
o
o
o T
o
o
o o o o o o o o
o o o o o o o o
— A 0) (k,0) (p/2,0)

Ristkiiliku R diagonaal D rahuldab vorrandit y = %x, mis on samavéirne vorrandiga py = gz. Kuna (p, ¢) = 1,
siis iga vorrandi py = gz tédisarvuline lahend rahuldab seoseid p | ja q | y. Samas me teame, et hulga R sisemuses
asuvate vorepunktide (z,y) korral 1 < 2 < 0= L<opijal <y< SE < g, mistottu ilmselt p f 2 ja ¢ [ y. Seega ei
saa likski hulga R sisemusse kuuluv vorepunkt asuda diagonaalil D Téhistame stimbolitega T3 ja 15 hulga R need
osad, mis jadvad diagonaalist D vastavalt allapoole ja iilespoole. Kuna diagonaalil vérepunkte ei ole, siis on hulka
R kuuluvate vorepunktide arv vérdne hulkadesse T ja Ts kuuluvate vorepunktide arvude summaga.

Kui fikseerida 1 < z < 2 ;1, siis vahemikku 1 < y < qm jadavaid taisarve on kokku L J tikki. Jarelikult on

p—1

2
diagonaali D ja fikseeritud punkti (z,0) vahel tipselt {‘””J vorepunkti, mistdttu hulka 77 kuulub kokku >~ {%J
k=1
vorepunkti. Samasugune arutelu punktide (0,y) ja hulga T5 jaoks annab viimasesse kuuluvate vorepunktide arvuks
—1

Z {%ZJ . Kokkuvottes oleme saanud hulka R kuuluvaid vorepunkte loendades, et
1=1

p—1 g—1

R A ]

k=1 = L1
Kuna (p,q) = 1 ning p ja ¢ on mdlemad paaritud arvud, siis voime kasutada lauset ja leida, et

q—l

p—1
2 2 2
<p> (q) Lyt B e 3 el 3 Lin/a) )

q

p

2
Lopptulemusena saame lause punktide 1., 2. ja 3. kohaselt, et (%) <1T?2) = (%) = 1, mistottu téepoolest

()= () = () -co(3)
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Niide 8.15. Teeme kindlaks, kas algarv 7411 on ruutjiik algarvulise mooduli 9283 jérgi.
Selleks arvutame

THLY - emge (9283) i (9283 | (9283) _ (1872
9283 7411 7411 7411 7411

- <(72421)12> (72?1) (7411:1))1) - (731;))1) = (=17 (??) - (711;) - (113) =t

Seega 7411 on mitteruutjadik mooduli 9283 jargi.

8.3. Jacobi siimbol

Legendre’i siimboli iildistuseks on saksa matemaatiku Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) poolt kasutusele
voetud stimbol.

Definitsioon 8.16. Olgu a téisarv ja n paaritu naturaalarv. Olgu n = p1ps...ps, kus p1,ps,...,ps on algarvud
(nende hulgas voib olla vordseid). Jacobi siimbol ( ) defineeritakse Legendre’i siimbolite abil jargmiselt:

a
n

(=0 G- ()

Definitsiooni [8.1] loomulikul viisil iildistades 6eldakse, et téisarv a on ruutjddk naturaalarvulise mooduli n jérgi,
kui kongruents 22 = a (mod n) on lahenduv. Mirgime, et sellise sénastuse jirgi muutub ka null ehk jiigiklass 7
ruutjidgiks, kuigi definitsioon [8.1] jattis selle juhu vaatluse alt vilja.

Mairkus 8.17. Kui n on kordarv ja (%) = 1, siis see ei tdhenda veel, et a on ruutjidik mooduli n jérgi. Niiteks
(Z) =(2)(3) = (=1)(~1) =1, kuid ei leidu sellist téisarvu z, et 22 =2 (mod 15), sest kui ta leiduks, siis oleks
ka 22 =2 (mod 3).

Kiill aga sellest, et (%) = —1 jéareldub, et a on mitteruutjaik mooduli n jargi, sest siis vihemalt {ihe p; korral

(i) = —1 ja kui vastuviiiteliselt oletada, et leidub selline x € Z, et 2% = a (mod n), siis ka 22 = a (mod p;),
mida ei saa olla.

Jacobi siimboli omadused on iisna sarnased Legendre’i siimboli omadustega.
Lause 8.18. Jacobi siimbolil on jirgmised omadused.

1. Iga a,b € Z ja paaritu naturaalarvu n korral, kui a = b (mod n), siis (%) = (%)

2. Iga a,b € Z ja paaritu naturaalarvu n korral

aby) (a) b

n) \n/\n/)’
3. Iga a,b € Z ja paaritu naturaclarvu n korral, kui (b,n) = 1, siis

(%)= (%)

4. Iga a € Z ja mistahes paaritute naturaalarvude n ja m korral
() = () ()
nm/  \n/ \m/’

TOESTUS. Kolm esimest omadust jidrelduvad vahetult Legendre’i stimboli vastavatest omadustest ning neljas
jéreldub Jacobi siimboli definitsioonist. |

Lemma 8.19. Kui k ja l on paaritud naturaalarvud, siis
1. (kl-1)/2=(k-1)/24+ (1 —1)/2 (mod 2);
2. (k*1?-1)/8=(k* —1)/8+ (1> —1)/8 (mod 2).
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TOESTUS. 1. Kuna (k — 1)(I — 1) = 0 (mod 4), siis kl — 1 = (k— 1) + (I — 1) (mod 4). Viide jdreldub niiiid
lausest [3.10] sest viimase kongruentsi molemal poolel on paarisarvud.
2. osa saab toestada analoogiliselt. O

Lemma 8.20. Kui ki, ks, ..., ks on paaritud naturaalarvud, siis
1.0 (ki = 1)/2 = (kika .. ks —1)/2 (mod 2);
2. 50 (k2 —1)/8= (k2kZ...k2—1)/8 (mod 2).

TOEsTUS. Toestame viite 1 induktsiooniga s jéargi (véite 2 saab toestada analoogiliselt). Kui s = 1, siis on véide
ilmne. Kui s = 2, siis kasutame eelmist lemmat. Olgu s > 2 ja oletame, et viide kehtib, kui arve on vdhem kui s.
Siis kasutades eelmist lemmat saame

kp—1 ke—1—1 ks—1  ky...kso1—1 ke—1  ki...ks—1ks—1
e = = d 2).
2 +...+ 5 + 5 5 + 5 5 (mod 2)
O
Uldistame niiiid teoreemid ja Jacobi siimbolite jaoks.
Lause 8.21. Mistahes paaritute naturaalarvude n ja m korral
_ n-1 1, kui n=1 (mod 4);
=1\ — (— — ) )
L () =1 {—1, kui n =3 (mod 4);
2\ e 1, kuin==£1 (mod 8);
2 (D=7 = { -1, kuin=+3 (mod 8);
my o=y o f = () kuim =n=3 (mod 4);
5. (%) =(1) ’ () = { (Z), dlejidnud juhtudel.
TOESTUS. Olgu n = p1ps...ps ja m=qiqs . qr, kus p1,...,ps ja qi,-..,q- on algarvud.
1. Ténu lemmale Py 1( 1)/2= (p1p2 —1)/2 =(n—1)/2 (mod 2) ning seetdttu kasutades lauset
saame ) ) .
<) - (> () — (_1)“7‘1 (DB = (C)E P = (1)
n P1 Ps
2. Ténu lemmale S wP—1)/8= (pp3...p2—1)/8 = (n*—1)/8 (mod 2) ning seetdttu teoreem1p6hjal

(Z) _ (;) (;) - (_1)"%@?1 AR R = e

3. Kui leiduvad sellised i ja j, et p; = g;, siis vastavalt Legendre’i siimboli definitsioonile (5—) = (p ) = 0 ning
5 i

toestatava vorduse molemal poolel on 0. Eeldame niitid, et selliseid vordseid algarve ei leidu. Rakendades veelkord
lemmat [8.20] saame

Z323(1171 m <zqzl> ipjél Em;l.”;1 (mod 2).
=

=1 j=1

2
Kasutades ruutvastavusseadust ja seda, et (g—) = 1, saame siis
J

—1

() (2~ T (2) (2) - T 25 - onmiom st e

i=1j=1

Naiide 8.22. Leiame Legendre’i siimboli (ﬂ) (vt. néidet [8 védrtuse ilma arvu 1872 tegureiks lahutamata

9283
40
117

(vilja arvatud 2 astmete eraldamine). Kasutades lauset |8 l 8.21| saame
411\ 1872\ (16 17y /7411y
9283)  \7411)  \7411) \7411) 17 )
(2N (B (5 (2 _
- o\ur)\ur) \ur) \s5 ) \5)
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9. Arvuteooria kriiptograafias

Kéesolevas peatiikis anname pdgusa iilevaate monedest tuntumatest arvuteoorial pohinevatest kriiptograafilisest
algoritmidest. Kriiptograafia ehk teadus salakirjutamisest on arvuteooria suuremaid praktilisi kasutusvaldkondi ja
mojutab otseselt 21. sajandi igapdevaelu ténu elektroonilise side (e-post, mobiilside), panganduse (pangaautomaa-
did, krediitkaardid, internetipangad) ja arvutustehnika (digitaalallkiri, andmete kriipteerimine, kasutajatunnused
ja paroolid) laialdasele levikule.

9.1. Algarvulisuse testimine

Teises peatiikis me juba négime, et iiks vordlemisi keeruline probleem on selle kindlakstegemine, kas mingi
etteantud arv on alg- voi kordarv. Aritmeetika pohiteoreemi tdttu on see kiisimus oluline osa arvu algteguriteks
lahutamisel, lisaks vajavad mitmed kriiptosiisteemid sisendina suuri algarve. Edaspidises vaatleme paari lihtsamat
algoritmi algarvulisuse kindlakstegemiseks.

9.1.1. Fermat’ algarvulisuse test

Fermat’ viikese teoreemi pdhjal kehtib iga algarvu p ja tédisarvu a (kui (a,p) = 1) korral kongruents
a?~! = 1 (mod p). Kuna arvutused kiivad siin mooduli p jirgi, siis voib votta 1 < a < p — 1, mis muuseas
garanteerib, et (a,p) = 1. Seega etteantud arvu n korral saab algarvulisust kontrollida sel viisil, et anname arvule
a suvalisi véédrtusi vahemikust [2,n — 1] ja kontrollime, kas

n—1 _

a (mod n).

Definitsioon 9.1. Tiisarvu a nimetatakse naturaalarvu n kordarvulisuse Fermat’ tunnistajaks, kui n f a ja
a1 #1 (mod n). Juhul, kui a”~! = 1 (mod n), aga n on kordarv, nimetatakse arvu a Fermat’ valetajaks (siis
muuseas alati (a,n) = 1)). Kui n kordarvulisus ei ole teada, siis kasutatakse valetaja asemel terminit Fermat’
mittetunnistaja.

Eelnevast on selge, et kasvoi ithe Fermat’ tunnistaja leidmine néitab, et n on kordarv. Kui oleme uurinud
mitmeid arve a 16igust [2,n — 1] ja alati a®~! =1 (mod n), siis n on tdendoliselt algarv.

Kahjuks on Fermat’ testil iiks suur viga: nimelt on olemas 16pmata palju selliseid kordarve n, mille korral
a1 =1 (mod n) kéigi 1 < a < n, (a,n) = 1 korral. Niisuguseid arve nimetatakse Carmichaeli arvudeksﬂ Kui me
rakendame Fermat’ testi monele Carmichaeli arvule, siis ainus voimalus, et a”~! # 1 (mod n), on juht (a,n) > 1.
See on aga eritingimus Carmichaeli arvude jaoks, mida Fermat’ test otseselt ei kontrolli. Muuseas on Carmichaeli
arvud koik paaritud, sest kui n > 4 on paarisarv, siis (n —1,n) =1ja (n—1)""! = —-1# 1 (mod n).

Carmichaeli arve on 6nneks siiski suhteliselt vihe. Veelgi enam, mitte-Carmichaeli arvudel on suhteliselt palju
Fermat’ tunnistajaid.

Lause 9.2. Olgu n on kordarv, mis ei ole Carmichaeli arv. Siis vihemalt pooled arvudest 1 < a < n on Fermat’
tunnistajad.

See toke ei pruugi alati piisav olla, mistottu Fermat’ testi rakendatakse tavaliselt kombinatsioonis teiste testidega.

Naiide 9.3. Uurime Fermat’ testi abil, kas arvud 559, 561 ja 563 on algarvud. Selleks kontrollime, kas 2, 10, 29, 50,
100, 199, 254, 334, 421 on Fermat’ tunnistajad voi mitte. Arvutustulemused on kokku voetud jirgmisesse tabelisse:

n |27 T ]10" T [297T [ 50" T [100" 1] 19971125471 [334n—1]4217 1T
559 | 441 | 365 183 259 183 365 207 365 532
561 | 1 1 1 1 1 1 1 1 1
563 | 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Jarelikult iitleb Fermat’ test meile kohe, et 559 = 13- 43 on kordarv, 561 ja 563 aga tdenéoliselt algarvud. Viimane
on toepoolest algarv, aga 561 = 3 - 11 - 17 on tegelikult vahim Carmichaeli arv. Kui me oleks testinud néiteks
252560 = 375 (mod 561), siis oleks viimase kordarvuks olek vilja tulnud ((252,561) = 3).

2 Ameerika matemaatiku Robert Daniel Carmichaeli (1879-1967) jirgi.
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9.1.2. Miller-Rabini algarvulisuse test

Uks laialdaselt kasutatav algarvulisuse test, mis elimineerib Fermat’ testi norkuse Carmichaeli arvude suhtes,
on Miller—Rabimﬂ test. Meetod ise toetub jargmisele Fermat’ viikese teoreemi jareldusele.

Lause 9.4. Olgu p > 2 algarv, a tdisarv ja p [ a. Esitame paarisarvu p — 1 kujulp — 1 =2° - ¢, kus s > 1 jat on
paaritu arv. Siis kas a* =1 (mod p) véi leidub 0 < 7 < s nii, et a> * = —1 (mod p).

TOESTUS. Fermat’ viiikesest teoreemist a?~! =1 (mod p). Lauset()ttu on poliinoomil 2 — 1 tépselt kaks juurt
mooduli p jirgi, nimelt 1 ja -1. Seega ruutjuur arvust 1 mooduli p jérgi saab olla ainult 1 v6i -1. Votame jéarjest
ruutjuurt arvust e~ ! nii kaua, kuni kas tulemuseks on -1 v&i ruutjuurt enam votta ei saa, sest oleme joudnud
kongruentsini a® = +1 (mod p). Viimasel juhul viide kehtib, esimesel juhul aga —1 = o' = a2 (mod p), kus
1 < z < s on ruutjuure votmise kordade arv. Siis 0 < r=s—z <s—1jaa® * = —1 (mod p), mida oligi tarvis
toestada. O

Definitsioon 9.5. Olgu n paaritu naturaalarv ja a téisarv, kusjuures (a,n) =1 jan — 1 = 2%-¢, kus ¢ on paaritu
arv. Arvu a nimetatakse naturaalarvu n kordarvulisuse Miller-Rabini tunnistajaks (monikord lihtsalt tugevaks
tunnistajaks), kui

1. a* #1 (mod n),
2. 6t # —1 (mod n) igai=0,1,...,s— 1 korral.

Juhul, kui n on kordarv, aga vihemalt iiks neist kongruentsidest kehtib, nimetatakse arvu a Miller-Rabini valetajaks
(v tugevaks valetajaks). Jille, kui ei ole teada, kas n on kordarv, siis valetaja asemel éeldakse, et arv a on Miller-
Rabini mittetunnistaja (voi tugev mittetunnistaja).

Nagu varemgi, kasvoi ithe Miller-Rabini tunnistaja olemasolu iitleb, et tegu on kordarvuga. Seega algarvulisuse
testimiseks anname arvule a erinevaid téisarvulisi vadrtusi 16igust [2, n — 1]. Kui n on paarisarv voi (a,n) > 1, siis
on n ilmselt kordarv. Vastasel korral avaldame n kujul n — 1 = 2° - ¢ ja leiame jarjest

at, (a")?=d* ((a)*)?=a"", ..., (((c")?)..)?=a* " (modn).

Kui a* # 1 (mod n) ja a®* # —1 (mod n), 0 < i < s — 1, siis @ on Miller-Rabini tunnistaja ja n on kordarv.
Vastasel korral, testides mitmete erinevate a véértustega, on n toendoliselt algarv.

Miller-Rabini testi eelis Fermat’ testi ees seisneb selles, et tema jaoks ei ole olemas Carmichaeli arvude analooge.
Veelgi enam, kehtib jargmine vaide, mida me siinkohal ei tdesta.

Lause 9.6. Olgu n paaritu kordarv. Siis vihemalt 75% tdisarvudest 1 < a < n on arvu n jaoks Miller-Rabini
tunnistajad.

Seetottu Miller-Rabini testi korduval kasutamisel erinevate a vidrtuste jaoks kasvab Miller-Rabini tunnistajate
(kui need on olemas) leidmise tdendosus tunduvalt kiiremini, kui Fermat’ tunnistajate leidmise toendosus.

Naiide 9.7. Kontrollime Miller-Rabini testi abil, kas arvud 551, 553, 557, 559, 561 ja 563 on algarvud. Selleks
uurime, kas 2 on Miller-Rabini tunnistaja. Ilmselt on koik testitavad arvud paaritud ja (2,551) = (2,553) =
(2,557) = (2,559) = (2,561) = (2,563) = 1. Niiiid teisendame 551 — 1, 553 — 1, 557 — 1, 559 — 1, 561 — 1 ja 563 — 1
kujule
550 = 2 - 275, 552 =22 .69, 556 = 22 -139, 558 = 2-279, 560 = 2* - 35, 562 = 2 - 281.

Téhistame t1 = 2757 to = 69, t3 = 139, ty = 279, t5 = 35, t6 = 281, S§1 = S4 = S¢ = 1, SS9 = 3, S§3 = 2 ja S5 = 4,
kasutades eelnevalt sissetoodud téhistust n — 1 = 2° - t. Edasised arvutustulemused on kokku voetud jargmisesse
tabelisse:

n | ot [ 926 [ 94t | 9%
951 | 184

553 | 526 | 176 | 8

557 | 118 | —1

559 | 151

561 | 263 | 166 | 67 1
563 | —1

Seega Miller-Rabini test néitab, et 551, 553, 559 ja 561 on kordarvud, 557 ja 563 voivad aga olla algarvud. Me
voime testi korrata erinevate a vidirtustega (néiteks a = 10,29, 50, 100, 199, 254, 334,421), aga kuna 557 ja 563 on
toepoolest algarvud, siis on tulemus alati —1. Muuseas tuvastati Carmichaeli arv 561 kohe a = 2 korral kordarvuna
ara.

3 Ameerika arvutiteadlase Gary Lee Milleri ja juudi arvutiteadlase Michael Oser Rabini jargi.
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9.2. Algteguriteks lahutamine

Aritmeetika pohiteoreemi kohaselt saab koiki naturaalarve esitada algarvude korrutistena sisuliselt iithelainsal
viisil. Selle esituse praktiline leidmine on aga hoopis keerulisem. Niiteks aastatel 2007-2009 kulus jérgmise 232-
kohalise arvu tegurdamiseks iile 2000 tingliku arvutiaasta:

1230186684530117755130494958384962720772853569595334792197322452151726400507263657518745202199786469
3899564749427740638459251925573263034537315482685079170261221429134616704292143116022212404792747377
94080665351419597459856902143413
3347807169895689878604416984821269081770479498371376856891243138898288379387800228761471165253174308
7737814467999489

X
3674604366679959042824463379962795263227915816434308764267603228381573966651127923337341714339681027
0092798736308917.

9.2.1. RSA kriiptosiisteem

RSAE on asiimmeetriline avaliku votme kriiptosiisteem. Asiimmeetriline téihendab siin seda, et kodeerimine
ja dekodeerimine toimuvad erinevate votmetega. Muuhulgas kasutas 2017. aasta novembrini RSA kriiptosiisteemi
Eesti ID-kaart, millele olid (on praegugi, aga monevdrra erineva kriiptosiisteemi jaoks) talletatud digiallkirjastamisel
kasutatavad avalik ja salajane voti. Asiimmeetria tottu saab viimaseid kasutada ka tekstide kodeerimiseks, aga see
ei ole eriti otstarbekas ega levinud.

RSA algoritm tootab jirgmise skeemi alusel. Kodeerimiseks/dekodeerimiseks on vajalikud avalik ja salajane
voti. Kuna iga digitaalset suurust saab esitada naturaalarvuna, siis need ongi lihtsalt kaks naturaalarvu(paari).
Votmete leidmiseks kasutatakse jargmist skeemi:

e valime kaks algarvu p ja ¢ (siin on kasulikud algarvulisuse testid), mis praktilistel kaalutlustel peaksid olema
umbkaudu samas suurusjirgus;

e arvutame mooduli n = pg;

e leiame ¢(n) = (p—1)(q — 1);

e valime sellise avaliku astendaja 1 < e < ¢(n), et (e,(n)) = 1;

e leiame salajase astendaja 1 < d < @(n) nii, et dym) = (Ep(n)) ", st. ed =1 (mod ¢(n)).

Awalik voti on arvupaar (n,e) ja salajane voti on arvupaar (n,d). Kuna d arvutati ¢(n), p ja ¢ abil, siis tuleb
ka viimased salajas hoida. Avalik voti tehakse koigile jargmistes protsessides osalejatele teatavaks, salajane voti
peab jadma ainult kodeerija enda teada.

RSA abil sonumi S kodeerimine kéib jirgmiselt. Esiteks teisendame sonumi S naturaalarvuks s (iga digitaalne
suurus on bitijada, mis on sisuliselt mingi naturaalarvu esitus kahendsiisteemi arvuna), kusjuures peavad kehtima
tingimused 0 < s < n ja (s,n) = 1. Kui sénum on liiga pikk (s > n), siis vdib ta osadeks jagada ja need eraldi
kodeerida. Praktikas seda tegelikult mitmetel pohjustel siiski ei tehta ja sénumid ongi iildjuhul moodulist vaiksemad.
Tingimuse (s,n) = 1 tditmiseks on erinevaid meetodeid, mis muuseas elimineerivad méned RSA norkused nagu
juhusliku komponendi puudumine, semantiline ebaturvalisus, jagatud avalik voti jne. Siinkohal me neid tédpsemalt
ei vaatle, aga oluline on, et koik osapooled teaksid ja kasutaksid iihte ja sama meetodit.

Seejirel kodeeritakse sonum s salasénumiks

c=s° (mod n).

Mooduli jargi astendamine ei ole viga arvutusmahukas operatsioon, mistéttu see tehe on moistliku aja jooksul
sooritatav. Dekodeerimiseks leitakse lihtsalt

=s5=5'=5 (modn).

Viimane vordus kehtib ténu lemmale [7.31} sest de =1 (mod ¢(n)).
Astimmetria tottu saab skeemi kasutada ka tagurpidi ja teisendada sonumit jirgnevalt:

s+ 5T (s)° =5 (mod n).

4 Ameerika arvutiteadlaste Ronald Linn Rivesti ja Leonard Adlemani ning juudi arvutiteadlase Adi Shamiri jargi.
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Erinevus seisneb siin selles, et esimesena vaadeldud meetod on sdnumi s vaid salajase votme (n,d) omajale loe-
tavale kujule ¢ teisendamine (salakirja saatmine vdi andmete kodeerimine). Teine meetod on aga pdhimdtteliselt
digiallkirjastamine, kus s on allkirjastatav tekst ja c¢ juba allkirjastatud dokument.

RSA murdmiseks on vajalik leida sénum s, kui on teada salasénum

c=s° (mod n),

moodul n ja avalik astendaja e, aga ei ole teada salajast astendajat d. Sisuliselt on tegu e-nda juure leidmisega
jasigiklassist ¢ € U(Z,,). Praktikas on seni koige efektiivsemaks osutunud meetodiks mooduli n = pg tegurdamine
ja selle abil salajase astendaja d arvutamine. Kuna mittekvantarvutite jaoks ei ole tdnaseni olemas kiiret algtegu-
riteks lahutamise algoritmi, siis see meetod ei ole eriti efektiivne. Samas ei ole keegi suutnud tdestada ei seda, et
RSA murdmine on samavéirne suvaliste naturaalarvude algteguriteks lahutamisega (tegelikult arvatakse, et RSA
murdmine peaks olema lihtsam), ega ka seda, et algteguriteks lahutamine on kuidagi olemuslikult arvutusmahukas
operatsioon. Lihtsalt hetkel olemasolevad algoritmid ei véimalda meil praktikas kumbagi eriti kiiresti teha.

Niide 9.8. Olgu meil teada allkirjastatud tekst 081820090969, avalik voti (2419,19) ja sonumite teisendamise
skeem, kus igale neljakohalisele numbrile abcd vastavad ab.-s ja cd.-s tdht 26-téhelises ladina téhestikus ning 00
tdhistab sonadevahelist tithikut. Tuvastame digiallkirja, jagades teksti koigepealt blokkidesse 0818, 2009 ja 0969.
Seejdrel arvutame

81819 = 1209 (mod 2419), 2009'° =820 (mod 2419), 969'° = 1405 (mod 2419).

Astendamisel on otstarbekas kasutada skeemi s'? = s16.52 . s ning leida jérjest s2, s%, s® ja s'6. Seega dekodeeritud

sonum on 120908201405, mis teiseneb tagasi kujule 12— L, 9— I, 8 — H, 20— T, 14— N ja 5 — E. Algtekst
oli jarelikult LIHTNE ja kui me juba varem teadsime, et ta pidigi olema LIHTNE, siis ka korrektselt allkirjastatud.

Kodeerimisel on otstarbekas leida ¢ = s¢ (mod pg) molema algteguri jirgi eraldi (c, = s¢ (mod p) ja ¢, = s¢
(mod ¢)) ning kasutada Hiina jidgiteoreemi ¢ leidmiseks mooduli n = pq jirgi.

4

9.3. Diskreetne logaritm
Diskreetne logaritm on eelnevalt juba késitletud indeksi moiste iildistus suvalistele 16plikele rithmadele. Tépsemalt,
kui G on 16plik rithm ja a,g € G, siis arv k on diskreetne logaritm alusel g elemendist a kui

g" =a.

Paneme téhele, et iildiselt ei ole siin vajalik, et rithm G koosneks jédgiklassidest, g oleks tema moodustaja voi isegi
seda, et G oleks tsiikliline. Praktikas on iihed populaarsemad rithmad siiski jidgiklassikorpuste multiplikatiivsed
rithmad Zj, kus p on algarv.

9.3.1. Diffie-Hellmani votmevahetus

Difﬁe—Hellmanﬂ votmevahetus on meetod salajase informatsiooni (iildiselt on selleks mingi kriiptosiisteemi
salajased votmed voi nende osad) jagamiseks iile ebaturvalise kanali (néiteks avalik internet).
Skeem iseenesest on jargmine:

e valime 16pliku tsiiklilise rithma G ja selle moodustaja g (sageli G = Z,, ja g on algjuur mooduli p jargi);

e osapool A valib juhusliku naturaalarvu k ja saadab teisele osapoolele B elemendi g*;

e osapool B valib samuti juhusliku naturaalarvu [ ja saadab A-le tagasi ¢';

A arvutab (¢")*, B aga (¢");

e kuna mistahes rithmas (¢g')* = g* = (¢*)!, siis on mélemal osapoolel niiiid jagatud saladus g*'.
P&himétteliselt vaib kolmas (pahatahtlik) osaline F eelnevat protsessi pealt kuulata ja teada saada elemendid g*

ning ¢'. Kuna esimene samm tehakse tavaliselt dra tunduvalt varem ja samuti voib-olla mitteturvalises keskkonnas,

siis voib F teada ka rithma G ja tema moodustajat g. Teadaoleva informatsiooni kohta voib seetottu koostada

jargmise tabeli:

5 Ameerika arvutiteadlaste Whitfield Diffie ja Martin Edward Hellmani jérgi.
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Osapool [G [ g [k 1 TgF[d" g™
A [+ [+ [+ [F[F][+
B + |+ || +|+|+]| +
E_ [+ |+ [-[-[+1+[~-

Diffie-Hellmani vétmevahetuse murdmiseks oleks vaja lahendada jargmine iilesanne: teades tsiiklilise rithma G
moodustajat ¢ ning elemente g* ja ¢!, leida element ¢g*!. Seni on kéige efektiivsemaks lahendusmeetodiks osutunud
diskreetsete logaritmide k = log, gFjal= log, ¢' leidmine, mille abil saab otse arvutada g*'.

Samamoodi, nagu ei ole teada efektiivseid algoritme naturaalarvude tegurdamiseks mittekvantarvutitel, ei ole
neid olemas ka diskreetsete logaritmide leidmiseks. See ei ole jélle matemaatiline fakt, st. ei ole tdestatud selliste
algoritmide olemasolu voimatust, neid lihtsalt ei ole suudetud vélja méelda. Nagu RSA puhulgi, ei ole ka Diffie-
Hellmani vdtmevahetuse jaoks otseselt tdestatud ei seda, et diskreetsete logaritmide leidmine on tarvilik (kuigi
erinevalt RSA-st on siin olemas mitmed tulemused erijuhtude jaoks) ega seda, et diskreetsete logaritmide leidmine
on juba oma olemuselt arvutuslikult keeruline.

Naiide 9.9. Liisi ja Robert tahavad salakirjade saatmiseks omale iihist votit, aga Robert on ajutiselt Soome ko-
linud. Nad ei oska hinnata, kuivérd turvaline on nende vorguithendus. Oma elukohtade pealtkuulamatuse suhtes
on nad aga kindlad ja seega otsustavad kasutada Diffie-Hellmani vGtmevahetust. Kui Robert viimast korda Eestis
kéis, leppisid nad kokku, et kasutavad rithma Z3i, ja algjuurt g = 2. (Kuna moodul 19 on viike, saab kasutada
indeksite tabelit, aga praktikas to6tab Diffie-Hellmani votmevahetus vaid siis, kui indeksite tabeli koostamine on
raske, sest indeksite tabel koosnebki diskreetsetest logaritmidest). Alati voib aga kasutada lemmast tulenevat
fakti, et 27718 = 2% (mod 19) iga z,y € Z korral. Liisi liheb koju, valib juhuslikult arvu k& = 29, arvutab

229 =21 =15 (mod 19)
ja saadab Robertile arvu 15. Robert valib [ = 32, leiab
232 =2 =6 (mod 19)
ning saadab Liisile tagasi 6. Liisi arvutab
629 = 611 = (214)11 = 9154 = 910 _ 17,

Robert aga
152 = 15M = (') =215 =210 =17

Nende {iihiseks saladuseks ongi arv 17.
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10. Loplikud korpused™

Selles peatiikis uurime loplikke korpusi. Nagu mainitud, on Wedderburni teoreemi pdhjal kéik 16plikud korpused
kommutatiivsed. Koige lihtsamaks néiteks 16plikest korpustest on meile héstituntud jéégiklassikorpused Z,, kuid
osutub, et on ka teisi 1oplikke korpusi.

10.1. Loplike korpuste ehitus

Olgu K loplik korpus iihikelemendiga 1 ja nullelemendiga 0. Edaspidises kasutame mistahes naturaalarvu m ja
elemendi a € K korral téhistusi
ma=a+a+...+a,
—_———

m lildetavat

0a = 0 ning (—m)a = —(ma). Lihtne on kontrollida, et nii defineeritud korpuse elemendi tdisarvkordsete jaoks
kehtivad jargmised omadused:
(Vm,k € Z)(Va € K)((m + k)a = ma + ka);

VYm, k € Z)(Va € K)((mk)a = m(ka));

Ym € Z)(Va,b € K)(m(a + b) = ma + mb);

(
(
(Ym € Z)(Va,b € K)(m(ab) = (ma)b);
(

o (Ym,k € Z)(Va,b € K)((ma)(kb) = (mk)(ab)).

Kuna hulk K on loplik, siis (K, +) on 1oplik rithm ja seega peavad koik tema elemendid olema 15plikku jéirku.
Olgu p iithikelemendi 1 € K jirk aditiivses rithmas (K, +), s.t. vihim selline naturaalarv p, et p1 = 0. Siis deldakse,
et korpuse K karakteristika on p ja tdhistatakse charK = p. Definitsioonist jareldub, et kui charK = p, siis iga

a € K korral pa = 0, sest
pa=p(1-a)=(pl)a=0a=0.

Lause 10.1. Lopliku korpuse karakteristika on algarv.

TOESTUS. Olgu p elemendi 1 € K jirk rithmas (K, +). Néitame, et p on algarv. Selleks oletame vastuviiiteliselt,
et p=kl, kus 1 < k,l <p. Siis k1 # 0 ja I1 # 0, kuid (k1) - (I1) = (kl)(1 - 1) = (kl)1 = p1 = 0. Korrutades selle
vorduse pooli elemendiga (k1)~! saame vastuolu /1 = 0. Seega p on algarv. a

Definitsioon 10.2. Kui korpus K on korpuse L alamkorpus, siis 6eldakse, et korpus L on korpuse K laiend.
Lause 10.3. Korpuse iga laiendi karakteristika on vordne selle korpuse karakteristikaga.

TOEsTUS. Olgu L korpuse K laiend ja charK = p. Siis K kui korpuse L alamkorpus peab sisaldama korpuse L
ithikelemendi 1, mis on seega ka K iihikelemendiks. Kuna elemendi 1 jirk rithmas (K,+) on p, siis tema jirk
rithmas (L, +) on samuti p ja seega charL = p. O

Lause 10.4. Korpuse K iga laiendit L voib vaadelda vektorruumina dle korpuse K. Kui L on loplik jo |K| = q,
stis |L| = q™, kus m € N.

TOESTUS. Vaatleme hulka L vektorruumina, kus liitmine on korpuse L liitmine ning vektori a € L ja skalaari
a € K korrutis on defineeritud kui nende elementide korrutis aa korpuses L. Vektorruumi aksioomide téidetus
jireldub kohe korrutamise assotsiatiivsusest ja distributiivsuse seadustest korpuses L. Kui L on loplik, siis on ta
16plikumdadtmeline vektorruum iile korpuse K ning seega, nagu histi teada, omab 16plikku baasi ([1], teoreem 3.2.3).

Olgu ey, ..., e, baas vektorruumis L iile korpuse K. Siis iga a € L esitub iiheselt lineaarkombinatsioonina a =
arer+. . .+amem, kus aq, ..., o, € K. Et iga kordaja «; valikuks on ¢ voimalust, siis selliseid lineaarkombinatsioone
on ¢™ tiikki, s.t. |L| = ¢™. a

Teoreem 10.5. Lopliku korpuse elementide arv on algarvu aste.
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TOESTUS. Olgu K loplik korpus, mille karakteristika on p. Vaatleme hulka
P={1,141,1+1+41,...,(p—1)1,p1 =0} C K.

Iga tédisarvu m korral leiduvad ¢,r € Z nii, et m = pg+r ja 0 <r < p. Seega ml = (pq)1 +r1l =¢q(pl)+r1=r1
ja P ={ml | m € Z}. Kuna mistahes k,I € {1,...,p} korral k1 +11 = (k+ 1)1 € P, —(k1) = (p — k)1 € P,
(k1) - (11) = (k)1 € P ja kui k # p, siis (k1)”" = ul € P, kus ku = 1 (mod p) (chk 7 = O korpuses Zj), siis
P on korpuse K alamkorpus. Mérgime, et korpus P on isomorfne korpusega Z,, kusjuures isomorfismi realiseerib
kujutus f: P — Z,,

f(k1) = k.

Lause pohjal leidub selline naturaalarv n, et | K| = p™. O
Selle teoreemi toestuse kiigus néiitasime, et kehtib jargmine viide.

Jéareldus 10.6. Kui korpuse K karakteristika on p, siis see korpus sisaldab jadgiklassikorpusega Z, isomorfse
alamkorpuse.

Edasises ldheb meil vaja jargmisi abitulemusi.
Lemma 10.7. Kui kommutatiivse korpuse K karakteristika on p, siis tga a,b € K jan € N korral
(a+ b)p" =a”" + b,

TOESTUS. Toestame viite induktsiooniga n jirgi. Olgu n = 1. Kuna K on kommutatiivne, siis (a +b)? =
P o (B)aP~ i Lemma pohjal p | (?) iga i € {1,...,p — 1} korral, s.t. leidub selline k; € N, et kip = (¥).

9

Jarelikult iga ¢ € {1,...,p — 1} korral
(f) P=ipi = (kyp)(a?~b) = ky (p(aP b)) = k;0 = 0,

seega (a + b)P = aP + bP ning induktsiooni alus on tdestatud.
Oletame niiiid, et (a + b)pk =a?" + " . Kasutades dsjatoestatut saame

(a+b"" = ((a + b)pk)p = (a”k + b”k>p = (apk)p + (b”k)p ="

Jargmise lemma iiheks erijuhuks on Fermat’ viike teoreem.
Lemma 10.8. Kui K on loplik korpus ning |K| = q, siis iga a € K* = K \ {0} korral a9=! = 1.
TOESTUS. Olgu m elemendi a jirk korpuse K multiplikatiivses rithmas K*. Siis m | ¢ —1 = |K*| ehk mk =¢ —1

mingi naturaalarvu k korral. Jéarelikult ¢! = ¢™* = (am)k =1. O

Olgu K kommutatiivne korpus ja vaatleme poliinoomide ringi K[z]. Kui p(z) € K[z| on mingi poliinoom iile
korpuse K, siis selle poliinoomi poolt tekitatud peaideaal

p(x)Klz] = {p(x)h(z) | h(z) € K[z]}

koosneb koigist polilnoomidest ringis K[z], mis jaguvad poliinoomiga p(x). Korvalklass esindajaga f(z) € K|[x]
ideaali p(z)K[z] jargi on hulk

[f(@)] = f(z) + p(x)K[z] = {f(z) + p(z)h(z) | h(z) € K[z]}.
Saab niidata, et
[f(2)] = [9(2)] = f(x) — g(2) € p(z)K[z] <= p(z) | f(z) —g(z). (31)
(On lihtne aru saada, et korvalklassid on ekvivalentsiklassid “kongruentsusseose” jargi hulgal K|[z], kus poliinoome

f(z) ja g(x) loetakse “kongruentseiks”, kui p(z) | f(x) — g(z).) Sellest jiareldub muuhulgas, et [0] = [p(z)]. Kui
korvalklasside hulgal defineerida tehted esindajate abil, s.t.

[F(@)] +[9(x)] = [f(z)+g(x)],
[f(@)]-[g()] = [f(z)g(x)];
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saame ringi, mida nimetatakse ringi K[z] faktorringiks ideaali p(x)K|[z] jargi (vt. [1], def. 6.5.11) ning mida
tahistatakse K[z]/p(x)K[z] = {[f(x)] | f(z) € K[x]}.

Mittekonstantset poliitnoomi p(x) € K|x] nimetatakse taandumatuks, kui teda ei saa esitada kahe mittekons-
tantse poliinoomi korrutisena, s.t. kui vordusest p(z) = f(x)g(x) jireldub, et kas polilnoom f(z) on konstantne
voi g(z) on konstantne.

Lause 10.9. Olgu K kommutatiione korpus ja p(x) € K[x] taandumatu polinoom, mille aste d > 2. Siis faktorring
L = Klz]/p(z)K[x] on korpus, mis sisaldab korpusega K isomorfset alamkorpust ning milles poliinoomil p(zx) on
olemas juur. Seejuures kui |K| = p™, siis |L| = p™<.

TOEsTUS. Olgu
L = K[z]/p(z)K[z] = {[f(2)] | f(z) € K[z]}

ringi K[z] faktorring ideaali p(x) K [x] jargi. Esimene viide on tdestatud raamatus [1] lausena 7.3.1. Meenutame, et
elemendi [0] # [f(z)] € L pooratavus jéreldub sellest, et p(x) ei jaga poliinoomi f(x) ja p(z) on taandumatu (seega
(p(z), f(x)) = 1), korpusega K isomorfseks alamkorpuseks korpuses L on konstantsete poliinoomide korvalklasside
hulk K’ = {[k] | k € K} ning poliinoomi p(x) iiheks juureks korpuses L on lineaarpoliinoomi x kdrvalklass [x] (s.t.

p([z]) = [0]).

Niitame veel, et korpuses L on p™? elementi. Selleks toestame, et

Klz]/p(z)K[z] = {[f(@)] | f(x) € K[x],deg f(x) < d}.

Tuleb veenduda, et
{lf@)]| f(z) € Klz]} S{[f(@)] | f(z) € K[z],deg f(x) < d}

(vastupidine sisalduvus on ilmne). Vottes g(x) € K[z] voime selle poliinoomi jagada jidgiga poliinoomiga p(z), s.t.
leida sellised q(z),r(x) € K[z], et

9(x) = p(z)q(z) +r(z) ja degr(z) < degp(z)=d.
Jirelikult
lg(2)] = [p(@)]lg(2)] + [r(2)] = [0][g(x)] + [r(x)] = [r(2x)] € {[f(2)] | f(z) € K[z],deg f(z) < d}.
Seega iga korvalklassi esindajaks saab valida sellise poliinoomi, mille aste on viiksem kui d:
L={[kq12 "+ ...+ kyx 4+ ko) | ko, ..., ka1 € K}. (32)

Erinevaid selliseid poliinoome on | K |? tiikki ning erinevatele sellistele poliinoomidele vastavad erinevad kérvalklassid,

sest kui f(z),g(x) € K[z], f(x) # g(x),deg f(z) < d ja degg(x) < d, siis f(z) — g(x) # 0, deg(f(z) — g(2)) < d,
mistottu p(z) ei jaga poliinoomi f(z) — g(x) ja seega pohjal [f(x)] # [g(z)]. Sellega oleme toestanud, et
L] = K] = pm. 0

Lauset kasutades saab toestada jargmise teoreemi.

Teoreem 10.10 ([1], teoreem 7.3.3). Olgu f(z) € K [z] poliinoom kordajatega kommutatiivsest korpusest K
ning olgu f(x) aste n > 1. Siis leidub korpuse K selline laiend L, milles poliinoomil f(x) on n juurt.

Kui need teoreemis [10.10| mainitud juured on aq,...,a, € L, siis f(x) lahutub lineaartegurite korrutiseks iile
korpuse L: f(x) =b(x —a1)...(z —ayn), kus b € K on 2™ kordaja poliinoomis f(z).

Definitsioon 10.11. Korpuse K laiendit L nimetatakse politnoomi f(z) € Klx| lahutuskorpuseks, kui f(x) lahu-
tub lineaartegurite korrutiseks iile L,

flx)=bz —a1)...(z—ay),

kus ai,...,a,,b € L, ning L on korpuse K vidhim laiend, mis sisaldab elemendid a,...,a,. Kui K on 16plik, siis
ka f(z) lahutuskorpus L on loplik.

Teoreemist [10.10] jéreldub, et igal mittekonstantsel poliinoomil iile kommutatiivse korpuse on lahutuskorpus
olemas. Veelgi enam, kehtib jirgmine teoreem, mida me siinkohal ei tdesta (vt. [12], lk. 343-350).

Teoreem 10.12. Poliinoomi lahutuskorpus on isomorfismi tipsuseni iheselt mddratud.
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Teoreem véitis, et 16pliku korpuse elementide arv on algarvu aste. Jiargnevalt veendume, et kehtib ka selle
teoreemi poordteoreem.

Teoreem 10.13. Iga algarvu p ja naturaalarvu n korral leidub korpus, milles on p™ elementi.
TOESTUS. Olgu ¢ = p™. Vaatleme poliinoomi 29 — = € Z,, [z]. Olgu L poliinoomi z? — & lahutuskorpus ning olgu
2! —z=(x—ai)...(v—aq),

kus ai,...,a4 € L. Kuna Z, C L on alamkorpus, siis lause m pohjal on korpuse L karakteristika p, s.t. p1 = 0
ja seega ka g1 = 0. Jirelikult (27 — x)’ = (¢q1)z9~! — 1 = —1 € L [z] ning seega poliinoomi 27 — z ja tema tuletise
suurim thistegur ringis L[z] on

(29 — @), (29 — 2)) = (7 — 2),~1) = 1.

Niitame, et sellest jareldub, et poliinoomil z? — = ei ole kordseid juuri. Oletame vastuviiteliselt, et @ € L on
poliinoomi 27 — z kordne juur, s.t. 9 — x = (z — a)¥g(z), kus k > 2 ja g(x) € L []. Siis korrutise tuletise leidmise
reegli pohjal

(27 —2)' = (k1)(z — a)* " 'g(2) + (2 — a)"¢'(2) = (z — a) (k1)(z — )" *g(2) + (z — a)" ¢ (2)).

Seega (x —a) | ((x? — x), (2?7 — x)") = 1 ringis L[x], vastuolu. Jérelikult toesti poliinoomil 2? — = pole kordseid
juuri, mis tdhendab, et elemendid a;, ..., a, on erinevad.
Vaatleme g-elemendilist alamhulka

K={ai,...,aq} ={aecL|a?=a} CL.

Niitame, et K on korpuse L alamkorpus. Selleks néditame, et K on kinnine tehete suhtes. Olgu a,b € K, s.t. a? = a
ja b? = b. Lemma pdhjal

(a+b)! = (a—i—b)pn =a” +b0" =a?+b? =a+b,
st.a+be K. Kuip=2,siisa+a=0ehk —a=a¢€ K. Kui aga p > 2, siis
(=) = ((-1)a)" = (-1)"a" = (~1)a = —a,
s.t. —a € K. Korrutamise kommutatiivsuse téttu ka
(ab)? = a®b? = ab,

s.t. ab € K. Olgu a # 0. Siis
(@)= (@) =a,

n n—1 e
s.t.a™! € K. Seega K on alamkorpus. Lisaks sellele Z,, C K, sest iga ¢ € Z, korrale® = (¢?)P  =¢P =

Kuna L on véhim korpus, mis sisaldab Z, ja elemendid a4, ..., a4, siis L = K, jérelikult |L| = |K| = gq.

O ol

Saab néidata, et korpus, milles on p™ elementi, on isomorfismi tédpsuseni iitheselt maératud.

Korpust, milles on ¢ = p” elementi, tahistatakse tihti kas F, voi GF(q) (GF=Galois field, prantsuse mate-
maatiku Evariste Galois’ (1811-1832) jirgi). Sellise korpuse konstrueerimiseks on otstarbekas kasutada lauset [10.9
Vétame néiteks korpuse Zy, leiame mingi n-nda astme taandumatu poliinoomi iile Z, ning moodustame faktorringi
Zy[x]/p(x)Zy[x]. Tulemus on p"-elemendiline korpus, mis ténu teoreemile ongi IF,.

Viimaks toestame, et tegelikult kehtib teoreem mitte ainult jédgiklassikorpustes Z,, vaid ka mistahes
Ioplikes korpustes.

Teoreem 10.14. Iga lopliku (i kommutatiz’vseﬁ) korpuse multiplikatiivne rihm on tstikliline.

TOESTUS. Olgu K 16plik korpus iihikelemendiga 1 ja nullelemendiga 0, | K| = ¢, ja téhistagu K* = K\ {0} = U(K)
selle korpuse multiplikatiivset rithma, s.t. nullist erinevate elementide hulka korrutamise suhtes. Olgu K, rithma
K™ koigi selliste elementide hulk, mille jark on d. Kuna K* iga elemendi jark on Lagrange’i teoreemi pohjal arvu
g — 1 =|K*| jagaja ning elemendi jirk on iiheselt méératud, siis K* = |—|d|q71 K. Gaussi teoreemi (teoreem

pohjal
D pld)=q-1=|K= ) |Kql. (33)
d|lg—1 d|g—1

61ga 16plik korpus on Wedderburni teoreemi (vt. [11], teoreem 1.3.10) tdttu kommutatiivne.
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Niitame, et iga d | ¢ — 1 korral |K4| = ¢(d), ehk et rithmas K* leidub tépselt ¢(d) elementi, mille jirk on d.
Oletame, et antud d | ¢ — 1 korral K4 # 0, s.t. et leidub d-ndat jérku element a, ning tdestame, et sellisel juhul

Kq={a"|1<k<d, (kd) =1} (34)

Kuna a jérk on d, siis elemendid a,a?, ..., a?

on erinevad ning nad rahuldavad vorrandit
z¢—1=0,

sest (aF)? = (a?)* = 1% =1 iga k = 1,...,d korral. Kuna d-nda astme poliinoomil iile korpuse K ei saa lause

pohjal olla rohkem kui d juurt korpuses K, siis a,a?,...,a% on poliinoomi 2% — 1 ainsad juured, jarelikult iga

element b € K, on vordne iihega neist elementidest; olgu b = a*. Oletame vastuviiteliselt, et (k,d) = d’ > 1.
a4 &

Siis elemendi b jark oleks viiksem kui d, sest b = (ak) @ (ad) 7 =1 ja % < d. Sellega oleme toestanud, et

Kq C{a* |1 <k <d,(kd) = 1}. Oletame niiiid, et 1 < k < d ja (k,d) = 1. Olgu m elemendi a* jérk rithmas
K*. Kuna (a*)? = 1, siis m < d. Lisaks sellele "™ = (ak)m = 1. Kuna a jérk on d, siis lemma pdhjal d | km.

Jarelduse tottu peab d | m, mis koos vorratusega m < d annab, et m = d, s.t. a* € K . Sellega oleme tdestanud
vorduse (34).

Niisiis iga d | ¢ — 1 korral kas |Ky4| = ¢(d) voi Kq = 0. Ténu vordusele ei ole aga viimane vordus voimalik.
Seega iga d | ¢—1 korral on tépselt ¢(d) elementi, mille jirk on d. Muuhulgas, kuna ¢—1 | ¢ — 1, siis leidub ¢(g—1)
elementi, mille jirk on g — 1, teiste sdnadega: leidub (¢ — 1) rithma K* moodustajat. Kui ¢ on mingi moodustaja,
siis ilejasinud moodustajaiks on eespooltdestatu pohjal astmed a*, kus 1 < k< q—1ja (k,q—1) = 1. O

Lopliku korpuse multiplikatiivse rithma moodustajaid nimetatakse selle korpuse primitiivseteks elementideks.
(Niisiis korpuse Z,, primitiivsed elemendid on algjuured mooduli p jérgi.)

10.2. Aritmeetika loplikes korpustes

Lépliku korpuse elementide esitamiseks on mitmeid voimalusi. Uks viis on kasutada faktorringi F,[z]/p(x)F,[z],
kus p(z) on taandumatu poliinoom {ile F,. Teine véimalus on kasutada fakti, et rithm [ on tsiikliline ja seega tema
elemendid on esitatavad moodustaja (primitiivse elemendi) astmetena. On selge, et liita on lihtsam elemente, mis
on esitatud poliinoomidena ning korrutada on lihtsam rithma moodustaja astmeid. Osutub, et neid kahte viisi saab
omavahel kombineerida, mis annab véimaluse aritmeetiliste tehete efektiivseks sooritamiseks 16plikus korpuses.

Néiide 10.15. Vaatleme 16plikku korpust Fyg kui korpuse Fy = Zy = {0,1} (0 ja 1 asemel kirjutame 0 jal) laiendit.
Niitame, et poliinoom p(r) = z* + x + 1 on taandumatu iile Fy. Selleks paneme tihele, et kui p(x) oleks
taanduv, siis ta peaks omama kas lineaar- voi ruuttegurit. Kuna p(0) # 0 ja p(1) # 0, siis poliinoomil p(z) pole
lineaartegureid. Veendumaks, et poliinoom p(z) ei jagu iihegi ruutpoliinoomiga, mérgime, et iile Fy on tépselt neli
erinevat ruutpoliinoomi
x2,x2 + 1,m2+x,x2 +z+1

ning vahetu kontroll néitab, et neid poliinoome omavahel korrutades me ei saa poliinoomi p(z).
Kuna poliinoomi p(x) aste on 4, siis lause pohjal
]FQ [I]/($4 +x+ 1)F2[ZE} = FlG.

T#histame @ = [z] ning samastame korvlaklassid [0] ja [1] esindajatega 0 ja 1. Kui vaatleme poliinoomile p(z)
vastavat poliinoomi p(y) = y* +y + 1 € Fyg[y], siis a on poliinoomi p(y) juur, sest

pla) =a' +a+1=z]"+[2] + [1] = 2" + 2+ 1] = [0].
Ténu vordusele voib korpuse Fig elemente esitada kui iilimalt kolmanda astme poliinoome a suhtes:

konstantsed 0,1,

lineaarsed a,a+ 1,

ruutpoliinoomid a?,a®+1,a%2 +a,a> +a+1

kuuppoliinoomid a3,a® 4+ 1,a® +a,a® +a?,a® +a+1,
ad+a’>+1,a®+a>+a,a®+a®>+a+1.

Sellisel kujul elementide liitmine on lihtne, sest see on lihtsalt poliinoomide liitmine. Korrutamine néuab taandamist
“mooduli p(x) jirgi”, s.o. jisigiga jagamist poliinoomiga x* + x + 1, kuid v6ib kasutada ka seost a* +a +1 = 0 ehk
a* = a + 1. Niiteks
a* = (aM)3a®=(a+1)Pa?=(a®*+a’+a+1)a®> =ad® +a* +a®+a®
= (a+la+a+1+a®+a>=a’>+a+a+1+a®>+a>=a>+1.
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Kuna a # 0, siis a € Fi4, ning kuna a® # 1 ja a® = a®+a # 1, siis jirelduse pohjal on a rithma [} moodustaja.
Seega
Fig = {0,1,a,d?,...,a'"}.

Sellisel viisil esitatud elementide korrutamine on lihtne, kuid liitmine on tiilikas.
Need kaks esitust saab omavahel siduda, kui arvutada vilja tabel, mis niitab, kuidas element a* esitub {ilimalt
kolmanda astme poliinoomina a suhtes. Kasutades seost a* = a + 1 saame

at=a+1,
a®=a-a*=ala+1)=da’+a,
a®=a (152113+(127
a"=a-a=a*+a>=a+a+1

ja nii edasi. Tulemused votame kokku alljirgneva tabelina, kus elemendi a* asemel kirjutame lihtsalt k& ning
poliinoomi ksa® + koa® + k1a + ko asemel kirjutame tema kordajate jada kskakiko.

0 0001
1 0010
2 0100
3 1000
4 0011
5 0110
6 1100
7 1011
8§ 0101
9 1010
10 0111
11 1110
12 1111
13 1101
14 1001

Selle tabeli ning seose a'® = 1 abil véime niiiid niiteks arvutada
(a® + a* +1)(a® + a) = (0101 + 0011 + 0001)(1000 + 0010) = (0111)(1010) = a'* - 0 = a'® = a* = a + 1.

Seega arvutamiseks (liitmiseks ja korrutamiseks) 16plikus korpuses on kasulik teada tema multiplikatiivse rithma
moodustajat koos mingi taandumatu poliinoomiga, mille juureks ta on. Uldjuhul pole taandumatu poliinoomi
leidmine lihtne. Siiski on paljude konkreetsete korpuste jaoks leitud taandumatud poliinoomid ja tabelid (vt. nt.
[13]).

10.3. Juurimine loplikes korpustes

Definitsioon 10.16. Olgu K (suvaline) korpus ja b € K. Elementi ¢ € K nimetatakse n-nda astme juureks
elemendist b, kui a™ = b. n-nda astme juurt korpuse K iihikelemendist 1 nimetatakse n-nda astme thejuureks.

Lause 10.17. Kommutatiivse korpuse K koigi n-nda astme thejuurte hulk H, on rihma K* alamrihm.

TOESsTUS. Tahistame
H,={ae K" |a" =1}

ning olgu a,b € H,, st. a® = 1 ja b® = 1. Siis ka (ab)” = ™" = 1. Kui a € H,, s.t. a® = 1, siis ka
(tfl)n = (a")71 =1"!=1. Seega H,, on rithma K* alamrithm. 0O

Kuna n-nda astme iithejuured on poliinoomi z” — 1 € K|[z] juured, siis lause tottu ei saa neid olla rohkem
kui n tiikkki. On tuntud fakt, et kompleksarvude korpuses C on n-nda astme iihejuuri tépselt n tiikki ja ithejuurte
rithm on tsiikliline, kuid iga korpuse korral see nii ei ole. Néiiteks korpustes R ja Zgs on iihikelement ainus 3. astme
iithejuur.

Definitsioon 10.18. Kui n-nda astme iihejuuri kommutatiivses korpuses K on n tiikki ning kéik nad on esitatavad
n-nda astme iithejuure £ astmetena (s.t. kui H,, on n-ndat jirku rithm ja £ on rithma H,, moodustaja), siis ithejuurt
& nimetatakse primitiivseks n-nda astme thejuureks.
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Teoreem 10.19. Olgun > 2 naturaalarv ja a korpuse F, primitiivne element, s.t. Fy = {a, a?,...,a97 2,097 = 1}.

Siis
1. diga k € {1,...,q— 1} korral, a* on n-nda astme iihejuur parajasti siis, kui ¢ — 1 | kn;
2. n-nda astme ihejuuri on (n,q — 1) tikki;
3. korpuses Fy leidub primitiivne n-nda astme thejuur parajasti siis, kuin | ¢ — 1;
4. Ty elemente, mis omavad n-nda astme juurt, on (n‘fT__ll) tiikki.

TOESTUS. 1. Olgu a* n-nda astme iihejuur. Siis a*® = 1, ning kuna elemendi @ jéirk rithmas F7 on g — 1, siis
lemma pohjal ¢ — 1 | kn. Vastupidi, oletame, et leidub tdisarv wu, nii et (¢ —1)u = kn. Kuna a € Fy, siis
lemma pohjal (ak)n =qle- v = (aq’l)u =1, s.t. a* on n-nda astme iihejuur.

2. Téhistame d = (¢ — 1,n). Siis leiduvad sellised m,n’ € N, et ¢ — 1 = md ja n = n’d, kusjuures (m,n’) = 1.
Jarelikult, iga k € {1,...,q — 1} korral, ¢ — 1 | kn (s.t. md | kn'd) parajasti siis, kui m | k. Selliseid astendajaid
k € {1,...,q — 1}, mida m jagab, on d tiikkki: m,2m,...,dm = ¢ — 1. Seega on olemas téipselt d n-nda astme
iithejuurt,

H, ={a™ d®",... a4 V™ %™ =1} = (a™),

ning koéik ithejuured avalduvad ithejuure a™ astmetena.

3. Osa 2 pohjal on H,, d-ndat jéarku tsiikliline rithm moodustajaga a™. On selge, et primitiivne iithejuur leidub
parajasti siis, kui d = (n,q — 1) = n, mis on samavéérne sellega, et n | ¢ — 1. Primitiivseks n-nda astme ithejuureks
on sel juhul a™.

4. Vaatleme korvalklasse rithma Fj alamrithma H,, jérgi, s.t. hulki

cH, ={cb|be H,} = {ca™™ |i € {1,...,d}},

c € F;. Need korvalklassid ei 16iku ning koigi korvalklasside voimsused on vordsed, s.t. iga ¢ € Fy korral |cH,| =

|Hy| ([1], lemma 6.1.1 ja lemma 6.1.3). Korvalklasside arv on seega Ifli\ = 1 = m. Niitame, et elemendid
kuuluvad samasse korvalklassi parajasti siis, kui nende n-ndad astmed on vordsed. Olgu ¢b € cH,, b € H,. Siis
(cb)™ = "™ = "1 = ", seega korvalklassi c¢H,, koigi elementide n-ndad astmed on vordsed korvalklassi esindaja
¢ n-nda astmega (s.t. koik korvalklassi cH,, elemendid on n-nda astme juurteks elemendist ¢™). Vastupidi, oletame,
et ¢ = cj. Siis (cz_lcl)n = (02_1)”0711 = (cg)f1 ¢} =1, seega ¢, ‘¢, € Hy,. Jarelikult ¢; = cyc; 'y € coH,. Seega
c1H,, C coH,. Analoogiliselt coH,, C ¢1 H,, ning kokkuvéttes ¢ H,, = coH,,. (Seega erinevatesse korvalklassidesse

kuuluvad elemendid on erinevate elementide n-nda astme juured.) O

Jédreldus 10.20. Kui (n,q — 1) =1, siis 1 on ainus n-nda astme thejuur korpuses F,.

Jéareldus 10.21. Element —1 € Fy, kus q on paaritu arv, omab ruutjuurt korpuses Fy parajasti siis, kui ¢ = 1
(mod 4).

TOESTUS. Niitame, et ruutjuured elemendist —1 on tépselt 4. astme primitiivsed iihejuured. Olgu £ ruutjuur
elemendist —1, s.t. €2 = —1. Siis £,£2 = —1,£3 = —¢£,&* = 1 on neli erinevat 4. astme iihejuurt ning seega &
on primitiivne 4. astme {ihejuur. Vastupidi, olgu & primitiivne 4. astme ithejuur. Siis £* = 1, jarelikult &4 — 1 =
(€2 +1)(¢2 —1) = 0. Kuna £ on primitiivne 4. astme iihejuur, siis ei ole voimalik, et £2 = 1, sest siis me saaksime &
astmetena kiitte vaid kaks 4. astme iihejuurt (¢ ise ja 1). Seega, kuna korpus ei sisalda nullitegureid, peab 241 = 0,

ehk £2 = —1. Sellega oleme niidanud, et ruutjuured elemendist —1 on parajasti 4. astme primitiivsed iihejuured.
Teoreemi [10.19| pohjal leidub korpuses K primitiivseid 4. astme iihejuuri parajasti siis, kui 4 | ¢ — 1 ehk ¢ = 1
(mod 4). O

Mirkus 10.22. Kui ¢ = 2!, siis 1 = —1 ja seega —1 omab ruutjuurt korpuses F,.

Niide 10.23. Korpuses Zj3 on ruutjuurteks elemendist —1 elemendid 5 ja 8. Korpuses Z; aga elemendil —1
ruutjuurt ei ole, sest 7 =3 (mod 4).

Niide 10.24. Vaatleme korpust Fq¢ néitest Kuna (2,15) = 1, siis 1 on ainus teise astme iihejuur korpuses
F16. Primitiivseid teise astme iithejuuri selles korpuses ei ole. Kuna (3,15) = 3, siis kolmanda astme iihejuuri
korpuses Fi5 on 3 tiikki, need on a®,a'® ja a'® = 1 ehk a? + a, a® + a + 1 ja 1, kusjuures kaks esimest neist on
primitiivsed.
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Niide 10.25. Vaatleme korpust Fi3 = Z;3. Niite [7.25 pohjal teame, Zi; = (2). Jarelikult Hs = {2",2°,2"%} =
{3,9,1}. Kérvalklasse alamriihma Hj jérgi on 4 tiikki:

THy, — Hy—{3,9,T) = 3H, — O,
2H; = {6,5,2} = 6H;3 = 5Hs,
iH, — {12,10,d} = T2H; — T0Hs,
THy = { 11

Seega elemente, mis omavad 3. astme juurt on —= 2 tiikki ning need on 1° =1, A 8, - 12, 7 =5

10.4. Gaussi ruutvastavusseadus

Loplike korpuste abil on voimalik Gaussi ruutvastavusseadust monevorra efektiivsemalt toestada. Selleks vajame
me ainult jargmist abitulemust.
Lemma 10.26. Kui G on rihm ja a € G, siis G = aG, kus aG = {ag | g € G}.

ToEsTUS. Kui g € G, siis g = (aa™1)g = a(a™1g) € aG, seega G C aG. Vastupidine sisalduvus on ilmne. O

Jédreldus 10.27. Kui n > 1 ja a on ihistequrita tdisarvud, siis U(Zy) = @ - U(Z,). Teiste sonadega, kui arvud

a1,a2,...,0pn) 00 kotk naturaalarvud, mis on vdiksemad kui n ja on arvuga n dhistequrita, siis
aai,aag, . .., aaw(n)
on mooduli n jirgi kongruentsed arvudega a1, az, ..., aym) mingis jirjekorras.

Jéreldus 10.28. Kui q on algarv ja q {1 a, siis Z; = a-Z;, s.t. arvud a,2a,...,(q¢ — 1)a on mooduli q jirgi
kongruentsed arvudega 1,2, ...,q — 1 mingis jarjekorras.

Teoreem 10.29 (Ruutvastavusseadus). Kuip > 2 ja ¢ > 2 on erinevad algarvud, siis

(- )-{

TOESTUS. Olgu n selline naturaalarv, et p” = 1 (mod ¢) (niiteks voib Fermat’ viikse teoreemi tdttu votta n =
g — 1). Vaatleme p™-elemendilist korpust Fp». Siis ¢ | p™ — 1 ja teoreemi [10.19| pohjal leidub selles korpuses ¢g-nda
astme primitiivne ithejuur; téhistame ta téhega §. Siis muuhulgas {9 = 1, kus 1 on korpuse I~ iihikelement.

Defineerime summa )
q— .
6= ()¢t

Jj=1

, kuip=q=3 (mod 4);

[ T

, dlejadnud juhtudel.

—1
Niitame, et G2 = (—1)(ZT ql (s.t. et G? on kas ¢l voi —ql, sdltuvalt sellest, kas %1 on paaris voi paaritu).
Kasutades seda, et kui & omandab véairtused 1,2,...,q — 1, siis ka ¢ — k omandab samad véartused, seda, et
€97k = €% ning lauset saame, et

cmoes (S0)e) E(59) S0 (E )

= J

-FEOEC) ) - EQ)e(E0))

KasutadesjareldustMSaame, et kui k omandab koik védrtused 1,2,...,g—1, siis iga fikseeritud j € {1,...,q—1}
korral ka jk omandab samad vaartused mooduli q jérgi. Seega arvestades, et kui jk = ug + v, kus 0 < v < g, siis

v —v _ [ ugtv —uqg—v _ [ jk —jk
(q)f —( . )f —(q)§ , saame, et
1

q;lq—l j ol ik _ q Lotz 32k e 2/ a-1l
o= (7)€ (Z (7) fjk) i} <q) 20— () (e
j=1 k=1 j=1k=1 1 j

k Jj=1
q—1 q—1 q—1 q— q—1
= (-7 (k) gah )~ (’“)1 )= (k) > g,
=1 N4 j=0 =1 N4 =1 N4 j=0
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sest mooduli ¢ jérgi on ruutjiike ja mitteruutjisike hulgas {1,...,¢ — 1} iihepalju ja seega Y 7_ } ( ) = 0. Siis

q—1 q—1 q—1 q—1 q
(1- glfk) Zgﬂ(l k) Zf] (1=k) _ Zg(ﬁrl)(l*k) = Zg](lfk) _ Zgﬂ(lfk) =0 _gal=k) —1_1=0.
j=0 7=0 7=0 7=0 7j=1

Et k € {2,...,¢ — 1} korral 1 — ¢=% = 0 ja korpuses pole nullitegureid, siis iga k& = 2,...,q — 1 korral peab
S92 ¢0R) = 0. Jarelikult

6*=(-1% (1) 2_35 ~0F (Ha-cnTa

Kasutades saadud vordust, Euleri kriteeriumi ja seda, et korpuse F,» karakteristika on p, saame, et
p—1

GP = (GQ)Z%1 G = ((_1)%1 ql)T G — (_1)%'% q‘%ll .G = (_I)W <Z) G.

Teisest kiiljest, kasutades lemmat [I0.7] seda, et p on paaritu, ning seda, et kui j omandab véirtused 1,2,...,¢—1,
siis ka pj omandab need vairtused mooduli ¢ jargi, saame, et

p

e [£Q) £ £ £
EOE)-OE@ - QRO

Seega oleme saanud, et

(o= ()

Kuna G? = ¢l voi G* = —(q1) ja korpuse F,» karakteristika p # ¢, siis G # 0. Korrutades vorduse pooli
elemendiga G~! € Fyn, saame, et
(p—1)(g—1)
(Bre= (2
q p

Et korpuse IF,» karakteristika p on suurem kui 2, siis saame sellest vordusest, et

()= )
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11. Arvuvallad*

Selles peatiikis uurime, kuidas saab naturaalarvudest lahtudes loomulikul viisil konstrueerida taisarvud, téis-
arvudest ldhtudes ratsionaalarvud, ning veendume, et ratsionaalarvude iildistusena voib lisaks reaalarvudele vaa-
delda ka veel hoopis teistsuguseid arvuhulki.

11.1. Naturaalarvudelt tiisarvudele

Naturaalarvude hulk N on kinnine liitmise suhtes, kuid kahe naturaalarvu vahe ei pruugi olla naturaalarv. Vahim
hulk, mis sisaldab N ja on kinnine lahutamise suhtes, on tdisarvude hulk Z. Iga tiisarvu voib esitada (kuigi mitte
itheselt) kahe naturaalarvu vahena. Jérgnevas néitame, kuidas kasutades algebralisi konstruktsioone saab lihtudes
kommutatiivsest taandamisega (s.t. vordusest z+y = z+z, x,y, z € N, jireldub vordus y = z) poolrithmast (N, +)
konstrueerida rithma (Z, +), kusjuures N C Z.

Teoreem 11.1. Poolrihma (N, +) saab sisestada rihma.
TOESTUS. Defineerime hulga N otseruudul N2 = N x N binaarse seose ~ jirgmiselt:
(z,y) ~ (u,v) <= z+v=y+u,

mistahes (z,y), (u,v) € N? korral. Niiitame, et ~ on ekvivalentsusseos.

Refleksiivsus. Et = +y =y + x, siis (z,y) ~ (z,y).

Stimmeetrilisus. Kui (z,y) ~ (u,v), siis x + v = y + u, jirelikult v +y = v + z, s.t. (u,v) ~ (z,y).

Transitiivsus. Olgu (z,y) ~ (u,v) ja (u,v) ~ (w,2). Siis x +v = y + u ja u+ z = v + w. Nendest vordustest

jéareldub, et +v+ 2=y +u+ 2z =y + v+ w. Taandades v saame, et ¢ + z = y + w ehk (z,y) ~ (w, 2).
Tahistame faktorhulga seose ~ jargi

Z=(NxN)/~={[(z,y)] | z,y € N},

kus [(x,y)] téhistab paari (z,y) € N x N ekvivalentsiklassi seose ~ jidrgi. Néitame, et Z osutub rithmaks, kui
defineerida hulgal Z liitmistehe @ reegliga

(2, 9)] @ [(u, v)] = [(& + u,y + v)].

Kontrollime, kas see definitsioon on korrektne. Selleks oletame, et (z,y) ~ (2/,vy') ja (u,v) ~ (v/,0'), s.t.  + 3y =
y+z' jau+v" = v+, Liites nende vorduste vastavad pooled ja kasutades naturaalarvude liitmise kommutatiivsust
saame vorduse x +u+ 9y +v =y+ov+a' +u, st (x +u,y+v) ~ (&' +u,y +v'). Seega toesti liitmise tulemus
ei soltu liidetavate ekvivalentsiklasside esindajate valikust.

Kuna

()] @ [(u, 0)] = [(& + u,y + 0)] = [(u+ 2,0+ y)] = [(u, 0)] @ [(z, )],

siis liitmistehe @ on kommutatiivne. Analoogiliselt jareldub naturaalarvude liitmise assotsiatiivsusest see, et ka

tehe @ on assotsiatiivne hulgal Z. Nullelemendiks tehte & suhtes on klass [(1,1)]. Téepoolest, iga (x,y) € N? korral

[(L,D]®(z,y)]=[1+z,1+y)] =[(z,y)], sest 1 + £+ y = 1+ y + z. Elemendi [(z,y)] € Z vastandelemendiks on

[(y, )], sest [(x,y)] @ [(y,2)] =[(z+y,y+ )] =[(1,1)], kunaz +y + 1=y +x+ 1. Seega Z on tdesti rithm.
Niitame, et poolrithm (N, +) on isomorfne rithma (Z, ®) mingi alampoolrithmaga. Vaatleme hulka

N ={[(z+1,1)] |z e N} C Z.
Kuna iga z, 2’ € N korral
[+ L@@ +1L1)]=[z+1+2"+1,1+1)]=[(z+2"+1,1)] e N,

siis N’ on rithma Z alampoolriihm.
Defineerime kujutuse ¢ : N — N’ jargmiselt: iga = € N korral

ple) = [(z+1,1)].

On selge, et ¢ on pealekujutus. Néitame, et ¢ on iiksiihene. Selleks oletame, et p(x) = ¢(z') ehk (z + 1,1) ~
(¢ +1,1). Siisz+1+1=1+ 2’ + 1. Taandades 2 saame vorduse x = z’. Seega ¢ on iiksithene. Kuna

olx+a)=[z+2+1L,)]=[(z+2" +1+1,1+1)]
[(z+ 1, D] @ [(2" +1,1)] = p(2) ® p(a’),
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siis ¢ on poolrithmade homomorfism.
Seega ¢ on bijektiivne homomorfism ehk isomorfism ja N 2 N = ¢(N) C Z, kus N on rithma Z alampoolrithm.
O

Hulga Z elemente nimetame tdisarvudeks. Edaspidises samastame elemendi [(z + 1,1)] € N’ naturaalarvuga x
ja kirjutame tehtemérgi @ asemel lihtsalt +. Nagu igas rithmas, on ka rithma (Z,+) nullelement ning elemendi
[(z,y)] vastandelement iiheselt méiratud ning me tdhistame neid vastavalt siimboliga 0 ja —[(x,y)]. Téhistades
—N={-[(x+1,1)] | 2 € N} = {—=z | x € N} voime kirjutada Z = —N U {0} U N. Toepoolest, soltuvalt sellest, kas
x>y, x =y vol < y kuulub element [(z,y)] kas hulka N, {0} vo6i —N.

Mirkus 11.2. Samasuguse konstruktsiooni nagu teoreemis saab l&bi teha suvalise kommutatiivse taanda-
misega poolrithma (S, +) korral. Tekkivat rithma nimetatakse poolrithma (S, +) vahede rihmaks. Seega (Z,+) on
poolrithma (N, +) vahede rithm.

Négime, et poolrithma (N, +) saab sisestada rithma (Z,+). Kuid dkki on rithmal Z moni périsalamrithm, mis
samuti sisaldab poolrithma (N, +) alampoolrithmana? Jirgmine lause iitleb, et rithm Z siiski ei sisalda liigseid
elemente.

Lause 11.3. Rihma (Z,+) vihim alamrihm, mis sisaldab poolriihma N alampoolrihmana, on Z ise.

TOEsTUS. Olgu Z’ rithma (Z,+) vihim alamrithm, mis sisaldab poolrithma N’ = N alampoolrithmana. Olgu
[(u,v)] € Z suvaline element. Kuna N’ C 7/, siis [(u+1,1)],[(v+1,1)] € Z'. Et Z' on alamriihm, siis on ta kinnine
vastandelemendi votmise ja liitmise suhtes, jirelikult [(1,v + 1)] € Z' ning

(v, )] =[(u+1+1,1+v+1)]=[(u+1,1)]+[(1,v+1)] € Z.

Seega Z = 7. O

Tekib veel kiisimus, kas lisaks rithmale (Z,+) on veel teisi rithmi, mis sisaldavad poolrithma (N, +) alam-
poolrithmana ja millel pole sama omadusega périsalampoolrithmi. Osutub, et nii see siiski pole.

Lause 11.4. Iga kommutatiivne riihm H, mis sisaldab poolrihma (N, +) alampoolriihmana ja mille vihim poolriih-
ma N alampoolrihmana sisaldav alamrihm on see rihm H ise, on isomorfne rihmaga (Z,+).

TOESTUS. Vaatleme sellist rithma (H,+) ja tema alamhulka

H' ={z—-y|z,yeN} CH,
kus vahe z —y defineeritakse vordusega z —y = 2+ (—y). Kuna mistahes z—y, 2’ —y’ € H' korral (x—y)+(2'—y') =
(x+a2)— (y+vy) e H ja—(r—y) =y—ax € H', siis H on rithma H alamriihm. Et mistahes # € N korral
xz=(x+2z)—=x,slis NC H jaet N on rithma H alampoolrithm, siis on ta ka rithma H’ alampoolriihm. Kuna

rithma H vihim poolrithma N alampoolriihmana sisaldav alamriihm on H ise, siis H' = H.
Defineerime kujutuse ¢ : H — Z eeskirjaga

30(1' - y) = [(‘ray)]a
z,y € N. Kuna mistahes z,y,2’,y’ € N korral
r—y=a -y =Sty =y+a = (2,y) ~ @ y) = [(2,9)] = [y,

siis ¢ on korrektselt defineeritud ja injektiivne. On selge, et ¢ on siirjektiivne. Lopuks, kuna mistahes x,y,u,v € N
korral

ez —y)+uw—-—v) =e((z+u) - (y+v) == +uy+v)]=[2y)]+ [(vv)] = el —y) +u-0v),
siis ¢ on rithmade homomorfism. Seega ¢ on isomorfism ning rithmad (Z,+) ja (H,+) on isomorfsed. O

Arvestades lauseid ja voime viita, et tdisarvude rithm (Z,+) on vihim poolrithma (N, +) alam-
poolrithmana sisaldav Z alamrithm ja ta on isomorfismi tdpsuseni iiheselt médratud.
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11.2. Taisarvudelt ratsionaalarvudele

Téisarvude hulk Z on kinnine liitmise, lahutamise ja korrutamise suhtes, kuid kahe téisarvu jagatis ei pruugi olla
taisarv. Vahim hulk, mis sisaldab Z ja on kinnine nullist erinevate elementidega jagamise suhtes, on ratsionaalarvude
hulk Q. Tapsemalt 6eldes, ldhtudes ringist Z saab konstrueerida korpuse Q, mis sisaldab ringi Z alamringina. Selleks
defineeritakse hulgal Z x (Z \ {0}) ekvivalentsiseos ~ nii, et

(a,b) ~ (¢,d) <= ad = be,

téhistatakse
Q=Zx(Z\{0})/ ~

ja ¢ = [(a,b)] ning defineeritakse hulgal Q liitmis- ja korrutamistehe sobival viisil. Jéllegi osutub, et analoogilise

konstruktsiooni saab 14bi viia {ildisemal juhul.

Teoreem 11.5. Iga kommutatiivse nullitegureita ringi R saab sisestada mingisse korpusse K.

Selle teoreemi tdestuse voib leida raamatust [1] (paragrahv 6.14). Sellist korpust K nimetatakse ringi R jaga-
tiste korpuseks. Lihtne on veenduda, et konstrueerides ringi Z jagatiste korpuse saame korpuse, mis on isomorfne
ratsionaalarvude korpusega Q.

11.3. Ratsionaalarvudelt reaalarvudele

Definitsioon 11.6. Nelikut (K, +,-, <), kus K on mittetiihi hulk, + ja - on kahekohalised algebralised tehted
hulgal K ja < on binaarne seos hulgal K nimetatakse reaalarvude hulgaks, kui

R1. (K,+,-) on kommutatiivne korpus;

R2. < on lineaarne jirjestusseos hulgal K (s.t. selline jirjestusseos, et iga a, f € K korral kas a < 8 voi 8 < «)
ning iga a, 8,7,6 € K,§ > 0, korral

a<f=a+7<B+7 ja ad<po;

R3. (tiielikkuse aksioom) hulga K igal mittetiihjal alt tokestatud alamhulgal on olemas alumine raja hulgas K.

11.3.1. Weierstrassi meetod
Weierstrassi teooria jargi on reaalarv 1opmatu kiimnendmurd pluss- v6i miinusmérgiga:
:I:ao,a1a2...an...,

kus a¢ on mittenegatiivne tdisarv ja iga a,,n € N, on iiks numbreist 0,1,...,9. Seejuures 16pmatu kiimnend-
murd perioodiga 9, s.o. kiitmnendmurd ag, ajas . . .an(9), kus a, # 9, loetakse vordseks 1opmatu kiimnendmurruga
ag,01a2 . .. ap—1(an + 1)000... (juhul n = 0 kitmnendmurruga (ap + 1),000...). Arve o, = ag,a1a2...a, ja
a, = ag,a1as2 - ..a, + 107" nimetatakse vastavalt reaalarvu o = ag, @10z ... ay, ... alumiseks ja ilemiseks n-ndat
jarku kiimnendlihendiks. Kui reaalarvu o mérk on pluss (miinus) ja téisarvude a,,n € NU {0}, seas on vihemalt
iiks nullist erinev, siis eldakse, et a on posititune (negatiivne). Arvu o« = tag,a1as .. .ay, ... absoluutvidirtuseks
nimetatakse arvu ag,ai1as .. .a, ... ning seda tihistatakse | .

Olgu a = ag,a1a2...6n ... ja B = by,b1by...b,.... Loeme, et a < 3, kui kas ap < by voi leidub selline
N € NU{0}, et ar, = b iga k € {0,1,..., N} korral, kuid an41 < by41. Lisaks sellele loeme, et iga negatiivne arv
ja 0 on viiiksem igast positiivsest arvust ning kui « ja 8 on negatiivsed ja |5] < |a], siis @ < 8. Lugedes o < 8 kui
a = [ voi a < B saame lineaarse jarjestusseose < .

Oeldakse, et téisarvude jada (zk)ken stabiliseerub arvuks m, kui leidub selline indeks N, et iga k > N korral

zr = m. Oeldakse, et lopmatute kiimnendmurdude jada (oaf)reny = (af,akak...a* .. )ren stabiliseerub arvuks

o

;) (i on siin veerunumber, k reanumber) i-s veerg stabiliseerub

a = ag,a1a3 ... a4y ..., kui 16pmatu maatriksi (
arvuks a; iga ¢ € NU {0} korral. Kui o > 0 ja 8 > 0, siis kiimnendmurdudest aj, + by, ax — bi, (axbi )i ja (Zz}f)

Ak T Ok, Ak — Ok, \QkOk be
moodustatud jadad stabiliseeruvad arvudeks, mida nimetatakse vastavalt reaalarvude « ja 8 summaks a+ 3, vaheks
o — fB, korrutiseks af ning jagatiseks % Neid definitsioone saab laiendada ka suvalise mérgiga reaalarvude jaoks.
Niiteks, kui o < 0 ja 8 <0, siis a + 8 = —(Ja| +|8]), kui « ja 8 on erinevate mirkidega, siis a+ 3 = :l:‘\a| - |¢6’|’7
kus méirgiks voetakse liidetavaist absoluutviirtuselt suurema miérk. Mistahes «, 8 korral loetakse a— = a+(—f3)
jne. Saab niidata, et 16pmatute kiimnendmurdude hulk koos sellel defineeritud tehetega + ja - ning jarjestusega <
rahuldab aksioome R1-R3.

65



11.3.2. Dedekindi meetod

Definitsioon 11.7. Dedekindi loige on jarjestatud paar (o, 8), mis koosneb kahest hulgast, o C Q (“vasakpoolne”
ehk “alumine” hulk) ja 8 C Q (“parempoolne” ehk “iilemine” hulk), mis rahuldavad jargmisi tingimusi:

D1. iga ratsionaalarv kuulub iihte hulkadest « ja (3;
D2. a # 0 ja g # 0;
D3. « iga element on viiksem [ igast elemendist;

D4. hulgas 8 pole vihimat elementi.

Kumbki hulkadest « ja 8 méédrab tiheselt dra teise ja sellega ka kogu 16ike. Seega edaspidises voime Dedekindi
loike samastada tema parempoolse hulgaga 3, millel on jargmised omadused:

D1'. 8# () ja tema tiiend 3 = Q\ 3 # 0;
D2'. kuibe 3,0/ e Qjab< ¥, siis b €
D3’. hulgas 8 pole vihimat elementi.

Edasises tiahistame kreeka tdhtedega «, (3, ... parempoolseid hulki ja nimetame Dedekindi 16ikeid reaalarvudeks.
Kobigi Dedekindi 1oigete hulga tdhistame stimboliga R.

Iga ratsionaalarv a méérab éra loike a = {b € Q | @ < b}, mida nimetame ratsionaalseks. Loige a on ratsionaalne
siis ja ainult siis, kui hulga o téiendil @ on olemas suurim element. Hulga Q saab sisestada hulka R kujutuse
f:Q — R, f(a) = a, abil. Mitte koik 16iked ei ole ratsionaalsed. Niiteks saab niidata, et v/2, ehk tipsemalt
oeldes loige a = {a €Qla>0,a®>> 2}, ei ole ratsionaalne.

Loigete (parempoolsete hulkade) jéirjestuse defineerime jérgmiselt:

a<f<<=pfCa.

Lihtne on veenduda, et < on osalise jarjestuse seos hulgal R. Veelgi enam, see seos on ka lineaarne jérjestusseos ja
rahuldab aksioomi R3.
Mistahes kahe 16ike a, 5 € R summa defineerime vordusega

a+B={a+blacabef}.

Sellise liitmise suhtes osutub nullelemendiks ratsionaalne 16ige 0 = {b € Q | 0 < b}. Loike o € R vastandelement
defineeritakse vordusega
—a={—a|a€@, aeiolea suurim element}

ja loigete ar, B € R vahe vordusega a— 5 = a+(—f). Kui «, 5 > 0, siis defineerime nende 16igete korrutise vordusega
a-p={ablacabep}.

Mistahes 16ike v saab esitada kahe mittenegatiivse 16ike o > 0 ja 8 > 0 vahena: v = a — (. Loigete v = a — 8 ja
v =a' — 3, kus ka o', 8’ > 0, korrutise defineerime vérdusega

v =(a=p)-(@-p)=a-d'+5-f —a p-f-d.
Sellise korrutamise suhtes osutub iihikelemendiks 16ige 1. Loike oo > 0 poordelemendi defineerime vordusega
a'={a"'|acaa>0, aeiolea suurim element}

ja loike o < 0 podrdelemendi vordusega a~! = —(—a~1!). Saab niidata, et defineeritud tehete suhtes osutub hulk
R korpuseks ja et jarjestus < on kooskolas liitmise ja korrutamisega.
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11.3.3. Cantori meetod

Definitsioon 11.8. Ratsionaalarvujada (a;) nimetatakse fundamentaaljadaks ehk Cauchy jadaks, kui iga ratsio-
naalarvu € > 0 korral leidub selline indeks N, et iga i, j > N korral |a; — a;| < €.

Oeldakse, et ratsionaalarvujada (a;) on ratsionaalselt koonduv, kui leidub selline ratsionaalarv a, et iga ratsio-
naalarvu ¢ > 0 korral leidub selline indeks N, et iga i > N korral |a; — a| < e. Sellisel juhul on « iitheselt méiratud
ja kirjutatakse a = lim a;.

Iga ratsionaalselt koonduv jada on Cauchy jada. Samas leidub Cauchy jadasid, mis ei koondu ratsionaalselt,
niiiteks /2 lihismurdude jada ag = 1; a1 = 1,4; ag = 1,41; az = 1,414; a4 = 1,4142; ...

Definitsioon 11.9. Ratsionaalselt nulliks koonduvat jada, s.t. sellist jada (a;), et iga e > 0 korral leidub N nii,
et iga i > N korral |a;| < €, nimetatakse nulljadaks.

Olgu F(Q) koigi ratsionaalarvuliste Cauchy jadade hulk. Defineerime hulgal F'(Q) seose ~ jiargmiselt:
(a;) ~ (b;) <= (a; — b;) on nulljada.
Saab néaidata, et ~ on ekvivalentsusseos. Téhistame faktorhulga selle seose jérgi

R = F(Q)/~ = {[(a:)] | (@) € F(Q)},

kus [(a;)] on jada (a;) ekvivalentsiklass seose ~ jdrgi. Hulga R elemente nimetame reaalarvudeks. Defineerime sellel
hulgal liitmise ja korrutamise vordustega

[(@)] +[(b:)] = [(ai+bi)], (36)
[(a)] - [(b)] = [(ai-bs)]. (37)

Saab niidata, et Cauchy jadade summa ja korrutis on ka Cauchy jadad ning et (F(Q)/~,+,-) on korpus. Nullele-
mendiks selles korpuses on ekvivalentsiklass, mis koosneb ké&igist nulljadadest.

Ratsionaalarvude korpuse Q saab sisestada alamkorpusena korpusse F(Q)/~ kujutuse f : Q — F(Q)/~,
fla) =1(a,a,a,...)] abil.

Ratsionaalsete elementidega Cauchy jada nimetatakse posititvseks (negatiivseks), kui leidub selline ratsionaalarv
e > 0 (e < 0), et alates mingist kohast on kdik selle jada elemendid suuremad (viiksemad) kui e. Iga ratsionaalsete
elementidega Cauchy jada on kas positiivne, negatiivne vdi nulljada. Kui jada on positiivne (negatiivne), siis ka
mistahes temaga ekvivalentne jada on positiivne (negatiivne). Reaalarvu [(a;)] nimetame positiivseks (negatiivseks)
kui jada (a;) on positiivne (negatiivne). Iga reaalarv on kas positiivne, negatiivne voi null. Defineerime hulgal
F(Q)/~ seose < jirgmiselt:

a < B <= a = vdi f— a on positiivne.

Seos < osutub lineaarseks jirjestusseoseks ning saab niidata, et kehtivad aksioomid R2 ja R3.
Osutub, et aksioomid R1-R3 kirjeldavad iiheselt dra reaalarvude hulga.

Teoreem 11.10 ([9], lk. 50-51). Iga jirjestatud korpus K, mis rahuldab aksioome R1-R3, on isomorfne korpu-
sega F'(Q)/~ .

11.3.4. p-aadilised arvud

Definitsioon 11.11. Norm korpusel (K, +,-) on kujutus || ||, mis igale elemendile 2z € K séeb vastavusse mitte-
negatiivse reaalarvu ||z|| nii, et

N1. ||z|| = 0 siis ja ainult siis, kui z = 0;
N2. eyl = llzll lyll;

N3. [z +yl <zl + Iyl -
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Niiteks on normiks ratsionaalarvude korpusel absoluutviirtus. Osutub, et ratsionaalarvude korpusel saab de-
fineerida ka teisi ponevaid norme.

Olgu p algarv. Iga téisarvu a # 0 korral olgu ord,, a algarvu p korgeim aste, mis jagab arvu a. Néiteks ords 35 = 1,
ords(—250) = 3, ords 96 = 5, ords 97 = 0. Loeme, et ord, 0 = co. Paneme téhele, et ord,(ai1a2) = ord, a; +ord, as.
Mistahes ratsionaalarvu x = § jaoks, kus a,b € Z, b # 0, defineerime

ord, x = ord, a — ord, b.

Kui § = § ehk ad = be, a,b,¢,d € Z, b,d # 0, siis ord, a + ord, d = ord, b + ord, ¢ ja seega ord,a — ord, b =
ord, ¢ — ord, d, mis tdhendab, et antud definitsioon ei soltu sellest, milliste tdisarvude jagatisena ratsionaalarv x
on esitatud.

Defineerime kujutuse | [, : Q — Q jargmiselt:

—1_ kuixz #£0;
|1’| _ pordp x 9 i 7& ’
p 0, kui x = 0.
Ehk teisiti: kui esitame ratsionaalarvu = # 0 kujul z = p™¢, kus m € Z ja (ab,p) = 1, s.t. m = ord, =, siis
|I| :pfm :pfordpz
» .

Lause 11.12. Kujutus | |, on norm korpusel Q.

TOESTUS. Omaduste N1 ja N2 kontroll on lihtne. Néitame, et kehtib tingimus N3. Kui z = 0 vo6i y = 0 voi
x +y = 0, siis on toestus triviaalne. Seega voime eeldada, et z,y ja x +y on nullist erinevad. Olgu z = § jay = .
Siis & +y = 24E ja ord, (z +y) = ord,(ad+ be) — ord, b— ord,, d. Algarvu p kérgeim aste, mis jagab kahe tiisarvu

summat ei ole viaiksem kui vahim algarvu p korgemaist astmeist, mis jagavad liidetavaid. Seega

ord,(z + y) = ord,(ad + be) — ord, (b) — ord,(d) > min(ord, ad, ord, bc) — ord, b — ord, d
—ord,b—ord,d

= min(ord, z, ord, y).

= min(ord, a + ord, d, ord, b + ord, c

=

= min(ord, a — ord, b, ord, ¢ — ord, d

Jarelikult

—ordy(z+y) —ord, @

[z +yl, =p < max(p ,p” oY) = max(|2|,,, |y|,,)

ning viimane on < |z[, + |y[, - O
Definitsioon 11.13. Normi | |p nimetatakse p-aadiliseks normiks.

Tegelikult toestasime me tugevama vorratuse, kui oli néutud normi definitsiooni tingimuses N3. See vorratus
voetakse jargmise definitsiooni aluseks.

Definitsioon 11.14. Normi | || korpusel K nimetatakse mittearhimeediliseks, kui iga x,y € K korral
[z +yl| < max(llz], [[yl])- (38)
Normi, mis ei ole mittearhimeediline, nimetatakse arhimeediliseks.

Seega p-aadiline norm | | » on mittearhimeediline ja absoluutvéértus | | on arhimeediline norm korpusel Q.
Asendades definitsioonides [11.8| ja absoluutviirtuse normiga | | p» saab defineerida Cauchy jadad, koon-
duvuse ja nulljadad normi | |, suhtes.

Normil | |p on mitmeid huvitavaid omadusi. Niiteks jada 1,p, p?,p3, ... koondub nulliks selle normi jérgi.
Toepoolest, iga € > 0 korral leidub selline N, et iga ¢ > N korral ’pi|p = # < e. Vi siis naiteks kui vaatleme kera
keskpunktiga a € Q ja raadiusega r € QT, D(a,r) = {x €QJfr—al, < r} , siis osutub, et mistahes b € D(a,r)
korral D(a,r) = D(b,r), s.t. selle kera iga punkt on keskpunkt! Téepoolest, kui = € D(a,r), s.t. |x — a\p < r, siis

|z — b|p =z —a)+ (a— b)|p < max(|z — a|p yla— b|p) <,
jarelikult @ € D(b,r). Vastupidise sisalduvuse saab tdestada analoogiliselt.
Norme || || ja || || nimetatakse ekvivalentseteks, kui jada on Cauchy jada normi || | suhtes parajasti siis, kui

ta on Cauchy jada normi || ||" suhtes.
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ord, x
Néiteks, kui normi | | » definitsioonis kirjutada (%) asemel %% kus 0 < a < 1, siis saaksime normi,

mis on ekvivalentne normiga | |,. Samuti normid | |*, 0 < o < 1, on ekvivalentsed absoluutviirtusega.
Triviaalse normi all korpusel K peame silmas sellist normi || ||, mille korral ||0|] = 0 ning iga = # 0 korral
]| = 1.
Kehtib jargmine teoreem ([10], lk. 3-5).

Teoreem 11.15 (Ostrowski). Iga mittetriviaalne norm korpusel Q on ekvivalentne kas absoluutvddrtusega voi
mingi p-aadilise normiga | |, kus p on algarv.

Edasises olgu p fikseeritud algarv. Teeme lébi samasuguse konstruktsiooni nagu Cantori meetodi korral, ainult
selle vahega, et absoluutvéiartuse asemel kasutame p-aadilist normi.

Olgu F,(Q) koigi selliste ratsionaalarvujadade (a;) hulk, et iga € > 0 korral leidub selline N € N, et |a; — a;], <
g, kuid, j > N (s.t. Fj,(Q) on Cauchy jadade hulk normi | [, suhtes). Defineerime hulgal F},(Q) seose ~ jargmiselt:

(ai)~ (b;) <= (a; — b;) on nulljada normi | |, suhtes.

Jéllegi ~ on ekvivalentsusseos. Tahistame faktorhulga selle seose jirgi
Qp =F,(Q)/~= {[(al)] | (a;) on Cauchy jada normi | |, suhtes} .

Hulgal Q, defineerime liitmise ja korrutamise jélle vordustega ja ning hulk Q, osutub nende tehete suhtes
korpuseks. Selle korpuse elemente nimetame p-aadilisteks arvudeks.

Iga « € Q korral tihistagu (z) Cauchy jada, mille koik komponendid on vordsed arvuga x. On ilmne, et
(x) ~ (2') siis ja ainult siis, kui 2 = 2’. Korpus Q on isomorfne korpuse Q,, alamkorpusega, mis koosneb kdigist
ekvivalentsiklassidest [(z)], z € Q.

Ekvivalentsiklassi a = [(a;)] normiks |a|, loeme piirvédrtust lim; . [a;[,. Saab ndidata, et see piirvédrtus
eksisteerib. Osutub, et nii defineerides saame téepoolest normi korpusel @y, s.t. on rahuldatud aksioomid N1-N3.

Teoreem 11.16 ([10], k. 11-12). Igal ekvivalentsiklassil a € Qy, mille korral \a|p < 1, on tipselt ks esindaja
(ai), kus a; € Z iga naturaalarvu i korral, mis rahuldab tingimusi

1. 0< a; < p'igai €N korral;
2. a; = a;11 (mod p') iga i € N korral.
Oletame, et p-aadiline arv a ei rahulda vorratust |al » S L Olgu |a| p=D",me N. Korrutades arvu a arvuga

, saame p-aadilise arvu @’ = ap™, mis rahuldab tingimust |a’|, < 1. Téepoolest, |a'|, = |ap™|, = |a|, [p™|, =

/
%

" I,
m 1

p™" 5w = 1. Kui klassi a’ tingimusi 1 ja 2 rahuldavaks esindajaks on jada (a 'pmm

), siis klassi @ = a’p~™ esindajaks on
jada (a;), kus a; = alp™™
Esitame niiiid iga a; kui p-ndsiisteemi arvu, s.t.

a,; = bO =+ blp + b2p2 +...+ bi—lpi717

kus b; € {0,1,...,p—1}. Tingimus a} = a},; (mod p’) tdhendab seda, et
@y =bo+bip+bop® + ...+ bi—ip T+ bipt,

kus b; € Z. Kuna 0 < al,, < p'*!, siis 0 < b; < p. Jérelikult iga i korral a; = ajp™™ = bop™ ™ + ...+ bi_1p"~17"™.
Jada (a;), mis esindab arvu a, voib seega esitada kujul

b b by
p p

+ b + by 1P + Dpgop?® + .. .. (39)

(Jada (a;) on selle vorduse paremal poolel oleva 16pmatu summa osasummade jada.) Saadud p-aadilise arvu esitus
on teatud méaéral sarnane reaalarvu esitusega lopmatu kiimnendmurruna: p-aadilisel arvul on ka I6pmata palju
numbreid bg, b1, ba, . . ., kusjuures teatud kohast vasakul pool on neid 16plik arv ja paremal pool 16pmata palju.
Vordluseks: reaalarvu bgb; . .. bmy—1bm, bynt+-10m42 . .. vOib esitada kujul

bO + bl + + bmfl
(10-H)™ " @o-Hy™t T 01!

+ by + bpg1107 + byio (10*1)2 +....
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p-aadiliste arvudega saab teha tehteid {isna analoogiliselt kiimnendmurdudega. Toome siin moned néited korru-
tamise, lahutamise ja jagamise kohta korpuses Q7 (erinevalt kiimnendmurdudest liigutakse laenamisel, korrutamisel
jne. vasakult paremale):

7T 4070 +3. 7 4L
T 4670457 4+ L.
400447+

...
...
G
4.
4.
...

346 -
X445 -
5+4 -
1.

T+2-
7+1 -
T+4 -
7+4 -

3-
7+4 -

9+5 -

1+2-
1+6 -
3.
3.

T+4-
T4+1-

T+ 345741
4. 5+1-746-
T+2-72 4 ...
T+5-7° + ...

4.7+ ...

4.72 4 ...

Lemma 11.17. Olgu K korpus ja || || norm korpusel K. Kui q € K ja ||g|| < 1, siis
1

1+q+q2+...:17q. (40)

Lisaks eespoolmainituile on p-aadilistel arvudel ja reaalarvudel teisigi sarnaseid omadusi.

Teoreem 11.18. p-aadiline arva = Z;’ifm a;p* € Q, on ratsionaalarv parajasti siis, kui tema numbrite jada (a;)

on mingist kohast alates perioodiline.

Niide 11.19. Esitame 3-aadilise arvu
a=1+2-3+2-32433+2-3" +3°4+2.3° 43"+ .. =1+2-3+(2-32+3%

ratsionaalarvuna. Kasutades valemit (40) saame, et

2-3°+3°

=1+2-3 =7+ —
a + + 1_32 +

Piitiame ka, vastupidi, esitada ratsionaalarvu 181 3-aadilisena. Selleks esitame arvud 11 ja 8 3-aadilisel kujul:

11=2+0-3+1-3*ja8=2+2-3. Arv & on siis nende jagatis:

2+0-3+1-32 12+2-3
2+2-3 11+2-34+2-37+1-3%+--
1-3
1-3+2-32+1-33
1-37+1-3+2-31+2-3 4+
1-324+1-334+2-34
2:34+0-3"+2-3+---
2.3 +2-3¢

137 +1-3 4

11.4. Reaalarvude valla laiendamine

Uleminekul naturaalarvude hulgalt tiisarvude hulgale me tiiendasime hulka N nii, et osutuks véimalikuks
vorrandite a + x = b lahendamine. Minnes tédisarvudelt iile ratsionaalarvudele konstrueerisime sellised objektid,
mille abil saab lahendada taisarvuliste kordajatega vorrandeid ax = b, kus a # 0. Kui vaatleme reaalarvude hulka,
siis paneme téhele, et ka iile selle hulga leidub algebralisi vorrandeid (s.t. vorrandeid kujul f(z) = 0, kus f(z)
on reaalarvuliste kordajatega poliinoom), mis pole lahenduvad. Uheks lihtsamaks selliseks vorrandiks on vorrand
22 +1 = 0. Nagu algebra pohikursuses niidatud, saab konstrueerida kompleksarvude korpuse C, mis sisaldab
reaalarvude korpust ja iile mille see vorrand on lahenduv (lahendiks on imaginaariihik ). Seejuures “C ei sisalda
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midagi liigset”, s.t. korpusel C ei ole reaalarvude korpust alamkorpusena sisaldavaid péarisalamkorpusi, iile mille
vorrand x2 + 1 = 0 oleks lahenduv. Veelgi enam, kehtib jirgmine teoreem.

Teoreem 11.20. Kompleksarvude korpus C on isomorfismi tipsuseni ainus minimaalne korpus, mis sisaldab alam-
korpusena reaalarvude korpust ja dile mille vorrand x?> +1 = 0 on lahenduv.

Tuleb aga vilja, et iile kompleksarvude korpuse ei ole mitte ainult vorrand x2? 4+ 1 = 0 lahenduv, vaid tegelikult
on lahenduvad juba koik algebralised vorrandid (selle kohta deldakse ka, et korpus C on algebraliselt kinnine).

Teoreem 11.21 (Algebra péhiteoreem). Igal mittekonstantsel poliinoomil ile korpuse C on olemas juur selles
korpuses.
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Minisonastik

Eesti English Pycckunii
algarv prime TIPOCTOE THUCJIO
algarvukaksik twin prime 9HCI0-O/TH3HeT]
algarvutest primality test TECT MPOCTOTHI
algjuur primitive root IepBOOOPA3HBIN KOPEHb
algtegur prime factor IIPOCTON MHOXKUTETH

algteguriteks lahutus

prime factorization

Pa3JI0’KEHUE HA, NPOCThIE (CO)MHOXKUTE/IH

(digi)allkirjastamine

(digital) signing

(371EKTPOHHOE) TIOJIIUCAHUE

alumine taisosa floor TTOJT
aritmeetika pohiteoreem fundamental theorem of arithmetic OCHOBHAsI TEOPeMa apupMeTHKn
astimmeetriline asymmetric ACUMMETPUIHBIN
avalik astendaja public exponent OTKPBITAsA 3KCIOHEHTA
avalik voti public key OTKPBITHIN KJTI0Y

avaliku votme kriiptograafia

public-key cryptography

Kpunrorpadus ¢ OTKPHITHIM KJII0YOM

Bertrand’i postulaat

Bertrand’s postulate

noctynar Beprpana

dekodeerimine

decryption

pacimudpoBanme

Diffie-Hellmani votmevahetus

Diffie-Hellman key exchange

nporokon luddu-Xemmvana

diofantiline vorrand

diophantine equation

Ju0(AHTOBO ypaBHEHHE

diskreetne logaritm

discrete logarithm

JMCKPETHBIH Jrorapudm

Eratosthenese soel

sieve of Eratosthenes

perero JparocheHa

(laiendatud) Eukleidese algoritm

(extended) Euclidean algorithm

(pacuupennbiii agropudm Eskiuza)

Eukleidese lemma

Euclid’s lemma

aemma EBkiimia

Euleri funktsioon

Euler’s totient function

dbyuknus Jitzepa

Euleri kriteerium

Euler’s criterion

Kpurepuit Jitnepa

Fermat’ suur teoreem

Fermat’s Last Theorem

Besmkas TeopeMa Pepma

Fermat’ viike teoreem

Fermat’s little theorem

Mastast reopema Pepma

Fermat’ (mitte)tunnistaja

Fermat (non-)witness

(ne)cBuzperens npocrorsl Pepma

Fermat’ valetaja

Fermat liar

JIOXKHBIA CBUETENh MpocToThl Pepma,

Goldbachi hiipotees

Goldbach’s conjecture

npobiema T'onpabaxa

hiina ja#dgiteoreem

Chinese remainder theorem

KUTalfiCKast TeopemMa 00 OCTATKAX

indeks index (pl. indices) UHJIEKC
Jacobi siimbol Jacobi symbol cuMBOJT Ax00m
jagaja divisor JIeTATENH
jagatis quotient OTHOIIIEHNE, YaCTHOE
jagatud saladus, iihissaladus shared secret pa3aenéHHbIi CeKper
jaguvus divisibility JIeJTUMOCTD
jaguvustunnus divisibility rule (criterion, test) MPU3HAK JEeTUMOCTH
jaagiklass residue class KJIACC BBIYETOB, OCTATOIHBIN KJTACC
jadgiklassiring ring of integers modulo n KOJIBIIO BBIYETOB IO MOJIYJIIO 7
jaagiklassikorpus field of integers modulo n TOJI€ BHIYETOB MO MOJIYJIIO 7
(prime field, field of prime order)
jaak remainder BBIYET, OCTATOK
jark order ITOPSIJTOK
kodeerimine encryption mudpoBaHue
kongruents congruence KOHI'DYSHLUsI
kongruentsus congruence KOHTPYSHTHOCTD
kordarv composite number COCTaBHOE TMCJIIO
kordne multiple KPATHBII

Legendre’i siimbol

Legendre symbol

cnmboa Jleskammapa
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mitteruutjaak

quadratic non-residue

KBa,ELpaTH‘-IHBIfI HEBLIYET

moodul modulus MOJIY/Tb
moodustaja generator obpa3yiorrasi, TeHepaTop
Mobiuse funktsioon Mobius function dyukuus Mébuyca
pooratav invertible (ringiteoorias ka unit) oOpaTuMbIit
ruutjadk quadratic residue KB IPATUIHBINA BBIYET

ruutvastavus(seadus)

(law of) quadratic reciprocity

KBa,I[paTPI‘IHbeI 3aKOH B3aMMHOCTH

salajane astendaja (RSA)

secret exponent

CeKpeTHad IKCIIOHEHTa

salajane voti (RSA)

secret key

CeKPEeTHBIN KJII0Y, 3aKPBITBI KII0TY

standardkuju, kanooniline kuju

standard form, canonical representation

CTaHJAPTHLIA BUJ, KAHOHUYECKUI BU/JL

suurim {ihistegur

greatest common divisor

HauOOABIINHA OOIIUN NeIUTE b

(denominator, factor)

tegur factor MHOXKUTEIb
tegurdamine factorization paz3yioxKeHne Ha MHOXKHUTETN
teoreem algarvude jaotusest prime number theorem TeopeMa 0 PaCHpPEeIeTIEHUH MPOCTBIX TUCET
tsiikliline cyclic IUKJIAIeCKAN

tugev tunnistaja

strong witness

CUJIbHBII CBUAETEH

CBHETENH TPoCcTOThl Musimepa-Pabuma

téisosa

integer (integral) part

aHTbe, ejlad I1aCTb

taiuslik arv

perfect number

COBEPIIEHHOE YUCJIO

vahim iihiskordne

least (lowest, smallest) common multiple

HanMeHbIIee 00Inee KpaTHoe

ithistegur common divisor (factor) o0IIMit TeINTeNh
iihistegurita coprime B3aMMHO IIPOCTbIE
iilemine tdisosa ceiling TTOTOJIOK
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Indeks

p-aadiline arv,

iihejuur,
primitiivne, [59]

iihistegurita arvud,

absoluutviirtus, [
algarv, [7] [

Mersenne’i,
algarvukaksikud,
algebraliselt kinnine korpus,
algjuur,
algtegur, 0]
algtegureiks lahutus, [9]
aritmeetika pohiteoreem, [J]

Bertrand’i postulaat, [T3]

Carmichaeli arv, [49]
Cauchy jada, [67]

Dedekindi 16ige,
Diffie-Hellmani vétmevahetus,
diofantiline vorrand, [7]

ekvivalentsed normid,
Eratosthenese soel,
Eukleidese algoritm, [0]
Eukleidese lemma,
Euleri funktsioon,
Euleri kriteerium,

faktorring,
Fermat’ test, [49]

Gaussi ruutvastavusseadus, [45] [61]
Goldbachi hiipotees,

indeks, [37]
jadgiklass,

jaagiklassikorpus,
jadgiklassiring, [I8]

jaak,
Jacobi siimbol,
jagaja, [

jagajate arv, 24
jagajate summa, [24]
jagamine, [4]
jagatis, o]

jagatiste korpus,
jaguvustunnus, [I7]

kongruents
lineaar-,
ruut-, 20} ]
tundmatut sisaldav, [26]
kongruentsi lahend, [26]

kongruentsus,

kordarv, [7]

kordne, [4]

korpus,

korpuse
elemendi juur,
karakteristika,
laiend, [54]

primitiivne element, [5§]

16plik korpus,
Lagrange’i teoreem, [32]
Legendre’i siimbol,
lineaarne jérjestusseos,

Mébiuse funktsioon, 23]
Mersenne’i algarv,
Miller-Rabini test,
Millsi konstant,
mitteruutjisk,
moodul, [16]

naturaalarv, [4]

naturaalarvu standardkuju,

norm, [67]
p-aadiline,
arhimeediline,
mittearhimeediline,
triviaalne,

nulljada, [67]

pooratav element ringis,
poliinoomi lahutuskorpus,

rithma elemendi jark,
rithma jérk,

rithma moodustaja, [32]
reaalarvude hulk, [65]

RSA, 5]

ruutjadk, {1} [47]
ruutvastavusseadus,

suurim iihistegur,

téielikkuse aksioom, [65]
tdisarv, [ [64]
téisosa
alumine,
taiuslik arv,
tegur, [
teoreem
algebra pohi-,
aritmeetika pohi-, [9]
Dirichlet’,
Euleri,
Fermat’ suur, [14]
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Fermat’ viike,

Gaussi, 22]

Hiina jédgi-, [27]

Tsebosovi,
tsiikliline rithm,

vahim iihiskordne,
vahede rithm,

(6]
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Lisa 1
Abstraktse algebra pohimoisteid

Definitsioon. Olgu A mittetiihi hulk ja n € NU{0}. Kujutust w : A™ — A nimetatakse n-kohaliseks algebraliseks
tehteks hulgal A.

Definitsioon. Riihmaks nimetatakse hulka A, millel on defineeritud iiks kahekohaline tehe * (tdhistame *(a,b) =
a*b), nii et

G1l. (Va,b,c€ A)((a*xb)xc=ax (bxc)) (assotsiatiivsus);
G2. Gec A)Vae A)(axe=exa=a) (leidub dhikelement);
G3. Vac A)(Fat e A)laxat=a"txa=e¢) (igal elemendil leidub pddrdelement).

Oeldakse, et A on rithm tehte * suhtes ja kirjutatakse (A, *).

Kui hulgal A on defineeritud kahekohaline tehe, mis on assotsiatiivne, siis A on poolrihm. Kui poolrithmas
leidub {ihikelement, siis teda nimetatakse monoidiks.

Kahekohaline tehe * hulgal A on kommutatiivne, kui kehtib samasus

COMM. (Va,be A)(axb=">bxa).

Rithma, mille tehe on kommutatiivne, nimetatakse kommutatiivseks ehk Abeli rithmaks.
Tihti tdhistatakse Abeli rithma tehet mérgiga “+” ja nimetatakse liitmiseks. Sellisel juhul vétavad Abeli rithma
aksioomid jargmise kuju:

AG1. (Va,b,ce A)((a+b)+c=a+ (b+¢)) (assotsiatiivsus);
AG2. (30€ A)(Vae A)(a+0=na) (leidub nullelement);
AG3. Vae A)(F—a€ A)(a+ (—a)=0) (igal elemendil leidub vastandelement);
AG4. Va,be A)(a+b=b+a) (kommutatiivsus).

Definitsioon. Ringiks nimetatakse hulka R, millel on defineeritud kaks kahekohalist tehet, + (liitmine) ja -
(korrutamine), nii et

R1. (R,+) on Abeli rithm;
R2. (R,-) on monoid;
R3. (Va,b,ce R)(a-(b+c¢)=a-b+a-c ja (a+b)-c=a-c+b-c) (distributiivsus).

(Tihti defineeritakse ringid ilma noudeta R2. Sellisel juhul kutsutakse meie poolt vaadeldavaid ringe assotsiatiiv-
seteks iihikelemendiga ringideks.) (Kui mingis algebralises struktuuris koneldakse korrutamistehtest -, siis enamasti
jdetakse tehtemirk dra ning kirjutatakse a - b asemel lihtsalt ab.)

Definitsioon. Ringi (R, +,) nimetatakse korpuseks, kui igal nullist erineval elemendil on olemas pdérdelement.
Sel juhul (R\ {0},-) on rithm.

Ringi (korpust) nimetatakse kommutatiivseks, kui tema korrutamine on kommutatiivne.

Ringi R nullist erinevat elementi a nimetatakse nulliteguriks, kui leidub selline nullist erinev element b € R, et
ab = 0.

Lause. Korpuses ei ole nullitegureid.

Definitsioon. Vektorruumiks iile korpuse K nimetatakse mittetiihja hulka V, millel on defineeritud iiks kaheko-
haline tehe + (liitmine) ning iga k € K ja a € V korral on defineeritud korrutis ka € V, nii et

VS1. (V,+) on Abeli rithm;
VS2. (Va,be V)(Vk € K)(k(a+b) = ka + kb);
VS3. (Va € V)(vk,1 € K)((k+ l)a = ka + la);
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VS4. (Va € V) (Vk,l € K)((kl)a = k(la));
VS5. (Va € V)(la = a).
Vektorruumi V elemente kutsutakse vektoriteks ning korpuse K elemente skalaarideks.

Definitsioon. Olgu G; ja G rithmad. Kujutust ¢ : Gy — G2 nimetatakse (rithmade) homomorfismiks, kui

HG. (Va,b € G1)(p(ab) = p(a)p(bh)). (korrutamise séilitamine)

Definitsioon. Olgu R; ja R ringid iihikelementidega 1 ja 1/, vastavalt. Kujutust ¢ : R; — Ry nimetatakse
(ringide) homomorfismiks, kui

HR1. (Va,b € Ry)(e(a+b) = p(a) + ¢(b)); (liitmise séilitamine)
HR2. (Ya,b € Ry)(p(ab) = ¢(a)p(b)); (korrutamise siilitamine)
HR3. o(1)=1". (iihikelemendi siilitamine)

Definitsioon. Olgu V; ja V5 vektorruumid iile korpuse K. Kujutust ¢ : Vi — V5 nimetatakse (vektorruumide)
homomorfismiks ehk lineaarkujutuseks, kui

HVS1. (Va,b € Vi)(p(a+b) = ¢(a) + ¢(b)); (liitmise séilitamine)
HVS2. (Va € V1)(Vk € K)(p(ka) = kp(a)). (skalaariga korrutamise séilitamine)

Algebraliste struktuuride isomorfismiks nimetatakse nende bijektiivset homomorfismi. Kui leidub isomorfism
iihest algebralisest struktuurist teise, siis neid struktuure nimetatakse isomorfseteks. Korpusi loetakse isomorfseteks,
kui nad on isomorfsed kui ringid.

Definitsioon. Olgu (G, -) rithm. Mittetiihja hulka H C G nimetatakse rithma G alamrihmaks, kui

SG1. (Va,be H)(ab € H); (kinnisus korrutamise suhtes)
SG2. (Va € H)(a™! € H). (kinnisus poordelemendi votmise suhtes)
Kui a on rithma G mingi fikseeritud element, siis hulk (a) = { a2 a1 1=ad%a,a?,.. } C G on rithma G

alamrithm. Seda alamriithma nimetatakse elemendi a poolt moodustatud (tekitatud) alamrihmaks. Kui see rithm on
I6pmatu, siis 6eldakse, et element a on lopmatut jirku. Kui aga see rithm on 16plik, siis leidub selline naturaalarv
m, et (a) = {a, a?,...,am g™ = 1}. Kui m on véhim sellise omadusega naturaalarv, siis 6eldakse, et elemendi
a jark rihmas G on m ning tihistatakse ordg(a) = m. Kui rithm G on moodustatud iihe elemendi poolt, s.t. kui
G = (a), siis celdakse, et rithm G on tsikliline.

Lopliku rithma jarguks nimetatakse tema elementide arvu. Seega elemendi jirk on tema poolt moodustatud
alamrithma jérk.

Lagrange’i teoreem. Lopliku rithma mistahes alamrithma jérk on selle rithma jargu jagaja. Muuhulgas 16pliku
rithma iga elemendi jark on selle rithma jargu jagaja.

Definitsioon. Olgu (R, +, -) ring iithikelemendiga 1. Mittetiihja alamhulka R’ C R nimetatakse ringi R alamringiks,
kui

SR1. (Va,be€ R')(a+be R, (kinnisus liitmise suhtes)
SR2. (Va € R')(—a € R'); (kinnisus vastandelemendi vdtmise suhtes)
SR3. (Va,b€ R')(ab€ R'); (kinnisus korrutamise suhtes)
SR4. 1 € R (kinnisus tihikelemendi suhtes)

Definitsioon. Olgu (K, +, ) korpus. Mittetiihja alamhulka K’ C K nimetatakse korpuse K alamkorpuseks, kui

SF1. (Va,be K')(a+be K'); (kinnisus liitmise suhtes)

SF2. (Va € K')(—a € K'); (kinnisus vastandelemendi vétmise suhtes)
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SF3. (Va,be K')(ab € K'); (kinnisus korrutamise suhtes)

SF4. (Va e K\ {0})(a™! € K). (kinnisus poordelemendi votmise suhtes)

Definitsioon. Olgu V vektorruum. Mittetiihja alamhulka U C V nimetatakse vektorruumi V' alamruumiks, kui

SVS1. (Va,beU)(a+beU); (kinnisus liitmise suhtes)
SVS2. (Va € U)(Vk € K)(ka € U). (kinnisus skalaariga korrutamise suhtes)

Definitsioon. Riihma G alamrithma N nimetatakse normaalseks alamrihmaks ehk normaaljagajaks, kui
NSG. (Va € G)(Vb € N)(a"'ba € N).

Kommutatiivses rithmas on iga alamriihm normaalne.

Olgu N rithma G normaaljagaja. Alamhulki aN = {ab|b € N}, kus a € G, nimetatakse korvalklassideks
normaaljagaja N jérgi. Téhistame koigi korvalklasside hulga {aN | a € G} = G/N ning defineerime sellel hulgal
korrutamistehte vordusega

(alN)(agN) = alagN.

Saab néidata, et G/N on rithm selle tehte suhtes. Seda rithma G/N nimetatakse rithma G faktorrihmaks normaal-
jagaja N jargi.

Definitsioon. Ringi R mittetiihja alamhulka I nimetatakse ideaaliks, kui

I1. Va,be)(a+bel);

12. (Va € R)(Vi € I)(ai,ia € I).

Olgu I ringi R ideaal. Alamhulki a4+ 1 = {a+ i | i € I'}, kus a € R, nimetatakse korvalklassideks ideaali I jérgi.
Lihtne on n&ha, et iga a,b € R korral a + I = b+ I parajasti siis, kui a — b € I. Téhistame koigi kérvalklasside
hulga {a + I | a € R} = R/I ning defineerime sellel hulgal korrutamis- ja liitmistehte vordustega

(a1 4+ 1)+ (ag+ 1) = (a1 + a2) + I;
(a1 +I)(a2+I) = (a1a2)+l.

Saab niidata, et R/I on ring nende tehete suhtes. Seda ringi R/I nimetatakse ringi R faktorringiks ideaali I jérgi.
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