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Eessona

Algebra kui matemaatikaharu voib jagada kaheks suureks osaks: lineaaralgebraks ja abstrakt-
seks algebraks. Kéesolev kursus koosneb pohiliselt lineaaralgebrast: vaatleme maatrikseid, de-
terminante, lineaarvorrandisiisteeme, vektorruume ja lineaarkujutusi. Abstraktne algebra uurib
algebralisi struktuure. Struktuuridest tutvume vaid viiga pogusalt koige tihtsamatega: rithma,
ringi ja korpusega.

Kursuse jooksul eeldame, et iilidpilane on tuttav selliste hulgateooria pohimoéistetega nagu
alamhulk, hulkade otsekorrutis, iithisosa, iihend, kujutus, binaarne seos, ekvivalentsiseos, ekviva-
lentsiklass. Samuti eeldame, et kuulajale on tuttavad naturaalarvude, tdisarvude, ratsionaalar-
vude ja reaalarvude omadused.

Seda teksti lugedes panete tihele, et moned kohad tekstis on viiksemas kirjas kui iilejainud
tekst. Nende kohtade lugemine ei ole muust materjalist arusaamiseks vajalik.

Aegade jooksul on paljud iiliopilased aidanud kaasa konspekti lihvimisele, tuues vilja vigaseid
kohti. Suur ténu neile! Eriliselt sooviks dra mérkida Mattias Moori ja Stefan Ehinit, ténu kellele
on moned tulemused saanud lihtsama ja lithema toestuse.

Kursuse jooksul kasutame mitmeid matemaatilisi ja matemaatilise loogika siimboleid, mille
tdhendused on jérgmised:

Ya € A — iga elemendi a korral hulgast A ehk hulga A iga elemendi a korral;

Ja € A — leidub element a hulgas A ehk leidub hulga A element a;

A = B — A-st jareldub B;

A< B — A kehtib parajasti siis, kui kehtib B, ehk A kehtib siis ja ainult siis, kui kehtib B;

N — naturaalarvude hulk;

7. — téisarvude hulk;

Q — ratsionaalarvude hulk;

R — reaalarvude hulk.

Eessona 1opetuseks tsiteerigem kolme mottetera briti matemaatikult Mark Lawsonilt, mis
aitavad paremini moista matemaatika olemust.

1. Matemaatika on elav teadusharu, mitte piiha kiri, mille vihestele arusaadav péarimus an-
takse polvest polve edasi muutumatul kujul.

2. Matemaatika ei ole suletud teaduse elevandiluust torni, vaid ta tungib koikjale kaasaegses
maailmas.

3. Matemaatika seisab kindlalt piisti tGestustel.



1. Algebralised struktuurid

Algebraline struktuur on hulk, millel on defineeritud mingid tehted, mis rahuldavad teatud
tingimusi. Kéesolevas kursuses tutvume vaid kbige tdhtsamate ja klassikalisemate algebraliste
struktuuride definitsioonidega. Nendeks on rithm, ring, korpus ja vektorruum. Algebralisi struk-
tuure uurib algebra haru, mida kutsutakse abstraktseks algebraks.

1.1. Rithmoid

Definitsioon 1.1. Kahekohaline (ehk binaarne) algebraline tehe hulgal A on kujutus
hulgast A x A hulka A.

Mairkus 1.2. Sona “algebraline” eelmises definitsioonis rohutab seda, et tehte tulemus kuulub ka hulka
A. Pohimotteliselt voib vaadelda ka kahekohalisi tehteid Ax A — B, kus B # A. Niiteks kolmemootmelise
ruumi vabavektorite liitmine on algebraline tehe E3 x E3 — E3, aga skalaarkorrutamine on kahekohaline
tehe E3 x E5 — R, mis ei ole algebraline.

Mairkus 1.3. Algebras voib vaadelda mitte ainult kahekohalisi, vaid ka suvalisi n-kohalisi algebralisi
tehteid, kus n € {0,1,2,...}. n-kohaline algebraline tehe hulgal A on kujutus A™ — A. Muuhulgas
iihekohalised algebralised tehted on kujutused A — A ja nullkohalised algebralised tehted on kujutused
A® — A. Kuna A° on hulk, milles on iiks element, siis kujutuse A° — A defineerimine tihendab sisuliselt
ithe konkreetse elemendi viljavalimist hulgast A.

Niisiis kahekohaline algebraline tehe hulgal A on eeskiri, mis igale hulga A elementide
jarjestatud paarile (a, b) seab vastavusse hulga A mingi elemendi. Kahekohalisest tehtest radkides
kirjutatakse tehtemérk harilikult hulga elementide vahele. Seega néiteks kahekohalise tehte
x : A x A — A korral kirjutatakse *((a,b)) asemel harilikult a % b ja voib Selda, et tehe
seab paarile (a, b) vastavusse hulga A elemendi a * b.

Naiide 1.4. Naturaalarvude hulgaﬂ N vo6ib vaadelda kahekohalisi algebralisi tehteid, mis on
defineeritud néiteks jargmiste eeskirjadega:

o (a,b) —a-+b; e (a,b) — ab; e (a,b)— b+5;
e (a,b) — ab; e (a,b) — b% e (a,b)— 3.
Lahutamistehe ei ole algebraline tehe hulgal N, sest néiteks 1 — 2 ¢ N.

Definitsioon 1.5. Rithmoid on hulk koos sellel defineeritud kahekohalise algebralise tehtega.

Kui hulk on A ja tehe sellel x, siis sellist rithmoidi tidhistatakse ka jérjestatud paarina (A, x).
Néiteks voib radkida rithmoidist (N, +) voi (Z, —). Samas (N, —) ei ole rithmoid.

Kui radgitakse rithmoididest iildiselt (s.t. kui ei peeta silmas iihtegi konkreetset hulka ega
tehet), siis kutsutakse tehet * kokkuleppeliselt korrutamiseks ja elementi a x b elementide a ja b
korrutiseks. Veelgi enam, tihti jaetakse tehtemérk iildse &ra ja kirjutatakse a x b asemel ab.

Kui rithmoid A on 16plik, iitleme n-elemendiline, siis on voimalik tema tehe anda niinime-
tatud CayleyE] tabeli abil. See on ruudukujuline tabel, mille read ja veerud on mérgendatud
A elementidega. Elemendile x vastava rea ja elemendile y vastava veeru loikekohta kirjutatakse
korrutis z * y. Naiteks voime vaadelda rithmoidi A = {a, b, c}, mille Cayley tabel on

'Ksesolevas kursuses loeme, et N = {1,2,3,...}.
2Arthur Cayley (1821-1895) — inglise matemaatik



Tabeli esimesest reast nideme niiteks, et a * ¢ = a rithmoidis A.

Klassikaliselt on algebras tavaks eeldada, et algebraline struktuur on mittetiihi. Siiski on
teatud olukordades otstarbekas lubada ka tiihje struktuure. Kéesolevas kursuses me loeme ka
tithja hulga koos tiihja kujutusega @) x () — @ rithmoidiks.

1.2. Poolriihm ja monoid

Definitsioon 1.6. Kahekohalist algebralist tehet * hulgal A nimetatakse
1. assotsiatiivseks, kui (a *b) x c = a * (b*c) iga a,b,c € A korral;

2. kommutatiivseks, kui a * b = b * a iga a,b € A korral.
Definitsioon 1.7. Poolriihm on rithmoid, mille tehe on assotsiatiivne.

Naiide 1.8. Poolrithmadeks on néiteks (N, +), (R,-) ja mingi hulga X koigi teisenduste hulk
7 (X) nende teisenduste jirjestrakendamise tehte o suhtes.

Kui meil on kahekohaline algebraline tehe % hulgal A ja rohkem kui kaks hulga A elementi,
siis sulgude abil saab &ra néidata, millises jérjekorras me tehet * neile elementidele peame
rakendama. Niiteks kirjapanek a * (b * ¢) néitab, et koigepéilt tuleb leida element b x ¢ ning
seejdrel rakendada tehet * elementidele a ja b* c. Tulemuseks on hulga A mingi element. Kolme
elemendi korral on kaks voimalust sulgude paigutamiseks: (a*b)*c ja ax (bxc). Kui elemente on
rohkem, siis on ka sulgude paigutamise voimalusi rohkem, néiteks (a*b) x (cxd), ((a*b) *c) *d,
a* ((bxc)xd) jne. Siin me vaatleme ainult selliseid avaldisi, kus sulgude paigutus on korrektne,
s.t. et sulud médravad &dra, millises jirjekorras tuleb tehteid sooritada. Niiteks avaldis axbx*(cxd)
ei ole korrektne, sest ei ole selge, kas enne tuleb leida a * b voi b * (¢ * d).

Osutub, et assotsiatiivse tehte korral ei soltu koigi tehete sooritamise jirel tulemuseks saadav
element sulgude paigutusest.

Lause 1.9. Tehte rakendamise tulemus poolriithmas ei séltu sulgude paigutusest.

TOEsTUS. Olgu meil tegemist poolrithmaga (A, ). Toestame matemaatilise induktsiooniga, et
iga n € N ja mistahes elementide ai,...,a, € A korral ei sdltu tehte * neile elementidele
rakendamise tulemus sulgude paigutusest.

Kui n =1 v6i n = 2, siis on véide ilmne. Kui n = 3, siis jareldub véiide tehte * assotsiatiiv-
susest. Olgu niitid n > 3 ja eeldame, et viide kehtib, kui elemente on vidhem kui n. Niitame, et
see kehtib siis ka n korral. Téhistame iga k € N ja by, ..., by € A korral

by by k... xbg:=(...((by % b2) xb3) *...xbg_1) % bg. (1)

(See tdahendab, et by xby*. . .xbg on element, mille saame, kui rakendame tehet * niielda vasakult
paremale.) Paneme téihele, et sellise tihistuse juures kehtib vordus

by by ... kb = (by xba*...%bg_1)* by, (2)



kui k£ > 2. Induktsiooni eelduse pohjal on mistahes sulgude paigutusega avaldis vihem kui n
elemendist vordne avaldisega, mis on kujul . Toestuse 16petamiseks piisab néidata, et sama
omadus on ka igal n elemendist moodustatud avaldisel. Vaatleme sellist avaldist ja leiame selles
iiles tehte * viimase rakendamise koha:

(a1 * ... % ag) * (Qgy1 * ... % ap). (3)

Siin sulgudes olevad avaldised voib kirjutada kujul , sest neis esineb vidhem kui n elementi.
On kaks voimalust.
1) k = n—1. Siis on avaldis kujul (ag*...%ap_1)*an = a1 *...%*ap_1*ay, s.t. kujul .
2) k <n—1.Siis

ay *...xap)* (A1 * ... % ap—1) * ap) (omadus

(a1 *...%ag) * (Qgs1 * ... % ay) = (
((a1 *...%ag) * (@gy1 * ... *ap—1)) xa, (assotsiatiivsus
(

=(a; *...%ap*agy1 *...%ap_1) *a, (induktsiooni eeldus

)
)
)
A1 % .o K Q% Q] % oo % Ay % G, (omadus (|2)))

s.t. jillegi on vaadeldav avaldis vordne avaldisega kujul . O

Arvestades lauset jéetakse assotsiatiivse tehte korral sulud tihti iildse kirjutamata.
Rithmoidis voib leiduda teatud eriliste omadustega elemente.

Definitsioon 1.10. Rithmoidi (A4, *) elementi e nimetatakse ithikelemendiks, kui
axe=a ja exa=a
iga a € A korral.

Nieme, et iithikelement on rithmoidi selline element, mis k&itub sarnaselt sellega, kuidas
kaitub arv 1 reaalarvude korrutamistehte puhul.

Lause 1.11. Rihmoidis voib olla ainult ks iihikelement.

TOESTUS. Olgu e ja f rithmoidi (A, *) iihikelemendid. Kuna e on iihikelement, siis f = ex f. Et
f on iihikelement, siis e x f = e. Jéarelikult f =ex f = e. O

Definitsioon 1.12. Monoidiks nimetatakse poolrithma, milles leidub iihikelement.
Niide 1.13. Monoidideks on néiiteks

e (N,.) (ithikelement on arv 1),

e (Z,+) (iithikelement on arv 0) ja

e (7T(X),o) (iihikelement on hulga X samasusteisendus).

Samas (N, +) on poolrithm, mis ei ole monoid.

Definitsioon 1.14. Olgu (A, *) monoid {ihikelemendiga e. Selle monoidi elementi ¢ nimetatakse
pooratavaks, kui leidub selline element b € A, et

axb=e ja bxa=e.

Sellisel juhul 6eldakse, et elemendid a ja b on teineteise po6rdelemendid.



Niide 1.15. Monoidi (N, -) ainus péoratav element on 1, selle péérdelement on 1 ise.

Monoidi (Z, -) pooratavad elemendid on 1 ja —1,sest 1-1=1ja (—1)-(—1) = 1.

Monoidi (7 (X), o) pooratavad elemendid on hulga X bijektiivsed teisendused.

Monoidi (R, -) pooratavad elemendid on koéik nullist erinevad reaalarvud. Naiteks reaalarvu
3 poordelement on tema pdordarv %
Lause 1.16. Kui monoidi element on pddratav, siis selle elemendi poordelement on theselt
mddratud.

TOEsTUS. Olgu (A, *) monoid iihikelemendiga e ja a selle monoidi mingi element. Oletame, et
elemendid b ja ¢ on elemendi a péoérdelemendid. Siis

c=exc (e on iihikelement)

=(bxa)xc (b on a pdordelement)

=bx (a*c) (assotsiatiivsus)

=bxe (c on a pdordelement)

=b. (e on iihikelement)

Sellega oleme néidanud, et elemendi a péordelement on itheselt médratud. O

Monoidi péoratava elemendi a (iitheselt médratud) poordelementi tihistatakse siimboliga a=!.

Poordelemendi definitsioonist on selge, et pooratava elemendi a korral
(a_l)_l = a.

Jargnev lause annab eeskirja korrutise poordelemendi leidmiseks, kui meil on teada moélema
teguri poordelemendid.

Lause 1.17. Monoidi (A, *) mistahes pdiratavate elementide a ja b korral on ka element a x b
pooratav ja

(axb) ™t =b"txal.

TOESTUS. Paneme téahele, et

(axb)* (b xa™ ) =((axb)xb ) xa™" (assotsiatiivsus)
=(ax(bxb 1)) xat (assotsiatiivsus)
= (axe)xat (poordelemendi def.)
=axa ! (ithikelemendi def.)
=e. (poordelemendi def.)

Analoogiliselt saab tdestada vorduse (b~!xa~!)* (axb) = e. Seega a*bja b~lxa~! on teineteise
poordelemendid. O



1.3. Rithm ja Abeli rithm

Uheks klassikalisemaks ja enim uuritud algebraliseks struktuuriks
on rithm. Rithmateooria loojaks v6ib pidada prantsuse matemaatikut
Evariste Galois’d (1811-1832). Oma liihikeseks jééinud elu jooksul (ta
suri 20-aastaselt duellil saadud haavade tottu) joudis ta matemaatikas
palju dra teha.

Liihidalt v6ib 6elda, et rithm on monoid, mille kéik elemendid on
pooratavad. Anname siiski ka pikema definitsiooni, kus koik aksioomid
on iiles loetud.

Evariste Galois

Definitsioon 1.18. Riihm on hulk G koos kahekohalise algebralise tehtega *, mis rahuldab
jargmisi tingimusi:

G1l. (a*xb)xc=ax(bxc)iga a,b,c € G korral;
G2. leidub element e € G nii, et a xe =a = e *xa iga a € G korral;

G3. iga a € G korral leidub element b € G nii, et axb=e=bxa.

Naiide 1.19. 1. Nullist erinevate ratsionaalarvude ja nullist erinevate reaalarvude hulgad on
rithmad korrutamise suhtes. Seega voime vaadelda rithmi (R\ {0}, ) ja (Q\ {0}, -). Samas (R, )
ja (Q,-) ei ole rithmad (miks?).

2. Positiivsete ratsionaalarvude ja positiivsete reaalarvude hulgad on rithmad korrutamise
suhtes.

3. Hulgad Z,Q ja R on rithmad liitmise suhtes.

4. Hulk {1, -1} on rithm korrutamise suhtes.

5. Mittetiihja hulga X bijektiivsete teisenduste hulk S(X) on rithm kujutuste jérjestraken-
damise suhtes. Selle rithma iihikelement on hulga X samasusteisendus ja teisenduse f poord-
element on selle teisenduse poordteisendus.

6. Kui hulgas X on vihemalt kaks elementi, siis (7(X),o) on monoid, mis ei ole rithm.
Naiiteks konstantsed kujutused on sellisel juhul mittepdoratavad.

Riihma iihikelementi tdhistatakse tihti ka stimboliga 1.

Ténu lausele voib Gelda, et rithma igal elemendil on tépselt iiks poordelement. Nii nagu
monoididegi korral téhistatakse rithma elemendi a (itheselt médratud) poordelementi siimboliga
a=l.

Mirkus 1.20. Arvestades mérkust voib rithma vaadelda ka hulgana G, millel on antud kolm algeb-
ralist tehet:

e kahekohaline tehe (a,b) — a * b (korrutamine),

e iihekohaline tehe a +— a~! (poérdelemendi votmine),



e nullkohaline tehe (ithikelemendi fikseerimine).

Definitsioon 1.21. Riihma nimetatakse kommutatiivseks ehk Abeli rithmaks, kui selle
tehe on kommutatiivne.

Naiide 1.22. Niite [I.19] neljas esimeses punktis loetletud rithmad on kommutatiivsed. Bijek-
tiivsete teisenduste rithm S({1,2,3}) ei ole kommutatiivne.

Abeli rithmad on oma nime saanud norra matemaatiku Niels
Henrik Abeli (1802-1829) jérgi.

Abeli rithmadest iildiselt koneldes on tavaks kasutada nn. adi-
tiivset stimboolikat. Tehtemérgina kasutatakse mérki + ja tehet
kutsutakse liitmiseks, {ihikelementi kutsutakse nullelemendiks ja
kasutatakse stimbolit 0, elemendi a poérdelementi kutsutakse vas-
tandelemendiks ja tdhistatakse stimboliga —a. Seega Abeli rithma
definitsioon sonastatakse harilikult jirgmisel kujul.

Definitsioon 1.23. Abeli rithm on hulk A koos kahekohalise algebralﬁis%lstgﬁ%%é%{ ﬁ,b%is ra-

huldab jargmisi tingimusi:

AG1l. (a+b)+c=a+ (b+c)igaa,b,c € A korral;
AG?2. leidub element 0 € A nii, et a +0=a =0+ a iga a € A korral,
AGS3. iga a € A korral leidub element —a € A nii, et a + (—a) =0 = (—a) + a;
AG4. a+b=b+aigaa,be A korral
Mairkus 1.24. Abeli rithma definitsiooni saaks esitada ka pisut lithemalt. Teades, et iga a,b korral
a+b=0b+ajaa+0=a, saame jireldada, et ka 0 +a = a4+ 0 = a. Samamoodi voiks definitsioonist &ra
jatta vorduse 0 = (—a) + a.
Abeli rithma korral rasgitakse ka elementide a ja b vahest, mis defineeritakse vordusega
a—b:=a+(-b).
Tingimuse AG3 pohjal on selge, et iga a korral
a—a=0.
Jargmist omadust laheb Abeli rithmades arvutades véga tihti vaja.

Lause 1.25. Kui (A,+) on Abeli riihm ja a,b,c € A, siis

a+b=c — a=c—b.

10



TOEsTUS. Kehtigu vordus a + b = ¢, kus a,b,¢c € A. Liites selle vorduse molemale poolele
elemendi —b saame

(a+b)+ (=b)=c+ (=b)=c—0b.

Kuna

(a+b)+(—b)A21a+(b+(—b)) a+0 = a,

AG3 AG2
siis saamegi vorduse a = ¢ — b. O

Tdestatud omadust voib sonastada ka nii: Abeli rihmas voib elemendi viia vorduse thelt
poolelt teisele poolele vastandmdrgiga.

1.4. Ring ja korpus

Vaatleme niitid selliseid struktuure, milles on kaks kahekohalist algebralist tehet. Néiteks
arvuhulkade puhul on loomulik vaadelda nii liitmist kui korrutamist, samuti ruutmaatriksite
korral. Nendel tehetel on mitmeid héid omadusi.

Definitsioon 1.26. Ring on hulk R koos kahe kahekohalise algebralise tehtega + ja -, mis
rahuldavad jargmisi tingimusi:

R1l. (a+b)+c=a+ (b+c)igaa,b,ce€ R korral;

R2. leidub element 0 € R nii, et a +0=a =0+ a iga a € R korral;

R3. iga a € R korral leidub element —a € R nii, et a + (—a) =0 = (—a) + a;
R4. a+b=0b+aiga a,b € R korral;

R5. (a-b)-c=a-(b-c)igaa,b,c € R korral;

R6. leidub element 1 € R nii, et a-1=a=1-a iga a € R korral;

R7. a-(b+c¢)=a-b+a-cigaa,b,ce R korral;

R8. (a+b)-c=a-c+b-cigaa,b,c€ R korral.

Harilikult kirjutatakse ringi puhul a - b asemel lithemalt ab. Definitsiooni tingimustest R1-
R4 ndeme, et ring peab liitmise suhtes olema Abeli riihm. Tingimusi R7 ja R8 kutsutakse
distributiivsuse seadusteks.

Mairkus 1.27. Algebras esineb erinevaid ringi definitsioone. Vahel ei nduta tingimust R6, ménikord
isegi tingimust R5. Seega algebralisi tekste lugedes peab hoolega jilgima, milliseid ringe silmas pee-

takse. Kéesolevas kursuses vaatleme vaid selliseid ringe, mis rahuldavad koiki tingimusi R1-RS, s.t.
ithikelemendiga assotsiatiivseid ringe.

Ringides on terve rida omadusi, mida kiill definitsioonis ei néuta, kuid mis jarelduvad defi-
nitsioonist lihtsasti ja mis aitavad arvutusi ringi elementidega labi viia. Loetleme neist moned.

Lause 1.28. Kui R on ring ja a,b,c € R, siis
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3. a(b—c) =ab—ac;
4. (a—b)e = ac—bc.

TOEsTUS. 1. Olgu a € R. Siis
0a = (0+0)a = 0a + Oa.
R2 R8

Kasutades lauset saame vorduse
0a = 0a — 0a = 0.
R3

Vorduse a0 = 0 saab toestada analoogiliselt.
2. Olgu a,b € R. Siis
=0b = ((— b= (—a)b+ abd.
0=0 R3(( a) +a) RS( a)b+a

Lause |1.25| pohjal
(—a)b=0—ab = —ab.
R2

Vorduse a(—b) = —ab saab toestada analoogiliselt.
3. Olgu a, b, c € R. Siis
alb—c)=a(b+ (—c)) = ab+a(—c) = ) ab+ (—ac) = ab — ac.

om.

4. Vorduse (a — b)c = ac — be saab toestada analoogiliselt. O

Definitsioon 1.29. Ringi nimetatakse kommutatiivseks, kui tema korrutamistehe on kom-
mutatiivne.

Niide 1.30. (Z,+, ) on kommutatiivne ring.

Definitsioon 1.31. Ringi (R,+,-) elementi nimetatakse pddratavaks, kui tal leidub poord-
element selle ringi korrutamistehte suhtes, s.t. kui see element on pésératav monoidis (R, -). Ringi
R koigi pooratavate elementide hulka téhistatakse stimboliga U(R).

Naide 1.32. 1. Ringi Z korral U(Z) = {1, —1}.

2. Ringi R korral U(R) =R\ {0}.

3. Reaalarvuliste elementidega n-ndat jirku ruutmaatriksite hulk Mat, (R) on ring maat-
riksite liitmise ja korrutamise suhtes. Ruutmaatriksite ringi nullelement on nullmaatriks ja
iihikelement on iihikmaatriks. Kui m > 2, siis see ring ei ole kommutatiivne. Niiteks ringis
Mato(R) on nullmaatriksist erinev maatriks

(00)

Definitsioon 1.33. Korpus on kommutatiivne ring, milles on vihemalt kaks elementi ja mille
koik nullelemendist erinevad elemendid on péératavad.

mittepooratav.

Miérkus 1.34. Ringi puhul on voimalik, et 1 = 0 (iithikelement vordub nullelemendiga). Sellisel
juhul see ring koosnebki ainult ithest elemendist, sest mistahes elemendi a korral a = al = a0 =
0. Jarelikult, kui ringis on vihemalt kaks elementi, siis selles ringis 1 # 0. Muuhulgas korpuses
on alati ithikelement nullelemendist erinev.
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Arvestades tingimusi R5 ja R6 ndeme, et korpuse nullelemendist erinevad elemendid moo-
dustavad rithma korrutamise suhtes.

Mirkus 1.35. Eestikeelses kirjanduses (nt. [1], [2]) ei ole tihti ndutud, et korpuse korrutamine
oleks kommutatiivne. Kéesolevas kursuses me seda siiski nduame ja loodame, et sellest ei teki
segadust.

Niide 1.36. 1. (Z,+,-) on kommutatiivne ring, mis ei ole korpus (nt. elemendil 2 € Z ei leidu
ringis Z poordelementi korrutamise suhtes).
2. (Q,+,) ja (R,+,) on korpused.

Mérkus 1.37. Korpuste puhul (nt. Q ja R korral) riégitakse sageli jagamisest. Nimelt 6eldakse,
et korpuse K elemendi a ja nullist erineva elemendi b jagatis on element ab~! (elemendi a ja
elemendi b poordelemendi korrutis) ning tihistatakse seda elementi siimboliga . Sellise téhistuse

korral saab kasutada harilikke murdudega arvutamise reegleid. Néiteks { - ¢ = 7. Toepoolest,

5 ¢= (ab"He=a(b™le) =alcb™) = (ac)h™t = 3

Lugeja voiks proovida iseseisvalt veenduda, et korpuses

a C
gfg e ad = be.

Definitsioon 1.38. Ringi R nullist erinevaid elemente ¢ ja b nimetatakse nullitegureiks, kui
ab = 0. Ring on nullitegureita, kui temas ei ole nullitegureid.

Lause 1.39. Korpuses ei ole nullitegureid.

TOEsTUS. Olgu K korpus ja oletame vastuviiteliselt, et a,b € K on nullist erinevad elemendid,
mille korral ab = 0. Korrutades selle vorduse molemaid pooli paremalt elemendiga b~!, saame

a=ual = a(bbil) = (ab)lf1 =0b! =0,

mis on vastuolus eeldusega. O

Ka ring Z, mis ei ole korpus, on nullitegureita. Nullitegureid leidub niiteks ringis Mats(R).

Definitsioon 1.40. Oeldakse, et ring R on taandamisega, kui mistahes a,b,¢c € R, ¢ # 0
korral vordusest ac = be jareldub vordus a = b ja vordusest ca = cb jireldub vordus a = b.

Lause 1.41. Ring on taandamisega parajasti siis, kut ta on nullitegureita.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu R taandamisega ring. Oletame, et ab = 0, kus a,b € R. Kui
a # 0, siis vordusest ab = a0 elementi a taandades saame vorduse b = 0. Seega vordusest ab = 0
jareldub, et kas a = 0 v6i b = 0, mis tdhendab, et R on nullitegureita.

Prsavus. Olgu R nullitegureita ring, a, b, ¢ € R, ¢ # 0 ja ac = be. Siis ac—be = 0 ehk (a—b)c = 0.
Kuna ¢ # 0 ja nullitegurid puuduvad, siis a —b = 0 ehk a = b. Teise implikatsiooni saab tdestada
analoogiliselt. O
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1.5. Alamring ja alamkorpus

Definitsioon 1.42. Ringi R alamhulka S nimetatakse alamringiks, kui
1. iga a,b € S korral a+b € S,
2. iga a € S korral —a € S,
3. iga a,b € S korral ab € S,

4. ringi R iihikelement kuulub hulka S.

Definitsioon 1.43. Korpuse K alamringi L nimetatakse alamkorpuseks, kui iga a € L\ {0}
korral a~! € L.

Mirkus 1.44. Olgu S ringi R alamring. Siis 1 € S, seega ka —1 € Sja0 =1+ (-1) € S.
Niisiis alamring peab sisaldama lisaks iihikelemendile ka ringi R nullelementi.

Niide 1.45. 1. Ring Z on ringi Q alamring.
2. Korpus Q on korpuse R alamkorpus.
3. Hulk 2Z = {2a | a € Z} ei ole ringi Z alamring, sest ta ei sisalda téisarvu 1.

Lause 1.46. Ringi R alamring on ise ka ring tehete suhtes, mis on defineeritud samamoodi
nagu ringi R tehted.

TOEsTUS. Olgu S ringi R alamring ja vaatleme kujutusi

SxS—S5, (a,b) = a+0b,
SxS—S5, (a,b) — ab,

kus summa a + b ja korrutis ab on defineeritud samamoodi nagu ringis R. Tingimused 1 ja 3
alamringi definitsioonis iitlevad, et need kujutused on algebralised tehted hulgal S. Kuna liitmise
ja korrutamise assotsiatiivsus, liitmise kommutatiivsus ja distributiivsuse seadused kehtivad koigi
R elementide jaoks, siis nad kehtivad automaatselt ka S elementide jaoks. Ringi R nullelement
on nullelement ka ringi S liitmistehte jaoks ning ringi R iihikelement on iihikelement ka ringi S
korrutamistehte jaoks. Kui a € S, siis —a € S ja need elemendid on teineteise vastandelemendid
ka ringis S. Seega oleme niidanud, et S on ring. Mérgime veel, et analoogiliselt saaks niidata,
et korpuse alamkorpus on ka ise korpus. O

1.6. Jasdgiklassiringid

Selles paragrahvis tutvume teatud 16plike ringidega, mida kasutatakse palju nii arvuteoorias
kui arvutiteaduses.

Fikseerime mingi naturaalarvu n > 2. On teada, et iga tdisarvu a jaoks leiduvad iiheselt
médratud taisarvud ¢, r nii, et

a=qn+r ja 0<r<n.
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Arvu r nimetatakse jifgiks, mis tekib arvu a jagamisel arvuga n ning arvude ¢ ja r leidmist
kutsutakse jadgiga jagamiseks. Niiteks

17=3-5+2, kus 0<2<5,

mis tdhendab, et 17 jagamisel 5-ga saame jadgi 2.

Definitsioon 1.47. Oecldakse, et tiisarv b jagab tiisarvu a (ja kirjutatakse b | a), kui leidub
selline téisarv c, et bc = a.

Teiste sonadega voib Gelda, et arv b jagab arvu a, kui a jagamisel arvuga b tekib jaak 0.
Lihtne on veenduda, et kui a,b,c,d € Z, a |bjaa|c, siisa|b=Ecjaalbd.

Definitsioon 1.48. Oeldakse, et tiisarvud a ja b on kongruentsed mooduli n jirgi, kui n |
a — b. Téhistus: a = b (mod n).

Lause 1.49. Tdisarvud a ja b on kongruentsed mooduli n jdrgi parajasti siis, kui nad annavad
arvuga n jagades sama jadgs.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu a = gn + r, kus 0 < r < n. Eeldame, et a = b (mod n). Siis
n | a — b, mis tdhendab, et nk = a — b mingi k € Z korral. Jarelikult

b=a—nk=qn+r—nk=(q—k)n+r.

Siit ndeme, et ka b annab arvuga n jagamisel jadgi r.
Puisavus. Eeldame, et a = gin +r ja b = gn + 7, kus q1,q2,7 € Z ja 0 < r < n. Siis
a—b=(q1 — q2)n, mis tdhendab, et n | a — b. O

Kuna seos “a ja b annavad arvuga n jagades sama jédgi” on ilmselt ekvivalentsiseos tdisarvude
hulgal, siis on ka kongruentsusseos (mooduli n jérgi) ekvivalentsiseos téisarvude hulgal. Iga ek-
vivalentsiseose puhul voib vaadelda ekvivalentsiklasse selle seose jargi. Kongruentsusseose puhul
tdhistatakse arvu a € 7Z ekvivalentsiklassi stimboliga @ ja nimetatakse arvu a ja#giklassiks
mooduli n jargi. Niisiis

a = {beZ|a=b (modn)} ={beZ|ajabannavad n-ga jagamisel sama jisgi}.

Nagu hulgateooriast teada, voib ekvivalentsiklassi esindajaks valida mistahes elemendi sellest

ekvivalentsiklassist. Niiteks kui n = 5, siis 2 =17 = —8.
Et erinevaid jédke, mis n-ga jagamisel saab tekkida, on tépselt n tiikkki (need jéégid on
0,1,...,n—1), siis mooduli n jirgi on tiapselt n jidgiklassi. Nende jasgiklasside hulka téhistatakse

Zn =1{0,1,...,n—1}.
Defineerime niiiid tehted jédgiklasside hulgal.

Definitsioon 1.50. Jisigiklasside @, b € Z,, summa ja korrutis defineeritakse vérdustega

a+b = a+b,
a-b = a-b.

Lemma 1.51. Jddgiklasside listmine ja korrutamine on korrektselt defineeritud.
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TOESsTUS. Korrektsuse toestamiseks peame néitama, et tehte tulemus ei soltu sellest, millised
taisarvud me jadgiklasside esindajateks valime. Oletame, et a3 = a3 ja by = by. Siis n | a1 — a9
jan | by — by. Jérelikult

n ’ (al — (12) + (bl — bg) = (a1 + bl) — (CLQ + bg),

s.t. a; + by = a2+ by (mod n) jaa; + by = ay + be. Et
a1by — agby = ay(by — ba) + ba(a1 — ag)

ja n jagab selle vorduse paremat poolt, siis n | a1by — azbe ning jérelikult a1by = agby (mod n)
ehk a1b1 = aqbs. Od

Teoreem 1.52. Hulk Z,, on eespool defineeritud tehete suhtes kommutatiivne ring. See ring on
korpus parajasti siis, kui n on algarv.

TOESTUS. Tehete definitsioonidest ja tdisarvude omadustest jareldub kergesti, et Z, on kom-
mutatiivne ring. Uksikasjade kontrollimise jitame lugejale.

Toestame teise viite. Oletame, et Z, on korpus, kuid n ei ole algarv, s.t. leiduvad sellised
a,b € N, 1 <a,b<n,etn=ab Siisab=n =0, kuid @ # 0 ja b # 0. Kuna korpuses ei ole
nullitegureid (lause , siis oleme saanud vastuolu. Seega n peab olema algarv.

Oletame niiiid, et n on algarv. Votame nullist erineva elemendi @, kus 1 < a < n — 1, ringis
Zy,. Siis SUT(a,n) = 1. On teada (vt. [1], lause 6.3.5), et sellisel juhul leiduvad z,y € Z nii, et
ax + ny = 1. Jarelikult

Il=ar+ny=az+ny=azxz+0y=azx+0=aT7,

mis tdhendab, et element @ on pooratav. Kuna iga nullist erinev element on pdératav, siis oleme
nédidanud, et Z, on korpus. |

Definitsioon 1.53. Ringe Z,, kus n € N, kutsutakse ja#giklassiringideks. Korpusi Z,, kus
p on algarv, kutsutakse jadgiklassikorpusteks.

Niide 1.54. Kuna 5 on algarv, siis Zs on korpus. Selles korpuses

|
—

1 =1, sest 1-1=1,
37123, sest 2-3=1,
371232 gest 2-3=1,
I7'=4 sest 4-4=T.

Ring Zg ei ole korpus, sest niiteks nullist erineval elemendil 2 ei leidu péérdelementi. Selles
ringis leidub nullitegureid: 2 - 3 = 0, kuigi 2 # 0 ja 3 # 0.
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2. Kompleksarvud
2.1. Kompleksarvude korpus

Meile héstituntud ratsionaalarvude hulk Q ja reaalarvude hulk R on korpused. Samuti
nigime, et iga algarvu p jaoks on olemas p-elemendiline jéégiklassikorpus Z,. Kuigi reaalar-
vude korpusel on palju hdid omadusi, on tal ka {iks oluline puudus: temas ei ole véimalik leida
vorrandi

2 =—1

lahendit (ja, nagu me teame, ka mitmete teiste ruutvorrandite lahendeid). Sellest puudusest iile
saamiseks konstrueeritakse iiks suurem arvuhulk, mis sisaldab reaalarvude hulka ja kus antud
vorrand on lahenduv. Seda suuremat hulka kutsutakse kompleksarvude hulgaks. Kompleksar-
vude defineerimiseks on mitmeid véimalusi. Meie teeme seda defineerides jérjestatud reaalarvu-
paaride hulgal R? tehted sobival viisil.

Lause 2.1. Hulk R? = {(a,b) | a,b € R} on korpus liitmise ja korrutamise suhtes, mis on
defineeritud vordustega

(a,b) + (¢,d) = (a+ec¢,b+d),
(a,b)(c,d) = (ac—bd,bc+ ad).

TOEsTUS. Kui a,b, ¢, d € R, siis a+c¢,b+d,ac—bd, bc+ad € R. Seega on defineeritud liitmine ja
korrutamine algebralised tehted hulgal R?. Lihtne on veenduda, et (R?,4) on Abeli rithm, kus
nullelemendiks on paar (0, 0) ja paari (a,b) vastandelement on paar (—a, —b). Kui a, b, c,d,e, f €
R, siis

((aab)(cud))(eaf) ac—bd bc+ad)( f)
(ac — bd)e — (bc + ad) f, (bc + ad)e + (ac — bd) f)
ace — bde — bef — adf,bce + ade + acf — bdf)

(
(
(
(a(ce — df) — b(de + cf),b(ce — df ) + a(de + cf))
(
(a
(

a,b)(ce — df,de + cf)

a,b)((c, d)(e, [)),
ac — bd, bc + ad) = (ca — db,da + ¢b) = (¢,d)(a, b),

(a,b)(c,d) =
mis tdhendab, et korrutamine on assotsiatiivne ja kommutatiivne. Et mistahes a,b € R korral
(a7b)(1a0) = (a' 1-56-0,b- 1—|—(IO) = (aab)

ja kommutatiivsuse tottu ka (1,0)(a,b) = (a,b), siis (1,0) on iihikelement korrutamise suhtes.
Kui a,b,¢,d, e, f € R, siis

(a,b)((c,d) + (e, f)) = (a,;b)(ct+e,d+ f)
(alc+e)—bld+ f),blc+e)+ald+ f))

= (ac+ae—bd—bf,bc+ be+ ad+ af)
(
(a,

ac — bd, bc + ad) + (ae — bf,be + af)
b)(c,d) + (a,b)(e, f)

ja seega kehtib esimene distributiivsuse seadus. Teise kehtimine jéreldub jéllegi korrutamise
kommutatiivsusest. Sellega oleme niidanud, et hulk R? on defineeritud tehete suhtes ring.
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Olgu niiiid (a,b) € R? nullelemendist (0,0) erinev element, s.t. a # 0 v6i b # 0, millest
jareldub, et a® 4+ b # 0. Kuna

(a,b)-( a —b >:<a2+b2 ba—ab>:(1’0)7

a? + b2’ a? + b2 a? + b2’ a? + b?

siis )
a p—
b))t = , e R?.
(a,) (a2+b2 a2—|—62>
Sellega oleme niidanud, et R? on defineeritud tehete suhtes korpus. O

Lauses konstrueeritud korpust tdhistame siimboliga C ja nimetame kompleksarvude
korpuseks. Selle korpuse elemente kutsutakse kompleksarvudeks.

Meie jargmiseks eesmirgiks on leida korpuses C midagi, mis oleks teatud mottes sarnane
reaalarvude korpusega.

Lause 2.2. Hulk R' = {(a,0) | a € R} on korpuse C alamkorpus.

TOESTUS. Kuna mistahes a,b € R korral

(a,0) + (b,0) = (a+b,0) € R/,
—(a,0) = (—a,0) € R,
(a,0)(b,0) = (ab— 0,0+ 0) = (ab,0) € R/,
(1,0) e R,

siis R” on alamring. Kui (a,0) € R’ ei ole nullelement (s.t. a # 0), siis on sellel elemendil hulgas
R’ olemas podrdelement (%, 0) € R’. Seega R’ on korpuse C alamkorpus. |

Kui kahe sama tiiiipi algebralise struktuuri vahel leidub iiksiithene vastavus (bijektsioon),
mis séilitab tehteid, siis neid struktuure nimetatakse isomorfseteks. Ringide korral vGtab see
definitsioon jargmise kuju.

Definitsioon 2.3. Ringe R ja R’ nimetatakse isomorfseteks, kui leidub bijektiivne kujutus
f: R — R nii, et

RH1. f(a+0b) = f(a)+ f(b) mistahes a,b € R korral (s.t. f siilitab liitmist);
RH2. f(ab) = f(a)f(b) mistahes a,b € R korral (s.t. f siilitab korrutamist);
RH3. f(1) =1 (s.t. f sdilitab {ihikelementi).

Sellist kujutust f nimetatakse isomorfismiks ringist R ringi R’. Kahte korpust nimetatakse
isomorfseteks, kui nad on isomorfsed ringidena.

Mirkus 2.4. Kujutust f, mis rahuldab tingimusi RH1-RH3 nimetatakse ringide homomor-
fismiks. Seega ringid on isomorfsed, kui nende vahel leidub bijektiivne homomorfism. Saab
niidata, et kui f on bijektiivne ja rahuldab tingimust RH2, siis f(1) = 1, seega tingimuse RH3
voiks definitsioonist 2.3 ka vilja jéitta.

Lause 2.5. Reaalarvude korpus R on isomorfne korpusega R’ lausest (2.9
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TOEsTUS. Kujutus
f:R—=TR, a~ (a,0)

on ilmselt bijektiivne. Kuna mistahes a,b € R korral
fla+b) = (a+b,0)=(a,0)+(b,0) = f(a) + f(b),
f(ab) = (ab,0)=(a-b—0-0,0-b+a-0)=(a,0)(b,0)= f(a)f(b),
[ = (1,0),

siis f on isomorfism.

)
/

|

Arvestades isomorfismi korpuste R ja R’ vahel samastatakse enamasti reaalarv a korpuse
C elemendiga (a,0). Seda samastamist arvestades voime korpuse C mistahes elemendi (a,b)
kirjutada iiles kujul

(a,) = (a,0) + (0,b) = (,0) + (b,0)(0,1) = a+ bi,
kus oleme tahistanud ¢ := (0, 1). Paneme téhele, et elemendi ¢ € C ruut on —1:
i =(0,1)(0,1) =(0-0—1-1,1-040-1) = (=1,0) = —1.

Seega vorrandil 22 = —1 on korpuses C olemas lahend. Kompleksarvu i nimetatakse imagi-
naariithikuks.
Harilikult esitataksegi kompleksarve kujul

a + bi,

kus a,b € R. Sellist kuju nimetatakse kompleksarvu algebraliseks kujuks.
Kui b on negatiivne, siis harilikult kirjutatakse a+bi asemel a — |b|i. Néiteks 24 (—3)i asemel
kirjutatakse harilikult 2 — 3.

Definitsioon 2.6. Kui z = a + bi on algebralisel kujul esitatud kompleksarv, siis
e reaalarvu a nimetatakse z reaalosaks (téhistatakse a = Re 2);
e kompleksarvu bi nimetatakse z imaginaarosaks;

e reaalarvu b nimetatakse z imaginaarosa kordajaks (téhistatakse b = Im z).

Definitsioon 2.7. Kompleksarvu, mis ei ole reaalarv, nimetatakse imaginaararvuks. Imagi-
naararvu, mille reaalosa on 0, nimetatakse puhtimaginaararvuks.
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Seega néiteks b + 2¢ on imaginaararv ja —3¢ on puhtimaginaararv.
Kaks algebralisel kujul esitatud kompleksarvu a + bi ja ¢ + di on vordsed, kui jarjestatud
paarid (a,b) ja (c,d) on vordsed. Seega

a+bi=c+di<=a=cjab=d.
Teiste sonadega: kaks kompleksarvu on vérdsed parajasti siis, kui nende kompleksarvude reaal-
osad on vordsed ja imaginaarosa kordajad on vordsed.
Algebralisel kujul ndevad tehete definitsioonid vélja jirgmised:
(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i,
(a+bi)(c+di) = (ac—bd)+ (bc+ ad)i.

Samuti kehtivad eelpooldeldut arvestades vordused
—(a+bi) = —a-—bi,

(@+bi)? = -2+ BUNPI.

a?+b a4 a2+
Ka kompleksarvude korpuses voib radkida nullist erineva arvuga jagamisest pidades selle all
silmas poordelemendiga korrutamist (vt. mérkust [1.37)). Seega

c+di (c+di)(a— bi)
a+ bi a?+b>
Selle eeskirja voib sonastada jargmiselt: selleks, et jagada kompleksarv ¢ + di nullist erineva

kompleksarvuga a + bi tuleb arv ¢ + di korrutada kompleksarvuga a — bi ja tulemus reaalarvuga
1

- (a — bi).

= (c+di)-(a+bi) =

252 -
‘ Hi{ompleksarvude teooria arengule on kaasa aida-
nud paljud matemaatikud alates itaalia matemaatikust L A L G E B R A
Gerolamo Cardanost (1501-1576). Siistemaatilisema PARTE MAGGIORE
teooria loojaks voib pidada suhteliselt vdhetuntud itaa- DELLARIMETICA
lia matemaatikut Rafael Bombellit (1526-1572), kes DIVISA IN TRE LIBRI
avaldas 1572. aastal raamatu “L’Algebra”. Selles raa- e Rﬁ"i,i:g::““

matus on dra toodud reeglid kompleksarvude liitmiseks,
lahutamiseks, korrutamiseks ja juurimiseks.

Nonamente pofiainluce.

IN BOLOGNA
Nella flamperia ds Gionanni Rofi
MDLYXI1I
Con Licentia delliRR. VV. del Vefc. & Inquifit.

Rafael Bombelli “L’Algebra”

2.2. Kompleksarvude geomeetriline tolgendus

Olgu antud tasand koos ristkoordinaadistikuga. Siis tekib iiksiithene vastavus selle tasandi
punktide ja reaalarvupaaride (a,b) (nende punktide koordinaatide) vahel. Seega on ka komp-
leksarvud iiksiiheses vastavuses selle tasandi punktidega: kompleksarvule a + bi vastab punkt
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koordinaatidega (a, b). Tasandit koos kirjeldatud vastavusega nimetatakse komplekstasandiks.
Koordinaadistiku z-telge nimetatakse reaalteljeks ja y-telge imaginaarteljeks. Reaalteljel
asuvad parajasti reaalarvudele vastavad punktid ning imaginaarteljel puhtimaginaararvudele ja
0-le vastavad punktid. Koordinaatide alguspunkt vastab kompleksarvule 0.

Vo6ib vaadelda ka selle tasandi vabavektorite hulka. Iga punkti koordinaadid on selle punkti
kohavektori koordinaadid. Teades, et vektorite liitmisel tuleb liita nende vastavad koordinaa-
did, voime oOelda ka, et kompleksarvude liitmisele vastab nendele arvudele vastavate punktide
kohavektorite liitmine.

imaginaartelg

bi |- -—---2 o a+bi

reaaltelg

a—b

Definitsioon 2.8. Kompleksarvu z = a+ bi kaaskompleksarvuks nimetatakse kompleksarvu
Z=a— bi.

Seega antud kompleksarvule ja tema kaaskompleksarvule vastavad punktid komplekstasandil
asetsevad stimmeetriliselt reaaltelje suhtes.
Vaatleme moéningaid kaaskompleksarvude omadusi.

Lause 2.9. Mistahes kompleksarvude z,w korral

TOESTUS. Olgu z = a+bi ja w = c+di. Vaited 1 ja 2 jarelduvad vahetult definitsioonist. Lisaks
sellele
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g

Olgu niiiid komplekstasandil antud veel polaarkoordinaadistik, mis koosneb iihest fikseeritud
punktist (poolusest) ja sellest punktist algavast kiirest (polaarteljest). Olgu poolus ja polaartelg
valitud nii, et pooluseks on reaal- ja imaginaartelje 16ikepunkt ja et polaartelg langeb kokku
reaaltelje positiivse suunaga. Igale kompleksarvule z = a + bi vastab komplekstasandil punkt,
mille ristkoordinaadid on (a,b). Sellise punkti polaarkoordinaatideks on

1) polaarraadius ehk punkti kaugus r poolusest,

2) polaarnurk ehk nurk ¢ polaartelje ja vaadeldava punkti kohavektori vahel moddetuna
kellaosuti liikumise vastassuunas (ehk vastupéeva).

Reaalarvu r nimetatakse kompleksarvu z mooduliks ja nurka ¢ tema argumendiks. Ka-
sutatakse tahistusi

r=l2l ja o= arg(2).

Kompleksarvu 0 moodul on 0, aga argument ei ole méaratud.
Pythagorase teoreemi pohjal (vt. joonist selle paragrahvi alguses) on selge, et

r=+/a%+ b2.

Arvule z vastava komplekstasandi punkti ristkoordinaatide ja polaarkoordinaatide vahel keh-
tivad jargmised seosed:

T COS (P,

b = rsing.

Siit ndeme, et kui a # 0 (s.t. kui kompleksarvule vastav punkt ei asu imaginaarteljel), siis

b
tanp = —.
a

Kui a =0 jab# 0, siis ¢ = § voi ¢ = 37” soltuvalt sellest, kas b > 0 v6i b < 0.
Samuti voime delda, et z =a+ bi = rcosp +1i-7siny = r(cos ¢ + isin p). Kompleksarvu z
esitust kujul

‘z :r(cos<p+ising0)‘

nimetatakse selle kompleksarvu trigonomeetriliseks kujuks.
Arvestades siinus- ja koosinusfunktsiooni perioodilisust voib celda, et

r(cos ¢ + isin ) = r(cos(p + 2km) + isin(p + 2k))

iga k € Z korral. Seda silmas pidades on mugav lugeda arvu z trigonomeetriliseks kujuks ka
need avaldised, kus ¢ asemel on ¢ + 2km, kus k € Z. Siis voime 6elda, et

r1(cos @y + isin 1) = ro(cos g + isin ) <= 11 =ro A (Fk € Z)(p1 = w2 + 2km).  (4)

Sonades: trigonomeetrilisel kujul antud kompleksarvud on vordsed parajasti siis, kui nende moo-
dulid on vérdsed ja argumendid erinevad tdispodrde taisarvkordse vorra.

Niide 2.10. Kompleksarvu z = 3—‘2/?:4—%2 voib trigonomeetrilisel kujul esitada néiteks jargnevalt:

3( 7r+,, 7'[') 3 137r+,, 137 3 117 Lisi 117
= — in— )= — n— | = . in{ —— .
z cos 5 78 5 cos 5 18 5 cos 5 78 6
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Uurime, kuidas korrutada trigonomeetrilisel kujul olevaid kompleksarve. Olgu meil arvud
21 = 11(cos 1 +isin 1) ja zo = ro(cos w2 + i sin p9). Siis kasutades summa siinuse ja koosinuse
valemeid saame, et

z1z2 = 1rirg[(cos @1 cos w2 — sin g sin pg) + i(cos 1 sin @y + sin @1 cos p2)]
= rira(cos(p1 + w2) +isin(e1 + ¢2)).

Seega kompleksarvude korrutise moodul on tegurite moodulite korrutis ja korrutise argument on
tequrite argumentide summa:

‘leg = rira(cos(p1 + p2) + isin(p1 + ¢2)). ‘ (5)

Kui z = r(cos ¢ + isin ) # 0, siis

2. (i(cos(—s@) + isjn(—gp))) = ;(Cos(go — @) +isin(p —¢)) =cos0+isin0 =1,

mis tdhendab, et

1= %(cos(—gp) +isin(—p)).

Jarelikult, kasutades eelnevaid tahistusi véime 6elda, et zo # 0 korral

Z1 T

_ 1 .
— =212, - —(cos(p1 — p2) +isin(pr — @2)).
Z9 T2

Niisiis: kompleksarvude z1 ja zo jagatise moodul on nende arvude moodulite jagatis ja argu-
ment on nende arvude argumentide vahe.

Kui z = r(cos¢ + ising) ja n € N, siis valemit korduvalt rakendades saame jirgmise
valemi kompleksarvu astendamiseks:

‘z” = r"(cosny + isinny). ‘

Seda valemit kutsutakse Moivre’i valemiks prantsuse mate-
maatiku Abraham de Moivre’i (1667-1754) jargi.

2.3. Kompleksarvude juurimine

Kui kompleksarvu astendamisega on téanu Moivre’i valemile
asi lihtne, siis juurimise puhul on olukord tunduvalt keerulisem.

Abraham de Moivre

Definitsioon 2.11. Olgu n naturaalarv. Kompleksarvu w nime-
tatakse n-nda astme juureks kompleksarvust z, kui w"™ = z.
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Kuna nullist erinevate kompleksarvude korrutis ei saa olla null, siis ainsaks n-nda astme
juureks kompleksarvust 0 on 0 ise. Edasises tegeleme nullist erinevate kompleksarvude juur-
te uurimisega. Osutub, et nullist erineval kompleksarvul z v6ib olla mitu n-nda astme juurt.
Tihistame koigi nende juurte hulka siimboliga {/z. Niisiis

Ve={weC|uw" =z}

Kui r on kompleksarvu z # 0 moodul, siis siimboliga {/r tihistame sellist positiivset reaalarvu,
mille n-s aste on 7. Hulga {/z elemendid saab leida jirgmise teoreemi abil.

Teoreem 2.12. Kuin € N ja z = r(cosp + ising) € C\ {0}, siis n-nda astme juuri arvust z
on tapselt n tikki ja nende hulk on

2% 2%
%:{%(COSW—{—iSinW)‘k‘E{O,l,...,n—l}}. (6)

TOESTUS. Kui votame suvalise arvu toestatava vorduse paremal poolel olevast hulgast ja kasu-
tades Moivre’i valemit tostame selle astmesse n, siis saame arvu z. Seega paremal poolel olev
hulk sisaldub hulgas {/z.
Néiitame, et kehtib vastupidine sisalduvus. Olgu w = s(cos®) + isiney) € ¥/z. Siis w™ = z.
Moivre’i valemi pohjal
s"(cosnip + isinnip) = r(cos ¢ + isinp).

Kriteeriumi tottu s™ = r ja leidub selline [ € Z, et nyp = ¢ + 2w, Jérelikult s = {/r ja
Y = %2”. Jagades arvu [ jadgiga arvuga n saame leida sellised ¢,k € Z, et | = qn + k ja

0 < k < n. Seega
CpH2r  p42qn+ k)T o+ 2kn

(0 + 2qm
n n
ja
21 21
w = s(cosy +isiny) = Yr <cos L + isin P W)
2k 2k
n n

kus k € {0,1,...,n—1} ja viimase vorduse juures kasutasime siinuse ja koosinuse perioodilisust.

Sellega oleme toestanud néutud hulkade vorduse.

Naitame 16puks, et n-nda astme juuri on tépselt n tiikki. Neid ei saa olla rohkem kui n, sest
vorduse @ paremal poolel olevas hulgas on {ilimalt n elementi. Veendume, et neid on vihemalt
n. Selleks néditame, et argumentide

P pt+2m p+dr e+2(n—1)rm

) ) sy
n n n n

hulgas ei ole selliseid, mis erineks téispoorde téisarvkordse vorra (siis kriteeriumi (4)) tottu peavad
vastavad kompleksarvud olema paarikaupa erinevad). Oletame vastuviiteliselt, et 0 < k < [ <
n—1ja

o+2r  o+2kr  (I—-k)-2n

2mu = - =
n n n
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mingi v € Z korral. Jérelikult nu = [ — k > 0, millest saame, et u # 0. Jarelikult v > 1 ja
Il — k > n, mis on vastuolus eeldusega. O

Valemi @ pohjal véib geomeetriliselt Gelda, et n-nda astme juured kompleksarvust z =
r(cosp +ising) € C\ {0} asuvad komplekstasandil sellise korrapirase n-nurga tippudes, mille
iimberringjoone raadius on Yr.

Niide 2.13. Olgu z = 8i = 8(cos 90° + isin 90°). Siis /z = {wo, w1, wa}, kus

wyp = 2(cos30° +isin30°),
w; = 2(cos150° + isin 150°),
wy = 2(cos270° 4 isin270°).

Seega kuupjuured wop, w1, wo asuvad korrapérase kolmnurga tippudes, mille timberringjoone raa-
dius on 2.

w1 Wo

w2

Definitsioon 2.14. n-nda astme iihejuur on n-nda astme juur kompleksarvust 1.

Kuna 1 = cos0 + ¢sin 0, siis valemi @ pohjal

2 2
{ﬁ:{coskw—l—isinkﬁ k‘G{O,l,...,n—l}}.
n n

Téahistame iga | € Z korral

2r . 2«
£ :=COS — +1SIn —
n n

ja toome sisse ka tédhistuse
Hn = {80,61, NN 75n—1} = {Lfl

Kasutades samasugust mottekédiku nagu oli teoreemi toestuses voime delda, et

Hn={€l|lEZ}. (7)
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Paneme veel téhele, et Moivre’i valemist jareldub, et iga k € {0,1,...,n — 1} korral
Ek — 5If,

s.t. k6ik n-nda astme iihejuured avalduvad 1 astmetena. Samuti voib 6elda, et mistahes k,[ € Z
korral

2k 21 k—1)-2
ey =¢ = (EuEZ)<2w-u:W_W:W>
n n n

— (FueZ)(nu=k—-l)<=n|k—-l<= k=1 (modn).

Teoreem 2.15. n-nda astme thejuurte hulk H,, on rihm kompleksarvude korrutamise suhtes.

TOEsTUS. Kui ¢4,¢; € Hy,, siis ka

2(k +1 2(k+1
sk-el:cosu—l—isinu:skHGHn
n n

tédnu vordusele , seega korrutamine on algebraline tehe hulgal H,,. Kuna kéigi kompleksarvu-
de korrutamine on assotsiatiivne, siis on seda ka iihejuurte korrutamine. Samuti on iihejuurte
korrutamine kommutatiivne. Uhikelemendiks on kompleksarv 1 = ¢g € H,,. Et mistahes k € Z
korral

Ek €k =E€k—k =¢€0 =1,

siis £, 1 = e_. Seega (H,,,-) on rithm. O

Tuleb vilja, et ithejuurte rithmad on viga sarnased jadgiklassiriihmadega.

Definitsioon 2.16. Rithmad (G, x) ja (H,o) on isomorfsed, kui leidub bijektiivne kujutus
f: G — H nii, et iga a,b € G korral

flaxb) = f(a)o f(b).
Lause 2.17. Rihmad (Hy,-) ja (Zn,+) on isomorfsed.
TOESTUS. Defineerime kujutuse f : {eg,e1,...,en_1} — {0,1,...,n — 1} vordusega

flex) = k.

On selge, et see kujutus on siirjektiivne. Kui k = [, siis k = [ (mod n) ja g, = &, mis niitab,
et f on injektiivne. Olgu k,l € Z ja olgu r jiak, mis tekib arvu k 4 [ jagamisel arvuga n. Siis
kE+1=r (mod n), epy = &, ja

Seega kujutusel f on definitsioonis [2.16| noutud omadused. |
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3. Vektorruum. Lineaarne soltuvus

Koolist on teada, et nii tasandil kui kolmemd&otmelises ruumis véib vaadelda vabavektoreid.
Neid vabavektoreid saab omavahel liita ja arvuga korrutada ning nendel tehetel on terve rida h&id
omadusi. Nende struktuuride {ildistamiseks on lineaaralgebras kasutusele véetud vektorruumi
moiste. Kui vabavektoreid saab korrutada reaalarvudega, siis {ildisema vektorruumi elemente
saab korrutada korpuse elementidega.

3.1. Vektorruumi maoiste

Definitsioon 3.1. Hulka V nimetatakse vektorruumiks ehk lineaarseks ruumiks iile kor-
puse K, kui on defineeritud kujutused

VxV =V, (a,b)—a+b,
KxV =V, (ka)w ka,

nii et
VR1. (a+b)+c=a+ (b+c)igaa,b,c €V korral;
VR2. leidub element 0 € V nii, et iga a € V korral a + 0 =a = 0+ q;
VR3. iga elemendi a € V korral leidub element —a € V nii, et a + (—a) =0 = (—a) + a;
VR4. a+b=0b+aiga a,b €V korral;
VR5. k(a+b) =ka+kbigaa,beV jak e K korral;
VR6. (k+1)a=ka+laigaa €V jak,l € K korral;
VRT7. (kl)a = k(la) iga a € V ja k,l € K korral;
VRS8. la =aiga a €V korral.

Vektorruumi V' elemente on tavaks nimetada vektoriteks ja korpuse K elemente skalaari-
deks. Elementi a + b € V nimetatakse vektorite a ja b summaks ning elementi ka € V' skalaari
k ja vektori a korrutiseks. Elementi 0 € V tingimuses VR2 nimetatakse nullvektoriks ja
elementi —a € V tingimuses VR3 nimetatakse vektori a vastandvektoriks.

Mirkus 3.2. Tingimustest VR1-VR4 ndeme, et vektorruum on liitmistehte suhtes Abeli rithm.

Mirkus 3.3. Matemaatilise induktsiooni abil on lihtne néidata, et kui kehtivad tingimused
VR5 ja VR, siis iga naturaalarvu n ja mistahes ai,...,an,a €V, k k1,...,k, € K korral

k(a1 +...4+an) = kay+...+ kay,
(ki+...+kn)a = kia+...+ kpa.

Niide 3.4. 1. Tasandi vabavektorite hulk Eo ja kolmemd&otmelise ruumi vabavektorite hulk Eg
on vektorruumid.

2. Iga korpus K on vektorruum iile iseenda, kui kujutused K x K — K on selle korpuse
liitmis- ja korrutamistehe.

3. (m x n)-maatriksite hulk Mat,, ,(R), mille elementideks on reaalarvud, on vektorruum
iile korpuse R, kui tehetena vaadelda maatriksite liitmist ja maatriksi korrutamist reaalarvuga.

4. Hulk C on vektorruum iile korpuse R, kui liitmisena vaadelda kompleksarvude liitmist
ning reaalarvu ¢ ja kompleksarvu a + bi korrutis defineeritakse kui c¢(a + bi) := ca + cbi.
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Lause 3.5. Iga korpuse K ja naturaalarvu n korral voib hulka K™ vaadelda vektorruumina tile
K, kui tehted defineerida n.é. komponenthaaval:

(kl,---,kn)+(ll,---,ln) = (]€1+l1,...,kn+ln),
K(ki, oo k) = (ke .. k)

mistahes k, k1,...,kn, U1, ..., 1, € K korral.

TOESTUS. On selge, et tegemist on algebraliste tehetega.
VRA. Kui k1,...,kn, 11, ..., 1, € K, siis

(kiyoooskn) + (1, ln) = (k1 + 11,k + 1) (K™ liitmise definitsioon)
=+ k1.l + ki) (K liitmistehe on kommutatiivne)
= (U, lp) + (K1, e k). (K™ liitmise definitsioon)

VR2. Kuna mistahes k1, ..., k, € K korral
(ki,.o  kn) +(0,...,0) =(k14+0,...,ky +0) = (k1,...,kn),

siis nullide jarjend (0, ...,0) on nullelement K™ jaoks.
VR3. Kui k1,...,k, € K, siis

(K1, skn) + (=K1, ..oy —kn) = (k1 + (=k1), ..., kn + (=kp)) = (0,...,0),
mis tdhendab, et jirjendi (kq,...,k,) vastandelemendiks on jarjend (—kq,...,—ky,).
Ulejésinud omaduste kontrolli jitame libimatlemiseks lugejale. O

Vektorruumi K™ nimetame edaspidi n-moétmeliseks aritmeetiliseks vektorruumiks
iile korpuse K.

Lause 3.6. Mistahes vektorruumis V ile suvalise korpuse K kehtivad jirgmised arvutusreeglid.
1. Iga a,b,c € V korral, kut a +b =c, siis a =c —b.

2. 0a = 0 iga a € V korral. (Selle vorduse vasakul poolel olev O tihistab korpuse K nullele-
menti ja paremal poolel olev 0 vektorruumi V' nullelementsi.)

3. k0 =0 iga k € K korral. (Selles vorduses on molemad 0-d V' elemendid.)

4. (=1)a = —a iga a € V korral. (Siin —1 on korpuse K iihikelemendi vastandelement.)

&

(—k)a =k(—a) = —(ka) iga k € K jaa €V korral.
. k(a—0b)=ka—kbigak € K jaa,beV korral.

6
7. (k=1a=ka—laiga k,l € K jaa €V korral.

TOEsTUS. Koik need omadused saab toestada viga sarnaselt sellele, kuidas on toestatud ringide
kohta ké&iv lause [1.28 O
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3.2. Vektorruumi alamruum

Algebras kutsutakse algebralise struktuuri mittetiihje tehete suhtes kinniseid alamhulki alam-
struktuurideks. Nii voib rédkida néiteks alamrithmadest, alamringidest ja alamkorpustest. Meie
uurime pohjalikumalt vektorruumide alamstruktuure.

Definitsioon 3.7. Vektorruumi V mittetiihja alamhulka U nimetatakse V' alamruumiks, kui
AR1 igaa,be U korral a +b € U (s.t. U on kinnine liitmise suhtes);

AR2 igaac U jak € K korral ka € U (s.t. U on kinnine skalaariga korrutamise suhtes).

Naiide 3.8. 1. Iga vektorruumi V' korral on V ise ja nullvektorist koosnev alamhulk {0} selle
vektorruumi alamruumid.

2. Mistahes korpuse K ja naturaalarvu n korral on n-ndat jarku stimmeetriliste maatriksite
(iile K) hulk alamruum vektorruumis Mat,, (K).

3. Hulk U = {(k,0,1) | k,1 € R} on alamruum vektorruumis R? (iile korpuse R).

4. Fikseeritud sirgega paralleelsete vabavektorite hulk on alamruum tasandi vabavektorite
vektorruumis E,.

Lause 3.9. Vektorruumi iga alamruum sisaldab nullvektorit.

TOEsTUS. Olgu U vektorruumi V' alamruum. Kuna U on mittetiihi, siis leidub mingi a € U.
Tingimuse AR2 ja lause [3.6(2) tottu 0 = 0a € U. O

Lause 3.10. Vektorruumi V iga alamruum on ise ka vektorruum tehete suhtes, mis on definee-
ritud samamoodi nagu vektorruumi V tehted.

ToEsTUS. Olgu U vektorruumi V' alamruum. Tingimused AR1 ja AR2 tagavad selle, et vGime
vaadelda kujutusi U xU — U, (a,b) — a+b,ja KxU — U, (k,a) — ka. On selge, et tingimused
VRI1 ja VR4-VRS8 on U korral tdidetud. Lausest jéreldub, et ka tingimus VR2 kehtib U jaoks.
Kui a € U, siis lause pohjal vaib delda, et (—1)a = —a. Kuna AR2 tottu (—1)a € U, siis ka
—a € U. Seega U rahuldab tingimust VR3. O

Definitsioon 3.11. Olgu V vektorruum {ile korpuse K ja aq,...,as € V. Mistahes avaldist

kiai + keao + ... + ksas, (8)
kus ki,...,ks € K, aga ka selle avaldise poolt méaidratud V elementi, nimetatakse vektorite
ai,...,as lineaarkombinatsiooniks. Skalaare kq,..., ks nimetatakse selle lineaarkombinat-

siooni kordajateks.

Niide 3.12. Olgu a = (3,—1,2) ja b = (1,4, 0) vektorruumi R? vektorid ning k = 2 ja | = —3.
Arvutame lineaarkombinatsiooni ka + 1b:

ka+1b=2-(3,-1,2) + (=3) - (1,4,0) = (6,—2,4) + (=3, —12,0) = (3,14, 4).

Definitsioon 3.13. Vektorruumi V' alamhulka, mis koosneb vektorite a1, ..., as koigist lineaar-
kombinatsioonidest, nimetatakse vektorite a1, ..., as lineaarseks katteks ehk lineaarkatteks
ja tahistatakse kas L(aq,...,as), (a1, ...,as) voi span(ay, ..., as). Kdesolevas kursuses eelistame
esimest tahistust.
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Niisiis
L(al,...,as) = {k1a1 + ...+ ksag ’ ki,...,ks € K}

Lineaarkatete moodustamine annab iihe kasuliku viisi alamruumide konstrueerimiseks.

Lause 3.14. Vektorite aq,...,as lineaarne kate on vihim alamruum, mis neid vektoreid sisal-
dab.
ToErstUs. Olgu ay,...,as vektorruumi V (iile korpuse K) vektorid. Kuna 0 = 0a; + ...+ 0as €

L(ay,...,as), siis L(ay, .. .,as) ei ole tithi. Kui kyay + ...+ ksas,lia; + ...+ lsas € L(ay, ..., as)
jak € K, siis

(krar + ...+ ksas) + (lhar + ...+ lsas) = (ki +l)ar+ ...+ (ks +1s)as € L(ay, ..., as),
k(kml +...+k5a5) = (k:k:l)al—i—...—i—(kks)as S L(al,...,as).
Sellega oleme néidanud, et L(aq,...,as) on V alamruum. Et

a; =0a; +...4+0a;—1 + la; + 0a;y1 + ...+ O0as € L(ay,...,as)

igaie {1,...,s} korral, siis L(ay,...,as) sisaldab vektoreid ay, ..., as. Kui U on mistahes alam-
ruum, mis sisaldab vektoreid aq, ..., as, siis ta peab sisaldama ka koiki vektoreid kiaq, ..., ksas,
kus k1,..., ks € K, ning ka selliste vektorite summasid. Seega L(a1,...,as) C U,s.t. L(ay,...,as)
on vihim V alamruum, mis sisaldab vektoreid aq, ..., as. O

Niide 3.15. Vektorruumi R? vektorite a = (1,0,0) ja b= (0,0, 1) lineaarne kate on alamruum
L(a,b) = {(k,0,0) | k,l € R}.

Lause 3.16. Vektorrrumi V wvektorite aq,...,as ja by,..., b lineaarsed katted on vordsed,
L(ay,...,as) = L(by,...,b:), parajasti siis, kui

al,...,aseL(bl,...,bt) ja bl,...,thL(al,...,as).

TOESTUS. Selle lihtsa toestuse jatame libimotlemiseks lugejale. O

3.3. Lineaarne soltumatus

Vektoritest rafikides kasutatakse tihti terminit vektorite siisteem. Selle all moeldakse sellist
vektorite kogumit, mis erineb vektorite hulgast selle poolest, et iiks vektor voib selles esineda
mitu korda. Samuti on vektorite siisteemi puhul oluline vektorite jérjekord. Néiteks kui V' on
vektorruum ja a,b,c € V, siis voib vaadelda vektorite siisteemi ¢, a, b, a, c. Kéesolevas kursuses
vaatleme vaid 16plikke vektorite siisteeme. Samuti eeldame, et vektorite siisteem ei ole tiihi, s.t.
ta sisaldab viéhemalt {ihte vektorit.

Formaalselt v6ib vektorite siisteemi aq, as, ..., as vaadelda hulga V* elemendina, kus s € N.
Harilikult seda vaatepunkti siiski ei rohutata.

Anname niiiid lineaarse séltumatuse definitsiooni.

Definitsioon 3.17. Vektorruumi V' (iile korpuse K) vektorite siisteemi aq,as,...,as nimeta-
takse lineaarselt soltumatuks, kui mistahes ki, ks, ..., ks € K korral vordusest

kiay + ksas + ...+ ksas =0

jareldub, et
ki=ky=...=ks=0.

Vektorite siisteemi nimetatakse lineaarselt soltuvaks, kui ta ei ole lineaarselt soltumatu.
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Niisiis vektorite siisteem aj,as,...,as on lineaarselt séltuv, kui leiduvad sellised skalaarid
ki,ka,.... ks € K, et
kiay + ksas + ...+ ksas =0

ja vahemalt iiks elementidest k1, ko, ..., ks on nullist erinev.

Definitsioon 3.18. Lineaarkombinatsiooni nimetatakse triviaalseks, kui koik tema kordajad
on nullid. Kui vahemalt iiks kordaja on nullist erinev, siis 6eldakse, et see lineaarkombinatsioon
on mittetriviaalne.

Seega lineaarse soltumatuse definitsiooni v6ib anda ka jargmisel kujul: vektorite siisteem on
lineaarselt soltumatu, kui nullvektoriga on vordne vaid selle siisteemi triviaalne lineaarkombinat-
sioon. Vektorite siisteem on lineaarselt séltuv, kui mingi mittetriviaalne lineaarkombinatsioon
selle siisteemi vektoritest on vordne nullvektoriga.

Niide 3.19. Vektorruumi R? vektorite siisteem

ar = (1717_2)7
a2 = (_27_274)

on lineaarselt soltuv, sest 2a; + a2 = (0,0,0). Siisteem

bl = (17070)7
by = (07 2, 0)7
b3 = (07 074)

on aga lineaarselt soltumatu, sest kui
(07 07 0) = klbl + k2b2 + k3b3 = (kh 07 0) + (07 2k27 O) + (07 07 4k3> = (kla 2k27 4k3)7
siis 0 = k’l = 2]€2 = 4k3, millest 0 = ]{71 = ]{72 = ]{73.

Maéarkus 3.20. Kuna vektorruumi liitmistehe on kommutatiivne, siis vektorite siisteemi lineaar-
ne séltuvus voi séltumatus ei soltu vaadeldavate vektorite jérjestusest.

Tuleb vilja, et lisaks definitsioonile on veel terve rida tingimusi, mille abil saab otsustada
vektorite siisteemi lineaarse sGltuvuse voi s6ltumatuse iile. Jargnevas vaatleme neist moningaid.

Jareldus 3.21. Iga vektorite siisteem, mis sisaldab nullvektorit, on lineaarselt soltuv.
TOEsTUS. Oletame, et siisteem sisaldab nullvektorit. Moodustame lineaarkombinatsiooni, kus

nullvektori kordaja on korpuse iihikelement ja koik iilejadnud vektorid on kordajaga 0. See on
nulliga vorduv mittetriviaalne lineaarkombinatsioon. Jarelikult siisteem on lineaarselt séltuv. O

Lause 3.22. Uhestainsast vektorist a koosnev siisteem on lineaarselt soltumatu parajasti siis,
kut a # 0.
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TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu vektorist a koosnev siisteem lineaarselt soltumatu. Kui oletame,
et a = 0 ja votame néiteks korpuse iihikelemendi 1, siis lause (3) pohjal 1a = 0 € V, mis on
vastuolus siisteemi lineaarse s6ltumatusega. Jérelikult a # 0.

Piuisavus. Olgu a # 0. Oletame, et ka = 0, kus k on korpuse element. Kui k& # 0, siis leidub
poordelement k!, Korrutades sellega vorduse ka = 0 pooli saame

=  klo=kYke) = (k'k)a=1a = aq,
lause 3) VR7 VRS

mis on vastuolus eeldusega. Jarelikult & = 0. Definitsiooni pohjal on vektorist a koosnev siisteem

lineaarselt s6ltumatu. g
Lause 3.23. Nullist erinevate vektorite siisteemi a1, . ..,as, kus s > 2, jaoks on jirgmised vdited
samavddrsed.

1. See stisteem on lineaarselt séltuv.
2. Selles siisteemis leidub vektor, mis avaldub eelnevate vektorite lineaarkombinatsioonina.

3. Selles siisteemis leidub vektor, mis avaldub tlejadnud vektorite lineaarkombinatsioonina.

TOESTUS. 1. = 2. Olgu siisteem ayq, ..., as lineaarselt soltuv. Siis leiduvad k1, ..., ks € K, mis
el ole koik nullid, nii et
kiair + ...+ ksas = 0.

Olgu k; viimane nullist erinev kordaja eelmise vorduse vasakul poolel. Siis
kia1r+ ...+ ka =0

Paneme tihele, et [ # 1. Toepoolest, kui | = 1, siis kja; = 0, millest elemendiga k| le K
korrutades saame vorduse a; = 0. Viimane on vastuolus eeldusega. Niisiis [ > 1. Kasutades
arvutusreegleid vektorruumis saame avaldada

-1 -1
a; = —kil k:lal — ... kl kl_lal_l,

mis tdhendab, et a; on talle eelnevate vektorite aq, ..., a;_1 lineaarkombinatsioon.
2. = 3. Ilmne.

3. = 1. Oletame, et vektor a; avaldub iilejadnud vektorite lineaarkombinatsioonina:
a; =lar + ...+ lic1ai—1 + lipraie + ..+ Lsas,
kus l1,...,0i—1,li+1,...,ls € K. Siis
ha + ...+ lic1ai—1 + (=D)a; + liy1ai41 + ... + lsas = 0,

kusjuures lineaarkombinatsioon viimase vorduse vasakul poolel on mittetriviaalne, sest a; kor-

daja ei ole 0. Jérelikult on siisteem ay, ..., as lineaarselt soltuv. O
Jareldus 3.24. Nullist erinevate vektorite siisteemi a1, ...,as, kus s = 2, jaoks on jdrgmised

vdited samavddrsed.

1. See stisteem on lineaarselt soltumatu.
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2. Selle siisteemi ikski vektor ei avaldu eelnevate vektorite lineaarkombinatsioonina.

3. Selle stisteemi tikski vektor ei avaldu tlejidnud vektorite lineaarkombinatsioonina.
Naiide 3.25. Téanu jareldusele on niiteks selge, et vektorruumi R* vektorite siisteem

ay = (3707070)7
az = (5727170)7
as = (0,4,0,2)

on lineaarselt soltumatu. Toepoolest, vektorit ao ei saa esitada vektori a; kordsena ja vektorit
a3 ei saa esitada a; ja ag lineaarkombinatsioonina.

Jareldus 3.26. Kahest vektorist koosnev stisteem on lineaarselt soltuv parajasti siis, kui ks
vektor on teisest saadav skalaariga korrutades.

Jareldus 3.27. Iga vektorite siisteem, mis sisaldab kahte vordset vektorit, on lineaarselt soltuv.

Lause 3.28. Kui vektorite stisteemi mingi alamsiisteem on lineaarselt soltuv, siis ka terve stis-
teem on lineaarselt soltuv.

TOEsTUS. Kuna vektorite jarjekorra muutmine ei muuda siisteemi lineaarset soltuvust/s6ltuma-
tust, siis voime eeldada, et siisteemi aq,...,as lineaarselt s6ltuv alamsiisteem koosneb selle
siisteemi ¢ (¢t < s) esimesest vektorist aq, ..., as. Siis leiduvad kq, ...,k € K, millest vihemalt
iiks on nullist erinev, nii et

kia1 + ...+ kiar = 0.

Siis kehtib ka vordus
kiar + ...+ kag + 0agp1 + ... + 0as = 0,

kusjuures viimase vorduse vasakul poolel on mittetriviaalne lineaarkombinatsioon vektoritest
ai,...,as. Jarelikult on siisteem aq, ..., as lineaarselt soltuv. O

Lause 3.29. Lineaarselt séltumatu vektorite siisteemi iga alamstisteem on ka lineaarselt soltu-
matu.

TOEsTUS. Olgu siisteem ay, . .., as lineaarselt soltumatu. Kui selle siisteemi mingi alamsiisteem
@iy, - - -, ai, oleks lineaarselt soltuv, siis lause pohjal oleks ka aq,...,as lineaarselt sdltuv,
mis on vastuolus eeldusega. Seega on koik alamsiisteemid lineaarselt séltumatud. O

3.4. Moodustajate siisteem

Definitsioon 3.30. Vektorruumi V' vektorite siisteemi M nimetatakse moodustajate siis-
teemiks ehk tekitajate siisteemiks, kui vektorruumi V' iga vektor avaldub siisteemi M kuu-
luvate vektorite lineaarkombinatsioonina.

Enamasti on vektorruumil palju moodustajate siisteeme, moned neist suuremad, mdned

véiksemad. Eriti kasulikud on moodustajate siisteemid, mille kaudu iga vektori saab avaldada
tapselt iihel viisil. Neid me uurida soovimegi.
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Lepime kokku, et edasises vaatleme selle kursuse jooksul ainult selliseid vektor-
ruume, millel on olemas 16plik moodustajate siisteem. Vastavalt definitsioonidele voime
oelda, et siisteem a,...,as on vektorruumi V' moodustajate siisteem parajasti siis, kui V on
selle siisteemi lineaarne kate:

V= L(al,...,as).

Toestame iithe abitulemuse.

Lemma 3.31. Olgu aq,...,as vektorruumi V moodustajate stisteem. Kui selle siisteemi min-
gi vektor avaldub dlejidnud vektorite lineaarkombinatsioonina, siis selle vektori vdljajitmisel
stisteemist aq, . ..,as saame jillegi V. moodustajate stisteems.

TOESTUS. Oletame, et vektor a; avaldub lineaarkombinatsioonina
a1 = koao + ... + ksag,

kus ks, ..., ks € K. (Kui iilejadnute kaudu avaldub moni teine vektor, on toestus analoogiline.)
Olgu niitid a € V suvaline vektor. Et aq,...,as on moodustajate siisteem, siis leiduvad sellised
li,...,ls € K, et

a=1lia1 +lsas + ...+ lsas.

Asendades viimasesse vordusse a1 avaldise ja kasutades vektorruumi omadusi saame, et

a = ll(kgag +...+ ksas) +lsag + ...+ lsas = (llkg + lg)ag +...+ (llks + ls)as,

s.t. a avaldub vektorite ao, ..., as lineaarkombinatsioonina. Seega ao, ..., as on ka moodustajate
stisteem. 0
Kuna siisteem ay, ..., a, on lineaarse katte L(a1,...,a,) moodustajate siisteem, siis saame

eelmisest lemmast teha jirgmise jarelduse.

Jédreldus 3.32. Kui vektor a;, kus i € {1,...,n}, avaldub sisteemi ay, ..., a, tlejidnud vekto-
rite lineaarkombinatsioonina, siis

L(ay,...,an) = L(ay,...,a;—1,0i41,...,0p).

Naiteks L(a,b,a,c,b,b) = L(a,b, c) mistahes vektorite a, b, c € V korral.

3.5. Vektorruumi baas

Definitsioon 3.33. Vektorruumi baas on selle vektorruumi lineaarselt soltumatu moodusta-
jate siisteem.

Kuna baasis ei saa iikski vektor esineda kaks korda (muidu oleks siisteem jdrelduse
tottu lineaarselt soltuv), siis baasivektorid moodustavad hulga. Baasidest ridikides kasutamegi
vastavat tdhistust, nt. kirjutame

e={ey,...,ent,

kui rddgime baasist e, mis koosneb vektoritest ey, ...,e,. Nii nagu koigi vektorite siisteemide
korral on ka baasi puhul vektorite jarjekord oluline ja me loeme, et e; on baasi e esimene vektor,
eo on teine vektor jne.
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Naiide 3.34. 1. Vektorruumi K™ vektorite silisteem

er = (1,0,0,...,0,0),
e2 = (0,1,0,...,0,0),
en = (0,0,0,...,0,1)

on baas. Toepoolest, kui oletame, et
(0,0,...,0) = kier +koea + ...+ kpep

= k1(1,0,...,0) + ko(0,1,...,0) + ...+ k,(0,0,...,1)
= (k1,0,...,0) 4+ (0,ka,...,0) 4+ ...+ (0,0,..., k)

= (k1,ka,... kn),
siis k1 = ko = ... = k, = 0, mis tdhendab, et siisteem eq,eo,..., e, on lineaarselt soltumatu.
Samuti, iga vektor (I1,l2,...,l,) € K™ on avaldatav lineaarkombinatsioonina

(ll,lz,.. . ,ln) =lie1 +lsea + ...+ lpen

ja seega ey, eq, ..., e, on moodustajate siisteem.
2. Eelneva pohjal teame, et e; = (1,0),e2 = (0,1) on baas vektorruumis R?. Toome niite
ithest teistsugusest R? baasist. Vaatleme niiteks vektorite siisteemi

fl = (171)7
fa = (0,1).

Kui (0,0) =kif1+ kofo = (k‘l,kl) -+ (0, ]{32) = (k’l, ki + ]{32), siis k1 = 0 ja k1 + ko = 0, millest
saame, et ka ko = 0. Seega f1, f2 on lineaarselt soltumatu siisteem. Mistahes vektori (I1,12) € R?
saame avaldada kujul

(li,l2) = lifr + (I — 1) fo,

s.t. f1, fo on moodustajate siisteem. Jarelikult fi, fo on baas.
3. Vektorruumis Es moodustavad baasi mistahes 2 mittekollineaarset vektorit.
4. Vektorruumis [E3 moodustavad baasi mistahes 3 mittekomplanaarset vektorit.

Teoreem 3.35. Kui vektorruumis on vihemalt kaks vektorit, siis on selles vektorruumis olemas
baas.

ToOEsTUS. Olgu ay, . .., a; vektorruumi V moodustajate siisteem. (Me oleme eeldanud, et vaadel-
davates vektorruumides leidub 16plik moodustajate siisteem.) Et vektorruumis on vihemalt kaks
vektorit, siis leidub selles vahemalt iiks nullist erinev vektor z. Kui koik vektorid a1, ..., a; oleks
nullvektorid, siis me ei saaks vektorit x selle siisteemi kaudu avaldada ja see ei oleks moodus-
tajate siisteem. Seega on selles siisteemis vihemalt {iks nullist erinev vektor a;. Kui siisteemis
ai, . ..,a; sisaldub nullvektor, siis avaldub see iilejadnud vektorite lineaarkombinatsioonina ja
nullvektorit vélja jittes saame lemma [3.31] pohjal ikkagi V' moodustajate siisteemi. Seega voime
ildisust kitsendamata eeldada, et meil on antud V moodustajate siisteem ay,...,as, milles ei
ole nullvektoreid.

Konstrueerime niiiid siisteemi aq, ..., as pohjal uue siisteemi (selle siisteemi alamsiisteemi),
mis oleks V' baasiks. Selleks jitame vaadeldavast siisteemist aq, ..., as vilja n.6. mittevajalikud
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vektorid. Tépsemalt toimime jérgmiselt. Vaatleme vektorit as. Kui see vektor avaldub talle eel-
neva vektori a1 lineaarkombinatsioonina, siis jitame selle siisteemist vilja. Lemma [3.31] tottu on
saadav siisteem ka moodustajate siisteem. Kui ao ei avaldu vektori a; lineaarkombinatsioonina,
siis me teda vélja ei jata. Edasi vaatleme saadud siisteemis vektorit az. Kui az avaldub talle
eelnevate vektorite lineaarkombinatsioonina, siis jadtame selle vektori siisteemist vélja. Parast as
vaatlemist on meil ikkagi tegemist moodustajate siisteemiga. Niimoodi jatkates jouame 16puks
viimase vektorini. Vastavalt konstruktsioonile on 1opuks saadud siisteem S = {a1,a;,,...,a;,}
(selles stisteemis ei esine iikski vektor kaks kordal) vektorruumi V' moodustajate siisteem. Konst-
ruktsiooni pohjal ei avaldu siisteemi S iikski vektor eelnevate vektorite lineaarkombinatsioonina,
mis jirelduse [3.:24] pohjal tihendab seda, et S on lineaarselt soltumatu. Kokkuvottes voime delda,
et S on baas. O

Markus 3.36. Kui vektorruum koosneb ainult iihest vektorist, siis see vektor on nullvektor.
Sellises vektorruumis ei ole baasi, sest ei ole lineaarselt soltumatuid vektorite siisteeme.

Lause 3.37. Iga lopliku mittetithja lineaarselt soltumatu vektorite stisteemi saab tdiendada vek-
torruumi baasiks.

TOrsTUS. Olgu ay,...,a; lineaarselt soltumatu vektorite siisteem vektorruumis V' ja olgu
e1,...,en selle vektorruumi baas. Siis siisteem
aly...,0,€1,...,€En

on moodustajate siisteem vektorruumis V. Eraldame sellest vilja baasi kasutades teoreemi [3.35
toestuses kirjeldatud meetodit. Siis saadav baas sisaldab kindlasti vektoreid a1, ..., ax, sest iikski
neist ei avaldu eelnevate vektorite lineaarkombinatsioonina. O

Meie jargmiseks eesmérgiks on anda veel kaks kirjeldust baasidele.

Definitsioon 3.38. Vektorruumi V' vektorite siisteemi .S nimetatakse maksimaalseks line-
aarselt soltumatuks siisteemiks, kui see siisteem on lineaarselt soltumatu, aga iga siisteem,
mis saadakse siisteemist S iihe vektori lisamisel, on lineaarselt soltuv.

Definitsioon 3.39. Vektorruumi V' vektorite siisteemi S nimetatakse minimaalseks moo-
dustajate siisteemiks, kui see siisteem on moodustajate siisteem, aga iga siisteem, mis saa-
dakse siisteemist .S ithe vektori viljajédtmisel, ei ole moodustajate siisteem.

Teoreem 3.40. Vektorruumi 'V (iile korpuse K ) lopliku vektorite siisteemi S korral on jirgmised
vdited samavddrsed.

1. S on baas.
2. S on maksimaalne lineaarselt soltumatu siisteem.

3. S on minimaalne moodustajate stisteem.

TOESTUS. 1. = 2. Olgu siisteem ey, . . . , e, baas, s.t. lineaarselt s6ltumatu moodustajate siisteem.
Kui votame suvalise vektori a € V, siis a avaldub siisteemi eq, ..., e, lineaarkombinatsioonina.
Seega siisteem ey, ..., e,,a on lause pohjal lineaarselt séltuv. Jérelikult ey, ..., e, on mak-
simaalne lineaarselt séltumatu siisteem.
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2. = 1. Olgu ey, ..., e, maksimaalne lineaarselt séltumatu siisteem. Peame néitama, et see
on moodustajate siisteem. Selleks votame suvalise ¢ € V' ja vaatleme siisteemi

€1ly...,En, .

Eelduse pohjal on see siisteem lineaarselt séltuv. Jérelikult leidub selles siisteemis vektor, mis
avaldub eelnevate lineaarkombinatsioonina. Kuna see ei saa olla iikski vektoritest eq,...,e,
(muidu oleks siisteem e, ..., e, lineaarselt sdltuv), siis see vektor peab olema a. Sellega oleme
ndidanud, et eq,...,e, on moodustajate siisteem.

1. = 3. Olgu siisteem ey, ..., e, baas. Siis eq, ..., e, on moodustajate siisteem. Néitame, et
siisteem eg, ..., e, ei ole moodustajate siisteem. (Kui siisteemist jatta vélja moni teine vektor,
on tdestus analoogiline.) Kui es,..., e, oleks moodustajate siisteem, siis peaks e; avalduma
€2, ...,e, kaudu, mis on vastuolus ey, ..., e, lineaarse soltumatusega (vt. jareldust .

3. = 1. Olgu ey, ..., e, minimaalne moodustajate siisteem. Peame néitama, et see siisteem
on lineaarselt soltumatu. Kui néiteks e; = koeo + ... 4+ kpen, siis avaldub iga a € V' kujul

a=1ler+lsea+ ...+ 1lpe, =1li(kaea + ...+ knen) +loea+ ...+ lye, € Lea, ... ep),

mis tdhendab, et ka e, ..., e, on moodustajate siisteem. Samamoodi saame vastuolu eeldusega,
kui moni teine vektor siisteemis ey, ..., e, avaldub iilejaanute kaudu. Jarelikult eq,...,e, on
lineaarselt soltumatu jarelduse pohjal. O

Tuleb vélja, et vektorite arv baasis ei soltu baasi valikust.
Teoreem 3.41. Vektorruumi mistahes kahes baasis on sama palju vektoreid.

Selle teoreemi toestust me kiesolevas kursuses ei anna.
Fakt, et baasivektorite arv ei soltu baasi valikust lubab meil anda jargmise véiga olulise
definitsiooni.

Definitsioon 3.42. Vektorruumi moéodtmeks ehk dimensiooniks nimetatakse vektorite arvu
selle vektorruumi mingis baasis. Ainult nullvektorist koosneva vektorruumi modtmeks loetakse
arv 0. Vektorruumi V' moodet téhistatakse jargmiselt: dim (V).

Niide 3.43. 1. Kui K on korpus ja n € N, siis vektorruumi K™ moode on n, sest itheks baasiks
selles vektorruumis on niites toodud baas e, ..., ep.

2. Vektorruumi Mat,, , (/) modde on mn, sest baasivektoreiks voib votta koik maatriksid,
milles on iihel kohal 1 ja iileji&inud kohtadel 0-d.

Lause 3.44. n-madotmelises vektorruumis on iga n lineaarselt soltumatust vektorist koosnev stis-
teem baas.

TOEsTUS. Olgu ay,...,a, lineaarselt séltumatu vektorite siisteem n-méotmelises vektorruumis

V. Lausest [3.37] teame, et iga lineaarselt sdltumatu vektorite siisteemi saab tidiendada baasiks.
Kuna aga koéigis baasides on n vektorit, siis peabki siisteem ay,...,a, olema juba baas. O
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3.6. Vektori koordinaadid

Ilmselt on lugeja kooliprogrammist tuttav analiiiitilise geomeetria algetega, kus kesksel ko-
hal on vektori koordinaatide maoiste. Tuleb vilja, et koordinaatidest saab réddkida mitte ainult
geomeetrilistes vektorruumides [Es ja Es vaid suvalistes mittetriviaalsetes vektorruumides.

Lause 3.45. Vektorruumi V' # {0} iga vektor on theselt avaldatav baasivektorite lineaarkom-
binatsioonina.

TOESTUS. Olgu V vektorruum iile korpuse K ja olgu e = {eq, ea, ..., e,} selle vektorruumi baas.
Kuna e on moodustajate siisteem, siis saab iga vektori avaldada vektorite ey, ..., e, lineaarkom-
binatsioonina. Oletame niiiid, et vektor a € V' on avaldatav kahel viisil:

a=aie; + ages + ...+ apne, = brer + boes + ...+ buey,
kus ai,...,an,b1,...,b, € K. Siis

(a1 — 51)61 + (ag — b2)€2 —+ ...+ (an — bn)en =0,

millest lineaarse séltumatuse téttu saame, et a1 — by = a9 — by = ... =a, — b, =0 ehk
aj Zbl, a2:b2, ey aann.
O
Toestatud lause lubab defineerida vektori koordinaadid baasi suhtes.
Definitsioon 3.46. Olgu V' vektorruum iile korpuse K, olgu e = {ej,e2,...,e,} selle vektor-
ruumi baas jaa € V. Kui a = aje1+agea+. . .+ayey, siis skalaare a1, as, . .., a, € K nimetatakse
vektori a koordinaatideks baasi e suhtes.
Lause 3.47. Olgu V wvektorruum ile korpuse K ja olgu e = {e1,ea,...,e,} selle vektorruumi
baas. Kui vektori a koordinaadid baasi e suhtes on aq,...,a, ja vektori b koordinaadid baasi e
suhtes on by, ..., by, sits vektori a + b koordinaadid baasi e suhtes on a; + by,...,an + b, ja
vektori ka (kus k € K) koordinaadid baasi e suhtes on kay, ..., kay,.
TOESTUS. Kui a = aje; + ages + ...+ anen ja b= brer + boes + ... + byey, siis
a+b=(are1+...+anen) + (brer + ...+ bpen) = (a1 +b1)er + ...+ (an + by)ey
ja
ka = k(aje; + ...+ anep) = (kar)er + ... + (kay)ey.
O
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4. Maatriksid

Selles peatiikis uurime tehteid maatriksitega. Me eeldame koikjal, et R on ring, milles on
vihemalt kaks elementi (muuhulgas 0 # 1).

4.1. Maatriksi moiste

Definitsioon 4.1. Olgu m ja n naturaalarvud ja R ring. (m x n)-maatriks iile ringi R on m
reast ja n veerust koosnev tabel, mille iga rea ja iga veeru 16ikekohal on mingi ringi R element ja
mis on {imbritsetud timarsulgudega. Neid R elemente nimetatakse maatriksi elementideks.
Koigi (m x n)-maatriksite hulka iile ringi R tidhistame stimboliga Mat,, ,(R).

2 3 170 6 —4 9
4 -1 -7 5 )’ 0o 2 )’ 3

on vastavalt (2x4)-, (2x2)- ja (3x1)-maatriksid iile reaalarvude korpuse R (voi ka iile téisarvude
ringi Z). Neist esimese maatriksi 1. rea ja 3. veeru element (ehk element kohal (1,3)) on 7.

Naiide 4.2. Naiteks

Maatrikseid téhistatakse harilikult suurte ladina tdhtede A, B, C, ... abil. Ridkides maatrik-
sist iildiselt tahistatakse tema elemente harilikult vaikese ladina téhe abil, millel on kaks indeksit.
Neist esimene néitab, millises reas vaadeldav element asub ja teine n&itab, millises veerus see
element on. Néiteks (m x n)-maatriks A, mille elemendid on a;;, 7 € {1,...,m}, j € {1,...,n},
esitatakse harilikult kujul

ail aiy ... A1n
A= any asy ... aon
aml am2 ... Omn

Kui kontekstist on selge, millised on A mdotmed (s.o. ridade arv ja veergude arv), siis kirjutatakse
lithidalt ka
A= (aij).

Mirkus 4.3. Pohimotteliselt on maatriksit A € Mat,, ,(R) voimalik vaadelda kui kujutust
A:{1,...,m}x{1,...,n} — R.
Sellise ldahenemise korral on a;; jérjestatud paari (i,j) kujutis, s.t. a;; = A(1,7). Siiski praktika on

nédidanud, et maatriksite késitlemine tabelitena on palju mugavam ja otstarbekam.
Mérgime veel, et tihti kasutatakse maatriksite puhul timarsulgude asemel nurksulge, kirjutades néiteks

a1 ai2 . A1n
A— a921 as9 e a9n
Am1 Am2 e Amn,

Definitsioon 4.4. Kaks maatriksit on vordsed, kui nende ridade arvud on vordsed, veergude
arvud on vordsed ja vastavatel kohtadel olevad elemendid on vordsed.

Seega maatriksid A = (a;j) ja B = (b;j) hulgast Mat,, ,,(R) on vordsed parajasti siis, kui
a;j = by igaie{l,...,m}jaje{1,...,n} korral.
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Definitsioon 4.5. Ruutmaatriks on maatriks, mille ridade arv on vordne veergude arvuga.
Kui maatriksis on n rida ja n veergu, siis 6eldakse, et see on n-ndat jirku ruutmaatriks.

Kaigi n-ndat jirku ruutmaatriksite hulka iile ringi R téhistatakse Mat,, (R). Naiteks

( _? ; ) € Maty(R).

Definitsioon 4.6. Kui A = (a;;) € Mat, (R), siis 6eldakse, et elemendid a1, az, ..., @p, Moo-
dustavad maatriksi A peadiagonaali.
FEelmise néditemaatriksi peadigonaal koosneb seega arvudest 5 ja 3.

Iga maatriksiga saab loomulikul viisil siduda veel kaks maatriksit: transponeeritud maatriksi
ja vastandmaatriksi.

Transponeerimine tdhendab maatriksi ridade ja veergude timbervahetamist.

Definitsioon 4.7. Maatriksi A transponeeritud maatriks on maatriks, mille esimeseks reaks
on maatriksi A esimene veerg, teiseks reaks maatriksi A teine veerg jne. Tihistus: AT vai A’

Definitsioonist on selge, et kui A € Mat,, ,(R), siis AT € Mat,, ,,(R). Samuti on ilmne, et

(AT = A.
Niide 4.8. Naiiteks
2 4
2 3 70\ |3 -1
(4—1—75)_ 7 -7
0 5

Definitsioon 4.9. Maatriksi A = (a;;) € Mat,, ,(R) vastandmaatriksiks —A nimetatak-
se maatriksit, mille elementideks on maatriksi A vastavate elementide vastandelemendid, s.t.
maatriksit

—all —ai2 ... —Qa1n
—A _ —an1 —ag ... —QAao2n
—Aml1 —aQm2 ... —Qmn

Definitsioonist on selge, et kui A € Mat,, ,,(R), siis —A € Mat,, ,(R) ja —(—A) = A.

Naiide 4.10. Naiteks kui

ool |
oy Ol

I

|
N
NN
=] Wl

> € Matg 4(Z11),

siis _
9
_A_<7

Transponeerimise ja vastandmaatriksi leidmise abil defineeritakse siimmeetrilised ja kald-
stimmeetrilised maatriksid.

4 0
36 > € Mat274(211).

S
ol ool
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Definitsioon 4.11. Ruutmaatriks A on siimmeetriline, kui A7 = A. Ruutmaatriks A on
kaldsiimmeetriline, kui A7 = —A.

Naiide 4.12. Maatriks

2 3 7
A= 3 -1 -7
T -7 4
on siimmeetriline ja maatriks
0 -3 1
B = 3 0 -2
-1 2 0

on kaldsiimmeetriline.

Niisiis ruutmaatriks on siimmeetriline, kui tema peadiagonaali (kui mottelise joone) suhtes
siimmeetriliselt asuvad elemendid on vordsed.

4.2. Ringi elementide summeerimisest

Toome sisse iihe tidhistuse, mida matemaatikas kasutatakse palju ja mis aitab meil mitmetes
kohtades materjali lihtsamalt esitada. Nimelt summat s; + sg + s34+ ... + s, kus n € N ja
$1,82,...,8, € R, tidhistatakse liithidalt

n
> si. (9)
i=1

Siin ) (kreeka suurtéht sigma) on summeerimismérk ja i on summeerimisindeks. Arvud 1 ja
n naitavad dra, millistes piirides summeerimisindeks muutub ja summeerimisindeks omandab
koik naturaalarvulised vadrtused 1-st m-ni. Igale ¢ va&rtusele vastab iiks liidetav vaadeldavas
summas. Liitmine toimub ringis R. Avaldist @D voiks lugeda jargmiselt: “summa, kus ¢ muutub
ithest n-ni, s;-dest” voi “s;-de summa, kus ¢ muutub iithest n-ni”.

Naiteks kui R =7, s1 = 3, so = 6, s3 = —4 ja s4 = 5, siis

4
Zsi:3+6—4+5:10.
=1

Kui aga R =Zr7, 51 = 3, 89 =6, 853 = —4 ja 54 = b, siis
4
S s =3+6-145-10=3.
i=1
Liidetav s; voib olla mingi avaldis, mis s6ltub arvust i. Néiteks

n
it =1242243" 4+ 4 (n—-1)7 40k
=1

Vo6ib vaadelda ka summasid, kus liidetavad soltuvad kahest indeksist. Selliseid liidetavaid
voib summeerida kas iihe, teise v6i molema indeksi jargi. Néiteks voib vaadelda summat

m n
2D s

i=1 j=1
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kus liidetavaid s;; summeritakse enne j ja siis ¢ jérgi. Sellise summa erijuhuks on néiteks

2 3 2
SN =Y (243 = (1 2N +3) + (12 + 2% +3%) =6+ 14 = 20.
i=1 j=1 i=1
Summeerimismérki voib kasutada ka sellistel juhtudel, kui on vaja summeerida mingisse
hulka kuuluvaid elemente. Kui niiteks A C Z on koigi 10-st viiksemate algarvude hulk, siis

d(a=5)=@2-5)+(B-5)+(5-5)+(7T-5)=-3-2+0+2=-3.

acA
Lause 4.13. Summeerimisel ringis R on jirgmised omadused:
SO1.
n n n n
i=1 i=1 i=1 i=1
(s.t. konstandi, mis ei soltu summeerimisindeksist, voib tuua summa mdrgi alt vilja);
SO2.
n n n
Z(Si +t;) = Zsi + Zti;
i=1 i=1 i=1
S0O3.
m n n m
SRR 9 9
i=1 j=1 j=1i=1

(s.t. korvutiolevad summa mdrgid véib dra vahetada,).

TOEsTUS. SO1 jireldub distributiivsuse seadustest R7 ja RS.
SO2. Ténu liitmise assotsiatiivsusele ja kommutatiivsusele

n

D (sitt) = (si+t)+(s2+ta)+ ..+ (s tn)
=1
=, Gitsatotsn)+ (it 4 i)

n n
= D s+
=1 =1

SO3. Paneme tihele, et

Zzsz‘j = Z(Su—i—...—i-sm)

i=1 j=1 i=1
= (811+...+81n)+(821+...+82n)+...+(5m1+...+Smn)
(811—|—821—l—...—i—Sml)—l-...—i-(81n+82n+...+8mn)

j=1 i=1
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Mirkus 4.14. Kuna liidetavaid s;; voime vaadelda kui (m xn)-maatriksi elemente, siis omadust
SO3 voib tolgendada nii, et maatriksi koigi elementide summa ei soltu sellest, kas me liidame
neid jérjest ridade kaupa voi veergude kaupa.

Arvestades omadust SO3 kirjutatakse juhul, kui m = n, monikord lithemalt

n n n
E E Sij = E Sij-
i=1 j=1 i,j=1
Ténu liitmise kommutatiivsusele ringis kehtib jargmine tulemus.

Lause 4.15. Kui s1,...,S, on ringi R elemendid ja f : {1,...,n} —{1,...,n} on bijektiivne
kujutus, siis
81+82+...+Sn28f(1) +Sf(2)+"'+3f(n)'

4.3. Maatriksite liitmine ja maatriksi korrutamine skalaariga

Enne tehete juurde asumist peatume veelkord sellel, kuidas on voimalik maatrikseid esitada.
Me voime niiteks vaadelda maatriksit A = (a;;) € Mat,, ,(R), mille element a;;, kus i €
{1,...,m} ja j € {1,...,n}, on antud mingi valemiga, mis vo6ib soltuda indeksitest i ja j.
Niiteks maatriks A = (a;;) € Matg 4(Z), kus

ai; = min(4, i+ j),
nédeb vélja nii:

2
A=1 3
4

=~ W

4
4
4

NN

Tihti kirjutatakse sama asja veel lithemalt: A = (min(4,i + j)) € Matz4(Z). See kirjapilt
véljendab jirgmist asjaolu: A on (3 x 4)-maatriks, mille i-ndas reas ja j-ndas veerus on téiisarv
min (4,7 + j).

Kui A = (a;j) € Mat,, »n(Z), siis B = (aij + 3) € Maty, ,(Z) on (m x n)-maatriks, mille
i-ndas reas ja j-ndas veerus on arv a;; + 3. Samasugust kokkulepet kasutades voime 6elda, et

—A = (—a;j) € Maty, n(R)
ja
AT = (aj;) € Maty, ;m(R).
Viga tihti laheb lineaaralgebras vaja jargmisi mingis mottes hésti lihtsaid maatrikseid.
Definitsioon 4.16. Nullmaatriks on maatriks, mille koik elemendid on vérdsed ringi nulle-

lemendiga.

Definitsioon 4.17. Uhikmaatriks on ruutmaatriks, mille peadiagonaali elemendid vorduvad
ringi iihikelemendiga ja koik muud elemendid on vordsed ringi nullelemendiga.

Téanu tehtud eeldusele, et ringis R 1 # 0, on ithikmaatriks erinev nullmaatriksist.

(m xn)-nullmaatriksit tdhistame siimboliga ©,, ,, voi lihtsalt © (kreeka suurtéht teeta). Tihti
kasutatakse nullmaatriksi tdhisena ka lihtsalt stimbolit 0.

n-ndat jarku ithikmaatriksit tdhistame siimboliga F,, voi lihtsalt E. Kasutatakse ka tdhiseid
I, ja 1.
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Naiide 4.18. Naiteks
0 0 1
0 0
on vastavalt (3 x 2)-nullmaatriks ja kolmandat jérku ithikmaatriks iile ringi Z.
Uldjuhul v6ib kirjutada ka
Omn = (i), kus 6;; =0 iga i€ {1,...,m},j € {1,...,n} korral
ja

1, kuiz=j,

0, kuiij. iga i,j € {1,...,n} korral.

En = (5ij)7 kus 52’]’ = {

Stimbolit d;; tuntakse matemaatikas kui Kroneckerﬁ deltat.

Defineerime niitid maatriksite summa.

Definitsioon 4.19. Maatriksite A = (a;j) € Mat, ,(R) ja B = (b;;) € Mat, ,(R) summa
on maatriks A + B = (¢;5) € Maty, »(R), kus ¢;; = a;; + bij igai € {1,...,m} jaje{l,...,n}
korral.

Kui kontekstist on selge, milliste méotmetega maatriksitega on tegu, voib maatriksite liitmise
definitsiooni anda lithemal kujul:

(aij) + (bij) = (aij + bij).

Tabelite kujul néeb liitmisreegel vélja nii:

ailr a2 ... Qin bir b1z ... b1y air +b11 ap+bi2 ... aip+bin
a1 Gz ... Ggn | bor b2 ... bop | | a2 +bar ax+ba ... az, +boy,

- )
Aml Am2 .- Qmn bml bm2 cee bmn am1 + bml am2 + bm2 e Qmp + bmn

s.t. maatriksite listmisel liidetakse nende vastavatel kohtadel olevad elemendid. Rohutame veel-
kord, et liita saab vaid samade mdotmetega maatrikseid.

Liitmise ja vastandmaatriksi abil saab defineerida maatriksite lahutamise. Maatriksite A =
(aij) € Mat,, n(R) ja B = (b;j) € Mat,, »(R) vahe on maatriks

A—-B:=A+(-B).

Seega A — B = (c¢;5) € Maty, »(R), kus ¢;; = aij + (—=bij) = a;5 — bij iga ¢ € {1,...,m} ja
je{l,...,n} korral.

Definitsioon 4.20. Maatriksi A = (a;;) € Mat,, ,(R) ja skalaari k € R korrutis on maat-
riks kA = (¢i;) € Maty, »(R), kus ¢;; = ka;j igai e {1,...,m} ja j € {1,...,n} korral.

Seega
k(ai;) = (kaij)

3Leopold Kronecker (1823-1891) — saksa matemaatik
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ehk

all a2 N AT kan kalg e kaln

1 L T - ka1 kagss ... kasp,
- )

Aml Om2 .- Gmn kami kamo ... kamn

s.t. maatrikst korrutamisel skalaariga k korrutatakse selle maatriksi koik elemendid skalaariga
k. Muuhulgas
(_1)A = _A7

sest (—1)a;; = —(laij) = —a;; ténu lausele [1.28(2).

Naiide 4.21. Niiteks
1 2 3 4 n 1 -2 =21\ (20135
4 3 2 1 -2 -3 -1 4) L2 01 5)
123 4 1 -2 =21\ (0 45 3
4 3 2 1 -2 -3 -1 4) \6 6 3 =3 )’
3. 2 1 _ 6 3 .
0 -1 0 -3
Defineeritud tehetel on terve rida hidid omadusi.

Lause 4.22. Olgu R ring ja m,n € N. Mistahes A, B,C € Maty, ,(R) ja k,l € R korral
1. A+ B)+C=A+(B+C);

2. A+ Opmp=A=0OnntA;
3. A+ (—A) = Opp = (—A) + A;
J. A+ B=B+A;

5. k(A+ B) = kA + kB;

6. (k+1)A=FkA+IA;

7. (kD)A = k(1A);

8. 14 = A.

TOESTUS. 1. Olgu A= (aij),B = (bij),C = (Cij) S Matm,n(R). Siis

(A+B)+C = ((aig) + (big)) + (i) | =0 (a0 +bij) + (eij) | =0
(aij + (bij + i) | = (aig) + (big + i) | =0 (a) + ((0ig) + (ci5))
A+ (B+0).

((aij + big) + cij)
R1

2. Olgu A = (a;j) € Mat,, »(R) ja vaatleme (m x n)-nullmaatriksit ©,,,, = (6;;), kus 6;; =0
iga ¢ ja j korral. Siis
A+ Omn = (aij) + (0i5)

(aij + 0ij) = (aij +0) = (ai;) = A.

Def. 10 R2
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Teise vorduse saab toestada anaoogiliselt.
5. Olgu A= (aij), B = (b”) € Matmm(R) ja k € R. Siis

KA+B) = k((ay) + (i) | = Koy +by) | = (k(aij + bij))

}?7 (k:aij + kbij) Def.:m (k:al-j) + (kblj) Def‘:mk(aij) + k‘(b”) =kA+EkB.
Nagu ndeme, on omaduste 1, 2 ja 5 tdestamiseks vaja kasutada vaid maatriksite liitmise
ja skalaariga korrutamise definitsiooni ning ringi omadusi. Ka iilejdinud véidete toestamine
taandub tehete definitsioonide ja ringi omaduste kasutamisele. Need toestused jatame ldbi
motlemiseks lugejale. O

Jareldus 4.23. Kui K on korpus, siis Maty, »,(K) on vektorruum ile korpuse K.

Mairkus 4.24. Kui vektorruumi definitsioonis asendada korpus K ringiga R, siis saame algebralise struk-
tuuri, mida kutsutakse mooduliks iile ringi R. Selles kursuses me mooduli méistet ei kasuta, aga
pohimotteliselt saaks lause sonastada kujul: kui R on ring, siis Mat,, ,(R) on moodul iile ringi R.

4.4. Maatriksite korrutamise definitsioon

Maatriksite korrutise definitsioon on ménevdrra keerulisem kui maatriksite summa definit-
sioon. Kahte maatriksit saab korrutada ainult siis, kui esimese maatriksi veergude arv on vordne
teise maatriksi ridade arvuga.

Definitsioon 4.25. Maatriksite A = (a;;) € Mat,, ,(R) ja B = (b;;) € Mat,, ,(R) korruti-
seks nimetatakse maatriksit C' = (¢;;) € Maty, ,(R), kus iga i € {1,...,m} ja j € {1,...,p}
korral

n
Cij = Z aikbr; = a;1b1j + aioboj + ... + ainby;.
k=1

Niisiis selleks, et leida korrutise C' element, mis asub i-ndas reas ja j-ndas veerus, tuleb
maatriksi A i-nda rea elemendid korrutada maatriksi B j-nda veeru vastavate elementidega ja
tulemused liita.

Harilikult kirjutatakse korrutise C' asemel AB.

Naiide 4.26. Niiteks

1 31 f_;’ (24345 -34+46-1)\_[10 2
0 —2 4 s 1) \0-2+420 0-4-4 ) (18 -8 )~
2 -3 L3 2 12 —10
12 0 o 4 )=l1 -1 9
5 -1 5 17 1

Maatriksite korrutise definitsiooni v6ib anda ka pisut teistsugusel kujul, kui kasutada rea- ja
veeruvektorite maoisteid.
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Definitsioon 4.27. Maatriksi A = (a;;) € Mat,, ,(R) i-ndaks reavektoriks nimetatame
jarjendit

Ai = (ail,aig, ey am) eER"
ja i-ndaks veeruvektoriks nimetame jérjendit

(au, A2y - -, ami) e R™.

Seega pohimotteliselt voiks maatriksit A € Mat,, ,(R) vaadelda kui hulga (R™)™ elementi
kirjutades selle ridade kaupa kujul

A = ((an,alg, Ce ,aln), (agl,agg, Ce ,CLQn),. ooy (aml,amg, . ,amn)) = (Al,AQ,. . .,Am),

voi kui hulga (R™)" elementi, kui kirjutame A veergude kaupa. Esimest viisi maatriksi esita-
miseks kasutatakse mitmetes arvutialgebra siisteemides (nt. Maple, Mathematica).
Kui a = (a1,...,ay) jab= (by,...,b,) on R" elemendid, siis defineerime

a-b:=ab +...+a,b, € R.
Kui ring R juhtub olema korpus K, siis
1. maatriksi A € Mat,, ,(R) reavektorid on vektorid aritmeetilises vektorruumis K",
2. maatriksi A € Mat,, ,,(R) veeruvektorid on vektorid aritmeetilises vektorruumis K,
3. korpuse K elementi a - b nimetame vektorite a ja b standardseks skalaarkorrutiseks.

Kasutades sissetoodud téhistust saame maatriksite korrutise definitsiooni esitada jirgmisel
kujul. Olgu A € Mat,, ,(R) maatriks, mille reavektorid on Ay, ..., A, € R" ja B € Mat,;,(R)

maatriks, mille veeruvektorid on B!, ..., B? € R™. Siis
Ay -BY A-B* ... A B
ap= | 4B A B A B € Mat,,(R). (10)
Ay -B' An-B2 .. A, DB

4.5. Maatriksite korrutamise omadused

Definitsioonist on kohe selge, et leidub maatrikseid, mille korral korrutis AB on olemas,
aga korrutist BA ei leidu. Isegi siis, kui AB ja BA leiduvad, ei pruugi nad vordsed olla, nagu
nidha néitest Seega maatriksite korrutamine ei ole kommutatiivne. Siiski on maatriksite
korrutamisel rida muid kasulikke omadusi.

Lause 4.28. Olgu R ring. Maatriksite korrutamisel on jirgmised omadused.
1. Mistahes A € Maty, ,(R), B € Maty, ,(R) ja C € Mat,, ,(R) korral
(AB)C = A(BC).
2. Mistahes A € Maty, ,(R) korral
E,A=A jao AE, = A,

kus E,, € Mat,,(R) ja E, € Mat,(R) on vastavat jirku ihikmaatriksid.
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3. Mistahes A, B € Mat,, ,(R), C' € Mat,, ,(R) korral

(A+ B)C = AC + BC.
4. Mistahes A € Mat,, ,(R), B,C € Mat,, ,(R) korral

AB+C)=AB+ AC.
5. Mistahes A € Mat, ,(R) ja p,q € N korral

OymA =Oyn ja AOpnp = Oy p.

6. Kui R on kommutatisvne ring, siis mistahes A € Maty, ,(R), B € Mat, ,(R) ja k € R
korral

k(AB) = (kA)B = A(kB).

ToOEsTUS. 1. Olgu A = (a;5) € Maty, ,(R), B = (bij) € Mat, ,(R) ja C = (c¢;;) € Mat, 4(R).
Toome sisse tiahised maatriksite AB, (AB)C, BC ja A(BC') elementide jaoks:

AB = (uy) € Maty, p(R),
(AB)C = (Uij) € Matm,q(R),

BC = (wi;) € Mat, 4(R),
A(BC) = (tij) € Maty,4(R)

Kasutades maatriksite korrutamise definitsiooni, summeerimise omadusi ja ringi korrutamise
assotsiatiivsust, vdoime kirjutada:

n

U; = Zwb
ik Def. B2 — il Yk,

p p n
Vi o > wiker; = Z Zazlblk Chj g ZZ aiibi) cr; %ZZ‘W bikCrj),
' k=1 k=1 k=11=1 k=11=1
wy; = Zb Ci
lj Def. B2 - 1kCkyj,
n n p n p p n
b e Do =D (Ytwas | = 30> Gnery) = 30> an e
i Det. B2 Wl Wij il lkCkj SO1 il \VUlk k] SO3 il \Vlk k]
1=1 =1 k=1 =1 k=1 k=1 1=1

Kuna v;; = t;; iga ¢ € {1,...,m} ja j € {1,..., ¢} korral, siis on maatriksid (AB)C ja A(BC)
vordsed, (AB)C = A(BC).

2. Olgu A = (a;j) € Mat,, »(R) jaolgu Ep, = (0;;) m-ndat jarku tthikmaatriks. Siis korrutise
En,A € Mat,, ,(R) i-ndas reas ja j-ndas veerus on element

E 5ikakj = (5i1a1j + 5i2a2j +...+ 5imamj = (Su‘aij =1- Qjj = Qjj.
k=1

Jarelikult F,,A = A, sest nende maatriksite vastavatel kohtadel olevad elemendid on vordsed.
Vorduse AE, = A saab toestada analoogiliselt.
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3. Olgu A = (ai;), B = (bj;) € Maty, ,(R), C = (cij) € Maty, p(R). Toome sisse tahised
maatriksite (A + B)C, AC ja BC elementide jaoks:

(A + B)C = (U”) S Matm@(R),
AC = (’Uij) € Matmm(R),
BC = (wij) € Matm,p(R).

Et maatriksis A 4+ B kohal (i, k) on element a; + by, siis

n n n n
Uis = ik + bi)eps = QikCri + bikcri) = A;kCLi + birCri = i + Wi
U o g—l( i ik)Chj = ];_1( ikChj + DikCrj) 502 ];_1: ikCk;j ’;_1: kRS botmm ij

igaie {l,...,m}jaje{1,...,p} korral. Kuna maatriksites (A+B)C ja AC+ BC on vastavatel
kohtadel samad elemendid, siis on need maatriksid vordsed.

Ulejésinud omadused saab toestada analoogiliselt. O

Lause ja lause pohjal véime Gelda, et kehtib jargmine tulemus.

Lause 4.29. Hulk Mat, (R) on ring maatriksite liitmise ja korrutamise suhtes iga ringi R ja
1ga naturaalarvu n korral.

4.6. Transponeerimise omadused

Uurime niiiid, kuidas on transponeerimine seotud maatriksite liitmisega, maatriksi skalaariga
korrutamisega ja maatriksite korrutamisega.

Lause 4.30. Maatriksite transponeerimisel on jdrgmised omadused.

1. Mistahes A, B € Mat,, »(R) korral
(A+B)T = A" + BT,
2. Mistahes A € Maty, ,(R) ja k € R korral

(kAT = kAT,

3. Kui ring R on kommutatiivne, siis mistahes A € Mat,, ,(R) ja B € Mat,, ,(R) korral
(AB)T = BT AT,
TOESTUS. Tdestame neist omadustest viimase (iilejainud jaavad jélle lugejale 1abi motlemiseks).
Olgu A = (a;;) € Maty, ,(R) ja B = (b;;) € Maty, ,(R). Paneme téhele, et BT € Mat,, ,(R) ja

AT € Maty, 1 (R), seega on korrutis BT AT olemas ja BT AT on (px m)-maatriks, nagu ka (AB)T.
Maatriksi (AB)T i-ndas reas ja j-ndas veerus on maatriksi AB j-nda rea ja i-nda veeru element,

s.t. summa
n
§ kb
k=1

Maatriksi BT AT i-ndas reas ja j-ndas veerus on element
n
E Uik Vkjs
k=1
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kus u;, on BT i-nda rea ja k-nda veeru element ja Vg; on AT k-nda rea ja j-nda veeru element.
Maatriksi transponeerimise definitsiooni kohaselt u;;, = by; ja vi; = ajr. Seega

n n n
§ Uik Vkj = E briajr = E @by,
k=1 k=1 k=1

kuna korrutamine ringis R on kommutatiivne. Jirelikult kehtib vordus (AB)T = BT AT. O
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5. Determinandid

Selles peatiikis me defineerime determinandid ruutmaatriksite jaoks iile ringide ja toestame
dra nende tahtsamad omadused. Selleks, et anda determinandi definitsioon, on meil vaja tutvuda
permutatsioonide ja substitutsioonidega. Substitutsioonidel (ja eriti nende rithmadel) on téiesti
omaette oluline roll matemaatikas. Selles kursuses késitleme neid ainult pogusalt.

5.1. Permutatsioonid ja substitutsioonid

Definitsioon 5.1. Olgu n naturaalarv ja olgu A n-elemendiline hulk. Permutatsioon hulga
A elementidest on selline n-elemendiline jirjend, milles hulga A iga element esineb tépselt iihe
korra.

Naiide 5.2. Tiiiipiline mingukaartide pakk on 52-elemendiline hulk. Selle paki iga segamise
tulemusel tekib permutatsioon nendest kaartidest.

Enamasti vaadeldakse matemaatikas permutatsioone hulga A = {1,2,...,n} elementidest.
Sellist permutatsiooni tdhistame (i1, 19, ...,4,). Tihti kirjutatakse ka lihtsalt iqio .. .4, (niiteks
raamatus [1]). Lihtne on aru saada, et permutatsioone n elemendist on n! tiikki.

Naiteks (4,1, 3,5,2) on permutatsioon 5-st elemendist, aga (4,1, 3,4, 2) ja (2,5,4,3) ei ole.

Definitsioon 5.3. Permutatsiooni (1,2, ...,n) nimetatakse loomulikuks permutatsiooniks
n elemendist.

Definitsioon 5.4. Oeldakse, et iiks permutatsioon on saadud teisest transpositsiooni abil,
kui see esimene permutatsioon on saadud teisest kahe elemendi &ravahetamise teel.

Niide 5.5. Permutatsioon (4,1,3,5,2) on saadud permutatsioonist (4,1,2,5,3) kolmanda ja
viienda elemendi dravahetamise teel.

Lause 5.6. Koik permutatsioonid n elemendist on véimalik jirjestada niiviisi, et iga jdargnev
permutatsioon on eelnevast saadav transpositsiooni abil, kusjuures esimeseks voib valida suvalise
permutatsioons.

TOESTUS. Toestame lause matemaatilise induktsiooniga elementide arvu n jargi. Kui n = 1,
siis on viide ilmne. Kui n = 2 ja esimene permutatsioon on (i1,43), siis teine permutatsioon
(i2,11) on esimesest saadav transpositsiooni abil. Rohkem permutatsioone 2-st elemendist pole.
Oletame niiiid, et n > 3 ja lause viide kehtib permutatsioonide jaoks n — 1 elemendist. Votame
suvalise permutatsiooni

(i1,102,43, - ,in)

n elemendist. Vaatleme koiki permutatsioone n elemendist, mis algavad elemendiga ;. Kui
neist esimene komponent i1 dra jitta, siis saame koik permutatsioonid n—1 elemendist s, . . . , iy.
Induktsiooni eelduse pohjal voime need jéarjestada sellisel viisil, et iga jargnev on saadud eelnevast
transpositsiooni abil. Olgu sellise jirjestuse viimane permutatsioon

(i17j2aj37 s a]n)

Transpositsiooni abil, mis vahetab &ra i; ja jo saame permutatsiooni
(j27 i17j37 e 7.771)
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Jarjestame niitid néutaval viisil kéik permutatsioonid elementidest 41, js, ..., jn. Lisades neile
ette jo saame vajaliku jérjestuse koigi permutatsioonide jaoks, mille esimene komponent on js.
Olgu selles jdrjestuses viimane permutatsioon

(jQ’ ko, ks, ..., kn)

Leiame elementide ks, ks, . . ., ky, hulgast sellise elemendi kg, mis ei kuulu hulka {31, jo}. Vahetame
dra js ja ks (s.t. teeme transpositsiooni) ja jérjestame noutaval viisil kdik permutatsioonid, mille
esimene komponent on k. Nii jitkates saame noutaval viisil dra jarjestada koik permutatsioo-
nid, mille esimene komponent on 1,2,...,n, s.t. kéikvoimalikud permutatsioonid elementidest
1,2,...,n. O

Niide 5.7. Vottes esimeseks permutatsiooniks (2,1,3) voime koik 6 permutatsiooni kolmest
elemendist lause toestuses kasutatud meetodi abil jirjestada nii:

(2,1,3), (2,3,1), (3,2,1), (3,1,2), (1,3,2), (1,2,3).

Definitsioon 5.8. Oeldakse, et elemendid i; ja i; moodustavad inversiooni permutatsioo-
NS (11,92, vy k- 00y .-, 0n), kul k < [ ja i > 4;. Inversioonide koguarvu permutatsioonis
(41,92, ... ,1y) tdhistame stimboliga I(i1,12,...,0,).

Permutatsiooni nimetatakse paarispermutatsiooniks, kui inversioonide koguarv selles per-
mutatsioonis on paarisarv. Vastasel juhul nimetatakse seda permutatsiooni paarituks permu-
tatsiooniks.

Niide 5.9. Permutatsioonis (4, 1,3, 5,2) moodustavad inversiooni elementide paarid (4, 1),
(4,3), (4,2), (3,2) ja (5,2). Seega inversioone on 5 tiikki, I(4,1,3,5,2) = 5, ja tegemist on
paaritu permutatsiooniga.

Permutatsioonis (1,2,3,4,5) on aga 0 inversiooni ja seega on tegu paarispermutatsiooniga.

Lause 5.10. Transpositsioon muudab permutatsiooni paarsust.

TOESTUS. Vaatleme esialgu juhtumit, kus permutatsioonis vahetatakse &ra korvutiasetsevad
elemendid 7 ja j. Sellise transpositsiooni kéigus ei muutu nende inversioonide arv, mida 7 ja j
moodustavad iilejadnud elementidega. Kui ¢ ja j enne transpositsiooni ei moodustanud inver-
siooni, siis pérast transpositsiooni nad moodustavad, ja vastupidi. Seega inversioonide koguarv
kas suureneb voi viheneb iihe vorra ning sellega paarsus muutub.

Niiiid vaatleme olukorda, kus dravahetatavate elementide 7 ja j vahel on m elementi iy, ..., iy,
s.t. et permutatsioon on kujul

(oo ity iy o) (11)
Sel juhul kujutame 7 ja j dravahetamist ette jirgmiselt. Vahetame dra i ja iy, siis @ ja ig jne.,
kuni vahetame &ra i ja i,, ning seejarel i ja j. Sellega oleme joudnud permutatsioonini

(o yits e ims s ).

Liikudes paremalt vasakule vahetame dra j ja i,,, j ja ¢;m—1, jne. kuni on vahetatud 5 ja ;.
Tulemuseks on permutatsioon

(o Ty e ey iy By e ). (12)
Seega nideme, et i-d ja j-i vahetava transpositsiooni saab esitada 2m + 1 korvutiasetsevate ele-
mentide transpositsiooni jirjestrakendamisena. Toestuse esimese osa pohjal teame, et niimoodi
muutub permutatsiooni paarsus 2m+ 1 korda, mis aga tdhendabki, et permutatsiooni paar-
sus erineb permutatsiooni paarsusest. O
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Definitsioon 5.11. Substitutsiooniks 16plikul hulgal M nimetatakse hulga M bijektiivset
teisendust, s.t. iiksiihest pealekujutust M — M.

Maérkus 5.12. Tihti (eriti ingliskeelses kirjanduses) kasutatakse ka 16pliku hulga bijektiivsetest teisen-
dustest ridkides sona “permutatsioon”. Selles kursuses me iiritame sellist lahenemist valtida.

Harilikult vaadeldakse substitutsioone hulgal M = {1,2,...,n} ja kutsutakse neid subs-
titutsioonideks n elemendist. Koigi substitutsioonide hulka n-elemendist tdhistatakse siim-
boliga S,,. Substitutsioone téhistatakse tavaliselt viikeste kreeka téhtedega o, 7, .. ..

Substitutsiooni esitamiseks kasutatakse tihti 2-realist ja m-veerulist tabelit (see tidhendab
(2 x n)-maatriksit), mille esimeses reas on hulga {1,2,...,n} elemendid mingis jérjekorras ja
teises reas on esimeses reas olevate elementide kujutised, seega

> < i1 ia ... ip )
o(iy) o(ie) ... o(in) )~
Nii sellise tabeli esimese rea kui ka teise rea elemendid moodustavad permutatsiooni.

Definitsioon 5.13. Substitutsiooni nimetatakse paarissubstitutsiooniks, kui inversioonide
koguarv permutatsioonides tema esituses tabelina on paarisarv. Vastasel korral nimetatakse seda
substitutsiooni paarituks substitutsiooniks.

Osutub, et see definitsioon on korrektne selles mottes, et substitutsiooni paarsus ei séltu
tema esitusest tabelina. Selle néditamiseks oletame, et substitutsioon o on esitatud kahel viisil:

o(iy) o(i) ... olin) o(j1) o(ge) .. oljn) )~

Kui vahetame tabelis dra kaks veergu, siis saame sama substitutsiooni uue esituse. Selle vahetuse
kéigus toimub nii iilemises kui alumises permutatsioonis transpositsioon, mis muudab kumma-
gi permutatsiooni paarsust. Inversioonide koguarvu paarsus tabelis aga ei muutu. Jérjestame
niitid permutatsioonid n elemendist lauses[5.6 kirjeldatud viisil nii, et alustame permutatsioonist
(i1,12,...,1p). Selles jirjestuses peab esinema ka permutatsioon (ji,j2,...,jn). Tehes vastavad
transpositsioonid tabeli veergudega saame esimesest tabelist teise, kusjuures inversioonide ko-
guarvu paarsus {ithegi sammu kéigus ei muutu. See néditabki, et inversioonide koguarvu paarsus
ei soltu substitutsiooni esitusest tabelina.

Naiide 5.14. Leiame substitutsiooni

2 3 4 1
7= < 341 2 ) €5
paarsuse. Kuna 1(2,3,4,1) + 1(3,4,1,2) = 3+ 4 = 7 on paaritu arv, siis ¢ on paaritu substitut-
sioon.

Iga substitutsiooniga saab siduda tema “mérgi” (+ voi —). Tépsemalt deldes voib vaadelda
kujutust

sign : U Sy, — {1,-1}

neN

(ladinakeelsest sonast signum, mis tdhendab mérki), mis on defineeritud vordusega

sign(o) = 1, kui o on paarissubstitutsioon,
& "1 =1, kui o on paaritu substitutsioon.
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Kobige sagedamini esitatakse substitutsioon tabelina nii, et selle esimeses reas on loomulik
permutatsioon (1,2,3,...,n):

Sellist tabelit nimetatakse substitutsiooni ¢ normaalkujuks.

Tuletame meelde, et hulga M teisendusi on voimalik korrutada (s.t. jirjest rakendada). Kui
7 ja o on hulga M teisendused, siis nende korrutis 7o (vahel tihistatakse ka 70 o) on hulga M
teisendus, mis on defineeritud eeskirjaga

(7o) (m) := (o (m)) |

iga m € M korral. Seega saame korrutada ka substitutsioone ning on teada, et selline korruta-
mine on assotsiatiivne.

Naiide 5.15. Leiame substitutsioonide

/12 3 4 . B
T\l214 31 Ja o=

korrutise 7o. Kuna (70)(1) = 7(0(1)) =7(2) =4, (70)(2) = 7(0(2)) =7(3) =3, (70)(3) =1 ja
(to)(4) = 2, siis
o — < 1 2 3 4 )
4 3 1 2 )°

Samasusteisendust 1, nimetame hulga M iithiksubstitutsiooniks ja tdhistame stimboliga
e (kreeka téht epsilon). Seega kui M = {1,2,... n}, siis

o 1 2 ... n
\1 2 ... n )"
On selge, et mistahes o € .S, korral ec = 0 = oe.
Hulgateooriast teame, et hulga M igal bijektiivsel teisendusel ¢ on olemas poordteisendus,
s.t. teisendus ¢~!, mis rahuldab seoseid oco~! = 1,7 ja 0~'o = 1,,. Substitutsiooni o € 9,

poordteisendust nimetatakse o podrdsubstitutsiooniks ja tihistatakse siimboliga 0~ '. Eelne-
vat arvestades voime sonastada jargmise tulemuse.

1 2 3
2 3 4

—
N——

Lause 5.16. Iga naturaalarvu n korral on S, rihm substitutsioonide korrutamise suhtes.

Rithmi S, kus n € N, nimetatakse substitutsioonirithmadeks ehk siimmeetrilisteks
rithmadeks.

On selge, et kui

o= < 0(11) 0(22) ) > (13)

o < o(1) o(2) - o(n) ) 14

s.t. poordsubstitutsiooni saamiseks voib o esituses tabelina read &dra vahetada.

siis
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Naide 5.17. Kui

1 2
2 3

B 3 4
7= 4 1)
4 (234 1\ (1234
7 =1 34) \4a123)

Lause 5.18. Substitutsioon ja tema pdordsubstitutsioon on sama paarsusega.

siis

DN W

TOESTUS. Inversioonide koguarv tabelites ja on sama. O

5.2. Determinandi definitsioon
Selles peatiikis eeldame koikjal, et R on kommutatiivne ring.
Seome niiiid iga ruutmaatriksiga iihe ringi R elemendi.

Definitsioon 5.19. Ruutmaatriksi A = (a;;) € Mat,(R) determinandiks nimetatakse ringi
R elementi

|A’ = Z sign(a) “Qlo(1) " A20(2) * - - - Ang(n)- (15)
U’ESn

n-ndat jarku ruutmaatriksi determinanti nimetatakse n-ndat jirku determinandiks. Korru-
tisi @1o(1) - A20(2) * - - - * Ano(n) Nimetatakse determinandi |A| liikmeteks. Maatriksi A = (a;;) €
Mat,, (R) determinandist rdikides kasutatakse tihti téhistust

ail ag ... A1n

a1 A2 ... QA2n
|A’ = )

an1 Qp2 ... Qpn

samuti kirjutatakse |A| asemel det(A).

Kommenteerime pisut seda definitsiooni. Selles summas liidetakse mérgiga (sign(o)) varus-
tatud Kkorrutisi n-st maatriksi A elemendist, kusjuures korrutises on igast reast ja igast veerust
iiks tegur. Seda, et igast veerust on voetud tépselt iiks tegur, néitab see, et elementide veeru-
indeksid moodustavad permutatsiooni (o(1),0(2),...,0(n)). Kuna permutatsioonis (1,2,...,n)
on 0 inversiooni, siis sign(o) soltub inversioonide arvust permutatsioonis (o(1),0(2),...,0(n)).
Kui see on paarisarv, siis esineb summas liidetav (1) - @25(2) * - - - * Gno(n), vastasel korral aga
korrutise a14(1) - 25(2) * -+ * Ano(n) vastandelement ringis R. Summeerimine toimub iile koigi
substitutsioonide hulgal {1,2,...,n}, s.t. liita tuleb kaikvoimalikud sellised korrutised.

Kui téhistame siimboliga P(n) koigi permutatsioonide hulka n elemendist, siis voib deter-
minandi definitsiooni anda ka jargmisel kujul:

A= > (=D ey ag, - a,,

(_1)](7:1,.‘.,7;”) — Sign < 1 2 e TL ) '

1 12 ... 1p

sest
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Definitsiooni pdhjal on lihtne veenduda, et kui A = (a) € Mat;(R), siis |A| = a, ja et

ain a2 | _
= ai1a22 — 12021-
a1 a2
Kuna |S,,| = nl, siis definitsiooni jirgi arvutades tuleb niiteks 4-ndat jirku determinandi

puhul liita 4! = 24 korrutist, 5-ndat jarku determinandi puhul 5! = 120 korrutist jne. On selge,
et vithegi suurema jéargu korral on determinandi arvutamine definitsiooni jirgi viga téomahukas.
Onneks on determinandil mitmeid omadusi, mis tema arvutamist lihtsustavad. Vaatlemegi neid
omadusi ldhemalt.

5.3. Determinandi omadused
Teoreem 5.20. Transponeerimisel maatriksi determinant ei muutu.

ToEsTUS. Olgu A = (a;;) € Mat,(R) ja AT = (u;j). Me peame toestama, et

AT| = 4.

Kuna iga o € S, korral (o71)~! = ¢, siis kujutus
f:8,—5, o~ ot
on pooratav (ff = 1g, ehk f~! = f) ja seega bijektiivne. T#histame
Sg = 8ign(0) * A1,(1) - Q25(2) " - - - * Ono(n)
ja meenutame, et

L ( o(1) o(2) ... on) > | 16)

1 2 . n
Nitd

A= s, (14] det.

G’ESn

= Z S (o) (lause [4.15))
oESy

= Z 80_—1 (f def)
UES’n.

= Z sign(o 1) - Ap(1)1 * A(2)2 " -+ * Qo(n)n (vordus )
O'GSTL

= Z SigD(O') “Ao(1)1 " Ag(2)2 " - - " Ao(n)n (lause '
oES)

= Z sign(o) - Uig(1) * Uzo(2) * - - - * Uno(n) (uij = aji)
O’ESn

= |AT]. (JAT| det.)

|
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Lause 5.21. Kui ruutmaatriks sisaldab nullidest koosnevat rida, siis tema determinant on 0.

ToEsSTUS. Kui maatriksi A = (a;;) € Mat,(R) k-s rida koosneb ainult nullidest, siis igas kor-

TUtises a1,(1)20(2) - - - Ano(n) ON k-s tegur vordne nulliga ja seega on summa ([15)) kéik liidetavad
nullid.

Jareldus 5.22. Kui ruutmaatriks sisaldab nullidest koosnevat veergu, sits tema determinant on
0.

ToOEsTUS. Kui ruutmaatriks A sisaldab nullidest koosnevat veergu, siis maatriks A7 sisaldab
nullidest koosnevat rida. Lause pohjal |AT| = 0. Teoreemi kasutades saame, et |A| =
|AT| = 0. O

Mairkus 5.23. Edaspidi sonastame ja toestame veel terve rea determinantide omadusi ridade
abil. Samasugused omadused saaks sonastada ka veergude abil ja toestada need Teoreemi [5.20
kasutades. Me ei hakka neid omadusi siin kirja panema ega toestama, kuid vajaduse korral
kasutame neid determinandi arvutamisel.

Lause 5.24. Kui ruutmaatriksi mingi rea koik elemendid korrutada elemendiga c, siis tema
determinant korrutub ka elemendiga c.

TOEsTUS. Olgu A = (a;5) € Mat,(R) ja olgu B maatriks, mis on saadud maatriksist A k-nda
rea elementide korrutamisel elemendiga ¢ € R. Siis kasutades R korrutamise kommutatiivsust
ja summeerimise omadust SO1 saame, et

1Bl = ) sign(0) - a1p() - - G t0(k-1) * Clho(k) * Ut Lo(et1) " - - * Gno(n)
O'GSTL
= ¢ <Z sign(o) - a1y - ang(n)> =c-|Al.
O'ESn

Naiide 5.25. Kui maatriksi
1

20
A=11 2 -1
1 3 1

teine rida korrutada arvuga 3, siis saadava maatriksi determinant on 3 - |A|:

2 0 1 2 0 1
3 6 -3|=3-|1 2 -1
1 3 1 1 3 1

Lause 5.26. Kui ruutmaatriksis vahetada dra kaks rida, siis determinant muudab mdarks.

TorsTUS. Olgu A = (ai;) € Mat,(R) ja olgu B = (b;;) maatriks, mis on saadud maatriksist A
k-nda ja l-nda rea dravahetamisel, kus k < [, k,l € {1,...,n}. Siis

aij, kuii=k,
bij =< arj, kuii=I, (17)
Qg kui 7 Q {k,l}
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Iga o € S, korral vaatleme substitutsiooni

<

1

(1) a(l)

g

(18)

mille {ilemine permutatsioon on loomulik permutatsioon ja alumine permuatsioon on saadud
permutatsioonist (o(1),...,0(k),...,o(l),...,0(n)) transpositsiooni abil, mis vahetab dra k-
nda ja l-nda elemendi. Et transpositsioon muudab permutatsiooni paarsust (lause , siis
sign(o’) = —sign(o) ehk sign(o) = —sign(o’).

Kuna iga o € S, korral (¢') = o, siis kujutus

f:8,—=8S,, o—d

1

on podratav (f~ = f) ja seega bijektiivne. T#histame

Sg = sign(a) *A1g(1) " A20(2) " -+ " Ano(n) -
Niiiid
A= s, (|A| def.)
O’GSn
= Z 5¢(o) (lause [4.15])
O’GSn
_ Z S (f def.)
ogESy
= > sign(o’) a1y Qo) - Glo(k) - Gno(n) (vordus (18))
O'GS”VL
= Z (—1) -sign(o) - @151y -+ o) - Qlo(k) " -+ Ono(n)  (sign(o’) = —sign(o))
O’GSn
= - Z Slgn “Alg(1) e Qko(l) - Qlo(k) * Qno(n) (SOl)
gESy
== sign(0) bio) - biot) - Dko(k) -+ - * o) (def.
€Sy
= — Z sign(o) - big(1)y - ko) -+ bioq) - bno(n) (korrutamise kommut.)
O’GSn
=—|B|. (|B| def.)
ehk |B| = —|A|. O

Lause 5.27. Kui ruutmaatriksis on kaks vordset rida, siis tema determinant on 0.

TOESTUS. Olgu maatriksis A =
Iga o € S, korral olgu

(aij) € Mat,,(R) k-s jal-srida vordsed, k <, k,l € {1,...,n

Sg = sign(a)alg(l) < Oko(k) - - - Ao(l) - - - Cno(n)-
Siis |A] = > e, So- lga 0 € Sy, korral olgu
;o 1 k l n
TTNe) o) o o(k) o) )



s.t. o/ on substitutsioon, mille tabelina esitus saadakse o esitusest alumises reas k-nda ja l-nda
elemendi vahetamisel. Siis sign(o) = —sign(o’). Kuna k-s ja l-s rida on vordsed, siis aj(r) =
Ao (k) ja Oko(l) = Qlo(l)- Seega

So = Sign(o)ais(1) - - Qo (k) - - - Weo(l) - - - Ono(n) (asendused)
= sign(0)a1(1) - - - Ako(l) - - - Uo(k) - - - Ono(n) (korrutamise kommut.)
= —sign(0")a1/(1) - - - Ao (k) - - - o' (1) - - - Cno () (o def.)
= —54/ (sor def.)

ehk
So + 55 = 0.

Kui T & {0,0'},siiska 7' & {0,0'} ja {0, o’ }n{r, 7'} = 0. Jdrelikult jaguneb hulk S,, kaheelemen-
diliste hulkade {0, 0’} 16ikumatuks iihendiks. Iga sellise paari korral kehtib vordus s, + s, = 0,

seega ka [A] =) g s5 =0. O

Jargmises lauses motleme maatriksi rea elemendiga ¢ korrutamise all seda, et selle rea koik
elemendid korrutatakse elemendiga c ning ridade liitmise all moeldakse seda, et omavahel liide-
takse nende ridade vastavad elemendid. Sisuliselt me teeme komponenthaaval tehteid maatriksi
reavektoritega. Niiteks maatriksi

1 2 3
A= 1 1 1
—2 -4 -5

kolmandale reale arvuga 2 korrutatud esimese rea liitmisel saame maatriksi
1 2 3
B=|1 11
0 01

Lause 5.28. Kui ruutmaatriksi mingile reale liita suvalise ringi elemendiga korrutatud teine
rida, siis selle maatriksi determinant ei muutu.

ToOEsTUS. Olgu A = (a;5) € Mat,(R) ja olgu B maatriks, mis on saadud maatriksist A selle
k-ndale reale elemendiga ¢ € R korrutatud /-nda rea liitmisel, kus k # [. Peame n#itama, et
4| = |BI.
Eeldame, et k < [. (Kui k& > [, siis on toestus analoogiline.) Maatriksi B k-s rida koosneb
elementidest
ak1 +capn, aga +cage, ..., gp 1 CAlp;

koik iilejidnud B elemendid on samad, mis A vastavatel kohadel olevad elemendid. Seega

|B| = Z Sign(a)alo(l) . -ak—l,o(k—l)(ako(k) + Cala(k))ak+1,a(k+1) <o+ Aig(l) - - - Apg(n)-
gESy
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Kasutades distributiivsuse seadusi ja summeerimise omadusi voime kirjutada
1Bl = (sign(0)aio(1) - - - @h—1,0(—1)Tho (k) Tt 1,0 (k1) - - - Go(l) - - - Onor(n)
oESH
+ Sign(a)ala(l) . ~ak—1,a(k—1)(Cala(k))ak+1,a(k+1) s Qe(ly - 'ana(n))

=[Al+ ¢ > sign(0)aio(1) - - W10 (k1) Uo (k) T+ 1,0(+1) - - (1) - - - Tno(n)
oESy

=|A|+c-0

= ’A|7

kus altpoolt kolmandas reas olev summa on 0 sellepérast, et ta on sellise maatriksi

ail ai e QA1p
Gkp—-1,1 Ag—12 --- QGk—1n
ap a2 ...
!/
A= agr11 Age12 - Gkl
ap aro ce Qln
QApl an2 ce Ann
determinant, milles k-s ja [-s rida on vordsed. |

Lause [5.28| on viiga kasulik. Selle ja tema analoogi abil saame ridu voi veerge omavahel liita
nii, et tekiks juurde nulliga vorduvaid elemente, aga determinant samal ajal el muutu. Mida
rohkem on maatriksis nulle, seda lihtsam on leida tema determinandi véartust.

5.4. Laplace’i teoreem

Siinse paragrahvi eesmérk on tutvuda teoreemiga, mis lu-
bab n-ndat jarku determinandi arvutamise taandada madalamat
jarku determinantide arvutamisele. Selle teoreemi téestas prant-
suse matemaatik Pierre-Simon Laplace (1749-1827) aastal 1772.

Teoreemi sonastamiseks on meil vaja miinori moistet ja sellega
seotud moisteid.

Definitsioon 5.29. Maatriksi A alammaatriksiks nimetatak-
se maatriksit, mis saadakse, kui maatriksis A valitakse vilja min-
gid read ja veerud ning moodustatakse uus maatriks elementidest,
mis asuvad véljavalitud ridade ja veergude ldikekohtades, kus-
juures nende elementide omavahelist asendit ei muudeta. Alam-
ruutmaatriks on alammaatriks, milles on sama arv ridu ja veer-

ge.

Pierre-Simon Laplace

Definitsioon 5.30. Maatriksi A k-ndat jirku miinor on tema k-ndat jarku alamruutmaat-
riksi determinant.

Kui miinor on sellise alamruutmaatriksi determinant, mis on saadud ridade 41,...,%; ja
veergude j1, ..., ji viljavalimisel, siis iitleme, et see miinor asub ridades i1, ..., jo veergudes
j17 A 7]k'
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Definitsioon 5.31. Kui ruutmaatriksi A miinor M asub ridades i1,. .. iy ja veergudes ji,...,jk,
siis selle miinori tdiendusmiinoriks nimetatakse miinorit M, mis asub ridades ja veergudes, mis
jadvad jérele ridade i1, ...,k ja veergude ji,...,jr viljajitmisel maatriksist A. Ringi elementi

(_1)i1+...+ik+j1+...+jkM
nimetatakse miinori M algebraliseks tdiendiks.

Kui me tahame réhutada, et vaadeldav miinor asub ridades i1, ..., ja veergudes j1, ..., jk,
siis kasutame selle miinori, tema téiendusmiinori ja algebralise tdiendi jaoks jargmisi tdhistusi:

J1seesJk Mjlr--»jk Aj1,~~~,jk
U1 yeenk U150tk 0 U150k

Naiide 5.32. Kui maatriksis

d
h
A= l

S S - o
O QY o

a
e
i
m p

valime vélja read numbritega 2 ja 4 ning veerud numbritega 1 ja 4, siis saame, et

1,4 € h o _

Myy = | D ‘ =ep — hm,

~r1,4 b ¢ . o
2,4 ' i k|7 bk — cj,

Ay = (RPN = (b — ¢j) = ¢f — bk
24 (=1) 2.4 ( ¢j) =cj :

Niiiid saamegi Laplace’i teoreemi sonastada. Selles kursuses ei joua me selle teoreemi toestust
anda. Tdestuse voib leida néiteks raamatust [1].

Teoreem 5.33 (Laplace’i teoreem). Olgu maatriksis A € Mat,, (R) fikseeritud read iy,. . . ,if.

Siis
_ E Jlsendk | ATL>-Tk
‘A’ - Mil,...,’ik Ail,...,ik’
1<1 <. <jr<n
s.t. A determinant on vordne ridades i1,...,1 asuvate kéikvoimalike k-ndat jarku miinorite ja

nende miinorite algebraliste tdiendite korrutiste summaga.

Kui Laplace’i teoreemi rakendatakse ridade i1, ..., 4 korral, siis rdfgitakse maatriksi A de-
terminandi arendamisest ridade i1, ...,1; jdrgi. Kuna transponeerimisel determinant ei muutu
(vt. teoreemi , siis v6ib determinanti arendada ka veergude jérgi.

Eriti kasulik on determinanti arendada mingite k rea jirgi siis, kui neis ridades on ainult iiks
nullist erinev miinor. Sellisel juhul tuleb summasse ainult iiks liidetav.

Niide 5.34. Jiargneva determinandi kahes esimeses reas on ainult iiks nullist erinev teist jarku
miinor (1. ja 3. veerus). Seega kahe esimese rea jirgi arendades saame:

1 0 2 0
30 4 0 |1 2| vivevies |5 6| oy oy oy
95106_}34‘(1) 7 g | = (72 (=) (=2) = 4.
11 7 12 8
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Loomulikult v6ib determinanti arendada ka iihe rea voi veeru jérgi. Esimest jarku miinor
maatriksi A i-ndas reas ja j-ndas veerus on vordne sellel kohal oleva elemendiga a;;. Sellise
miinori algebralist taiendit tédhistatakse Ag asemel harilikult simboliga A;; ja nimetatakse ele-
mendi a;; algebraliseks tdiendiks. Niisiis voime Laplace’i teoreemi pohjal 6elda, et arendades
i-nda rea jargi

ail aip ... A1n n
as1r a2 ... Q2n
|A| = =andin + ainlio + ...+ i Ain = E aijAij (19)
ce el e . =
anl1 Ap2 ... Qpn

ja arendades j-nda veeru jargi

ail] aiz2 ... Qin n
a1 a2 ... Qa2p
’A‘ = = alelj + angQj + ...+ anjAnj = E aiinj.
=1
an1 AaQp2 ... Qpn

Eeloeldut kokku vottes voib sonastada jirgmise meetodi n-ndat jéirku ruutmaatriksi A de-
terminandi arvutamiseks juhul kui selle elemendid on korpusest.

1. Valime determinandis vélja ithe rea voi veeru (soovitavalt sellise, kus juba on nulle). Kui
see rida voi veerg koosneb ainult nullidest, siis |A| = 0. Vastasel korral votame iihe nullist
erineva elemendi ja muudame selle abil koik {ilejddnud elemendid antud reas véi veerus
nulliks kasutades liitmisteisendust. (Selle jaoks ldheb meil vaja nullist erineva elemendi
poordelementi korpuses.) Determinant selle kdigus ei muutu.

2. Arendame determinanti valitud rea voi veeru jirgi. Laplace’i teoreemi pohjal taandub |A|
arvutamine iithe (n — 1)-st jirku determinandi arvutamisele.

3. Kordame seda protseduuri kuni jouame esimest jirku determinandini.

5.5. Maatriksite korrutise determinant

Selles paragrahvis néitame, et determinandi leidmine on kooskélas maatriksite korrutami-
sega.
Teoreem 5.35. Sama jarku ruutmaatriksite korrutise determinant on vérdne tegurite determi-

nantide korrutisega.

ToOESTUS. Olgu A = (ai;), B = (b;j) € Mat,,(R). Meie eesmirk on toestada, et

|AB| = |A|-|B].|
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Vaatleme 2n-jarku determinanti

ai;p] a2 ... Qain 0 0 ... 0

asr a922 ... Q92n 0 0 ... 0

D= Anl Ap2 ... Qpn 0 0o ... 0
-1 0o ... 0 b11 b12 .. bln

0 -1 ... 0 b21 522 ce bgn

0 0 ... =1 by bua ... bpn

Nagu nédha, on D sellise maatriksi determinant, mis koosneb neljast nn. blokist: maatriksitest
A, ©, —F ja B. Arendades seda determinanti D esimese n rea jéirgi ndeme, et

D =[A]-|B],

sest (1+2+...4n)+ (1+2+...4+n) on paarisarv. Teisendame niiiid seda determinanti nii,
et koik elemendid b;; muutuksid nullideks. Selleks liidame (n 4 1)-sele veerule

e by1-kordse esimese veeru,
e boi-kordse teise veeru,
° ...,

e b, 1-kordse n-nda veeru.

Selle tulemusena ei jad (n + 1)-se veeru esimesed n elementi enam nullideks, vaid omandavad
uued védrtused

ci1 = anbi +abar + ...+ aipbn,
c21 = ag1bi1 + axba + ...+ azpbpa,
cnl =  anpibir + ap2bar + ...+ annbpr.

Teisendades analoogiliselt determinandis D ka {ilejaénud elemendid b;; nullideks saame, et

a1 a2 ... Gy €11 €12 ... Clp

a1 a2 ... G2, C21 €22 ... C2p

_ | Gn1 An2 ... Gpn Cpl Cp2 ... Cpp
D= -1 0 ... 0 0 0o ... 0}’ (20)

o -1 ... 0 0 0 ... 0

0 0 -1 0 0 0

kus

n
Cij = aibij + Gigboj + ... + Qinbpy = > aipbpj.
k=1
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Tahistades C = (¢;;) € Mat,, (R) ndeme, et maatriks C' on maatriksite A ja B korrutis, AB = C.
Arendame niiiid determinanti D viimase n rea jéirgi kasutades selleks avaldist . Saame

-1 0 ... 0
D= (_1)1+2+...+n+(n+1)+...+2n . 0 -1 ... 0 . ’0| _ (_1)1+2+...+2n . (_1)n . ‘C’
0 0o ... -1
_ (71)1+2+...+2n+n|c‘ — |C|
sest jirgnev summa on paarisarv:
(14 2n)2n

1+24... +2n+n= +n=([14+2n)n+n=(2+2n)n=2n(n+1).

2

64



6. Poordmaatriks

Selles peatiikis tdhistab K koikjal korpust.

Definitsioon 6.1. Maatriksi A € Mat, (K ) pédrdmaatriksiks nimetatakse sellist maatriksit
B € Mat,,(K), mille korral
AB=F ja BA=EFE.

Maatriksit A € Mat,, (K) nimetatakse p6dratavaks, kui tal leidub poérdmaatriks.

Teiste sonadega voib Gelda, et pooratavad maatriksid on monoidi (Mat,, (K), ) pooratavad
elemendid.

On selge, et mitte koik ruutmaatriksid ei ole pooratavad. Néiteks nullmaatriksil puudub
poordmaatriks. Samas ithikmaatriks on alati pdoratav, tema poérdmaatriks on ta ise, sest kehtib
vordus FE = FE.

Lause [1.16| pohjal voime 6elda, et kehtib jairgmine tulemus.

Lause 6.2. Kui ruutmaatriksil leidub poordmaatriks, siis on see tiheselt mdadratud.

Maatriksi A poordmaatriksit tihistatakse siimboliga A~!. On selge, et

(A~ H)=t = A

Lausest saame jéareldada jargmise fakti.

Lause 6.3. Kui ruutmaatriksid A, B € Mat,,(K) on pidratavad, siis ka maatriks AB on pédra-
tav, kusjuures

(AB)"' =B tA™L

Koigi n-ndat jarku pooratavate maatriksite (iile korpuse K) hulka tdhistatakse harilikult
GL,(K) (inglise keeles general linear group).

Lause 6.4. Hulk GL,(K) on rihm maatriksite korrutamise suhtes.

TOESTUS. Ténu lausele on maatriksite korrutamine algebraline tehe hulgal GL,, (K). Lau-
se [4.28) pohjal on korrutamine assotsiatiivne ja tihikmaatriks E € GL,(K) on selle suhtes
ithikelement. Kuna pooratava maatriksi poordmaatriks on ka pooratav, siis hulga GL,,(K) igal
elemendil on samas hulgas olemas poordelement korrutamise suhtes. Seega on rithma definit-
siooni koik tingimused tédidetud. O

Definitsioon 6.5. Ruutmaatriksit A nimetatakse regulaarseks, kui |A| # 0.
Lause 6.6. Iga pdoratav ruutmaatriks on regulaarne.

TOESTUS. Olgu maatriks A € Mat, (K) pooratav. Siis tal leidub péordmaatriks A~! nii, et
AA™! = E. Kuna teoreemi pohjal on korrutise determinant vordne tegurite determinantide
korrutisega, siis 1 = |E| = |[AA™!| = |A] - |A7Y|. Kui oleks |A| = 0, siis oleks 1 = |A| - |[A71| =0,
mis aga korpuses pole voimalik. Jarelikult |A| # 0. O

Tihti ldheb vaja elementaarteisendusi maatriksi ridadega. Selliseid teisendusi kasutatakse
paljude praktiliste iilesannete lahendamisel (poordmaatriksi leidmine, maatriksi astaku leidmi-
ne, lineaarvorrandisiisteemi lahendamine jne.). Me defineerime esialgu elementaarteisendused
suvaliste vektorite siisteemide jaoks vektorruumides ja siis kasutame neid maatriksi reavektorite
(voi veeruvektorite) siisteemi korral.
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Definitsioon 6.7. Vektorite siisteemi elementaarteisendused on jargmised teisendused:
1. siisteemi kahe vektori dravahetamine;
2. siisteemi vektori korrutamine nullist erineva skalaariga;

3. silisteemi mingile vektorile mingi skalaariga korrutatud teise vektori liitmine.

Lause 6.8. Vektorite dravahetamise saab taandada teistsugust tidipi elementaarteisendustele
vektorite siisteemis.

TOESsTUS. Olgu meil vektorruumi V' antud vektorite siisteem ey, ..., ey, milles me soovime &ra
vahetada i-nda ja j-nda vektori. Toimime selleks jargmiselt.

1. Liidame i-ndale vektorile j-nda vektori.

2. Liidame j-ndale vektorile (—1)-ga korrutatud i-nda vektori. Paneme seejuures tihele, et
ej + (=1)(e; +¢j) = —e;.

3. Liidame i-ndale vektorile j-nda vektori. Sellega oleme teinud kolm 3. tiiiipi elementaartei-
sendust.

4. Korrutame j-nda vektori (—1)-ga.

Tehtud teisendusi illustreerib jargmine skeem:

€1,..., €, ceny €5, R ed
€ly,---y € +E€5, ...y €, ....€p ~
€1,..., € +e€j, ..., —€, ...,n -~
€1y €5, ceey TE6iy €
€1y €5, ey €;, ..y Cn.

|

Naitame niiiid, et elementaarteisenduste sooritamiseks maatriksi rea- voi veeruvektorite
slisteemiga v6ib seda maatriksit korrutada teatud erikujuliste maatriksitega, mis on kiillaltki
sarnased {ihikmaatriksiga.

Olgu n fikseeritud naturaalarv. Iga c € K \ {0} ja i € {1,2,...,n} korral olgu F;(c) n-ndat
jarku ruutmaatriks, mille peadiagonaali i-s element on ¢, teised peadiagonaali elemendid on 1-d
ja koik iilejidnud elemendid on 0-d, s.t. F;(c) on maatriks kujul

10 ...0 ...0
1 ...0 ...0

Ei)=1 ¢ c 0
00 ...0 ... 1

Igace K jai,je{l,2,...,n}, i# j, korral olgu E;j(c) n-ndat jirku ruutmaatriks, mille
peadiagonaalil on 1-d, ¢-nda rea ja j-nda veeru element on c ja koik iilejadnud elemendid on 0-d.
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Seega juhul, kui ¢ < j, on maatriks F;;(c) kujul

10 ...0 ..0..0

01 0 .0 . 0

0 0 1 c 0
Eij(c) = :

0 0 0 1 0

00 ..0..0..°1

Definitsioon 6.9. Maatrikseid F;(c) ja Ej;(c) nimetatakse n-indat jirku elementaarmaat-
riksiteks.

Lause 6.10. Elementaarteisenduste tegemine maatriksi ridadega (veergudega) on samavddrne
maatriksi korrutamisega vasakult (paremalt) teatud arvu elementaarmaatriksitega.

TOESTUS. Vaatleme maatriksit A € Mat,, (K). Leides korrutise E;(c)A néeme, et see on maat-
riks, mis on saadud maatriksist A i-nda rea korrutamisel c-ga. Samuti on lihtne veenduda, et
E;j(c)A on maatriks, mis on saadud maatriksist A i-ndale reale c-kordse j-nda rea liitmisel.
Lause pohjal taandub ridade vahetus teatud arvule 2. ja 3. tiilipi elementaarteisendustele,
seega samuti elementaarmaatriksitega vasakult korrutamisele.

Toestus veergude jaoks on analoogiline. O

Lause 6.11. Koik elementaarmaatriksid on péoratavad, kusjuures ka nende péordmaatriksid on
elementaarmaatriksid.

TOESTUS. Vahetu kontroll néitab, et

ja
O

Lause 6.12. Kui A on requlaarne maatriks ja maatriks B on saadud maatriksist A ridade voi
veergude elementaarteisenduste abil, sits ka B on regulaarne.

TOESTUS. Kui B on saadud maatriksist A ridade elementaarteisenduste abil, siis

B =Ey... FyFy A,

kus Eq, Eo, ..., E} on elementaarmaatriksid ja seega peavad nad olema regulaarsed. Kuna |B| =
|Eg|...|E2||E1]|A|, tegurid viimases korrutises on nullist erinevad ning korpuses ei ole nullite-
gureid, siis ka |B| # 0. O

Lause 6.13. Iga regulaarse maatrikst saab ridade elementaarteisenduste abil teisendada tihik-
maatriksiks.
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TOESTUS. Jérelduse tottu peab regulaarse maatriksi esimeses veerus leiduma nullist erinev
element. Ridade vahetamise abil voime saavutada olukorra, kus see element asub kohal (1,1).
Vaatleme niiiid regulaarset maatriksit A = (a;;) € Mat,,(K), kus a1; # 0. Liidame maatriksi
A i-ndale reale, kus i € {2,...,n}, elemendiga — 7 korrutatud esimese rea (vt. méirkust .

a

Korrutades veel esimese rea nullist erineva elemendiga % jouame maatriksini B, mis on kujul

1 b12 blg e bln
0 ()22 b23 . bgn
B= 0 byo b3y ... b3y
0 bpn2 bps ... bun

Lause pohjal on B regulaarne. Arendades B determinanti esimese veeru jargi nieme, et
|B| = |B], kus

bao baz ... bay
B b2 b3z ... b3
bna bpz ... bun
Seega ka B’ on regulaarne maatriks ja tema esimeses veerus (s.t. elementide bog,bsa, . .., byo

hulgas) peab leiduma nullist erinev element. Tdstes sarnasel moel nullist erinevaid elemente
peadiagonaalile ja muutes neist allapoole jadvaid elemente nullideks jouame ridade elementaar-
teisenduste abil maatriksini

I c2 a3 ... Cln-1 Cin
0 1 23 ... C2n-—1 Con
C _ 0 0 1 . 637n,1 C3n, ’
0 0 0o ... 1 Cn—1,n
0 0 0o ... 0 1

s.t. iilemise kolmnurkmaatriksini, mille peadiagonaalil on iithikelemendid. Liigume niiiid veerge
vaadeldes paremalt vasakule. Liidame maatriksi C' i-ndale reale, kus i € {1,2,...,n — 1},
elemendiga —c;, korrutatud n-nda rea. Sellega muutuvad nulliks k&ik elemendid viimases veerus,
vilja arvatud viimane element. Tulemuseks on maatriks kujul

1 dig diz ... dl,n—l 0

0 1 dog ... d2,n—1 0
| 0 0 1 dsar 0

0 O 0 ... 1

o 0 0 ... 0 1

Samamoodi toimime eelviimase, iile-eelviimase jne. veeruga, kuni jéuame ithikmaatriksini. O

Jargmine tulemus iitleb, et maatriksi podratavuse iile saab otsustada tema determinandi
pohjal.

Teoreem 6.14. Ruutmaatriks on podratav parajasti siis, kui ta on regulaarne.
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TOESTUS. TARVILIKKUS. See on téestatud lauses [6.6]

Prsavus. Olgu A € Mat,, (K) regulaarne maatriks. Nagu néiitasime lauses saab maatriksi A
ridade elementaarteisenduste abil teisendada iithikmaatriksiks. Lause pohjal on elementaar-
teisenduste tegemine maatriksi ridadega samavéairne maatriksi korrutamisega vasakult teatud
arvu elementaarmaatriksitega. Seega leiduvad sellised elementaarmaatriksid F1, Es, ..., Ey, et

Ey...EbEiA=FE.

Téhistame B := E}, ... EsE, siis BA = E. Et elementaarmaatriksid on pooratavad (lause ,
siis on ka B poodratav ja lauset k — 1 korda rakendades saame, et

- 171 -1
B l'=Fp'E;' . B

Korrutame vorduse BA = E molemad pooled vasakult maatriksiga B~!. See annab meile
vorduse B~1(BA) = B~'E, millest jéreldub, et

A=FA= (B 'B)JA=BYBA) =B 'E=B"",

s.t. A on B poordmaatriks. Definitsiooni pohjal on siis ka B maatriksi A poérdmaatriks ja seega
maatriks A on pooratav. O

Jareldus 6.15. Iga requlaarse maatriksi saab esitada elementaarmaatriksite korrutisena.

TOESTUS. Teoreemi toestuses ndgime, et kui A on regulaarne, siis A = £ IEQ L. B ! kus
maatriksid E1, Fa, ..., E; on elementaarmaatriksid. Tédnu lausele on ka B L E5 L By !
elementaarmaatriksid. O

Mairkus 6.16. Viimast fakti kasutatakse muuhulgas matemaatilises analiiiisis kordsete integraalide muu-
tujavahetuse juures.

Teoreemi [6.14] tdestuses niigime, et
Al =Ey... BBy = Ey... EByE\E.

See tihendab, et maatriksi A poordmaatriksi saamiseks tuleb iihikmaatriksi £ ridadega teha
tapselt samad teisendused (ja tépselt samas jérjekorras), mis maatriksi A ridadegagi, et saada
A-st iihikmaatriks. See annab meile jargmise algoritmi A poérdmaatriksi leidmiseks. Koostame
(n x 2n)-indat jirku maatriksi nii, et kirjutame A korvale paremale n-indat jirku ithikmaatriksi:

(AlE).

Teeme selle maatriksi ridadega elementaarteisendusi eesmérgiga saada vasakule poole iihik-
maatriks. Eelpooléeldut arvestades jouame 16puks maatriksini

(B]ATY),

mille pohjal saame vilja kirjutada A poordmaatriksi.
Poordmaatriksi leidmiseks on ka veel teine voimalus, nimelt determinantide abil.
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Teoreem 6.17. Kui maatriks A = (a;j) € Mat,(K) on requlaarne, siis

A A ... An
1 A A oA
JET S 12 A 2|
Al
A Asn ... Ann

kus A;; on maatriksi A elemendi a;; algebraline tdiend.

TOESTUS. Tahistame

A A ... An
A Az A ... Ap
A, Asn ... Aun

Vastavalt maatriksite korrutamise eeskirjale on korrutise AA* i-nda rea ja i-nda veeru (i €
{1,...,n}) element

n
a1 Al + apAip + ...+ i A = Z air A, = | Al
k=1

kus viimane vordus kehtib Laplace’i teoreemi pohjal, sest tegemist on |A| arendisega i-nda rea
jargi (vt. vordust ) Kui i # j, 14,7 € {1,...,n}, siis korrutise AA* i-nda rea ja j-inda veeru
element on

n

al-lAjl + aiQAjz + ...+ amAjn = Z aikAjk.

k=1
Moodustame maatriksi B, mille kdik read, vilja arvatud j-is rida on samad, mis maatriksil A,
j-indaks reaks on aga maatriksi A i-s rida, s.t.

ail a2 e A1n
a1 ;2 e Qin
B = aj,m aj,1’2 e aj,Ln
a;1 a;2 e Qin
aj+1,1 Aj41,2 --- Qjtln
[07%%} an2 PN Upn
Et maatriksis B on kaks vordset rida, siis |B| = 0. Teisest kiiljest, arendades maatriksi B

determinanti j-inda rea jirgi saame vorduse |B| = > ;_; a;x A, (sest maatriksi B j-ndas reas
oleva elemendi a;;, algebraline tdiend on sama, mis elemendi aj;, algebraline tdiend maatriksis A,
s.t. Aji). Seega > p_ aixAjr = 0, mis tihendab, et maatriksi AA* koik viljaspool peadiagonaali
asuvad elemendid on 0-d. Sellega oleme n#idanud, et

Al 0 ... 0
o N A I
0 0 ... |4
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Arutledes analoogiliselt veergudega saame vorduse A*A = |A| - E. Et A on regulaarne, siis
|A| # 0 ja on olemas element |A|~! = ﬁ. Korrutades selle elemendiga vorduste AA* = |A| - E

ja A*A = |A| - E molemaid pooli ja kasutades lauset 4.28(5) saame

1 1
(o) (L)
Al | Al

mis tdnu podrdmaatriksi definitsioonile tdhendabki, et

1
A7l =_—_. 4%
A

|

Toestatud teoreemist saab lihtsa vaevaga tuletada valemi teist jarku ruutmaatriksi poord-
maatriksi leidmiseks.

Jareldus 6.18. Kui ad — be # 0, siis

a b\ 1 [ d b
c d ~ ad—be - a )

Naiide 6.19. Leiame maatriksi

2 3
A= 1 1 € Matg (R)
3 5

oo

poordmaatriksi. Arvutades maatriksi A determinandi ja koigi elementide algebralised tédiendid,
saame

Lia| _[230] 1y
A=l 5 7 _;;(1)_’11‘__1’
—21
12| |34 3 4
5 7 5 7 1 2
1 1 12 2 4 2 4
-1 _ LNt _ | _
AT = |A|(A”) —1 37 3.7 12
11| |23 2 3
35 35 11
-3 -1 2 3 1 -2
2 -1 -1 -2 1 1

Lopuks néitame, kuidas on omavahel seotud poordmaatriksi leidmine ja transponeerimine.

Lause 6.20. Kui A on pdéoratav ruutmaatriks, siis

(a") ="
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TOEsTUS. Kuna
(A HTAT = (44 ) =ET=E,
AT (AT = (a'a)" =ET=E,

siis definitsiooni pohjal on (A_l)T maatriksi A7 poordmaatriks.
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7. Astak

Selles peatiikis tutvume astaku mdistega ja selle arvutamise meetoditega. Astakust saab
radkida nii maatriksite kui ka suvaliste vektorite siisteemide korral. Ka selles peatiikis tahistab
K korpust.

7.1. Vektorite siisteemi astak

Definitsioon 7.1. Vektorite siisteemi astakuks nimetatakse selle vektorite siisteemi lineaarse
katte moodet.

Stisteemi ay, . .., as astakut tdhistatakse siimboliga rank(ai, ..., as). Definitsiooni pohjal

‘rank(al, .oya5) =dim(L(ag, . . ., as)). ‘

Lause 7.2. Vektorite siisteemi astak on vordne vektorite arvuga selle siisteemi mistahes maksi-
maalses lineaarselt soltumatus alamsiisteemss.

TOESTUS. Vaatleme vektorruumi V' vektorite siisteemi aq,...,as. Olgu selle siisteemi astak
r, s.t. v = dim(L(aq,...,as)). Vaatleme siisteemi ay,...,as mingit maksimaalset lineaarselt
soltumatut alamsiisteemi. Vajaduse korral vektoreid timber nummerdades véime eeldada, et see
siisteem koosneb vektoritest aq,...,a:, kus t < s. Peame néitama, et t = r.

Kuna a1, ...,a; on maksimaalne lineaarselt séltumatu alamsiisteem, siis lisades siisteemile
ai,...,a; vektori a;, kus i € {t + 1,...,s}, saame lineaarselt soltuva siisteemi, milles mingi
vektor peab avalduma eelnevate lineaarkombinatsioonina. See saab olla vaid a;. Seega vekto-
rid agyq,...,as avalduvad vektorite aq,...,a; kaudu, mis jérelduse pohjal tdhendab, et
L(ay,...,at,a41,...,0a5) = L(a1,...,a;). Seega

r =dim(L(a,...,as)) = dim(L(ay,...,a:)) =t,

sest ay,...,a; on L(ay,...,a;) lineaarselt sdltumatu moodustajate siisteem ehk baas. O

Naiide 7.3. Kui vektorid a, b, c on lineaarselt soltumatud, siis a, b, ¢ on siisteemi a, b, b, ¢, 2a+c, a
maksimaalne lineaarselt sdltumatu alamsiisteem ja rank(a,b,b, ¢,2a + ¢,a) = 3.

Definitsioon 7.4. Vektorruumi V kahte vektorite siisteemi nimetatakse ekvivalentseteks, kui
nende siisteemide lineaarsed katted on vordsed.

Seega siisteemid aq, ..., as ja by, ..., b on ekvivalentsed, kui
L(ay,...,as) = L(by,...,b).

On lihtne aru saada, et ekvivalentsuse seos vektorruumi V' vektorite siisteemide vahel on
refleksiivne, siimmeetriline ja transitiivne.

Lause 7.5. Kui vektorruumi V' vektorite siisteem T on saadud siisteemist S elementaarteisen-
duste abil, siis siisteemid S ja T on ekvivalentsed.
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TOEsTUS. Téanu ekvivalentsusseose transitiivsusele piisab, kui vaatleme siisteemi 7', mis on saa-
dud siisteemist S iihe elementaarteisenduse abil.

1. On selge, et vektorite jirjekorra muutmine ei muuda siisteemi lineaarset katet.

2. Teist tiitipi teisenduste korral jidtame téestuse libimotlemiseks lugejale.

3. Néitame, et mistahes skalaari k, vektorite ai,...,as ja indeksite ¢,5 € {1,...,s}, i < j
korral
L(ay,...,a,...,a4,...,as) = L(ai,...,a; + kaj,...,a;,...,as). (21)
Kuna mistahes skalaaride k1, ..., ks ja l1,...,[s korral

k1a1+...+kiai+...+kjaj—1—...—|—k‘sas
:k1a1+...+ki(ai+kaj)+...+(kj—kki)aj+...+ksas,
l1a1+...—|—li(ai—|—k:aj)+...—|—ljaj—{—...+lsas
=har+...+Lai+...+ (Lk+1)aj+ ...+ Lsas,

siis vorduse vasakul poolel olev hulk sisaldub paremal poolel olevas hulgas ja vastupidi. O

7.2. Maatriksi astak

Definitsioon 7.6. Maatriksi astakuks nimetatakse selle maatriksi reavektorite siisteemi as-
takut. Maatriksi A astakut téhistatakse siimboliga rank(A).

Formaalselt voib kirjutada, et
rank(A) = dim(L(A1, ..., An)),

kus Aq,..., A, on maatriksi A reavektorid.
Tanu lausele on maatriksi A astak vordne lineaarselt soltumatute reavektorite maksi-
maalse arvuga. Teiste sonadega: maatriksi A astak on r siis ja ainult siis, kui

1. sellel maatriksil leidub r lineaarselt séltumatut reavektorit,

2. neile r vektorile mistahes reavektori lisamisel saame lineaarselt soltuva stisteemi.

Naiide 7.7. Maatriksi

000 0 O
110 -1 1
A= 0 2 1 3 -1
220 -2 2

astak on 2, sest reavektorid As ja Az on lineaarselt soltumatud, aga siisteemid Aq, Ao, A3 ja
As, As, A4 on lineaarselt soltuvad (Miks?).

Nullmaatriksi astak on 0. Kui maatriks ei ole nullmaatriks, siis tema astakut on voimalik
leida uurides temas sisalduvaid miinoreid.

Teoreem 7.8 (Teoreem maatriksi astakust). Nullmaatriksist erineva maatriksi astak on
vordne selle maatriksi nullist erinevate miinorite kérgeima jdrguga.
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Niisiis: maatriksi astak on r siis ja ainult siis, kui
1. selles maatriksis letdub r-ndat jéarku nullist erinev miinor,
2. koik suuremat jirku mitnorid on vordsed nulliga.

ToESTUS. Kuna A = (a;;) € Mat,, »(K) ei ole nullmaatriks, siis temas leidub nullist erinevaid
miinoreid. Olgu nullist erinevate miinorite korgeim jark r. Arvestades lauset peame néitama,
et lineaarselt s6ltumatute reavektorite maksimaalne arv on ka r.

Niisiis maatriksis A leidub r-ndat jérku nullist erinev miinor M. Uldisust kitsendamata
vbime eeldada, et see miinor asub maatriksi A iilemises vasakpoolses nurgas. Sellise olukorra
voime saavutada ridade ja veergude vahetamise teel. Kui me vahetame maatriksis A dra kaks
rida, siis saadava maatriksi A’ iga miinor on vordne kas mingi A miinoriga v&i mingi A miinori
vastandelemendiga. Kui maatriksis A ei olnud k-ndat jarku nullist erinevat miinorit, kus k& > r,
siis ei ole seda ka maatriksis A’. Samas on maatriksis A’ olemas r-ndat jirku nullist erinev mii-
nor. Sama kehtib veergude vahetamise kohta. Seega sellised teisendused ridade ja veergudega
ei muuda nullist erinevate miinorite kérgeimat jarku. Need ei muuda ka lineaarselt soltumatute
reavektorite maksimaalset arvu, sest seda ei tee ei reavektorite jarjekorra muutmine ega vee-
ruvektorite jirjekorra muutmine (viimane tdhendab koigi reavektorite komponentide jérjekorra
ithesugust muutmist).

Seega eeldame, et

ai] ... Qip
M=|... ... ... |#0.

Arl ... Qpp

Naiitame, et maatriksi A esimesest r reavektorist
Ay, .. A,

koosnev siisteem on maksimaalne lineaarselt sdltumatu alamsiisteem A koigi reavektorite siis-
teemis.

Oletame vastuviiteliselt, et siisteem Aj, ..., A, on lineaarselt soltuv. Sellest jareldub, et ka
miinori M reavektorite siisteem on lineaarselt séltuv, sest miinori M read koosnevad vastavalt
ridade Ay, ..., A, esimesest r komponendist. Olgu miinori M read A}, ..., A.. Siis leidub nende
hulgas vektor, mis avaldub eelmiste lineaarkombinatsioonina. Olgu néiteks

A; = ]{21 ,1 + ...+ kiflA;_l.

Liites miinori M i-ndale reale elemendiga —k; korrutatud esimese rea, elemendiga —ko korru-
tatud teise rea jne. elemendiga —k;_; korrutatud (i — 1)-se rea saame nullidest koosneva rea,
mistottu M = 0. See on vastuolus eeldusega.

Niitame niiiid, et A1,..., A, on maksimaalne lineaarselt soltumatu siisteem. Kui r = m, siis
on see ilmne, sest rohkem ridu maatriksis ei ole. Olgu r < m. Néitame, et iga ¢ € {r+1,...,m}
korral on siisteem Aj,..., A, A; on lineaarselt soltuv. Vaatleme iga j € {1,2,...,n} korral
ruutmaatriksit

ail ... Qir alj
B pu—
Qr1 ... Qpy  Qrj
a1 Qir  Qgj
ja tema determinanti M; = |B|. Osutub, et M; = 0. Toepoolest, kui 1 < j < r, siis on

determinandis M; kaks vordset veergu ja sellepdrast M; = 0. Kui 7 + 1 < j < n, siis M; = 0
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ténu sellele, et tegemist on maatriksi A (r 4 1)-st jirku miinoriga ja nullist erinevate miinorite
korgeim jéark on 7.
Arendame niitid determinanti M; (j € {1,2,...,n}) viimase veeru jérgi, pidades silmas, et
elemendi a;; algebraline tdiend on M. Saame vorduse
aljBl’7«+1 + ...+ aTijH + aijM = 0.
Kuna M # 0, siis saame iga j € {1,...,n} korral avaldada

-1 -1
aij =-M BLH_lalj —..— M BT’T+1arj.

Arvestades, et tehted revektoritega kiivad komponenthaaval, voime Gelda, et

A; = —MﬁlBLT_HAl — .= Mﬁleﬂ_HAr.
Kuna reavektor A; avaldub siisteemi Ay, ..., A,, A; iilejidnud vektorite lineaarkombinatsioonina
(kus kordajateks on K elemendid —M *1B17r+1, e, M *1Bm+1), siis on see siisteem lineaarselt
soltuv. O

Kuna alamruutmaatriksi B determinant on vordne maatriksi BT determinandiga, siis maat-
riksi A transponeerimisel tema nullist erinevate miinorite korgeim jirk ei muutu. Seega saame
teoreemist [7.8] jirgmise jirelduse.

Jareldus 7.9. Maatriksi astak ei muutu transponeerimisel, s.t.

‘rank(A) = rank(A”). ‘

Jareldus 7.10. Maatriksi astak on vérdne selle maatriksi veeruvektorite stisteemi astakuga.

TOESTUS. Kuna rank(A) = rank(A7), siis rank(A) on vérdne maatriksi A7 reavektorite siisteemi
astakuga. Viimane aga on vordne maatriksi A veeruvektorite siisteemi astakuga. O

Edasises ldheb meil vaja ka jargmisi tulemusi.

Lause 7.11. Ruutmaatriksi reavektorid on lineaarselt séltuvad parajasti siis, kui selle maatriksi
determinant on 0.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Kui maatriksi A reavektorid on lineaarselt soltuvad, siis leidub nen-
de hulgas mingi reavektor, mis avaldub eelnevate lineaarkombinatsioonina. Olgu naiteks A; =
k1Ai+...+k;i_1A;_1. Liites sellele reale sobiva skalaariga korrutatud eelnevad read saame i-nda
rea muuta nullreaks ja seega on |A| = 0.

Prisavus. Kui A € Mat,,(K) ja |A| = 0, siis selles maatriksis ei leidu n-ndat jérku nullist erinevat
miinorit. Seega teoreemi pohjal rank(A) < n, mis tdhendab, et maatriksi A reavektorite
slisteemi astak on viiksem kui n. Seega reavektorite hulgas ei saa olla n lineaarselt séltumatut
vektorit. Jarelikult A reavektorite siisteem on lineaarselt soltuv. O

Lause 7.12. Maatriksite korrutise astak ei tleta tequrite astakuid.
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TOESTUS. Olgu A = (ai;) € Maty,,(K) ja B = (bjj) € Maty,(K). Me toestame, et
rank(AB) < rank(A4) ja rank(AB) < rank(B).
Olgu AB =: C = (c¢;5) € Mat,,,(K). Siis maatriksi C' i-s reavektor avaldub kujul

Ci = (¢i1,...,¢ip) = (ainbi1 + ... + ainbn1, ..., aitb1p + ... + Ginbpp)
= (ailbll, R aﬂblp) + ...+ (ambnl, ceey ambnp) =anB1+ ...+ aipn,Bn
S L(Bl, - ,Bn).

Jarelikult L(Cy,...,Cp) C L(By,...,By) ja
rank(AB) = rank(C) = dim(L(C,...,Cy)) < dim(L(By, ..., By)) = rank(B).
Lisaks sellele

rank(AB) = rank((AB)T) = rank(BT AT) < rank(AT) = rank(A).

7.3. Astaku arvutamisest

Pohiliseks meetodiks maatriksi astaku leidmisel on elementaarteisenduste meetod. Selle
meetodi puhul tehakse elementaarteisendusi maatriksi ridade ja veergudega, et muuta maatriks
“lihtsamaks” (selle lihtsuse all moeldakse enamasti seda, et maatriksis oleks voimalikult palju
nulle). Harilikult on eesmérgiks viia maatriks nn. astmelisele kujule.

Definitsioon 7.13. Oeldakse, et maatriks on astmelisel kujul, kui
1. nullidest koosnevad read on nullist erinevaid elemente sisaldavatest ridadest allpool;

2. iga i > 2 korral i-nda rea esimene nullist erinev element (kui see leidub) on kaugemal (s.t.
tema veeruindeks on suurem), kui (i — 1)-se rea esimene nullist erinev element.

Niisiis maatriks on astmelisel kujul, kui tal on kuju

0 ... 0 ay A1,jo—1 Qljp -+ Qlgs_q Qljs +or wov won ... Qlp

0 0 0 0 a2j2 a27j371 a2j3 ... A2n

0 0 0 0 0 0 A3j53 - . ... Qa3n

0O ... 0 0o ... 0 0o ... 0 0 ... 0 ayj ... am |’

0o ... 0 0o ... 0 0o ... 0 o ... 0 0O ... O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

(22)
kus
I<i<jp<jz<...<jr<n

ja elemendid ayj,, azjs, - . . , arj, on nullist erinevad. Sellise kuju puhul iitleme, et astmelises kujus

on r astet ja et astmekohad on (1,71), (2, j2),..., (7, jr)-
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Naiide 7.14. Maatriks

oo w
e e BN
oo w
o~ Oo

0 0

on astmelisel kujul, kusjuures astmeid on 3 ja astmekohad on (1,1), (2,2) ja (3,4).
Lause 7.15. Iga maatriksi saab ridade elementaarteisenduste abil viia astmelisele kujule.

TOESTUS. Otsime maatriksis A {iles esimese veeru, milles leidub nullist erinevaid elemente. Olgu
selle veeru number j;. Ridade jarjekorra vahetamisega véime saavutada olukorra, kus ji-se vee-
ru esimene element on nullist erinev. Selle elemendi abil saab kolmandat tiiiipi teisenduste abil
muuta nulliks kéik iilejadnud elemendid j;-ses veerus. Leiame niiiid jargmise veeru, mis sisaldab
nullist erinevaid elemente esimesest reast allpool. Olgu selle veeru number js. Ridade vahetami-
sega voime saavutada, et kohal (2, j2) on nullist erinev element b. Muudame liitmisteisendusega
nulliks kéik elemendid b all. Jétkame samas vaimus kuni jéuame viimase veeruni. O

Lause 7.16. Maatriksi astak on vordne astmete arvuga selle maatriksi astmelises kujus.

TOESTUS. Kuna lause tottu elementaarteisendused ei muuda maatriksi astakut, siis on maat-
riksi ja tema astmelise kuju astakud vordsed. Kui maatriksi astmeline kuju on (22)), siis selles

maatriksis ridades 1, 2,...,r ja veergudes j1, jo, ..., jr on nullist erinev r-ndat jérku miinor
aljl a1j2 e aljr
0 a2j2 e agjr

= Q15,4255 - - - Apj,..
0 0o ... aTjT
Samas koik suuremat jarku miinorid on vordsed nulliga, sest nad sisaldavad vdhemalt iihte

nullidest koosnevat rida. Teoreemi tottu on antud maatriksi astak 7, mis iihtlasi on vordne
astmete arvuga astmelises kujus. O

Teine voimalus maatriksi astaku arvutamiseks on kasutada niinimetatud miinorite &irista-
mise meetodit. Ocldakse, et maatriksi A miinor M’ #&ristab maatriksi A miinorit M, kui M’
on saadud miinorist M iihe rea ja iihe veeru lisamisel. Meetod pohineb jargmisel faktil, mis on
meil dra toestatud teoreemi toestuses.

Lause 7.17. Kui M on maatriksi A r-ndat jarku nullist erinev miinor ja kéik miinorit M
ddristavad miinorid on vordsed nulliga, siis rank(A) = r.
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8. Lineaarvorrandisiisteemid

Selles peatiikis uurime lineaarvorrandisiisteemide lahendamist {ile korpuse K. Otsime vastust
jargmistele kiisimustele.
e Millal on lineaarvorrandisiisteem lahenduv?

e Kui palju on lineaarvorrandisiisteemil lahendeid?
e Kuidas neid lahendeid leida?

Uldiste lineaarvorrandisiisteemide korval uurime ka teatud erikujulisi siisteeme, néiteks homo-
geenseid siisteeme.

8.1. Ulesande piistitus
Definitsioon 8.1. Lineaarvoéorrandisiisteem iile korpuse K on vorrandisiisteem kujul

a1+ appxra+...+ apr, = by
9121 + a92%2 + ...+ aopx, = by

(23)

Gm1T1 + @maT2 + . ..+ ATy = by,
kus z1,...,z, on tundmatud ja aji,...,0mn,01,...,bm € K. Elemente a11,...,0n, € K ni-
metatakse selle vorrandisiisteemi kordajateks ja elemente b1,...,b,, € K nimetatakse va-

baliikmeteks. Mirgime, et nii vérrandite arv m, kui tundmatute arv n véivad olla suvalised
naturaalarvud.

Definitsioon 8.2. Vorrandisiisteemi lahendiks (ehk erilahendiks) nimetatakse hulga
K™ iga elementi (k1,...,ky), mille korral

air k1 + appks + ...+ ainky, = b;,
kust=1,...,m.

Seega (ki,...,ky) on siisteemi lahend, kui iga i korral asendades k1,...,k, siisteemi
i-ndas vorrandis tundmatute x1,...,x, asemele ja arvutades vélja vastava K elemendi saame
tulemuseks b;.

Lineaarvorrandisiisteemi lahendamise all peetakse silmas selle siisteemi koigi lahendite leid-
mist.

Mairkus 8.3. Lineaarvorrandisiisteemide lahendamisel ei paku meile huvi sellised siisteemid,
kus mingi tundmatu z; kordaja koigis vorrandites on null. Téepoolest, kui me oskaksime la-
hendada siisteeme, kus selliseid tundmatuid ei ole, siis oskaksime vajaduse korral lahendada
ka siisteeme, kus selliseid tundmatuid on. Néiteks vaatleme siisteemi, mis koosneb ainult iihest
vorrandist z +y+0- 2z = 0. Leiame kahe tundmatuga siisteemi x +y = 0 koik lahendid. Nendeks
on paarid (k,—k), kus k € K. Siis siisteemi x + y + 0 - z = 0 lahenditeks on k&ik kolmikud
(k,—k,1), kus k,l € K.

Seega eeldame edaspidises, et koigis vaadeldavates siisteemides on iga tundmatu
viahemalt iihes vorrandis nullist erineva kordajaga.

Definitsioon 8.4. Lineaarvorrandisiisteemi nimetatakse
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e mittelahenduvaks ehk vasturdikivaks, kui tal ei ole iihtegi lahendit,
e lahenduvaks ehk kooskdélaliseks, kui tal on vihemalt iiks lahend,

e iiheselt lahenduvaks ehk méadratuks, kui tal on tépselt iiks lahend.

Definitsioon 8.5. Maatriksit

ail a2 e A1n

a1 a2 ... Qg
A= "

aml am2 ... Omn

nimetatakse lineaarvorrandisiisteemi maatriksiks. Maatriksit

ail ai19 e A1n b1
A= | o a2 ... am bo
Aml @m2 .. Gmn bOm

nimetatakse lineaarvérrandisiisteemi (23) laiendatud maatriksiks. Uheveerulist maatrik-
sit

x

L2

8|
I

Tn

nimetatakse lineaarvorrandisiisteemi (23) tundmatute veeruks ja iiheveerulist maatriksit

nimetatakse lineaarvorrandisiisteemi (23)) vabaliikmete veeruks.

Kuna siisteemi koigi lahendite k = (ki,...,k,) € K" leidmine on samaviirne koigi
selliste maatriksite

k1
_ ko
k=1 " | € Mat,1(K)
kn
leidmisega, mille korral
Ak =,

siis rddgitakse ka siisteemi maatrikskujust

AT =b.
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8.2. Gaussi meetod

Selles paragrahvis anname meetodi suvalise lineaarvorrandisiisteemi lahendamiseks.

Definitsioon 8.6. Kahte n tundmatuga lineaarvorrandisiisteemi iile korpuse K nimetatakse
ekvivalentseteks, kui neil on iihed ja samad lahendid.

On selge, et lineaarvorrandisiisteemide ekvivalentsuse seos on refleksiivne, stimmeetriline ja
transitiivne.

Lause 8.7. Kui lineaarvorrandisiisteemi laiendatud maatriksi reavektorite stisteemiga teha ele-
mentaarteisendusi voi jatta sellest vilja nullvektorid, sits tulemuseks saadavale maatriksile vastav
lineaarvorrandisiisteem on ekvivalentne esialgsega.

TOESTUS. Meenutame, et elementaarteisendusi maatriksi ridadega on kolme tiilipi ja nende
tegemine on samavééirne maatriksi korrutamisega vasakult elementaarmaatriksitega (lause .
Seega peame néitama, et kui lineaarvorrandisiisteemi laiendatud maatriks on A" € Mat,, p41(K)
ja me korrutame selle vasakult elementaarmaatriksiga C, siis maatriksitele A’ ja C' A’ vastavad
lineaarvorrandisiisteemid on ekvivalentsed. Kui esialgse lineaarvorrandisiisteemi maatriks on A
ja vabaliikmete veerg b, siis selle siisteemi maatrikskuju on

AT =b. (24)

Parast elementaarteisendust saadava siisteemi maatrikskuju on

(CA)Z = Cb. (25)

Kui niiiid k¥ € Mat, 1(K) on siisteemi (D lahend, siis Ak = b. Korrutades selle vorduse
molemaid pooli maatriksiga C' saame C Ak = Cb, mis tiéhendab, et k on ka siisteemi (25 lahend.
Vastupidi, kui k € Mat,, 1 (K) on siisteemi 1j lahend, siis CAk = Cb. Kuna koik elementaar-
maatriksid on pooratavad, siis voime viimase vorduse pooli korrutada vasakult maatriksiga C 1.
See annab meile vorduse Ak = b, kust nieme, et k on siisteemi lahend. Seega on neil kahel
siisteemil tépselt samad lahendid.

On ka selge, et kui siisteemist jétta vélja vorrand 0-z1 + ...+ 02, = 0 (ehk laiendatud
maatriksist jitta vélja nullidest koosnev rida), siis saadaval siisteemil on samad lahendid, mis
esialgsel. O

Toestatud lause lubab lineaarvorrandisiisteemi lihtsustada nii, et lahendite hulk selle kdigus
el muutu.

Jargnevalt leiame tarviliku ja piisava tingimuse selleks, et lineaarvérrandisiisteem oleks la-
henduv. Osutub, et selle iile saab otsustada astakute pohjal.

Teoreem 8.8 (Kroneckeri-Capelli teoreem)ﬁ Lineaarvorrandisiisteem on lahenduv para-
jasti siis, kui selle siisteemi maatriksi astak on vordne selle siisteemi laiendatud maatriksi asta-
kuga.

“Leopold Kronecker (1823-1891) — saksa matemaatik,
Alfredo Capelli (1855-1910) — itaalia matemaatik.
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TOESTUS. Vaatleme lineaarvorrandisiisteemi AZ = b. Olgu maatriksi A veeruvektorid A, ..., A™.
Siis
AT =b on lahenduv <= (I(k1,...,k,) € K") Ak =10
— (Ak1,....kn) EK") A + .+ E, A" =)
— be L(A', ..., A"
— L(A',... A") = L(A', ... A" D)
— dim(L(A',..., A")) = dim(L(A',..., A" D))
<= rank(A) = rank(Alb).

Paneme tihele, et kui 1oplikuméotmelise vektorruumi L(AY, ..., A" b) méode on vordne tema
alamruumi L(A!, ..., A") méotmega, siis alamruum peab langema kokku terve vektorruumiga.
Seega kehtib ka implikatsiooni = pooérdimplikatsioon iilaltoodud arutluses. O

Kirjeldame niiiid Gaussi meetodit. Vaatleme lineaarvorrandisiisteemi, mille maatriks on
A ja laiendatud maatriks on A’. Teeme maatriksi A’ ridadega selliseid elementaarteisendusi, mis
viivad maatriksi A astmelisele kujule. See on voimalik ténu lausele Tulemuseks on maatriks
kujul

ail ... Algo—1 Qljy --- Qlgz q Qljz -+ oo oo ... Qlp by
0 . o 0 CL2j2 oo a27j371 a2j3 cee e oo ... Qon b2
0 0 0 0 A3j3 - -0 e ... Q3n bg
0o ... 0 0o ... 0 0 ... 0 arj, ... G by ’ (26)
0o ... 0 0o ... 0 0o ... 0 0 ... 0 b1
0 0 0 0 0 0 0 0 bm
kus
l<jo<ga<...<jgr<n
ja elemendid a11, azj,, . .., a,j on nullist erinevad. Juhime téhelepanu, et siin a1 # 0 tdnu meie

kokkuleppele, et x; kordaja mingis vorrandis peab olema nullist erinev. Lause [8.7] pdhjal on
esialgne lineaarvérrandisiisteem ekvivalentne maatriksile vastava lineaarvérrandisiisteemi-
ga. Muuhulgas on nad samaaegselt kas lahenduvad v6i mittelahenduvad. Astmete arvu jargi
néeme, et siisteemi maatriksi astak on r (vt. lauset [7.16)).

Selle maatriksi pohjal saame otsustada, kas siisteem on lahenduv v6i mitte. Kui moni ele-

mentidest b,41, ..., by on nullist erinev, siis on meil siisteemis vorrand 0-z1 + ...+ 0z, = b;,
kus b; # 0. Sellisel vorrandil ei ole iihtegi lahendit ja seega siisteem ei ole lahenduv. Kui aga
br41 =...= by, =0, siis siisteemi maatriksi astak on vordne selle siisteemi laiendatud maatriksi

astakuga ja seega siisteem on lahenduv. Naitame niiiid, kuidas sellisel juhul saab leida siisteemi
lahendeid.

Jatame sellest maatriksist vélja nullidest koosnevad read. Lause tottu ei muuda see
vorrandisiisteemi lahendite hulka. Niisiis vaatleme lineaarvorrandisiisteemi, mille laiendatud
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maatriks on

ailr ... Qlj,—1 Qljy --- Qljs_y Qljg -+ oo -or .. Qlp by
0 N 0 a2j2 oo a2’j371 a2j3 cee e e ... Qop bg
0 0 0 0 a3j3 ... Qa3p bg . (27)
0o ... 0 0o ... 0 0 ... 0 aj ... G by

On kaks voimalust.

1) r = n. See téhendab, et jo = 2, j3 = 3, ..., j, = n ning maatriksile (27]) vastav siisteem
on kujul
a1171 + a2+ ...+ A 1Tpo1+  A1pTp = by
a2T2+...+ a2n-1Tp-1+ a2, = b

An—1,n—1Tn—1 1+ Gn—1nTn = bn—1
AnnTn = bn.

Viimasest vorrandist nieme, et z, = a,'b,. Asendades selle eelviimasesse vorrandisse saame
vélja arvutada x,,_1 véartuse jne. Niisiis sellisel juhul on siisteemil tépselt iiks lahend ehk stisteem
on theselt lahenduv.

2) r < n. Osutub, et sellisel juhul on siisteemil rohkem kui iiks lahend (lopmatu K korral on
neid 16pmata palju). Niisuguses olukorras koigi lahendite esitamiseks jagatakse siisteemi tund-
matud kahte rithma: vabadeks ja soltuvateks tundmatuteks. Nimelt tundmatuid z1, xj,,...,z;,
(need on tundmatud, mis vastavad n.6. astmekohtadele maatriksis ) nimetatakse séltu-
vateks tundmatuteks ja koiki iilejidnud tundmatuid vabadeks tundmatuteks. Paneme
tahele, et soltuvate tundmatute arv r on vordne lineaarvérrandisiisteems maatriksi astakuga ja
vabade tundmatute arv on n—r, s.t. koigi tundmatute arvu ja lineaarvorrandisiisteemi maatriksi
astaku vahe.

Kuna z;, (i € {2,...,7}) kordaja a;;; on nullist erinev, siis liites sobiva skalaariga korruta-
tud i-ndat rida eelnevatele ridadele on j;-ndas veerus voimalik koéik iilejadnud elemendid nulliks
muuta. Viies seejirel vabade tundmatutega liikmed paremale poole vordusmérki ja korruta-
des iga vorrandi moélemaid pooli sobiva skalaariga saame séltuvad tundmatud avaldada vabade
tundmatute ja vabaliikmete kaudu:

r1 = c1+ dl,r+1$jr+1 + ...+ dlnxjn
Tj, = C2+ dg,rﬂa:j”l + ...+ dgnl’jn

Tj. = ¢+ drﬂ«_,_lxth +...+ drnxjny

kus ¢y, ..., ¢, on vabalitkmed ja

{j?“+1a" . a]n} = {1’27 ,’I’L} \ {17j2a" . ajT‘}’

s.t. xj..,...,2j, on vabad tundmatud. Kui anda niiiid vabadele tund-
matutele (n.6. vabalt) mistahes véartused k,yi,...,k, € K, siis saa-
me seoste abil vélja arvutada soltuvate tundmatute z1, xj,, ...,z ,
védrtused ja seega saame kitte {ihe vaadeldava siisteemi lahendi. Tei-
sest kiiljest on selge, et sellisel viisil saame me kétte koik vaadeldava
siisteemi lahendid, sest koik lahendid peavad rahuldama seoseid .

Carl Friedrich Gauss
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Kui lineaarvorrandisiisteemi lahendid on antud seoste abil, siis celdakse, et tegemist on
selle siisteemi iildlahendiga vabade tundmatute kaudu.

Kirjeldatud meetodit lineaarvorrandisiisteemi lahendamiseks kutsutakse Gaussi meetodiks
saksa matemaatiku Carl Friedrich Gaussi (1777-1855) jirgi.

Mairkus 8.9. Maatriksit voib astmelisele kujule viia mitmel erineval viisil ja sellest tulenevalt voib ka
saada mitmeid erinevaid soltuvate (ja vabade) tundmatute komplekte. Kui lahenduva lineaarvorrandi-
stisteemi maatriksi astak on r ja meil on selles maatriksi mingid r lineaarselt sdltumatut rida (sellised tin-
gimata leiduvad), siis valides nendes ridades mingi r-ndat jérku nullist erineva miinori saame selle miinori
teisendada diagonaalkujule ja seega tundmatud, mille kordajate veergudest see miinor on moodustatud,
voib votta soltuvateks tundmatuteks, sest neid on voimalik iilejadnud tundmatute kaudu avaldada.

Naiide 8.10. Lahendame lineaarvorrandisiisteemi

201 —3x0+ drs+ Txyg=1
4x1 — 619 + 273+ 3T4=2 (29)
2%1 - 31‘2 - 111‘3 - 15%4 =1

(iile R) Gaussi meetodil.
Moodustame vorrandisiisteemi laiendatud maatriksi ja teisendame selle astmelisele kujule
jattes dra nullidest koosnevad read:

2 -3 5 7|1 2 -3 5 7|1
4 -6 2 3|22 |0 0 -8 —11[0 —
2 -3 —11 -15|1 /-1 0 0 —16 —22|0 /-2II
2 -3 5 7|1

0 0 —8 —11]0 -(—;)—>< é>_5ﬂ—>
0 0 0 0]0

1

111 )

if :
510
Nieme, et nii siisteemi maatriksi kui ka laiendatud maatriksi astak on 2 ja seega siisteem on
lahenduv. Soltuvaid tundmatuid on 2 (sest astak on 2) ja vabu tundmatuid on 4 — 2 = 2. Ast-
mekohtade jérgi voime soltuvateks tundmatuteks valida x; ja x3, seega vabadeks tundmatuteks

jaavad zo ja x4. Avaldades viimast maatriksit kasutades soltuvad tundmatud vabade kaudu,
saame {iildlahendi vabade tundmatute kaudu:

2 -3 5
1

7
11
3

1 3 1
rKT = §+§$2_T65134
11

r3 = —g4

Seda tuleb tolgendada nii, et andes vabadele tundmatutele z9 ja x4 kdoikvoimalikud reaalarvulised
viartused saame vilja arvutada vastavad x; ja z3 vidrtused ja niimoodi kétte koik esialgse
slisteemi lahendid. See tdhendab, et siisteemi koigi lahendite hulk on

1 3 1 11
L=2(24+Zk——1,k, ——1.1)|klecRS CR*
{(2—"_2 167 ’ 8 7>‘ ’ E }_

Niiteks vottes k = [ = 0 saame siisteemi itheks erilahendiks d, = (%, 0,0,0).
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8.3. Crameri peajuht

Vaatleme niiiid lineaarvorrandisiisteemide lahendamist iihel
tahtsal erijuhul, mis on oma nime saanud Sveitsi matemaatiku
Gabriel Crameri (1704-1752) jargi.

Definitsioon 8.11. Oeldakse, et lineaarvorrandisiisteemi puhul
on tegemist Crameri peajuhuga, kui

1. vorrandite arv on vérdne tundmatute arvuga ja

2. siisteemi maatriks on regulaarne.

Gabriel Cramer

Seega Crameri peajuhuga on tegemist siis, kui lineaarvérrandi-
slisteem on kujul
a1171 + a2+ ... + a1y = b1
a1&1 + ax2 + ...+ a2pxy, = by (30)
121 + @222 + . . .+ ApnTn = by,

kus A = (a;j) € Mat,(K) on regulaarne (s.t. |A| # 0).

Lause 8.12. Kui lineaarvérrandisiisteemi puhul on tegemist Crameri peajuhuga, siis on sellel
stisteemil tapselt ks lahend.

TOESTUS. Meenutame, et vektor k = (k1,...,k,) € K™ on siisteemi lahend parajasti siis,
kui iiheveeruline maatriks

k1

Nl
I

S Matml (K)
kn,

rahuldab vordust
Ak =b.

Et A on regulaarne, siis leidub poérdmaatriks A~t. Jarelikult
A(A5) = (AA~1Yp = Eb = b,

mis tdhendab, et siisteemil leidub vihemalt iiks lahend (selle komponentideks on iiheveerulise
maatriksi A~!b elemendid). Teisest kiiljest, kui k,1 € K™ on siisteemi lahendid, siis Ak = b = Al.
Korrutades vorduse Ak = Al molemaid pooli vasakult maatriksiga A~! saame vorduse k = [,
millest jéareldub, et k = [. Seega siisteemil on iilimalt iiks lahend ja kokkuvottes peab tal olema
tapselt iiks lahend. O

Tuleb vélja, et Crameri peajuhu korral saab siisteemi lahendi leida determinantide abil.
Nagu négime lause toestuses peab siisteemi lahendi k& = (k1,...,k,) € K™ korral
kehtima vordus
k1
o | = a1,
kn
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Teoreemi pohjal A=t = |A|71(A;i) (see on maatriks, mille i-ndas reas ja j-ndas veerus on
korpuse K element |A|_1Aji, kus Aj; on maatriksi A elemendi aj; algebraline taiend). Vastavalt
maatriksite korrutamise ja maatriksite vorduse definitsioonile voime kirjutada, et

n

n
k=3 (1A Ajo) by = 1417 3 A
j=1 j=1
igaie€ {1,...,n} korral. Olgu D = |A| jaolgu D; (i € {1,...,n}) sellise maatriksi determinant,
mis on saadud maatriksist A selle i-nda veeru asendamisel siisteemi vabaliikmete veeruga,

s.t.

al ... aii—1 by @i ... an

a1 ... ag;—1 b agiy1 ... a,
D; = ) )

apl ... Qng-—1 bn ani+1 .- Onn

Arendades determinanti D; i-nda veeru jargi saame summa Z?’:l Aj;b;. Jarelikult
k; = D7'D;
igai € {1,...,n} korral. Sellega oleme tdestanud jérgmise tulemuse.

Teoreem 8.13. Kui lineaarvorrandisiisteemi (@) puhul on tegemist Crameri peajuhuga, siis
selle siisteemi lahendi k = (ki,...,ky) € K™ i-s komponent k; = D™D;, kus D on selle
stisteemt maatrikst determinant jo D; on sellise maatrikst determinant, mis on saadud stisteems
maatriksist selle i-nda veeru asendamisel siisteemi vabalitkmete veeruga.

Miérkus 8.14. Kui on tegemist Crameri peajuhuga, siis D # 0 ja arvestades mérkust voib
lahendi leidmise valemid esitada kujul

D;

kizia
D

Neid valemeid kutsutakse Crameri valemiteks.

8.4. Homogeenne lineaarvorrandisiisteem

Definitsioon 8.15. Lineaarvorrandisiisteemi nimetatakse homogeenseks, kui selle siisteemi
koik vabaliikmed on nullid.

Niisiis homogeensel lineaarvérrandisiisteemil on kuju

anr1+ ara+...4+ appxr, =0

a1+ axwrs+...+ apmxr, =0 (31)

Am1T1 + amaxo + ... + amnn, = 0.
Maatrikskujul v6ib homogeense lineaarvorrandisiisteemi esitada jargmiselt:

Az =0,
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0
0= - | €Maty,1(K).
0
On selge, et nullvektor (0,...,0) € K™ on alati homogeense lineaarvorrandisiisteemi lahend,

seega koik homogeensed lineaarvorrandisiisteemid on lahenduvad.
Kui mittehomogeense lineaarvorrandisiisteemi kéigi lahendite hulk on lihtsalt hulga K™
alamhulk, siis homogeensete siisteemide korral voib ¢elda enamat.

Lause 8.16. n tundmatuga homogeense lineaarvérrandisiisteemi (ile korpuse K ) koigi lahendite
hulk on alamruum vektorruumis K™.

TOEsTUS. Olgu
L={ke K" | Ak =0}

siisteemi koigi lahendite hulk. Nagu mainitud, see hulk ei ole tiihi. Olgu k,l € L ja c € K.
Siis
Ak+1)=A(k+1)=Ak+Al=0+0=0
ja B B
A(ck) = c¢(Ak) = 0 =0,

mis tdhendab, et ka k + [, ck € L. O

Vektorruumi alamruum on ise ka vektorruum (vt. lauset [3.10)). See lubab anda jirgmise
definitsiooni.

Definitsioon 8.17. Homogeense lineaarvorrandisiisteemi lahendite fundamentaal-
siisteemiks nimetatakse selle siisteemi lahendite alamruumi baasi.

Teoreem 8.18. Kui homogeenses lineaarvorrandisiisteemis on n tundmatut ja selle stisteems
maatrikst astak on r, siis selle siisteemi lahendite fundamentaalsiisteemis on n — r lahendit.

Ka selle teoreemi toestust me kdesolevas kursuses anda ei joua.

Niide 8.19. Lahendades homogeense lineaarvorrandisiisteemi
201 —3x20+ Sx3+ Txs=0
4x1 — 619+ 273+ 314=0 (32)
2%’1 — 3.?U2 — 11.1‘3 — 1521?4 =0

analoogiliselt sellega, kuidas lahendasime siisteemi saame iildlahendiks vabade tundmatute
kaudu

- 3, _ 1

r1r = 2372 16:[;4 (33)

_ 11 .
r3 = —§x4

Selle siisteemi lahendite fundamentaalsiisteemi saame kui anname vabadele tundmatutele x5 ja

2 0 .
0 16 ) , ridadest

ning arvutame kummalgi juhul vérduste abil soltuvate tundmatute z; ja xs védrtused:
d = (3,2,0,0),
dy = (-1,0,-22,16).

Siisteemi koik lahendid avalduvad kujul t1d; + taode, kus t1,t2 € R, s.t. et koigi lahendite
hulk on

x4 kaks komplekti vadrtusi mingi regulaarse teist jarku ruutmaatriksi, nt. <

Ly, = {tldl + tods ‘ t1,t9 € R}
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8.5. Mittehomogeenne lineaarvorrandisiisteem

Vaatleme {ildist lineaarvorrandisiisteemi

a1171 + a2 + ...+ a1y, = by
a21x1 + ageTo+ ...+ aspxy, = by

(34)
Am1T1 + amaTo + ...+ GmnTn = bm,.

Siisteemile vastavaks homogeenseks lineaarvorrandisiisteemiks nimetatakse siis-
teemi
anxi + axr2+ ...+ apr, =0
asr1 + axras+...+ asgmxr, =0
(35)
Am1T1 + GmaT2 + . .. + AmpTyn = 0,

mis on saadud siisteemist koigi vabaliikmete asendamisel nullidega. Meenutame, et maat-
rikskujul voime need kaks siisteemi kirja panna jirgmiselt: AT = b ja AT = 0. Osutub, et nende
kahe siisteemi lahendid on omavahel tihedalt seotud.

Kui U on vektorruumi V' alamruum ja v € V, siis téhistatakse

v+U:={v+u|lueU}.

Téhistame siisteemi koigi lahendite hulka tdhega L ja siisteemi koigi lahendite
hulka stimboliga Ly,.

Teoreem 8.20. Sisteemide ja (@) lahendihulkade L ja Ly, vahel kehtib iga d. € L korral

Seos
L=d,+ L.

TOEsTUS. Olgu dy € L siisteemi suvaline lahend.
Naitame, et dy, + Ly C L. Kui | € Ly, siis

Aldy +1) = A(d, +1) = Ad, + Al =b+0 = b,

mis tdhendab, et dy +1 € L. Seega dy + Ly, C L.
Votame niitid vektori k € L. Siis

AF=d) = A(F—d) = AF — AT, =5-5=0
ehk k —d, € Ly. Jarelikult k = d. + (k —d) € d. + Ly, millega oleme néidanud, et L C dy + L.
Kokkuvottes L = d, + Ly,. O

Mairkus 8.21. Teoreem [8.20|sonastatakse tihti kujul: mittehomogeense lineaarvorrandisiisteems
tldlahend on vordne selle stisteemi mingi erilahendi ja vastava homogeense lineaarvorrandi-
stisteemi tildlahendi summaga.

Niide 8.22. Vaatleme jélle lineaarvorrandisiisteemi

201 —3x0+ Dxrz+ Txy=1
4x1 — 619+ 223+ 3w4=2 (36)
2(131 — 3.%‘2 — 111‘3 — 151’4 =1.
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Sellele siisteemile vastava homogeense lineaarvorrandisiisteemi lahendite fundamentaal-

siisteem on d; = (3,2,0,0),ds = (—1,0,—22,16). Nagu nigime néites on siisteemi

iitheks erilahendiks d, = (%, 0,0,0). Seega voime Gelda, et siisteemi koigi lahendite hulk on
L=d,+ L= {d* + t1dy + tods | t1,to € R}.

Teiste sonadega: siisteemi lahendid on kujul dy + t1dy + todo, kus t1,t3 € R.
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9. Poliinoomid

Lugeja on kindlasti tuttav poliinoomidega, mille kordajateks on reaalarvud. Kéesolevas
peatiikis vaatleme poliinoome iile ringide. Alustuseks konstrueerime poliinoomide ringi.

9.1. Poliinoomide ring

Olgu R ring. Me hakkame uurima poliinoome {ile ringi R. Poliinoomidest riadkides eeldame
koikjal, et ringis R on vihemalt 2 elementi. Seda eeldust ei hakka me iga kord eraldi vilja
tooma. Meenutame (vt. mérkust , et sellises ringis on iihikelement ja nullelement erinevad,
1 # 0. Kui R = {0} on iihe-elemendiline ring, siis iile sellise ringi on vaid iiks poliinoom ja selline
olukord ei paku meile huvi.

Vaatleme koigi selliste jadade hulka, mille komponendid kuuluvad ringi R ja mille kompo-
nendid on mingist kohast alates koik vordsed ringi R nullelemendiga. T#histame selle hulga
stimboliga R[X]. Seega

R[X] = U {(ap,a1,...,ay,0,0,...) | ag,a1,...,a, € R}.
neNU{0}

Kaks hulka R[X] kuuluvat jada on vordsed parajasti siis, kui nende vastavad komponendid
on vordsed.

Definitsioon 9.1. Hulka R[X]| kuuluvate jadade a = (ag, a1, az,...) ja b= (bo, b1, b2, ...) sum-
ma defineeritakse vordusega
a+b:=c=/(cy,c1,co,...),

kus
L = ap + by,

iga k € NU {0} korral, ja korrutis defineeritakse vordusega
ab:=d= (do, dl, dg, .. .),

kus
dp = agbr + a1bp_1 + ... + agp_1b1 + apby = Z a;b;
i+j=k
iga k € NU {0} korral.

Teoreem 9.2. Hulk R[X] on eelpool defineeritud liitmise ja korrutamise suhtes ring. Kui R on
kommutatiivne, siis ka ring R[X] on kommutatiivne.

TOESTUS. Lihtne on aru saada, et kui jadade a ja b komponendid on mingist kohast alates nullid,
siis on seda ka jadade a + b ja ab komponendid. Seega on liitmine ja korrutamine algebralised
tehted hulgal R[X].

Jadade liitmine on assotsiatiivne ja kommutatiivne tédnu sellele, et liitmine on defineeritud
komponenthaaval ja ringi R elementide liitmine on assotsiatiivne ja kommutatiivne. Nullelemen-
diks on jada, mille kdik komponendid on nullid. Jada a = (ag, a1, as, . ..) vastandelemendiks on
jada —a = (—ap, —ai, —ag,...).

Kui a = (ag,a1,as9,...) € R[X] on suvaline, siis (1,0,0,...) - a = (dp,d1,da,...), kus

dp=1-ap+0-a,1+...+0-a1+0- a9 = ax
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iga k € NU{0} korral. Seega (1,0,0,...)-a = a ja analoogiliselt a-(1,0,0,...) = a, mis tdhendab,
et jada (1,0,0,...) on ringi R[X] ithikelement.
Veendume, et korrutamine on assotsiatiivne. Olgu

= (ap,a1,aq9,...),
b = (bg,b1,ba,...),
¢ = (co,c1,02,...)
ab = (do,di,ds,...),
(ab)e = (eo,e1,€2,...).

Paneme téhele, et

Z aibjcl

Z aibjCQ + Z aibjcl + ...+ Z aibjcm

itjtl=m i+j=m itj=m—1 i+j=0
= E aibj co + Z aibj c1+...+ Z a,;bj Cm
itj=m itj=m—1 i+5=0
= E E a,-bj Cc| = Z dkCl = €m.-
k+l=m \i+j=k k+l=m

Analoogiliselt saab n#idata, et korrutise a(bc) komponent indeksiga m on vordne summaga
D itjtiem @ibjcr. Jarelikult (ab)e = a(be).
Néitame veel, et (a + b)c = ac + be. Selleks olgu

a = (ap,a1,az,...),

b = (bg,b1,ba,...),

¢ = (co,c1,c9,...),

a+b = (dy,di,da,...),
(a+b)c = (e, e1,e2,...),
ac = (ug,ur,ug,...),

be = (vo,v1,v2,...),
ac+bc = (wo,wy,wa,...)

Siis
e = Z dic; = Z (a; + bz‘)Cj = Z a;cj + Z bic; = ug + vg = wy.
itj=k i+j=k i+j=k i+j=k

Kuna e = wy iga k € NU {0} korral, siis kehtibki distributiivsuse seadus (a + b)c = ac + be.
Vorduse a(b+ ¢) = ac + be saab toestada analoogiliselt. Seega on R[X] ring.

Olgu niitid R kommutatiivne ring ja a = (ag,a1,as2,...),b = (b, b1,be,...) € R[X]. Siis
Ditjek @ibj = > i1y bja;, millest jéreldub, et ab = ba. O

Definitsioon 9.3. Ringi R[X] nimetatakse poliinoomide ringiks iile ringi R ning tema
elemente nimetatakse poliinoomideks.
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Lause 9.4. Hulk R’ = {(r,0,0,...) | r € R} C R[X] on ringi R[X] alamring, mis on isomorfne
ringiga R.

TOESTUS. Lihtne on veenduda, et R’ on alamring. Kujutus ¢ : R — R/, mis on defineeritud
vordusega

SO(T) = (T7 0,0,.. ')a

r € R, on ringide isomorfism, sest ta on bijektiivne ja

o(r+7r)=(r+1,0,0,...)=(r,0,0,...)+ (+',0,0,...) = p(r) + o(r),
o(rr’) = (r’,0,0,...) = (1,0,0,...)(+,0,0,...) = o(r)p(r)

ning ¢(1) = (1,0,0,...) on ringi R[X] iihikelement.

N
/

¥

|

Arvestades lauset samastatakse jada (r,0,0,...) ringi R elemendiga r. Paneme téhele, et
r(ap,ai,az,...) = (r,0,0,...)(ag,a1,a2,...) = (rag,ray, raz,...). (37)
Téhistame niiiid ringi R[X] elemendi (0,1,0,0,...) simboliga X:
X :=(0,1,0,0,...).
Kasutades korrutamise definitsiooni saame arvutada, et

X! = (0,1,0,0,0,...),
X2 = (0,0,1,0,0,...),
X3 = (0,0,0,1,0,...),

jne. Matemaatilise induktsiooni abil saab nédidata, et iga n € N korral on X" selline jada, mille
komponent kohal n+1 on 1 (s.t. ringi R iihikelement) ja koik iilejaénud komponendid on nullid
(s.t. ringi R nullelemendid). Kokkuleppeliselt loetakse, et X° = (1,0,0,...).

Olgu niiiid f = (ag, a1, az,...,an,0,...) suvaline nullist erinev polilnoom ringist R[X] ja olgu
an, poliinoomi f kui jada viimane nullist erinev komponent. Kuna vérduse pohjal

apg = (ao,0,0,0,...),
alX == (0,01,0,0,...),
aX? = (0,0,as,0,...)
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ja nii edasi, siis on poliinoom f esitatav kujul
f:a0+a1X+a2X2+...+anX”.

Harilikult esitataksegi poliinoome just sellisel kujul. Liidetavaid ag, a1 X, a2X?, ..., a, X" nime-
tatakse poliinoomi f liikmeteks, liiget a¢ tema vabaliikmeks ja liiget a, X" tema pealiik-
meks. Ringi R elemente ag,aq,...,a, nimetatakse poliilnoomi f kordajateks. Poliinoomi
X € R[X] nimetatakse muutujaks ning ringi R[X] kohta deldakse ka, et see on poliinoomide
ring iile ringi R muutuja X suhtes. Kui f € R[X], siis ¢eldakse, et f on poliinoom iile
ringi R. Nullpoliinoomi pealiige ei ole defineeritud. Poliinoomi, mille pealiikmel on kuju X",
s.t., mille pealiikme kordaja on 1, nimetatakse unitaarseks poliinoomiks.

Demonstreerime veel iihe niite varal, et meie poolt defineeritud poliinoomide korrutamistehe
langeb kokku sellega, mida kasutatakse harilikult poliinoomide korrutamiseks, kui need on esita-
tud X astmete abil. Vaatleme niiteks poliinoome f = ag+ a1 X + a2 X? ja g = bg+ b1 X + by X2,
Nende poliinoomide korrutise saame (kasutades distributiivsust) kirjutada lahti jargnevalt:

fg = (ap + a1 X + asX?)(bg + 01 X + b X?) =
= agbo + agh1 X + agba X+
+ arboX + arby X? + arbo X+
+ asbo X? + asb; X3 + agbs X*
= ggi?g—i—(aobl + a1bo) X + (aoba + arby + asbg) X2 + (a1by + agh)) X3 + (@)X47

do dy 32 d3 dy
kusjuures
ds = @-ﬁ-albg + agby + @ = Zi+j:3 a;b;,
0 0
dy = agby +a1bg +asbs + aszby +asby = Zi+j:4 a;b;.
R R

Mirkus 9.5. 1. See, millist tédhte kasutatakse polilnoomides muutuja téhisena, on kokkuleppe
kiisimus ja teooria seisukohalt ei ole vahet, kas kasutatakse tdhte X v6i monda muud téhte.
Teatud olukordades voib olla mugav kasutada mdénda teist téhte, nditeks Y, © voi hoopis A.

2. Vahetu kontrolliga v6ib veenduda, et mistahes a,b € R ja m,n € NU {0} korral

aX™ . bX" = abX™",

kusjuures poliinoomi aX? télgendame kui konstantset poliinoomi.

9.2. Poliinoomi aste

Uheks tidhtsamaks poliinoomi iseloomustavaks suuruseks on tema aste.
Kui f ei ole nullpoliinoom ja tal on kuju

f=ao+a1 X +axX*+... +a,X",

kusjuures a, # 0, siis Oeldakse, et poliinoomi f aste on n. Nullpoliinoomi astmeks loetakse
—o00. Poliinoomi f astet téhistatakse stimboliga deg(f). Niisiis deg(f) € {0,1,2,...} U{—o0},
kusjuures me loeme, et —oo < n igan € {0,1,2,...} korral.

Poliinoomi f € R[X] aste on 0 parajasti siis, kui f = ag # 0, s.t. kui f on nullist erinev
ringi R element. Poliinoome kujul f = ap € R kutsutakse konstantseteks poliinoomideks.

93



Kui deg(f) = 1, siis deldakse, et f on lineaarpoliinoom. Kui deg(f) = 2, siis deldakse, et f
on ruutpoliinoom.
Mistahes poliinoomide f, g € R[X] korral jireldub liitmise definitsioonist, et

[deg(f + g) < max(deg(/), deg(g)). (38)

Kuna f — g = f + (—g) ja deg(—g) = deg(g), siis kehtib ka vorratus

|deg(f — g) < max(deg(f), deg(9)). (39)

V&ib juhtuda, et poliinoomide summa aste on rangelt viiksem liidetavate astmetest. Naiteks kui
f=1+2X?jag=34+X —2X?2 siis deg(f + g) = deg(4 + X) = 1.
Uurime, kuidas on poliinoomide korrutise aste seotud tegurite astmetega.

Lause 9.6. Mistahes ringi R ja nullist erinevate poliinoomide f,g € R[X] korral

|deg(fg) < deg(f) + deg(g). |

Kui R on nullitequreita ring, siis

|deg(fg) = deg(f) + deg(g)- |

ToOEsTUS. Olgu f = (ag,ai,...,an,0,...) jag= (bo,b1,...,bm,0,...), kus a, ja by, on viimased
nullist erinevad komponendid nendes jadades. Siis deg(f) = n ja deg(g) = m. Olgu fg =
(do,d1,da, . ..). Definitsiooni pohjal di, = >, ;_p a:bj iga k € NU{0} korral. Kui k > n+m
jai+j =k, siis kas i > n voi j > m ning seega a; = 0 voi b; = 0. Sellisel juhul kéik liidetavad
summas ) ; =k a;b; on nullid, mis tdhendab, et dj, = 0. Seega viimane nullist erinev komponent
jadas fg peab olema mingi d;, mille korral I < n + m. Jarelikult

deg(fg) =1 < n+m=deg(f) + deg(g).

Kuna dpqm =) ; tjmntm a;bj = a,bp,, siis nullitegureita ringi R korral dy,m # 0, sest an, by, #
0. See tdhendab, et
deg(fg) = n +m = deg(f) + deg(g).

Lause [9.6] abil saame lihtsasti toestada jéargmise tulemuse.
Teoreem 9.7. Kui ring R on nullitegureita, siis ka poliinoomide ring R[X] on nullitegureita.

ToOEesTUSs. Kui f,g € R[X] on nullist erinevad poliinoomid, siis deg(f) > 0 ja deg(g) > 0.
Jérelikult deg(fg) = deg(f) + deg(g) > 0, mis tdhendab, et ka fg ei ole nullpoliinoom. |

Selle teoreemi pohjal voib delda, et nii ring Z[X] kui ka ringid K[X], kus K on korpus (nt.
Q, R voi C), on nullitegureita.

Teeme niiiid kindlaks, millised on poliinoomide ringi péoratavad elemendid. Ka selle juures
saame kasutada poliinoomi astet.

Lause 9.8. Olgu R nullitegureita ring. Siis polinoomide ringi R[X] péoratavad elemendid on
parajasti ringi R podratavad elemendid (vaadelduna konstantsete poliinoomidena).
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TOESTUS. On selge, et kui a on pédratav element ringis R, siis on ta pooratav ka kui konstantne
poliinoom.

Oletame niiiid, et f € R[X]| on pooratav poliinoom. Siis leidub poliinoom g € R[X] nii, et
fg = 1. On selge, et f ja g ei ole nullpoliinoomid, sest muidu oleks nende korrutis nullpoliinoom,
mis erineb poliinoomist 1 (vt. mérkust [[.34). Oletame, et deg(f) > 1. Siis

0 = deg(1) = deg(fg) = deg(f) + deg(g) = 1,

sest deg(g) = 0. See vastuolu néitab, et deg(f) = 0, s.t. et f on konstantne poliinoom. Analoo-
giliselt peab g olema konstantne poliinoom ja seega f on pooratav ringis R. O

Jéareldus 9.9. Kui K on korpus, siis ringi K[X] pdératavad elemendid on parajasti nullist
erinevad konstantsed poliinoomad.

TOESTUS. Meenutame, et korpuses on koik nullist erinevad elemendid pécratavad. ]

Niide 9.10. Ringis R[X] on pooratavad elemendid poliinoomid kujul f = ¢, kus ¢ € R\ {0}.
Ringis Z[X] on péoratavaid poliinoome vaid kaks, nendeks on konstantsed poliinoomid 1 ja —1.

9.3. Poliinoomide jidgiga jagamine

Nagu hésti teada, saab iga téisarvu jagada jédgiga naturaalarvuga. Tuleb vélja, et midagi
sarnast saab teha ka poliinoomidega.

Teoreem 9.11. Olgu R nullitegureita ring ning olgu f,g € R[X], kusjuures polimoomi g pea-
litkme kordaja on podratav ringis R. Siis leiduvad iiheselt mdidratud polinmoomid q,r € R[X] nii,
et

f=ga+r ja deg(r) <deg(g).
TOEsTUS. Olgu R nullitegureita ring ja olgu
g=bp X"+ ...+ b0 X +by € RIX]

poliinoom, mille pealiikme kordaja b,, on pooratav ringis R. Muuhulgas tdhendab see, et g ei ole
nullpoliinoom ja m = deg(g) > 0. Tdestame, et iga f € R[X] jaoks leiduvad sellised ¢, € R[X],
et f =gq+r jadeg(r) < deg(g). Teeme seda matemaatilise induktsiooniga poliinoomi f astme
jargi.

Kui f = 0, siis sobivateks poliinoomideks on ¢ = r = 0. Kui deg(f) = 0, siis f on nullist
erinev konstantne poliinoom, f = ag € R\ {0}. Sel juhul, kui g on mittekonstantne poliinoom,
siis voib votta ¢ = 0 jar = f. Kui aga g = bg € R\ {0} (byp # 0, sest g pealiikme kordaja on
pooratav), siis

ap = bo(by tag) + 0

ja me voime votta r =0, ¢ = by Lag. Sellega oleme tdestanud induktsiooni aluse.
Teeme niitid induktsiooni sammu. Eeldame, et poliinoomi

f=a, X"+ ... +a1X +ao € RIX]

aste n > 0 ja iga poliinoomi k € R[X] jaoks, mille aste on viiksem kui n, leiduvad sellised
q,r € R[X], et k = gq+ r ja deg(r) < deg(g). On kaks voimalust.
1) deg(f) < deg(g). Siis voib votta ¢ =0 ja r = f.
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2) deg(f) > deg(g). Siis n = m. Olgu
91:= g (bl anX"™™) = (b X™ + ... + 01X + bo) (by'an X"™™) € RIX].
Siis g1 on poliinoom, mille pealiige on
b X™ b La, X" = bbb la, XM = g, X7,

s.t. sama, mis poliinoomi f pealiige. (Uksliige b 'a, X" ~™ valitaksegi nii, et sellega poliinoomi g
korrutades tekiks poliinoom, mille pealiige langeks kokku f pealiikmega.) Jérelikult poliinoomi

h=f-an

aste on madalam kui poliinoomi f aste n. Rakendades induktsiooni eeldust saab leida sellised
q1,7 € R[X], et f1 = gq1 + r ja deg(r) < deg(g). Siis aga

f=g+ =90, anX""™) 490 +7 =9 (b an X" +q1) +7.

T#histades ¢ := b, a, X"™™ + q; € R[X] olemegi saanud sellised ¢ ja r nagu vaja.
Toestuse lopetamiseks tuleb veel ndidata, et g ja r on iiheselt médratud f ja g poolt. Selleks

oletame, et

[ =gq +r1, deg(r1) < deg(g) ja [=gqz+r2, deg(rz) < deg(g).

Siis gq1 + r1 = gg2 + r2, millest saame vorduse

9(q1 — q2) =m2 — 11

Kuna deg(r1) < deg(g) ja deg(r2) < deg(g), siis deg(ra — r1) < deg(g) ténu vérratusele ([39).
Oletame vastuviiteliselt, et g1 # go2. Siis ¢1 — g2 # 0 ja deg(q1 — g2) = 0. Lause pohjal

deg(g(q1 — q2)) = deg(g) + deg(q1 — ¢2)-

Jarelikult
deg(ro — 1) = deg(g) + deg(q1 — g2) > deg(g).

See on aga vastuolus vorratusega deg(ro—7r1) < deg(g). Jérelikult ¢1 = g2, millest ténu vordusele
0=g(q1 — q2) = r2 — r1 saame, et ka r; = ro. O

Teoreemis kirjeldatud poliinoome ¢ ja r nimetatakse vastavalt jagatiseks ja jadgiks,
mis tekivad poliinoomi f jagamisel poliinoomiga g.

9.4. Jaguvus nullitegureita kommutatiivsetes ringides

Kogu kéesoleva paragrahvi jooksul olgu R kommutatiivne nullitegureita ring. Méargime, et
eesti keeles kutsutakse selliseid ringe ka integriteetkondadeks ja inglise keeles kasutatakse terminit
integral domain. Need on ringid, mille omadused on sarnased téisarvude ringi omadustega.

Integriteetkondades saab raikida elementide jaguvusest. Téisarvude jaguvusega seotud asju
(algarvud, SUT ja VUK, modulaarne aritmeetika jne.) uuritakse peamiselt matemaatika vald-
konnas, mis kannab nime arvuteooria.

Definitsioon 9.12. Olgu a,b € R. Oeldakse, et element a jagab elementi b (ja tihistatakse
a | b), kui leidub selline ¢ € R, et ac = b.
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Kui element a ei jaga elementi b, siis kirjutatakse a 1 b.
Paneme tihele, et element a € R on pdoratav, parajasti siis, kui a jagab ringi R iihikelementi.

Mirkus 9.13. Kui R on korpus, siis mistahes nullist erinevate elementide a ja b korral a | b, sest
a(a='b) = b. Seega korpuste puhul on jaguvuse teooria triviaalne. Kiill aga voib jaguvuse teooria ringides
(nt. téisarvude ringis) olla viigagi huvitav. Seda niitab kasvoi arvuteooria jatkuv populaarsus kaasaegses
matemaatikas.

Lihtne on veenduda, et kehtib jargmine lause.
Lause 9.14. Jaguvusseosel ringis R on jdirgmised omadused.
1. Kuia|bjablc, siisalc;
2. kuia|bjaalc, siisal|b+te;
3. kui a|b, siis a | be
iga a,b,c € R korral.

Definitsioon 9.15. Oecldakse, et ringi R elemendid a ja b on assotsieeritud (ja tihistatakse
a~b),kuia|bjab]a.

Lihtne on aru saada, et assotsieerituse seos on ekvivalentsiseos ringil R. Samuti on lihtne
veenduda, et nullelemendiga on assotsieeritud ainult nullelement ise.

Lause 9.16. Olgu a,b € R\ {0}. Elemendid a ja b on assotsieeritud parajasti siis, kui leidub
mingi péoratav element u € R nii, et a = bu.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Eeldame, et a | b ja b | a. Siis leiduvad ¢,d € R nii, et ac = b ja bd = a.
Jarelikult @ = acd. Meenutame, et nullitegureita ring on taandamisega (lause|1.41)). Kuna a # 0,
siis voime vordusest al = acd elemendi a taandada ja saame, et 1 = cd. Seega d on pooratav.

P1savus. Olgu a = bu, kus u on pddratav. Siis b = au~!. Jarelikult a | b ja b | a. O
Naiide 9.17. 1. Ringis Z on elemendid a ja b assotsieeritud parajasti siis, kui a = b voi a = —b,

sest ringi Z pooratavad elemendid on 1 ja —1.

2. Korpuses on mistahes kaks nullist erinevat elementi a ja b assotsieeritud, sest a(a=1b) = b,
kus a~'b on pooratav.

3. Kui f € R[X] ja c on poératav element ringis R, siis ka konstantne poliinoom ¢ on pdsratav
ringis R[X] (vt. lauset [9.8). Seega poliinoomid f ja fc on assotsieeritud. Néiteks ringis R[X] on
poliinoomid 4X3 + 6X — 10 ja 2X3 4+ 3X — 5 assotsieeritud.

Definitsioon 9.18. Elementi d € R nimetatakse elementide a ja b suurimaks iihisteguriks
(ja tdhistatakse d = SUT(a, b)), kui

1. d]ajad)|b;
2. kuid € R,d |ajad |b,siisd |d.
Definitsioon 9.19. Oecldakse, et ringi R elemendid a ja b on iihistegurita, kui SUT(a, b) = 1.

Definitsioon 9.20. Elementi m € R nimetatakse elementide a ja b vihimaks iihiskordseks
(ja tdhistatakse m = VUK(a, b)), kui
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1. a|mjab|m;
2. kuim/ € R, a|m’ jab|m/, siism|m.
Kahel ringi elemendil voib leiduda mitu suurimat iithistegurit. Kui néiteks d ja c on elementide

a ja b suurimad iihistegurid, siis defnitsioonist jéreldub kohe, et d ~ c. Tuleb vilja, et kehtib ka
mingis moéttes vastupidine véide.

Lause 9.21. Kui d € R on elementide a ja b suurim ihistegur ja d ~ ¢, siis ka ¢ on elementide
a ja b suurim dhistegur.

TorsTUs. Olgu d = SUT(a,b) ja d ~ c. Siis d | ¢ ja ¢ | d. Veendume, et ¢ rahuldab elementide
a ja b suurima iihisteguri definitsiooni tingimusi.

1. Kunac|d,d|ajad]|b,siis ka c|a jac]|blause[9.14(1) pohjal.

2. Oletame, et d’ € R on selline, et d' | a jad' | b. Siis d' | d. Kuna d’' |d jad]|¢c,siisd | e O

Analoogiliselt saab toestada jargmise tulemuse.

Lause 9.22. Kui m € R on elementide a ja b vihim dhiskordne ja m ~ n, siis ka n on
elementide a ja b vihim thiskordne.

Niide 9.23. Taisarvudel 6 ja —9 on kaks suurimat {ihistegurit ringis Z, need on arvud 3 ja —3.
Samuti on neil kaks vihimat iihiskordset: 18 ja —18. Kuna kahel ringi elemendil v6ib olla mitu
suurimat iihistegurit, siis iga suurimat iihistegurit sisaldavat vérdust tuleb télgendada assotsiee-
rituse tdpsuseni. Niiteks vordust SUT(6, —9) = 3 tuleks rangelt vottes lugeda nii: tiisarvude 6
ja —9 suurimaks {ihisteguriks on arv 3 ja koik arvuga 3 assotsieeritud arvud. Véi néiteks korpuse
K ja poliinoomide f,g,d € K[X] korral tihendab vordus SUT(f,g) = d seda, et poliinoomide
f ja g suurimaks iihisteguriks on poliinoom d ja koik sellised poliinoomid, mis on saadud d
korrutamisel nullist erineva K elemendiga.

Mairkus 9.24. On hésti teada, et mistahes kahel tdisarvul leidub suurim iihistegur ja vdhim
tihiskordne. Suvalises ringis ei pruugi koigil elemendipaaridel suurimat {ihistegurit ja vdhimat
iihiskordset leiduda.

Kerge on veenduda, et kehtivad jargmised omadused.

Lause 9.25. Suurimal ihisteguril ja vihimal dhiskordsel ringis R on jiargmised omadused: iga
a,b,c € R korral

1. SUT(a,b) = a siis ja ainult siis, kui a | b, 4. VUK(a,b) = b siis ja ainult siis, kui a | b,
2. SUT(a,0) = a, 5. VUK(a,0) = 0,
3. SUT(SUT(a,b),c) = SUT(a,SUT(b,c)), 6. VUK(VUK(a,b),c) = VUK(a, VUK(b, c)),

kui koik siin esinevad suurimad thistequrid voi vihimad thiskordsed on olemas,
7. SUT(a,b) = 0 siis ja ainult siis, kui a =0 ja b =0,

8. VUK(a,b) = 0 siis ja ainult siis, kui kas a = 0 voi b = 0.
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Suurim iihistegur ja v&him {ihiskordne on omavahel seotud.

Teoreem 9.26. Olgu a ja b nullist erinevad elemendid ringist R, m = VUK(a,b) ning kehtigu
vordus ab = md, kus d € R. Siis d = SUT(a, b).

ToEsTUS. Kontrollime suurima iihisteguri definitsiooni tingimusi. Kuna m = VUK(a, b), siis
a | m ja seega leidub selline @’ € R, et aa’ = m. Vordusest ab = md saame, et ab = ad'd.
Taandades vordusest ab = aa’d elemendi a saame vorduse b = a’d. Seega d | b. Analoogiliselt
saab niidata, et d | a.

Olgu niiiid f € R selline, et f | a ja f | b. Siis leiduvad a/,b’ € R nii, et fa’ = a ja fb/ =b.
Vaatleme elementi ¢ := fa't/’. Siis ¢ = ab’ ja ¢ = ba’. Seega a | ¢ ja b | ¢, millest vihima iihiskordse
definitsiooni teise tingimuse pohjal jireldub, et m | ¢. Viimane aga tdhendab, et mc = ¢ mingi
¢ € R korral. Siis

md = ab = fd' ft! = ffd'b = fc = fmc = mfc.

Kuna a # 0 ja b # 0, siis lause [9.25(8) pohjal ka m # 0. Taandades elemendi m vordusest
md = mfc saame vorduse fc¢’ = d, mis tihendab seda, et f | d. O

Jareldus 9.27. Kui ringi R nullist erinevatel elementidel a ja b leidub vihim tihiskordne, siis
neil elementidel leidub ka suurim thistegur.

TOESTUS. Olgu a,b # 0 ja m = VUK(a,b). Kuna ab on elementide a ja b iihine kordne, siis
véhima iihiskordse definitsiooni pohjal m | ab. Seega leidub d € R nii, et md = ab. Teoreemi
pohjal d = SUT(a, b). O

Suurima iihisteguri leidumisest ei pruugi jarelduda vihima iithiskordse olemasolu.
Teeme veel iihe jirelduse teoreemist

Jareldus 9.28. Kui ringi R nullist erinevate elementide a ja b korral m = VUK(a,b) ja d =
SUT(a,b), siis ab ~ md.

ToEsTUS. Kuna d = SUT(a, b), siis leiduvad sellised a’,b’ € R, et da’ = a ja db' = b. Vaatleme
elementi da't/. Et a | da'b’ ja b | da'b/, siis da’t/ on a ja b iihine kordne ja seega m | da'b’.
Jarelikult mm’ = da/b’ mingi m’ € R korral. Niiiid

ab = da'db/ = dda't' = dmm’ = m(dm’).

Teoreemi pohjal dm’ on a ja b suurim iihistegur. Kuna ka d on a ja b suurim iihistegur,
siis dm’ | d ehk dm'u = d, kus u € R. Lause [9.25(7) pohjal d # 0. Taandades elemendi d
vordusest dm’u = d saame, et m'u = 1, mis tdéhendab, et m’ on pssratav. Kuna ab = (md)m/,

siis lause tottu ab ~ md. O

Naiide 9.29. Vaatleme ringi Z. On teada, et selles ringis on suvalisel kahel elemendil a ja b
olemas nii suurim {ihistegur d kui ka vahim iihiskordne m. Olgu a ja b molemad nullist erinevad.
Siis jérelduse pohjal ab ~ md, mis tdisarvude korral tdhendab seda, et ab = md voi
ab = —md. Oletame, et me oleme mingil viisil arvutanud d. Lihtne on leida korrutis ab ja jagada
see d-ga. Tulemus %b on vordne kas arvuga m voi arvuga —m, moélemal juhul oleme saanud a ja
b ithe vahima iihiskordse. Niisiis, kui oskame leida tdisarvude suurimat ihistegurit, siis oskame

leida ka vdhimat iihiskordset, ja tegelikult ka vastupidi.
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9.5. Eukleidese ringid

Nagu oleme néinud selles kursuses, saab poliinoome teatud eeldustel jadgiga jagada. Samuti
saab jadgiga jagada téisarve. Selles paragrahvis vaatleme iihte ringide klassi, mis sisaldab nii
taisarvude ringi kui poliinoomide ringe iile korpuste.

Definitsioon 9.30. Nullitegureita kommutatiivset ringi R nimetatakse Eukleidese ringiks,
kui leidub kujutus
d: R\ {0} - NU{0}

(6 seab igale nullist erinevale ringi elemendile vastavusse mingi mittenegatiivse téisarvu), mis
rahuldab tingimusi:

ER1. iga a,b € R\ {0} korral d(ab) > d(a),
ER2. igaa € Rjaigabe R\ {0} korral leiduvad sellised ¢,r € R, et
a=>bg+r, kusjuures r=0 voi 0(r) < d(b).
Elementi ¢ nimetatakse harilikult elementide a ja b jagatiseks ning elementi r jagamisel
tekkivaks jadgiks.
Lause 9.31. Jdrgmised ringid on Eukleidese ringid:
1. tdisarvude ring 7,

2. polinoomide ring K[X], kus K on korpus.
TOEsTUS. 1. Ringi Z korral voib kujutuse 0 : Z \ {0} — NU {0} defineerida vordusega
d(a) :=|a|

(6(a) on tdisarvu a absoluutviirtus). On lihtne niha, et tingimused ER1 ja ER2 on tdidetud.
2. Ringi K[X] korral defineerime kujutuse 0 : K[X] \ {0} - NU {0} vordusega

6(f) := deg(f)

(nullist erineva poliinoomi aste on mittenegatiivne tédisarv). Tingimus ER1 on tdidetud ténu
lausele [0.6] ja tingimus ER2 ténu teoreemile [9.11 O

Osutub, et sarnaselt téisarvudega saab Eukleidese ringides suurima iihisteguri leida kasutades
niinimetatud Eukleideseﬂ algoritmi. Kirjeldame seda.

Olgu R Eukleidese ring ja a,b € R. Kui a = 0, siis definitsiooni pohjal SUT(a,b) = b ja kui
b =0, siis SUT(a,b) = a. Eeldame edasises, et a # 0 ja b # 0.

Jagame elemendi a jéddgiga elemendiga b:

a = bg1 + ri, r1 =0 voi 6(ry) < 6(b).
Kui 71 = 0, siis b | a ja seega SUT(a,b) = b. Kui r; # 0, siis jagame elemendi b elemendiga r;:

b=rigs + 1o, ro = 0 vdi (rq) < 0(ry).

*Kreeka matemaatiku Eukleidese (u. 365 — u. 300 e.m.a.) jargi
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Kui o = 0, siis lopetame; vastasel juhul jagame elemendi r; elemendiga ra:
1 = T2q3 + T3, r3 =0 voi 6(r3) < d(rz).

Niimoodi jatkame senikaua kui saame mingil sammul jadgiks r, 1 = 0. Varem v6i hiljem peab see
juhtuma, sest 6(b) > d(r1) > d(r2) > ... ja ei leidu l6pmatuid kahanevaid naturaalarvujadasid.
Osutub, et suurimaks iihisteguriks on viimane nullist erinev jiak r,. Tehtud sammud v6ib kokku
votta jargmise tabelina:

a = bg +mr, d(r1) < o(b),
b = riga+ro, (5(7"2) < 5(7“1),
L = T2q3+ T3, d(r3) < d(r2),
(40)
Tn—3 = Tn-2qn-1+7Tn-1 5(’Fn71) < 6(7"7172)7
Th—2 = Tp_1Qn+7Tn 5(7%) < 5(7%—1)7
Tm—1 = Tngnt+1 +0.

Niitame, et r, = SUT(a, b). Selleks kontrollime definitsiooni tingimusi.

1. Tabeli (40) viimasest reast ndeme, et ry, | rn—1. Kuna r, | r, ja r, | mp—1, siis tabeli
eelviimasest reast saame, et ry, | r,—o. Kuna r, | r,—1 ja ry, | rn_2, siis tabeli iile-eelviimasest
reast saame, et r,, | 7,—3. Niimoodi iilespoole liikudes ndeme lopuks, et r, | b ja r, | a.

2. Oletame niiiid, et ¢ € R on selline element, et ¢ | a ja ¢ | b. Tabeli esimese rea pohjal
¢ |a—bg = r;. Teisest reast saame, et c | ro. Jérjest allapoole litkudes nédeme 1opuks, et ¢ | 7.

Suurima iihisteguri leidmise algoritmi, mida eespool kirjeldasime, nimetatakse Eukleidese
algoritmiks.

Lause 9.32. Kui R on Fukleidese ring, a,b € R jad = SUT(a, b), siis leiduvad sellised u,v € R,
et
ua + vb = d.

TOESTUS. Kui a =0, siisd =bjad = la+ 1b. Kui b =0, siis d = a ja jéllegi d = 1a + 1b. Olgu
niiiid a, b # 0 ning olgu elementide a ja b suurim iihistegur leitud Eukleidese algoritmi abil, s.t.
kehtigu vordused ja olgu d = ry,. Liikudes tabelis altpoolt iiles saame

" = Th—2 —Th—1Qn = Th—2 — (rnf?; - TTL*QQTL*l)qTL

= rp-3(—qn) + rn—2(1+ qn-1qn) = ... = au + bv = ua + vb.

|

Jareldus 9.33. Kui R on Eukleidese ring ja a,b € R, siis SUT(a,b) = 1 parajasti siis, kui
leiduvad sellised u,v € R, et
ua + vb = 1.

TOESTUS. Tarvilikkus on toestatud lauses Piisavuse naitamiseks oletame, et leiduvad u, v €
R nii, et ua + vb = 1. On selge, et 1 | a ja 1 | b. Oletame, et ¢ | a ja ¢ | b. Siis lause pohjal

c|ua+vb=1.

Sellega oleme tdestanud, et 1 = SUT(a, b). O
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9.6. Faktoriaalsed ringid ja taandumatud poliinoomid

Definitsioon 9.34. Nulliteguriteta kommutatiivse ringi R mittepdoratavat elementi p # 0
nimetatakse taandumatuks, kui vordusest p = ab, a,b € R, jareldub, et kas a voi b on péoratav.

Kui R = K[X], kus K on korpus, siis on eelnev definitsioon samavéirne sellega, et poliinoom p
on mittekonstantne ja seda ei saa esitada kahe mittekonstantse poliinoomi korrutisena.

Niide 9.35. 1.Iga lineaarpoliinoom aX +b € K[X] (kus a # 0 ja K on korpus) on taandumatu.
2. Poliinoom X2 + 1 € R[X] on taandumatu.
3. Poliinoom X? — 1 = (X — 1)(X + 1) € R[X] ei ole taandumatu.
4. Poliitnoom X? — 2 on taandumatu iile korpuse Q, kuid taanduv iile korpuse R: X2 — 2 =

(X +V2)(X - V2).

Taandumatud elemendid méngivad nulliteguriteta kommutatiivsetes ringides samasugust
rolli nagu téisarvude ringis seda teevad algarvud ja nende vastandarvud. Tuletame meelde,
et aritmeetika pdhiteoreemi kohaselt saab iga tdisarvu (tegurite jérjekorda ja mirgi tépsust
arvestamata iitheselt) esitada korrutisena, kus tegurid on algarvud voi nende vastandarvud.

Definitsioon 9.36. Nulliteguriteta kommutatiivset ringi R nimetatakse faktoriaalseks, kui
iga nullist erinev mittepodratav element a € R on esitatav korrutisena

a=pip2...-pn, nEN, p1,...,p,ontaandumatud,
ja see esitus on iihene selles mottes, et mistahes teise esituse
a=q1q2...Gm, MmEN, q1,...,qnontaandumatud,

korral m = n ja leidub hulga {1,2,...,n} substitutsioon o nii, et p; ja o (i) On assotsieeritud iga
ie€{l,...,n} korral.

Naiide 9.37. 1. Téisarvude ring Z on aritmeetika pohiteoreemi kohaselt faktoriaalne.
2. Kompleksarvude korpuse alamring

ZIV3i] = {a+bV3i|a,bec Z}
ei ole faktoriaalne, sest néiteks
4=(14+V3i)(1-3i)=2-2
ja saab niidata, et elemendid 2,1 + v/3i, 1 — v/3i on taandumatud.

Osutub, et faktoriaalsuse definitsioonis esinev iihesuse moiste on samavéérne sellega, et vaa-
deldavas ringis kehtib niinimetatud Eukleidese lemma. Seda tulemust me kéesolevas kursuses
toestada ei joua.

Teoreem 9.38. Olgu R nullitequriteta kommutatiivne ring, mille iga nullist erinev mittepéora-
tav element on esitatav taandumatute elementide korrutisena. Siis ring R on faktoriaalne para-
jasti siis, kus

(Va,b,p € R)(p on taandumatu ja p | ab = (p | a véi p | b)).
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Teoreem 9.39. FEukleidese ring on faktoriaalne ring.

TOEsTUS. Olgu R Eukleidese ring ja d : R\ {0} — N U {0} sellele vastav kujutus. Néitame
esiteks, et § viiheneb mittepooratavatel teguritel, s.t. kui R 2 a = be, kus b,¢ € R on nullist
erinevad mittepooratavad elemendid, siis d(a) > d0(b). Eukleidese ringi jadgiga jagamise abil
leiame ¢,r € R nii, et

b=aq+r, kusd(r)<d(a)voir=0.

Kui r = 0, siis b = aq, kust a = bc = age. Kuna a # 0 tédnu nullitegurite puudumisele, siis voime
a taandada ja leida, et 1 = gc, s.t. ¢ on pdoratav. See on vastuolus meie eeldusega. Seega peab
kehtima vorratus 0(r) < d(a). Kuna 1 — cq # 0 (sest ¢ ei ole pooratav) ja b # 0, siis saame
kasutada Eukleidese ringi definitsiooni esimest tingimust ja leida, et

5(a) > 8(r) = 3(b — ag) = 5(b — beg) = 5(b(1 — cq)) > 8(b),

seega d(a) > 4(b).

Néitame niilid, et iga nullist erinev mittepodratav element a € R esitub taandumatute ele-
mentide korrutisena. Kui a on taandumatu, on ta vaadeldav iihest taandumatust tegurist koos-
neva korrutisena. Kui a ei ole taandumatu, siis a = be, kus b,c¢ € R\ {0} on mittepooratavad.
Kui b ja ¢ on taandumatud, on meil esitus olemas. Kui {iks neist, iildisust kitsendamata b, ei ole
taandumatu, siis b = ef, kus e, f € R\{0} on mittepooratavad. Jille, kas e ja f on molemad taan-
dumatud voi me saame ithe voi molemad neist esitada mittepooratavate elementide korrutisena.
Kuna toestuse esimese osa pohjal on § viirtused nullist erinevatel mittepooratavatel teguritel
rangelt kahanevad ja § minimaalne véédrtus on 0, siis seda teguriteks lahutamise protsessi ei
saa lopmatult jatkata ja lopliku arvu sammude jérel on a esitatav taandumatute elementide
korrutisena.

Viimaks on meil vaja niidata, et nullist erineva mittepdoratava elemendi esitus taandumatute
elementide korrutisena on iihene definitsiooni [9.36| mottes. Teoreemi tottu piisab, kui me
néitame, et ringis R kehtib Eukleidese lemma. Olgu p € R taandumatu ja p | ab, a,b € R.

Tihistame d := SUT(p, a). Siis d | p ehk leidub d’ € R nii, et dd’ = p. Kuna p on taandumatu,
siis on kaks voimalust.

1) d on pooratav. Lausepéhjal teame, et leiduvad u, v € R nii, et pu+av = d. Korrutades
selle vorduse moélemaid pooli elemendiga b saame vorduse

pub + abv = bd.

Kuna eelduse p | ab ja lause tottu p jagab selle vorduse vasakut poolt, siis ta jagab ka
elementi bd. Seega leidub ¢ € R nii, et pc = bd. Siit saame p(cd~') = b ehk p | b.
2) d' on pooratav ehk d ~ p. Kuna p | d ja d | a, siis transitiivsuse tottu ka p | a. |

Kahe erineva algarvu suurim iihistegur on 1. Analoogiline omadus on ka taandumatutel
poliinoomidel.

Lemma 9.40. Olgu K korpus. Kuip,q€ K[X]| on mitteassotsieeritud taandumatud poliinoomid,
siis SUT (p, q) = 1.

TOESTUS. Oletame vastuviiteliselt, et poliinoomide p ja ¢ suurim tihistegur d ei ole 1. See
tdhendab, et d ei ole konstantne poliinoom, deg(d) > 1. Kuna d | p ja d | g, siis leiduvad
poliinoomid p1, ¢ € K[X] nii, et dp; = p ja dg1 = q. Et p,q # 0, siis ka p1, 1 # 0. On jargmised
voimalused.
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1. deg(p1) = deg(q1) = 0. Siis p1, ¢ on konstantsed poliinoomid ja seega p ~ d ~ ¢, kust p ~ ¢,
mis on vastuolus eeldusega.

2. deg(p1) > 1. Siis p on kahe mittekonstantse poliinoomi (d ja p;) korrutis, mis on vastuolus p
taandumatusega.

3. deg(q1) = 1. Sel juhul tekib vastuolu g taandumatusega. O

Lause [9.31] osast 2., teoreemist ja lemmast saab niiiid tuletada aritmeetika pohi-
teoreemi analoogi ringi K[X] jaoks.

Jédreldus 9.41. Olgu K korpus. Iga mittekonstantse poliinoomi f € K[X]| saab (tegurite jirje-
korra tipsuseni iiheselt) esitada korrutisena

ki, k m
f=apy'ps?. . phr,
kus a € K, p1,p2,...,pm on paarikaupa ihistequrita unitaarsed taandumatud poliinoomid ja
ki,...,kmn €N,

9.7. Jagatiste korpus

Selles paragrahvis uurime konstruktsiooni, mille abil muuhulgas konstrueeritakse ratsionaal-
arvud lahtudes taisarvudest.
Olgu R # {0} nullitegureita kommutatiivne ring. Defineerime hulgal

Rx (R\{0}) = {(a,b) | a,b € R,b # 0}

binaarse seose p jargmiselt:
(a,b)p(c,d) <= ad = bc.
Veendume, et p on ekvivalentsiseos.
Kuna ab = ba, siis (a,b)p(a, b) ja seega p on refleksiivne. Et

(a,b)p(c,d) <= ad = bc <= cb = da <= (c¢,d)p(a,b),

siis on see seos ka siimmeetriline. Transitiivsuse toestamiseks oletame, et kehtib (a,b)p(c, d)
ja (c,d)p(e, f). Siis ad = be ja c¢f = de. Jarelikult adf = bef = bde. Taandades elemendi d
vordusest adf = bde (paneme téhele, et d # 0) saame vorduse af = be, mis tdhendab, et
(a,b)p(e, f). Sellega on ka transitiivsus ndidatud ja p on ekvivalentsiseos.

Paari (a,b) € R x (R\ {0}) ekvivalentsiklassi seose p jérgi tahistame siimboliga ¢, s.t.

2= {(c.d) € Rx (R\{0}) | (a,b)plc.d)}.

Kahe paari ekvivalentsiklassid on vordsed parajasti siis, kui need paarid on seoses p, seega

a C
E—g<:>ad—bc.

Paneme téhele, et

ac a

bc b
mistahes a € R ja b,c € R\ {0} korral, sest acb = bca.
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Vaatleme faktorhulka seose p jérgi:
a
Q(R) == (R x (R\{0})/p = {} | a;be Rb £ 0}.

Hulgal Q(R) defineerime liitmise ja korrutamise valemitega

a c ad + be
bd T Tbd
a ¢ ac
vd T
Tuleb veenduda, et need definitsioonid on korrektsed. Olgu
a . al . C . C1
bTn T

Siis ab; = bay ja cd; = dey. Korrutades esimest neist vordustest elemendiga dd; ja teist elemen-
diga bb; saame

adb1d1 = aldlbd,

be1d1 = blclbd,
millest vastavate poolte liitmisel jareldub, et adbid; + bebidy = ai1dibd + bicibd. Kasutades
distributiivsust voime kirjutada (ad + bc)bidy = bd(a1d; + bicy), mis tdhendab, et

ad + be . aidi + bicy
bd b1dy '

Seega on liitmine korrektselt defineeritud. Korrutamise korrektsuse kontrolli jéitame lugejale
labimotlemiseks.

Teoreem 9.42. Mistahes nullitegureita kommutatiivse ringi R # {0} korral on Q(R) korpus.

TOESTUS. Et 0-1 % 1-1, siis ¢ # 1 ja seega hulgas Q(R) on vihemalt 2 elementi. Kuna

+9_a'1+b'0_9_9+
1 b-1 b1

Sl RS

a
b
mistahes § € Q(R) korral, siis % on nullelement liitmise suhtes. Saab néidata, et % on iihikelement
korrutamise suhtes ja et elemendi 3, kus a, b # 0, péérdelement on g. Uksikasjade liabitegemise

jatame lugeja hooleks. |

Definitsioon 9.43. Korpust Q(R) nimetatakse nullitegureita kommutatiivse ringi R jagatiste
korpuseks.

Konstrueerides tdisarvude ringi Z jagatiste korpuse Q(Z) saame ratsionaalarvude korpuse
Q.

Nii nagu téisarv a samastatakse ratsionaalarvuga { saab ka ringi R elemendi a samastada
korpuse Q(R) elemendiga .
Lause 9.44. Olgu R nullitegureita kommutatiivne ring. Siis hulk

R:{%MER}QQ@)

on ringi Q(R) alamring, mis on isomorfne ringiga R.
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TOESTUS. Esimese viite toestuse jitame labimotlemiseks lugejale.
Kujutuse f : R — R’ defineerime vordusega

Jla)=7

mistahes a € R korral. On selge, et see kujutus on siirjektiivne. Kui f(a) = f(b), siis § = %,
millest al = 1b ehk a = b. Seega on f ka injektiivne. Ka definitsiooni [2.3] {ilejééinud tingimuste

kontroll pole keeruline.
IN
a GJ

9.8. Ratsionaalmurdude korpus

Kui K on korpus, siis poliinoomide ring K[X] on nullitegureita kommutatiivne ring. Seega
voime konstrueerida tema jagatiste korpuse

QUKIX]) = {J; | fog € K[X],g # o}

nii nagu seda tegime eelmises paragrahvis. Korpust (K [X]) nimetatakse ratsionaalmurdude
korpuseks iile korpuse K ning tihistatakse K (X). Korpuse K(X) elemente nimetatakse
ratsionaalmurdudeks.

Ratsionaalmurdude jaoks saab defineerida astme, mis on teatud téisarv (voib olla ka nega-
tiivne).

Definitsioon 9.45. Ratsionaalmurru 5 € K(X), kus f,g # 0, aste on f astme ja g astme

vahe:

deg (g) = deg(f) — deg(g).

Veendume, et see definitsioon on korrektne. Oletame, et g—i = g—g. Siis fig2 = fog1. Kuna
korpuses ei ole nullitegureid, siis lause pohjal

deg(f1) + deg(g2) = deg(f192) = deg(fag1) = deg(f2) + deg(g1).

Siit aga jareldub vordus deg(f1) — deg(g1) = deg(f2) — deg(gz) ehk deg (i%) = deg (%) Seega

on ratsionaalmurru astme definitsioon téepoolest korrektne.
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Definitsioon 9.46. Nullist erinevat ratsionaalmurdu g € K(X) nimetatakse lihtmurruks,
kui tema aste on negatiivne (s.t. f aste on viiksem kui g aste).

Naiide 9.47. Ratsionaalmurd X
2X° —4X +5
———— e R(X
X5 —3X2 €R(X)
on lihtmurd, sest

2X% —4X +5 . . )
Lause 9.48. Iga nullist erinev ratsionaalmurd on theselt esitatav polinoomi ja lihtmurru sum-
mana.

TOESTUS. Vaatleme ratsionaalmurdu 5 € K(X), kus f,g # 0. Jagades poliinoomi f jidgiga

poliinoomiga g saame leida poliinoomid ¢ ja r nii, et f = gg + r ja deg(r) < deg(g). Siis aga

+7r r
f_gatr_99. v _4a,
g g g g 1

T r
7:q_’_77
g g

kus g on lihtmurd. (Siin kasutasime seda, et ratsionaalmurd % on samastatud poliinoomiga q.)
Naitame niitid, et sellised esitused on iihesed. Oletame, et

/ il g2
—=p1+—=p2+ —,
g 1 T2
kus p1, p2 on poliinoomid ja Z—i, Z—z on lihtmurrud. Siis
Q2 q 142 — 241
pr—pp=-———=—1—"F
2 1 r1r2

Kasutades vorratust (39) ja lauset saame, et

192 —T2q1
deg(p1 - p2) = deg <7“17“2>

= deg(r1g2 — r2q1) — deg(r172)

< max(deg(ri1ge2), deg(raqr)) — deg(rim2)

= max(deg(r1q2) — deg(r172), deg(r2q1) — deg(r172))
= max(deg(q2) — deg(ra),deg(q1) — deg(ry))

< 0.

Ainuke poliinoom, mille aste on negatiivne, on nullpoliinoom, seega p; — po = 0 ehk p; = po.
Vordusest p1 + £ = po + 12 jireldub siis, et ka It = I2. Seega ratsionaalmurd esitub ainult {ihel
viisil poliinoomi ja lihtmurru summana. O

Definitsioon 9.49. Nullist erinevat ratsionaalmurdu £ € K (X)) nimetatakse algmurruks, kui
g = p", kus n on naturaalarv, p on taandumatu poliinoom ja deg(f) < deg(p).
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Naiide 9.50. Ratsionaalmurrud

Ly o 2XH3
3X +5 »oxTy

on algmurrud, aga ratsionaalmurd

ei ole algmurd.

Uheks olulisemaks tulemuseks ratsionaalmurdude kohta on jérgmine teoreem. Selle tdestus
ei mahu kéesoleva kursuse raamidesse.

Teoreem 9.51. Iga lihtmurd tile korpuse K on esitatav algmurdude summana.

Mirkus 9.52. Seda teoreemi kasutatakse matemaatilises analiiiisis ratsionaalfunktsioonide in-
tegreerimisel juhul kui K = R. Tépsemalt voib selle kohta lugeda niiteks jargmistest allikatest:

e Gunnar Kangro, Matemaatiline analiiiis I, 1982, lk. 313-329,
e Leiki Loone ja Virge Soomer, Matemaatilise analiiiisi algkursus, 2007, lk. 173-180,

e Elmar Reimers, Matemaatilise analiiiisi praktikum I, 1988, 1k. 139-144.

9.9. Poliinoomi juured

Kéesolevas paragrahvis eeldame koikjal, et R on nullitegureita kommutatiivne ring, milles on
vihemalt kaks elementi. Teatud poéhjustel on juurtest rddkides otstarbekas nummerdada polii-
noomi kordajaid vastupidises jarjekorras, s.t. nii, et pealiikme kordaja on ag, jirgmise liikme
kordaja a; jne.

Definitsioon 9.53. Olgu R nullitegureita kommutatiivne ring,
fX)=apX"+a X" 1+ . +ap 1 X +ay
poliinoom ringist R[X] ja ¢ € R. Ringi R elementi
aoc” + a1 N+ . an_1c+ an
nimetatakse polilnoomi f(X) vairtuseks kohal c ja téhistatakse f(c).
Niide 9.54. Poliinoomi f(X) = X3 +3X + 4 € Z;[X] véiirtus kohal ¢ = 2 on
f@)=2"4+3.241=846+4=3+1+4=3.

Definitsioon 9.55. Elementi ¢ € R nimetatakse poliinoomi f(X) juureks, kui f(c) = 0.
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Jargmine teoreem on oma nime saanud prantsuse matemaa-
tiku Etienne Bézout (1730-1783) jérgi.

Teoreem 9.56 (Bézout’ teoreem). Poliinoomi f(X) € R[X]
vadrtus kohal ¢ € R on vordne jadgiga, mis tekib poliimoomi f(X)
jagamisel poliinoomiga X — c.

TOESTUS. Jagame poliinoomi f(X) € R[X] jddgiga lineaar-
poliinoomiga X — ¢, kus ¢ € R:

FOX) = (X = q(X) +7(X),  deg(r(X)) < deg(X —c) = L.

Kuna deg(r(X)) < 1, siis 7(X) = r € R on konstantne poliinoom. . )
Kui kaks poliinoomi (antud juhul f(X) ja (X — ¢)g(X) + r(X)) Etienne Bézout
on vordsed, siis on vordsed ka nende vaartused kohal c. Jarelikult

fley=(c—c)-qc)+r=0+r=r,
mida oligi vaja toestada. O

Bezout’ teoreemist ja jaguvuse definitsioonist jéreldub jargmine tulemus.
Jédreldus 9.57. Element c € R on poliinoomi f(X) € R[X] juur parajasti siis, kui X —c | f(X).

TOESTUS. TARVILIKKUS. Kui f(c) = 0, siis jadk f(X) jagamisel polilnoomiga X — c on 0. Seega

f(X) = (X —c)q(X), kus ¢(X) € R[X]. Jarelikult X —c | f(X).

Piisavus. Selle jatame ldbimdtlemiseks lugejale. O
Poliinoomi véadrtuse leidmiseks kohal ¢ v6ib muidugi kasutada definitsiooni ja arvutada

nii nagu néites E kuid tuleb vilja, et on ka veidi lihtsam véimalus. Olgu poliinoomi f(X) =

ap X"+ X" '+ . a1 X +ay, ja poliinoomi X — c jagatis

¢(X)=bo X" 0 X" 4 by o X F by

ning jadk r € R. Siis kehtib vordus

Selle vorduse paremal poolel on poliitnoom
boX™ + (bl — Cbo)Xn_l + (bg — Cbl)Xn_2 + ...+ (bnfl — Cbnfg)X + (1" — Cbnfl).

See poliinoom peab vorduma poliinoomiga f(X), mis tdhendab, et X vastavate astmete kordajad
peavad olema samad. Seega peavad kehtima vérdused

ap = by, bo = ap,
aq = b1 — Cbo, b1 = a1+ Cb(),
as = b2 — Cbl, bQ = ag+ Cbl,
ehk
p—1 = byp_1—cby_2, bp-1 = ap—1+chby,_2,
an = 1 —cbp_1, r = ap+cby_1.

Jagatise ¢(X) ja jéédgi r leidmist nende vorduste abil kutsutakse Hornerﬂ skeemiks. Ha-
rilikult esitatakse Horneri skeem jérgneva tabeli kujul:

SWilliam George Horner (1786-1837) — inglise matemaatik
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apg aj a P ¢ 7o | Ay,
c cbg cby ... cbp_o cby_1 .
[ bo b1 by ... by T

Selle tabeli teise rea elemendid saadakse kolmanda rea elementide korrutamisel c-ga ja joone all
olevad elemendid saadakse joone kohal olevate elementide liitmisel. Tihti jéetakse selle tabeli
teine rida iildse &ra.

Niide 9.58. Rakendame Horneri skeemi néites [9.54] olnud poliinoomi f(X) = X? +3X +4 €
Z5]X] jaoks:

=

\]]
ol B O
DOl W] ol
[SU] NN

|

kust ndeme, et f(2) = 3.

Poliinoomi juure korral voib réadkida selle kordsusest.

Definitsioon 9.59. Olgu k naturaalarv. Elementi ¢ € R nimetatakse poliinoomi 0 # f(X) €
R[X] k-kordseks juureks, kui (X —¢)* | f(X), aga (X — c)**1 { f(X) ringis R[X].

Niide 9.60. Arv 1 on poliinoomi f(X) = (X —1)}(X +2) = X3 - 3X +2 € Z[X] kahekordne
juur ja arv —2 on selle poliinoomi iihekordne juur.

Niide 9.61. Poliinoomi f(X) = X* —4X3 4+ 5X2 — 4X + 4 € R[X] saab esitada kujul
FX) = (X =2)*(X* +1).

Siit ndeme, et sellel poliinoomil on kahekordne juur 2. Kui vaatleksime seda poliinoomi iile
korpuse C, siis oleks tal veel ka iihekordsed juured ¢ ja —i.

Lause 9.62. Olgu0 # f(X)€ R[X], kus R on nullitequreita kommutatiivne ring. Olgu ci, . . . cm,
poliinoomi f(X) wvastavalt ki, ..., ky-kordsed juured, mis on paarikaupa erinevad. Siis leidub
selline polimoom g(X) € R[X], et

FX) = (X =) (X = em)tg(X),
kusjuures iikski elementidest c1, . .., ¢y, ei ole polinmoomi g(X) juur. Lisaks sellele

ki+ ...+ kn < deg(f(X)).

Selle lause teine pool sonastatakse tihti ka kujul: polinoomi f(X) juurte koguarv (kordsust
arvestades) ei ileta selle poliinoomi astet.

TOESTUS. Toestame viite induktsiooniga m jargi. Juhul m = 1 kehtib see juure kordsuse defi-
nitsiooni pohjal.

Eeldame niiiid, et véide kehtib m — 1 juure korral ja néditame, et see kehtib ka m juure
€1, ..., Cp korral, mille kordsused on vastavalt ki, ..., ky,. Eelduse pohjal leidub poliinoom h(X)
nii, et

fX)=(X —c)? .. (X = )P 1h(X),
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kusjuures iikski ringi R elementidest ¢y, ..., ¢pn—1 €l ole poliinoomi A(X) juur. Kuna ¢, — ¢ #
0,...,¢m — Cm—1 # 0 ja R on nullitegureita, siis (¢, — ¢1)* ... (¢ — cm_1)¥"=1 # 0. Vordusest
f(em) = 0 jéreldub, et h(cy,) = 0. Jérelduse pohjal X — ¢, | A(X). Olgu s suurim natu-
raalarv, mille korral (X — ¢,,)° | h(X). Siis leidub g(X) € R[X] nii, et

WX) = (X = en) 9(X)

ja g(em) # 0. Kuna ¢, on polinoomi f(X) ky,-kordne juur, siis s < ky,. Samal pohjusel leidub
poliinoom u(X) € R[X] nii, et
F(X) = (X = en) ' u(X)

ja u(cy) # 0. Oletame vastuviiteliselt, et s < ky,. Et ring R[X] on nullitegureita, siis on ta
taandamisega ja seega vordusest

(X — cm)kmu(X) = (X — cl)kl (X = cm_l)k’"*l(X —cm)®9(X)
jareldub voérdus
(X — cm)km_su(X) =(X - cl)k1 (X = cm_l)km—lg(X),

kus k,, — s > 1. Asendades c¢,, selle vorduse molemal poolel olevasse poliinoomi saame, et

k1

0= (Cm - Cl) .. (Cm - Cmfl)kmilg(cm)a

kust g(c,,) = 0, mis on vastuolus eelnevaga. Jarelikult s = k;,,, mis annabki meile vérduse
FOX) = (X =)™ .. (X = em)Pmg(X).
Kuna f(X) # 0, siis ka g(X) # 0 ja seega deg(g(X)) > 0. Lauset kasutades saame
deg(f(X)) =ki+ ...+ kn + deg(g(X)),
millest vorratuse deg(g(X)) > 0 tottu jareldub, et

deg(f(X)) = ki1 + ...+ k.
O

Meenutame, et lineaarpoliinoomid on esimese astme poliinoomid, see tdhendab poliinoomid
kujul aX + b, kus a # 0.

Lause 9.63. Olgu R nullitegureita kommutatiivne ring ja olgu f(X) € R[X]| n-nda astme
poliinoom, kus n € N. Kui poliinoomil f(X) on ringis R kordsusi arvestades n juurt, siis f(X)
on esitatav lineaarpoliinoomide korrutisena.

Kui R on korpus ja polinmoom f(X) on esitatav lineaarpolinoomide korrutisena, siis on
poliinoomil f(X) korpuses R n juurt.

ToOEsTUS. Olgu deg(f(X)) = n € N ja olgu ¢i,...,c¢, polinoomi f(X) juured (siin voib
c1,...,cn hulgas olla vordseid elemente). Lause [9.62] pohjal leidub poliinoom ¢(X) € R[X]
nii, et

f(X) =X —c1)... (X —cn)g(X).
Téanu lausele peab g(X) olema nullist erinev konstantne poliinoom. Seega f(X) on lineaar-
poliinoomide korrutis.
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Oletame niiiid, et R on korpus ja et f(X) on esitatav lineaarpoliinoomide korrutisena. Kuna
f(X) aste on n, siis peab ka neid lineaarpoliinoome olema n tiikki, s.t.

F(X) = (a1X +b1)(aaX +ba) ... (anX + by,).
Siis
f(X) = aiay. .. (In(X - (—aflbl))(X - (—a;lbg)) e (X — (—a;lbn))’
kust ndeme, et poliinoomil f(X) on korpuses R n juurt ¢; := —ai_lbz-, ie{l,...,n}. O

Nagu eespool négime, ei pruugi n-nda astme reaalarvuliste kordajatega poliinoomil olla n
reaalarvulist juurt. Osutub, et kui reaalarvude asemel vaadelda kompleksarve, siis see probleem
kaob.

Teoreem 9.64 (Algebra pohiteoreem). Kui n € N ja f(X) on n-nda astme poliinoom file
korpuse C, siis on tal (kordsusi arvestades) n kompleksarvulist juurt.

Algebra pohiteoreemi tdestus ei mahu kdesoleva kursuse raamesse. Selle voib leida néiteks
raamatust [1], lk. 222.

9.10. Lagrange’i interpolatsioonivalem

Jargmine lause annab iihe piisava tingimuse kahe poliinoomi vérdumiseks.

Lause 9.65. Olgu R nullitegureita kommutatiivne ring, olgu cg,cy, . .., cn € R paarikaupa erine-
vad elemendid ja olgu f,g € R[X] sellised polimoomid, et deg(f),deg(g) < n. Kui f(c;) = g(c;)
iga i €{0,1,...,n} korral, siis f = g.

TOESTUS. Poliinoomi h := f — g aste ei ole suurem kui n. Kuna h(¢;) = f(¢;) — g(ci) = 0 iga
i €{0,1,...,n} korral, siis poliinoomil & on n + 1 juurt. Ténu lausele ei ole voimalik, et h
on nullist erinev poliinoom. Seega h = 0 ehk f = g. a

Lause 9.66. Olgu K korpus ja bg,...,bn,co,...,cn € K, kusjuures cg,...,cn, on paarikaupa
erinevad. Siis leidub tipselt diks dlimalt n-nda astme polimnoom f € K[X] nii, et

f(co) =bo, f(c1) =b1, ..., f(cn) = bn.

TOESTUS. Eelmine lause {itleb, et selliseid poliinoome ei saa olla rohkem kui iiks. Tuleb vélja,
et neid on ka viahemalt {iks. Selliseks poliinoomiks on

o . -'(X_CO)...(X_Cifl)(X_CZLFl)...(X_Cn)
f - zngz (Ci — Co) e (Cl' — Cifl)(ci — Ci+1) e (Ci — Cn) ) (41)

Kuna cg, ..., c, on paarikaupa erinevad, siis
d; = (Ci — Co) e (Ci — ci_l)(ci — Ci+1) R (Ci — Cn) e K \ {O}

Seega d; on podratav element ja

f= Zbidjl(X —co) . (X — i) (X —cig1) . (X —cn)

=0
on summa n-nda astme poliinoomidest, seega deg(f) < n. Kui j € {0,1,...,n}, siis f(c;)
arvutamisel muutub summas b; kordaja 1-ks ja koik {ilejasinud b;-de kordajad nullideks, sest
murru lugejas esineb ¢; — ¢;. Seega f(c;) = b;, mida oligi tarvis toestada. |
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Valemit kutsutakse Lagrange’i interpolatsiooni-
valemiks itaalia-prantsuse péritolu matemaatiku Joseph-Louis
Lagrange’i (1736-1813) jargi, kes avaldas selle aastal 1795, kuigi
veidi varem oli selle valemi leidnud ka inglise matemaatik Edward
Waring. Poliinoomi f nimetatakse Lagrange’i interpolatsioo-
nipoliinoomiks.

Interpolatsiooniiilesandel on olemas graafiline tolgendus. Ni-
melt olgu meil ristkoordinaatidega tasandil antud n + 1 punkti
oma koordinaatidega

(COa bO)a (C]_, b1)7 ey (Cn’ bn)

ja eesmérgiks olgu leida iilimalt n-nda astme poliinoom, mille
graafik koiki neid punkte ldbiks. Nagu eespool nédgime, selline Joseph-Louis Lagrange
iilesanne on iiheselt lahenduv ja sellise poliinoomi annab meile

valem .

9.11. Kordsete tegurite eraldamine

Selles paragrahvis vaatleme lihtsuse mottes poliinoome {ile korpuse R. Samasugused tulemu-
sed kehtivad siiski ka iildisemal juhul, muuhulgas korpuste Q ja C korral.
Definitsioon 9.67. Olgu f € R[X], olgu p € R[X] taandumatu poliinoom ja k € N. Poliinoomi
p nimetatakse poliinoomi f k-kordseks teguriks, kui p* | f, aga p**1 { f ringis R[X].

Definitsioon 9.68. Olgu f = ao X" + a1 X" ' + ... + a,_1X + a, € R[X]. Poliinoomi f
tuletiseks nimetatakse poliinoomi

' =nap X" '+ (n— 1)a1X”_2 +...+ a1 € RIX].
Lihtne on veenduda, et tuletise leidmisel kehtivad jirgmised reeglid:

(f+9) = f'+4d,
(f9) = flg+fd,
(Ffy = kY
mistahes f,g € R[X] ja k € N korral.
Definitsioonist on niha, et kui deg(f) = n, siis deg(f’) =n — 1.

Teoreem 9.69. Kui taandumatu polinoom p € R[X] on polinoomi f € R[X] k-kordne tegur,
siis on ta tuletise f' (k — 1)-kordne tegur.

ToEsTUS. Olgu f,p € R[X], p taandumatu, p* | f ja p**+1 t f. Siis leidub selline g € R[X], et
f=7"gjaptg. Siis aga
f=kp" g+ kg = p* (kp'g + pg),

kust nideme, et p*~1 | f.
Jéib veel niidata, et p¥ { f’. Oletame vastuviiteliselt, et p* | f, s.t. et leidub h € R[X] nii,
et

P (kp'g + pg') = pFh.
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Taandades poliinoomi p*~! saame vorduse kp'g 4+ pg’ = ph. Niiiid p | ph — pg’ = (kp')g. Kuna

R[X] on Eukleidese ring, siis on ta faktoriaalne. Teoreem iitleb, et p | kp’ voi p | g. Esimene
voimalus on vastuolus sellega, et deg(p) > deg(kp’) ja teine voimalus sellega, et p 1 g. Saadud
vastuolu niitab, et p* { f. O

Lineaarsel poliinoomil iile R on iiks ithekordne juur, seega kordseid juuri ei ole.
Vaatleme edasises polilnoomi f € R[X], mille aste on vihemalt 2. Tuletame meelde (vt.
jareldust , et sellise poliinoomi saab tegurite jirjekorra tdpsuseni iiheselt esitada kujul

f= (:sz)’flp/;2 .pPm e R[X],

kus a € R, k1,...,km €N, p1,...,pm € R[X] on taandumatud poliinoomid ja SUT(p,;,pj) =1,
kui i # j.

Lemma 9.70. Kehtib
SUT(f, f) = ap’frlpgrl .. .pffnm_l.

ToOESTUS. Ka polilnoom f’ esitub taandumatute poliinoomide astmete korrutisena, kusjuures

tédnu teoreemile peavad nende hulgas olema p’fl_l, cen pfnmfl. Seega leidub poliinoom h €
R[X] nii, et
k1—1 ~—
f=p plfn Lh.
T&histame
k1—1 —
d:= py' pfn !
Piisab toestada, et d on f ja f’ suurim iihistegur, sest poliinoomid d ja ap/lfl*1 ..phm=1 on

assotsieeritud. Me kasutame suurima iihisteguri definitsiooni. On selge, et d | f ja d | f'.

Oletame, et ka poliinoom d; on selline, et dy | f ja dy | f'. Siis d1 # 0, sest f # 0. Kui d; on
konstantne, siis d | d.

Kui d; on mittekonstantne, siis sellest, et d; | f, jireldub, et d taandumatud tegurid peavad
olema hulgast {p1,...,pm}. Seega di = bpll1 coopm kus b € Rjaly,..., L, € NU{0}, kusjuures
li < kjigaie{l,...,m} korral. Kui oletada, et leidub mingi j € {1,...,m} nii, et [; = k;, siis
pfj | di | f, millest p?j | f'. Viimane on vastuolus sellega, et p; on politnoomi f’ (k; —1)-kordne
tegur. Seega

h<ki—1,... lnm<k,-—1,

kust
dy (b—lp’fI*Hl ...pﬁlm_l_lm) =pi L ph Tl =d

ehk dl | d. O

Niisiis SUT(f, f') | f ning poliinoomide f ja SUT(f, f') jagatiseks on poliinoom

N
SUT(f, f')

millel on samad taandumatud tegurid nagu poliinoomil f, aga kordsusega 1. Sellise poliinoomi
g leidmist nimetatakse poliinoomi f kordsete tegurite eraldamiseks.

Niisiis: poliinoom: kordsete tegqurite eraldamiseks tuleb see poliinoom jagada tema ja tema
tuletise suurima thistequriga. Suurim ihistegur leitakse reeglina Eukleidese algoritmi abil.

Kui ¢ on poliinoomi f juur, siis taandumatu poliitnoom X — ¢ jagab nii poliinoomi f kui ka
poliinoomi g. Seega ¢ on ka poliinoomi g juur. Kui meil dnnestub leida poliinoomi g juured, siis

=pip2...Ppm =19,
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oleme leidnud ka poliinoomi f juured. Kuna iildiselt on poliinoomi g aste viiksem kui poliinoomi
f aste, siis on juurte leidmine poliinoomi g pohjal lihtsam kui esialgse poliinoomi f p&hjal.

Lopetuseks mainime veel ilma toestuseta, et poliinoomi juure kordsust saab kindlaks teha
tuletiste abil. Tdpsemalt Geldes kehtib jargmine teoreem.

Teoreem 9.71. Element ¢ € R on poliinoomi f € R[X] k-kordne juur parajasti siis, kui

f@)=fVe)=...= %) =0 jo fP(e)#0.

(Siin fUY9) tahistab polimoomi f j-ndat tuletist.)
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10. Lineaarkujutused
10.1. Lineaarkujutuse definitsioon

Algebraliste struktuuride uurimisel on suur tahtsus tehteid siilitavatel kujutustel sama tiitipi
struktuuride vahel. Meie vaatleme selliseid kujutusi vektorruumide korral.

Definitsioon 10.1. Olgu V; ja V5 vektorruumid iile korpuse K. Kujutust ¢ : Vi — V5 nimeta-
takse lineaarkujutuseks, kui

LK1. p(a+b) = p(a) + ¢(b) iga a,b € V] korral (s.t. ¢ séilitab liitmist);
LK2. p(ka) = kg(a) iga a € V} ja k € K korral (s.t. ¢ siilitab skalaaridega korrutamist).

Definitsioon 10.2. Lineaarkujutust vektorruumist V iseendasse nimetatakse vektorruumi V
lineaarteisenduseks.

Koigi lineaarkujutuste hulka vektorruumist V; vektorruumi V5 téahistatakse stimboliga
Hom(V1, V5). Vektorruumi V' koigi lineaarteisenduste hulka tédhistatakse siimboliga End(V).
(Hom tuleb sonast “homomorfism”, End sonast “endomorfism”.)

Niide 10.3. 1. Iga vektorruumi V' samasusteisendus 1y on lineaarteisendus.

2. Mistahes vektorruumide Vi ja V5 korral on kujutus Vi3 — V5, mis viib kéik V) vektorid Vo
nullvektoriks, lineaarkujutus. Sellist kujutust nimetatakse nullkujutuseks ja tédhistatakse tihti
slimboliga 0.

3. Olgu A € Mat,, ,(K) fikseeritud maatriks. Kujutus ¢ : K™ — K™, mis on defineeritud
vordusega

p(x) == Az,

x € K", on lineaarkujutus. Siin me samastame vektori x € K™ talle vastava veeruvektoriga.

4. Tasandi vabavektorite vektorruumi [Es iiheks lineaarteisenduseks on teisendus, mis pee-
geldab iga vektorit fikseeritud koordinaatsiisteemi y-telje suhtes.

5. Kui defineerida poliinoomi a, X" +...+a1 X +a¢ € R[X] ja reaalarvu k korrutis vordusega
k(ap, X" +...+a1 X +ag) := kap, X" +...+ ka1 X +kay, siis on hulk R[X] vektorruum iile korpuse
R. Diferentseerimiskujutus

¢ RX] = RIX], f(X)— f(X),
on lineaarne.
Lineaarkujutuse definitsioonist jareldub, et lineaarkujutusel on veel teisigi omadusi.

Lause 10.4. Olgu ¢ : Vi — Va lineaarkujutus. Siis
1. ¢(0) =0;
2. p(—a) = —p(a) iga a € V} korral.
3. pla—b) =p(a) — (b) iga a,b € V1 korral.

Teiste sonadega: lineaarkujutus sdilitab nullelementi, vastandelemendi votmist ja lahutamist.

116



TOESTUS. 1. Definitsiooni pohjal

2(0) = ¢(0+0) = ¢(0) + ¢(0).
Liites selle vorduse molemale poolele —p(0) saamegi vorduse 0 = ¢(0).
2. Kuna
p(a) +¢(—a) = pla —a) = p(0) = 0,
siis vastandelemendi definitsiooni pdhjal ¢(—a) = —¢(a) iga a € V; korral.
3. Kui a,b € V1, siis osas 2 toestatu pohjal

pla—b)=gla+(=b) = ¢(a) + ¢(=b) = p(a) + (=¢(b)) = ¢(a) — (b).
O

Tuleb vilja, et lineaarkujutuse defineerimiseks piisab, kui nditame é#ra, kuidas see kujutus
tegutseb baasivektoritel.

Lause 10.5. Olgu Vi ja Vo vektorruumid iile korpuse K, olgu e = {eq, ..., e,} vektorruumi Vi
baas ja olgu 1) : e — Vo suvaline kujutus. Siis leidub tiheselt mdadratud lineaarkujutus ¢ : Vi — Vo
nii, et p(e;) = ¥(e;) igai € {1,...,n} korral.

TOESTUS. Defineerime kujutuse ¢ : Vi — Vo jargmiselt:

ola) = (Z aiei) = Zam(ei)

mistahes vektori a = Y ;" | a;e; korral. Kuna vektorruumi V; iga element a on ténu lausele
itheselt esitatav kujul a = Y ;" | a,e;, siis on see definitsioon korrektne. On selge, et ¢(e;) = ¥(e;)
iga i€ {l,...,n} korral.

Kujutus ¢ on lineaarkujutus, sest mistahes vektorite a = > | aje; ja b = Y | bie; ning
skalaari k € K korral

n n
2 (Z aiei + Y bm)
i1 i=1

@ (Z(@i + bi)€i> = (@i +bi)v(e:)

i=1 =1

= D aid(e) + Y bi(er) = ¢ (Z aﬁi) +¢ (Z biéi) :
i=1 i=1 i=1 i=1
% (kZaieZ) = (Z(kai)ei> = Z(l{:ai)w(ei) = kZaiw(ei) = ko (Z aiez) .
i=1 i=1 i=1

i=1 i=1
Nende vorduste juures kasutasime ¢ definitsiooni ja erinevaid vektorruumi omadusi.
Kui ka x : V1 — V5 on selline lineaarkujutus, et x(e;) = ¥(e;) iga i € {1,...,n} korral, siis

pla) = awp(e) = Y aix(e) = x (Z aiei) = x(a)
=1 =1 =1

ja seega @ = ¥. O
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10.2. Lineaarkujutuse tuum ja kujutis
Iga lineaarkujutusega on loomulikul viisil seotud kaks alamruumi.
Definitsioon 10.6. Lineaarkujutuse ¢ : Vi — V5
1. tuumaks nimetatakse hulka
Keryp ={aeVi|¢p(a) =0} C V1,
2. kujutiseks nimetatakse hulka

Imp = {p(a) | a € 1} C Vi,

Lause 10.7. Olgu Vi ja Va vektorruumid dle korpuse K. Lineaarkujutuse ¢ : Vi — Vo

1. tuum on vektorruumsi Vi alamruum,
2. kujutis on vektorruumi Vo alamruum.

ToErsTUS. Kuna ¢(0) = 0, siis V4 nullvektor kuulub hulka Ker ¢ ja V5 nullvektor hulka Im .
Seega need hulgad on mittetiihjad.
1. Olgu a,b € Kerp ja k € K. Siis

ela+b)=¢(a)+eb)=0+0=0
ja
p(ka) = kp(a) = k0 = 0.

Jarelikult a + b, ka € Ker ¢ ja Ker ¢ on vektorruumi V; alamruum.
2. Selle osa toestusest jatame ldbimotlemiseks lugejale. O

Osutub, et tuuma pohjal saab kindlaks teha, millal on lineaarkujutus iiksiihene.
Lause 10.8. Lineaarkujutus ¢ : Vi — Va on iiksiihene parajasti siis, kui Ker ¢ = {0}.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu ¢ iiksithene ja a € Ker ¢. Kuna ¢(a) = 0 = ¢(0), siis iiksiihesuse
tottu a = 0. Seega Kerp C {0}. Kuna vastupidine sisalduvus on ilmne, siis peabki kehtima
vordus Ker ¢ = {0}.

Prisavus. Eeldame, et Ker ¢ = {0}. Kehtigu vordus ¢(a) = ¢(b), a,b € V. Siis

p(a—b) = p(a) — ¢(b) = 0.

Jarelikult @ — b € Kerp = {0}, s.t. a —b = 0 ehk a = b. Sellega oleme niidanud, et ¢ on
iiksiihene. O

118



Lause 10.9. Lineaarkujutus ¢ : Vi — Vo on pealekujutus parajasti siis, kui Im p = V,.

TOESTUS. See jareldub vahetult definitsioonidest. O

Definitsioon 10.10. Olgu V; ja V5 vektoruumid iile korpuse K. Neid vektorruume nimetatakse
isomorfseteks, kui leidub bijektiivne lineaarkujutus f : V4 — V5. Téhistatakse Vi = V5.

Niide 10.11. Vektorruumid K" ja Maty, (K) on isomorfsed. Selle isomorfismi realiseerib ku-
jutus

@:K”—)Matln(K), (k‘l,kg,...,k‘n)i—)(k‘l ]{,‘2 k‘n)

Teoreem 10.12. Iga n-mddtmeline vektorruum dle korpuse K on isomorfne vektorruumiga
K".

TOESTUS. Olgu dimV = n ja olgu e = {ey,...,e,} vektorruumi V' baas. Defineerime kujutuse
p: K™ — V vordusega
O((k1y... kn)) = kieg + ...+ knpep.

Kui (k1,...,kn), (I1,...,1,) € K", siis

O((k1,... k) + (L, 0) = e((ki+0,... kn+ 1) =k +h)er+ ...+ (kn+ 1n)en
= kier+lier +...+knen +lnep
= kier+ ...+ knen +lier + ...+ lnep
= (R ) (0 ).

Analoogiliselt saab néidata, et ¢(c(k1,...,k,)) = cp((k1,...,kn)) iga ¢ € K korral. Seega ¢ on
lineaarkujutus.
Kuna e on moodustajate siisteem, siis ¢ on pealekujutus. Kuna e on lineaarselt soltumatu,
siis
kiet+...+kpen=0 = ki =...k, =0,
mis néitab, et Ker ¢ koosneb ainult vektorruumi K™ nullvektorist (0, ...,0). Lause m pohjal
on ¢ iiksiihene. O

Toestatud teoreem on viga kasulik. Sisuliselt {itleb ta seda, et selle asemel, et teha arvutusi
vektorruumi V' vektoritega voib arvutusi teha nende koordinaatide vektoritega vektorruumis
K™. Sellele asjaolule pohineb niiteks suures osas analiiiitiline geomeetria: selle asemel, et ar-
vutada suunatud sirgloikude ekvivalentsiklassidega tehakse arvutusi nende koordinaatide, s.t.
jarjestatud reaalarvupaaride voi -kolmikutega.

Jareldus 10.13. Kaks vektorit n-modtmelises vektorruumis V' dile korpuse K on vérdsed para-
jasti siis, kui nende koordinaatide vektorid on vérdsed vektorruumis K™.

ToOEsTUS. Olgu dimV = n ja olgu e = {ej,...,e,} vektorruumi V' baas. Vaatleme vektoreid
a =ae1+ ...+ ane, ja b = breg + ... + bpe, vektorruumis V. Kasutades eelmise teoreemi
kujutust ¢ véime Gelda, et

a=b <= ¢((a,...,an)) = p((b1,...,bn)) <= (a1,...,an) = (b1,...,bp).
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10.3. Lineaarkujutuse maatriks

Kui vektorruumides Vi ja Vo on fikseeritud mingid baasid, siis saab iga lineaarkujutusega
@ : V1 — Vs siduda teatud maatriksi.

Definitsioon 10.14. Olgu V; ja Va2 vektorruumid iile korpuse K, olgu e = {ey,...,e,} vek-
torruumi Vi baas ja € = {e},..., e}, } vektorruumi V2 baas ning olgu ¢ : Vi — V5 lineaar-
kujutus. Lineaarkujutuse ¢ maatriksiks baaside ¢ ja ¢ suhtes nimetatakse maatriksit
A = (ai;j) € Maty, ,,(K), mille i-nda veeruvektori (i € {1,...,n}) komponendid on vektori ¢(e;)
koordinaadid baasi €’ suhtes. Seda maatriksit téhistatakse siimboliga A;’el.

Kui ¢ on vektorruumi V' lineaarteisendus ja e on vektorruumi V' baas, siis maatriksit AZ°
nimetatakse lineaarteisenduse ¢ maatriksiks baasi e suhtes ja téhistatakse Ag,.

Vastavalt sellele definitsioonile peavad lineaarkujutuse ¢ korral kehtima vordused
m
o(e;) = arel + ...+ amie, = Z aji€}, (42)
j=1

1=1,...,n.
Lineaarkujutuse maatriksi leidmiseks tuleb
1. leida vektorid ¢(ey1),...,¢(en),
2. avaldada need baasi ¢’ kaudu,
3. saadud koordinaate veergudesse paigutades moodustada maatriks A.

Niide 10.15. 1. Samasusteisenduse maatriks mistahes baasi suhtes on iithikmaatriks.

2. Nullkujutuse maatriks misthes baaside suhtes on nullmaatriks.

3. Olgu tasandi vabavektorite vektorruumis E fikseeritud mingi ristbaas e = {Z, ;} Vaatleme
lineaarteisendust ¢ : Eo — Eo, mis seisneb vektorite peegeldamises y-telje suhtes.

a »(@)
i
Kuna
o(i) = —i=(-1)i+0j
(i) = J=0i+1y,
siis

Tuleb vilja, et lineaarkujutuse rakendamise vektorile voib taandada selle vektori koordi-
naatide veeru korrutamisele lineaarkujutuse maatriksiga. Vektori z koordinaatide veergu baasi

e = {e1,...,e,} suhtes tidhistame siimboliga Z.. Seega
I
Te = < r =111+ ...+ Tpen.
Tn
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Lause 10.16. Olgu Vi ja Vo wvektorruumid ile korpuse K, olgu e = {ey,...,e,} vektorruumi
Vi baas ja € = {€),... e} vektorruumi Vy baas ning olgu ¢ : Vi — Va lineaarkujutus. Siis iga
vektori x € V1 korral

o(x), = ASE T

©
~ / .
TOESTUS. Olgu © = z1€1 + ...+ Tpen = Yoy Ti€;, kus z1,..., 2, € K, olgu AZ = (a;5) ja
/ bl
““Fe=| - |. Siis
bm

n
p(r) = ¢ (Z fEiez‘)
i=1
n
= ingo(ei) (p on lineaarkujutus)
i=1

n
= Z z; (aie] + ...+ amiely,) (vordused (42))
i=1

n
= Z(:ciauell + ...+ Tiamel,) (VR5)
i=1
n m
=22 wiazic]
i=1 j=1
m n
= Zinajie;- (SO?))
j=1i=1
m n
= Z (Z aﬂl‘2> 6;- (méirkus
j=1 \i=1
m
= Z bjej, (maatriksite korrutise definitsioon)
j=1
mida oligi tarvis toestada. g

10.4. Lineaarkujutuste vektorruum

Lineaarkujutuste hulga Hom(V;, V) saab loomulikul viisil muuta vektorruumiks.

Definitsioon 10.17. Olgu V; ja Vs vektorruumid iile korpuse K, olgu ¢, 9 € Hom(V7,V3) ja
k € K. Defineerime kujutused ¢ + ¢, kp : Vi — Va vordustega

(p+v)a) = ¢la)+p(a),
(kp)(a) = kep(a),

a€eV.

Selliste definitsioonide puhul Geldakse, et lineaarkujutuste liitmine ning lineaarkujutuse ja
skalaari korrutis on defineeritud punktiviisiliselt. Selleks et leida ¢ + 1 n.6. punktis a, leiame ¢
ja © punktis a ning liidame tulemused. Analoogiliselt k¢ korral.

121



Lause 10.18. Kui Vi ja Vo on vektorruumid ile korpuse K, siis hulk Hom(Vi, V) on vektor-
ruum eespool defineeritud liitmise ja skalaaridega korrutamise suhtes.

TOEsTUS. Kontrollime koigepealt, et ¢ + 1 ja ke on lineaarkujutused. Toepoolest,

(P +¢)a+d) = ¢la+b)+9(a+b)=pla)+pd)+b(a) + ()
= ¢(a) +¢(a) + () $(b) = (¢ +¢)(a) + (¢ + ¥)(b),
(la) +¢(la) = lp(a) + lp(a) = U(p(a) +P(a)) = I((¢ +¢)(a))

(p+¥)la) = ¢
(kp)(a+b) = kiplatd)) = (() @(b)) = kp(a) + kp(b) = (kp)(a) + (ke)(b),
(kp)(la) = k(p(la)) = k(lp(a)) = (k)p(a) = (Ik)p(a) = l(kp(a)) = 1((kp)(a))

iga a,b € V1 jal € K korral. Seega on meil tegemist algebraliste tehetega hulgal Hom(V7, V3).
Veendume, et on tédidetud vektorruumi definitsiooni tingimused. Mérgime esiteks, et hulk
Hom(V1, V3) ei ole tiihi, sest ta sisaldab nullkujutust 0 : V3 — V5.
VRI1. Olgu ¢, 9, x € Hom(V1, Va). Siis iga a € V; korral

((p+9)+x)(@) = (p+9)(a)+x(a) = (p(a) +1(a) + x(a)
= w(a) + (¥(a) + x(a)) = ¢la) + (¥ + x)(a) = (¢ + (¥ + x))(a),

mis tdhendab, et (¢ + 1) + x = ¢ + (¥ + x). Analoogiliselt saab néidata, et ¢ + 1 = 1 + @, s.t.
et kehtib VRA4.
VR2. Olgu ¢ € Hom(V3, V3). Siis iga a € V; korral

(¢ +0)(a) = p(a) +0(a) = p(a) + 0 = ¢(a)

ehk ¢ + 0 = ¢. See tdhendab, et nullkujutus on nullelement lineaarkujutuste liitmise suhtes.
VR3. Olgu ¢ € Hom(V1, V3). Defineerime kujutuse —p : V4 — V5 vordusega

(¢ + (=p))(a) = p(a) + (—p)(a) = p(a) + (—¢(a)) =0,

mis tdhendab, et ¢ + (—¢) = 0 ja seega —p on ¢ vastandelement liitmise suhtes.
VR5. Olgu ¢, ¢ € Hom(Vy, V2) ja k € K. Siis iga a € V; korral

(Kle+9))(a) = k(¢ +¢)(a)) = k(p(a) + ¢(a)) = kpla) + ki(a)
= (kp)(a) + (kp)(a) = (ke + k)(a)

ja seega k(p + 1) = ko + ki)
Ulejdéanud tingimuste kontroll on analoogiline. O

Nii saadud lineaarkujutuste vektorruumid ja maatriksite vektorruumid on omavahel viga
tihedalt seotud.

Teoreem 10.19. Olgu Vi n-modtmeline ja Vo m-mdéotmeline vektorruum dile korpuse K. Siis
vektorruumid Hom(V1, Va) ja Maty, ,(K) on isomorfsed.
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TOEsTUS. Olgu e = {ey,...,e,} vektorruumi V; baas ja ¢ = {e],...,e,,} vektorruumi V5 baas.

Defineerime kujutuse
f :Hom(Vy, Vo) — Mat, »(K)

vordusega
f(SD) = AZ’G )

¢ € Hom(V1, V5). Veendume, et f on lineaarkujutus.
LK1. Olgu ¢, 9 € Hom(V1, V3). Siis lause pohjal

(p+1)(ei)e = plei) +(ei)y = p(ei)y + (i)

iga i € {1,...,n} korral, s.t. maatriksi Agiw i-s veerg on maatriksite Afp’e/ ja Af;,)’e, i-ndate

veergude summa. Jirelikult A;’i’w = Aiﬁe, + AZ}’EI ja

Flo+w) = ASS, = A5 + AS = f(g) + f().
LK2. Analoogiliselt saab niidata, et
flke) = 75 = RAG = k[ ()
iga k € K ja ¢ € Hom(V, V) korral.
Oletame niiiid, et ¢ € Ker f. Siis f(p) = Afo’e/ on nullmaatriks, mis tdhendab, et p(e;) = 0
iga i€ {1,...,n} korral. Kui niiiid a = aje; + ...+ aye, € V; on suvaline vektor, siis

ola) =arp(er) + ... +anple,) =0+...+0=0.

See tdhendab, et ¢ on nullkujutus ja me oleme nédidanud, et Ker f = {0}. Lause pohjal on
f iiksiihene.

Olgu lopuks A = (ai;) € Maty, »(K). Tédnu lausele leidub selline lineaarkujutus ¢ :
Vi — Vs, mille korral

m
pley) = aiej,
=1

kus j = 1,...,n. Selle lineaarkujutuse korral f(¢) = A. Sellega oleme niidanud, et f on peale-
kujutus ja kokkuvottes on f vektorruumide isomorfism. O

10.5. Lineaarteisenduste ring

Olgu V vektorruum iile korpuse K. Vektorruumi V lineaarteisenduste korrutamine definee-
ritakse jérjestrakendamise abil:

(Vp)(a) == ¥(p(a))
Y, € End(V),a e V.

Lause 10.20. Hulk End(V') on ring lineaarteisenduste listmise ja korrutamise suhtes.
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TOESTUS. Veendume, et lineaarteisenduste korrutis on ka lineaarteisendus. Kui V' on vektorruum
iile korpuse K, p,1 € End(V), a,b € V ja k € K, siis

(We)la+b) = Plpla+b)) =v(pa)+¢(b) = P(p(a)) + (b)) = (be)(a) + (Ye)(b),
(Ve)(ka) = P(p(ka)) =p(ke(a)) = kv (p(a)) = k((Ye)(a)),
mis tdhendab, et ¥ € End(V).
Lause toestuses nigime, et (End(V'),+) on Abeli rithm. Samuti teame, et hulga teisen-
duste korrutamine on assotsiatiivne ja samasusteisendus on selle korrutamise suhtes iihikelement.

Seega jaab veel kontrollida, et kehtivad distributiivsuse seadused.
Olgugi ¢, 1, x € End(V). Siis iga a € V korral

(e +x)(a@) = e((¥+x)(a) =p((a) +x(a)) = p(¥(a)) + ©(x(a))
(p)(a) + (px)(a) = (¢ + vx)(a),

(v +x)p)a) = (¥+x)(pla) =v(p(a)) + x(p(a)) = (Pe)(a) + (xp)(a)
= (Yo + xp)(a).
Jérelikult (v + x) = @ + ox ja (¥ + x)e = Yo + xp. O

Lineaarteisenduste ringid on seotud ruutmaatriksite ringidega.

Teoreem 10.21. Olgu V' n-maodtmeline vektorruum ile korpuse K. Siis ringid End(V) ja
Mat,,(K) on isomorfsed.

TOEsTUS. Olgu e = {ey, ..., e,} vektorruumi V baas. Defineerime kujutuse
f:End(V) — Mat,(K)
vordusega
f(p) == AG,
¢ € End(V). Teoreemi|10.19|tdestuses ndgime, et selline kujutus on bijektiivne ja siilitab liitmist.

On selge, et f(1y) = E, kus ithikmaatriks £ on ringi Mat,,(K) ithikelement.
Jaab veel ndidata, et mistahes ¢,¢ € End(V) korral f(¢p) = f(¢)f(¢) ehk AGAL = AF .

Maatriksi Azso i-s veerg on definitsiooni jargi (1¢)(e;),. Lause [10.16| pohjal

(Y)(ei)e = Plp(ei)), = Ajple), = Ay (Ageie) = (AyAQ)eie,

kus €;, on baasivektori e; koordinaatide veerg baasi e suhtes. Kuna

ei=0-e1+...4+0-6,1+1-€,+0-€41+...+0-ey,

siis maatriks €;, on veerg, mille i-ndal kohal on 1 ja koéik iilejasinud komponendid on nullid.
Korrutades maatriksi Aprz paremalt sellise veeruga saame maatriksi Aprf; i-nda veeru. Seega
maatriksite Ach ja AiAfp vastavad veerud on vordsed, mis tdhendab, et ka need maatriksid on
vordsed. O

Votame 16puks veelkord lithidalt kokku téhtsamad seosed lineaarkujutuste ja maatriksite
vahel. Niisiis

ee e e,e’
A@er_Aw +AS

/! /
e,e __ e,e
A]w = kAZS,

o = A
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10.6. Sarnased maatriksid

Definitsioon 10.22. Maatrikseid A, B € Mat, (K ) nimetatakse sarnasteks (ja kirjutatakse
A ~ B), kui leidub selline regulaarne maatriks 7' € Mat,,(K), et B = T~ 1AT.

Lemma 10.23. Maatriksite sarnasuse seos on ekvivalentsiseos hulgal Mat,, (K).

TOESTUS. Iga maatriksi A € Mat,,(K) korral A = E~'AFE, kusjuures iihikmaatriks E on regu-
laarne. Seega A ~ A ja seos ~ on refleksiivne.
Olgu A ~ B. Siis B =T~ 'AT, kus T € Mat,,(K) on regulaarne maatriks. Jirelikult

A=TBT'=(T"Y'BT!,
kus ka T~! on regulaarne. Seega B ~ A ja seos ~ on siimmeetriline.
Kui A ~ B ja B ~ C, siis leiduvad sellised regulaarsed maatriksid 7,U € Mat, (K), et
B =T71AT ja C = U"'BU. Jarelikult
C=U'BU=UNT'AT)U = (U'T"HA(TU) = (TU) ' A(TU),

kus ka maatriks TU on regulaarne. See tdhendab, et A ~ C' ja seos ~ on transitiivne. |

Naiide 10.24. Olgu
Siis
ja
e (1 -1 1 2\/1 1\ (-2 —2\(1 1\ (-2 —4
TAT(Ol 3 4 01/ 3 4 o1/ \ 3 7)°
Seega maatriksid
1 2 . -2 —4
34) 7 3 7

Uhes vektorruumis voib vaadelda mitut erinevat baasi. Nendevahelisi seoseid kirjeldab iile-
minekumaatriks, mille kohe defineerime.

on sarnased.

Definitsioon 10.25. Olgu V' n-mootmeline vektorruum iile korpuse K jaolgue = {ey,..., ey},
e ={e},... e} vektorruumi V kaks baasi. Uleminekumaatriksiks baasilt e baasile ¢/ nime-
tatakse maatriksit, mille --ndas veerus (i € {1,...,n}) on vektori e} koordinaadid baasi e suhtes.
Seda maatriksit tihistatakse T .

Seega kui T°¢ = (t;;) € Mat,,(K), siis kehtivad seosed

n
6; =t1e1+ ... +ipien = thiej’ (43)
j=1

ie{l,...,n}.
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Lemma 10.26. Uleminekumaatriks tihelt baasilt teisele on regulaarne.

TOEsTUS. Olgu vektorruumis V' antud baasid e = {ey,...,e,} ja ¢’ = {€],...,e),}. On lihtne
aru saada, et kujutus ¢ : V—V, mis on defineeritud voérdusega

n n
2 <Z J:z‘ei) = Zazie;,
i=1 i=1
on vektorruumi V' bijektiivne lineaarteisendus. Kuna ¢(e;) = € iga i € {1,...,n} korral, siis
e/ __ pee _ ge
T°° = AZ° = AL,
Kasutades ringide isomorfismi f teoreemist [10.21] saame 6elda, et

E=f(ly) = fle70) = flg)f(p) = AS AS = AS_ T

ja analoogiliselt £ = Te’e'AZ_l. Nieme, et T¢¢ on pddratav ja seega regulaarne. O
Lemma 10.27. Kui T = T on ileminekumaatriks vektorruumi V baasilt e = {e1,...,en}
baasile ¢’ = {e},... e}, siisiga x € V korral
TTe = Te. (44)
TOEsTUS. Olgu © = z1€} + ... 4+ xn€),, kus x1,...,z, € K. Siis
xr = .1‘1(t11€1 + ...+ tnlen) + ...+ xn(tlnel + ...+ tnnen) (T def.)
= (tnﬂ:‘lel + ...+ tnlxlen) + ...+ (tlnxnel + ...+ tnn$n€n) (VR5)
= (tnl‘lel + ...+ tlnxnel) + ...+ (tnllL‘len + ...+ tnnl'nen) (VRI, VR4)
= (tnxl + ...+ tlnl'n)el + ...+ (tnlfpl + ...+ trmmn)en- (VRG)
Jarelikult
t11 ... tin T tiiz1+ ... +tiney
TTe=|... ... ... ] = = Te.
th1 --- tun T thix1+ ... +tonTy
O

Toestame niiiid tulemuse, mis néitab, kuidas on omavahel seotud lineaarteisenduse ¢ maat-
riksid erinevate baaside e ja €’ suhtes.

Teoreem 10.28. Olgu V' vektorruum iile korpuse K, olgu e = {e1,...,en} ja € ={e},... e}
selle vektorruumi baasid ja olgu ¢ selle vektorruumi lineaarteisendus. Siis

r o1
AL =T7AST,

kus T = T .

126



TOESTUS. Teoreemi toestamiseks paneme tihele, et iga ¢ € {1,...,n} korral on maatriksite
T _1A2T ja Ag i-ndad veerud vordsed, sest

(TTAST)e}, =T~ A%, (T def.)
= T_lgo(e;)e (lause [10.16))

= ¢(€}),, (omadus (44))
= Afoleje,. (lause [10.16])

|

Jéreldus 10.29. Maatriksid A, B € Mat,(K) on sarnased parajasti siis, kui nad on mingi
vektorruumi V' (ile K ) mingi lineaarteisenduse maatriksid mingite baaside suhtes.

TOESTUS. PIISAVUS. See on tdestatud teoreemis [10.28

TARVILIKKUS. Olgu maatriksid A, B € Mat,(K) sarnased, s.t. B = T71AT, kus T = (t;;) €
Mat,,(K) on regulaarne maatriks. Vaatleme vektorruumi K™ ja selle baasi e, mis koosneb vek-
toritest

€1 = (17070>"'7O)a
es = (0,1,0,...,0),
en = (0,0,0,...,1).

Siis teoreemi [10.21| pdhjal (tdpsemalt kujutuse f siirjektiivsuse pohjal) leidub lineaarteisendus
¢ € End(K") nii, et A= f(p) = AZ. Igai € {1,...,n} korral olgu

6; =tel+ ...+ thien = (th‘, .. ,tm'),

s.t. ¢, € K™ on maatriksi T i-s veeruvektor. Kuna 7' on regulaarne, siis on tema veeruvektorid

e}, ..., el lineaarselt soltumatud ning jirelikult on e = {€},... e/} vektorruumi K" baas.

Uleminekumaatriksi definitsiooni pohjal T' = T . Seega
_ 1 _ =1 _ g€
B=T"AT =T AT = A

ning A ja B on lineaarteisenduse ¢ maatriksid baaside e ja €’ suhtes. O

10.7. Karakteristlik poliinoom

Seome niiiid iga maatriksiga teatud poliinoomi.

Definitsioon 10.30. Maatriksi A € Mat, (K) karakteristlikuks poliinoomiks nimetatakse
poliinoomi |[A — AE| € K[A].

Nieme, et A karakteristliku poliinoomi kordajateks on K elemendid ja muutujaks on A.

Niide 10.31. Maatriksi A = < _? (1) > € Mata(R) karakteristlik poliinoom on
21 10 2 1 A0 2—-A 1
o= (o) (o )=o) - (8 )=

= N -2\+1.
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Uldjuhul, kui A = (a;;) € Mat,(K), siis

all - A a2 A1n
a as — A\ ... a
|A o )\E| _ 21 22 2n
anl ano e Qpp — A

Determinandi definitsioonist jéreldub kergesti, et maatriksi A € Mat, (K) karakteristliku polii-
noomi aste on n ja pealiige on (—1)"\".

Rohutame siinjuures, et maatriks A — AF, mille determinandina karakteristlik poliinoom
defineeritakse, on maatriks iile poliinoomide ringi K[A] (tema peadiagonaalil on lineaarsed
poliinoomid a; — \), mitte iile korpuse K. See on pohjus, miks me selles kursuses defineerisime
determinandid selliste maatriksite jaoks, mille elemendid on mingist ringist (mitte korpusest,
nagu tehakse tiiiipiliselt lineaaralgebra kursustes).

Lause 10.32. Sarnaste maatriksite karakteristlikud polinoomid on virdsed.
TOESTUS. Olgu maatriksid A, B € Mat,,(K) sarnased. Siis B = T'AT, kus T on mingi re-

gulaarne maatriks. Kuna (AE)T = A(ET) = AT = MNTE) = T(\E), siis \E = T"'T(\E) =
T~YAE)T. Kasutades maatriksite ja determinantide omadusi saame, et

|B—\E| = |[T'AT —T7'O\E)T| = |T Y (AT — (A\E)T)| = |T" (A — AE)T)
[T7H|A = XE||T| = |TH|T||A = AE| = [T'T||A = \E| = |E||[A — \E|
|A — \E|.

g

Definitsioon 10.33. Maatriksi A € Mat, (K) omavéirtusteks nimetatakse selle maatriksi
karakteristliku poliinoomi juuri.

Niide 10.34. Niites [10.31| vaadeldud maatriksi omaviirtusteks on poliinoomi A2 — 2\ + 1 =
(A — 1)? juured. Seega on sellel maatriksil omavéirtus 1, mille kordsus on kaks.

10.8. Lineaarteisenduse omavéairtused ja omavektorid

Definitsioon 10.35. Olgu V' vektorruum iile korpuse K ja olgu ¢ vektorruumi V' lineaartei-
sendus. Vektorit 0 # a € V nimetatakse lineaarteisenduse ¢ omavektoriks, kui leidub selline
ANE K, et

o(a) = Aa.

Elementi \ nimetatakse sel juhul omavektorile a vastavaks omavairtuseks.

Naide 10.36. Niites m(4) vaadeldud peegeldamisteisenduse omavéartusteks on 1 ja —1.
Omavéiéartusele 1 vastavad omavektorid on need nullist erinevad vektorid, mis on paralleelsed
y-teljega. Omavairtusele —1 vastavad omavektorid on need nullist erinevad vektorid, mis on
paralleelsed z-teljega.

Vektorruumi samasusteisenduse ja nullteisenduse jaoks on kéik nullist erinevad vektorid oma-
vektorid.
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Definitsioon 10.37. Lineaarteisenduse karakteristlikuks poliinoomiks nimetatakse selle li-
neaarteisenduse maatriksi karakteristlikku poliinoomi.

Paneme tihele, et lause pohjal ei soltu lineaarteisenduse karakteristlik poliinoom sellest,
millise baasi suhtes me tema maatriksit vaatleme.

Teoreem 10.38. Lincaarteisenduse omavdidrtusteks on selle teisenduse karakteristliku poliinoo-
mi juured.

TOESTUS. Olgu V' n-mootmeline vektorruum iile korpuse K baasiga e ja olgu ¢ vektorruumi
V' lineaarteisendus. Olgu A = A¢, = (a;5) € Mat,(K). Kui x € V ja Ag € K, siis jéirel@e 10.13
tottu on vordus ¢(x) = Aoz samavéirne koordinaatide veergude vordusega ¢(z), = Aoz,. Lau-
se [10.16| pohjal kehtib iga vektori x € V korral vordus

So(x)e = Afofe_

Ténu lausele on iga Ao € K korral Aoz, = M\Te = M(ETe) = (MAE)Te. Seega vektor
x € V'\ {0} on lineaarteisenduse ¢ omavektor parajasti siis, kui

AT, = (M E)T.

ehk
(AZ) — )\()E)Te = 66

mingi A\g € K korral. Kui
xy
T2

Tn

siis omavektorite x leidmine on samavéédrne homogeense lineaarvérrandisiisteemi

(a11 — Ao)x1 + a12T2 +...+ A1nTn =0
asizr 4+ (a2 —Ao)xa+...+  amz, =0 (45)
An1T1 4+ apaTo +... 4 (apn — No)zn =0

nullist erinevate lahendite leidmisega. Element Ay € K on omavéirtus parajasti siis, kui sellel
slisteemil leidub nullist erinev lahend.

Veendume, et siisteemil leidub nullist erinev lahend parajasti siis, kui Ag on karakterist-
liku poliinoomi juur. Kui selle siisteemi maatriksi determinant |A — A\gFE| on nullist erinev, siis
on tegemist Crameri peajuhuga ja ainsaks lahendiks on nullvektor, mis ei saa olla omavektor.
Seega, kui leidub nullist erinev lahend, siis |A — AgE| = 0 ja A¢ on karakteristliku poliinoomi
juur. Vastupidi, kui |A — A\gF| = 0, siis siisteemi maatriksi astak r < n ja lahendite fundamen-
taalsiisteemis leidub n—r > 1 lineaarselt séltumatut vektorit, mis peavad olema nullist erinevad.
Koik need vektorid on omavektorid. O

Teoreemi toestuse pohjal saame jargmise eeskirja omavektorite leidmiseks.

1. Leiame lineaarteisenduse ¢ maatriksi A mingi baasi e suhtes.

2. Leiame poliinoomi |A — AE| juured A, ..., Ap,.

3. Iga \; (i € {1,...,m}) jaoks lahendame homogeense lineaarvorrandisiisteemi maatrik-
siga A — \;E. Selle siisteemi nullist erinevad lahendivektorid on parajasti lineaarteisenduse ¢
omavektorite koordinaatide vektorid baasi e suhtes.
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Vo6ib kiisida, et milliste baaside suhtes on lineaarteisenduse maatriks véimalikult lihtne.
Uhtedeks lihtsamateks maatriksiteks on diagonaalmaatriksid. Osutub, et kehtib jargmine lause.

Lause 10.39. Lineaarteisenduse @ maatriks baasi e = {e1, ..., ey} suhtes on diagonaalmaatriks
parajasti siis, kui see baas koosneb teisenduse ¢ omavektoritest.

TOEsTUS. Olgu ¢ vektorruumi V' (iile korpuse K) lineaarteisendus ja olgu e = {ej,... ey}
vektorruumi V' baas.
TARVILIKKUS. Kui

kk 0 ... O
0 k ... 0
L=l ]

0 0 ... kyn
siis lineaarteisenduse maatriksi definitsiooni tottu iga i € {1,...,n} korral p(e;) = kje;, mis
tdhendab, et eq,..., e, on ¢ omavektorid.
Piuisavus. Olgu ey, ..., e, lineaarteisenduse ¢ omavektorid. Siis leiduvad ki, ..., k, € K nii, et
o(e;) = kie; iga i € {1,...,n} korral. Seega A¢, on diagonaalmaatriks, mille peadiagonaalil on
elemendid k1,..., k. O
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11. Eukleidiline ruum
11.1. Eukleidilise ruumi moiste ja pohiomadused

Eukleidilise ruumi maéiste on tekkinud geomeetriliste vektorite vektorruumide iildistamisel.

Definitsioon 11.1. Olgu E vektorruum iile korpuse R. Kujutust
ExE—R, (ab)w (a,b)

(vektorite jirjestatud paarile (a,b) seatakse vastavusse reaalarv, mida téhistatakse (a, b)) nime-
tatakse skalaarkorrutamiseks, kui tal on jargmised omadused:

SK1. (a,b) = (b,a) iga a,b € F korral,

(

SK2. (a+b,c) = (a,c)+ (b,c) iga a,b,c € E korral,
. (ka,b) = k(a,b) iga a,b € E ja k € R korral,
(

SK4. (a,a) > 0igaa € E\ {0} korral.

Reaalarvu (a, b) nimetatakse vektorite a ja b skalaarkorrutiseks. Skalaarkorrutist (a,a) nime-
tatakse vektori a skalaarruuduks.

Definitsioon 11.2. Eukleidiline ruum on vektorruum iile korpuse R koos sellel defineeritud
skalaarkorrutamisega.

Definitsioon 11.3. Eukleidilist ruumi nimetame triviaalseks, kui ta sisaldab vaid nullvekto-
rit.

Naiide 11.4. Tasandi vabavektorite vektorruumil Ey ja kolmemddtmelise ruumi vabavektorite
vektorruumil E3 saab skalaarkorrutamise defineerida valemiga

-,

(@,b) == |a@l| - |b] - cos £(@, b),

-,

kus |@| ja |b| on vektorite @ ja b pikkused ning Z(&@,b) on nende vektorite vaheline nurk.

Niide 11.5. Vektorruumis R” (iile korpuse R) saab skalaarkorrutamise defineerida vordusega
<(k‘1, ko, ..., k‘n), (ll, lo,... ,ln)> = kily + kolo + ... + knly,

s.t. kahe 16pliku jada skalaarkorrutis on nende jadade vastavate komponentide korrutiste summa.
Sellist skalaarkorrutamist nimetame vektorruumi R" standardseks skalaarkorrutamiseks.
Tegelikult on vektorruumil R™ véimalik defineerida lopmata palju erinevaid skalaarkorrutamisi,
neist igaiiks tekitab erineva eukleidilise ruumi.

Loetleme niiiid méned omadused, mis lihtsasti jarelduvad skalaarkorrutamise definitsioonist.

Lause 11.6. FEukleidilise ruumi E mistahes vektorite a,b,c, a1, ... ,a, ning mistahes reaalarvu
k korral

1. {a,b+¢c) = {(a,b) + (a,c),
2. (a, kb) = k(a,b),
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3. {(a—"b,c) = (a,c) — (b, c),
4. <a1+...+an,b>:(al,b)+...+<an,b>,
5. (0,b) =0 ja (a,0) = 0.

TOESTUS. Vordused 1 ja 2 jarelduvad definitsiooni tingimustest SK1, SK2 ja SK3. Vorduse
3 toestuseks margime, et

[a—be) = (at(-b)e) = (@) +{—b.c) = farc) & (~1)b,) = (a,e) + (~1){b, ]
= (a,c)+ (—(b,c)) = (a,c) — (b, c).

Vorduse 4 saame tingimuse SK2 korduval rakendamisel.
Toestame vorduse (0,b) = 0. Selleks votame tingimuses SK3 k=0€ R jaa =0 € E. Siis

(0,b) = (0-0,b) = (ka,b) = k{a,b) = 0-(0,b) =0,

sest korrutades reaalarvu (0,b) reaalarvuga 0 saame nulli. Vérduse (a,0) = 0 saab tdestada
analoogiliselt. O

Eukleidilistes ruumides on véimalik raskida sellistest geomeetrilistest moistetest nagu vektori
pikkus, vektorite vaheline nurk ja vektorite ortogonaalsus, isegi siis, kui need eukleidilised ruumid
ise ei ole Ey ega Es.

Definitsioon 11.7. Eukleidilise ruumi E vektori a pikkus |a| defineeritakse vordusega

la| == V/(a, a),

s.t. vektori pikkus on ruutjuur tema skalaarruudust. Uhikvektor on vektor, mille pikkus on 1.

Ténu lause [11.6] viimasele véitele voime Gelda, et nullvektori pikkus on null. Tingimusest
SK4 jareldub, et koigi iilejddnud vektorite pikkused on positiivsed reaalarvud.
Jérgnevas lauses tdhistab siimbol abs(k) reaalarvu k absoluutvéértust.

Lause 11.8. Fukleidilise ruumi E mistahes vektorite a ja b korral

|abs((a, b)) <lal - [o],] (46)

s.t. skalaarkorrutise (a,b) absoluutvidrtus ei ileta vektorite a ja b pikkuste korrutist.

TOESTUS. Kui @ = 0 véi b = 0, siis lause M(5) tottu on toestatava vorratuse molemad pooled
vordsed nulliga ning seega vorratus kehtib. Eeldame edasises, et a # 0 ja b # 0. Olgu k suvaline
reaalarv. Siis kasutades skalaarkorrutamise definitsiooni ja lauset saame, et

0 < {a— kb,a — kb) = (a,a) — {(a, kb) — (kb,a) + (kb, kb) = (a,a) — 2k{a,b) + k*(b, D).

Vottes
_ {a,b)
)
ja asendades selle arvu eelmisse vorratusse voime Gelda, et
(a,b) (a,b)?
-2 b > 0.
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Korrutades selle vorratuse molemaid pooli positiivse reaalarvuga (b, b) saame vorratuse
<a7 a><b7 b> - 2(“? b>2 + <a7 b>2 = 07

kust (a,a)(b,b) — (a,b)®> > 0 ehk (a,a)(b,b) > (a,b)?. Véttes mélemast poolest ruutjuure ja
kasutades pikkuse definitsiooni saamegi vorratuse abs((a,b)) < |a| - |b]. 0

Vorratust nimetatakse Cauchy-BunjakovskiE] vorratuseks. Téanu sellele vorratusele
—la| - |b] < (a,b) < |a| - 0], jarelikult

ja seega omab mdtet jargmine definitsioon.

Definitsioon 11.9. Eukleidilise ruumi £ nullist erinevate vektorite a ja b vaheliseks nurgaks
loetakse sellist nurka ¢ € [0, 7], mille korral

{a,b)
Jal - [

cosp =

Kui a =0 v6i b = 0, siis a ja b vaheline nurk ei ole méératud.

11.2. Ortogonaalsed vektorite siisteemid

Definitsioonist jareldub, et kui eukleidilises ruumis (a, b) = 0, siis nurk vektorite a ja b
vahel on Z.
2

Definitsioon 11.10. Oeldakse, et eukleidilise ruumi E vektorid a ja b on ortogonaalsed ehk
risti (t&histus a L b), kui (a,b) = 0.

Kuna (a,0) = 0, siis nullvektor on ortogonaalne koigi vektoritega.

Definitsioon 11.11. Eukleidilise ruumi vektorite siisteemi nimetatakse ortogonaalseks, kui
selle siisteemi vektorid on paarikaupa ortogonaalsed. Teiste sonadega Geldes: vektorite siisteem
ai, .. .,a, on ortogonaalne, kui

(Vi,j e {1,...,m})(i # j = (a;,a;) =0).
Niide 11.12. Eukleidilise ruumi R* vektorite siisteem

ay = (1’17171)3
az = (1,1771771)7
a3 = (-3,3,0,0)

on ortogonaalne.

Lause 11.13. Kui eukleidilise ruumsi vektorid a ja b on ortogonaalsed ning k ja l on reaalarvud,
stis on ka vektorid ka ja lb ortogonaalsed.

"Prantsuse matemaatiku Augustin Louis Cauchy (1789-1857) ja vene matemaatiku Viktor Bunjakovski (1804
1889) auks.
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TOEsTUS. Kui a ja b on ortogonaalsed vektorid siis (ka, (b) = kl{a,b) = kl-0 = 0, mis tdhendab,
et ka ka ja [b on ortogonaalsed. O

Osutub, et ortogonaalsus on iisna tugev omadus, sellest jareldub lineaarne séltumatus. Voiks
isegi Gelda, et lineaarselt soltumatud siisteemid on head, aga ortogonaalsed on veel paremad.

Lause 11.14. Nullist erinevate vektorite ortogonaalne siisteem on lineaarselt soltumatu.
ToOErsTUSs. Olgu ay,...,ay, nullist erinevate vektorite ortogonaalne siisteem. Oletame, et
kiai +...+ kija; + ...+ knam = 0.
Siis iga i € {1,...,m} korral
(kia1 + ... + kia; + ... + kmam, a;) = (0,a;) = 0.
Kasutades lauset saame vorduse
ki{ay,a;) + ...+ ki{ag, a;) + ... + km{am, a;) = 0.

Ortogonaalsuse tottu annab viimane vordus, et k;(a;, a;) = 0, samas SK4 pohjal (a;,a;) # 0.
Jarelikult k; = 0 iga ¢ € {1,...,m} korral, mis tdhendab, et siisteem a1, ..., a, on lineaarselt
s6ltumatu. |

Jéargnevalt vaatleme iihte algorit-
mi, mis on saanud oma nime kahe
matemaatiku jargi. Esimene neist on
taani matemaatik Jgrgen Pedersen
Grami (1850-1916) ja teine on saksa
matemaatik Erhard Schmidt (1876—
1959). Schmidt siindis Tartus bal-
tisaksa peres, Oppis aastatel 1893—
1899 Tartu Ulikoolis ja lopetas selle
kandidaaditooga. Pérast seda 6ppis
ta Gottingenis David Hilberti ju-
hendamisel. Hiljem sai tast Berliini
Humboldti iilikooli rektor ja Saksa Jorgen Pedersen Gram ja Erhard Schmidt
DV Teaduste Akadeemia liige.

Algoritmi kutsutakse Grami-Schmidti ortogonaliseerimisprotsessiks. Selle protsessi

eesmérk on ldhtudes vektorite siisteemist aq,as, ..., a;,, kus ei ole nullvektoreid, konstrueeri-
da uus siisteem by, bo, ..., b, nii, et
1. siisteem by, bo, ..., b, on ortogonaalne,

2. L(al,ag, P ,am) = L(bl,bg, PN ,br).

Uue siisteemi esimeseks vektoriks voetakse vana siisteemi esimene vektor: b; := a;. Hakkame
vektorile by lisama teisi vektoreid. Uue siisteemi teist vektorit by otsime kujul

by = k1b1 + a2,

kus k; on mingi reaalarv. Me soovime, et b; ja by oleks ortogonaalsed, s.t. 0 = (b1,be) =
(b1, k1b1 + a2), kust
k1(b1,b1) 4 (b1,a2) =0
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Kuna b; ei ole nullvektor, siis (b1, b1) # 0 ja saame arvutada

(b1, az)
(b1,b1)

Sellise ky vadrtuse korral on by L by. Kuna by = kjai+ag € L(ay,a2) jaas = bo—kiby € L(by, b2),
siis lause pohjal voime Gelda, et L(ay,as) = L(by,b2). Voib juhtuda, et by = 0. Siis jatame
vektori by konstrueeritavast siisteemist vélja. See ei muuda ei uue siisteemi ortogonaalsust ega
lineaarset katet.

Oletame niiiid, et lahtudes vektoritest aq,...,as, s € {2,...,m — 1}, oleme konstrueerinud
vektorid by,...,b; (t < s) nii, et

ki:=—

e siisteem b1, bo, ..., b; on ortogonaalne,
o L(ay,ag,...,as) = L(by,ba,... b).
Uue siisteemi jargmist vektorit b;11 otsime kujul
bir1 = kiby + ... + kb + asta,
kus k1, ...,k on mingid reaalarvud. Me soovime, et iga i € {1,...,t} korral (b;, bs11) = 0, s.t.
K1(bi, b1) + ... + ki (bi, be) + (b, as+1) = 0.
Kuna siisteem by, b, ..., b on ortogonaalne, siis saame, et

Ei(bi, bi) + (bi, as41) =0,

kust
I (bis ast1)
(bi, bi)

Leides arvud ki, ..., k; selle valemi jargi saame arvutada vektori by, kusjuures vektorite siis-
teem by, ..., by, bip1 on ortogonaalne. Et by, ..., b € L(a1, aq, ..., as), siis byy1€ L(a, ag, ..., as41)
ja seega kehtib sisalduvus L(by,ba, ..., by, by1) € L(ag, ag,...,asy1). Teisest kiiljest, me nideme,
et asy1 = byp1 — k1by — ... — kiby € L(b1,ba, ..., by, bytq) ning jérelikult kehtib ka sisalduvus
L(ay,az,...,as+1) C L(by,ba, ..., b, biy1). Kokkuvottes oleme saanud, et kehtib vordus

L(al,ag, ceey a5+1) = L(bl, bQ, ceey bt, bt+1).

Kui b1 = 0, siis me teda uude siisteemi ei vota.

Nii saamegi konstrueerida ndutavate omadustega siisteemi b1, ba, . . ., b,.. Vastavalt konstrukt-
sioonile on r < m, s.t. uues siisteemis voib olla vihem vektoreid kui esialgses.

Margime veel, et kui esialgne siisteem a1, as9,...,a, on lineaarselt séltumatu, siis vordus
b1 = 0 ei ole voimalik. Téepoolest, kui see nii oleks, siis k1by + ... + kb + as+1 = 0, aga
kuna k1by + ...+ kiby € L(aq,as, ..., as), siis ndeme, et meil oleks mittetriviaalne lineaarkom-
binatsioon vektoritest a1, ..., as, asy+1, mis vorduks nullvektoriga, see on aga vastuolus lineaarse
soltumatusega. Niisiis lineaarselt soltumatu siisteemi ap,as,...,a, korral me iihtegi vektorit
bi11 valja jitma ei pea ning jéarelikult r = m.

Definitsioon 11.15. Eukleidilise ruumi baasi, mis on samal ajal ortogonaalne vektorite siis-
teem, nimetatakse ortogonaalseks baasiks.

135



Ortogonaalse baasi leidmiseks eukleidilises ruumis E tuleks votta selles ruumis mingi moo-

dustajate siisteem ay, ..., a,, ja rakendada sellele ortogonaliseerimisprotsessi. Kuna saadud siis-
teem by, bo, . .., b, on ortogonaalne, siis tédnu lausele[11.14|on ta ka lineaarselt séltumatu. Vorduse
E = L(ay,a2,...,ap) = L(by,be,...,b.) tottu on ta ka moodustajate siisteem.

Definitsioon 11.16. Eukleidilise ruumi vektorite siisteemi nimetatakse ortonormeerituks,
kui see siisteem on ortogonaalne ja selle siisteemi koik vektorid on iihikvektorid. Eukleidilise
ruumi baasi, mis on samal ajal ortonormeeritud vektorite siisteem, nimetatakse ortonormee-
ritud baasiks.

Niide 11.17. Vektorruumide Eq ja E3 ortonormeeritud baase nimetatakse harilikult ristbaasi-
deks ja tdhistatakse vastavalt {;, j} ja {;, 7, E} Selliste baasidega on lugeja kindlasti varem
kokku puutunud. Geomeetrias on ristbaasidel viiga tdhtis koht. Niiteks enamkasutatud geomeet-
riliste joonte (ringjoon, ellips, parabool jne.) voi pindade (sfiér, koonus, silinder, hiiperboloid)
vorrandid on ristbaaside suhtes mérksa lihtsamad kui suvaliste baaside suhtes. Seetottu kasuta-
takse nende uurimisel just ristbaase sisaldavaid koordinaatide siisteeme ehk ristreepereid.

On selge, et vektori a korral |a| = 1 parajasti siis, kui (a,a) = 1. Ténu sellele saab vektorite
slisteemi ortonormeeritust viljendada Kroneckeri delta abil.

Lemma 11.18. Fukleidilise ruumi vektorite siisteem ai,as, ..., a, on ortonormeeritud para-
jasti siis, kui (a;,a;) = 0;; igai,j € {1,...,m} korral.

Olgu by, be, ..., b, eukleidilise ruumi E ortogonaalne baas. Votame
1
C; = 7()1',
|bi]
i=1,...,r. Siis
1 1 1 1 1
|es| = ‘bi = <bi7 bi> =/ 72 (bis bi) = | 77— (i bi) = 1,
|bs] 16| 7 [bs] i (bi, bi)

s.t. ¢1,...,¢ on ithikvektorid. Ténu lausele [11.13| on nad paarikaupa ortogonaalsed ja lihtne

on aru saada, et ka L(cy,...,¢.) = L(b1,...,b.) = E. Seega on cy, ..., ¢, eukleidilise ruumi E
ortonormeeritud baas.
Viimati kirjeldatud protsessi nimetatakse siisteemi b1, ba, . .., b, ortonormeerimiseks.

Ortonormeeritud baasid on kasulikud ka selle poolest, et kui teame vektorite koordinaate
ortonormeeritud baasi suhtes, siis on hésti lihtne arvutada nende vektorite skalaarkorrutist.
Selleks on koordinaatvektorite (mis kuuluvad vektorruumi R™) standardne skalaarkorrutis.

Lause 11.19. Olgu e = {ey,...,e,} ortonormeeritud baas eukleidilises ruumis E ning olgu
vektorite x,y € E koordinaadid baasi e suhtes vastavalt x1,...,%n ja Y1,...,Yn. Siis

n
=1

TOESTUS. Niisiis z = ) 1" | wie; jay = Z?:1 y;e;. Kasutades skalaarkorrutamise omadusi ja
baasi e ortonormeeritust saame, et

n

n n n n n
(,y) = <Z $i€i,zyj€j> = Z (wies, yjej) = Z ziyj(ei, ej) = Z 2Y;0i5 = Zl‘zyz
i=1 j=1 i=1

3,j=1 1,j=1 1,j=1
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Osutub, et skalaarkorrutise abil saab avaldada ka vektori koordinaate.

Lause 11.20. Eukleidilise ruumi E vektori x i-s koordinaat ortonormeeritud baasi
e={e1,...,en} suhtes on (x,e;).

TOEsTUS. Olgu x =377, x;e;. Siis
n n n
(z,€i) = <Z xjejv€i> = Z<$j€j,€i> = ij<€jv€i> = zile;, €i) = Ti.
j=1 Jj=1 j=1

g

Kasutades lineaarteisenduse maatriksi definitsiooni ja lauset [11.20| saame selle maatriksi
esitada skalaarkorrutiste abil.

Jédreldus 11.21. Kui e = {ey,...,en} on eukleidilise ruumi E ortonormeeritud baas ja ¢ on
selle eukleidilise ruumi lineaarteisendus, siis selle teisenduse maatriks baasi e suhtes on

(ple1),e1) (ple2),er) ... (plen) e1)

A€ — <(P(€1),€2> <90(€2)762> s <(P(€n)7€2>
90 e e e e

(ple1),en) (ple2),en) ... (plen) en)

11.3. Ortogonaalsed maatriksid ja ortogonaalsed teisendused

Definitsioon 11.22. Reaalarvuliste elementidega ruutmaatriksit A nimetatakse ortogonaal-
seks, kui tema transponeerimisel saame poordmaatriksi, s.t. AT = 471,

Definitsioonist jareldub, et ortogonaalsed maatriksid peavad olema pooratavad. Kui eespool
nigime, et podrdmaatriksi leidmine suvalise maatriksi korral on suhteliselt té6mahukas, siis orto-
gonaalsete maatriksite poordmaatriksi leidmine on véga lihtne — piisab vaid transponeerimisest.

Lause 11.23. Ruutmaatriksi A € Mat, (R) jaoks on jirgmised viited samavddirsed:
1. A on ortogonaalne,
2. ATA=F jo AAT = E,
3. A reavektorite siisteem on ortonormeeritud,

4. A veeruvektorite siisteem on ortonormeeritud.

TOESTUS. Viidete 1 ja 2 samavadrsus tuleneb otse ortogonaalse maatriksi ja poordmaatriksi
definitsioonist.

2 = 3. Olgu AAT = E, kus A € Mat,(R). Maatriksi AT j-s veeruvektor on maatriksi A
j-s reavektor. Seega vordust kasutades saame

(A1, A1) (A1, Ay) ... (A1 Ay) 1 0 ... 0
(Ao, A1) (Ao, Ag) oo (g Aw) | _ yyr_p_ | 0 1 0
(An, A1) (A, Ay oo (An, A 0 0 ... 1
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Vorreldes esimest ja viimast maatriksit saame, et (4;, A;) = 6;;, mis tdhendab, et vektorite
siisteem Aj, Ag, ..., A, vektoruumis R™ on ortonormeeritud (vt. lemmat . Analoogiliselt
saab toestada implikatsiooni 2 = 4.

3 = 1. Olgu A reavektorite siisteem ortonormeeritud. Siis arvutades vilja korrutise AA”
nieme, et AAT = E. Kuna |A||AT| = |AAT| = |E| = 1, siis |A| # 0 ning jérelikult A on
posratav. Korrutades vorduse AAT = E mélemaid pooli vasakult maatriksiga A~ saame, et

A7HAAT) = ALE ja seega
AT = AT = (A7) AT = AN AAT) = A7 E= A7

mis tédhendabki, et maatriks A on ortogonaalne. Analoogiliselt saab toestada, et 4 = 1. O

Lause 11.24. Uleminekumaatriks ortonormeeritud baasilt ortonormeeritud baasile on ortogo-
naalne maatriks.

TOESTUS. Olgu e = {e1,...,e,} jae ={e],..., e} ortonormeeritud baasid eukleidilises ruumis
E ning olgu T = (t;;) tileminekumaatriks baasilt e baasile €’. Siis i,j € {1,...,n} korral ¢, =
triert. . . Atpien ja e;- = tyje1+. . .+tpje,. Maatriksi T' i-nda ja j-nda veeruvektori skalaarkorrutis
on

(T, T7) = tiitiy + taito; + ... + thitn (skalaarkorrutamine R"™-s)
= (ej, ¢}) (lause [11.19)
= 0ij. (¢’ on ortonormeeritud)

Seega veeruvektorite siisteem on ortonormeeritud ning lausest [11.23] jareldub, et maatriks 7" on
ortogonaalne. O

Lause 11.25. Ortogonaalse maatriksi determinant on kas 1 voi —1.
TOESTUS. Kui A on ortogonaalne maatriks, siis A7 A = E. Kuna |AT| = |A|, siis
T T
1= |B| = |ATA| = |AT]|A] = |Al|A] = |AP.

Ainsad reaalarvud, mille ruut on 1, on arvud 1 ja —1, seega |A| € {1, —1}. a

Jareldus 11.26. Ortogonaalne maatriks on regulaarne.

Téhistame koigi n-ndat jarku ortogonaalsete maatriksite hulga siimboliga O,,. Siis on selge,
et
O, C GLn(R) - Matn(R)'

Lause 11.27. Hulk O,, on rihm maatriksite korrutamise suhtes.

TOESTUS. Olgu A, B € O,,. Siis AT = A~! ja BT = B~!. Kasutades korrutise transponeerimise
ja korrutise poordmaatriksi leidmise omadusi saame, et

(AB)T = BTAT = B7'A~' = (4B)7},

mis tdhendab, et AB € O,,. Seega maatriksite korrutamine on algebraline tehe hulgal O,,. On
selge, et see tehe on assotsiatiivne ja E € O, on selle tehte suhtes ithikelement.
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Kui A € O,, siis
(A—l)T — (AT)T — A= (A_l)_l.

Seega A~ € O, ja hulga O, igal elemendil leidub korrutamise suhtes péordelement. Sellega on
téestatud, et O, on rithm. O

Vaatleme niiiid eukleidiliste ruumide lineaarteisendusi.

Definitsioon 11.28. Eukleidilise ruumi E lineaarteisendust ¢ nimetatakse ortogonaalseks
teisenduseks ehk ortogonaalteisenduseks, kui ta siilitab vektorite skalaarruudud, see tdhen-
dab, et

{p(2), () = (z,2)

iga x € F korral.

Lemma 11.29. Ortogonaalteisendus sdilitab koik skalaarkorrutised.

TOEsTUS. Olgu ¢ eukleidilise ruumi E ortogonaalteisendus ja x,y € F. Siis
(pl@+y), e(z+y)) =& +y,z+y) = (,2) +2(z,9) + (y,9).

Kasutades seda, et ¢ on lineaarteisendus saame, et

(p(x+y), p(z+y) = () + ¢(y), p(x) + ©(y))
(p(z), (x)> +2(p(7), (y)
+

Seega 2(z,y) = 2(p(x), ¢(y)), kust reaalarvuga 2 jagades saame vorduse

(z,y) = (p(2), p(y))-

|

Jareldus 11.30. Ortogonaalteisendus sdilitab vektorite pikkused ja vektorite vahelised nurgad.

Lause 11.31. Kui eukleidilise ruumi lineaarteisendus vith mingi ortonormeeritud baasi orto-
normeeritud baasiks, siis see teisendus on ortogonaalteisendus.

TOEsSTUS. Olgu E eukleidiline ruum ortonormeeritud baasiga e = {ei,...,e,} ja olgu ¢ selle
eukleidilise ruumi lineaarteisendus. Eeldame, et teisendus ¢ viib baasi e ortonormeeritud baasiks
v(er),...,po(en). Vaatleme suvalist vektorit x = xje; + xoea + ... + xne, € E. Kuna ¢ on

lineaarteisendus, siis p(z) = z1p(e1) + zap(e2) + ... + zpp(ey). Kasutades lauset [11.19] kaks
korda saame arvutada

(p(@), p(x)) = af +af +... +aj, = (z,2).
Seega on ¢ ortogonaalteisendus. O

Osutub, et lineaarteisenduse ortogonaalsuse iile saab otsustada tema maatriksi pohjal.

Teoreem 11.32. Olgu ¢ eukleidilise ruumi E lineaarteisendus ja olgu e = {e1,...,e,} euklei-
dilise Tuumi E ortonormeeritud baas. Siis ¢ on ortogonaalteisendus parajasti siis, kui Ag on
ortogonaalne maatriks.
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ToesTUs. Olgu A = Af = (a;;) € Mat,(R) lineaarteisenduse ¢ : F' — E maatriks baasi e
suhtes. Siis p(€;) = arjer + ...+ anien ja @(ej) = arjer + ... +anjen iga i, j € {1,...,n} korral.
TARVILIKKUS. Olgu ¢ ortogonaalteisendus. Siis

(A? A Z Qi Ok (skalaarkorrutamine R"-s)

= <S0(€i)7§0(€j)> (lause [T1.19)
= (ei, €j) (lemma |11.29)

= 0;j (e on ortonormeeritud baas)

mistahes 4, j € {1,...,n} korral. Tdnu lemmale on A veeruvektorite siisteem ortonormee-
ritud ja lause [11.23| pohjal on maatriks A ortogonaalne.

Prisavus. Olgu niiiid maatriks Af, ortogonaalne. Siis tema veeruvektorite siisteem on ortonor-
meeritud. Jérelikult

51‘]’ = AZ A] Zak’lakj ) SO(BJ'»,

mis tdhendab, et siisteem @(e1), ..., p(e,) on ortonormeeritud ja muuhulgas ei ole selles siistee-
mis nullvektoreid. Lause pohjal on see siisteem lineaarselt soltumatu ja lause tottu
on see siisteem eukleidilise ruumi E baas. Kuna ¢ viib ortonormeeritud baasi {eq, ..., e,} orto-
normeeritud baasiks {¢(e1),...,(e,)}, siis lausest saame jireldada, et ¢ on ortogonaal-
teisendus. O

11.4. Siimmeetrilised maatriksid ja siimmeetrilised teisendused

Meenutame, et maatriksit A nimetatakse siimmeetriliseks, kui A7 = A. Kui 4 = (a;5) €
Mat,(R), siis tema stimmeetrilisus tdhendab seda, et a;; = a;; iga 4,5 € {1,...,n} korral.

Osutub, et on voimalik vaadelda eukleidiliste ruumide teatud lineaarteisenduste klassi, mis
on siimmeetriliste maatriksitega seotud sarnaselt sellega, kuidas ortogonaalteisendused on seotud
ortogonaalmaatriksitega.

Definitsioon 11.33. Eukleidilise ruumi F lineaarteisendust ¢ nimetatakse siimmeetriliseks
teisenduseks, kui

(p(z),y) = (z,¢(y))
iga z,y € F korral.

Teoreem 11.34. Olgu ¢ eukleidilise ruumi E lineaarteisendus ja olgu e = {ey, ... ey} euklei-
dilise ruumi E ortonormeeritud baas. Siis @ on stimmeetriline teisendus parajasti siis, kui Az
on suimmeetriline maatriks.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu ¢ stimmeetriline teisendus ja olgu A = Ag = (a;;) € Mat,(R)
teisenduse ¢ maatriks baasi e = {ej, ..., ey} suhtes. Siis

( (A‘; definitsioon, lause [11.20)

(e], gp(el)) (¢ on siimmeetriline teisendus)
= (p(ei), ;) (SK1)

aji (AS, definitsioon, lause [11.20)

©
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mistahes i,j € {1,...,n} korral. Seega A on siimmeetriline maatriks.
Prisavus. Olgu niitid maatriks A = Af, = (a;;) siimmeetriline. Kui vektori » € E koordinaadid
baasi e suhtes on x1,...,z, (s.t. x = x1e1 + ...+ zpey), siis tdhistame

Te = (1 2 ... Tp) € Maty ,(R).

(Siis muuhulgas 1" = 7, vt. tihistusi enne lauset [10.16) Lause [11.19|{itleb seda, et mistahes
vektorite z,y € E korral maatriksite z. ja y! korrutis z.y! on (1 x 1)-maatriks, mille ainus
element on (z,y). Samastades selle maatriksi tema ainsa elemendiga voime kirjutada, et

<1:7 y> = xeyz'

Lausest [10.16| jireldub, et p(x)] = Azl ja p(y)I = Ayl. Transponeerides saame, et

(@) = (p@)7)" = (4zT)" = z AT,
Seega
(o(z),y) = p(@)eyt = zeATyl =z Ayl = zep(y)! = (2, 0(y)).

Sellega oleme néidanud, et ¢ on siimmeetriline teisendus. O

Niide 11.35. Vaatleme jille lineaarteisendust ¢ : Eo — Eg, mis seisneb vektorite peegelda-
mises y-telje suhtes (vt. nédidet (3)) Kuna selle teisenduse maatriks ristbaasi {i,} suhtes
on nii ortogonaalne kui ka stimmeetriline, siis teoreemi[I1.32|pdhjal on see teisendus ortogonaalne
ja teoreemi [T1.34] pohjal on ta stimmeetriline.

Kui ¢ on n-mdéotmelise eukleidilise ruumi stimmeetriline teisendus, siis tema karakteristlik
poliinoom kuulub ringi R[A]. Kui vaatleksime seda poliinoomina iile korpuse C, siis algebra
pohiteoreem iitleb, et kordsusi arvestades on karakteristlikul poliinoomil n kompleksarvulist
juurt. Osutub, et stimmeetrilise teisenduse puhul on k&ik need juured tegelikult reaalarvud.

Teoreem 11.36. Mittetriviaalse eukleidilise ruumi stimmeetrilise teisenduse karakteristliku po-
ltiinoomi juured on reaalarvud.

TOESTUS. Olgu n € N, vaatleme n-modtmelist eukleidilist ruumi E baasiga e ja selle ruumi
stimmeetrilist teisendust . Olgu A = (a;;) teisenduse ¢ maatriks baasi e suhtes. Siis ¢ karakte-
ristlik poliinoom on |A — AE|. See on n-nda astme reaalarvuliste kordajatega poliinoom, millel
on algebra pohiteoreemi tottu n kompleksarvulist juurt. Olgu Ag € C iiks selline juur. Niitame,
et \g on reaalarv.

Kuna maatriksi A — A\gE determinant on 0, siis kompleksarvuliste kordajatega homogeensel
lineaarvorrandisiisteemil

(a11 — Ao)z1 + a12%2 +...+ A1nTn =0
a1 + (ag2 — o)z + ...+ aonTn, =0 (47)
an1T1 +  apgr2 ...+ (apn — Xo)xn, =0
peab leiduma mingi nullist erinev lahend (k1, ks, ..., k) € C". Seega iga i € {1,...,n} korral

a1kl + agks + ... + ainky, = Mok;
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ehk lithidalt .
Z aijkj = )\Oki-
j=1

Korrutame viimase vorduse mélemad pooled libi kompleksarvu k; kaaskompleksarvuga k;. Saa-
me, et

Z aijkjki = Nokiki
=1

iga i € {1,...,n} korral. Lildame omavahel nende n vorduse vastavad pooled:

Z Z aijkik; = Z Mokiki = Ao Z kik;. (48)
i—1 i—1

i=1 j=1

Iga i korral k;k; = |k;|? on mittenegatiivne reaalarv. Kuna (ki, ko, . . ., k,) € C™ ei ole nullvektor,
siis vithemalt iiks arvudest ki, ko, ...,k el ole null ja seega summa »_ ., k;k; on positiivne
reaalarv. Toestuse lopetamiseks piisab niidata, et ka » ", 2?21 aijkjki- on reaalarv. Selleks
omakorda piisab kontrollida, et selle summa kaaskompleksarv on ta ise (siis vordusest
jareldub, et Ao on reaalarv).

Arvutamegi siis selle kaaskompleksarvu. Selleks kasutame kaaskompleksarvude omadusi (lau-
se , seda, et a;; € R, vahetame dra summeerimisindeksid ¢ ja j ning kasutame seda, et
Qi = Qg5

I
™
]
S
e
|
N
g
I
]|
G

=1 j=1
n n -
:Zzaijkjk‘i (aijER,Ezz)
i=1 j=1
n n -
= Z Z aji ki k; (vahetame é&ra i ja j)
j=1i=1
n n -
= Z Zaij /{?j ki (CLij = aji, W = wz)
j=1 i=1
n n -
i=1 j=1
Seda meil oligi vaja. O

Jareldus 11.37. Mittetriviaalse eukleidilise ruumi siimmeetrilisel teisendusel leidub vihemalt
iiks omavektor.

TOEsTUS. Kui F on mittetriviaalne eukleidiline ruum, siis dim(F) > 1 ja seega stimmeetrilise
teisenduse ¢ karakteristliku poliinoomi aste on vdhemalt 1. Teoreemi tottu leidub sellel
poliinoomil vidhemalt iiks reaalarvuline juur, s.t. vihemalt iiks ¢ omavéirtus. Jarelikult peab
leiduma ka vahemalt iiks omavektor. O

Saab toestada, et kehtib jargmine teoreem.
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Teoreem 11.38. Mittetriviaalse eukleidilise ruumi lineaarteisendus on stiimmeetriline parajasti
siis, kui leidub selle lineaarteisenduse omavektoritest koosnev ortonormeeritud baas.

Jédreldus 11.39. Kui A € Mat,(R) on siimmeetriline maatriks, siis A on sarnane diagonaal-
maatriksiga ehk A on diagonaliseeritav.

TOESTUS. Vaatleme vektorruumi R™ eukleidilise ruumina standardse skalaarkorrutamise suhtes.
Olgue = {ey,..., ey} selle eukleidilise ruumi mingi ortonormeeritud baas. Teoreemi|10.21| pohjal
leidub lineaarteisendus ¢ € End(R") nii, et A = A Niitid

A=Ag on siimm. maatriks <= ¢ on R" siimmeetriline teisendus (teoreem [11.34])
<= leidub ¢ omavektoritest koosnev ortonorm. baas €’
(teoreem |11.38))

<= leidub ortonorm. baas ¢’ nii, et Ag on diag. maatriks

(lause [10.39)
= A on sarnane diagonaalmaatriksiga (jéreldus [10.29)

|
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