Maatriksi Jordani normaalkuju

Vaatleme maatrikseid iile korpuse K ning eeldame, et koik vaadeldavad vektorruumid on
1oplikumootmelised. Elemendile k£ € K vastavaks m. jarku Jordani kastiks nimetatakse m. jarku
ruutmaatriksit kujul

kol 0
ko1
T(k) = k
.. 1
0 3

(Siin ja edaspidi: kui méned maatriksi elemendid on jietud kirjutamata, siis see tdhendab seda,
et need elemendid on nullid.) Jordani maatriks on maatriks kujul

iy (A1) 0

0 Jis(As)

Vektorruumi V' (iile korpuse K') lineaarteisenduse ¢ annulleerivaks poliinoomiks nimeta-
takse nullist erinevat poliinoomi g(x) € K|x], mille korral g(¢) on nullteisendus, g(¢) = 0.
Cayley-Hamiltoni teoreemi pohjal on lineaarteisenduse karakteristlik poliinoom tema annullee-
rivaks poliinoomiks. Kehtib jargmine véide (teoreem VIIIL.5.5, koik viited on M. Kilbi raamatule
“Algebra 7).

Teoreem 1 Kui vektorruumi V' (ile korpuse K ) lineaarteisendusel ¢ leidub selline annulleeriv
poliinoom, mis lahutub lineaartegurite korrutiseks, siis on teisendusel ¢ olemas kanooniline baas,
s.t. baas, mille suhtes selle teisenduse maatriks on Jordani maatriks.

Eriti oluline on selle teoreemi jargmine jareldus.

Jareldus 1 Olgu V' wvektorruum ile korpuse C. Siis igal lineaarteisendusel ¢ € End(V) on
olemas kanooniline baas.

Teiste sonadega: iga maatriksi A € Mat,, (C) korral leidub Jordani maatriks J(A) € Mat,(C)
ja regulaarne maatriks C' € Mat,(C) nii, et

CLAC = J(A).

Kui seejuures A on lineaarteisenduse ¢ maatriks baasi B suhtes, siis maatriksi C' veergudeks on
kanoonilise baasi vektorite koordinaadid baasi B suhtes. Maatriksit J(A) nimetatakse maatriksi

1



A Jordani normaalkujuks. Seega maatriksi A Jordani normaalkuju on iga maatriksiga A sarnane
Jordani maatriks.

Selgitame pisut, kuidas nédeb vilja maatriksi Jordani normaalkuju. Olgu ¢ € End(V)
ning olgu A teisenduse ¢ maatriks mingi baasi suhtes. Oletame, et teisenduse ¢ karakteristlik

poliinoom esitub kujul
gA) =A=A)" (A=),

kus A1,..., A, on paarikaupa erinevad. Teoreemi VIII.5.4 pohjal on
V =Ker(p — M\e)™ + Ker(p — Ae)? + ... + Ker(¢ — Ape)™,

kus e on vektorruumi V' samasusteisendus. Sdaljuures on iga ¢ € {1,...,m} korral alamruum
U; .= Ker(p — A\ie)" p-invariantne, s.t. ¢(U;) C U;.

Kui U on vektorruumi V' mingi p-invariantne alamruum, siis voime vaadelda vektorruumi
U lineaarteisendust ¢y : U — U, mis on defineeritud vordusega

ou(u) = p(u) e U
iga u € U korral. Kui U on ¢-invariantne ja k € K, siis on U ka (¢ — ke)-invariantne, sest
(o = ke)(u) = p(u) —ku € U

iga u € U korral.
Vaatleme alamruumi U; ja teisendust (¢ — Are)y, : Uy — Uj. See teisendus on nilpotentne,
sest

((p = Me)n)" (@) = (¢ = M) (a) = 0

iga a € U; = Ker(¢ — Aje)™ korral. Nilpotentse lineaarteisenduse jaoks saab leida kanoonilise
baasi teoreemi VIII.4.3. kasutades. Olgu B; teisenduse (¢ — Aje)y, kanooniline baas (vektor-
ruumis Uy). Siis teisenduse (¢ — Aje)y, maatriks baasi B; suhtes on Jordani maatriks, mille
paddiagonaalil on nullid. Et ¢ = (¢ — Aje) + e, siis ka oy, = (o — Ae)y, + (A1€)y, ning

B _ B B
A‘PllJl o A(Sol—/\w)Ul + A()\lle)Ul
0 ? 0 A O 0 A7 0
0 . AL AL
_ n 1 _ 1 ’
7 o0 .7
0 0 0 )\1 0 /\1

s.t. teisenduse ¢y, maatriks baasi B suhtes on Jordani maatriks, mille paédiagonaalil on koikjal
A.

Samamoodi saab leida kanoonilised baasid B; koigi teisenduste ¢y, jaoks. Votame B :=
By U...U By, Lause I11.5.18 pohjal on B otsesumma V baas. Olgu B; = {b;,0?,... b},
i =1,...,m. (Hiljem ndeme, et s; = r;.) Siis maatriksi Af{ljl kujust ndeme, et iga j € {1,...,s1}
korral

o) = oo, (M) =00+ ... 4+ebl M +0- b 4000 0 b



kus € on kas 0 voi 1. Seega maatriksi Ag s1 esimest veergu, kuhu need koordinaadid kirjutatak-
se, on sellised, nagu veerud Jordani maatriksis olema peavad. Samamoodi on see ka iilejaanud

veergudega. Jarelikult Ag on Jordani maatriks, B on ¢ kanooniline baas ja

B
ABy 0
AB2
J(A) = Al = PU2
Bm
0 PUmn,
Seega J(A) nideb vilja jirgmiselt:
A
N
5 0
A1
N
r1 veergu
J(A) =
Am
N
O .
Am
N
rm VEErgu

Element \; € K peab p#iddiagonaalil esinema tépselt r; korda (s.t. s; = r;) sellepérast, et
maatriksid A ja J(A) on sarnased ning sarnaste maatriksite karakteristlikud poliinoomid on

vordsed (lause VIIL.2.9).

1. iilesanne. Leida nilpotentse maatriksi

0 3 7 1 o o B
a) A= , A= 6 -11 -5 |, A=

0 0 4 -8 36 0 -3

0 0 2 —4 ~1 —4

Jordani normaalkuju.

o O OO

Teame, et nilpotentse maatriksi ainus omavéartus on 0. See téhendab, et maatriksi A Jordani

normaalkuju J(A) koosneb vaid kastidest Jx(0):

O O O
o O v O
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Olgu s, k = 1,2, 3,4, Jordani kastide Ji(0) arv maatriksis J(A). Arvude sy, s9, s3, S4 leidmiseks
lahendame lineaarvorrandisiisteemi

S1+ 82+ s3+s4 = 4—rank(A)
Sy + 83+ s, = rank(A) — rank(A?) ]
s3+s4 = rank(A?%) —rank(A3) - (1)
sy = rank(A?®) — rank(A%)

Selleks leiame maatriksi A astaku:

3 -1 1 =7 3 -1 1 -7 3 -1 1 =7
9 -3 -7 -1 - 0 0 —=10 20 - o 0 -1 2
0 0 4 =8 0 0 4 -8 o 0 0 O
0 0 2 —4 0 O 2 —4 0O 0 0 O

Seega rank(A) = 2. Kuna A? = A% = A? = 0, siis rank(A4?) = rank(A?) = rank(A*) = 0. See
tdhendab, et siisteem (1) on kujul

$1+ 82+ 83+ 54 = 4—rank(A)
Sy + 834 84 rank(A) — rank(A?) 5
S3 + S4 rank(A?) — rank(A3) (2)
vy = rank(A4®) — rank(A?)

ja tema lahendiks on sy = s3 = 0, so = 2 ja s; = 0. Sellega oleme saanud, et

01 0 0
0 0 0 0
J(A) =
0 0 01
0 0 0 0
2. iilesanne. Leida maatriksi
4 1 1 1
-1 2 -1 -1
A= 6 1 —1 1
-6 -1 4 2
Jordani normaalkuju.
Leiame maatriksi karakteristliku poliinoomi:
4— ) 1 1 1 4—- A 1 1 1
-1 2-A -1 -1 3—A 3—2A 0 0
4= AE] = 6 1 —1-Xx 1 | | 6 I —-1-Xx 1
—6 -1 4 2—-A 0 0 3—X 33—
4—X =34+ 0 1
o 3=A 0 0 0
n 6 -5 —2—=A 1
0 0 0 3—A




-3+X 0 1
= (DB -N| -5 —2-1 1

0 03—
-3+X 0
-5 —2-)
= —(B=N*(=3-X(-2-XN)=—-B=X1>2+)).

= —B-N)(=1"B-N

Seega A\ = 3 jar; =3 ning Ay = —2 ja ry = 1. Teame, et

J(B) =

S O O W
S O W
S W v O

o O O

-2

Seega omavédrtusele —2 vastab iiks esimest jarku kast ning jéab leida vaid omavéartusele 3
vastavate Jordani kastide arvud. Kuna selle omavéaartuse kordsus on 3, siis talle ei saa vastata
4. jarku kaste, s.t. s4 = 0. Niisiis tuleb sy, $9, s3 leidmiseks lahendada vorrandisiisteem

S1+ S+ 83 = 3 — rank(B — 3E>
sy +s3 = rank(B — 3F) —rank(B — 3E)?
s3 = rank(B — 3FE)? —rank(B — 3E)?

Selleks leiame maatriksi B — 3F astaku:

1 1 1 1 11 11

1 -1 -1 -1 6 1 —4 1

B -3k = 6 1 -4 1|7 71loo oo

6 -1 4 —1 00 00

Seega rank(B — 3E) = 2. Kuna
00 00 0 0 0 0
a2 00 00 s 0 0 0 0
(B=3E)"=1 o5 o950 | B=3E=1 195 o _195 0 |

25 0 —25 0 ~125 0 125 0

siis rank(B — 3E)? = rank(B — 3F)® = 1. Siisteemi lahendamisel saame s; = 1, s = 1 ja
sz = 0. Sellega oleme saanud, et maatriksi B Jordani normaalkuju sisaldab iihe esimest ja iihe
teist jirku omavéaértusele 3 vastava kasti, s.t.

0
0

J(B) =

.c>c>

3] 0

0

O O O W
O O] W



3. iilesanne. Leida vektorruumi V' (iile C) lineaarteisenduse ¢ kanooniline baas ja ¢ maatriks
selle baasi suhtes, kui ¢ maatriks baasi e suhtes on

3 -1 1 —7 4 1 1 1
9 -3 —7 -1 1 2 -1 -1
aAA=149 o 4 s | D4= ¢ 1 1 1|
0 0 2 —4 6 -1 4 2
2 4 0 0 1 1 10
1 2 0 0 1 3 01
A= o 4 4 o DA= 1 0 11 |
3 6 0 —1 0 -1 -1 1
1 -1 0 -1 0
2 -2 0 -1 0
A=|1 -1 -1 0 o0
2 -1 0 -2 0
2 -1 0 -1 —1

a) Eespool négime, et antud maatriksi ainus omavéértus on 0 ja selle kordsus on 4. Seega
V = Ker(p — 0 1y)* = Kerp?. Kuna A% = 0, siis lineaarteisenduse ¢ nilpotentsuse indeks on
2 ja Kerg? = V. Seega on meil V alamruumide jada

{0} = Kery” C Kerp' C Kerg? = V.

Leiame Kere mingi baasi. Kuna A on ¢ maatriks baasi e suhtes, siis ¢ tuuma kuuluvad sellised
vektorid, mille koordinaatide vektorid baasi e suhtes (R* elemendid) on sellise homogeense
lineaarvorrandisiisteemi lahendid, mille maatriks on A. Kery baasi leidmine on samavéirne
selle vorrandisiisteemi lahendite fundamentaalsiisteemi leidmisega. Lahendame selle siisteemi
Gaussi meetodil:

3 -1 1 =7
9 -3 -7 -1 3 —1 1 =7 3 =1 0 =5
A g .
0O 0 4 =8 0O 0 -1 2 0 01 -2
o 0 2 -4

Valime soltuvateks tundmatuteks x,, x3 ning avaldame need vabade tundmatute x, x4 kaudu:

To = 311 — Dy,

T3 = 21’4.

Andes tundmatutele 1, x4 vidrtused teist jarku iihikmaatriksi ridadest saame lahendite fun-
damentaalsiisteemi vektoreiks (s.t. Keryp baasiks)

ay = (173707())’
as = (0,—5,2,1).

Téiendame niiiid Kerp baasi a1, ay vektorruumi V' baasiks vektorite

bl = (1707070)a
b, = (0,0,0,1)
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abil. Edasi leiame vektorid ¢(by) ja ¢(bs) (tdpsemalt 6eldes nende koordinaatide vektorid baasi
e suhtes). Korrutades maatriksit A paremalt veeruvektoritega b} ja bl saame, et

Sp(bl) = (379’070)7
o(by) = (=7,—1,-8,—4).

Kuna vektorid ¢(b;), ¢(b2) € Kery on lineaarselt soltumatud ja dim(Kerp) = 2, siis ¢(by), ¢(ba)
on Kery baas. Seega ¢ kanooniline baas on

B = {So(bl)7 b17 QD(bg), bQ}

Lisaks teame, et J(A) = C~'AC, kus

SO O W
S O O
LL
_ o O O

c¢) Leiame maatriksi A karakteristliku poliinoomi:

2-X 4 0 0
-1 2-X 0 0
[A-XE| = -9 4 —1-X 0
3 —6 0 1-X
ol —2-x 4 | |1-X 0
- -1 2-X 0 1-X

= (A4+ X291+ X)) =X (1+X)%
Seega A\ = 0 ja ry = 2 ning \y = —1 ja ry = 2. Jarelikult
V =Ker(p —0-1y)* + Ker(p + 1 - 1y)* = Ker(?) 4 Ker(p + 1y)? = Uy + Us,

kus U; = Ker(p?) ja Uy = Ker(p + 1y)2. Seejuures dim(U;) = 2 = dim(Us), U; ja Uy on -
invariantsed alamruumid ning v := ¢y, ja ¥, := (¢ + 1y )y, on nilpotentsed lineaarteisendused
vastavalt ruumidel U; ja U,. Leiame kanoonilise baasi nii ¢, kui 15 jaoks.

Alustame teisendusest ;. Teame, et

{0} = Ker(4y) € Ker(¢y) € Ker(y7) = UL

Leiame Ker(¢)]) = Ker(yp) baasi. Selleks lahendame homogeense lineaarvorrandisiisteemi maat-
riksiga A:

-2 4 0 0 19 0 o0
-1 2 0 0

~ 00 -1 0

-2 4 -1 0 00 0 —1
3 -6 0 -1



Vottes vabaks tundmatuks x5 saame lahendite fundamentaalsiisteemi (Ker (v, ) baasi), mis koos-
neb iihest vektorist a; = (2,1,0,0). Et dim(Ker(y4)) = 1 < dim(Uy), siis tuleb leida veel ka
Ker(¢)}) = Ker(p?) baas. Teisenduse ¢* maatriks baasi e suhtes on

0 000
S B
-3 6 0 1
Votame vastava homogeense lineaarvorrandisiisteemi vabadeks tundmatuteks x, 4. Siis
r3 = —2x1 + 41,
Ty = 3x1 — 629.

Seega Ker(1)?) baasiks sobivad niiteks vektorid
a; = (1,0,-2,3),
az = (0,1,4,—6).
Kuna a; ja ay on lineaarselt soltumatud, siis taiendab vektor as alamruumi Ker(t);) baasi

ruumi U; baasiks. Et Ker(¢) on ithemootmeline vektorruum, siis 9y (az) on Ker(¢) baas ja
{t1(ay),as} on ¥, kanooniline baas, kusjuures

-2 4 0 0 1 -2
_ -1 2 0 0 0 —1

Ui(as) = plag) = A(@). = | 5 , 0 2 |~ 0
3 =6 0 —1 3 0

Leiame niiiid kanoonilise baasi 15 jaoks. Selleks leiame Ker(1)9) = Ker(p+1y) baasi. Selleks
lahendame homogeense lineaarvorrandisiisteemi maatriksiga A + F:

-1 400

~1 300W_(1)_‘1188W—1000
-2 400 0 40 0 0 -100)"
3 =6 00

Vottes vabadeks tundmatuteks z3 ja x4 saame Ker(v,) baasiks
by = (0,0,1,0),
b, = (0,0,0,1).

Kuna dim(Us) = 2, siis Ker(¢2) = Us ja by, by on kanooniline baas 1y jaoks. Seega kanooniline
baas ¢ jaoks on

B = {p(as),az, by, by }.
Kuna

= ¢*(az) =0,

plaz),

(Y2 — 1y)(b1) = Pa(b1) — 1y (b1) = —by,
= (Y2 — 1v)(b2) = t2(ba) — 1y (b2) = —bo,

jS
—~
Q
N
— N N
I



Ssiis

01 0 O
_.5_|1 00 0 O
J(A) =4, = 00 -1 0]
00 0 -1
kusjuures iileminekumaatriks baasilt e baasile B on

-2 1 00
-1 000
¢ 0 -2 10
0 3 01

d) Maatriksil A on iiksainus omaviirtus 1 kordsusega 4. Seega V' = Ker(p—1y/)*. Tihistame
Y := p — 1. Siis ¢ maatriks baasi e suhtes on

0 1 10

-1 2 01

A-E= -1 0 -2 1

0 -1 =1 0

Kuna

2 2 -2 2
e | 22 -2 2
(A-E)" = 2 —2 2 -2
2 —2 2 -2

ja (A— FE)? =0, siis
{0} € Kery) € Kery? C Keryp® = V.

Lahendades homogeensed lineaarvorrandisiisteemid maatriksitega A — E ja (A — E)? saame
Kery baasiks

ap = <_27_171a0)7
ag = (1,0,0,1)

ja Kert)? baasiks

by = (1,1,0,0),
b2 - (_1707170)7
b3 - (17()’071)7

Téiendame siisteemi by, by, bg vektorruumi V' baasiks vektoriga
c=(0,0,0,1).

Siis ¢(c) = (0,1,1,0) € Kery? ja Keryp? = Kery) 4 (¥(c)). Nitiid ¢?(c) = (=2, -2,2,2) € ¢*(c).
Kuna dim(Kery)) = 2, siis tuleb vektor ¢?(c) tdiendada alamruumi 1)?(c) baasiks. Teeme seda
vektori ay = (1,0,0, 1) abil. Seega ¢ kanooniline baas on

B = {y*(c),¥(c), c, az}
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ja

J(A) = diag(J5(1), J1(1)).

e) Maatriksi A karakteristlik poliinoom on —(1 + X)®, mis tihendab, et ainus omavéirtus
on \; = —1 ja selle kordsus on n; = 5. Seega V = Ker(p + 1y)° = U;. Téhistame 1) :=
(90 + 1V)U1 =p+1y. Siis

2 -1 0 -1 0
2 -1 0 —1 0
Ay=A+E=|1-10 0 0
2 -1 0 -1 0
2 -1 0 -1 0

Lahendame homogeense lineaarvorrandisiisteemi maatriksiga A + E:
2 -1 0 -1 0 - 1 00 -1 0
1 =10 00 1 -1 0 00/
Vottes vabadeks muutujateks 1, x3, x5 saame iildlahendi
Ty = T,
To = I
ja Ker(¢ + 1) baasiks

ay = (1717071)0)7
az = (070717070)7
as = (0,0,0,0,1).

Kuna (A + E)? = 0, siis Ker(x?) = V. Tiiendame Ker(y + 1y) baasi ay, as, a3 vektorruumi V
baasiks vektoritega

by = (0,—1,0,0,0),
by = (0,0,0,—1,0).

Siis
w(bl) = (171717171)7
P(by) = (1,1,0,1,1).

Kuna siisteem ¢(by ), 1 (b2), as on lineaarselt soltumatu, siis saame siisteemi ¥ (by), 1(by) tdiendada
Ker(¢ + 1y ) baasiks vektori az abil. Seega 1 kanooniline baas on

B = {¢(by), b1, (Dy), bo, as}

ja

A8 =

O O O OO
OO OO
O O O OO
SO O = OO
o O O OO
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Et Ag =AD,, =AD+ AP = Al + E, siis

B B
A=A, —E=

coc oo~
cCo oK
|
cor~ oo
O, OO
_o o oo

4. iilesanne. Leida idempotentse maatriksi (s.0. maatriksi, mille korral A?> = A) Jordani
normaalkuju.

5. ililesanne. Kasutades Jordani normaalkuju ja eksponentfunktsiooni Taylori rida leida

)
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