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1 ALGEBRA II (siigis 2024)

Siia materjali olen kokku kogunud praktikumi iilesannete lahendused, mida kasutasin aine Al-
gebra II (MTMM.00.040) praktikumide asemel 2021. aasta kevadel. See praktikumide materjal on
moeldud koos kasutamiseks Valdis Laane loengukonspektiga [1]. Teadupoolest valitses 2021 kevadel
maailmas COVID-19 ning seetdttu oli Tartu Ulikoolis kogu épe distantsil. Loodan, et need lahen-
dused, mille kirjutamise vajadus tuli lokkavast viirushaigusest, on kasuks ka tulevikus selle aine
lugemisel.

2021. aasta kevadel oli 12 alljargnevat praktikumi. Lisaks toimus 2 auditoorset kontrollt66d,
iiks parast IV praktikumi ja teine koige lopus. Lisaks oli 4 kodut6od praktikumide I ja II; V ja VI;
VII ja VII ning IX ja X teemade peale.

Sama materjali — viheste parandustega — kasutasin ka 2022. ja 2024. aasta siigissemestril.

Kristo Viljako
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Praktikum I  Algebraliste pohistruktuuride meeldetuletus.
Alamstruktuurid

Utleme, et poolriihm G on (molemapoolse) taandamisega, kui kehtivad

Va,b,ce G:axc=bxc =— a=0>,

Va,b,ce G:cxa=cxb — a=0.
Kui eelnevatest tingimustest kehtib vaid iiks, siis on tegemist kas vastavalt vasakpoolse voi parem-
poolse taandamsiega.

Edaspidi ma ei kirjuta iilesannete lahendustes tehtemérki * vélja ja kasutan korrutamise termi-
noloogiat.

Ulesanne I1.1. Tdestada, et mittetiihi 16plik (molemapoolse) taandamisega poolrithm on rithm.

Lahendus: Téahistame iilesandes antud poolrithma G = {ay, ..., a,}. Valime elemendi g € G.
Vaatame kujutust f,: G — G, a; — gay. Vastavalt taandamise noudele kehtib ga, = ga;, parajasti
siis, kui k = h, mistottu on kujutus f; injektiivne. Kuna G on loplik, jareldub f; injektiivsusest ka
tema siirjektiivsus. Seega Im(f,) = {gax|ar € G} = G. Seega leigub element a;, € G nii, et g = gay,.

Olgu niiiid b € G suvaline. Vaatleme korrutist

gb = (gan)b = g(anb),
millest (vasakult) taandamisega saame b = a;,b. Niiiid vaatleme korrutist
bb = b(ayb) = (bap)b,

kust (paremalt) paremalt taandamisega saame b = baj,. Kokkuvottes oleme ndidanud, et aj =: €
on riithma G iihikelement.

Vaatleme taaskord elementi g € G ja bijektiivset kujutust f,. Kuna ¢ € G = Im(f,), siis leidub
element a; € G nii, et € = ga;. Analoogiliselt saame bijektiivse kujutuse fg: G — G, ap — arg
abil, et leidub ka element @; € G nii, et ¢ = a;g. Niilid

aj = gaj = (djg)aj = dj(de) = CLAjg = dj.

Jarelikult leidub podrdelement g~t := a; = d;, mistottu G on rithm. 0

Ulesanne 1.2. Toestada, et kui rilhma iga element on iseenda podrdelement, siis on tegu Abeli
rithmaga.

Lahendus: Olgu G riihm, kus kehtib aa = € iga a € G korral. Olgu a,b € G, vaatleme
jargmist korrutist

ab = abe = ab((ba)(ba)) = a(bb)aba = acaba = (aa)ba = cba = ba.

Seega rithm G on kommutatiivne ehk Abeli rithm. O

Ulesanne 1.3. Leida, mitmel eri viisil saab neljaelemendilise hulga rithmaks muuta.
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Lahendus: Olgu {¢,a,b, ¢} neljaclemendiline hulk. Hakkame tiitma vastavat Cayley tabelit.
Esiteks peab riihmas olema iihikelement, mida etteruttavalt tdhistasin e; vastavalt sellele saame
Cayley tabelis téita iihe rea ja veeru. Lisaks peab riihmas olema igal elemendil {iheselt maédratud
poordelement, seetottu peab Cayley tabeli igas veerus ja igas reas leiduma iga element tépselt iiks
kord. Allpool toome vilja Cayley tabeli, kus on tiidetud kindlad kohad ja nendesse, mille tditmiseks
on valik, on kirjutatud arv, mitu elementi sinna sobiks:

xle a b c
ele a b c
ala 3 1 1.
bbb 1 2 1
cle 1 1 1

Eelnevast voiks arvata, et selliseid 4 elemendilisi riithmi on kokku 3 -2 = 6. Siiski, kui hakata
eelnevat tabelit tditma, siis kaks tabelit langevad adra ja saame 4 erinevat tabelit, mis on ka allpool
ara toodud:

xle a b ¢ xle a b ¢ xle a b ¢ xle a b ¢

ele a b c ele a b ¢ ele a b ¢ ele a b ¢

ala € ¢ b ala € ¢ b ala b ¢ ¢ ala ¢ ¢ b

b|b ¢ ¢ a b|b ¢ a ¢ b|b ¢ ¢ a b|b ¢ ¢ a

cle b a ¢ cle b e a clec € a b clec b a ¢
G G Gs Gy

Kui aga vaatame niiiid eelnevaid tabeleid hoolega, siis méarkame, et kujutused

[ Gy—Gs,  (fle), f(a), f(D), f(c)) = (,b,a,c)
g: Gy — Gy, (g(e),9(a),g(b),g(c)) = (g,¢,b,a)

osutuvad isomorfismideks, mitottu Gy = G3 = (4. Jérelikult leidub isomorfismi tédpsuseni ainult 2
erinevat neljaelemendilist rithma (G, ja Gs). O

Ulesanne I.4. Olgu G = {ai, ..., a,} 16plik Abeli riihm ja ¢ = a; * ... x a,. Toestada, et cxc = ¢,
kus € on rithma G iihikelement.

Lahendus: Kehtigu iilesande eeldused (G loplikust on vaja, et leiduks ¢ € G). Olgu a; € G
(h € {1,...,n}). Kuna G on riihm, siis péérdelement a,' = a), € G. Kuna G on Abeli rithm, siis
voime korrutises elemente imberjirjestada. Seega kehtib

cC = (a1 ... Qp1apapt1 - - - an)(al .. Qp—10Eagtq - - - an)
= apag(ay ... ap_1Gpe1 - ap)(a1 ... Qp_1Gk11 - .. Qp)
=c(ay...ap1aps1 ... an)(a1 ... Qp_1Q11 ... Qp) =

=(a1...ap_1Gp41 ... ap)(A1 .. Qp—1Qfs1 - - - Qp).

Analoogiliselt saame koik elemendid viia korvuti oma poordelemendiga, misjarel saamegi tulemu-
seks cc = e. U

Ulesanne 1.5. Leida koik (Z,+) alamrithmad. Kas nende alamrithmade iihisosa votmine vastab
mingile teisele algebralisele tehtele?
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Lahendus: Olgu H suvaline rithma (Z, +) mittetriviaalne alamrithm (s.t. H # {0} ja H = Z).
Téahistame siimboliga n alamriihma H vdhimat positiivset elementi. Selline n leidub, kuna igas
rithma Z alamrithmas leidub positiivseid ja negatiivseid elemente (z € H — —z € H).

Olgu h € H suvaline. Kuna (Z; +, -) on Eukleidese ring (kursusest Algebra I), saame elementi
h jaagiga jagada elemendiga n, teisisonu leiduvad tdisarvud ¢, € Z nii, et h = qn + r, kus
0 <r < n. Kuna alamriihma H on vastavalt definitsioonile liitmise suhtes kinnine kehtivad qn € H
jar =h—qn € Z. Teisest kiiljest, kuna 0 < r < n ja n on vihim positiivne element riihmas H,
saame 7 = 0. Seega h = qn, ¢ € Z ehk H =nZ = {nq | q € Z}.

Kokkuvottes saime, et iga rithma (Z, +) périsalamrithm on kujul nZ, n € N.

Olgu meil kaks alamriihma nZ ja mZ, n,m € N. Vaatleme nende iihisosa

nZNmZ=A{z|(n|z)&(m|z)}.

Eelnevast niieme, et kehtib valem nZNmZ = VUK (n, m)Z, kus VUK (n,m) on arvude n, m vihim
ithiskordne. O

Ulesanne 1.6. Leidke ringide Z ja Z; kéik pooratavad elemendid.

Lahendus: Ringi Zg koiki pdoratavaid elemente on lihtsaim leida selle ringi korrutamise
Cayley tabelist. (Selle Cayley tabeli vélja kirjutamine on ka kasulik, et saada tédielikku arusaama,
mis selles ringis toimub.) Seega siin ta on:

N
@]
Nej

Siit tabelist on néha, et ringi Z;o pooratavad elemendid on 1 (171 =1),3 (371 =7),7 (77! =3)
ja 9 (97! = 9). Eelnev on kooskolas Arvuteeoria kursuses opetatava tingimusega, et element @ on
ringis Z, pooratav parajasti siis, kui SUT(a,n) = 1.

Ringi Z- korral voib ka Cayley tabeli teha, kuid méistlikum oleks meenutada Algebra I kursusest,
et ring Z,, on korpus parajasti siis, kui n on algarv. Kuna 7 on teadupoolest algarv, siis Z7 on korpus
ning vastavalt korpuse definitsioonile on koik nullist erinevad elemendid pooratavad. 0

Ulesanne 1.7. Kas saab leida niidet ringist R iihikelemendiga 1 # 0 ja tema alamringist A
tihikelemendiga 14, kus 14 # 0 ja 14 # 17
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Lahendus: Vastavalt alamringi definitsioonile ei saa sellist olukorda olla. Alamring peab ole-

ma kooskolas koigi oma iilemringi tehetega, sealhulgas 0-aarse iihikelemendi fikseerimise tehtega.
OJ

Ulesanne 1.8. Kas ring, mis ei ole korpus, véib sisaldada alamkorpust?

Lahendus: Jah. Niiteks poliinoomide ring K[X], kus K on mingi korpus. Ring K[X] ei ole
korpus, kuna iihelgi mittekonstantsel poliinoomil (s.t. deg(f) > 1) ei leidu pooérdelementi. See
asjaolu tuleb valemist

Vf,g € K[X]: deg(fg) = deg(f)+ deg(yg).

Samas ring K |[X] sisaldab korpust K alamkorpusena, kui konstantsete poliinoomide hulk:
K[X]>K={feK[X]|f=0V deg(f) =0}

(Stimbol > téhistab range sisalduvusega iilemstruktuuri.) U

Eelneva iilesande lahenduseks sobib ka ndide C < H, kus C on kompleksarvude korpus ja H
kvatenrioonide ring. Kvaternioonid on kompleksarvude (ja seeldbi ka reaalarvude) {ildistus. Kvater-
nioonid avalduvad kujul z; + jzo, kus 21,29 € C ja j on kvaterniooniihik, mis rahuldab tingimusi
j? = —1jaij = —ji (i on ’tavaline’ kompleksarvudest tuntud imaginaariihik). Ainaiiksi viimasest
arvutuseeskirjast on niha, et kvaternioonide korrutamine ei ole iildjuhul kommutatiivne, mistottu

H ei ole korpus.

Ulesanne 1.9. Olgu X mittetiihi hulk ja P(X) tema alamhulkade hulk. Defineerime hulga X
alamhulga A korrutised korpuse Z, elementidega vordustega 1A = A ja 0A = @. Kas hulk P(X)
on vektorruum iile Z,, kui liitmise osas vaadelda stimmeetrilist vahet A?

Lahendus: Jah. Selles voib veenduda kontrollides vektorruumi aksioome, mis on véga lihtne.
OJ

Minu arust on eelmises iilesandes tegemist huvitava niitega vektorruumist.
Ulesanne 1.10. Leidke vektorruumi Rg[X] vektorite siisteemi
=X+ X" fo=X43X"— X, f5=X°—2X"+ X, f, = X0 —4X*+2X
lineaarse katte moode ja baas.
Lahendus: Uurime, mis on siisteemi S := {f1, f2, f3, f1} astak. Kasutades ruumi Rg[X]| ka-
noonilist baasi {X°, X X4 X3 X2 X 1}, saame esitada antud vektorid koordinaat-kujul. Kogume

need kujud maatriksisse, kus igale veerule vastab iiks vektor, ning teostame selle maatriksiga ele-
mentaarteisendusi:

10 1 00 0 0 1 1 0 1 1 0
10 3 00 -1 0)-I [0 2 -1)(-1) ([0 -2 1

10 -200 1 0of-1—=|0 -3 1 -0 -3 1 —
10 -400 2 0o-1 \0o -5 2 0 —5 2/ —II
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1 1 0 1 1 0 1 1 0
0 -2 1 0 -2 1 0 -2 1
—{0 -3 1 =0 -3 1)+ =0 0 3
0 -3 1/ -1 0 0 0 0 0 0

(Vahepeal jitsin viilja null-veerud, kuna nad ei méngi lineaarse s6ltumatuse uurimises mingit rolli).
Eelnevast saame, et rank(S) = 3. (Alles jisinud maatriksi determinant on vordne 1-(—=2)-2 =
—5 # 0, kuna tegemist on kolmnurkmaatriksiga).

Kokkuvottes ndeme, et kiisitud lineaarkatte moode ehk dimensioon

dim span(S) = rank(S) = 3.

Antud maatriksarvutusest on nidha ka, et lineaarkatte baasiks sobib {f1, fo, f3}. O

Eelmise iilesande juures muidugi ilmselt on voimalik ka naha, et fy = fi1 — fo + f3 ning seejérel
kontrollida, et {fi, f2, f3} on lineaarselt soltumatu siisteem. See lahendus on muidugi siintoodust
lithem. Kuid pedagoogilistel pohjustel tahtsin voimalikult {ildise lahendusskeemi anda.

Ulesanne* 1.11. Kas ring, milles kehtib samasus 2® = z, on kommutatiivne?
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Praktikum II Homomorfismid ja isomorfismid

Ulesanne I1.1. Toestage, et kujutus ¢: 6 — cos #4isin# on homomorfism rithmast (R; +) rithma
({z € C||z| =1};-). Leidke homomorfismi ¢ tuum Ker 1.

Lahendus: Téhistame S; := {z € C | |z| = 1} (tdhistus tuleb sellest, et antud hulk on
tihikringjoon komplekstasandil). Olgu 6,0, € R, siis

(0 + 0y) = cos(By + 0y) + isin(fy + 0) = ' O1102) — (01102 — 4,9, )4)(6s).

Seega on v rithmade homomorfism. (Eelnevas leidis kasutust de Moivre valem).
Leiame tuuma Ker ). Olgu 6 € Ker v, siis

1=4(0) =cosf+isinf =’ = 0=2mn, (ne€Z).
Jarelikult Kerv) = {27n | n € Z}. Siit saame muuhulgas jareldada, et homomorfism 1 ei ole
injektiivne. 0

Ulesanne II.2. Leida kéik rithma (Z, +) endomorfismid.

Lahendus: Olgu ¢: Z — Z aditiivne endomorfism (s.t. liitmise suhtes homomorfism, mille
ldhte- ja sihthulk langevad kokku). Téahistame n := ¢(1) € Z. Votame suvalise m € Ny, siis

qb(m):gb(Zl) :Zgb(l):Zn:nZl:nm.

k=1 k=1 k=1
Seega ahend ¢|y,: N; — Z kditub kujul m — nm. Niiiid peame uurima, kuidas kujutus ¢ kiitub
hulgal {...,—2,—1,0}. Kuna ¢ on endomorfism, siis
»(0) =0 = n0,
¢(=m) = =p(m) = —(nm) = n(-m),  (m € No).
Seega endomorfism ¢: Z — Z, avaldub kujul z — nz, kus n € Z. Vastavalt meie konstruktsioonile
ei saa teistsuguseid endomorfisme Z — Z olla. Kokkuvottes End((Z,+)) = {z—nz |n€Z}. O

Viisakusest voiks ka igaks juhuks kontrollida, kas eelnevalt konstrueeritud ¢ on ikka endomor-
fism. See jireldub eelnevast konstruktsioonist, kuid kontrolliks v6ib seda kontrollida. (See kontroll
on véga lihtne.)

Ulesanne T1.3. Téestada, et riithm (Q, +) ei ole isomorfne riihmaga (Q\{0},-).
Lahendus: Vaatleme rithmi (Q,+) ja (Q\{0},-). Oletame vastuviiteliselt, et eksisteerib riih-

made isomorfism ¢: Q — Q\{0}. Kuna ¢ on bijektiivne, leidub ratsionaalarv ¢ € Q\{0} nii, et
t(q) = —1. Tulenevalt ¢« homomorfsusest, saame

= (45 -3 () ()~ ()"
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Kuna %q on ilmselt ratsionaalarv, leidub ratsionaalarv p := L(%q) € Q nii, et p> = —1. See on
ilmselge vastuolu. b
Kokkuvottes ei leidu isomorfismi t: Q — Q\{0}. O

Ulesanne I1I.4. Olgu f: G — G’ riihmade homomorfism. Tdestada, et Im f on Abeli rithm
parajasti siis, kui zyx~ly~! € Ker f iga x,y € G korral.

Lahendus: Olgu f: G — G’ rithmade homomorﬁsm Loeme teadaolevaks, et homomorfismi
f kujutus Im f on alati rithm ning kehtib valem (ab)™' = b~ta™'.
(=) Olgu Im f Abeli rithm ja z,y € G. Paneme téihele, et

flaya™y™) = F@F)I @) = 1)) (7)) =
— F)F@(F@) )™ = Fe(F) ™ = Fu)(fy) " =

Seega xyx 1y ! € Ker f.
(<=) Kehtigu iga =,y € G korral zyx~'y~! € Ker f. Olgu &,n € Im f, siis leiduvad =,y € G
nii, et f(x) =& ja f(y) = n. Paneme tihele, et

e = flayz™'y™") = flay) fl™y™") = flay) f((yz) ") =
= flay)(flyz)™") = F2) fy) () f (@) = Enme) ™ = &ng '™

Korrutades eelnevat vordust paremalt elemendiga n ja seejérel elemendiga &, saamegi soovitud
vorduse

n§ = &
Jarelikult on Im f Abeli rithm. O

Ulesanne IL.5. Olgu G ja G’ rithmad, kusjuures G = G’. Tdestage, et kui G on Abeli rithm, siis
ka G’ on Abeli rithm.

Tooge ndide rithmadest G ja G’, kus G on Abeli riihm, aga G’ ei ole, kuid leidub riihmade
homomorfism f: G — G.

Lahendus: Olgu(: G — G’ rithmade isomorfism ja G Abeli riihm. Votame elemendid &,7 €
G’. Kuna isomorfism ¢ on bijektiivne leiduvad z,y € G nii, et £ = «(z) ja n = 1(y). Paneme téhele,
et

&n = u@)uy) = uzy) = lyz) = u(y)e(x) = n.
Jérelikult on G’ samuti Abeli rithm.

Olgu G mittekommutatiivne rithm. Tsenter Cen(G) = {c € G | cx = z¢, Vo € G} on alati Abeli
rithm. Sisestus f: Cen(G) — G on homomorfism. (Ilmselgelt ei ole kujutus f siirjektiivne.)

Olgu S5 substitutsioonide (ehk bijektiivsete kujutuste) {1,2,3} — {1,2,3} rithm (komposit-
siooni tehtega o). On teada, et S3 on mitte kommutatiivne (lihtne kontrollida). Kujutus

0+ id

2 Ly — S _
[ Zs 3 T 12 3 ;
2 1 3
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kus siimbol id tdhistab samasusteisendust. Kujutus f on homomorfism:

f(0) + f(0) = ideid = id = f(0),
1 0
werm= (7 )07 -( 1) -amr0
]

Eelmise iilesande teisel kiisimusel leidub ka triviaalne vastus. Olgu G suvaline Abeli rithma ja
suvaline G’ mittekommutatiivne rithm {ihikelemendiga e. Siis kujutus g — & on homomorfism.

Ulesanne I1.6. Olgu V; ja Vs vektorruumid iile korpuse K. Defineerida tehted hulgal
Hom(V3, V) :=={f: Vi — V4| f on lineaarkujutus}
nii, et tulemuseks oleks samuti vektorruum iile K.

Lahendus: Olgu V] ja V5 vektorruumid iile korpuse K. Defineerime hulgas Hom(V7, V5) tehted
komponenthaaval, see tihendab, et iga f, f1, fo € Hom(Vy,V3) ja k,x € K korral

(f1 + f2)(@) = fi(@) + fo(2),
(kf)(z) = kf(x) = f(kx).
On lihtne néha, et selliste tehetega osutub Hom(Vi, V5) vektorruumiks ile K. O

Vektorruum Hom(V},V;) on mitmetes matemaatika valdkondades viga oluline. Ei tohi segi
ajada, et hulk Hom(Vj, V3) on lisaks ka rithm kompositsiooni tehte o suhtes.

Ulesanne I1.7. Olgu R ring ithikelemendiga e. Toestada, et kujutus f: Z — R, mis on defineeritud
vordusega f(n) = ne, on ringide homomorfism. Leida ringi Z kujutus f(Z) := Im f.

Lahendus: Olgu R ring iihikelemendiga . Olgu n,m € Z, siis

f(1) =1le =¢,
flnm)=(nmle=e+ ... +e=(+...+¢)(e+...+¢) = f(n)f(m),
f(n+m)_(n+m)a_e+...+a_gsi...+s)+(a+...+a)/_f(n)+f(m).

Jérelikult on f ringide homomorfism.

Vaatleme hulka Imf = {r € R | 3n € Z: r = f(n)}. See hulk on alamring, kuna f on
homomorfism. Vaatleme alamringi H, mis rahuldab sisalduvust {0} C H C Im f. Kuna ¢ € H, siis
iga summa € + ...+ ¢ =ne € H, mistottu H = Im f. Seega on f kujutuseks iihikelemendi € poolt
tekitatud alamring Im f = f(Z) = (). ]

Ulesanne II1.8. Olgu R; ja R ringid ning ¢: R; — R, ringide homomorfism. Toestada, et
©(0) =0 ja p(—a) = —p(a).
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Lahendus: Olgu R; ja R, ringid ning ¢: R; — Ry ringide homomorfism. Paneme téhele, et

©(0) = (0 +0) = »(0) + »(0).

Liidame eelmisele vordusele elemendi —p(0), saame vorduse 0 = ¢(0). Niiiid saame a € R korral

p(a) +p(=a) = pla+(=a)) = ¢(0) =0,

kust saame ténu vastandelemendi definitsioonile, et —¢(a) = p(—a). O

Ulesanne I1.9. TGestage, et ringid Z[v/3] = {a + b3 | a,b € Z} ja
a 3b
=6 2)

Lahendus: Vaatleme kujutust

a,bEZ}

on isomorfsed.

v Z[V3| - R, a—I—b\/gr—)(Z ‘Zb)

Kujutus ¢ on ilmselt bijektiivne. Peame niitama, et ta on ringide homomorfism. Olgu ay, as, by, by €
Z.. Paneme téhele, et

J(1) = ((1) ?) _E,
L((ay + biv3)+(az + b2v/3)) = t(ar+as+(by + by)V3) = (
_ (al 3b1) N (az 3b2) — oy + byv/3) + tlag 1 bp3).

by @ by as

aq -+ a9 3(()1 —+ bg) _
bl + bQ ai + as

Kooskéla korrutamisega niitamiseks leiame valemi ringi Z[v/3] elementide korrutamiseks

(CLl + bl\/g)(ag + bg\/g) = (a1a2 + 3b1b2> + (a162 + blag)\/g.

Niitid
[ aaz + 3b1[)2 3(&1(92 + b1a2> o
(a1 +b1V3)(as + b2v/3)) = <a1b2 tbias  ajas+3biby )
= (" 3bi) (92 3h = (a1 + b1\/§)b(a2 + 52\/5).
b1 aq bg a9
Kokkuvottes on ¢ ringide isomorfism. 0

Ulesanne I1.10. Téestada, et 16plikumodtmelise vektorruumi iga siirjektiivne lineaarteisendus on
selle vektorruumi automorfism. Kas sama viide kehtib ka lopmatumootmelise ruumi korral?
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Lahendus: Olgu V' 16plikuméotmeline vektorruum iile korpuse K (t&histame n := dim V)
ja f: V — V siirjektiivne lineaarteisendus (ehk homomorfism). Tahistame ruumi V' baasi B =
{€1,...,€,}. Kuna f on siirjektiivne, saame valida vektorid ey, ..., e, € V nii,et e, = f(e1),..., €, =
f(en). Naitame, et vektorite siisteem C := {ej,...,e,} on lineaarselt soltumatu. Selleks valime
ai,...,a, € K nii, et aye; + ...+ aye, = 0. Paneme tahele, et

0= flarer + ... +ane,) =arfler) +...+anflen) =ateg + ... + anep,

seega a; = ... = a, = 0, kuna €y, ..., €, on lineaarselt soltumatud. Jarelikult on vektorite siisteem
C lineaarselt soltumatu, mistottu ka ruumi V' baas.
Votame v = (vq,...,0,)c, w = (wq,...,w,)c € V nii, et f(v) = f(w). Sel juhul

0= f(v) = flw) = flv—w) = f((v1 —wa)er + ...+ (o — wn)es) =
= (v —wy)f(er) + ...+ (v, —wy) flen) = (11 —wr)er + ... + (v, — Wy )ép.

Jarelikult vy —w; = ... = v, — w, = 0, kust saame vy = wy,...,v, = wy ja seetottu v = w.
Kokkuvottes oleme saanud, et f on ka injektiivne, mis teeb temast vektorruumi V' automorfismi
(f € Aut(V)).

Lopmatumdotmelisel juhul juhul see viide ei kehti. Anname kontranéite. Vaatleme jadaruumi
RY = {(az)ren | ax € R}. Ruum RY on I6pmatumdotmeline vektorruum iile korpuse R, kus tehted
on defineeritud komponenthaaval. Kujutus

f: RN -5 RN, (a1, as,as,...) — (ag,as,ay,...)
on siirjektiivne homomorfism, aga ilmselt ei ole ta injektiivne. U

Ulesanne* I1.11. Tdestada, et iga vihemalt kolmeelemendiline 16plik rithm omab automorfismi,
mis ei ole samasusteisendus. Kas sama véide kehtib ka I6pmatute rithmade korral?
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Praktikum III Faktorrithmad. Faktorringid

Ulesanne III.1. TGestada, et rithma G tsenter Cen(G) = {¢ € G | cx = xz¢, Yo € G} on selle
rithma normaaljagaja.

Lahendus: Olgu G riihm. Kuna vastavalt rithma definitsioonile ndeme, et iihikelement ¢ &
Cen(@), siis tsenter Cen(G) ei ole tithi. Kehtigu h, hy, hy € Cen(G) ja g € G, siis

h_lg = h_lge = h_lghh_1 = h_lhgh_1 = gh_l,
(h1h2)g = hi(h2g) = hi(gha) = (hig)ha = (gh1)ha = g(hihy),

mistottu A1, hyhy € Cen(G). Jirelikult on tsenter Cen(G) rithma G alamriihm.
Olgu h € Cen(G), siis vastavalt tsentri definitsioonile element A kommuteerub iga rithma G
elemendiga. Olgu g € G suvaline, siis

g 'hg =g 'gh = h € Cen(G).
Seega tsenter Cen(G) on rithma G normaaljagaja. O
Ulesanne IT1.2. Leidke rithma (C*,-) korvalklassid alamriihma
U={z€C||z| =1}

jargi. (Siin C* := C\ {0}.)

Toestage, et rithma C* faktorrithm U jargi on isomorfne rithmaga (R, -).

Lahendus: Vaatleme rithma U rithma (C*,-) alamrithmana. Hulk U on toesti alamrithm,
kuna iga z, 21, 2o € U korral

7=z t=11=1 = 21U,
‘2122’ = ‘ZlHZQl =1-1=1 = z2 € U.

Vastavalt loengukonspekti [1] lausele 1.42 teame, et a,b € C* korral aU = bU parajasti siis, kui
a~'b € U. Paneme tihele, et

atbeU = 1=|a'b|=|a"|-b|=|a| ™ |b] = |a| = |b].
Jarelikult suvaline korvalklass alamriihma U jargi avaldub kujul
alU ={z € C| |z| = |al}, (a € C).
Teadupoolest saame niiiid radkida faktorrithmast C*/U = {aU | a € C}. (Selle rithma tihikelement

on U = 1U.)
Vaatleme niiiid rithma (RT,-) (positiivsete reaalarvude rithm). Defineerime kujutuse

v RY — C*/U, u(r) :==rU.
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Niitame, et ¢ on rithmade homomorfism ehk ta on kooskélas selle rithma teh(e)tega, olgu 71,y € RT

t(rirg) = (rr)U = (rU)(rU) = u(ry)e(rs),
(1) = U = U). (1)

Uurime kujutuse ¢ injektiivsust. Olgu r1,79 € RY sellised, et 1 # ro, sel juhul ka |rq| # |rol.
Jarelikult

t(r1) =rU # roU = 1(rg),

mistottu ¢ on injektiivne.

Niitid vaatleme suvalist korvalklassi aU € C*/U. Vastavalt kompleksarvu moodulile |a| € RT.
Jarelikult kehtib aU = ¢(]a|), mistottu ¢ on ka siirjektiivne.

Kokkuvottes oleme nédidanud, et ¢ on bijektiivne rithmade homomorfism ehk rithmade isomor-
fism, mistottu (C*/U,-) = (R*, ).

Loodetavasti saate intuititvselt sellest tilesandest aru, et ei kompleksarvule z € C vastav ekvi-
valentsiklass on ringjoon komplekstasandil, mille keskpunkt on 0 ning, mis libib kompleksarvu z.
Isomorfism v seab aga igale positiivsele reaalarvule r € R wvastavusse ringjoone komplekstasandil,
mille keskpunkt on 0 ning raadius on r. U

Markus 1. Rithma puhul ei ole tegelikult vaja kontrollida homomorfismi kooskola iihikelemendiga
(rida (1)), kuna see jareldub kooskolast riihma tehtega. Kuid universaalalgebra kontekstis (s.h.
monoidide korral) on vaja kontrollida ka kooskdla koikide null-aarsete tehetega.

Ulesanne III.3. Leida faktorrithma (Zs x Z5)/((2,0)) Cayley tabel. Kas see meenutab méne
lihtsama riithma oma?*

Lahendus: Meenutame, et vaatame siin iilesandes rithmi liitmise suhtes. Koigepealt kirjutame
valja antud alamriihma:

Niitlikustamiseks kirjutan niiiid vélja koik faktorriithma (Z, x Z3)/((2,0)) elemendid (kasutades
standardset tdhistust — kirjutades ekvivalentsiklassi esindaja kandiliste sulgude vahele)

[(0,0)] = (0,0) +((2,0)) = ((2,0)),

(0, D] = (0,1 +({(2,0) ={21,(0,D},

(T,0)] = (1,0) + ((2,0)) = {(3,0), (1,0)},

(LD = (LD +{20)={G1, (LD}

[(2,0)] = (2,0) +({(2,0)) = {(0,0), (2,0)} = [(0,0)],
(2, D] = (2D +{2,0)={0,1),2D}=[0,1)],
(3,0)] = (3,0) +({(2,0)) = {(1,0), (3,0)} = [(1,0)],
(3D =G +(2,0)={11),6 D} =[TI)]

'Rithmade otsekorrutist vaatleme tipsemalt jirgmises praktikumis.
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Nagu niha, siis faktorriihmas (Zs X Z3)/{(2,0)) on 4 elementi. Niiiid saame viilja kirjutada selle
faktorriihma Cayley tabeli

4 LIO,0] [(0,D] [(L,0)] [(1,1)]
[(0,0)] | {(0,0)] (0, D] [(1,0)] [(L,1)]
[0, D] 110, D] [(0,0)] (L, D] [(L,0)] .
[(L,O)] | [(1,O)] [(T, D] [(0,0)] [(0,1)]
(L, D], D][T0] [0, 1)) [(0,0)]
Nagu ndha on see rithm isomorfne rithmaga Zy x Zs. 0

Ulesanne III.4. Téestage, et normaaljagajate iihisosa on normaaljagaja.

Lahendus: Olgu G riihm ning H; ja H, tema normaaljagajad. Uurime hulka H; N Hy. Koi-
gepealt veendume, et hulk H; N H, ei ole tiithi. Kuna H; ja Hy on riihma G alamriithmad, siis
ithikelement ¢ kuulub molemasse alamriihma, mistottu e € Hy N Ho.

Veendume, et H; N Hy rahuldab normaaljagaja tingimust. Olgu h € Hy N Hs ja g € G, siis

heH &heH, = g'hgeH &g'lhge H, = g 'hge HiN H,.

normaaljagajad

Analoogilise argumendiga saab veenduda, et iihisosa H; N Hy on alamriihm. Kokkuvottes oleme
ndidanud, et H; N Hy on G normaaljagaja. O

Téahistame jargmised ruutmaatriksite rithmad (korrutamise suhtes):

GL,(R) := {A € Mat,(R) | det(A) # 0} (regulaarsed maatriksid),
SL,(R) := {A € GL,(R) | det(A) = 1}.

Ulesanne II1.5. Téestage, et rithm SL,(R) on rithma GL,(R) normaaljagaja ja rithma GL,(R)
faktorriihm normaaljagaja SL, (R) jirgi on isomorfne rithmaga (R*,-), kus R* := R\{0}.

Lahendus: Olgu n € Nj. Ilmselt leidub regulaarseid maatrikseid (n#iteks iihikmaatriks), mis-
tottu SL,(R) ei ole tiihi. Olgu A, B € SL,(R), siis

det(A™') = (det(A)) ' =1"1=1 = A ' e SL,(R),
det(AB) = det(A)det(B) =1-1=1 = AB € SL,(R).

Jarelikult on SL,(R) rithma GL, (R) alamriithm.
Olgu niiid A € SL,(R) ja G € GL,(R) (regulaarsed maatriksid on parasjagu pooratavad
maatriksid). Kasutades determinandi omadusi, saame

det(GT'AG) = det(G™1) det(A) det(GQ) = (det(G)) " det(G) = 1.

Jérelikult G™'AG € SL,(R). Kokkuvéttes on SL,(R) riithma GL,(R) normaaljagaja.
Niiiid anname faktorrithma GL,(R)/ SL,(R) suvalise elemendi kirjelduse:

[C] = CSL,(R) = {A € Mat,(R) | det(A) = det(C)},  (C € GLo(R)).
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Defineerime kujutuse
t: GL,(R)/SL,(R) — R, L([C]) := det(C).
Analoogiliselt iilesandega II1.2 on lihtne nidha, et kujutus ¢ on isomorfism. 0

Ulesanne III.6. Kas jirgmiste ringide mittepdoratavate elementide hulk on ideaal: a) Z, b) Zg?
Kas neid ringides leidub veel ideaale? Kui leidub, siis leida faktorring nende jargi.

Lahendus:
a) Vaatleme ringi Z. Selle ringi mittepéoratavate elementide hulk on Z\{1, —1}. Votame 2, —3 €
Z\{1, —1}, vaatame nende summat

24 (=3) = —1¢7Z\{1,—1}.

Seega Z\{1, —1} ei ole liitmise osas kinnine, jarelikult pole see ka rithma (Z,+) alamrithm,
seega pole Z\{1, —1} ringi Z ideaal.
Paneme tédhele, et ringi Z ideaalid on parajasti hulgad nZ, kus n € Z. Eelnevast teame, et

Z\nZ = L.

b) Vaatleme ringi Zg. Selle ringi mittepooratavate elementide 6 g % % g % g
hulk on H := {0,2,3,4}. Kuna 2+ 3 =5 ¢ H, siis hulk H 110133 71¢

ei ole ringi Zg ideaal. 5103103 1
Paneme téhele, et ringil Zg leidub kaks mittetriviaalset 31335530 3
ideaali: 2Z¢ = {0,2,4} ja 3Z¢ = {0,3}. Vahetu kontroll 1101303753
néitab, et Zﬁ/(2Z6) = ZQ ja Z6/(3Z6> = Z3. 3 6 S Z g Q T

Ringi R ideaali I nimetatakse parempoolseks peaideaaliks, kui leidub element a € R nii, et
I = aR. Vasakpoolne peaideaal defineeritakse analoogiliselt (I = Ra). Kommutatiivse ringi korral
langevad need terminid kokku ja ridgitakse lihtsalt peaideaalidest.

Ulesanne IT1.7. Leida Gaussi tdisarvude ringi G = {a + bi | a,b € Z} faktorring peaideaali (3)
jargi.
Lahendus: Kirjutame vilja elemendi 3 poolt tekitatud peaideaali
(3)=3G={32|2€G} ={3a+1i3b|a,be L}
Nieme, et (3) on tdesti ideaal, sest suvaliste a, a1, as, b, by, by € Z korral kehtivad
—(3a; +13by) = 3(—ay) +13(=by) € (3),

(3(11 + Z3b1) + (3@2 + ’L?)bg) = 3(&1 + CLQ) + Z3<b1 + bg) S <3>,
(a +1ib)(3a; + i3by) = 3(aa; — bby) + i3(aby + a1b) € (3).

Vaatleme faktorringi G/(3). Uurime, millal kehtib [z1] = [22], kus [z1], [22] € G/(3). Paneme téhele,
et
[71] =[] <= 21+ 3)=2+8) <= 21— € (3) <= Jwe G: z; — 2 = 3w.



III. FAKTORRUHMAD. FAKTORRINGID 19

Tahistame 2y := a; + iby, 25 1= ag + by ja w = « + i, kus ay, as, a, by, be, B € Z. Niiiid méirkame,
et eelneva pohjal

21—22:((11—@2>+i(b1—b2):3054—@'3&:3’(0 - al—a2:3a&bl—b2:36.

Jarelikult kehtivad 3 | a3 —as ja 3 | by —by. Mérkame siin sarnasust jadgiklassiringidega ja jareldame,
et
[21] = [22] <= Rez; =Rez & Imz =Imz (mod 3).

Kokkuvottes ndeme, et G/(3) = Zs + iZs. O

Ulesanne II1.8. Olgu I = (X, 2) poliinoomide X ja 2 poolt tekitatud ideaal ringis Z[X]. Toestage,
et

1. I koosneb koigist paarisarvulise vabaliikmega poliinoomidest;

2. faktorring Z[X]/I on isomorfne jadgiklassikorpusega Zs.

Lahendus:
1. Vaatleme ringi Z[X|. Vastavalt (universaal)algebra lineaarkatte definitsioonile kirjutame

(X,2) ={Xf+29]| f g€ ZX]}.

Vaatleme suvalist elementi X f+2g € (X, 2). Ilmselt ei saa elemendi X f +2g vabaliige soltuda
liidetavast X f. Nagu niha, siis elemendi X f + 2¢ vabaliige on kujul 2gq, kus gy on poliinoomi
g vabaliige, ning 2¢o on ilmselt paarisarv. Olgu z = 2, X™ + ... + 21X + 29 € Z[X] suvaline
selline poliinoom, kus zy on paarisarv, siis

2= X (X" )+ 2% € (X,2).

Jarelikult kuuluvad ideaali (X, 2) parasjagu paarisarvulise vabaliikmega poliinoomid.
2. Vaatleme faktorringi Z[X]/I. Olgu f, g € Z[X], siis

[f1=1lg] = F—ge(X2)

Tingimus f — g € (X, 2) on samavéairne sellega, et poliinoomi f — g vabaliige on paarisarv,
kusjuures poliinoomi f — g vabaliige avaldub fy— go, kus fy on poliinoomi f vabaliige ja gy on
poliinoomi g vabaliige. Jarelikult kehtib [f] = [g] parajasti siis, kui fy — go on paarisarv. Vahe
fo — go on paarisarv parajasti siis, kui arvud fy ja go on molemad korraga kas paarisarvud
voi paaritud arvud. Jarelikult kehtib

go =0 (mod 2)}} :

Z[X]/(X,2) = {{ngxk g =1 (mod 2)} : {ngxk
L Z[X]/<X7 2> — Lo, L([Q]) =9 (mOd 2)7 (g S Z[X])

Defineerime kujutuse

Lihtne on kontrollida, et + on isomorfism.
O

Ulesanne II1.9. Olgu (n) naturaalarvu n > 1 poolt tekitatud peaideaal ringis Z[X]. Toestada, et
faktorring Z[X]/(n) on isomorfne ringiga Z,[X].



20 ALGEBRA II (siigis 2024)

Lahendus: Olgu n > 1 naturaalarv. Vaatleme arvu n poolt tekitatud peaideaali ringis Z[X]|

(ny = nZ|X| = {Znaka

k=0

k* € N, akeZ}.

Taaskord uurime, millal kaks ekvivalentsiklassi [f], [g] € Z[X]/(n) on vordsed:

max{ky,kg}

f1=1l9] = [f—-9= Z (fx — 1) X" € (n),

k=0

kus f = Z:f:o feXFja g =S8 g, X* (kummaski poliinoomis loeme puuduvad kordajad vordseks
nulliga). Analoogiliselt iilesandega II1.7 saame, et [f] = [g] kehtib parajasti siis kui iga indeksi k
korral kehtib n | fi — g. Siit saame tingimuse

fl =1lg9] <= Vke{0,... max{ks, ks}}: fr—9x =0 (mod n),
mistottu Z[X]/(n) = Z,[X]. O
Ulesanne T11.10. Téestada, et korpuse K ainsad ideaalid on {0} ja K.

Lahendus: Olgu K korpus ja H tema selline ideaal, et {0} C H. Olgu k € K suvaline.
Votame elementi h € H nii, et h # 0. Kuna K on korpus, leidub pddrdelement A~ € K ning
kh~! € K. Kuna ideaal on suvalise skalaariga? korrutamise suhtes kinnine, saame

(kh")h =k(h™'h) =k c H.
Kuna £ oli suvaline, siis saame vorduse H = K. [l

Ulesanne* I11.11. Olgu I kommutatiivse ringi R ideaal. Toestada, et faktorring R/I on igal juhul
kommutatiivne ja omab iihikelementi parajasti siis, kui leidub element e € R selliselt, et er —r € I
iga r € R korral.

2Korpuse elemente nimetatakse vahel skalaarideks.
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Praktikum IV  Otsekorrutised ja otsesummad

Ulesanne IV.1. Toestada, et kompleksarvude multiplikatiivne rithm (C\{0},-) on positiivsete
reaalarvude alamrithma (R, ) ja alamriihma U = {z € C | |z| = 1} otsekorrutis.

Lahendus: Koigepealt meenutame, kuidas rithmas (U, ) toimub korrutamine. Olgu z € U,
saame selle esitada eksponentkujul z = €?, kus 6 := arg 2. Teadupoolest kiib rithmas U korrutamine
vastavalt valemile

2179 = €012 = i (01402) (21 = €, 2y = €2 € U).
Vaatleme niiiid otsekorrutist R x U. Vastavalt otsekorrutise definitsioonile kehtib
(rl,eiei) . (?"2, €i92) = (7’1?"2, eielew?) = (T1T2,€i(91+62)) , (r,r €R; ewl,eie2 el).

Kui tihistada (r, ) =: re?; siis oleme saanud vastavalt eelnevale reale téipselt nullist erinevate
kompleksarvude korrutamise eksponentkujul, mistottu kehtib R* x U = C\{0}. Kusjuures esimene
otsekorrutise tegur R™ annab kompleksarvu mooduli ja teine tegur U annab sisuliselt kompleksarvu
argumendi. O

Markus 2. Kui lubada eelmise iilesande otsekorrutise esimesse tegurisse ka reaalarvu 0 ning faktori-
seerides selliselt, et koik mooduliga 0 olevad kompleksarvud on vordsed, saame kogu kompleksarvude
multiplikatiivse poolriihma (C, ).

Vastavalt loengukonspekti [1| néitele 1.74, saab igat Abeli rithma vaadelda moodulina iile t&is-
arvude ringi Z. Seega saame ridkida ka Abeli rithmade otsesummast, kuigi loengukonspektis on
see defineeritud vaid moodulite korral.

Ulesanne TV.2. Olgu B Abeli rithma A alamrithm. Toestada, et selline alamriihm C < A, et
A = B+ C, leidub parajasti siis, kui saab leida niisuguse homomorfismi f: A — B, et f(z) ==z
iga = € B korral.

Lahendus: Olgu A Abeli rithm ja B < A alamriihm.

( = ) Leidugu alamrithm C' < A nii, et A = B + C. Sel juhul leiduvad iga a € A korral
iiheselt maaratud elemendid b, € B ja ¢, € C nii, et a = b, + ¢,. Defineerime kujutuse f: A — B,
f(a) = f(by + cq) := b,. llmselt iga b € B korral kehtib b = b + 0, seega f(b) = b nagu tahetud.
Olgu a; = by + c1,a3 = by + ¢ € A, siis

f(a1 + CZQ) = f((bl + Cl) + (bg + CQ)) = f((bl -+ bz) + (Cl + CQ)) = b1 + b2 =
= flbi+ 1) + fby + 2) = flar) + f(az).

Jéarelikult on f homomorfism, mis rahuldab iilesande tingimusi.
(<) Leidugu homomorfism f: A — B selline, et f|g(b) = b, iga b € B korral. Sel juhul
kehtib iga a € A korral (f o f)(a) = f(f(a)) = f(a), kuna f(a) € B. Tdhistame hulga

C:={ceA|JacA:c=a— f(a)}.
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On selge, et kui ¢y, ¢y € C, siis leiduvad ay, as € A nii, et ¢; = a1 — f(a1) ja ca = ag — f(az). Paneme
tahele, et

cr+ e = (a1 — fa1)) + (ag — f(az)) = (a1 + az) — (f(a1) + f(az)) = (a1 + a2) — fla1 + a2) € C,

seega C' alamriihm. Lisaks kehtib tingimus

flar) = flar = flar)) = fla1) — f(f(a1)) = flar) — far) =0,

mistottu f(C) = {0}.
Vaatleme summat B + C. Olgu a € A, siis kehtib

a=a+ f(a) = fla) = fla) + (a = fla)) € B+ C,

jarelikult kehtib A = B + C.

Olgu a € A ja kehtigu a = b+ ¢, kus b € B ja ¢ € C. Peame niitama, et see esitus on iihene.
Oletame vastuviiteliselt, et leiduvad veel elemendid b, € B ja ¢; € C nii, et by # b, ¢; # ¢ ja
a = by + ¢;. Paneme téhele, et

0=f(0)=fla—a)=f((b+c)=(br+c1))=f((b—b1) +(c—cr1)) =
=flb—b)+ flc—c))=b—b +0=0b—by,

jarelikult b = by. Seega c=a—b=a —b; = ¢y. &
Kokkuvottes on esitus a = b + ¢ ithene, mistottu A = B + C. 0
Kui R on ring, siis iga tema ideaal on — vastavalt definitsioonile — kinnine molemalt poolt

ringi R elementidega korrutamise suhtes. Seega voib iga ideaali I < R vaadelda kui vasak- (voi ka
parempoolset) moodulit iile ringi R. Seetottu voime radkida ringi ideaalide otsesummast.

Ulesanne IV.3. Olgu R kommutatiivne ring, I, I; ja I, selle ideaalid. Toestada, et kui I = I, + I,
siis ]1]2 = {k’h | ke Ily h e ]2} = {0}

Lahendus: Kehtigu iilesande eeldused ja I = I} + I. Kuna I; ja I, on ideaalid, on nad ringi
R elementidega korrutamise suhtes kinnised. Olgu k € I ja h € I, siis kehtivad

khel, <= hel,CR,
khel, < kel CR,

seega kh € I, N I, mistottu [11, C I; N I,. Kuna ideaalid I; ja I, moodustavad otsesumma, siis,
vastavalt loengukonspekti [1] teoreemile 1.81, teame, et I; N [y = {0} ja jarelikult ka I, I, = {0}. O

Ulesanne IV.4. Esitada jirgmised ringid parisideaalide otsesummana (kui voimalik): a) Zo, b)
ZlQ7 C) 7.
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Lahendus:
parisideaalid ning iga element ringist Zo avaldub ideaalide 2Zy, ja 5Z1o elementide summana.
Kuna 2210 N 5Z10 = {6}, siis kehtib ZlO = 2210 —I— 5Z10.
b) Vaatleme ringi Z;2. Analoogiliselt iilesandega eelmise osaga saame vorduse Zjy = 3Z12 + 472,
kus 3Zy» = {0,3,6,9} ja 4Z15 = {0, 4, 8}.
c¢) Esimesest praktikumist teame, et ringi Z koik aditiivsed alamrithmad peavad olema kujul nZ,
kus n € N. Oletame, et leiduvad ideaalid nZ ja mZ nii, et nende otsesumma on Z. Siis peab

nende ideaalide iihisosa olema {0}, see aga on véimatu kuna VUK(n,m) € nZ N mZ.
U

Ulesanne IV.5. Toestada, et n-mootmelise vektorruumi V iga alamruumi Ly jaoks leidub tdiend,
s.t. selline alamruum Lo, et V = Ly + Ly. Kas selline alamruum L, on iiheselt maaratud?

Lahendus: Olgu V vektorruum, n = dimV ja L; C V alamruum. Olgu By := {e1, ..., e},
kus & < n mingi ruumi L, baas. Taiendame selle ruumi V' baasiks B := {e1,... €, €, 1, €.}
(Seda saab alati teha, valides baasi eelnevatega lineaarselt soltumatuid vektoreid.) Téhistame Ly :=
span(€y,q,...,€,), siis on ruumi Ly baasiks By := {€},,,...,€,}. Suvalise vektori v € V' saame

esitada baasis B
v=(bieg + ...+ bye) + (bgs1€q + ... + bney,) € Ly + L.

Seega V = L1 + Ls.
Niiiid olgu w € Ly N Ly, siis w = (B1, ..., Br)s, = (Bp1s- - - Br) B, Jarelikult

O0=w—w=per+ ...+ Brex + (=By1)€pr + -+« + (=57) i1

Kuna vektorid €;,..., €y, €,,4,...,€, on koik lineaarselt soltumatud, siis #; = ... = fp = =, =

... = —p =0, mistottu w = 0. Seega L1 N Ly = {0} ja summa L; + Ly on otsesumma.
Alamruumi L, tdiend L, ei ole {iheselt madratud, kuna ruumi L; baasi on mitmel viisil véimalik

tdiendada ruumi V' baasiks. (]

Ulesanne IV.6. Olgu U ja W vektorruumi V alamruumid ja U N W = {0}. Téestada, et (U +
W)W = U.

Lahendus: Olgu V vektorruum iile korpuse K ja U, W alamruumid, mille korral UNW = {0}.
Sel juhul saame konstrueerida otsesumma U + W. Vaatleme faktorruumi (U + W)/W. Selle ruumi
suvaline element [u + w] € (U + W) /W avaldub kujul

[u+w=@u+w)+W={u+w+w | w € W}.
Uurime, millal on elemendid [u; + wy], [ug +ws] € (U + W) /W erinevad. Selleks paneme téhele, et
[ul —i—w1] = [Ug +U)2] o (u1 + UJ1) — (UQ +w2) = (u1 — UQ) + (w1 — U)Q) e Ww.

Kuna wy; — wy € W kehtib alati, siis peab elementide [u; 4+ w1] ja [us + ws] vordsuseks kehtima
u; —ug € W. Kuna aga ilmselt u; —uy € U ja UNW = {0}, siis u; — us = 0 ehk u; = uy. Seega
elemendid [u; 4+ w1] ja [uz + wsy] on vordsed parajasti siis, kui u; = us.
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Defineerime kujutuse ¢: (U + W)/W — U, [u + w] — u. Votame suvalised k € K ja [u +
w], [ug + wq], [ug + ws] € (U + W) /W, siis

t(klu 4+ w]) = u([ku + kw]) = ku = ku([u + w)]),
t([ur +wr] + [ug + ws)) = e([(ur + ug) + (wy +ws)]) = uy +uy =
L([Ul + wl]) + L([UQ + U)g])

Seega on ¢ lineaarteisendus (ehk vektorruumide homomorfism). Votame u € U, siis u = u + 0 =
t([u+0]), mistottu ¢ on siirjektiivne. Viimaseks votame erinevad [ug + w1, [ug +ws] € (U+ W) /W,
siis vastavalt vordsuse tingimusele faktorruumis (U + W) /W saame, et

t([ug +wrl]) = uy # ug = o([ug + wy)),
mistottu ¢ on injektiivne. Kokkuvottes oleme saanud, et ¢ on vektorruumide isomorfism. O

Ulesanne IV.7. Toestada, et vektorruum R™ on alamruumide

Ly :={(a1,az,...,a,) | a1+ as + ...+ a, = 0},

L2 = {(al,aQ,...,an)\alzagz...:an}

otsesumma.

Lahendus: Paneme téhele, et kuna Ly = {(a,...,a) | a € R}, siis dim Ly, = 1 (baasiks sobib

{(1,1,...,1)}); ning
n—1
Ll = {(al,...,anl,—Zak>
k=1

siis dim L; = n — 1 (baasiks sobib {(1,0,...,0,—=1),...,(0,0,...,1,—1)}). Siit saame, et

ala"'aanleR}7

dimL; +dimLy=(n—-1)+1=n=dimV.

Vaatleme iihisosa Ly N Ly. Olgu v € Ly N Ly, siis leidub a € R nii, et v = (a,...,a). Teisest kiiljest
a+...+a=mna=0, mistdottu a = 0 ja ka v = 0. Seega L; N Ly = {0} ja tinu teoreemile 1.86
saame, et L1 + Lo on otsesumma.

Ténu jireldusele 1.92 saame, et dim(L; + L) = dimL; + dim Ly = n. Kuna V on ainus
alamruum, mille dimensioon on n, saamegi siit, et L; + Ly = V. 0

Ulesanne IV.8. Toestada, et n-modtmelise vektorruum on ithemootmeliste alamruumide (aq),
(as), ..., {a,) otsesumma, kus ay, as,...,a, on selle vektorruumi mistahes baas.

Lahendus: Olgu V 16plikumddtmeline vektorruum iile korpuse K (dim 'V =: n) ja {a1,...,a,}
selle vektorruumi baas. Vaatleme alamruume

(ap) = span(ay) = {kay | k € K}, (ilmselt dim({a,) = 1),
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kus h € {1,...,n}. Olgu v € {a1) N>} _,{an), siis v = K1a1 = Y, _, Knay, mistottu
0=0v—v=(keas + ...+ Kpa,) — K1a1.

Kuna ay,...,a, on lineaarselt soltumatud, siis saame, et kK1 = ks = ... = K, = 0, mitottu v = 0.
Kuna (a;) N> ;_,{an) = {0}, siis summa »_;_,(as) on otsesumma. Ténu teoreemile 1.93 saame,
et

dim({a1) + ... + (@) =) dim{ay) = n.

Taaskord saime, et meie otsesumma dimensioon on n ja V' ise on ainus selline alamruum, mistottu

saame V = (a1) + ...+ (an). O
Nimetame vektorruumi V' lineaarteisenduse P: V — V projektoriks, kui kehtib Po P = P.

Ulesanne* IV.9. Olgu P, : V — V 16plikumosotmelise vektorruumi V projektorid, kusi = 1,. .., n.
Toestada, et kui P;o P; = 0 iga i # j korral, siis V = Im(P) + ... + Im(P,) + (N, Ker(5).
Niidata, et kehtib ka “vastupidine”, st kui Y " P, = 1y, siis P,o P; = 0 iga ¢ # j korral ja
V =Im(P)+ ... +Im(P,).

Ulesanne lopmatust otsekorrutisest ja otsesummast

Jargmine iilesanne tundus mulle esialgu pealevaadates triviaalne ja seepdrast ma ta ka siia lisasin.
Siiski juhtis tudeng U. Luhadar minu tdhelepanu asjaolule, et see pole nii lihtne kui alguses tundus.
Siinkohal esitan selle iilesande téieliku lahenduse, kuid voite arvestada, et see tegelikult on selle aine
mastaabist viljas. Uldse ei vaatle me siin aines eriti I6pmatumodtmelisi vektorruume. Koigepealt
moned markused selle iilesande kohta.

Otsekorrutisse [[;~, C kuuluvad kéikvéimalikud kompleksarvuliste litkmetega jadad (seega té-
histame [[:2,C = CY = {f: N — C}). Viline otsesumma @ .-, C on aga jadaruumi CN
alamruum, kuhu kuuluvad vaid sellised jadad, kus on loplik arv nullist erinevaid liikmeid, seetottu
&> CcIlZ, C

Ulesande lahendamiseks kasutan Erdés-Kaplansky teoreemi. Selle teoreemi toestus viilljub selle
aine raamidest. (See nouab piris tosiseid teadmisi hulgateooriast.) Toestuse idee voib leida raama-
tust 4], peatiikk 2 §7 iilesanne 3. Téhistame siimboliga #(A) hulga A voimsust.

TEOREEM 1 (Erdés-Kaplansky). Olgu K korpus ja I mingi mingi lopmatu hulk, siis kehtib
dimg (K7) = #(K)*0. (2)

Lisaks on meil vaja ka jargmist teoreemi, mille toestus lopmatul juhul kasutab Zorni lemmat.
Aines “Sissejuhatus algebra struktuuridesse” vaadeldakse natuke taolisi teemasid, s.h. toestatakse
dra, et igas vektorruumis on baas. Voimsuste (kardinaalarvudega) tegeletakse aines “Matemaatika
alused”.

TEOREEM 2. Vektorruum: V iga baas on sama voimsusega.

Ulesanne*** 1V.10. Toestada, et C kui vektorruumi iile iseenda loenduv viline otsesumma
@Y po, C el ole isomorfne otsekorrutisega [[,-, C.
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Lahendus: Niitamaks, et need vektorruumid ei ole isomorfsed, vaatleme nende baase. Otse-
summa @ Y ;- C baasiks sobib hulk

B:={(1,0,0,...),(0,1,0,...),(0,0,1,...),...}.

Kuna iga otsesumma @ Y ;- C element avaldub 16pliku summana hulga B elementidest. Markame
ka, et hulga B voimsus on loenduv ehk

dimc (@ ZC) =N,
h=1
Teisest kiiljest, kasutades Erdos—Kaplinsky teoreemi, saame
dime (H c) = dime (CV) = #(C)*M = ™ > ¢ > N,
h=1

kus ¢ tahistab kontiiniumi voimsust. Kuna nende vektorruumide dimensioonid on erinevad, siis ei
saa need vektorruumid isomorfsed olla tdnu teoreemile 2. U

Lopetuseks teen iihe méirkuse lopmatumootmeliste vektorruumide kohta.

Mirkus 3. Lopmatumootmeline vektorruum V' voib olla isomorfne oma péarisalamruumiga. Olgu K
korpus, vaatleme jadaruumi KN = [1,~, K komponenthaaval defineeritud tehetega. Kujutus

v KN — {0} x KN, (ay,az,...)— (0,a1,as,...)
on ilmselt isomorfism. Kuid hulk
{O} X KN = {(O,al,ag,...) ‘ ay,02,... € K}

on selgelt vektorruumi K périsalamruum, kuna koosneb koigist jadadest, mille esimene liige on 0.
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Praktikum V  Mitme muutuja poliinoomid. Siimmeetrilised
poliinoomid

Mitme muutuja poliinoomi f pealitkmeks nimetame tema liiget m, mille korral iga teise liikme m
korral deg(my) > deg(m) ja ms >jex m. Ilmselt on selline pealiige {iheselt madratud.
Uksliikmeid nimetatakse ka monoomideks. Ma vahel kasutan seda terminit.

Ulesanne V.1. Jagada poliinoom f = X7Y? + X3Y? — Y + 1 jidgiga poliinoomide paariga g; =
XY? - X, go = X — Y3, Jdiigiga jagamine tihendab selliste poliinoomide ¢y, g2 ja r leidmist, et

f=qg9 +qg+r,

kus kas » = 0 voi r on iiksliikmete “lineaarkombinatsioon” ja g; pealiikmed ei jaga iihtegi neist
iiksliikmetest.

Lahendus: Koigepealt jagame poliinoomi f poliinoomiga g;. Selleks paneme téhele, et g =
X (Y% —1), jagame nende teguritega eraldi.

X7Y? 4X3Y? Y 41 |XOYV2 4+ X2Y?
X7y? B

X3Y? Y +1

X3y?

=Y +1

Seega oleme saanud jagatise f = X (X°®Y? + X?Y?) + (=Y +1). Niiiid jagame saadud jagatise libi
ka poliinoomi g, teise teguriga.

X6Y2 —|—X2Y2 ‘XG +X2
X0y? —X6 T [y?-1
X?Y? +X6
X?Y? —X?
X0 +X?

Niiiid saame esitada poliinoomi f jérgnevalt:
f=X(Y?* - DX+ XH+ (X 4+ XN+ 1 -Y)= (XS + X))o + (XT+ X3 —Y +1).

Jagame eelmise esituse jadki poliinoomiga g,. Kuna see jagamine tuli paris pikk, siis see on ara
toodud lahenduste 16pus eraldi lehekiiljel. Kokkuvottes oleme saanud, et poliinoom f avaldub kujul

f= X+ X*)g+
4 (X6+X5Y3+X4Y6+X3Y9+X2—|—X2Y12 +XY5+XY15—|—Y6—|—Y18>92+
+ (=Y +1+Y?+Y?)

Nagu niha, siis iikski “jadgi” lilkmetest —Y, 1, Y? ja V2! ei jagu jagajate g; ja ¢» “leksikograafiliste”
pealiikmetega XY? ja X. 0
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Mainin, et iildjuhul ei ole viga levinud defineerida mitme muutuja poliinoomide jagamist, kuid
nii illustratsiooniks mitme muutuja poliinoomide erinevate rakenduste ja voimaluste kohta, sai
eelmine iilesanne siia pandud. Jirgmine iilesanne niitab, et taoline mitme muutuja poliinoomide
jagamise algoritm on vigagi soltuv pealiikme definitsioonist.

Ulesanne V.2. Lahendada uuesti eelmine iilesanne:
1. vahetades dra g; ja g jirjekorra;
2. kasutades “pealiikme” definitsioonis leksikograafilise asemel “korgeima astme leksikograafilist”
jarjestust, nt Y27 < X3 < Y272 < XY3.

Lahendus:
1. Vahetades poliinoomide ¢, ja go jirjekorra, saame teistsuguse tulemuse. Jagamise protseduuri
ennast pole siinkohal dra toonud. Jagades poliinoomi f poliinoomiga go = X — Y3, saame

f= XY+ X7V + XWYP + Xy 4+ XPY2(1+ V) + XYP(1+ Y2)+
Y1+ Y))g + Y1+ Y1) - Y + 1

Kuna poliinoomi Y1(1 + Y'?) — Y + 1 ei saa jagada enam poliinoomiga g; = XY? — X, siis
edasi enam “‘jagada” ei saa. Asjaolu, et see algoritm on selliselt ebasiimmeetriline, niitab ka
selle jagamise algoritmi puudusi.

2. Viime niiiid 1. iilesande jagamised 14bi uue jarjestusega. Jagades poliinoomi f poliinoomiga g,
ei ole mingit erinevust, kuna ka uue jirjestuse korral on poliinoomi g; = XY ?— X pealiikmeks
XY?2. Kui aga proovida jagada poliinoomiga ¢g» = X — Y3, siis tuleb pealiikmeks votta Y.
Poliinoom f aga ei jagu sel viisil poliinoomiga ¢, kuna monoom X’Y? ei jagu monoomiga
Y3,

OJ

Ulesanne V.3. Téestada, et kui R on kommutatiivne iihikuga ring, siis

RIX1, .. Xel[Xesn, - Xal 2 RIX, ..., X,

Lahendus: Teadupoolest

RIXy, .. Xp)[Xpsr, - X = {Z X X
h=0

mGN;fl,...,fmER[Xh...,X/C]}.

Olgu f = >, th,]jﬁl X e RIXG, ., X[ Xkat, - -, X Hlmselt saame iga indeksi h €

{0,...,m} korral esitada f), = > R X3 XM Nidid

m m mp

_ hit1 hn _ Jn1 Jhk hit1 hn _

f= g thkJrl LX) = E (g 7’th1 ...Xk X,CJrl LX) =
h=0 h=0 \j=0

m mp

j j hi
=) XXX X

h=0 j=0
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Nagu niha esitub f {iksliikmete kujul rXfl ... X 16pliku summana, kus r € R ja ky, ..., k, € Ny,
seega f € R[X1,..., X,
Teisalt vottes g € R[ X, ..., X,], siis

m m

9= XX =Y (X XXX
h=0 n=0
Kuna iiksliikmed 7, X" . .X,i”“ € R[Xi,..., X}, siis vastavalt poliinoomide definitsioonile g €
R[X1,. .., X[ Xki1, .-, Xy Seega oleme ndidanud, et kuigi formaalselt on need hulgad erinevad,
siis praktiliselt kehtib R[X7, ..., X¢][Xki1, ..., Xn] = R[X1, ..., X,]. Imselt on nendes hulkades ka
liitmine ja korrutamine kooskolas, mistottu on need ringid vordsed. 0

Ulesanne V.4. Olgu n € N, R ja S ringid, s1,...,5, € S ning f: R — S ringide homomorfism.
Toestada, et eval : R[X,...,X,] — S on ringide homomorfism, kui eval(p) = (f(p))(s1,.-.,Sn)-
Siin f(p) € S[Xi,..., X, on polilnoom, mille kordajateks on vastavate p kordajate f-kujutised.

Lahendus: Vaatleme “vdadrtustamisfunktsiooni” eval: R[Xj,...,X,] — S. Esiteks kirjutame

vélja, mida see vadrtustamisfunktsioon tegelikult teeb. Selleks votame poliinoomi
9= X X e RIX, ..., X, siis

eval(g) = (Z flr) X .. Xﬁ”)

Niitid olgu g1 = > 7o min X1* ... X gy = S ran X1 ... X € R[Xy, ..., X,,]. Niiiid

rp)st L sl
f( )1 n

m
(X1 Xn)=(815000s80)  P=0

max{mi,ma} max{mi,ma}
eval(g; + g2) = eval Z (roj + 7o)Xt X | = Z f(ryy+mroy)st ... sl =
=0 =0

max{mi,ma}
= Z (f(ri)st .. sl + flroy)st...slr) =

J=0

mi m2
= Z fry)stt .. s+ Z f(ra;)syt ... sin = eval(gy) + eval(go),
=0 =0

mi-m2 q
eval(g192) = eval ( Z <Z lerz,q]) X -in> =

q=0 Jj=0
mi-ma q
q=0 7=0
mi-ma q
= Z (Z f(rlj)f(rzq_j)) st ... I = eval(gy) eval(ga).
q=0 7=0

Eelnevas olid puuduvad tegurid r,;, z € {1,2}, asendatud nullidega. Sellega oleme ndidanud, et
eval on ringide homomorfism. 0

Téhistame siimboliga oy, = og(z1, ..., z,) k-astme n-astme siimmeetrilise pohipoliinoomi.
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Ulesanne V.5. Avaldada jargmised siimmeetrilised poliinoomid siimmeetriliste pohipoliinoomide
kaudu:

1. f(X,)Y,2)=X3YZ+ XY3Z + XY Z3;

2. f(X,Y,2)=X3+Y3+ Z3;

3. f(X,Y, ) =(X+Y)(X+2)(Y +2).

Lahendus: See iilesanne pohineb Siimmeetriliste poliinoomide pohiteoreemil.
1. Vaatleme poliinoomi f(X,Y, Z) = X3Y Z+XY3Z+ XY Z3. Leksikograafilise jirjestuse mottes
on selle poliinoomi pealiige X?Y Z. Vastavalt algoritmile moodustame poliinoomi

g=02003=(X+Y +2>2XYZ = (X?+2XY +2XZ +Y? +2YZ + ZH)XY 7 =
= X3YZ+2X?Y2Z +2X%27%Y + Y3XZ +2Y?Z°X + Z3Y X.

Niiiid saame
fi=f—qg =—2X*Y?7Z - 2X?7°Y —2Y*Z%X.

Poliinoomi f; korgemi liige on 2X?Y2Z, selle liikme abil moodustame uue poliinoomi
go = —2000303 = —2(XY + XZ +YZ)XYZ = —2X?Y?7Z - 2X*Y 7? - 2XY?Z*
Paneme tahele, et f; — go = 0, mistottu saamegi poliinoomi f avaldada jargnevalt

f=ag1+ g2 =003 — 20503 =
= (X2 42XY +2XZ+ Y2+ Y Z+ ZHXYZ - 2(XY + XZ+ Y Z)XY Z.

2. Vaatleme poliinoomi f(X,Y,Z) = X3 + Y3 4 Z3. Selle poliinoomi leksikograafiline pealiige
X3. Selle abil moodustame poliinoomi

G=0=(X+Y+2)P=
= X34+ V3 4+ 722 +3X%Y +3XY?2+3X%Z2+3X722+3Y?Z2+3YZ*+6XY Z.

Moodustame vahe
fi=f—g =—-3X%Y —3XY?-3X?2Z -3XZ?-3Y?’Z-3YZ*>-6XYZ.
Eelneva poliinoomi pealiige on —3X?2Y, selle jargi moodustame poliinoomi

Ggo=—30100=-3(X+Y+2) XY+ XZ+YZ)=
= —3X?%Y —3XY?-3X%7Z-3X7%>-3Y*Z2-3YZ>-9XYZ.

Niiiid moodustame nendest vahe
fo=f1—g2=3XYZ.
Paneme tédhele, et fo = g3 = 303. Seega saame kirjutada

f:91+92+93:0f—30102+303:
— (X 4+Y + 2P —3(X+Y +2)(XY +XZ+YZ)+3XYZ
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3. Vaatleme poliinoomi f(X,Y, 7)) = (X +Y)(X + Z)(Y + Z). Korrutame selle poliinoomi lahti
(XY, 2)= XY + X°Z+ XY* + XZ? +Y*Z +YZ* + 2XY Z.
Moodustame pealiikme X?Y abil poliinoomi

gp=0100=X+Y+2) (XY +XZ+YZ)=
= XY+ XY’ + X’ Z+ XZ22+Y?Z+YZ?+3XYZ.

Selle abil moodustame poliinoomi
fi=f—-g=-XYZ=—03=gs.
Niiiid saame avaldada esitada
f=g+g=00—0=X+Y+2)(XY+XZ+YZ)-XYZ,

mis on ka tahetud esitus stimmeetriliste pohipoliinoomide kaudu.

Ulesanne V.6. Avaldada avaldis
X —-Y)? X —27)? Y — 7Z)?

Q=" X7 YZ

stimmeetriliste pohipoliinoomide kaudu.
Lahendus: Koigepealt peame esitama antud avaldise kahe poliinoomi jagatisega. (Meenutada

ratsionaalmurdude ringi Algebra I ainest.) Arvutame

(X —v)2¥ X AR L= 2PN Z(X Y24 Y(X - 22+ X(Y — Z)?

XY X7 YZ XYZ
Niiiid avaldame lugeja ja nimetaja eraldi siimmeetriliste pohipoliinoomide abil. Markame, et nime-
taja on juba kujul XY Z = o3.
Vaatleme niiiid lugejat. Kehtib
ZX =YV +YX -2+ X(Y -2 =XY + XY’ + X°Z+ XZ*+Y?*Z+YZ* - 6XYZ.

Eelneva poliinoomi pealiige on X?Y, tema kaudu saame poliinoomi g; = o0,09. Siit niieme, et
fi = —-9XYZ = —903. Jarelikult saame lugeja esitada kujul

Seega saame avaldise () avaldada kujul

0'10'2—90'3 (X+Y+Z)(XY+XZ+YZ)—9XYZ

@= o3 - XYZ ’

mis on tahetud esitus siimmeetriliste pohipoliinoomide abil. O]

Ulesanne* V.7. Toestada, etiga k =1,...,njax = (z1,...,2,),y = (41, -, yn) € (R*)™ korral

Vorx+y) > Vou(x) + only).
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Praktikum VI Mitme muutuja poliinoomid. Poliinoomide
Juured. Algebra pohiteoreem

Enne 1. iilesande juurde asumist meenutame Eukleidese ringi definitsiooni ja toestame iihe lemma.
Nulliteguriteta kommutatiivset ringi R nimetatakse Fukleidese ringiks, kui leidub kujutus

d: R\{0} — N\{0}

nii, et
1. Va,b € R\{0}: d(ab) > d0(a);
2. Yae RVYbe R\{0}dq,r€e R: a=bg+r & (r=0 VvV 4(r)<db)).

Lemma 1. Fukleidese ring: iga ideaal on peaideaal.

Toestus. Olgu (R;+,-) Eukleidese ring ja I < R nullist erinev ideaal. Olgu d € I selline, et d # 0 ja
d(d) on hulga ¢[I] minimaalne element (s.t. Va € I: §(d) < d(a); selline d kindlasti leidub). Kuna
I on ideaal ja d € I, siis kehtib dR C I.

Olgu a € I. Kuna R on Eukleidese ring, siis leiduvad elemendid ¢,r € R nii, et

a=dq+r, (r=0 Vv 4(r)<dd)). (3)

Esitame r = a—dg, kuna a, d € I jaideaalina on [ liitmise ja ringi R elemendiga korrutamise suhtes
kinnine, siis 7 € I. Kuna d norm on minimaalne, siis kehtib 6(d) < 6(r). Arvestades tingimust (3)
saame, et r = 0. Jarelikult a = dg, mistottu a € dR. Seega I C dR.

Kokkuvottes oleme saanud, et I = dR ehk I on elemendi d jargi tekitatud peaideaal. [

Ringi, mille koik vasakpoolsed ja koik parempoolsed ideaalid on peaideaalid, nimetatakse pea-
ideaalringiks (principal ideal ring). Peaideaalringid on moodsas ringiteoorias iillatavalt olulised.

Ulesanne VI.1. Téestada, et poliinoomide ring K [X, Y] iile korpuse K ei ole Eukleidese ring

Lahendus: Teame, et K[X,Y] on kommutatiivne ring. Vaatleme ringi KX, Y] ideaali (X,Y).
Koigepealt paneme téhele, et hulk

A= {i ap X Fy'ke

k=1

nENl,al,...,an €K7Vk ki + ko > 1}U{O} CK[X,Y]

on ideaal ringis K[X,Y] (hulgas A\{0} on poliinoomid, mille aste on vihemalt 1 ja vabaliige
puudub). Lisaks on selge, et (X,Y) C A.

Oletame vastuviiteliselt, et ideaal (X,Y) on peaideaal, ehk leidub poliinoom ¢g € KI[X,Y]
nii, et (X,Y) = gK[X,Y]. Jarelikult leiduvad poliinoomid fi, fo € K[X,Y] nii, et X = ¢gf; ja
Y = gfs. Siit aga jareldub, et g = 1. llmselt aga (X,Y) C A C K[X,Y], kuna néiteks konstantsed
poliinoomid ei kuulu ideaali A. Vastuolu tuli sellest, et eeldasime ¢ eksisteerimist.

Kokkuvottes ei ole K[X, Y] peaideaalring ning lemma 1 tottu pole ta ka Eukleidese ring. O

Ulesanne VI.2. Leidke a € R nii, et poliinoomi X3 + 12X?2 + a kahe juure summa oleks vordne
kolmandaga.
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Lahendus: Téihistame poliinoomi X3 4+ 12X2 + a juured ¢, cs ja c3 = c¢; + co. Kasutades
Viete’i valemeid saame vorrandite siisteemi

12=—c1—ca—(1+ ) =-201 =200 = —6=c1+0c & c; =—6—cy,
0= C1Co + C1(01 + CQ) + CQ(Cl + CQ),

a= —ciea(c1 + ca).

Teisest vorrandist saame
0= (—6—cy)co — 6(—6 —c3) — 6cy => 2+ 6¢y — 36 = 0.

Seega (c1,¢2) € {(3(v5—1),=3(1+/5)), (—3(1 ++/5),3(v/5—1))}. Nagu niha, erinevad eelnevad
paarid ainult jarjekorra poolest. Niiiid leiame

a=6-(3(v5—1))(=3(1+5)) = —216.

Kontroll néitab, et arv —216 ka rahuldab iilesande tingimust. U

Ulesanne VI.3. Leidke poliinoomi
f(X)=X*-9X%+23X — 15

koik juured, teades, et nad moodustavad aritmeetilise jada.

Lahendus: Olgu ¢y, ¢ ja c3 poliinoomi f juured. Kui nad moodustavad aritmeetilise jada,
siis vastavalt aritmeetilise jada summa valemile kehtib

14 co+ c3 =3¢ + 3d,
kus d on antud aritmeetilise jada vahe. Lisaks ¢y = ¢; +d ja c3 = ¢; 4+ 2d. Viete’i valemitest saame
9=c14+c+c3=3c1+3d = d=3—q¢.
Samuti saame Viete’i valemitest

15 = C1C2C3 = Cl(Cl + d)(Cl + Qd) = C? + 3C%d -+ 201d2 =
=} +3c1(3—c1) +2c1(3 —¢1)* = ¢ +9¢] — 3¢ + 18¢; — 1265 + 2¢}
=18¢; —3¢F = I —6c,+5=0.

Lahendades eelmise vorrandi saame

)
01:3i\/9—5:3i2:{1’

Siit saame dy; = 3 — 5 = —2 ja dy = 2. Vastavalt vahele d; saame ¢; = 5, ¢ = 3 ja ¢c3 = 1 ning vahe
ds korral ¢4 = 1, co = 3 ja ¢35 = 5. Kuna eelnevad lahendite komplektid erinevad ainult jarjekorra
poolest, siis oleme saanud iiheselt méadratud lahendid (1, 3, 5). O

Ulesanne VI.4. Leidke poliinoomi
f(X)=X*"—X?-2X+1

kompleksarvuliste juurte péérdarvude summa.
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Lahendus: Téhistame tihtedega c;, o, 3 ja ¢4 poliinoomi f € C[X] juured. Paneme tihele,
et

CaC3Cy + C1C3C4 + €102y + C1Coc3  03(C1, Ca, €3, Cy)

- 9
C1C2C3C4 04(01, Co, C3, 04)

() 4 () 4 (eg) 4 (ea) 7t =

kus o5 ja o3 on vastavad nelja muutuja siimmeetrilised pohipoliinoomid. Ilmselt O ei ole poliinoomi
f juur, mistottu on eelnevas reas jagamine lubatud. Viete’i valemitest saame, et

o3(c1, o, c3,04) = (_1)3 ’ (_2) =2,
0'4(01,C2,03,C4) = (—1)4 -1=1.

Seega (c1) ™'+ (c2) '+ (e3) ()Tt =1 =2 -

Ulesanne VI.5. Leidke koigi n-nda astme kompleksarvuliste ithejuurte summa ja korrutis (kus
n>2).

Lahendus: Olgu cy,...,c, kompleksarvulised n-nda astme iihejuured. Paneme tihele, et
kompleksarvude korpuses avalduvad n-nda astme iihejuured tdpselt poliinoomi X" — 1 € C[X]
juurtena. Vastavalt Viete’i valemitele saame, et

Ck:—l'():o,

M:

k=1
[T =00 =
k=1
Sellega oleme leidnud iihejuurte summa ja korrutise. 0

Ulesanne VI.6. Lahendage jirgmine vorrandisiisteem iile C:

x1+$2+x3:0,
xi+ 23+ a3 =0,

x4+ 13+ a3 = 24.

Lahendus: Eelmise praktikumi iilesandest V.5 on teada, et poliinoom X7 + X3 + X3 €
C[X1, Xa, X3] esitub 3 muutuja siimmeetriliste pohipoliinoomide kaudu kujul

o1(X1, Xa, X3)® — 301 (X1, Xo, X3)02(X1, X2, X3) + 303(X1, Xo, X3).
Esimesest vorrandist saame aga, et oy(z1, g, x3) = 0. Jarelikult
24 = 0‘3 + —3 . 0 . 0'2(1'1,.%2, .’13‘3) + 303($1,$2,$3) = 30’3(%1,1’2, 1’3) = 3551.’13‘2%'3.

Seega x1Tox3 = 8.
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Avaldame ka poliinoomi f(X1, Xy, X3) := X? + X2 + X2 € C[X, Xy, X3] siimmeetriliste pohi-
poliinoomide kombinatsioonina. Pealiige on X? ja sealt saame

g1 = 0'% = (Xl + X2 + X3)2 = X12 + X22 + X32 + 2X1X2 + 2X1X3 + 2X2X3.
Niitid
fi=f—9=2(X1Xo + Xu X3+ XoX3) = =203 = .

Jérelikult f = o7 — 20,. Siit saame, et —209(x1, 22, 23) = 0 ehk oo(x1, 29, 22) = 0. Niiiidseks oleme
saanud tingimused

01($1,$2,1’3) =T + i) + T3 = 0,
02(.1'1, Xa, 1’3) =XT1T9 + T 1T9 + Tok3z = 0.

03(x1, w2, T3) = T12273 = 8.

Nieme, et vastavalt Viete’i valemitele on arvud x;, o ja x3 poliinoomi X3 — 8 € C[X] juured.
Seega, leiame poliinoomi X3 — 8 juured:

T1,23 = \?)/g?

T =2, X9= 26i%ﬂ, T3 = 2e7i5™
ehk otsitava vorrandite siisteemi lahenditeks on kompleksarvu 8 kuupjuured. 0

Ulesanne VI.7. Olgu R kommutatiivne ring. Millistel tingimustel kehtib jéirgmine viide: igal
n-nda astme poliinoomil iile R on (kordsust arvestades) iilimalt n juurt?

Lahendus: Uldiselt on n-nda astme poliinoomil f € R[X] iilimalt n juurt, kui R on kommuta-
tiivne nulliteguriteta ring (integriteetkond). Kui ringis R on nullitegureid, s.t. leiduvad a,b € R nii,
et a # 0, b # 0 ja ab = 0, siis on olukord keerulisem. Vaatleme niiteks lihtsat niidet X2 € Z,[X].
See tegurdub kujul X2 = X - X. Siit saame kahekordse juure X = 0, kui vordsustame tegurid eraldi
nulliga. Samas kehtib ringis Z, vordus 2° = 0, seega ka 2 on poliinoomi X2 juur. Seega on kordsusi
arvestades poliinoomil X? € Z4[X]| kolm juurt.

Vaatleme niiiid ka naidet, kus on rohkem kui n juurt ka ilma kordsust arvestamata. Vaatleme
niiteks poliinoomi X2 — 1 € Zg[X]. Kehtib

XP-T=(X-)(X -7)=(X —=3)(X - 5),

mistottu 1, 7, 3 ja 5 on koik poliinoomi X? — 1 juured iile ringi Zg, mis on nulliteguritega ring.
Erandiks siin on 0-poliinoom, aga ta on erandlik viga mitmes mottes. Olemuslikult voib Gelda,
et nullpoliinoomi 0 € R[X] juurteks on koik ringi R elemendid. Kuna me ei ole defineerinud 0
poliinoomi astet, siis ei ole ka 0 kunagi n-nda astme poliinoom. (Tihti defineeritakse deg(0) = —c0.)
]

Algebraline arv on kompleksarv, mis on mingi poliinoomi 0 # p(X) € Q[X] juureks. Koigi
algebraliste arvude hulka tahistame A. Algebraline tdisarv on selline algebraline arv, mille korral
p(X) € Z[X] ja p(X) pealiikme kordaja on 1.

Ulesanne VI1.8. Toestada, et algebralise tiisarvu ja tavalise tdisarvu summa on algebraline tiisarv.
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Lahendus: Olgu z € Z ja a algebraline tiisarv, siis leidub poliinoom p(X) = X"+ a; X" ! +
oot a1 X+, € Z[X] nii, et a on poliinoomi p juur. llmselt z on samuti algebraline tiisarv,
kuna on juureks poliinoomile X — z € Z[X]. Vaatleme poliinoomi

S(X) = (X —2)"+ > (X —2)" .
k=1
Ilmselt kehtib
sfa+z)=(a+z—2)"+ Zak(a +z—2)"F=a"+ Zaka”_k = p(a) = 0.
k=1

k=1

Kuna X — z € Z[X] ja Z[X] on ring, siis iga | € N korral (X — 2)! € Z[X] ja iga o € Z korral
a(X — 2)! € Z[X]. Ka selliste poliinoomide summa kuulub ringi Z[X]. Vaatleme avaldist s(X)
ldhemalt, avame seda Newtoni binoomvalemiga:

s(X) = Xn:(—nh (Z) Xl 4 ki; v n_:(—l)j <" ; k) Xnmh=igd =

h=0 j=

n n n—k

) —k ) )

=X"+) (-1 (Z) XN Ty (—1) (” ; )ZJX"’H.
h=1 0

k=1

.

Poliinoomi s(X) pealiikme kordaja on 1 (pealiige X™ on eelpool eraldatud; on lihtne niha, et teisest
summast ei saa tulla X-i astmeks n). Seega s on vajalikele tingimustele vastav poliinoom juurega
a + z, mistottu a + z on algebraline tdisarv. U

Ulesanne VI.9. Toestada, et kui ratsionaalarv on algebraline tiisarv, siis ta on ka tavaline tiisarv.

Lahendus: Olgu a ratsionaalne algebraline tdisarv, siis leiduvad tdisarvud r,s € Z, mille
korral SUT(r,s) = 1 ja a = . Kuna a on algebraline téisarv, siis leidub poliinoom X" + a X" 4
oot a1 X + o, € Z[X] nii, et

r\" ryn—1 r
(-) +a1<—> +...+an_1<—)+an:0.
S S S

Korrutades eelneva vorduse pooli arvuga s”, saame

Mo s+ s apst =0

— "= (—ar" — = a,s™Y)s,
kus —opr™ ! — ... — o, s on tiisarv. Siit saame jaguvuse s | 7. Kuna aga SUT(r,s) = 1, siis
saame, et s = £1. Jarelikult a = £r ehk a € Z nagu tahetud. 0

Ulesanne* VI.10. Toestada, et algebraliste tiisarvude summa ja korrutis on samuti algebralised
taisarvud.



VII. POLUNOOMI LAHUTUSKORPUS 37

Praktikum VII Poliinoomi lahutuskorpus

Poliinoomi p(X) € K[X] nimetatame lahutuvaks ringis K[X], kui poliinoom p on esitatav lineaar-
poliinoomide korrutisena ringis K[X]. (Inglise keeles polynomial p(X) € K[X]| splits in K[X].)

Ulesanne VII.1. Kas X* — 11X? + 18 on lahutuv ringis Q[X]?

Lahendus: Vaatleme poliinoomi X* — 11X? + 18 € Q[X]. Leiame selle poliinoomi juured.
Selleks vaatleme vorrandit
zt — 1122+ 18 = 0,

mis on biruutvorrand. Seda saab lahendada asendusega t := 2%, misjérel
2 — 11t 4+ 18 = 0,
t120="5,0++/12,25=55+3,5={2;9}.

Seega € {—v/2,1/2, —3,3}. Kuna ++/2 ilmselt ei kuulu hulka Q, siis poliinoom X* — 11X? + 18
ei ole lahutuv ringis Q[X].
See poliinoom on ringis Q[X] esitatav kujul

X' —11X?+ 18 = (X = 3)(X +3)(X? - 2).

Kuna ruutpoliinoom X? — 2 on taandumatu ringis Q[X], siis vihim ring, kus p(X) lahutub on

K[X], kus K D Q on poliinoomi X? — 2 lahutuskorpus. O

Olgu K korpus ja ai,...,qa, ¢ K. Tahistame K(ay,...,q,) korpust, mis on vihim korpus,
mis sisaldab hulka K U {aq,...,a,} ning K on korpuse K(a,...,q,) alamkorpus. Taandumatu
poliinoomi p € K[X] lahutuskorpuseks on korpus K(a,...,a,), kus ai,...,a, on poliinoomi p
juured.

Ulesanne VII.2. Niidake, et poliinoomidel p(X) = (X? —2X —2)(X?+1) ja ¢(X) = X° - 3X° +
X? — 3 on sama lahutuskorpus iile Q.

Lahendus: Koigepealt leiame antud poliinoomide lahutused (ringis C[X]). Paneme téhele, et
p(X) = (X* =2X = 2)(X* + 1) = (X — (1 + V3))(X — (1 = V3))(X +i)(X — i)

Kuna 1++/3,i € Q, siis poliinoomi p lahutuskorpus on Q(1++/3,4). Ilmselt Q(14+/3) = Q[v/3] =
{a+bv3 | a,b € Q}. Seega poliinoomi p(X) lahutuskorpus on Q(v/3,1).

Tegurdame poliinoomi ¢, kasutades selleks “rithmitamise” votet (seda votet opetatakse pohikoo-
lis). Tegurdame

IX)=X>—3X*+ X2 -3=X3(X?-3)+ X2 -3=(X>-3)(X*+1) =

= (X +V3)(X —V3)(X = 1)(X — ' T)(X —e 7)),

o 2 2 1 3 1
e zcosgﬁj:isin?7T = —§ii§ = 5(—1ii\/§).
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Seega poliinoomi ¢ lahutuskorpus on Q(v/3, %(—1 +44/3)). Paneme tihele, et

v3 (2 (1(—1 +¢\/§)) + 1) —i.

3 2

Jarelikult i € Q(v/3, 3(—1+1iv/3)), mistottu Q(v3,1) C Q(v/3, (—1+14v/3)). Analoogiliselt saame
niidata, et Q(v/3, 3(—1 +iv/3)) € Q(v/3,4), mistdttu kehtib Q(v/3,7) = Q(v/3, 1(~1 +iv3)). O

Siinkohal tahaksin natuke selgitada, millised on ringi K[X]/(f) elemendid, kus f € K[X] (K
on korpus). Teadupoolest (f) = fK[X]| = {fg | g € K[X]}. Kuna K[X] on Eukleidese ring, siis
iga h € K[X] on esitatav kujul h = gf +r, kus g, € K[X] ja 0 < deg(r) < deg(f), jarelikult

(W] =lgf +rl=gf +r+{f) =r+(f) =[] e K[X]/{f).

Seega ring K[X]|/(f) on isomorfne ringiga, kuhu kuuluvad vaid poliinoomiga f jidgiga jagamise
jaagid ehk poliinoomid r nii, et 0 < deg(r) < deg(f).

Siit on néha, et ringid K[X]/(f) on analoogilised ringidega Z,,, mis koosnevad naturaalarvuga n
jadgiga jagamise jadkidest. Nii nagu ring Z, on korpus parajasti siis, kui n on algarv; kehtib ka, et
K[X]/(f) on korpus parajasti siis, kui f on taandumatu ringis K[X]. Tapsemalt ja pohjalikumalt
vaadeldakse ringe kujul K[X]/(f) aines Loplikud Korpused.

Ulesanne VII.3. Tehke kindlaks, kas jirgmised korpuste laiendid on lahutuskorpused:
1) Z3[X]/{X? + 1) poliilnoomi X° + 1 € Z3[X] suhtes;
2) korpus Q[v/2] D Q poliinoomi X? — 2 suhtes.

Lahendus:

1) Vaatleme poliinoomi p(X) = X5 +1 € Z3[X]. Uurime, kas poliinoom X% + 1 on taandumatu
ringis Zs[X]. Paneme tihele, et 2 on poliinoomi p juur korpuses Zs. Seega p ei ole taandu-
matu ja Zz[X]/(X® +1) ei ole korpus, ammugi siis lahutuskorpus. Kuid niiitame seda asjaolu
detailsemalt. Jagame poliinoomi X° + 1 poliinoomiga X — 2.

X5 +1 | X*+2X% -2X%2 - X -2
X5 —5)24 X -2
2X +1

2X4  92x3
—2X3 +1
-2X3  X?

—X? +1

—X? 42X
—2X +1
—2X 41
0

Seega
XP4+T=(X"4+2X3-2X? - X - 2)(X - 2).

Ring Z3[X]/(X® + 1) ei ole korpus, kuna ekvivalentsiklassid [X — 2] ning [X* +2X3 —2X? —
X — 2] on selle ringi nullitegurid.
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2) Vaatleme poliinoomi X? — 2. Tlmselt, kehtib
X2 —2=(X —V2)(X +V2).

Kuna poliinoomid X — v/2 ja X 4 /2 ei kuulu ilmselt ringi Q[X], on poliinoom X? — 2
taandumatu selles ringis. Vastavalt loengukonspekti [1] teoreemile 2.23 on poliinoomi X? —
2 lahutuskorpuseks Q[X]/(X? — 2). Hulga Q[X]/(X? — 2) elementide (ekvivalentsiklasside)
esindajad on koik poliinoomid ringist Q[X], mille korral deg(p) < deg(X? — 2) = 2, seega
oma vahimate astmetega esindajate kaudu saame esitada

QIXI/(X? = 2) = {[bX +a] | a,b € Q}.

Kuna Q[X]/(X? — 2) on faktorring, on seal tehted defineeritud esindajate kaudu. Liitmine
on lihtne — analoogiline poliinoomide tavalise liitmisega. Vaatleme aga tdpsemalt korrutamist
siin ringis. Olgu [a; + b1 X], [a2 + b2 X]| € Q[X]/(X? — 2), siis

[a1 + le] [GQ + bQX] = [(a1 + le) (a2 -+ bQX)] =
= [alag + (Cblbg + blag)X + bleXﬂ .

Leidmaks ekvivalentsiklassi [ayas + (a1by +byas) X +b1b, X ?] vihima astmega esindajat jagame
poliinoomi ajas + (a1by + byas) X + b1by; X? libi poliinoomiga X? — 2:

b1b2X2 (a1b2 + bQCLg)X +aiao |b1b2
b1by X2 —obby, | X% 2
(a1by + boas) X  ajas + 2b1by

Jarelikult

[a1 -+ le] [CLQ + bQX] = [blbg(XQ — 2) + (((11[)2 + bgCLQ)X + ((ZlCLQ -+ 2b1b2))] =
= [(a1b2 + bgag)X + (a1a2 + lebg)]

Teisalt vaatleme niiiid ringi Q[v/2] = {a + bv/2 | a,b € Q}. Defineerime kujutuse
v QV2] = QIX]/(X2-2),  a+bV2 [a+bX].
Kujutus ¢ on ilmselt bijektiivne.

L((al + bl\/é) + (CLQ + bQ\/ﬁ)) = L((al + (12) + (bl + bg)\/ﬁ) =
= [(a1 + CLQ) + (bl + bg)X] = [(al + le) + ((12 + bQX)] =
= [ay + by X] + [ag + b X] = t(a1 4+ b1V/2) + 1(az + bV/2),

L(((Il + blﬁ)(ﬁg + bg\/§)) = L((a1a2 + Bblbz) + (albg + b1a2)\/§) =
= [(alag + 2b1b2) + (albg + blag)X] == [(ll + le] [ag + bQX]

Seega ¢ on ringide isomorfism. Ténu sellele, et Q[X]/(X? — 2) on korpus ja ¢ in isomorfism,
siis ka Q[v/2] on korpus. Kuna Q[v/2] ja Q[X]/(X? — 2) on isomorfsed, v6ib delda, et Q[v/2]
on poliinoomi X? — 2 lahutuskorpus iile korpuse Q.
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O

Analoogiliselt eelmise iilesande teisele punktile toestatakse ka isomorfism
C=R[X]/(X*+1), (X?+1eR[X).

Seega kompleksarvud on poliinoomi X? + 1 € R[X] lahutuskorpus. Sisuliselt selliselt ka G. Car-
dano XVT sajandil kompleksarvud esimest korda kasutusele vottis. (Cardano kasutas teadaolevalt
esimesena kompleksarvusid, et lahendada ruutvorrandeid.)

Ulesanne VII.4. Leida poliinoomi X* + X2 — 1 lahutuskorpus iile Q. (Votame teadaolevaks, et
X%+ X? — 1 on taandumatu ringis Q[X].)

Lahendus: Vaatleme poliinoomi p(X) = X4+ X?—1 € Q[X]. Pannes tihele, et z*+2%—1 =0
on biruutvorrand, saame leida poliinoomi p juured. Arvutame

s+t +1=0,

1 1 1 V5
3 + 1 +1= 3 + -
Siit on ndha, et poliinoomil p kindlasti ei leidu ratsionaalarvulisi juuri. Siit ndeme, et pliinoom
X%+ X? — 1 on toeniioliselt taandumatu ringis Q[X]. Veenduda, et see poliinoom téepoolest on
taandumatu, on iildiselt viiga keeruline. Seepirast votame teatavaks, et X%+ X2 —1 on taandumatu
ringis Q[X].

Seega poliinoomi p lahutuskorpus on Q[X]/(p). Kuna deg(p) = 4, siis vastavalt iilesande 2 jérel
toodud kirjeldusele, voime esitada lahutuskorpuse

QIX]/(X*+ X2 —1) ={[aX® +bX? +cX +d| | a,b,c,d € Q}.

r = —

Téiendava osana leiame korrutamise valemi selles korpuses. Olgu [a; X S0 X2+ X + dy],
[ X?+ 01 X2+ 1 X + dy] € Q[X]/(X*+ X? — 1), siis
(a1 X2 + 01 X2 + o1 X + di][aaX? 4+ b X2 + o X + do] =

= [a1a2 X% + (a1by + b1ag) X® + (aircy + biby + crag) X+
+ (a1dy + bycy + c1b2 + d1a2)X3 + (bidy + c1c9 + d152)X2+
+ (c1dy + dacy) X + dids) =

= [(ardy + bicy + c1by + dyag — arby — byag) X°+
+ (bydy + c1ca + diby — ajcy — biby — crag) X2+
+ (—c1dy — daycy + arbg 4+ brag) X + (dida + ajco + biby + cras — ajas)).

Viimase vorduse saamiseks vajalikud jagamised on toodud iilesannete lahenduste 1opus, kuna on

liialt pikad ning seepérast kirjutatud A3 paberile. 0

Eelmises iilesandes vaadeldud korpuses Q[X]/(X*+ X2 — 1) voib korrutada ka, mitte tuletatud
korrutamise valemit kasutades, vaid kasutades tihelepanekut [X*] = [1—X?]. See jireldub asjaolust,
et ilmselt

[X*+ X2+ 1] = [XY] 4+ [X? — 1] = [0]
faktorkorpuses Q[X]/(X* + X2 —1).
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Ulesanne VIL.5. Leida poliinoomi X? + 2X2 + 2 lahutuskorpus iile Z;.

Lahendus: Vaatleme poliinoomi p(X) = X® +2X?2+2 € Z3[X]. Kontrollime, kas poliinoomil
p on juuri korpuses Zs. (Loplikes korpustes on tihti optimaalseid vorrandit lahendada lihtsalt proo-
vides, kas moni element seda vorrandit rahuldab. Korpuses Zs = {0, 1,2} on see lihtne.) Mérkame,
et 2 on poliinoomi X? + 2X? + 2 juur. Jagame poliinoomi p poliinoomiga X — 2.

X3 +2X2 +2 [ X2+ X +2
X% —2X? X -2
X2 +2
X2 22X
2X 42
2X 42
0

Oleme saanud, et kehtib
XP4+2X°+2=(X-2) (X’ +X+2).

Kontrollides potentsiaalseid lahendeid niieme, et poliinoom X2+ X +2 on taandumatu ringis Zs[X].
Siit saame, et poliinoomide p ja ¢(X) = X2 + X + 2 lahutuskorpused langevad kokku. Seega téinu
loengukonspekti [1]| teoreemile 2.23 saame, et poliinoomi p(X) = X3 + 2X? + 2 lahutuskorpus on
Z3[X]/(X* + X +2). Kirjutame selle korpuse vilja

Za[X]/(X?+ X +2) = {[aX +b] | a,b € Z3} =
={[0].[1],[2],[X], [2X],[Xx +1],[X +2] , 2X + 1], [2X + 2] }.

Kui tahame niiha, kuidas toimub korrutamine korpuses Zs[X]/(X?2+ X +2), siis voime valemi leida
jagades nagu eelmises iilesandes. Kuid voime kas kasutada tdhelepanekut, et

[(X?+X+2]=[0] = [X*]=[XP=—[X+2] =[2X+1].

Siinkohal on see iilesanne lahendatud, kuid kuna ilmselt on poliinoomide ringide faktorkorpustes
arvutamine suhteliselt vooras, siis teeme veel moningaid arvutusi, mis loodetavasti avavad natuke
lahutuskorpuste olemust. Veendume, et L = Z3[X]/(X? + X + 2) on tdepoolest poliinoomi X3 +
2X? + 2 lahutuskorpus. Selleks peame veenduma, et poliinoom p(X) = X3 + [2] X%+ [2] € L[X] on
lahutuv. Eelnevast teame, et [2] ja [X] on poliinoomi p juured korpuses L. Otsime ka 3. juure.

X2 +X +[2] | X +[X +1]
X —[X]X X —[X]
(X + 11X +[2]
(X +1]X +[2]
[0]
Seega viimane juur on —[X + 1] = [2X + 2. Niiiid nditame, et poliinoom p toesti esitub lineaarpo-

liinoomide korrutisena ringis (Z3[X]/(X? + X + 2))[X]. Paneme téhele
(X = [2) (X = X)) (X = [2X +2]) =
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= (X-[2) (X - 2X+2) X - [X] X +[X] 2X +7]) =
=(X-[2]) (X*+[-2X —2—- X] X + [2X* +2X]) =
=(X-[2)) (X*+ X+ 22X +1)+2X D
=(X-[2)(X*+X+[X+2+2X]) =
=(X-2)(X*+X+[2)) =

=X+ X2+ 2] X - 2] X -2 X -2 [2] =
=X+ ([M+[I)x*+ (2] - 2)) x - [1] =

= X°+ [2] X + [2] = p(X).

Sellega ma loodan, et lahutuskorpuse olemus ja aritmeetika temas on natuke selgemaks saanud. [J

Siinkohal tahaksin toonitada, et kui poliinoomi p € K[X] korral deg(p) > 3, siis ei piisa selleks,
et p oleks taandumatu, sellest kui tal ei leidu juuri korpuses K. Otsustamine, kas poliinoom p on
taandumatu, on iildiselt keeruline iilesanne (kui deg(p) on piisavalt suur).

Ulesanne VIIL.6. Téestada, et v/2 + /3 on algebraline iile Q, konstrueerides 4. astme poliinoomi
iile Q, mille juureks ta on.

Lahendus: Koigepealt leiame arvu v/2 + v/3 astmed kuni 4.-ni Newtoni binoomvalemiga
(V2+v3)'= (va) +4(v2) vB+6(va) (V3) +av2(v3) + (vB) =
— 4 +8v6 + 364+ 12v6 4+ 9 = 49 + 2016,
(Va+va) =(va) +3(v2) vB+3va(va) +(v3) =
=2V2+6V3+9vV2+3V3 = 11vV2 + 9V3,
<\/§+x/§>2=2+2\/6+3=5+2\/6.

Leidmaks poliinoomi ringis Q[X], millele v/2 4+ /3 on juureks, peame leidma a, b, ¢, d, e € Q nii, et

0=a(49+20v6) +b(11v2+9v3) + ¢ (5+2V6) +d (V2 + V3) + e =
= (20a + 2¢)V6 + (9b + d)V3 + (110 + d)V2 + (49a + 5c + e).

Siit saame lineaarvorranditesiisteemi

20a +2c=0 = c= —10a,
9+d=0
110+d=0
49a+5c+e=0 = 49a—-50a+e=0 — e=a.

} — 20b+2d=0 = d=—10b,

Kokkuvottes (a,b,c,d,e) € {(¢1, ¢, —10¢1, —10¢a,¢1) | 1,02 € Q}. Vottes ¢; = 1 ja ¢y = 0, saame
poliinoomi
X' —10X*+1 € Q[X],
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millele v2 + v/3 on juureks. Jarelikult on V2 +4/3 algebraline arv. O

Olgu korpus L korpuse K laiend. Elementi o € L nimetatakse algebraliseks iile K, kui leidub
poliinoom f € K|[X], mille korral f(«) = 0. Algebralise elemendi a € L minimaalne polinoom iile
K on viihima astmega poliinoom 0 # p(X) € K|[X], mille pealiikme kordaja on 1 ja p(a) = 0.

Ulesanne VIIL.7. Toestada, et algebralise elemendi minimaalne poliinoom on taandumatu.

Lahendus: Olgu korpus L korpuse K laiend ja element a € L algebraline iile K. Olgu f €
K[X] elemendi o minimaalne poliinoom. Oletame vastuviiteliselt, et leiduvad mittekonstantsed
poliinoomid ¢;,92 € K[X] nii, et deg(g1) < deg(f), deg(ga) < deg(f) ja f = gi1g2. Vastavalt
eeldusele on « poliinoomi f juur, see tdhendab et

fla) = gi(a)gz(a) = 0.

Imselt g; (), go(«) € L. Kuna L on korpus, pole seal nullitegureid, ning seetottu kehtib g;(a) =0
voi go(a) = 0. See on aga vastuolu, kuna vastavalt eeldusele on f vihima astmega poliinoom, mille
korral f(a) = 0.}

Jarelikult on minimaalne poliinoom taandumatu. 0

Kehtib ka eelmise iilesande viite poordvaide.

Lemma 2. Olgu K C L ja f taandumatu polinoom ringis K[X|. Kui algebralise elemendi o € L
korral f(a) = 0, siis polinoom f on minimaalne poliinoom.

Ulesanne VII.8. Leida v/2 + i minimaalne poliinoom 1) iile R; 2) iile Q.

Lahendus: Arvutame elemendi v/2+ i astmed, kuni imaginaariihik, koik irratsionaalarvud ja
koik imaginaariihiku ja irratsionaalarvu korrutised on esinenud kaks korda:

(V2 +i) =vV2+1,
(V2+i)?=24+i2vV2 —1=1+1i2V?2,
(V2+1i)* = —V2+5i,
(V2 +i)t = =7+ 4iV/2.
1) Poliinoomi f € R[X], mille korral f(1/2 4 4) = 0, minimaalne aste on 2. Kuna eelnevast on

niha, et elemendi v/2 + i kahe esimese astme korral on imaginaariihik i kaks korda esinenud,
mistottu tema saab vilja taandada. Selleks on vaja leida a, b, c € R nii, et

0=a(l4i2v2) +b(vV2+i) +c = (a2V2 4+ b)i + (a + bV2 + ¢).

Siit saame lineaarvorrandite siisteemi

{a2\/§+b=0 — b= —a2v/2,

a+0V/2+¢c=0 = 0=a—4a+c¢c = ¢=3a.

Seega (a,b,c) € {(c1, —c12v/2,3¢c1) | ¢; € R}. Kuna minimaalse poliinoomi pealiikme kordaja
peab olema 1, siis votame ¢; = 1 ja saamegi otsitud minimaalse poliinoomi

f(X) = X? - 2V2X +3 € RIX].
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2) Et saada poliinoomi g € Q[X], millele V2 + i oleks juureks, on vaja votta esimesed 4 as-

tet. Kuna siin on vaja lahti saada lisaks imaginaariihikule ¢ ka ratsionaalsust sisaldavatest
litkmetest v/2 ja iv/2. Otsime ratsionaalarve a,b, ¢, d, e € Q nii, et
0=a(4iv2—T7)+b(5i — V2) + c(1 +i2V2) + d(V2 + i) + e =
= (4a + 2¢)ivV2 + (5b + d)i + (d — b)V2 + (¢ — Ta + e).

Siit saame lineaarvorrandite siisteemi (lahendamise jarjekord on antud rea 1opus)

da+2c=0 = c= —2aq, (III),
5b+d=0 => b=d=0, (1)
d—b=0 = d=0b, (1),
c—Ta+e=0 = —2a—Ta+e=0 = e =8a, (IV).

?

Seega (a,b,c,d,e) € {(c1,0,—2¢1,0,9¢1) | ¢ € Q}. Kuna minimaalse poliinoomi poliinoomi
pealiikme kordaja peab jatkuvalt olema 1, siis votame ¢; = 1 ja saame otsitud poliinoomi

g(X) = X* - 2X*+9 € Q[X].

Voib kontrollida, et poliinoomid f ja g on molemad taandumatud vastavates ringides R[X] ja Q[X]
ning seetottu ka minimaalsed tdnu lemmale 2. U

Ulesanne* VIIL.9. Tdestada, et poliinoomi X” — 1, n > 1, lahutuskorpus iile Q on korpuse Q
©(n). jirku laiend (@ on Euleri p-funktsioon).
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Praktikum VIII Maatriksi Jordani normaalkuju

Ulesanne VIII.1. Leidke jirgmiste maatriksite Jordani normaalkujud:

3 -1 1 =7 4 1 1 1
-3 =7 -1 -1 2 -1 -1

9
A_004—8’ B= ’
0

6 1 -1 1
0o 2 -4 -6 -1 4 2

0 -3 0 3
-2 =7 0 13
¢= 0 =3 0 3|’ b=

-1 -4 0 7

-1 -1
-1 -1
3 -1
-1 3

— = = Ot
— = Ol

Kas nende maatriksite hulgas leidub ka sarnaseid maatrikseid?

Lahendus: (Siin iilesandes kasutame algoritmi loengukonspekti [1] lk 66 all.)
A: Leiame maatriksi A omaviértused. Selleks peame leidma maatriksi A karakteristliku poliinoo-
mi juured (kuna selles determinandis on piisavalt nulle saame ta leida otse determinandi

definitsioonist):
3—A —1 1 -7
O=det(A-AE)=| o O M =
0 0 2 —4— A
=B=-N)E3=-NE=N)(4=-N)=B=XN)(=3—=X)2(=8) = 9(—1)(4 =N (=4 =N+
+9(—1)2(=8) =

= (A* — 2507 + 144) — (144 — 16)?) — (144 — 9\?) + 144 = \*.
Seega ainus omavadrtus A = 0. Vastavalt algoritmile leiame arvud

u; = rank((A — AE)?) = rank(A7), j=1,234.

Arvutame
3 -1 1 =7 3 -1 1 -7 3 -1 1 -7
9 -3 —7 —11-31I 0O 0 —10 20| +5IV 0O 0 0 0
0 O 4 -8 =10 O 4 -8 =2IVv. —={0 O 0 O
0 O 2 -4 0 O 2 —4 0O 0 2 -4

Seega rank(A) = 2.

Mirkame, et A?2 = 0, mistottu A on nilpotentne maatriks indeksiga 2. Tinu sellele voiks
determinandi arvutamise ka vahele jatta ning jareldada nilpotentsusest, et ainus omavaértus
on A = 0. Vastavalt teoreemile 3.22 saame lineaarvorrandisiisteemi

81+82:4—2:2,
52:2.
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Seega sy = 2 ehk Jordani normaalkujus on 2 Jordani kasti J5(0), mistottu maatriksi A Jordani
normaalkuju on

01 00
. 00 0O
00 0O

B: Leiame maatriksi B omavairtused. Taaskord arvutame neid kui karakteristliku poliinoomi juuri:

4-x 1 1 1
~1 2-x -1 —1 |+
0=det(B—AE)=| 6 1 —1=-X 1 |+4IV =
-6 -1 42—
4-x 1 1 1
3—X 3—-X 0 0
= 0 0 3—-X 3—-X| =
-6 -1 42—
11 1 4-x 1 1
——B=M]0 3=X3-A+B=XN]| 0 3-X3-A=
~1 4 2-2A 6 42—
4-x 1 1 11 1
=B=XN([] 0 3-Xx3=X-|0 3-X 3=\
—6 4 2=A |-1 4 2=
Eraldi arvutades
4-x 1 1
0 3-X 3-2A :(:a—A)(“l__GA Qi/\‘_‘él—_ﬁ)\ iD:
—6 42—
=(B=AN)((A2=6A+14) — (22 —4))) = (3 =N (A =21 = 8),
11 1
0 3—A —1—2A :(3—A)(‘_11 ziA‘—’_ll i‘):(3—)\)((3—>\)—5):
—1 4 2=

=B=XN(-2-)).
Jatkates niiiid karakteristliku poliinoomi juurte arvutamisega
0=det(B—AE)=(3-2)*A =22 =842+ XN =(3=N2(N=XA—6)=(A=3)*(\+2).

Seega on maatriksi B omavairtused A\; = 3 (algebralise kordsusega 3) ja Ao = —2 (algebralise
kordsusega 1). (Determinandi arvutamine on eelnevalt tehtud selliselt, et véltida 4. astme
vorrandi lahendamist. )
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Vaatleme omaviartust \; = 3 ja arvutame talle vastava maatriksi

1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1
-1 -1 =1 —1]|+4I 00 0 O 00 0 O
Bi=B-3E=|6 1 -4 1 =16 1 —4 1]-1I =5 0 =5 0
-6 —1 4 -1/ +III 00 0 O 00 0 O

Seega u; = rank(B;) = 2. Edasi vaatleme eelneva maatriksi ruutu

1 1 1 1\° 0 0 0 0 0 0 0 0
P e e B B I I 0 0 0 0
1= le 1 —4 1| T\ 0 25 0 =25 0 25 0
6 1 4 %5 0 —25 0/ +III 0 0 0o

Seega uy = rank(B?) = 1. Korgemaid astmeid pole vaja vaadata kuna meil on 2 omavéartust.
Siit saame lineaarvorrandisiisteemi

S1 + S2 :4—2:2, 81:1,
—
S9 :2—1:1, 82:1.
Siit ndeme, et Jordani normaalkujus leidub 1 Jordani blokk .J;(3) ja 1 blokk J5(3).
Vaatleme niiiid omavairtust Ay = —2 ja arvutame talle vastava maatriksi

6 1 1 1 6 1 1 1
-1 4 -1 —-1|+I 5 5 0 0
By=B+2E=|6 1 1 1 |-I =0 0 0 0]-I
-6 -1 4 4 /) +1 0 0 5 5/ +I1
Seega vy = rank(By) = 3. Vaatleme niiiid ka eelneva maatriksi ruutu
6 1 1 1\ 2 7 2 2 2 7T 2 2 2
-2 3 =2 =21+I 5 5 0 0
-1 4 -1 -1
Bi=|¢ 1 1 11 =57 2 2 2]-1-=50000
6 -1 4 4 -7 =2 3 3/ +1 0 0 5 5

Seega vy = rank(B3) = 3. Siit saame vorrandisiisteemi

S1 + So :4—3:1, 81:1,
—
S92 :3—3:0, 82:0.
Siit loeme vilja, et Jordani normaalkujus on iiks blokk .J;(—2). Kokkuvottes saame niitid
maatriksi B Jordani normaalkuju vilja kirjutada

J(B) = dlag('JQ(S)? J1(3)7 J1<_2)) =

S OO W
S O W
S w o o

o O O
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C': Leiame maatriksi C' omavéirtused, arvutades taaskord maatriksi C' karakteristliku poliinoomi
juured:

—-A -3 0 3

Ozdet(C—/\E):_2 TeA D B ) o 13 | =

-1 —4 0 7—2X
—-7—-X 13 -2 13 -2 =T7T-=A
R G R L R S R

= - AM=AN+3)+32A = 1) +3(1 = X)) = =AM (=A(A\?+3) +3)) = A"
Nagu néha, on maatriksi C' ainus omavéartus A = 0. (Tegelikult on C' nilpotentne maatriks
indeksiga 3.) Arvutame maatriksi C' astmete astakud

0 -3 0 3 0 =3 0 3\ +3II 0O 0 0 0
-2 -7 0 13| -21v 0 1 0 -1 0 1 0 -1
A=l0o -3 0 3]+ =10 0 0 O =10 0 0o 0],
-1 —4 0 7 -1 —4 0 7 -1 -4 0 7
3 9 0 —18 3 9 0 —18\, —3II 00 0 0
1 3 0 -6 1 3 0 -6 1 3 0 —6
A2={3 9 0 —18|-1 —=|lo 0 0 o =10 0 0 0] .
1 3 0 —-6/-1I 00 0 0 00 0 0

A% =0.

Seega u; = rank(A) = 2, uy = rank(4?%) = 1.

S1 + S9 + 83 :4—2:2, 81:1,
So + S3 :2—1:1, — SQZO,
S3 = 1. 5321.

Jarelikult on maatriksi C' Jordani normaalkujus iiks Jordani blokk .J5(0) ja iiks blokk J;(0).
Kokkuvottes saame maatriksi normaalkuju vilja kirjutada

J(C) = diag(J3(0), J1(0)) =

o O OO
o O O
o O = O
o O OO

D: Taaskord leiame maatriksi D omaviartused arvutades tema karakteristliku poliinoomi juured:

5—Ax 1 -1 -1 |-I
1 5-x -1 -1
0=det(D—AE)=| 1 1 3—-A -1 |-IV =

1 1 -1 3-A
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4=\ —44X 0 0 A—X —4+4Xx 0 0
1 5-x -1 -1 |-IV 0 4—XA 0 —4+A
= 0 0  4—X —4+2) = 0 0 4-X —4+r| =
1 1 13- 1 1 ~1  3-2)
4—X 0 —44) 0 0 —44A
—(A=X] 0 4—X —4+A+(A=N0 4=X —44 ) =
1 -1 3-2 1 -1 3-2)

=@=N(E=AB=N - (=N = (ld=-N))+ (@ -N)=Ed-N"

Jérelikult on maatriksi D omavéidrtus A = 4 (algebralise kordsusega 4). Leiame vastavad

astakud:
11 -1 -1 11 -1 -1
1 1 -1 —1|-I 00 0 0

Al=A-4F=(1 1 -1 —-1])-I =0 0 0 0 = u; =rank(A;) = 1.
11 -1 -1/ -1 00 0 0

Kuna A? = 0, siis uy = 0. Siit saame lineaarvorrandite siisteemi

81+ 8o :4—1:37 81:2,
-
S92 :1, 82:1.

Siit on néha, et maatriksi D Jordani normaalkujus on 2 Jordani blokki J;(4) ja 1 blokk Jo(4).
Kokkuvottes saame niiiid vélja kirjutada maaatriksi D Jordani normaalkuju

4100
- 0400

J(D) = diag(o(4), L(4), L4) = | 4 4 4 ¢
000 4

Kuna sarnastel maatriksitel peavad olema samad karakteristlikud poliinoomid, siis voiksid maat-
riksid A ja C olla sarnased. Kuid kuna maatriksi A minimaalne poliinoom on X2, aga maatriksi C
minimaalne poliinoom on X3, siis nad ei ole siiski sarnased. 0

Igaks juhuks mainin siin, et maatriksi (lineaarteisenduse) Jordani normaalkuju on méératud
Jordani blokkide jirjekorra tdpsuseni.

Ulesanne VIII.2. Leidke maatriksi (J,(a))? Jordani normaalkuju, kui a # 0.

Lahendus: Olgu m € N, a # 0 ja vaatleme Jordani blokki

0
1

Im(a) = a € Mat,,,(C).

(RSN
- O O O
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Arvutame
a2 2a 1 0 0
) 0 a2 2a 1 0
(Jm(a))® = :
O 0 0 O a?

Leiame ma maatriksi (J,(a))? omaviidrtused ikka karakteristliku poliinoomi abil

a2— )\ 2a 1 0 ... 0
) 0 a?—)\ 2a 1 ... 0
0 =det((J(a))® — A\E) = ) ) L . =
0 0 0 0 . a2 — \
a? —\ 2a 0 0 2a 0 0 a®>—\ 0
) 0 a? — \ 0 0 a®>—\ 0 0 0 0
=(a” = \) —2a + =
0 0 a’? — \ 0 0 a?— X\ |0 0 a’> — \
a2— )\ 2a 1 0 ... 0
) 0 a?—\ 2a 1 ... 0 )
=(a"—X) ) ) . . =(a"—=N)"
0 0 0 0 ... a2—=2\

Jérelikult on maatriksi (J,,(a))? ainsaks omaviirtuseks a?. Téhistame B = J,,(a))? —a*F ja leiame
arvud

uj = rank((J,,(a))® — a*E)’) = rank(B?),
kus j € {1,...,m}. Selleks

02 1 0 0
0 0 2 1 0
B = . , uy =m — 1,
00 0 0 0
02 1 0 ...0\ (00 4 40 1 0 ... 0
, |0 0 201 0 00 0 4a® 4a 1 0
B* = . . - .. . . . ) UQ_m_Zv
00 0 0 0 00 0 0 0 0 0
0 2a 1 0 0\" [0 0 (2a)™!
o]0 0 21 .0 0 ...0 0
Bmi: . . . . . . = . . . . 9 um71:17
00 00 ...0 0 0 0

B™ = (0), Upy = 0.



VIII. MAATRIKSI JORDANI NORMAALKUJU 51

Siit saame lineaarvorrandi siisteemi

S1+ S +...+8, =m—(m—1)=1,
S+ ...+ Sm =m—-1—(m-—2)=1,
Sm = Um—1 — Um = 1;
jarelikult s, = 1 ja sy = ... = s,,_1 = 0. Seega oleme saanud, et Jordani normaalkuju koosneb

iihest m-mndat jirku Jordani kastist J,,(a?), mistottu

a> 1 0 . 0
) ) 0 a* 1 . 0
H(nl@)) = dula = | . 0
0 0 0 ... a?
millega oleme soovitud Jordani normaalkuju kitte saanud. 0J

Niiiid annan (suhteliselt) lihtsa algoritmi, kuidas lihtsustada lineaarteisenduse ¢ kanoonilise
baasi leidmist iildistatud omavektori abil. Téhistame lineaarteisenduse ¢ maatriksit A := A,. Olgu
A lineaarteisenduse 1 omavéértus algebralise kordsusega n, s.t. det(A — XE) = p(X)(A — X)",
kus p on mingi polilnoom. Téhistame ¢, := ¢ — Aid. Leiame vektori w € Ker(¢,)", mille korral
()" Hw) # 0. Seega kehtib (A — AE)"w = 0 ja (A — XE)"!w # 0. Sellist vektorit w nimetatakse
omavaartusele A vastavaks dldistatud omavektoriks. Niilid avaldub kujutuse v, kanooniline baas
kujul

B = {w,Yr(w),..., 07 w)} = {w, (A= AE)w,...,(A—\E)" w}. (4)

Jargmise iilesande idee seisneb tdhelepanekus, et
A" = (CJ(A)CH" = (CJ(A)CH(CTACT)...(CIJAC) =C(JA)"C (5)

Eelnev valem on ka iiks pohilisi pohjuseid, miks maatriksi Jordani normaalkujust radgitakse. Kuna
Jordani maatriksitega on tehteid margatavalt lihtsam teha, kui suvaliste maatriksitega.

Ulesanne VIIL.3. Leida 42920 kus

-2 5 9
A= 1 =20 -22
-1 15 17

Lahendus: Taaskord on meil moistlik iile minna maatriksile A vastava lineaarteisenduse
0: R3 = R3 (z,y,2) — (=2x + 5y + 92,7 — 20y — 222, —x + 15y + 17z) kanoonilisele baasile
kuna seal on voimalik méarkimisvidrselt lihtsamalt arvutada otsitud aste (seekord algoritmiga loen-
gukonspekti [1] 1k 65 — 66). Leiame maatriksi A omavéirtused, arvutades maatriksi A karakteristliku
poliinoomi juured:

O—det(A_AB)—| 1 “0-A =2 |40 _| 0 —5-X —5-) _

-1 15 17— A -1 15 17—X | =3I
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—2-A 5 9

| o 55—\ —5-X| _ —2-X 5] _|=2-A 9 _
Sl 3A+5 0 —10 — \ _(5+>\)<‘3>\+5 O‘ ‘3>\+5 —10—)\D_

= (5+ M) (= (15X +25) — (A — 15X — 25)) = —A\*(5 + \).

Seega maatriksi A omavéértused on \; = 0 (algebralise kordsusega 2) ja Ay = —5.

Vaatleme omavéirtust \; = 0. Tédhistame U; = Ker ¢?, siis on kujutus ¢|y,: U; — R? nil-
potentne lineaarteisendus indeksiga 2. Otsime teisenduse ¢|;, kanoonulise baasi By (ruumis Uj).
Selleks arvutame koigepealt

0 1 1

0 -2 =2/ +21I

o O O
S O =
o O =

millest saame, et dimU; = dimKerp? = 3 — 1 = 2 ning kergesti saame

Seega rank(A?) = 1,
0,0),(0,1,—1)}. Vaotame vektori (1,0,0) ja rakendame talle kujutust ¢

Uy = span{(1,
©(1,0,0) = (—2,1,—-1).

Kuna vektor (=2, 1, —1) on nullist erinev, siis moodustab vektorite paar B; = {(—2,1,—1),(1,0,0)}
teisenduse |y, kanoonilise baasi (rida (4)).
Vaatleme omaviirtust Ay = —5. Tdhistame Ay, = A 4 5F, millest saame

3 ) 9 3 5 9\ —3II 0 50 75
A, :< 1 =15 —22) _><1 —15 —22) _><1 —15 —22)
-1 15 22 /) +II 0 0 0 0 0 0

Olgu maatriksile A, vastav lineaarteisendus v: R3> — R?, (z,y,2) — (3x + 5y + 92,z — 15y — 22z,
—x + 15y 4 22z) ning téhistame Us = Ker ¢). Ruumi U, kirjeldab lineaarvorrandite siisteemi

3 T =50
x— 15y — 222 =0 r = 15y + 222 r=(22-155)z = —352
Z=c

Siit saame ruumi U, baasi By = {(—1,—3,2)}.
Votame ithendi By U By = B = {(—2,1,-1),(1,0,0),(—1,—3,2)}, mis ongi lineaarkujutuse ¢
kanooniline baas. Leiame siit iileminekumaatriksi

-2 1 -1 L (0 -1 0 0 —2 -3
c=[1 0 =3/, 0*1:—1 2 5 1] =1 -5 =7
-1 0 2 \3 71 0 —1 —1

Niilid saame vilja arvutada maatriksi A Jordani normaalkuju.

0 -2 -3 -2 5 9 -2 1 -1 01 0
JA)=C1tAC=[1 -5 -7 1 =20 -22 1 0 -3|=100 0
0 -1 -1 -1 15 17 -1 0 2 0 0 =5
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Arvutame Jordani normaalkuju J(A) 2020. astme

1010
01 0\ 01 0\? 00 0 1010 00 0
(J(A))zozoz 0O 0 0 = 00 0 =150 0 0O — 5220 [ o 0
00 =5 0 0 =5 0 01 0 01

Lahme tagasi maatriksi A peale

-2 1 -1 000 0 -2 =3 0 1 1
AP=C(J(A)?PPC =51 0 =3] |00 0][|1 =5 —T|=5"*|0 3 3

-1 0 2 0 01 0 -1 —1 0 -2 =2
ning sellega olemegi leidnud soovitud astme. 0J

Analiiiisist on teada, et eksponentfunktsiooni e* Taylori rida avaldub kujul

N
e’ = exp(x Z =k
k=0
Asendades siin muutuja z mingi ruutmaatriksiga A € Mat,,(R), saame maatriksi A eksponentmaat-
riksi exp(A). Sonastan siinkohal ithe lemma, mida jargmises iilesandes vaja lidheb.
Lemma 3. Kui maatriksid X,Y € Mat,,(C) kommuteeruvad, siis kehtib
exp(X +Y) = (expX) - (expY).

Selle lemma, toestus taandub asjaolule, et kui maatriksid X ja Y kommuteeruvad, siis kehtib
Newtoni binoomvalemiga analoogiline valem.
Enne jargmise tilesande juurde poordumist toestame valemi (5) abil jargneva valemi

= 1 -1
exp(A) = exp(CJ(A Z E Z — Ccl =
k=0

k=0

N

—C <Z ;'(J(A))’“> ' = Cexp(J(A)C. (6)

k=0

Ulesanne VIII.4. Kasutades Jordani normaalkuju ja eksponentfunktsiooni Taylori rida leidke

3 —1
exp(y 4 |-
Lahendus: Teame, et maatriks A = (3 7!) vastab lineaarteisendusele p: R?* — R?, (x,y) —
(3x —y,z + y). Leiame teisenduse ¢ kanoonilise baasi (algomitriga loengukonspekti [1] lk 55 — 56).
Koigepealt leiame maatriksi A omavéartused

0= det(A — \E) =

'S_A _1 ’:(3—>\)(1—A)+1:4—4A+)\2:<2_)‘>2'

1 1—A
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Seega maatriksi A omavairtus on A = 2. Tédhistame maatriksi A; = A — 2F. Maatriks A; on
nilpotentne maatriks. Leiame tema indeksi:

(1 -1 > (00
Al_(l —1)’ Al_(o 0)’

mistottu nilpotentse maatriksi A; indeks on 2. Maatriksile A, vastab lineaarteisendus v: R? — R2,
(z,y) — (r — y,z — y). Vastavalt algoritmile enne rida (4) on vaja leida vektor w € Ker ¢* = R?
nii, et o(w) # 0. Valime néiteks vektori w = (1,0). Arvutame

P((1,0)) = (1,1).

Paar B = {(1,1),(1,0)} on kujutuse ¢ kanooniline baas, tema iileminekumaatriks on

(11 L1 /0 —1\" /0 1
O_(l 0)’ ¢ ___1(—1 1) _(1 —1)‘
Esitame maatriksi A baasil B (ehk esitame tema Jordani normaalkujul J(A)):
i {013 =1\ (1 1\ (2 1\ (20 01
JA)=¢ AC_(l —1) (1 1)(1 0)_(0 2)‘(0 2)+(0 0)'
Niiiid arvutame maatriksi J(A) liidetavate eksponentmaatriksid

2 0 <1 /2 0\" 1 /28 0 e 0
(5 5) 2w o) ~Xaln 2)=(v &)

k=0 k=0

0 1 =1 /0 1\* (1 0 01 w170 1\" /11
eXp(o 0)_;H(0 0) _(0 1)+<0 0)125(0 0) _(0 1)'

6206266

Kuna need maatriksid kommuteeruvad, siis lemmat 3 kasutades, saame

et =e (5 5)+ (0 o)) =e (5 o) (y o) = (5 2) (6 1)=(5 )

Niiiid viime maatriksi exp(J(A)) tagasi esialgsesse baasi, millega saamegi soovitud maatriksi kitte

ot =comoae = (L) (2 9 ¢ )= (5 )

mis on meie otsitud eksponentmaatriks. 0

Paneme tdhele ka, et

Ulesanne VIIL5. Leidke idempotentse maatriksi (s.0. maatriksi, mille korral A2 = A) Jordani
normaalkuju.
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Lahendus: Olgu A € Mat,(C) idempotentne maatriks ehk A? = A. Leiame maatriksi A
omavaartuse \. Vastavalt definitsioonile on A\ maatriksi A omavéirtus, kui leidub nullvektorist
erinev vektor v € Mat,, ; (C) nii, et Av = Av. Kehtib

W=Av=Av=X v = MN-Av=0 = IN=),

millest A € {0, 1}. Jarelikult voivad idempotense maatriksi omaviirtused olla vaid 1 ja/voi 0.
Kuna mingi péératava maatriksi C' korral A = C'J(A)C~!, siis kehtib

A= A2 = (CJ(A)C™N)? = CI(A)CICI(A)C™ = C(J(A))2C.

Jarelikult (J(A))? = J(A) ehk Jordani normaalkuju J(A) on samuti idempotentne. Lihtne on
kontrollida, et Jordani normaalkuju J(A) on idempotentne parajasti siis, kui J(A) on diagonaalne
ehk koosneb vaid esimest jarku Jordani blokkidest. Kuna A omavéértused on 1 ja,/voi 0, siis avaldub
Jordani normaalkuju
J(A) = diag(0,...,0,1,...,1),
k h

kus k+ h =n. O

Ulesanne VIIL.6. Tooge niide kahest maatriksist, mis ei ole sarnased, aga mille karakteristlikud
poliinoomid on vordsed.

Lahendus: Niideteks sobivad niiteks kaks nilpotentset maatriksit A, B € Mat, (K), mille
indeksid on erinevad. Niiteks maatriksid A ja C' esimesest iilesandest.

Siiski leidub ka mitte-nilpotentseid néiteid. Maatriksid, millel on samad omavaartused, aga
Jordani normaalkujud, mis erinevad Jordani blokkide arvult ja astmelt. (Kui Jordani normaalkujud
erinevad vaid Jordani blokkide jarjekorralt, siis on tegemist sarnaste maatriksitega.) Naiteks

1100 1 0 00
0100 01 00
001 1}’ 0011
0001 0001
on sellised maatriksid. O

Ulesanne VIIL.7. Olgu A regulaarne maatriks, mille Jordani normaalkuju on .J (A). Milline on
maatriksi A~! Jordani normaalkuju?

Lahendus: Olgu A regulaarne maatriks, siis leidub regulaarne C' nii, et A = CJ(A)C~ .
Paneme tihele, et

AT = (CHA)CTY T = (CT) I e = cA) e

Seega maatriksi A~! Jordani normaalkuju on maatriksi (J(A))™ Jordani normaalkuju.
Vaatleme Jordani blokki J,,(\). Ilmselt on A maatriksi J,, (\) omavéirtus, mistottu leidub vektor
v, mille korral J,,(A\)v = Av. Paneme téhele, et

TN (V) "t = Aazv = v,
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millest saame, et = + on maatriksi (J,,(A))~" omavadrtus. Siit jireldame, et

Ker(J(\) — AE) = Ker <(Jm()\))‘1 - %E) |

millest saame dim(Ker((J,,,(A))~! — 1 E)) = dim(Ker(J,,(A) — AE)) = 1. Kasutades niiiid taaskord
algoritmi loengukonspekti [1] lehekiiljelt 61 saame, et bloki (J,,(A\))~! Jordani normaalkuju on
In(3),

Tahistades J(A) = diag(Jg, (A1), .- ., Ji, (As)). Kasutame blokk-diagonaalsete maatriksite liht-
sasti kontrollitavat omadust, et blokk-poérdmaatriks koosneb esialgsete blokkide péoérdblokkidest.

Seega saame, et
. 1 1
J(A_l) = dlag (Jk1 ()\—1> yees th ()\—8)) s

mis on tahetud Jordani normaalkuju. 0

Maatriksi A jdljeks trace(A) nimetatakse tema peadiagonaali elementide summat. Seega kehtib
maatriksi A = (a;1)},—, korral trace(A) =37 a;;.
Toestame jargneva lemma jalje kohta.

Lemma 4. Olgu R kommutatiivne ring ja A, B € Mat,,(R). Kehtib valem trace(AB) = trace(BA).

Toestus. Olgu R kommutatiivne ring ja A = (a;n)},—1, B = (bjn)},=; € Mat,(R). Teadupoolest

kehtivad n n
AB = (Z ajkbkh> ja BA = <Z bjkakh> .
k=1 j,h=1 k=1 j,h=1
Niiid L o
trace(AB) = Z Z ajrbr; = Z Z bijajr = trace(BA).
j=1 k=1 j=1 k=1
Eelneva rea viimases vorduses nimetasime lihtsalt summeerimisindeksid omavahel timber. m

Ulesanne VIIL.8. Olgu A € Mat,, (K). Toestada, et kui A on nilpotentne maatriks, siis tema jilg
trace A = 0.

Lahendus: Olgu A € Mat,(K) nilpotentne, siis on tema ainus omavairtus A = 0. Teadu-
poolest on maatriks A sarnane oma Jordani normaalkujuga J(A). Algebra I konspektist 2] (lause
10.31) on teada, et sarnaste maatriksite karakteristlikud poliinoomid on vordsed, seetGttu on neil
ka samad omavaartused. Jordani normaalkuju omavéaértused on alati tema peadiagonaalil, mistottu
J(A) peadiagonaalil on koik nullid, mistottu trace(J(A)) = 0. Nitiid, ténu lemmale 4, kehtib

trace A = trace(CJ(A)C ™) = trace(CCO ' J(A)) = trace(EJ(A)) = trace(J(A)) =0
nagu tahetud. 0

Ulesanne VIIL9. Olgu K algebraliselt kinnine korpus. Toestada, et kui maatriksi A € Mat,, (K)
ainus omavaartus on 0, siis A on nilpotentne.
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Lahendus: Olgu K algebraliselt kinnine korpus ja A € Mat,,(K) maatriks, mille ainus oma-
vadrtus on A = 0. Sel juhul maatriksi A karakteristlik poliinoom avaldub kujul

p(X) = det(4 — XE) = X"

Vastavalt Cayley-Hamiltoni teoreemile on maatriksile A vastava lineaarteisenduse karakteristlik
poliinoom ka tema annulleerivaks poliinoomiks, mistottu

p(A) = A" =0.
Jérelikult on A nilpotentne maatriks. O
Koos loengukonspekti [1] lausega 3.14 saame eelmise iilesande sonastada kasuliku lausena.

Lause. Olgu K algebraliselt kinnine korpus. Maatriks A € Mat,,(K) on nilpotentne parajasti siis,
kut tema ainus omavddrtus on 0.

Ulesanne* VIIL.10. Téestada, et kui K on lopmatu korpus, L tema laiend, A, B € Mat,(K) on
sarnased ringis Mat, (L), siis A ja B on sarnased juba ringis Mat,,(K).
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Praktikum IX (Bi)lineaarsed funktsionaalid. Kaasruum

Olgu V' vektorruum iile korpuse K. Ruumi V' kaasruumi tdhistatakse
V*:= Hom(V, K).
Kaasruum V* on koigi lineaarsete funktsionaalide V' — K hulk (vektorruum).

Ulesanne IX.1. Teha kindlaks, kas ¢ on lineaarne funktsionaal vektorruumil V iile korpuse K,
kui

Loo((z1, ..., xn)) = ZZ L CeTr, kus V= K" ja ¢q,...,¢, € K on fikseeritud,;
2. o((z1,...,2,)) =Te3 kus K =Z3 ja V = 7Z};
3. o((xq, .. )) a, kus V =K"jaa € K\{O} on fikseeritud;
4. o(f) = f g(z)f(x)dz, kus K = R, V = Cla,b] (16igul [a,b] pidevad funktsioonid) ja g €
Cla, b] on ﬁkseerltud
Leida ruumil K™ lineaarseteks funktsionaalideks osutunud kujutuste maatriksid baasi {(1,0,...,0),

(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)} suhtes.

Lahendus:
1. Olgu V' = K". Vaatleme kujutust ¢: K" — K, (z1,...,2,) +— Y p_; cxxg. Fikseerime
r=(x1,...,2.),y = (Y1,---,yn) € K" ja k € K, siis

p(@+y) =o((@1+ 2 0+ y0)) = D cl@n + i) = chxk + chyk )+ o(y),
k=1 k=1

olkx) = p((kxy, ..., kx,)) = Z kr, =k (Z xk> = ko(z)

Seega ¢ € V*. llmselt avaldub kujutuse ¢ maatriks
(Cl Ce Cn) € Matm(K).
2. Olgu V = Z%. Koigepealt paneme tahele, et iga a € Zs ja n € N korral

nae:=a-+...+a=na.
———

Olgu a,b € Zs, siis

(a+b)* = a® + 3a®b + 3ab® + b* = a® + b°. (7)
Tegelikult nieme kontrollimise teel, et kehtib isegi a® = a.
Vaatleme kujutust ¢: Z% — Zs, (11,...,3,) — To3 = x9. Fikseerime x = (zy,...,%,),y =

(Y1, ... yn) € 22 ja k € Zg, siis

Pz +y) =e((@1 4y, 20+ un)) = 22+ 12 = (2) + 0(y),
o(kx) = o((kx1, ..., kx,)) = kxy = ko(z).

Seega ¢ € (Z%)*. Ilmselt avaldub kujutuse ¢ maatriks
(0 1 0 ... 0) € Maty,(Zs).

Siit ndeme ka, et otseastme K" projektsioon k-ndale koordinaadile on funktsionaal.
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3. Olgu V = K" ja a € K\{0}. Vaatleme kujutust ¢: K" — K, (z1,...,x,) — a. Fikseerime
r=(x1,...,2,) € K" ja k € K, siis

o(kx) = o((kx1, ..., kx,)) = a # ko(x).

Seega ¢ ei ole lineaarne funktsionaal.

4. Olgu K =R, a,b e R, V =Cla,b] ja g € C[a,b]. Vaatleme kujutust ¢: C[a,b] x C[a,b] — R.
Kujutus ¢ on korrektselt defineeritud, kuna kahe pideva funktsiooni korrutis on pidev ja iga
pidev funktsioon on (Riemanni moéttes) integreeruv. Fikseerime fi, fo, f € Cla,b] ja r € R,
siis

ot o) = / g(2)(fy + fo) (@) da = / g(@) (i) + fole)) da =
b
- / (9(@) (@) + g(a) folx)) d =
_ / g(2) fulz) da + / 9(2) folz) dz = o(f2) + o(fo),

o(kf) = / o) (kf) () dx = / g(x)kf(z)dz = k / 9() f(z) dx = ko (f).

Seega ¢ € (Cla, b))*. Lineaarfunktsionaali ¢ maatriksit me ei oska leida. Vektorruum Cla, b] on
lopmatumootmeline ruum. Valikuaksioomist jéreldub, et tal leidub baas, mis on kontiiniumi
voimsusega. Kuid seda baasi ei osata eksplitiitselt esitada. (Iui uurite selle kohta lisainfot,
siis meie vaatleme siin nn. Hameli baasi.)

O

Margin, et analoogiliselt reaga (7), saab Newtoni binoomvalemit kasutades toestada, et
char(K) =p = (a+b)? = a” + bP, (a,b e K).
Seda valemit kutsutakse vahel, ilmselgetel pohjustel, “rebase unistuseks” (freshman’s dream,).

Ulesanne IX.2. Olgu V vektorruum iile R. Niidata, et kujutus ¢: V x V — R on bilineaarne
funktsionaal ja leida tema maatriks, kui

Loo(z,y) = 0; o L
2. o(#,79) = (Z,9), kus V = Eg, ja baas on 1) {7, 7,k}, 2) {i + 7,7 + k,2k};
3. ¢(f,9) = [y f(x)g(x)dw, kus V = Ry[X], ja baas on 1) {1, X, X2}, 2) {1, X —1,(X —1)%};
4. ¢(z1,29) = Re(z1) Re(z2) + Im(z1) Im(z22), kus V = C, ja baas on 1) {1,i}, 2) {1+4,1 —i};

Lahendus:
1. Olgu V vektorruum (iile K). Mérkame, et kujutus ¢: V x V — K, (z,y) — 0, rahuldab
bilineaarsuse tingimusi. Naiteks, kui x,y; +y» € V ja k € K, siis

O, y1 +y2) =0=0+0 = @(x,y1) + p(z,12)
90<$7k1/1) =0=Fk0= k@(ﬂ%yﬂ

[Imselt on ¢ siimmeetriline. Lihtne on nédha, et kui dim V' = 0, siis funktsionaali ¢ maatriks
on nullmaatriks 0 € Mat,,(K).
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2. Olgu V = Ej (3-modtmeline eukleidiline ruum). Vaatleme funktsionaali ¢: E3 x E3 — R,

(Z,7) — (&, 7). Kuna skalaarkorrutis (iile R) on vastavalt definitsioonile kommutatiivne,
siis jarelikult on ¢ siimmeetriline. Seega piisab bilineaarsuseks, kui toestame vaid esimesed
kaks bilineaarsuse tingimust. Olgu &, 7,75,y € Es ja r € R, siis vastavalt skalaarkorrutis
definitsioonile

90(3_51 + f27§) = <fl + f‘2737> = <@>37> + <527g> = 80(51723’) + g0<f2737>7
o(rt, ) = (rZ,y) = r(Z,4) = ro(Z, 7).

Seega ¢ on siimmeetriline bilineaarne funktsionaal.

Vaatleme ruumi E3 baasi By = {4, j, k} (see on standardne tdhistus 3-mootelise eukleidilise

ruumi kanoonilisele reeperile). Baas B; on ortonormaalne, seega nideme, et maatriksi Agl =

(ap) elemendid avalduvad

Vaatleme ruumi E,; baasi By = {;4— 5+ k, 2/;} Vastavalt skalaarkorrutise definitsioonile
arvutame maatriksi AS? = (ap;) elemendid

@D+ N+ D+ G =1+0+0+1=2,

ayy =G+ k,j+ k) =G+kj+k) =G T+k+ (kj+k =
=GN+ +ED+E R =1404+0+1=2,

ass = o(2k, 2k) = (2k, 2k) = 2(k, 2k) = 4(k, k) = 4,

a =i+, j+k) =(+77+k) =@]+k+(G.5+k) =
=@+ @R+ TN+ Gk =0+0+140=1=ay,

a3 = o(i+7,2k) = (T + ], 2k) = (i, 2k) + (7, 2k) = 2(i, k) + 2(j, k) =
=0+0=0=as,

s = o(j + K, 2K) = (7 + K, 2k) = (,2k) + (k,2k) = 2(j, k) + 2(k, k) =
=04+2=2=as.

Jarelikult avaldub funktsionaali ¢ maatriks baasi By suhtes

Al = € Mats(R).

S = N

1
2
2

- N O



IX. (BI)LINEAARSED FUNKTSIONAALID. KAASRUUM 61

3. Olgu V = Ry[X]. Vaatleme funktsionaali ¢: Ro[X] x Ro[X] = R, (f,g) — fol f(z)g(z)dx.
Olgu f(X) = a1 X%+ 01 X + c1,9(X) = aa X? + by X + ¢o € Ry[X], arvutame nende korrutise
(selle eksplitsiitne kujuneb meile hiljem kasulikuks)

FX)g(X) = (a1 X? + 01X + ¢1) (a2 X? + by X + ) =
= a1a2X4+(a1b2—|—bla2)X3+ (CL102+016L2+blbz)X2+<61€2+Clb2>X—|‘ClCQ.
Kuna fg on poliinoom (4. astme), siis funktsioon fg: R — R on pidev ja seetottu ka in-
tegreeruv. Seega on funktsionaal ¢ korrektselt defineeritud. Kuna reaalarvuliste poliinoomide
korrutamine on kommutatiivne, siis on funktsionaal ¢ siimmeetriline, seepirast taaskord pii-

sab vaid kahe esimese bilineaarsuse tingimuse néditamisest. Olgu f, f1, f2, 9 € Ro[X] jar € R,
siis vastavalt (Riemanni) integraali omadustele kehtib

oo+ forg) = / (i + ) (@)g(x) dz = / (1 (0)g(x) + falx)g(x)) d =
_ / fi(2)g(z) dz + / fa@)g(@) dz = o(firg) + o(for ),
o(rf.g) = / () (@)g(z) dz =1 / f(@)g(x) dz = ro(f.g).

Seega ¢ on siimmeetriline bilineaarne funktsionaal.
Vaatleme ruumi Ry[X] baasi B; = {1, X, X?}. Arvutame funktsionaali ¢ maatriksi A" =
(ank) elemendid

1
an =¢(1,1):/ ldz =z|, =1,
0

1 31
T 1
= (X, X) = de= =] ==
azz@(,)/ofl?xgog,
1 51 1
aggzgo(X2,X2):/ rtdr = =,
0 0 5
1 21
1
amzap(l,X):/xdx:x— = — = Qg
0 20
1 31
1
a13:¢(1ax2):/$2d$:x— =5 = a31,
0 30 3
1 41
1
a23:90(XaX2):/$3d$:x— =7 = a3
0 40 4

Jérelikult avaldub funktsionaali ¢ maatriks baasi B; suhtes

Al = € Mats(R).

Wi NI~ =
= Wi N
U= = Wl
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Vaatleme ruumi Ry[X] baasi By = {1, X —1, (X —1)? = X?—2X +1}. Arvutame funktsionaali
¢ maatriksi A5 = (ap) elemendid

a11 = ¢<17 1) - ]-7
1

! 22
aggzgo(X—l,X—l):/(m2—2x+1)dx: ——— x| ==,
0 3 2 0 3
1
a33=¢((X—1)2,(X—1)2):/ (2 — 42 +62° — 4o+ 1)dz =
0
e 4x4+6x3 4ZB2+ 1_
A\ T a T3 T2 Y| TR
1 xg 1 1
ag = p(1, X —1) = (x—1)de=|——= = - = ay,
0 2 0 2
1 3 22 1
CL13:§0(1,(X—1)2>:/ (1‘2—2x+1)dq;: x__i_i_x =2 = ag,
0 3 2 0 9

1
aggzga(X—l,(X—l)?):/ (2 =32 + 3z — 1)da =
0

x4 3x3+3x2+
= (=== 4+ = 42
4 3 2

1

= —5 = Q3.
4

0

Jarelikult avaldub funktsionaali ¢ maatriks baasi By suhtes

1 1

L 5 3
aB =1 1 1| e May(R).

11 1

3 4 5

. Olgu V = C. Vaatleme funktsionaali
p: CxC—=R, (z1,22)+ Re(z1)Re(z2) + Im(2;) Im(23).

Kuna reaalarvude korrutamine on kommutatiivne, siis jarelikult on ¢ siimmeetriline funktsio-
naal. Seetottu piisab meil taaskord bilineaarsuse naitamiseks kontrollida vaid esimest kahte
tingimust. Olgu z = a + b, 2y = a1 + iby, 20 = as + by, w = c+1d € C ja r € R, siis

P21+ 22,w) = (a1 + az)c + (b1 + ba)d = (arc + bid) + (azc + bad) = @(21, W) + (22, W),
o(rz,w) = (ra)c+ (rb)d = r(ac + bd) = rp(z,w).
Seega ¢ on siimmeetriline bilineaarne funktsionaal.

Vaatleme ruumi C baasi By = {1,7}. Arvutame funktsionaali ¢ maatriksi A" = (ap) ele-
mendid

ay =p(1,1) =1 =1,
agy = p(i,i) = —1% = —1,
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Jérelikult avaldub funktsionaali ¢ maatriks baasi BB; suhtes

Agl — ((1) _01> € Maty(R).

Vaatleme ruumi C baasi By = {1 44,1 —i}. Arvutame funktsionaali ¢ maatriksi AZ* = (ap)
elemendid

ay = p(1+i,1+4)=1>—12 =0,
agy = p(1 —i,1—14) =1 — (=1)> =0,
Cllgz(p(l‘i‘i,l—’i):12—<—1)'1:2:a21-

Jarelikult avaldub funktsionaali ¢ maatriks baasi B; suhtes

0 2
Al = (2 0) € Maty(R).

Siit iilesandest on muuhulgas ndha, et koikide siimmeetriliste bilineaarsete funktsionaalide maat-
riksid on siimmeetrilised. Kusjuures on sama funktsionaali maatriksid erineva baasi suhtes alati
sarnased. OJ

Enne jargmist iilesannet toestame moned lihtsad maatriksi jalje omadused (lisaks lemmale 4).
Olgu R ring, n € Ny, A = (an), B = (bnr) € Mat,(R) ja ¢ € R, siis

trace(A + B) = trace((anx + bni )}y jmr) = Z apn + bpp, = Z app + Z bpn, = trace(A) + trace(B),
h=1 h=1 h=1
trace(cA) = trace((cank)p p=1) = Z capp, = CZ apn, = ctrace(A).
h=1 h=1

Siit on nédha, et maatriksi jilg on mooduli Mat,,(R) homomorfism.

Ulesanne IX.3. Olgu V = Mat,(C). Tdestada, et
f(A, B) := ntrace(AB) — trace(A) trace(B)

on V bilineaarne funktsionaal. Kas f on siimmeetriline funktsionaal?

Lahendus: Olgu n € N;. Vaatleme kujutust f: Mat, (C) x Mat,(C) — C, mis on iilesande
piistituses defineeritud. Fikseerime A = (ani), B = (bpi), T = (k) € Mat,,(C) ja ¢ € C.

f(A+T,B) =ntrace((A+T')B) — trace(A + I') trace(B) =
= ntrace(AB + I'B) — (trace(A) + trace(T")) trace(B) =
= (ntrace(AB) — trace(A) trace(B)) + (n trace(I'B) — trace(I') trace(B)) =
= (A, B) + f(I', B),
f(A,B+T) = f(A,B) + f(AT),
f(cA, B) = ntrace(cAB) — trace(cA) trace(B) = nctrace(AB) — ctrace(A) trace(B) =
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= ¢(ntrace(AB) — trace(A) trace(B)) = cf(A, B),
f(A,eB) =cf(A,B).

Seega f on bilineaarne funktsionaal.
Kuna C on korpus, siis lemmast 4 jareldub funktsionaali f siimmeetrilisus, mistottu f on siim-
meetriline bilineaarne funktsionaal. 0]

Ulesanne IX.4. Olgu V vektorruum iile korpuse K. Toestada, et kui ¢: V' xV — K on bilineaarne
funktsionaal, siis iga a € V korral on ¢: V' — K, ¢(v) = (v, a) lineaarne funktsionaal.

Lahendus: Olgu ¢: V x V — K bilineaarne funktsionaal. Fikseerime a € V ja vaatleme
kujutust ¢: V. — K, v — @(v,a). Iga vi,v9,v € V ja k € K korral kehtib ténu bilineaarse
funktsionaali definitsioonile

Y(vy +v2) = p(v1 + v, a) = @(v1,a) + ©(v2, a) = V(v1) + P (va),
Y(kv) = ¢(kv,a) = kp(v,a) = kp(v).

Seega ¥ € V*. O

Ulesanne IX.5. Olgu f bilineaarne funktsionaal vektorruumil V, kusjuures mistahes 0 # v € V
korral leidub w € V nii, et f(v,w) # 0. Toestada, et iga g € V* ja w € V jaoks leidub v € V nii,

et g(w) = f(v,w).

Lahendus: Olgu V vektorruum ja f: V x V — K bilineaarne, kusjuures iga 0 # v € V
korral Ker(f(v,_)) C V. Lisaks olgu g € V* lineaarne funktsionaal. Fikseerime w € V.

Kui w = 0, siis g(w) = f(0,w) = 0, mistottu otsitud vektoriks sobib 0 € V.

Olgu w # 0. Vastavalt iilesande eeldustele saame valida v € V nii, et f(v,w) # 0. Kuna K on
korpus, siis leidub (f(v,w))™! € K. Niiiid paneme téhele, et

Flg(w)(f (v,w)" v, w) = g(w)(f (v, w)) " f (v, w) = g(w).

Seega otsitud vektoriks sobib g(w)(f(v,w)) v € V. O

Bilineaarset funktsionaali ¢p: V x V — K nimetatakse kaldsimmeetriliseks, kui iga z,y € V
korral kehtib

o(r,y) = —p(y, ).

Ulesanne IX.6. Olgu V = K?, kus K on korpus. Niidata, et kujutus ¢: V x V — K, mis on
defineeritud vordusega
ap das

90((a1a&2)7(b17b2)): by by

on kaldsiimmeetriline bilineaarne funktsionaal. Leida selle funktsionaali maatriks baasi B = {(1,0),
(0,1)} suhtes.
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Lahendus: Olgu K korpus. Vaatleme funktsionaali p: K? x K? — K, ((a1,as), (by,bs)) —
a1b2 — bl(lg. Fikseerime a = (CLl,CL2>,Oé = (041,042>, b= (bl, bg), ﬁ = (51,ﬁ2> c K2 ja ke K7 siis

CL1+O¢1 CL2+042

wla+ a,b) = p((a1 + ag, a9 + as), (by + b2)) =

b1 by
= (CLl + Oél>b2 — bl(G/Q + 012) = ((llbg — blag) + (Oélbg — blOég) =
a; as a1 Q9
= = b b
s B P B CORRECHD)
B a1 a2 a1 aq a; Gz
QO(CL, b + 6) - bl + Bl b2 + 52 - bl b2 61 62 - (,D(CL, b) + ‘P(aa 6)7
olka,b) = | P R o by~ kashy = k(abs — asby) =k |7 %[ =keo(a, b),
b1 bg bl b2
e a2 5 |G G2|
(,0((1, kb) - kbl kbg =k bl b2 k;go(a, b)

Seega funktsionaal ¢ on lineaarne. (Omadused, et determinandi ridade liitmisel liituvad determi-
nandi ja, et determinandi korrutamisel skalaariga korrutub terve determinant, on teada Algebra
I-st.)

Lisaks

by by

ay as

ay Qg

go(a,b)z by by

= —p(b,a).

= a1by — biay = —(b1a2 - a1b2) = -

Seega ¢ on ka kaldsiimmeetriline. (Ka see omadus, et detrminandi ridade vahetamisel ta korrutub
—1-ga, on Algebra I-s iildjuhul toestatud.)

Leiame ¢ maatriksi A% = (ap) € Maty(K). Vastavalt bilineaarse funktsionaali baasi definit-
sioonile

10
a1 = ¢((1,0),(1,0)) = 1 0 =0,
01
az2 = ¢((0,1),(0,1)) = =0,
0 1
10
a12 :90((170)’(071)) = =1,
0 1
01
a1 :(,0((0,1),(1,0)) = =—1.
10
Jarelikult
0 1
B _
w00,
Mérkame, et (Ag)T = —Ag . Jargnevalt néeme, et see on kooskolas funktsionaali ¢ kaldsiimmeetri-
lisusega. O
Maatriksit A € Mat,(R) nimetatakse kaldsimmeetriliseks (skewsymmetric), kui AT = —A
(ehk apy = —agp). Toestame lemma, mis on tépselt analoogiline loengukonspekti lausega 4.21.

Kuigi meil otseselt seda lemmad vaja ei ldhe, siis usutavasti annab see lemma parema arusaama
kaldstimmeetrilistest funktsionaalidest.
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Lemma 5. Kaldsimmeetrilise bilineaarse funktsionaali maatriks mistahes baasi suhtes on kaldstim-
meetriline. Kui mingi bilineaarse funktsionaali maatriks mingi baasi suhtes on kaldstimmeetriline,
stis see funktsionaal on ka kaldsimmeetriline.

Toestus. (=) Olgu f kaldsiimmeetriline bilineaarne funktsionaal ruumil V. Olgu A% = (ans), siis

ane = f(en, €x) = —f(€x, €n) = —agn, kus B = {€1,...,€,} on ruumi V suvaline baas. Jarelikult f
on kaldsiimmeetriline.
(«<=) Olgu bilineaarse funktsionaali f maatriks mingi baasi B = {e,...,¢€,} suhtes kaldsiim-

meetriline. Siis iga x,y € V korral

fly) = flenen)znye = — D flew en)zayn = —f(y, v)-

hk=1 hk=1
Seega f on kaldsiimmeetriline. [

Ulesanne IX.7. Téestada, et vektorruumi V' (iile K) siimmeetriliste ja kaldsiimmeetriliste bili-
neaarsete funktsionaalide hulgad § ja K on B alamruumid, kus B on koigi bilineaarsete funktsio-
naalide V' x V' — K vektorruum. Millal kehtib B =S 4 K7

Lahendus: Olgu V vektorruum iile korpuse K ja B koigi bilineaarsete funktsionaalide V' x
V' — K vektorruum. Tédhistame koikide siimmeetriliste bilineaarfunktsionaalide hulka &. Olgu
f,geS, ke Kjax,yeV,siis

(f+9) (@, y) = fl@,y) +g(x,y) = fy,z) + g(y,z) = (f + 9)(y, v),
(kf)(x,y) =kf(z,y) =kf(y,z) = (kf)(y, ).

Siit jareldub, et S on vektorruumi B alamruum.
Tahistame koikide kaldsiimmeetriliste bilineaarfunktsionaalide hulka K. Olgu f,g € K, k € K
jax,y €V, siis

(f+9)(@,y) = fl@,y) +g9(x,y) = —fly,x) — gy, x) = —=(f(y,2) + g9(y,2)) = —(f + 9)(x,y),

Neist vordustest jareldub, et ka IC on vektorruumi B alamruum.

Uurime niiiid summat S+ . Vaatleme iihisosa SNKC. Olgu g € (SNK)\{0x}, kus Ox: VXV —
K, (z,y) — 0Og (ehk siimbolit 05 kasutame kahes erinevas tédhenduses: korpuse K ja vektorruumi
B nullelemendina). Sel juhul leiduvad x,y € V nii, et g(z,y) # Ok ning kuna K korpus, siis leidub
(g9(z,y))* € K. Kuna g on korraga siimmeetriline ja kaldsiimmeetriline, siis

9(x,y) = —g(z,y),
29($7y) = OK | ' (g(xvy))_:l?
2 -1 =1+ 1 = 0g.

Viimane on samavéérne sellega, et char(K) = 2. Siit jareldame, et kui char(K) # 2, siis SNK =
{0k}, mistottu summa S + K on otsesumma.



IX. (BI)LINEAARSED FUNKTSIONAALID. KAASRUUM 67

Eeldame edaspidi, et char(K) # 2. Paneme téhele, et suvalise bilineaarse funktsionaali f saab
iga z,y € V korral esitada kujul

flay) =27 (f(z,9) + fly.2) + 27 (f(z,y) — fy. x)),

kus 2 := 1 + 1g. Téhistame

27 (fz,y) + fly,2)),
27 (f(x,y) — f(y,2)).

Ilmselt on oy ja ks bilineaarsed funktsionaalid. Paneme téhele, et

or(y,x) =27 (f(y, @) + flz,9) = 27 (f(z,y) + [y, ) = 04(2,y),
lif(y,l‘) = 2_1(f(y,x) - f(x,y)) = —Z_I(f(x,y) - f(y,x)) - _I{f(xay)'

Jarelikult oy € § ja Ky € K. Siit ndeme, et kuna iga bilineaarne funktsionaal f on esitatav

stimmeetrilise o ja kaldstimmeetrilise bilineaarse funktsionaali x; summana, siis S + K = B.
Kokkuvottes oleme niidanud, et kui char(K) # 2, siis kehtib S + K = B. O

O'f(.T,y)
ﬁf(wvy)

Ulesanne* IX.8. Toestada, et kui A, B € Mat,(K) on diagonaliseeritavad ja AB = BA, siis
leidub C' € Mat,,(K) nii, et CAC~! ja CBC~' on molemad diagonaalmaatriksid. Kas viide kehtib
ka juhul, kui AB # BA?
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Praktikum X Ruutvormid
Ulesanne X.1. Viige ruutvorm 2X, X5 4+ 2X5 X3 kanoonilisele kujule.

Lahendus: Vaatleme ruutvormi F' = 2X; X5 4+ 2X,X3, tema maatriks vaadeldaval baasil on

0
AF =

—_ o =

0
1 1
0 0
Leiame ruutvormi F' kanoonilise kuju. Selleks kasutame loengukonspekti teoreemi 4.34 toestusest
inspireeritud meetodit. Nimelt kirjutame maatriksi Ar alla iihikmaatriksi ning teisendame maat-
riksi Ap ridade ja veergude elementaarteisendustega diagonaalmaatriksiks, kusjuures péirast igat

ridade elementaarteisendust teeme kohe ka sama elementaarteisenduse veergudega (ma mérgin ai-
nult ridade teisendust). Seega

1 1 2 0 0
1 11

’ 2 1 0 23
1 0] —5l 0 3 5 | 10
0 0 —1 3 —

1
1 0 1 :
0 1 0

Siit ndeme, et ruutvorm F' avaldub kanoonilisel kujul
1
2Y7 — §Y22- (8)

Kusjuures muutujad X = (X1 Xs Xg) jayYy = (Y1 Y, Yg) on omavahel seotud seostega

X 1 -5 -1\ /1 Yi—3Yo -V
Xl =X"=CcY"=(1 5 0][Y2]=] V+i¥
X 0 0 1) \Ys Vs

Kontrolliks nditame, et tegemist on toesti sama ruutvormiga

1 1 1
F:2X1X2+2X2X3:2(Y1—§Y2—Y3) (Y1+§Y2)+2<Y1+§Y2>Y3:
, 1 1 1., 1 1 , 1o,
=2( Y7 4 gViYe - WYi - V7 - VRVl - oY) ) 4 2 ( ViYs 4 gVaYs ) = 20 - oY)
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Seega on (8) toesti ruutvormi F' kanooniline kuju. Samuti v6ib kontrollida, et kehtib vordus A% =
CT ArC, nagu tahetud oli. O

Jargnevaks iilesandeks tdhistame muutujamaatriksid

Xi= (X, X5 Xi),

Y= Y2 Vi),

== (51 =y Eg) , (kreeka tiht “ksii”),
T:=(Ty T2 T3), (kreeka tdht “lpsilon”).

Ulesanne X.2. Viige jargmised ruutvormid normaalkujule a) tile R, b) iile C:
1. Fi = X7 +4X2 + X2 +4X, X, — 2X, X3,
2. Fo = X?+2X2 — X2 +4X,Xo —2X, X3 — 4X, X3,
3. F3=—4X? — X2 — X2 —4X, X5 + 4X, X3 + 18X, X5,
4. Fy= X2 +5X7 — X2 +6X1 X +4X,X;5.
Millised nendest ruutvormidest on omavahel ekvivalentsed?

Lahendus:
1. Vaatleme ruutvormi F; = X7 + 4X3 + X2 + 4X, X5 — 2X; X3, selle ruutvormi maatriks on

1 2 -1
Ar=[2 4 o0
10 1

Viime selle ruutvormi koigepealt kanoonilisele kujule kasutades eelmises iileandes esitatud
algoritmi:

I
—_
O = OO =N

Seega ruutvormi £} kanooniline kuju on

Fl 23/12_'_4}/22_}/;32’
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kusjuures X7 = C,Y 7. Niiiid viime normaalkujule iile korpuse R, selleks peame maatriksi A}
koik read ja veerud, millele oleva elemendi absoluutvaédrtus on erinev 1-st 1dbi jagama selle

elemendi ruutjuure absoluutviértusega:

0 4 01 0 1 013
1 -1 3
1 —1 % — 7 3
Lo ! ) 0+ -}
0 1 1
2 0 3 3

Siit on néha, et iile korpuse R on ruutvormi /| normaalkuju

_ (A
= (5

FL==24+=-52,
kus
X1 1 —% % = 1 2= — =9+ 353
X | =X"=DE"=[0 1 —31][= =5 2y —Z3
X, 0o 2 3 = Eo+ s
Kuna korpuses C saame leida arvu ¢ nii, et 2 = —1, mille abil teisendame ka arvu —1 arvuks
1:
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0
0 0 —=1]-(=2) 0 0 1
T — T — (A'{'
2 2 — 2 2 =
o 1 _1 0o 1 i 1
2 2 2 2
1 1 1 i
0 2 2 0 2 —3

Seega, iile korpuse C, on ruutvormi F} normaalkuju

Fy =" +754+ 73,

kus
Xi 1 -1
Xo | =X"=DE"=(0 3
X3 0 3

3 T, 27, — Ty — 3iY5
1 Ty | == Ty +iT3
—%Z Tg TQ - ZTg

2. Vaatleme ruutvormi Fy = X? 4+ 2X32 — Xg +4X1 X9 — 2X1 X3 — 4X5X3, mille maatriks on

Agi

1
2
-1

2 -1
2 =2
-2 -1
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Viime selle ruutvormi normaalkujule, tehes ikka elementaarteisendusi ridade ja seejirel ka

veergudega:
1 2 -1 1 0
2 2 -2|-2 0 -2 "5
1
-1 -2 -1 -1 0 s
1 0 0 -l 1 =2 —
0 1 0 0 1
0 0 1 0 0

1
7
0
1
7

[\

O O =IO O

S

Jérelikult on ruutvormi F» normaalkujud

F,==2 -5 - =2 (iile korpuse R),
Fy ="+ 75+ 73, (iile korpuse C),

kus XT = D,=T = D)YT.
3. Vaatleme ruutvormi Fy = —4X? — X3 — X7 — 4X; X, + 4X, X3 + 18X, X3, maatriksiga

-4 -2 2
Ag = -2 -1 9
2 9 -1

Viime selle ruutvormi normaalkujule:

—4 -9 é
-2 -1
252
1
¥
0
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-1 .0 0 -1 0 0\ -
0 1 0 0 1 0
0 0 —4f4 J0 0 -1]-
A B I R
I R
0 1 3 0 1 1

Jérelikult on ruutvormi F3 normaalkujud

— =2, =72 =2
Fy="24+724+72
3 — 1 + 2 + 39

(—1) 1 0 0
0 1 0

(—1) 0o 0 1
R
N Ean
0 1 —1

(iile korpuse R),
(tile korpuse C),

kus X7 = D3=" = DYT. Ruutvormi F3 normaalkujus (9) voib muutujate jérjekorda muuta,
muutes ka vastavat iileminekumaatriksi jarjekorda. Selliselt saame normaalkuju

Fy= (20"~ (

kus Ell = EQ ja E/2 = El-
4. Vaatleme ruutvormi Fy = X? + 5X7 — X7 + 6X; X5 + 4X, X3, maatriksiga

1
3
0
1
0
0

0 0
1 0
0 1
0O 0 -1
—-11 -1 0
O%O
2
o 5 1

Jarelikult on ruutvormi F; normaalkujud

— =2 =2 =2
F4—_1+_2—H3,
Fy="24+724+172

4 — 1+ 2+ 39

kus X = D,=7 = D|TT.

—/ )2 —2

=

J—_—
—3

0
2
-1
1 0 0
(o 9 0\-%
0 0 -1
-1 -3 0
LO 1 0)
0 2 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1
-1 -1 0
D, Lo 1 o)
0 2 —i

(iile korpuse R),
(iile korpuse C),
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Nagu néha on koik ruutvormid Fy, Fb, Fs ja Fj iile korpuse C omavahel ekvivalentsed. Ule korpuse
R on omavahel ekvivalentsed F} ja Fj ning F5 ja F3, kuna nende ruutvormide paaride normaalkujud
on samad. 0

Ulesanne X.3. Leidke, kui palju on erinevaid mitteekvivalentseid ruutvorme n muutujast a) iile
C, b) iile R.

Lahendus:

a) Vastavalt loengukonspekti lausele 4.37 on koik ruutvormid {ile korpuse C viidavad kujule
X?Z+ ...+ X2 kus r < n (seda kinnitab ka eelmine iilesanne). Seega leidub iile korpuse C
tapselt n erinevat mitteekvivalentset n+ 1 muutuja ruutvormi (iga r € {0,...,n} kohta iiks).

b) Ule korpuse R on iga n muutuja ruutvorm viidav kujule X2 + ... 4+ X7 — X2, —... — X2,
kus » < n. Voime kujutleda seda iilesannet, kus meil on n + 2 kohta, kuhu tahame panna
stimboleid 0, 1, —1 ja kaks “lileminekut” stimboliseerivat siimbolit |. P6himétteliselt peame
valima, kuhu paneme siimbolid | ning enne esimest paneme koik kordajad 1, kahe siimboli |
kordajad —1 ja viimase jarele kordajad 0. Naiteks, kui n = 9, siis

111] -1 -1 -1 —1/00

vastab ruutvormile X?+ X2+ X2 — X2 — X2 — X2 — X2. Uhesonaga peame leidma, kui mitmel
moel on voimalik kahte “iilemineku"siimbolit paigutada n+ 2 koha vahel. See on teadupoolest
vordne arvuga

n+1\  (n+1)! nanm+1) n’+n
2 ) 2n-1 2 2 7
Téapselt nii palju on mitteervivalentseid n muutuja ruutvorme iile korpuse R.

O

Margime, et eelmises iilesandes kasutasime tegelikult kordumistega kombinatsioonide arvuta-
mise valemit. Olgu antud m-elemendiline hulk (eelmises tilesandes oli selleks {—1,0,1}). Vaatleme
iilesannet, kus tahetakse teada saada, mitmel viisil on voimalik sealt valida k-elemendilisi kombi-
natsioone nii, et iga element voib kuitahes palju kordi korduda. Sellist iilesannet saab arvutada
kordumistega kombinatsioonide arvuga:

(B2

(Ulal tuleneb teine vordus kombinatsioonide arvu siimmeetriast. )
Ulesanne X.4. Leidke koik parameetri a reaalarvulised viirtused, mille korral ruutvorm aX? +

20X2 + (a — 3) X2 + 2X; X, + 2aX, X3 + 2X, X3 on negatiivselt midratud.

Lahendus: Vaatleme ruutvormi F := aX? + 2aX3 + (a — 3) X7 + 2X, X5 + 20X, X3 + 2X, X3
iile korpuse R. Ruutvormi F' maatriks on
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Leiame ruutvormi F' kanoonilise kuju (tegelikult pole siin iileminekumaatriksit vaja, aga harjuta-
miseks leiame siiski)

a 1 a a 0 0

1 2a 1 —11 0 2a—c—11 0

a 1 a-—3 0 0 -3

1 0 0 —| 1 —i -1
kO 1 0 k() 1 0)

0 0 1 0 0 1

Seega [’ kanoonilisel kujul on
1
F=aY?+ (Qa - —) Yy — 3Y7.
a

Et ruutvorm oleks negatiivselt madratud peavad tema kanoonilisel kujul koik kordajad olema ne-
gatiivsed. Jarelikult a < 0 ning

1
2a — — <0,
a
20> —1>0,
1
a’® >

§ 1
“—‘{‘E’ ]

Teadupoolest {a | a < 0} N{a | a*> > 3} = (o0, —
méaratud, siis kui a < _\/Li' ([l

Sl

). Jarelikult on ruutvorm F' negatiivselt

S

Ulesanne X.5. Leidke koik parameetri a reaalarvulised vddrtused, mille korral ruutvorm 2X 2 —
X2 4+4X2 + (2a — 1) X, X5 + a® X5 X3 on positiivselt méidratud.

Lahendus: Vaatleme ruutvormi F := 2X? — X7 +4X73 + (2a — 1) X; X5 + a* X, X3 iile korpuse
R. Ruutvormi F' maatriks on

2 a—% 0

1 a?

A: CL—§ —2]_ o5
0 RN 4

Seda iilesannet voib lahendada analoogiliselt eelmise iilesandega, kuid kasutame siin hoopis loen-
gukonspekti teoreemi 4.46. Arvutame maatriksi A peamiinorid:

2 a—1 0 2 2
2 4 1 4 1
My=la—1 -1 ‘;ﬁ_—g—a——z(a——) ——<8+a—+2<a——)>.
J 2 2 2 2
0 < 4

Ilmselt kehtib iga a € R korral M3 < 0, mistottu ei ole ruutvorm F' kunagi positiivselt maaratud.
(Tegelikult kehtib ka M, > 0, mille arvutamine on lihtsam.) O

Margin siinkohal, et loengukonspekti teoreemil 4.46 leidub ka analoogiline versioon negatiivselt
méaaratud ruutvormide jaoks. Esitan selle ilma toestuseta.
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TEOREEM 3. Ruutfunktsionaal vektorruumil ile R on negatiivselt mdadratud parajasti siis, kui
tema maatriksit peamiinorid rahuldavad tingimusi

M, < 0, My > O, M; < 0, ey (—1)”Mn > 0.

Eelnevat teoreemi koos loengukonspekti teoreemiga 4.46 nimetatakse tihti ruutvormde Sylvesteri
kriteeriumiks. Seda olete ilmselt kasutanud Mitme muutuja analiilisis mitme muutuja funktsiooni
ekstreemumite leidmisel.

Ulesanne X.6. Toestage, et eukleidilise ruumi siimmeetrilise lineaarteisenduse erinevatele oma-
vaartustele vastavad omavektorid on ortogonaalsed.

Lahendus: Olgu & eukleidiline ruum ja f: & — & siimmeetriline lineaarteisendus. Fikseerime
teisenduse f kaks omavéddrtust Ay ja Ag, kus Ay # Ag, ning vy, vy € € neile omaviartustele vastavad
omavektorid. Sel juhul kehtib

A1(vr, v2) = (A, va) = (f(v1),v2) = (v1, f(v2)) = (v1, Adgva) = Aa(v1, va),

(%)

>\1<01,U2> - )\2<U1,U2> = ()\1 - )\2)<U1,U2> =0,

millest (vy,v2) = 0. Seega vektorid v; ja vy on ortogonaalsed. (Vordus (%) tuleb siimmeetrilise
teisenduse definitsioonist.) O]

Téanu eelmisele iilesandele saame uue algoritmi, kuidas leida ruutvormi kanoonilist kuju, milles
kasutatakse omavairtusi. Jargmises iilesandes kasutame seda algoritmi.

Ulesanne X.7. Viige ruutvorm

1. 2X2 +5X2 +5X2 +4X, Xy —4X, X3 — 8X, X3,

2. 8X? —TX3+8X: +8X1 Xy — 2X1 X3 + 8X, X3,
kanoonilisele kujule ortogonaalse muutujate vahetusega (s.0. muutujate vahetusega, mille maatriks
on ortogonaalmaatriks).

Lahendus:
1. Vaatleme ruutvormi F' := 2X12 + 5X22 + 5X§ +4X,; Xy — 4X1 X3 — 8X5 X3, mille maatriks on
2 2 =2
A= 2 5 -4
-2 —4 5
Leiame selle maatriksi omavairtused:
2—A 2 —2 2—A 2 —2
det(A—AE)=| 2 5—XA —4 =] 2 b—XA —4 |=
-2 —4 5-=A 0 1—X 1=\
2— A 2 2— )\ =2
-a=n (52 ) -

—(1-2)

‘Q_A 1 ’:(1—>\)()\2—11)\+10).

2 9—-A
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Jarelikult on A omavéirtused A\; = 1 (algebralise kordsusega 2) ja Ay = 10 (algebralise
kordsusega 1). Ruutvormi F' kanooniline kuju on

F=Y?+Y7+10Y7 (10)

Selle uskumiseks on meil vaja leida (ortogonaalne) ileminekumaatriks ruutvormi F viimasele
kujule.

Fikseerime omavadrtuse \; = 1. Leiame talle vastavaid ortogonaalsed omavektoreid, selleks
lahendame jérgneva lineaarvorrandisiisteemi (Gaussi meetodiga)

I1+21’2—2I3:07
2I1 + 4ZE2 — 4[L‘3 == O,
—2x1 — 4z + 423 = 0,
1 2 —21]0 1 2 —210 21 = 20y — 204,
(2 4 -4 O)—ZI (O 0 O O> _
% 9 x2_cl7
-2 —4 4 |0/ 421 0 0 010
I3 = Co.

Selle lineaarvorrandisiisteemi lahendite fundamentaalsiisteemiks valime {(—2,1,0),(2,0,1)}.
Ortogonaliseerime selle siisteemi Gram-Schmidti ortogonaliseerimisalgoritmiga:

v = (—2,1,0),
((2,0,1),(=2,1,0))
<( ) ’O)’ (_2’170»

Seega sobib meie otsitavaks ortogonaalsete omavektorite siisteemiks vektorite paar B :=

{(_27 17 0) (gv §7 1)}
Fikseerime omaviirtuse Ao = 10. Leiame iihe talle vastava omavektori, selleks lahendame
jirgneva lineaarvorrandisiisteemi

4 2 4
ve = (2,0,1) — (—2,1,0) = (2,0,1) + g(—2, 1,0) = (5’ 5 1> .

—8$1 -+ 21’2 — 21’3 = O, <_8 2 -2 0) +411
2 -5 —4|0

221 — 5y — dzy = 0

¥17 92 = 2 =1 9 —4 —5|0/ 41

—2.2?1—41‘2—5.1'3:0,
0 —-18 —-18|0\ —-III ,0 O 0 (0 0 0 010
_><2 -5 -4 O) _><2 -5 —4 O> —4HI_><2 -1 0 0>‘
0 -9 -9 0 0 -9 —9/0/(=%) "\o 1 1]0

Seega, viimase lineaarvorrandisiisteemi lahendite fundamentaalsiisteemiks sobib {(1,2, —2)}.
Vastavalt eelmisele iilesandele X.6 teame, et vektor (1,2, —2) on siisteemi B vektoritega
ortogonaalne. Seega oleme leidnud 3 ortogonaalset omavektorit B; = B U {(1,2,—-2)} =
{(—=2,1,0),(2,2,1),(1,2,—2)}. Lopetuseks normeerime siisteemi ; vektorid

1 1 2 1
uq.:]R:Eiiﬁﬂ#—a,Lo):avg(—zjﬂo)z (—;E,;%,d>,
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1 (241> \/5(241> 2 4 5
W2 =731 v\ BB -5 |\ =0 = o /= y o |
PTE I \55 5 \5'5 3v5 3v5 3
12 2
(1727 _2) - o' a) o
3’3 3

ning tahistame B := {(_\/lga \/Lgao)a (%57 ﬁga \/?5)’ (%7 %7 _%)}

Niilid saame otsitud iileminekumaatriksi valja kirjutada

Wl

wy = (1,2,-2) =
1(1,2, -2)]]

_2 2 1

Vs 3W/5 3

C = 1 4 2
T V5 3v5 3
0 5 _2

3 3

Kontroll niitab, et C on ilusti ortogonaalne (s.t. C~! = C7). Kontrollime, kas C ikka viib
ruutvormi F' kujule (10):

1 1 2 1
% v Y\/2 2 o\ 5 3 10 0
Tar—| 2 4 5 _ 1 4 2 |_
CuC=| 2 & ¥l 2 5 -4l & 5 §F|=(01 0],
1 2 _2J\—-2 —4 5 0 B _2 0 0 10
3 3 3 3 3

mis on tapselt see, mida me tahtsime.
2. Vaatleme ruutvormi F := 8X? — 7X2 4+ 8X2 + 8X; Xy — 2X; X3 + 8X, X3, mille maatriks on

A=\ 4 -7 4

Leiame ruutvormi A kanoonolise kuju, mille iileminekumaatriks on ortogonaalne analoogiliselt
osaga 1, kuid seekord vihemate selgitustega. Leiame maatriksi A omaviartused:

8 —\ 4 1 8 — \ 4 -1
det(A—XE)=| 4 —7T—=X 4 |=| 4 —7-X 4 |=
-1 4 S—A [A—9 0 9—\
8 — \ 4 4 -1
_(9_”(‘ 4 —7—/\’_‘—7—>\ 4')‘

S_A 4 4
:(9_”(‘ 4 —7—/\’+‘4 —7—>\D

7T—A 4

:(9_A)’ 8 —T-2A

‘ = (9 — \)(2* —81).

Jirelikult on A omavairtused \; = 9 (algebralise kordsusega 2) ja Ay = —9 (algebralise
kordsusega 1). Seega on ruutvormi F' kanooniline kuju

F =9Y? 4+ 9Y; — 9Y7. (11)
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Fikseerime omavaartuse A\ = 9 ja leiame kaks lineaarselt soltumatut omavektorit. Lahendame
lineaarvorrandisiisteemi

—I1+4.T2—333:O,
4%1—16%24—4%3:0,
—x1 + 4wy — 23 = 0,
~1 4 -11]0 ~1 4 -1]0 vy = dey — ¢,
(4 —-16 4 O>—4I _><0 0 0 O> _
) Ty = Cq,
-1 4 =110/ +I 0 0 010

T3 = Co.

Siit valime eelneva lineaarvorrandisiisteemi lahendite fundamentaalsiisteemi kujul {(4,1,0),
(—1,0,1)}. Ortogonaliseerime need vektorid

v = (—1,0,1),
= (4,1,0) — <E(__11001§>(811100i§>(—10 1) =(4,1,0) + %(—1,0, 1) =(2,1,2).
Fikseerime omavéirtuse Ay = —9 ja leiame iihe omavektori. Lahendame lineaarvorrandisiis-
teemi
17y + 4y — 23 = 0, 7 4 =10
421 + 20y + dag =0, (—41 421 147 8) 41

—x1 +4xo + 1723 =0,

17 4 —-110 17 4 —1 1|0\ —2II
() e
16 8 16 | 0/ —4II 0O 0 010

9 0 =90\ - 1 0 =110 1 0 =110
_><4 2 4 O) . %<2 1 2 O) +21 _><4 1 0 0)
00 010 00 010 0 0 0|0

Seega antud lineaarvorrandi lahendiruum on {(¢, —4¢, ¢) | ¢ € R} ning tema fundamentaal-
stisteemiks sobib {(1,—4,1)}.

Niiiid oleme leidnud kolm ortogonaalset omavektorit B = {(—1,0,1),(2,1,2),(1,—4,1)}. Nor-
meerime need vektorid

1

1
w = ——(=1,0,1) = —(—1,0,1) ( —,0, )
1(=1,0,1)]] V2 V2
1 2

——_(2,1,2) = 1(2 1,2)
Wy 1=
2 ||(2’1’2)|| Y Y 3 ) Y 3 3 3

1 1
B TR T A (3

N[O | =

1 1
V23 73v2)
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Niiiid oleme saanud ka ortogonaalse iileminekumaatriksi

1 2 1

V2 3 3v2

. 1 2v2
12 1

V2 3 3V2

2
mille abil saab ruutvormi F' viia kanoonilisele kujule (11).
0J

Taiendav, mittekohustuslik teema Jéargnevat iilesannet voiks vaadelda kui teatavat tarniiles-
annet. Selle lahendamiseks on vaja arendada natuke ruutvormide teooriat rohkem juurde, kui loen-
gus (ja loengukonspektis) tehtud on. Teeme seda siinkohal. Nimelt néitame, et kahel ruutvormil
leidub {ihine muutujavahetus, mis viib molemad ruutvormid kanoonilisele kujule, kui vihemalt iiks
neist on positiivselt madratud.

Olgu meil V' vektorruum iile korpuse K, F'ja G ruutfunktsionaalid vektorruumil V', kusjuures GG
olgu positiivselt midratud. Sel juhul leidub siimmeetriline bilineaarne funktsionaal g: V xV — K
nii, et

VeeV: g(x,z)=_G(z)>0.

Sel juhul saab vektorruumis V' defineerida skalaarkorrutise vordusega

(z,y) == g(z,y), (z,y € V),

nii saame ruumi V' vaadelda kui eukleidilist ruumi. Tanu loengukonspekti teoreemile 4.35 leidub
ruutfunktsionaalil F' eukleidilises ruumis V' ortonormeeritud kanooniline baas B. Ilmselt on B ka
ruutfunktsionaalile G' kanooniliseks baasiks, kuna B on ju ortonormeeritud funktsionaali g suhtes.
Niiiid lahendame jargneva iilesanne, mis ilmselt selgitab eelnevat mottekiiku.

Ulesanne X.8. Leidke muutujate vahetus, mis viib ruutvormid

G =2X+8X3+3X7+8X1 Xy +2X, X5 + 4X, X3

korraga kanoonilisele kujule iile korpuse R.

Lahendus: Vaatleme ruutvorme [ ja G vektorruumil V iile korpuse R, mille maatriksid antud
baasi B = {€1, €2, €3} suhtes on

1 1 -1 2 4 1
Ap=A=\|1 2 0 |, Ag:=B:=|4 8 2
-1 0 3 1 2 3

Paneme tahele, et ruutvorm F' on positiivselt maaratud, kuna maatriksi A peamiinorid
-1

1
11

1 0

3 1 2

—1

1
A3: 2 :1, A2:’ ’:1, Alzdet<1):1
0
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on koik positiivsed. Seega votame aluseks ruutvormi F' ja defineerime skalaarkorrutise
(vw) = flv,w),  (v,weV), (12)

kus f on ruutfunktsionaalile F' vastav siimmeetriline bilineaarne funktsionaal, mille vidrtused baasi
B vektoritel on antud maatriksis A. See tdhendab, et suvaliste (a1, as, az), (b1, be,b3) € V' (baasil B)
saab skalaarkorrutist arvutada

(a1€1 + ages + azes, b€y + baey + bzez) = arby(eq, €1) + arba(eq, €2) + arbs{eq, €3)+
+ agbi (€9, €1) + azba{eg, €3) + azbz (e, €3)+
+ azby (€3, €1) + azba(ea, €2) + azbs(es, €3) =
= a1b1 + a1by — a1bs + asby + 2asby — asby + 3azbs.

Leiame eukleidilise ruumi (V; (, )) ortonormeeritud baasi. Selleks ortonormeerime tavalise baasi
{(1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1)} skalaarkorrutise (, ) mottes. Siis Gram-Schmidti ortogonaliseerimisprot-
sess:

vy = (1,0,0),
_ (1,0,0),(0,1,0)) . L

2= (0,1,0) = g ar(1.0.0) = (0,1,0) = 1(1,0,0) = (-1, 1,0)
o ((1,0,0),(0,0,1)) ((—=1,1,0),(0,0,1)) B

vs =000 =750 100y 00 T it cnrop b b0 =
= (0,0,1) + %(1,0,0) - %(—1, 1,0) = (2,—1,1)

Paneme tihele, et vektorite vy, vo ja vg pikkus on koigil 1 (skalaarkorrutise (12) suhtes). Seetdttu
on B' = {vy,vq,v3} eukleidilise ruumi (V; (, )) ortonormeeritud baas iileminekumaatriksiga

1 -1 2
U=(0 1 -1
0 O 1
Leiame ruutvormi G maatriksi baasi B’ suhtes
2 21
B =UTBU=[2 2 1
1 1 3

Niitid leiame ruutvormi G ortonormeeritud kanoonilise baasi skalaarkorrutise (12) kohta. (Kuna me
niitid opereerime baasil B, siis edaspidi arvutame skalaarkorrutist tavalisel viisil, mitte valemi (12)
abil.) Leiame maatriksi B’ omaviértused

2-) 2 1 2 2 1
det(B'—AE)=| 2 2-X 1 |=| X =—x 0 |=
1 13-\ 11 3-)A

N N N e A N
O\ 3- 1 3=X) "7 2 3-A"
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= M4 =N (3 =X —2) =X\ = 7\+10).

Jérelikult on maatriksi B omavddrtused A\; = 0, Ay = 2, A3 = 5 (koik algebralise kordsusega 1).
Niiiid peame leidma igale omavéaartusele vastava omavektori.
Fikseerime omavéaartuse \; = 0. Lahendame lineaarvorrandisiisteemi

2 2 1 2 2 1\ —2III 0 0 =5\ -(3) 00 —1
(2 2 1) —1 _><o 0 0) %(0 0 o) %<o 0 0)
11 3 1 1 3 1 1 3/ 43l 1 1 0

Seega, omavddrtuse Ay = 0 omavektorite ruum on {(¢,—c¢,0) | ¢ € R}, millest valime vektori
(1,-1,0).
Fikseerime omavaartuse Ay = 2. Lahendame lineaarvorrandisiisteemi

0 2 1 0 2 1 0 2 1
<2 0 1) —2I11I 5 (O -2 —1) +I _ (0 0 O)
1 1 1 1 1 1/ -1 1 -1 0

Seega, omavédrtuse Ay = 2 omavektorite ruum on {(c¢,¢,—2c¢) | ¢ € R}, millest valime vektori
(1,1,-2).
Fikseerime omavaartuse A3 = 5. Lahendame lineaarvorrandisiisteemi

-3 2 1 -3 2 1 —3 2 IN+42 /-1 0 1
1

(2 -3 1>—I_><5 -5 0) -(5)_><1 ~1 0) _><1 ~1 o)

1 1 =2/ 421 '\=5 5 0o/ -11 "\o 0 o0 0 0 0

Seega, omaviirtuse Ay = 2 omavektorite ruum on {(c, ¢, ¢) | ¢ € R}, millest valime vektori (1,1, 1).
Tulenevalt tilesandest X.6 on koik valitud vektorid ortogonaalsed. Normeerime need vektorid

1 1 1 1
W = M(L_LO) = E(L_LO) - (Ea _Eyo) )
e T, — g, - (L L2
1(1,1,=2) " V6 V6 V6 V6]

1 1 1 1 1
v =yt = B = (ﬁ ﬁ%) '

Sellega oleme saanud ruutvormi G kanoonilise baasi Be = {wy, wq, w3}, mis on skalaarkorrutise (12)
jargi ortonormeeritud. Uleminekumaatriks baasilt B’ baasile B¢ on

1 1 1

V2 V6 V3

D= 1 1 1
- V2 V6 V3

0 _2 1

V6 V3

Maatriks C' := UD on niiiid otsitud {ileminekumaatriks baasilt B baasile ;.
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Kontrolliks arvutame, et

CTAC = DTUTAUD =

CTBC = D"UTBUD =

OO o OO
o O OO
o o = OO

Siit on nidha, et muutjatevahetus (iileminekumaatriks) C' viibki ruutvormid F' ja G molemad ilusasti
kanoonilisele kujule, nagu tahetud oli. 0

Ulesanne* X.9. Olgu f(X,...,X,) ja g(X1,...,X,) ruutvormid, kusjuures g on positiivselt
méiratud. Toestada, et kanooniline kuju f = \ Y2 + ...+ A\, Y2 on iga muutujavahetuse korral,
mis viib g normaalkujule, médratud tiheselt liidetavate jirjekorra tédpsuseni, kusjuures Ay, ..., A\,
on nn A-vorrandi det(A — AB) = 0 lahendid, kus A ja B on vormide f ja g maatriksid.



XI. TSUKLILISED RUHMAD 83

Praktikum XI Tsuklilised riithmad

Olgu G loplik rithm. Nagu loengukonspektist teada, siis tdhistatakse elemendi g € G jarku ord(g).
Vastavalt traditsioonile tihistan rithma G jérku Ord(G). Muidugi langeb (alam)rithma jirgu moiste
kokku selle riihma alushulga voimsusega, siis

Ord(G) := #(G) = |G].
(Q-algebra (A; Q) alushulgaks nimetatakse hulka A).

Ulesanne XI.1. Leida substitutsioonide rithma S; koigi elementide jiargud.

Lahendus: Vaatleme substitutsioonide rithma (S3, o), kuhu kuuluvad kéik hulga {1,2,3} bi-
jektsioonid. Hulgas S3 on 3! = 6 elementi. Vaatleme neid elemente, esitades neid kaherealiste
maatriksitena. Esiteks tihikelement

1 2 3 .
(1 2 3) =1id,

ilmselt kehtib ord(id) = 1 nagu alati ithikelemendi korral. Vaatleme iilejdéinud elemente ja arvutame
nende astmed ning sellest jareldame nende jargud
3 1 2 3 :
J=(053) -

12 3 12 3\* (1
32/ 132 ~ U
123
:>ord(132):2,

12 3 12 3\*
2 13)° \213)~

o aft 23,
oMl\2 1 3) 7%
2

—
w N
N W
~
)
7 N
— =
W N
[\

12 3 123\ (123 (123) (123

231)° \231) (231 23 1) 31 2)
12 3\"_ (1 23\ (123)_(123)_.
23 1) " \231 312) 1 237!
12 3

:>ord<231):3,

N W
~_
Il
N\
N
NN W N
—
~_

N
—_

— —
b [\) [\
DN O
~_

w

I

Lo =
=N N
N W
~_

(e}

N

N —

wW DO N
—
~

Il

VR

— =
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1 2 3
— 01"d(3 9 1)—2.

Sellega oleme leidunud substitutsioonide riihma S5 koikide elementide jargud. Paneme tahele, et
meie tdhistuses esitub tsiikkel (1,3,2) kujul (1%3) ning selle elemendi jirk on tdesti 3 nagu ka
loengukonspekti néites 5.8 (2).

Kuna suurim elemendi jérk riithmas S5 on 3, siis rithm S3 ei ole tsiikliline. [

Olgu R ring. Tahistame stimboliga U(R) koigi ringi R pooratavate elementide (korrutamise
suhtes) rithma korrutamise suhtes.

Ulesanne XI.2. Leida elementide g € G jéirk ning alamrithm (g), kus
1. G = (Z4Q,+) ja g c {E,E,ﬂ};

G=Cijage {%,17%};

G=Zi5jag=T,

G=U(Zys)jag=T,

G = Zg@Z5 ja g = (T,g)

Ol W

Lahendus:
1. Vaatleme rithma (Zgo, +). Fikseerime elemendi 12 € Z,5. Arvutame tema astmed (kuna meil
on tegemist aditiivse rithmaga, siis aste on tegelikult korrutamine)

2.72 =71,
3.12 — 3,
4.T2-38=5,
5.12 = T8,
6.12 — 30,
7.2-T =0

Seega ordy,,(12) = 7 ning lisaks ndeme, et

Fikseerime elemendi 13 € Z,,. Paneme tihele, et SUT(13, 42) = 1, siis loengukonspekti lause
5.12 pohjal saame, et 13 on riihma Z,5 moodustaja (jitkuvalt meenutan, et aditiivses riihmas
on korrutamine astendamise rollis ning ilmselt 13 = 13 - 1). Seega

OI‘dZ42 (1_3) = 42, <1_3> = Z4g.

Fikseerime elemendi 14 = Z;5. Arvutame elemendi 14 astmed

Seega kehtib



XI. TSUKLILISED RUHMAD 85

2. Vaatleme rithma (C, +) (ilmselt on siin méeldud aditiivset rithma, kuna korrutamise suhtes
ei moodusta C rithma). Vaatleme elemente 1—’21, 1+ € C. Ilmselt ei teki kummagi elemendi
iseendale liitmisel kunagi arvu 0. Jarelikult kehtib

1
ordc ( Z) = ord¢(l +14) = o0

1\/5'
(5 (e er)
(1+1i)={2+1iz| 2z € Z}.

3. Vaatleme rithma (Z5; , +) (sarnaselt eelmise punktiga, on siin ilmselt aditiivne rithm). Fiksee-
rime elemendi 7 € Z5. Paneme téhele, et SUT(7,15) = 1, mistottu taaskord loengukonspekti
lause 5.12 jérgi on 7 riihma Z;5 moodustaja. Seega

ordz,, (7) =15,  (7) = Zs.

4. Uurime, millised elemendid on ringis (U(Zis), +,-) podratavad. Poératavaid elemente voib
leida lihtsalt koigile elementidele poordelemente leides. Loengukonspekti lausest 5.4 jareldub,
et element @ € Z,, on pdoratav parajasti siis, kui SUT(a,m) = 1 (see viide toestatakse
pohjalikult Arvuteoorias). Seega kirjutame vélja hulga U(Z;5) elemendid

U(Zys) = {1,2,4,7,8,11,13,14} ,

mistottu
Ord(U(Z15)) = #(U(Z15)) = 8.

Fikseerime elemendi 7 € U(Z;5). Arvutame elemendi 7 astmed (kuna meil on pracgu multip-
likatiivne riithm, siis on astendamise rollis tavaline astendamine)

=2

70 =149 =14,
7 =98 =13,
7Th=9T=T1.

Jarelikult kehtib
OrdU(Zl5) (7) = 47 <7> = {T, Z, 7,@} .

5. Vaatleme rithma Zz @ Zs = Zj x Z; (vilise otsesumma definitsiooni tottu (loengukonspekt
lk. 25)), mida vaatleme taaskord riihmana liitmise suhtes. Arvutame elemendi (1,3) astmed

1-(1,3) =(1,3), 6-(1,3)=(3,3) =(0,3), 11-(1,3)=(2,3),
2-(1,3)=(2,6) =(2,1), 7-(1,3)=(1,6)=(1,1), 12-(1,3)=(3,6)=(0,1),
3-(1,3) = (3,4) = (0,4), 8-(1,3)=(2,4), 13- (1,3) = (1,4),
4-(1,3)=(1,7=(1,2), 9-(1,3)=3,7)=(0,2), 14-(1,3)=(2,7) =(2,2),
5-(1,3) = (2,5) = (2,0), 10-(1,3)=(1,5) =(1,0), 15-(1,3)=(3,5)=(0,0)

Eelnevast ndeme, et

Ordzgxzs)((T,g)) = 15, <(T, §)> = Zg X Z5.
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Vaadeldes hoolega eelnevalt arvutatud riithma Zz X Zs ndeme, et kehtib valem
ordgy s ((a, b)) = VUK (ordg(a), ordg (b)),

kus G ja H on loplikud rithmad. Samuti ndeme, et tsiikliliste riithmade otsekorrutise element
on selle rithma moodustaja parajasti siis, kui ta koosneb vastavate rithmade moodustajatest.
O

Ulesanne XI.3. Olgu G = (g), |G| = 12. Leida G/(¢*), kus k = 6,7,8.

Lahendus: Olgu G tsiikliline rithm moodustajaga g, mille korral Ord(G) = #(G) = 12 ja
e on rithma G ihikelement. Ilmselt kehtib ords(g) = 12. (Vastavalt loengukonspekti teoreemile
5.5 on rithm G isomorfne rithmaga (Zi2, +), mistottu voiksime edasi arvestada G = Zjy. Sel juhul
g € {1,5,7,11}. Ma esitan vastused molemal juhul.)
k = 6: Paneme tdhele, et SUT(6, 12) = 6 ning 12 = 2-6. Ténu loengukonspekti lemmale 5.14 teame,
et ord(g%) = 2. Siit saame, et alamriithm (¢g%) on kaheelemendiline, mlstottu (%) = {e,¢°}.
Uurime faktorriihma G/(g®). Olgu a € G, siis leidub h € N nii, et a = ¢" ning

[a] = [¢" = ¢" - {e,9°} = {4, 9"9°} = {4". 8" **}.
Seega

G/{g%) = {{g", g"" Y 1 he{0,1,...,5}} = #(G/{(¢") =

(Kui G = Ziy, siis kehtib 6g = 6. Lisaks kehtivad (6g) = {0,6} ja
Zl?/<6g> = {{Ou 6}a {]-’ 7}7 {27 8}7 {37 9}7 {4a 10}7 {57 11}})

k = 7: Mérkame, et SUT(7,12) = 1. Jérelikult g7 on riihma G moodustaja, mistottu (g")
Seega

I
Q

G/{g") = G/G ={G} = {[lc]}

ehk faktorriihm G/(g") on triviaalne riihm (#(G/(g9")) = 1).

k = 8: Arvutame SUT(lQ, 8) = 4 ning ilmselt 12 = 3 - 4. Kasutades taaskord loengukonspekti lem-
mat 5.14 ning saame, et ord(¢®) = 3. Oleme saanud, et alamriihm (g®) on kolmeelemendiline
ning (¢®) = {¢, ¢*, ¢°}, kuna kehtib

B = g16 = gl2+h = g124% — g4

Niilid teame, et
G/(g®) = {{g" g"" g" "} R €{0,1,2,3}} = #(G/(s") =4

(Kui G = Z5, siis 8¢

c ,8} ning
T/ (89) = 110,18}, {7,

\'_/H>I
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Toon siinkohal dra {ihe lemma arvuteooriast. Toon siinkohal dra ka selle lemma toestuse, kuid
siin aines pole see kohustuslik.

Lemma 6. Olgu G riihm, a € G ja ord(a) = m € N ning k € N;. Siis kehtib a* = ¢ parajasti siis,
Toéestus. (=) Kehtigu a* = e. Ténu loengukonspekti lausele 5.3 leiduvad ¢,r € Z nii, et k = gm+rja0 <r < m.
Niitid

k gm—+r

e=a"=a ama”

=a?a" = ()" =e%" =ad'.

Kuna m on vdhim nullist erinev naturaalarv, mille korral o™ = ¢, siis r = 0. Jarelikult & = ¢gm, mistdttu m | k.
( <= ) Kehtigu m | k, mistottu leidub h € Z nii, et k = hm. Sel juhul kehtib a* = a"™ = (a™)" = &" = ¢ nagu
tahetud. n

Ulesanne XI.4. Toestada, et n-dat jirku tsiiklilise rithma mistahes alamriihm on tsiikliline ja iga
d | n korral leidub tépselt iiks d-ndat jarku alamriihm.

Lahendus: Olgu G tsiikliline rithm moodustajaga g € G ja kehtigu tingimus Ord(G) =
#(G) =n € Ny.

Olgu H C G alamrithm. Kui H on triviaalne, s.t. H = {e}, siis ilmselt on H tsiikliline moodus-
tajaga . Edaspidi oletame, et {¢} C H. Kuna g on rithma G moodustaja, siis iga elemendi h € H
korral leidub naturaalarv k& € N nii, et h = ¢g*. Valime viihima m € Ny, mille korral g™ € H. Olgu
h = g* € H\{e} suvaline. Saame jifigiga jagada ehk leiame arvud q,7 € Z, kus 0 < r < m ja

=qm+r.
Niitid
h = gk — gqurr — (gm)qgr — gr — gk(gm)fq
Vastavalt eeldusele ¢g*, g™ € H ning kuna H on riihm, siis ka (¢™)79,¢*(¢g™)"? € H. Jérelikult
g" € H, kuna aga k on vihim nullist erinev naturaalarv, mille korral ¢g* € H, peab kehtima r = 0.
Seega g* = (g™)%¢° = (g™)% = (g™)?. Siit nieme, et H = (g™), mistottu H on tsiikliline.

Téanu Lagrange’i teoreemile 1.46 teame, et iga alamriihma H C G jark jagab arvu n ehk kehtib

#(G) | n.

Olgu d | n. Vaatleme alamriihma

n

(gh) ={gh. g%, g%t =} = #(gh)=d

Jarelikult on alamriihma (gE) jark d. Oletame vastuviiteliselt, et leidub alamriihm H C G nii, et
#(H) = dja H # (gi). Kuna H on tsiikliline, siis saame valida alamriithma H moodustaja ¢,
kusjuures ord(g¥) = d, mistottu ¢* = & = ¢g". Jérelikult tinu lemmale 6 leidub naturaalarv s nii,
et kd = sn, kust k = s2. Olgu h € H, siis leidub ¢ € N nii, et h = (¢¥)? ning sel juhul

h=(g")"=(g°1)" = (g9)" € (g).
Seega H C (gd). Teisest kiiljest #(H) = #((g)), millest saame H = (gd). O
Eelmine iilesanne on viga kasulik. Selle kasulikkust demonstreerib jirgmine iilesanne.

Ulesanne XI.5. Leida koik 12-elemendilise tsiiklilise riihma alamriihmad.



88 ALGEBRA II (siigis 2024)

Lahendus: Loengukonspekti teoreemist 5.5 on teada, et koik sama jarku tsiiklilised alamriih-
mad on isomorfsed, seepirast vaatleme siin iilesandes riithma (Zio, +). Ulesandest XI.4 on teada, et
715 koik alamriihmad on tsiiklilised, seega piisab meil koiki alamriihmi otsides vaadelda alamriihmi
(a), kus a € Ziy. Lisaks jireldame loengukonspekti jireldusest 5.15 ja eelmisest {ilesandest, et kui
SUT(b,12) = SUT(c, 12), siis (b) = (¢). Vaatleme kaik riihma Z;, elemendid libi:

SUT(3,12) = (3)=1{3,2-3=6,3-3=9,4-3=0}={0,3,6,9}, (Ord((3)) = 4);
SUT(4,12) =4: (4)={4,2-8,3-4=10} = {0,4,8}, (Ord((4)) = 3);
SUT(5,12) = 1:  (B) = Zy;
SUT(6,12) =6: (6) = {6,2-6=0} = {0,6}, (Ord((6)) = 2);
SUT(7,12) = 1:  (7) = Z1y;
SUT(8,12) = 4: (8) = (4);
SUT(9,12) =3:  (9) = (3);
SUT(10,12) = 2:  (10) = (2);
SUT(11,12) = 1:  (11) = Zys.

Sellega oleme leidnud koik rithma Zi5 alamriihmad. Nagu niha leidub igale jargu 12 jagajale 1, 2,
3,4, 6, 12 ka vastav alamrithm nagu oli tahetud. 0

Pannes iilesanded XI.3 ja XI.5 kokku ndeme, et tegelikult on lopliku tsiiklilise riithma Z,, alam-
rithmad alati paaris. Nimelt iga d | n korral kehtib

Zo/(@) = (5),
Z/ <g> ~ (d).

Olgu G rithm. Lopliku jarku elemendi g € G (v6i alamrithma (g)) indeksiks nimetatakse alamrithma
G/{g) jarku. Stimbolites

Ord(G)
ord(g)

indg(g) = indg({(g)) := Ord(G/(g)) =

Ulesanne XI.6. Toestada, et rithma G mistahes elementide a, b ja ¢ korral
1. elementidel ab ja ba on sama jirk;
2. elementidel abe, bea ja cab on sama jirk;
3. elementide abc ja cba jargud voivad olla erinevad.
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Lahendus: Olgu G riithm ja a,b,c € G.
1. Vaatleme elemente ab ja ba. Olgu ord(ab) = n, siis (ab)" = €. Paneme téhele, et

(ba)™ = (ba)"bb™" = b(ababab . . . ab)abb™' = b(ab)"b™' =bb~' =¢.

n—1

Seega ord(ab) | m. Analoogiliselt saame, et ord(ba) | ord(ab), mistottu kehtib ord(ab) =
ord(ba).

2. Vaatleme elemente abc, bea ja cab. Olgu ord(abe) = n, siis kehtib taaskord (abc)” = e. Paneme
tdahele, et analoogiliselt eelmise punktiga

(bea)™ = (bea)™(be)(be) ™ = be(abe)™(be) ™! = be(be) ™ = ¢,
(cab)™ = (cab)"cc™* = c(abc)"c

Seega ord(bca) | n ja ord(cab) | n. Sarnaselt eelmise punktiga saame siit tahetud ord(abc) =
ord(bca) = ord(cab).
3. Selles osas vaatleme taaskord iilesandes XI.1 vaadeldud substitutsioonide rithma S5. Téahis-

tame
(1 23 (123 (1 23
“=\9 1 3)° {3 12) “7\1 3 2/
Arvutame
oo (123 (1 23y (L 23)_(1L23) (123)_(123
@ =121 3 31 2 132/ \21 3 321/ \31 2/
choa— (L2 3) (L 23) (1 23)_ (123 (123 _(123
¢ “=11 3 2 31 2 213/ {1 3 2 132 \12 3

Ulesandest XI.1 saame niiiid, et

ord(aoboc) =3,
ord(coboa)=ord(id) = 1.

See kontraniide lahendabki antud iilesande.
O

Mainin, et elementide jarjestuse abc iimberjarjestusi beca ja cab nimetatakse tsiklilisteks imber-
jarjestusteks.

Ulesanne XI.7. Toestada, et kompleksarvu z jirk rithmas C\{0} on 16plik parajasti siis, kui
|zl =1jatargz € Q.

Lahendus: Vaatleme rithma (C\{0},-) (ilmselt on siin moeldud kompleksarvude multiplika-
tiivset rithma, kuna (C\{0}, +) pole rithm).
(=) Olgu ord(z) = n € N. Sel juhul kehtib

n

1=2"= (|]z]exp(iarg z))" = |z|" exp(in arg z).
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Siit jareldub, et |z] =1 ja

dJmeZ: 2mmi=inargz,

2mm
n =

argz

Kuna vastavalt eeldusele n € N, siis jarelikult %gz € Q ning ilmselt ka

-1
ar

gz:( T ) cQ.
T arg z

arg z . _
= €Q,siisargz =7

mi
m2

(<= ) Olgu z € C selline, et |z| =1 ja
Sel juhul vastavalt toestuse eelmisele osale

mingite mq, my € Z Kkorral.

ord(z) = 2my
ehk z on ilmselt 1opliku jarku. U

Kasutades eelmist iilesannet toon dra, et néiteks

ordevioy (1) = 4, (i) = {1,4, -1, =i},

1 V3 1 V3\ o«
Ord(c\{o} (5 +27> = 6, (arg <§ —{—Z?) — §> ,

1 V3 1 V3 1 A3
<—+z£> _ {1,——|—7L£,——+z’\/—_,—1,— y

1
2 9 9 "2 9" g g

V31 V3
22 "2 (-
Aga niiteks orde g0y (2 4 i2) = oo, kuna arg( 4 i%) = arctan 3 pole ratsionaalarv.
Ulesanne XI.8. Leida koik tsiiklilise rithma endomorfismid.
Lahendus: Olgu G tsiikliline rithm. Vastavalt loengukonspekti teoreemile 5.5 on G isomorfne

kas rithmaga (Z,+) voi (Z,,, +) mingi n € N korral.
Kui G = (Z,+), siis seda juhtu vaatlesime II praktikumi iilesandes I1.2. Meenutan, et

End((Z,+)) = {z— mz | m € Z}.

Olgu n € N ja eeldame, et G = (Z,,+). Analoogiliselt iilesandega I1.2 saame, et ka rithmas
(Zy, +) kehtib End((Z,,,+)) = {z — mz | m € Z}. Samas on selge, et iga z € Z, korral

miz = moz <= my =my (mod n), (my,mg € 7).
Seepérast saame tapsustada, et
End((Z,,+)) ={z— mz | m € Z,}.

Siit ndeme, et leidub isomorfism ¢: Z,, — End((Z,,,+)), z — z__.
Kokkuvottes ndeme, et iga tsiiklilise rithma G korral kehtib G = End(G). O

Ulesanne* XI.9. Oletame, et mingis mittetriviaalses rilhmas on koik iihikelemendist erinevad
elemendid p-ndat jarku. Toestada, et p on algarv.
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Praktikum XII Perioodilised ja vabad Abeli rithmad

Ulesanne XII.1. Leida rithma (Zy, +) kdik p-komponendid (p € P). Seejirel veenduge, et riihm
(Zso,+) toesti avaldub oma p-komponentide otsesummana.

Lahendus: Leiame rithma (Z;s, +) koikide elementide jargud. Arvutame

ord(0) = 1; ord(10) = 2, (2-10 =0);
ord(1) = 20; ord(11) = 20;

ord(2) = 10, (10-2 =10); ord(12) = 5, (5-12=0);
ord(3) = 20; ord(13) = 20;

ord(4) = 5, (5-4=0); ord(14) = 10, (10 - 14 = 0);
ord(5) = 4, (4-5=0); ord(15) = 4, (4-15=0);
ord(6) = 10, (10-6 = 0); ord(16) = 5, (5-16 = 0);
ord(7) = 20; ord(17) = 20;

ord(8) = 5, (5-8=0); ord(18) = 10, (10 - 18 = 0);
ord(9) = 20; ord(19) = 20.

Siit ndeme, et rithmal (Zgg, +) leidub kaks erinevat p-komponenti (mis erinevad triviaalsest riih-
mast), nimelt 2- ja 5-komponent. Seega

9

&
0,4,8,12,16}

(Z20)q = {6}7 ((] S P\{Qv 5})

Néitamaks asjaolu, et Zog = (Zag )2+ (Zao)5 esitame koik elemendid vastavatesse p-komponentidesse
kuuluvate elementide summana:

0=0+0; 5 =5+ 0; 10 =10 + 0; 15 =15 + 0;
1=5+16; 6 =10 + 16; 11 =15+ 16; 16 = 0 + 16;
2=10+12; 7T=15+12; 12=0+12; 17=5+12;
3=15+8; 8§=0+8; 13=5+8; 18=10+3§;
4=0+4; 9=5+4; 14 =10 + 4; 19=15+4.

Ilmselt on koik eelnevalt toodud summad iihesed, mis toestabki Zoy = (Zag)2 + (Zao)s. O

Ulesanne XII.2. Esitage jirgnevad rithmad oma mittetriviaalsete p-komponentide otsesummana:
a) Zio, b) Zgs ) Zgo.
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Lahendus:
a) Paneme téhele, et 10 = 2 - 5. Seega ténu loengukonspekti teoreemile 5.22 esitub rithm Zq
otsesummana

ZIO = (Z10)2 ‘|‘ (Zlo)5~

b) Kuna 25 = 5%, siis k01k1de rithma Z25 elementlde jargud kuuluvad hulka {1,5,25}. Seega
on koikide elementide jirk algarvu 5 aste. Kokkuvottes on Z5 iseenda 5 komponent ehk
Zys = (Zas)s.

c¢) Paneme tihele, et 60 = 21-3-5. Seega téinu loengukonspekti teoreemile 5.22 esitub rithm Z3,
otsesummana

)3 + (Zeo)s-

+ (Ze
Kusjuures (Zg)2 =10, 15, 30,45}, (Zg)3 = {6 20,40} ja (Zgy)s=10,12,24, 36, 48

O

Ulesanne XII.3. Leida rithma (U(Zsy,), ) p-komponendid ja esitada rithm (U(Zs, ), -) nende otse-
summana.

Lahendus: K®&igepealt kirjutame vilja hulga U(Zs). Selleks meenutame eelmise praktikumi
iilesandest 2 asjaolu, et a € Z, on pooratav parajasti siis, kui SUT(a n) = 1. Arvutame hulga

U(Zxn) = 1{1,2,4,5,8,10,11, 13,16, 17, 19, 20

Nieme, et #(U(Zs1)) = Ord(U(Zs1)) = 12 = 22 - 3. Leiame nende elementide jirgud:
ord(1) = 1; ord(11) = 6, (11° =1 (mod 21));
ord(2) = 6, (2°=1 (mod 21)); ord(13) = 2, (13> =1 (mod 21));
ord(4) = 3, (4> =1 (mod 21)); ord(16) = 3, (16 =1 (mod 21));
ord(5) = 6, (5° =1 (mod 21)); ord(17) = 6, (17° =1 (mod 21));
ord(8) = 2, (82 =1 (mod 21)); ord(19) = 6, (19° =1 (mod 21));
ord(10) = 6, (10° =1 (mod 21)); ord(20) = 2, (202 =1 (mod 21)).

Kirjutame vélja rithma U(Zy;) p-komponendid:

(U(Zs1))2 = {a | ord(a) € {1,2}} = {1,8,1 ,20} > 7o X Lo,
(U(Z21))s = {a | ord(a) € {1,3}} = {T 4,16
(U(Z21))g = {0}, (q € P\{2,3}).

Lihtne kontroll néitab, et toesti eelnevad isomorfsused kehtivad. Siit ndeme, et
U(Zgl) = (U(ZQl))g -|- (U(Zz1))3 = {T, g, 37%} -|- {T, Z,E} = ZQ X Zg X Zg.

Niitan, et eelnev summa on toesti otsesumma, esitades koik U(Zo;) elemendi iiheselt eelnevast
otsesummat ning ka kolmikuna otsekorrutisest
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T-1-1~(0,0,0), §-8.T= (1,0,0), =116 (0,0,2),
3—8.76 = (1,0,2), 0=T3-12(0,1,1), 7=20.12(1,1,7),
1-1.12(0,0,1), TT=8.1~(1,0,1), 0-13-62(0,1,2),
5-20.16 (1,1,2), B-T3-1(0,1,0), 30 —720-12 (1,1,0).

-1
Niitid oleme pohjalikult nurinud rithma U(Za) = (Zy x Zy) X Zy = Zy3\ {0}. Loengukonspekti
néites 5.30 vaadeldi rithma Z,9 = Z4 X Z3. Need kaks on ka ainsad 12. jarku Abeli rithmad. O

Olgu A mingi Abeli rithm. Loengukonspekti jarelduse 5.29 pohjal teame, et Abeli rithm A esitub
kujul A= Z,, x ... X Zy,,, kus nq,...,ns € N. llmselt kehtib

#(A) = Ord(A) = Ord(Zy, x ... x Zy,) = [ [ -
k=1

Iga 16plik Abeli rithm on perioodiline ning seetottu tdnu teoreemile 5.22 vordne oma p-komponentide
otsesummaga. Fikseerime Abeli rithma A p-komponendi A,. Rithma A, jirk on Ord(A4,) = p* mingi
k € N korral. Téanu Lagrange’i teoreemile peab iga riihma A, alamriihm jagama rithma A, jarku
see tihendab, et iga riilhma A, alamriihm on jirku p", kus 0 < h < k. Ténu teoreemile 5.27 esitub
A, on tsiikliliste alamriihmade otsesummana, aga koikide nende alamrithmade jargud on mingid
algarvu p astmed. Kuna niiiid esitus A = Z,,, X ... X Z,, on saadud Abeli rithma A p-komponentide

abil, siis ndeme, et iga naturaalarv n;, j € {ny,...,n,}, on mingi algarvu aste.
Kokkuvottes esitub iga Abeli riihm A kujul
AgZptlll X ... XZp?t, (13)
kus p1,...,pr € Pjaay,...,a; € Ny ning pi* - ... - pf* = #(A). See esitus on otsetegurite jirje-
korra tapsuseni iiheselt madratud. Antud esitus on arvude nq,...,n, tidpsustus, mis on mainitud

loengukonspektis enne néidet 5.30.

Ulesanne XII.4. Leida kéik 36. ja 250. jirku Abeli rithmad.

Lahendus:
a) Paneme téhele, et 36 = 22 . 32, Tinu eelnevale mottekiigule saame, et koik 36. jirku Abeli
rithmad esituvad kujul Z,a X ... X Zya, kus py,...,pt € {2,3} ja pi* - ... pi* = 36. Selliseid

Abeli rithmi leidub neli:

Z36 = ZQQ X Z32 = Z4 X Zg,
ZQXZQXZgQZZQXZQXZQ,
ZQQ XZ3XZ3:Z4XZ§;XZQJ,,
ZQXZQXZgXZg.
b) Paneme tiithele, et 250 = 2-53. Analoogiliselt eelmise punktiga kirjutame vilja koik 250. jirku
Abeli rithmad. Need on
Loso = Ly X Lss = Ly X ZLnos,
Z2><Z52 XZ5:ZQXZ25XZ5,
ZQXZ5XZ5XZ5.

Sellega oleme ammendanud koik 250. jarku Abeli rithmad.
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O

Ulesanne XII.5. Leida rithmade Z, @ Zg ja Zg & Zyoy B Zoy maksimaalset jarku elemendid ning
see maksimaalne jark.

Lahendus: Teadupoolest kehtib Zy ® Zg = 74 X Zg ja Zg B Lo D Loy = Zig X Ly X Ziny. Leid-
maks otsekorrutise maksimaalset jarku elemendid, peame leidma vastavate otsetegurite korgeimat
jarku elemendid. Kuna rithm Z, on iga n € Z; korral tsiikliline rithm moodustajaga 1, siis on ka
otsekorrutise Z,, X ... X Z,, iiheks maksimaalset jirku elemendiks (1,...,1).

Jérelikult on (1,1) riihma Z, & Zg maksimaalset jirku element, kusjuures

ord((1,T)) = VUK(4,6) = 12.

Sama jarku on koik rithmade Z, ja Zg moodustajatest koosnevad paarid (riihma Z, moodustajad:
1, 3; rithma Zg moodustajad: 1, 5). Kuna 12 < #(Z, ® Zg) = 24, siis riihm Z, x Zg ei ole tsiikliline
rithm.

Analoogiliselt eelnevaga saame, et riithma Zg® Z,o ® Zy4 maksimaalset, jirku element on (1,1, 1),
kusjuures

ord((1,T,1)) = VUK(8, 10, 24) = 120.

Sama jarku on koik elemendid, mis koosnevad vastavate otsetegurite moodustajatest. Riithma Zg
moodustajad on 1, 3, 5 ja 7; rithma Z;, moodustajad on 1, 3, 7, 9; riithma Zs, moodustajad on 1, 5,

8-10-24 = 1920. U

Ulesanne XII.6. Olgu A Abeli rithm. Toestage, et rilhma A koigi 16plikku jarku elementide rithm
on A normaalne alamriihm.

Lahendus: Olgu A Abeli (aditiivne) rithm. Vaatleme alamrithma H C A, mis koosneb kéigist
A elemendidest, mis on lopliku jarku. Fikseerime a,b € H, sel juhul leiduvad n,m € N nii, et
n = ord(a) ja m = ord(b). Paneme téhele, et

n(—a) = —(na) = -0 =0,

VUK (n, m) VUK (n, m)

VUK(n,m)(a + b) = VUK(n, m)a + VUK (n, m)b = -

(na) + (mb) =

_ VUK(n, m)O N VUK(n,m)O —04+0=0.
m
Seega leidub ka elementidel —a ja a + b 16plik jark. (Kusjuures ord(—a) = ord(a) ja ord(a + b) =
VUK (ord(a), ord(b)), kuid eelnevad read ei ole piisavad selle tdestamiseks.) Teisisonu —a, a+b € H,
mistottu A on alamriihm.
Kuna A on Abeli rithm, siis iga alamriithm on iihtlasi ka normaalne (kuna kehtib g+a+(—g) =
(9g—g9g)+a=0+a=a€ H, kusge Ajaac H). O

Eelmises iilesandes vaadeldud alamrithma H nimetatakse rithma A perioodiliseks alamriihmaks
ehk vaandega rihmaks (torsion subgroup).

Ulesanne XII.7. Olgu A Abeli riihm kus iga elemendi jirk on 16pmatu. Naidake, et 16plik hulk
{ai,...,a,} on vaba Abeli riihma A baas parajasti siis, kui A = (a1) + ...+ (a,).
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Lahendus: (=) Olgu {ay,...,a,} Abeli rithma A moodustajate siisteem. Sel juhul esitub
iga a € A kujul
a=kiay+ ...+ kpa, € {a1) + ... + (a,),

kus ki, ..., k, € Z. Seega A C (a1) + ...+ (a,). Kuna aga (a;), ..., (a,) on rithma A alamrithmad,
siis ilmselt kehtib (a1) + ...+ (a,) € A. Kokkuvottes A = (a1) + ... + (an).

Niiiid, olgu {a4,...,a,} lineaarselt soltumatu ning a € (a;) N ({ag) + ... + {(a,)). Sel juhul
leiduvad hq,...,h, € Z nii, et a = hia; ja a = heas + ... + h,a,. Niiiid

hoto + ...+ hpa, — hias = a —a = 0.

Kuna aq,...,a, on lineaarselt séltumatud, siis saame —h; = hy = ... = h,, = 0, millest a = 0.
Jérelikult on summa (a;) + ... + (a,) otsesumma.
(<) Kehtigu A = (a1)+...4+(a,). Sel juhul leiduvad iga a € A korral tdisarvud kq, ..., k, € Z
nii, et a = kyaq + ... + kpa,. Jarelikult on Abeli rithm A moodustatud siisteemi {a1, ..., a,} poolt.
Olgu ky,...,k, € Z sellised, et kja; + ... + k,a, = 0. Vastavalt otsesumma definitsioonile,
leiduvad iga elemendi, s.h. elemendi 0, liidetavad iiheselt. Seega kpa, = 0iga h € {1,...,n} korral.
Kuna iga aj jark on lopmatu, saame kq, ..., k, = 0 nagu soovitud. 0

Ulesanne XII.8. Olgu A vaba Abeli rithm baasiga B. Tdestage, et Abeli rithmade homomorfismi
f: A — A iiheseks méadramiseks piisab, kui méiirata tema ahend f|p.

Lahendus: Olgu A vaba Abeli rithm baasiga B. Fikseerime elemendi a € A. Vastavalt baasi
definitsioonile leiduvad ki, ..., k, € Z nii, et a = k1by + ... + k,b,, kus by,...,b, € B. Vaatleme
Abeli riithmade homomorfismi f: A — A, sel juhul

Jarelikult on f(a) iiheselt médratud, kui on teada elemendid f(by),..., f(bn). O

Eelnev iilesanne annab ilmselt koige olulisema omaduse, miks rithma baasid kasutust leiavad.

Ulesanne* XII.9. Olgu p > 2 algarv. Leida isomorfismi tdpsuseni koik 16plikud (mitte tingimata
Abeli) p? jirku rithmad.
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Praktikumide lisad

Praktikum V  Poliinoomide jagamine iilesandes V.1

X7 +X3? Y +1 X0+ XOV3 4 X4YS X3V 4 X2(1+ Y1) + XY3(1+Y12) + Y5(1 + YV12)
X7 75653 . |X — YS
XY +X -Y +1
X6ys —X°Yy®¢
X°Y®© +X3 -Y +1
X°y® — X%y
XYY +X3 -Y +1
X4Y9 7X3Y12
X3(1+Y7") -Y +1
X3(1+Y"?) —X2Y3(1+Y1?)
X2Y3(1+ Y1) -Y +1

X2Y3(1+Y2) —XYS(1+Y1?)
XY51+Y™?) Y +1
XYS(1+Y!2) ~Y9(1+Y1'?)
-Y+1 +Y?°(1+Y")

Praktikum VII Korrutamine korpuses Q[X]/(X* 4+ X2 —1)

U«IU«QXZ +(a1be +b1a2)X®  +(aice szle +craz) X* +(ardz +bica + c1ba + diaz) X3 +(b1da Jgc102 + d1b2) X2 +(c1da + dac1)X +did2 laraz X2 + (a1bz + braz) X + (aice + biba + craz — ajaz)
ar1as X +ajas X —ar1as X [XT+ X2 -1
(a1bs + b1a2)X® (arca + b1b2 + cia2 — a1a2)X*  +(a1d2 + bica + c1be + d1a2) X? +(bidz + cica + diba + a1a2) X? +(c1d2 +d2c1) X +dida
(a1b2 + bra2)X?® +(a1be +braz) X3 —(a1bz 4+ bra2)X
(a1co +b1b2 + craz —a1a2)X*  +(a1d2 + bica + c1b2 + diaz — arbs — b1a2)X®  +(bid2 + cice + d1b2 + ara2) X? +(—c1d2 —dacy + arba +braz)X  +dido
(a1c2 + brbe + craz — ajaz) X* +(aica + b1ba + craz — araz) X2 —aicz — biba —craz + ajaz

(a1d2 +bica + c1ba + diaz — a1by — bra2) X3 +(b1d2 + cica +dib2 +2a1a2 — ajca — biby — c1a2) X2 +(—cidz — d2c1 + a1be +bi1a2)X  +didz + aice + bibe + ciaz —ajaz
Kokkuvottes

[ X2+ 01 X2+ 1 X + di][ae X? + 02 X% + o X +do] =
= [a1a2X® + (a1by + b1az) X® + (a1cy + biby + cra2) X* + (ardy + bicay + c1by + diag) X2 + (bidy + cica + dibe) X2 + (c1dy + docy) X + dydo) =
= [(a1a2X2 + (a1by + brag) X + ajca + bibs + c1as — ajas) - (X4 + X2 1) + (a1da + bica + c1bo + dyas — arby — blag)X3 + (b1da + c1co + di1be — ajca — biby — cla2)X2 + (—c1dy — dacy + a1be + b1ag) X + dids + ajca + biba + cras — ajas] =
= [(a1dg + bica + c1bg + diag — arby — bias) X® + (bids + cicz + dibg + 2a1a2 — a1cz — biby — cra2) X? + (—e1da — dacy + arbe + braz) X + dide + ajca + bibg + cras — ajas).
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