Analuutiline geomeetria

VIl loeng. Tasandi vorrandid.

VIl loeng. Tasandi v&rrandid. Analiiiitiline geomeetria



Antud paragrahvis eukleidilise ruumi dimensioon vordub kolmega, st meie
vaatleme eukleidilist ruumi E3. Paragrahvi uurimisobjekt on tasand ja
eesmark on leida, kuidas tasandit saab kirjeldada ja uurida vorrandite
abil, kui ruumis on antud koordinaadisiisteem (reeper).
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Antud paragrahvis eukleidilise ruumi dimensioon vordub kolmega, st meie
vaatleme eukleidilist ruumi E3. Paragrahvi uurimisobjekt on tasand ja
eesmark on leida, kuidas tasandit saab kirjeldada ja uurida vorrandite
abil, kui ruumis on antud koordinaadisiisteem (reeper). Tasand on pinna
erijuht. Pinna vorrandi leidmiseks on kaks lahenemist:
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Antud paragrahvis eukleidilise ruumi dimensioon vordub kolmega, st meie
vaatleme eukleidilist ruumi E3. Paragrahvi uurimisobjekt on tasand ja
eesmark on leida, kuidas tasandit saab kirjeldada ja uurida vorrandite
abil, kui ruumis on antud koordinaadisiisteem (reeper). Tasand on pinna
erijuht. Pinna vorrandi leidmiseks on kaks lahenemist:

@ parameetriline vorrand;
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Antud paragrahvis eukleidilise ruumi dimensioon vordub kolmega, st meie
vaatleme eukleidilist ruumi E3. Paragrahvi uurimisobjekt on tasand ja
eesmark on leida, kuidas tasandit saab kirjeldada ja uurida vorrandite
abil, kui ruumis on antud koordinaadisiisteem (reeper). Tasand on pinna
erijuht. Pinna vorrandi leidmiseks on kaks lahenemist:

@ parameetriline vorrand;

@ ilmutamata vorrand.
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Antud paragrahvis eukleidilise ruumi dimensioon vordub kolmega, st meie
vaatleme eukleidilist ruumi E3. Paragrahvi uurimisobjekt on tasand ja
eesmark on leida, kuidas tasandit saab kirjeldada ja uurida vorrandite
abil, kui ruumis on antud koordinaadisiisteem (reeper). Tasand on pinna
erijuht. Pinna vorrandi leidmiseks on kaks lahenemist:

@ parameetriline vorrand;
@ ilmutamata vorrand.

Pinna parameetriliseks vorrandiks nimetatakse vérrandit

r = w(uvv)y
y = x(u,v),
z = ¢&uv),

kus ¥ (u,v), x(u,v),&(u,v) on kahemuutuja funktsioonid ja w,v on pinna
parameetrid ning u,v € U C R? on pinna parameetrilise vdrrandi
maaramispiirkond.
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Antud paragrahvis eukleidilise ruumi dimensioon vordub kolmega, st meie
vaatleme eukleidilist ruumi E3. Paragrahvi uurimisobjekt on tasand ja
eesmark on leida, kuidas tasandit saab kirjeldada ja uurida vorrandite
abil, kui ruumis on antud koordinaadisiisteem (reeper). Tasand on pinna
erijuht. Pinna vorrandi leidmiseks on kaks lahenemist:

@ parameetriline vorrand;
@ ilmutamata vorrand.

Pinna parameetriliseks vorrandiks nimetatakse vérrandit

r = w(uvv)y
y = x(u,v),
z = ¢&uv),

kus ¥ (u,v), x(u,v),&(u,v) on kahemuutuja funktsioonid ja w,v on pinna
parameetrid ning u,v € U C R? on pinna parameetrilise vdrrandi
maaramispiirkond. Kasutades pinna punkti kohavektorit, voime pinna
parameetrilise v8rrandi kirjutada vektorkujul (pinna parameetriline
vektorvdrrand)

F(uv ’U) = (1#(“7 U)v x(u, U)? f(u, U))
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Tasand on uheselt maaratud, kui
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Tasand on uheselt maaratud, kui

@ on antud tasandi punkt A;
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NS
Tasand on uheselt maaratud, kui
@ on antud tasandi punkt A;

@ on antud kaks mittekollineaarset vektorit 7, 7.
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Tasand on uheselt maaratud, kui
@ on antud tasandi punkt A;
@ on antud kaks mittekollineaarset vektorit 7, 7.

Leidub iiks ja ainult iiks tasand P selline, et ta labib punkti A ja on
paralleelne vektoritega 7, 7. Vektorid 77,75 moodustavad tasandi rihi.
Tuletame tasandi 3 parameetrilise vSrrandi, kui on antud tasandi punkt
A ja tasandi riht {ry, 7},
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Tasand on uheselt maaratud, kui
@ on antud tasandi punkt A;
@ on antud kaks mittekollineaarset vektorit 7, 7.

Leidub iiks ja ainult iiks tasand P selline, et ta labib punkti A ja on
paralleelne vektoritega 7, 7. Vektorid 77,75 moodustavad tasandi rihi.
Tuletame tasandi 3 parameetrilise vSrrandi, kui on antud tasandi punkt
A ja tasandi riht {7, 7}. Olgu X tasandi suvaline punkt ja # selle
punkti kohavektor. Olgu 7 tasandi punkti A kohavektor.
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Tasand on uheselt maaratud, kui
@ on antud tasandi punkt A;
@ on antud kaks mittekollineaarset vektorit 7, 7.

Leidub iiks ja ainult iiks tasand P selline, et ta labib punkti A ja on
paralleelne vektoritega 7, 7. Vektorid 77,75 moodustavad tasandi rihi.
Tuletame tasandi 3 parameetrilise vSrrandi, kui on antud tasandi punkt
A ja tasandi riht {7, 7}. Olgu X tasandi suvaline punkt ja # selle
punkti kohavektor. Olgu 7y tasandi punkti A kohavektor. On ilmne, et
7 — 7 on tasandi vektor. Seega (vt teise loengu materjalid)
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Tasand on uheselt maaratud, kui
@ on antud tasandi punkt A;
@ on antud kaks mittekollineaarset vektorit 7, 7.

Leidub iiks ja ainult iiks tasand P selline, et ta labib punkti A ja on
paralleelne vektoritega 7, 7. Vektorid 77,75 moodustavad tasandi rihi.
Tuletame tasandi 3 parameetrilise vSrrandi, kui on antud tasandi punkt
A ja tasandi riht {7, 7}. Olgu X tasandi suvaline punkt ja # selle
punkti kohavektor. Olgu 7y tasandi punkti A kohavektor. On ilmne, et
7 — 7 on tasandi vektor. Seega (vt teise loengu materjalid)

—

=Ty =ur] +vis,

kus reaalarvud u, v on Uheselt maaratud. Tasandi 3 parameetriliseks
vektorvorrandiks nimetatakse vGrrandit

F =T+ ur + v |

kus u,v on tasandi parameetrid.
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Eeldame, et ruumis on antud reeper R = {O; €}, s, €3}.
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Eeldame, et ruumis on antud reeper R = {O; €}, s, €3}. Kui
A(wo,y0,20), X (2,9, 2), 71 = (21,Y1, 21), T2 = (T2, Y2, 22), siis tasandi
parameetriline vektorvGrrand on samavaarne vorrandisiisteemiga

r= To+ITiu-+ T2,
y= Yot+tyiuty2v, (1)
2= zZo+ziu—+ 220.
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Eeldame, et ruumis on antud reeper R = {O; €}, s, €3}. Kui
A(wo,y0,20), X (2,9, 2), 71 = (21,Y1, 21), T2 = (T2, Y2, 22), siis tasandi
parameetriline vektorvGrrand on samavaarne vorrandisiisteemiga

r= To+ITiu-+ T2,
y= Yot+tyiuty2v, (1)
2= zZo+ziu—+ 220.

Vérrandisiisteemi (1) nimetatakse tasandi parameetriliseks v&rrandiks.
Tasandi parameetrilise vorrandi voime kirjutada ka kujul

(u,v) = (o + 11U+ T20,Y0 + Y1 u + Y20, 20 + 21 U+ 220).

Tasandi parameetriline vektorvorrand on tuletatud tingimusel, et on
antud tasandi punkt A ja riht {7, 72 }.
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Eeldame, et ruumis on antud reeper R = {O; €}, s, €3}. Kui
A(wo,y0,20), X (2,9, 2), 71 = (21,Y1, 21), T2 = (T2, Y2, 22), siis tasandi
parameetriline vektorvGrrand on samavaarne vorrandisiisteemiga

r= To+ITiu-+ T2,
y= Yot+tyiuty2v, (1)
2= zZo+ziu—+ 220.

Vérrandisiisteemi (1) nimetatakse tasandi parameetriliseks v&rrandiks.
Tasandi parameetrilise vorrandi voime kirjutada ka kujul

(u,v) = (o + 11U+ T20,Y0 + Y1 u + Y20, 20 + 21 U+ 220).

Tasandi parameetriline vektorvorrand on tuletatud tingimusel, et on
antud tasandi punkt A ja riht {7, 72}. Moodustame kolmiku {A4; 7,7 }.
Antud kolmikut véime vaadelda tasandi reeperina.
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Eeldame, et ruumis on antud reeper R = {O; €}, s, €3}. Kui
A(wo,y0,20), X (2,9, 2), 71 = (21,Y1, 21), T2 = (T2, Y2, 22), siis tasandi
parameetriline vektorvGrrand on samavaarne vorrandisiisteemiga

r= To+ITiu-+ T2,
y= Yot+tyiuty2v, (1)
2= zZo+ziu—+ 220.

Vérrandisiisteemi (1) nimetatakse tasandi parameetriliseks v&rrandiks.
Tasandi parameetrilise vorrandi voime kirjutada ka kujul

(u,v) = (o + 11U+ T20,Y0 + Y1 u + Y20, 20 + 21 U+ 220).

Tasandi parameetriline vektorvorrand on tuletatud tingimusel, et on
antud tasandi punkt A ja riht {7, 72}. Moodustame kolmiku {A4; 7,7 }.
Antud kolmikut voime vaadelda tasandi reeperina. Tasandi reeper
maarab tasandi koordinaadististeemi, kus A on alguspunkt ja 7,75 on
koordinaattelgede sihivektorid. Parameetrid u, v on tasandi punkti
koordinaadid reeperi {A; 7,72} poolt tekitatud koordinaadisiisteemis.
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Pinna ilmutamata vdrrandiks nimetatakse vorrandit F(z,y, z) = ¢, kus
F(z,y, z) on ruumi koordinaatide kolmemuutuja funktsioon ja ¢ on
reaalarv. Ruumi punkt koordinaatidega (x,y, z) on pinna punkt, kui selle
koordinaadid rahuldavad pinna vdrrandit. Leiame tasandi ilmutamata
vorrandi. Tasand on uheselt maaratud, kui
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Pinna ilmutamata vdrrandiks nimetatakse vorrandit F(z,y, z) = ¢, kus
F(z,y, z) on ruumi koordinaatide kolmemuutuja funktsioon ja ¢ on
reaalarv. Ruumi punkt koordinaatidega (x,y, z) on pinna punkt, kui selle
koordinaadid rahuldavad pinna vdrrandit. Leiame tasandi ilmutamata
vorrandi. Tasand on uheselt maaratud, kui

@ on antud tasandi punkt A;
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Pinna ilmutamata vdrrandiks nimetatakse vorrandit F(z,y, z) = ¢, kus
F(z,y, z) on ruumi koordinaatide kolmemuutuja funktsioon ja ¢ on
reaalarv. Ruumi punkt koordinaatidega (x,y, z) on pinna punkt, kui selle
koordinaadid rahuldavad pinna vdrrandit. Leiame tasandi ilmutamata
vorrandi. Tasand on uheselt maaratud, kui

@ on antud tasandi punkt A;

@ on antud nullvektorist erinev vektor N £ 0.
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Pinna ilmutamata vdrrandiks nimetatakse vorrandit F(z,y, z) = ¢, kus
F(z,y, z) on ruumi koordinaatide kolmemuutuja funktsioon ja ¢ on
reaalarv. Ruumi punkt koordinaatidega (x,y, z) on pinna punkt, kui selle
koordinaadid rahuldavad pinna vdrrandit. Leiame tasandi ilmutamata
vorrandi. Tasand on uheselt maaratud, kui

@ on antud tasandi punkt A;
@ on antud nullvektorist erinev vektor N £ 0.

Leidub tiks ja ainult tks tasand, mis labib punkti A ja on risti vektoriga
N. Vektorit N nimetatakse tasandi normaalvektoriks. Tuletame tasandi
vektorvorrandi, kui on antud tasandi punkt A ja tasandi normaalvektor
N.
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Pinna ilmutamata vdrrandiks nimetatakse vorrandit F(z,y, z) = ¢, kus
F(z,y, z) on ruumi koordinaatide kolmemuutuja funktsioon ja ¢ on
reaalarv. Ruumi punkt koordinaatidega (x,y, z) on pinna punkt, kui selle
koordinaadid rahuldavad pinna vdrrandit. Leiame tasandi ilmutamata
vorrandi. Tasand on uheselt maaratud, kui

@ on antud tasandi punkt A;
@ on antud nullvektorist erinev vektor N £ 0.

Leidub tiks ja ainult tks tasand, mis labib punkti A ja on risti vektoriga
N. Vektorit N nimetatakse tasandi normaalvektoriks. Tuletame tasandi
vektorvorrandi, kui on antud tasandi punkt A ja tasandi normaalvektor
N. Eeldame, et ruumis on antud ristreeper R = {O; &}, &, é3}. Olgu X
tasandi suvaline punkt ja 7 tema kohavektor. Olgu 7y punkti A
kohavektor.
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Pinna ilmutamata vdrrandiks nimetatakse vorrandit F(z,y, z) = ¢, kus
F(z,y, z) on ruumi koordinaatide kolmemuutuja funktsioon ja ¢ on
reaalarv. Ruumi punkt koordinaatidega (x,y, z) on pinna punkt, kui selle
koordinaadid rahuldavad pinna vdrrandit. Leiame tasandi ilmutamata
vorrandi. Tasand on uheselt maaratud, kui

@ on antud tasandi punkt A;
@ on antud nullvektorist erinev vektor N £ 0.

Leidub tiks ja ainult tks tasand, mis labib punkti A ja on risti vektoriga
N. Vektorit N nimetatakse tasandi normaalvektoriks. Tuletame tasandi
vektorvorrandi, kui on antud tasandi punkt A ja tasandi normaalvektor
N. Eeldame, et ruumis on antud ristreeper R = {O; &}, &, é3}. Olgu X
tasandi suvaline punkt ja 7 tema kohavektor. Olgu 7y punkti A
kohavektor. Suvalise tasandi punkti X korral kehtib 77— 7y L N.
Jarelikult

VIl loeng. Tasandi vérrandid. Analiiiitiline geomeetria



Pinna ilmutamata vdrrandiks nimetatakse vorrandit F(z,y, z) = ¢, kus
F(z,y, z) on ruumi koordinaatide kolmemuutuja funktsioon ja ¢ on
reaalarv. Ruumi punkt koordinaatidega (x,y, z) on pinna punkt, kui selle
koordinaadid rahuldavad pinna vdrrandit. Leiame tasandi ilmutamata
vorrandi. Tasand on uheselt maaratud, kui

@ on antud tasandi punkt A;
@ on antud nullvektorist erinev vektor N £ 0.

Leidub tiks ja ainult tks tasand, mis labib punkti A ja on risti vektoriga
N. Vektorit N nimetatakse tasandi normaalvektoriks. Tuletame tasandi
vektorvorrandi, kui on antud tasandi punkt A ja tasandi normaalvektor
N. Eeldame, et ruumis on antud ristreeper R = {O; &}, &, é3}. Olgu X
tasandi suvaline punkt ja 7 tema kohavektor. Olgu 7y punkti A
kohavektor. Suvalise tasandi punkti X korral kehtib 77— 7y L N.
Jarelikult

<F—7y, N >=0. (2)

Leitud vdrrandit (2) nimetatakse tasandi vektorvdrrandiks normaalvektori
kaudu. Kui on antud tasandi riht {7, 7>}, siis vdime kasutada rihi
vektorite vektorkorrutist 71 x 7 tasandi normaalvektorina.
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Toepoolest vektorkorrutis on risti nii vektoriga 71, kui ka vektoriga 75.
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Toepoolest vektorkorrutis on risti nii vektoriga 71, kui ka vektoriga 75.
Jarelikult ta on risti tasandi mistahes vektoriga. Seega tasandi suvalise
punkti X korral kehtib
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Toepoolest vektorkorrutis on risti nii vektoriga 71, kui ka vektoriga 75.
Jarelikult ta on risti tasandi mistahes vektoriga. Seega tasandi suvalise
punkti X korral kehtib

(7= 70, 71,7) =0.] (3)

Vérrandit (3) nimetatakse tasandi vektorvdrrandiks rihi kaudu. Niid
kasutame ruumi reeperit ja eeldame, et on antud tasandi punkti A
kohavektori 7 ja normaalvektori N koordinaadid, st

o = (50073/0,20)7 N = (A’B’C)
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Toepoolest vektorkorrutis on risti nii vektoriga 71, kui ka vektoriga 75.
Jarelikult ta on risti tasandi mistahes vektoriga. Seega tasandi suvalise
punkti X korral kehtib

(7= 70, 71,7) =0.] (3)

Vérrandit (3) nimetatakse tasandi vektorvdrrandiks rihi kaudu. Niid
kasutame ruumi reeperit ja eeldame, et on antud tasandi punkti A
kohavektori 7 ja normaalvektori N koordinaadid, st

7o = (%0, Yo, 20), N = (A, B, C). Tasandi vektorvérrandi kuju vektorite
FO,N koordinaatide kaudu on jargmine

A(x —x09) +B(y —yo) +C (2 — 2) = 0.

Leitud vorrandi véime kirjutada kujul

’Am—&—By—&-Cz—!—D:O,‘ (4)

kus D = —Axzy — Byo — C zp. Tasandi vorrandit (4) nimetatakse
tasandi iildvdrrandiks. See on tasandi ilmutamata vérrand. Nieme, et
tasandi korral pinna ilmutamata v&rrandi F(x,y, z) = ¢ vasakpool on
lineaarfunktsioon.

VIl loeng. Tasandi vérrandid. Analiiiitiline geomeetria



Tasandi ildvorrand sisaldab geomeetrilist informatsiooni tasandi kohta,
nt vorrandi kordajad A, B, C' moodustavad
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Tasandi ildvorrand sisaldab geomeetrilist informatsiooni tasandi kohta,
nt vorrandi kordajad A, B, C' moodustavad tasandi normaalvektori, st

N = (4,B,0C).
Naide

Koostada tasandi lldvdrrand, kui tasand |abib punkti A(4,—2,1) ja
tasandi normaalvektor on N = (5,3, —6).
Lahendus.
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Tasandi ildvorrand sisaldab geomeetrilist informatsiooni tasandi kohta,
nt vorrandi kordajad A, B, C' moodustavad tasandi normaalvektori, st

N = (4,B,0C).
Naide

Koostada tasandi lldvdrrand, kui tasand |abib punkti A(4,—2,1) ja
tasandi normaalvektor on N = (5,3, —6).
Lahendus. Kasutame tasandi iildvorrandit kujul

A(x — z0) + By — yo) + C(z — 2z0) = 0.
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Tasandi ildvorrand sisaldab geomeetrilist informatsiooni tasandi kohta,
nt vorrandi kordajad A, B, C' moodustavad tasandi normaalvektori, st
N =(A,B,0).

Naide

Koostada tasandi lldvdrrand, kui tasand |abib punkti A(4,—2,1) ja
tasandi normaalvektor on N = (5,3, —6).
Lahendus. Kasutame tasandi iildvorrandit kujul

A(z — o) + B(y — yo) + C(z — 20) = 0.
Seega

5(x—4)+3@y+2)—6(z—1)=0 = 5x+3y—6z—8=0.
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Tasandi ildvorrand sisaldab geomeetrilist informatsiooni tasandi kohta,
nt vorrandi kordajad A, B, C' moodustavad tasandi normaalvektori, st
N =(A,B,0).

Naide

Koostada tasandi lldvdrrand, kui tasand |abib punkti A(4,—2,1) ja
tasandi normaalvektor on N = (5,3, —6).
Lahendus. Kasutame tasandi iildvorrandit kujul

A(z — o) + B(y — yo) + C(z — 20) = 0.
Seega
5(x—4)+3@y+2)—6(:—1)=0 = 5x+3y—62—8=0.

Olgu Az + By + Cz+ D = 0 tasandi ‘B lildvorrand. Leiame selle tasandi
parameetrilise vorrandi.
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Tasandi ildvorrand sisaldab geomeetrilist informatsiooni tasandi kohta,
nt vorrandi kordajad A, B, C' moodustavad tasandi normaalvektori, st
N =(A,B,0).

Naide

Koostada tasandi lldvdrrand, kui tasand |abib punkti A(4,—2,1) ja
tasandi normaalvektor on N = (5,3, —6).
Lahendus. Kasutame tasandi iildvorrandit kujul

A(z — o) + B(y — yo) + C(z — 20) = 0.
Seega
5(x—4)+3@y+2)—6(:—1)=0 = 5x+3y—62—8=0.

Olgu Az + By + Cz+ D = 0 tasandi ‘B lildvorrand. Leiame selle tasandi
parameetrilise vdrrandi. Selleks peab olema leitud tasandi punkt ja kaks
mittekollineaarset vektorit (riht). Tasandi punkti koordinaadid rahuldavad
vorrandit Az + By + Cz + D = 0, seega tuleb leida selle v&rrandi iiks
lahend.
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Kuna tasandi normaalvektor N = (A, B, C) on nullvektorist erinev
vektor, tasandi vGrrandi kordajatest A, B, C' vahemalt tiks on nullist
erinev. Olgu A # 0.
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Kuna tasandi normaalvektor N = (A, B, C) on nullvektorist erinev
vektor, tasandi vGrrandi kordajatest A, B, C' vahemalt tiks on nullist
erinev. Olgu A # 0. Lahendame jargmiselt: olgu y = z = 0, siis tasandi
vorrand on Az = —D, selle lahend on z = —%. Seega tasandi punkt on

leitud, see on P(—2,0,0).
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Kuna tasandi normaalvektor N = (A, B, C) on nullvektorist erinev
vektor, tasandi vGrrandi kordajatest A, B, C' vahemalt tiks on nullist
erinev. Olgu A # 0. Lahendame jargmiselt: olgu y = z = 0, siis tasandi
vorrand on Az = —D, selle lahend on z = —%. Seega tasandi punkt on
leitud, see on P(—2£,0,0). Leiame tasandi kaks mittekollineaarset
vektorit. Tasandi mistahes vektor on risti tasandi normaalvektoriga.
Jarelikult otsitavate vektorite koordinaadid a, aa, a3 peavad rahuldama

vorrandit
AOél + BO&Q + 0043 = O
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Kuna tasandi normaalvektor N = (A, B, C) on nullvektorist erinev
vektor, tasandi vGrrandi kordajatest A, B, C' vahemalt tiks on nullist
erinev. Olgu A # 0. Lahendame jargmiselt: olgu y = z = 0, siis tasandi
vorrand on Az = —D, selle lahend on z = —%. Seega tasandi punkt on
leitud, see on P(—2£,0,0). Leiame tasandi kaks mittekollineaarset
vektorit. Tasandi mistahes vektor on risti tasandi normaalvektoriga.
Jarelikult otsitavate vektorite koordinaadid a, aa, a3 peavad rahuldama
vorrandit

AOél + BO&Q + 0043 = O

Eelduse kohaselt A # 0. Leiame
B C

] = ——0Q9 —

A Zag.
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Kuna tasandi normaalvektor N = (A, B, C) on nullvektorist erinev
vektor, tasandi vGrrandi kordajatest A, B, C' vahemalt tiks on nullist
erinev. Olgu A # 0. Lahendame jargmiselt: olgu y = z = 0, siis tasandi
vorrand on Az = —D, selle lahend on z = —%. Seega tasandi punkt on
leitud, see on P(—2£,0,0). Leiame tasandi kaks mittekollineaarset
vektorit. Tasandi mistahes vektor on risti tasandi normaalvektoriga.
Jarelikult otsitavate vektorite koordinaadid a, aa, a3 peavad rahuldama
vorrandit

AOél + BO&Q + 0043 = O

Eelduse kohaselt A # 0. Leiame
B C

a] = ——aQp — —Qs3.
1 e

Vérrandi lahendid on leitud, nad moodustavad lahendite parve, kus parve

parameetrid on as, a3. Moodustame nullist erineva teist jarku

determinandi,
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Kuna tasandi normaalvektor N = (A, B, C) on nullvektorist erinev
vektor, tasandi vGrrandi kordajatest A, B, C' vahemalt tiks on nullist
erinev. Olgu A # 0. Lahendame jargmiselt: olgu y = z = 0, siis tasandi
vorrand on Az = —D, selle lahend on z = —%. Seega tasandi punkt on
leitud, see on P(—2£,0,0). Leiame tasandi kaks mittekollineaarset
vektorit. Tasandi mistahes vektor on risti tasandi normaalvektoriga.
Jarelikult otsitavate vektorite koordinaadid a, aa, a3 peavad rahuldama
vorrandit

AOél + BO&Q + 0043 = O

Eelduse kohaselt A # 0. Leiame
B C

a] = ——aQp — —Qs3.
1 e
Vérrandi lahendid on leitud, nad moodustavad lahendite parve, kus parve
parameetrid on as, a3. Moodustame nullist erineva teist jarku
determinandi, nt
1 0
e
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Esimese lahendi saame, kui ag = 1, a3 = 0 ja teise, kui as =0, a3 = 1.
Seega vektorid

B
(_27

—

C
T1 170)3 FQ = (_27071)7

on tasandi mittekollineaarsed vektorid.
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Esimese lahendi saame, kui ag = 1, a3 = 0 ja teise, kui as =0, a3 = 1.
Seega vektorid

L B .
T = (_27170)’ ro = (_77071)7

| Q

on tasandi mittekollineaarsed vektorid.

Teoreem

Kui tasandi ildvérrand on Az + By + Cz + D = 0, siis kaks
mittekollineaarset vektorit

1 = (71,72,73), T2 = (b1, B2, B3),
sellised, et nende koordinaadid rahuldavad vérrandit
AOél + BO{Q —+ Cag = O,

moodustavad tasandi rihi.
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Koostada tasandi parameetriline vorrand, kui tasandi tldvorrand on
2z —3y+z+1=0.
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Naide
Koostada tasandi parameetriline vorrand, kui tasandi tldvorrand on
2z —3y+z+1=0.

Vastus: 7(u,v) = (u,v, —1 — 2u + 3v).
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Naide

Koostada tasandi parameetriline vorrand, kui tasandi tldvorrand on
2z —3y+z+1=0.

Vastus: 7(u,v) = (u,v, —1 — 2u + 3v).

Teoreem
Olgu antud kaks tasandit

Ayx+ Biy+Ciz+ D1 =0, Asx+ Boy+ Coz+ Dy =0.
Tasandid on paralleelsed parajasti siis, kui leidub arv X\ selline, et
Ay =AAy, Bo=)\By, Cy=\C1. (5)

Tasandid iihtivad parajasti siis, kui lisaks valemitele (5) kehtib
Dy = ADj.
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Toestus.
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Toestus.

Tarvilikus.
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Toestus.

Tarvilikus. Olgu tasandid paralleelsed. Siit jareldub, et tasandite
normaalvektorid on kollineaarsed. Seega ]\72\|]\71 kus

Ny = (Az,Bg,Cg),ﬁl = (A1, B1,C1). Vektorite kollineaarsuse
tingimuse t&ttu leidub arv X selline, et No = A Ny. Siit jareldub (5).
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Toestus.

Tarvilikus. Olgu tasandid paralleelsed. Siit jareldub, et tasandite
normaalvektorid on kollineaarsed. Seega ]\72\|]\71 kus

Ny = (Az,Bg,Cg),ﬁl = (A1, B1,C1). Vektorite kollineaarsuse
tingimuse t&ttu leidub arv X selline, et No = A Ny. Siit jareldub (5).
Olgu tasandid iihtivad. Siis teise tasandi vérrand on

A(A1z + Bry + C12) + Do = 0. Olgu P(zg, yo, 20) tasandite ihine
punkt. Kehtib

Ajxo+ Biyo+ Crz0 + D1 =0, A(Ai1xo + Biyo + Ci20) + D2 = 0.
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Toestus.

Tarvilikus. Olgu tasandid paralleelsed. Siit jareldub, et tasandite
normaalvektorid on kollineaarsed. Seega ]\72\|]\71 kus

Ny = (Az,Bg,Cg),ﬁl = (A1, B1,C1). Vektorite kollineaarsuse
tingimuse t&ttu leidub arv X selline, et No = A Ny. Siit jareldub (5).
Olgu tasandid iihtivad. Siis teise tasandi vérrand on

A(A1z + Bry + C12) + Do = 0. Olgu P(zg, yo, 20) tasandite ihine
punkt. Kehtib

Ajxo+ Biyo+ Crz0 + D1 =0, A(Ai1xo + Biyo + Ci20) + D2 = 0.

Jarelikult A\(—=D1) 4+ Do =0 ja Dy = A D;.
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Toestus.

Tarvilikus. Olgu tasandid paralleelsed. Siit jareldub, et tasandite
normaalvektorid on kollineaarsed. Seega ]\72\|]\71 kus

Ny = (Az,Bg,Cg),ﬁl = (A1, B1,C1). Vektorite kollineaarsuse
tingimuse t&ttu leidub arv X selline, et No = A Ny. Siit jareldub (5).
Olgu tasandid iihtivad. Siis teise tasandi vérrand on

A(A1z + Bry + C12) + Do = 0. Olgu P(zg, yo, 20) tasandite ihine
punkt. Kehtib

Ar1xzo+ Biyo + Ciz0 + D1 =0, A(Aixo+ Biyo + Ci20) + D2 = 0.
Jarelikult A\(—=D1) 4+ Do =0 ja Dy = A D;.
Piisavus. Olgu kehtib (5) ja D = A D;. On ilmne, et vérrandid
Ayx+ Biy+Ciz+ D1 =0, Asx+ Boy+ Coz+ Dy =0.

on ekvivalentsed ja nende lahendihulgad iihtivad. Seega ka vastavad
tasandid uhtivad.
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Kui on taidetud tingimus (5), siis eespool tdestatud teoreemist jareldub,
et tasandite rihi vektorid rahuldavad vorrandit

A1a1 + Bloég + Cloég =0.

Seega kui on leitud iihe tasandi rihi vektorid, siis nad on ka teise tasandi
rihi vektorid.
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Kui on taidetud tingimus (5), siis eespool tdestatud teoreemist jareldub,
et tasandite rihi vektorid rahuldavad vorrandit

A1a1 + Bloég + Cloég =0.

Seega kui on leitud iihe tasandi rihi vektorid, siis nad on ka teise tasandi
rihi vektorid. Seega tasandid on paralleelsed.
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Kui on taidetud tingimus (5), siis eespool tdestatud teoreemist jareldub,
et tasandite rihi vektorid rahuldavad vorrandit

A1a1 + Bloég + Cloég =0.

Seega kui on leitud iihe tasandi rihi vektorid, siis nad on ka teise tasandi
rihi vektorid. Seega tasandid on paralleelsed.

Tasandite paralleelsuse tingimuse (5) véime kirjutada ka kujul
N7 x No = 0. Seega tasandid on paralleelsed parajasti siis, kui

‘Bl c A Oy A B _ 0

By, O, Ay Oy Ay By
Kui tasandid ei ole paralleelsed, siis nad I6ikuvad ja Idikejoon on sirge.
Seega kui tasandite vGrrandid on
Ajx+ Biy+ Ciz+ D1 =0, Asx+ Boy+ Caz+ Dy = 0.
ja tasandid ei ole paralleelsed, siis 16ikejoon on sirge ning selle sirge

punktide koordinaadid rahuldavad vdrrandisiisteemi

Ayx+ Biy+ Ciz+ Dy 0,
AQJE + Bgy + C2Z + D2 = 0.
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Eelduse kohaselt tasandid ei ole paralleelsed, jarelikult kehtib

2

A O L0,

Ay Oy

A1 B1

B,
AQ BQ

By s

il

il

Leiame sirge punkti ja sihivektori, kui sirge on maaratud tasandite
vorranditest moodustatud vdrrandististeemiga. Olgu

A1 By
’ Ay By |7
Vérrandisiisteemis (6) fikseerime koordinaadi z vaartuse, nt vStame
z = 0. Siis
A1x+Bly+Dl = 0, (7)
AQ!L‘ + Bgy + D2 = 0.

Lineaarvdrrandisiisteemi (7) peadeterminant on nullist erinev, st

‘Al B 40

Az By

seega leidub antud vdrrandisiisteemi uks ja ainult lahend,
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Olgu xq,yo vorrandisiisteemi (7) lahend. Siis punkt P(z, yo,0) on sirge
punkt ja selle punkti votame sirge alguspunktiks. Niilid leiame sirge
sihivektori. Tuletame meelde, et vektorid

N = (A17Bl,01)’]\72 = (Ay, By, () on tasandite normaalvektorid.
Jarelikult tasandite IGikesirge sihivektor on risti nii [\71, kui ka ]\72. Siit
jareldub, et normaalvektorite vektorkorrutis ]\71 X ]\7'2 on kollineaarne
IGikesirge sihivektoriga. Seega vektor N1 x N, sobib [Gikesirge
sihivektoriks.

Teoreem

Olgu sirge kahe tasandi IGikesirge, st

Az + Biy+Ciz+ D1 = 0,
AQ$+BQ:I/+CQZ+D2 = 0.
Vektor
s B O _|4 a4 B
B2 02 ? AQ 02 ’ A2 B2

on I6ikesirge sihivektor.
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On antud tasandid 3z +y —2+1=0, 5x+3y+ 2+ 2=0. Kas
tasandid on paralleelsed? Koostada [dikesirge kanooniline vorrand.
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Naide

On antud tasandid 3z +y —2+1=0, 5x+3y+ 2+ 2=0. Kas
tasandid on paralleelsed? Koostada [dikesirge kanooniline vorrand.

.z _ y+t3/4 _ 2—1/4
Vastus: 7 = - = —~.

1

Kui ruumi kolm punkti P,@Q, R ei asu ihisel sirgel, siis need punktid
maaravad tasandit, st leidub ks ja ainult tks tasand, mis labib vastavaid
punkte P, @, R. Leiame selle tasandi tldvSrrandi, kui on antud punktide
P,Q, R koordinaadid. Olgu P(xo,yo, 20), Q(z1, Y1, 21), R(x2,y2, 22).

VIl loeng. Tasandi vérrandid. Analiiiitiline geomeetria




Naide

On antud tasandid 3z +y —2+1=0, 5x+3y+ 2+ 2=0. Kas
tasandid on paralleelsed? Koostada [dikesirge kanooniline vorrand.

T y+3/4 _
-2

Vastus: § = zz1/4

1

Kui ruumi kolm punkti P,@Q, R ei asu ihisel sirgel, siis need punktid
maaravad tasandit, st leidub ks ja ainult tks tasand, mis labib vastavaid
punkte P, @, R. Leiame selle tasandi tldvSrrandi, kui on antud punktide
P,Q, R koordinaadid. Olgu P(xo,yo, 20), Q(z1, Y1, 21), R(x2,y2, 22).
Tasandi iildvorrandi leidmiseks kasutame tasandi vektorvorrandit rihi
vektorite kaudu

(F— 7“0,7’1,7’2) =0.
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Naide

On antud tasandid 3z +y —2+1=0, 5x+3y+ 2+ 2=0. Kas
tasandid on paralleelsed? Koostada [dikesirge kanooniline vorrand.

T y+3/4 _
-2

Vastus: § = zz1/4

1

Kui ruumi kolm punkti P,@Q, R ei asu ihisel sirgel, siis need punktid
maaravad tasandit, st leidub ks ja ainult tks tasand, mis labib vastavaid
punkte P, @, R. Leiame selle tasandi tldvSrrandi, kui on antud punktide
P,Q, R koordinaadid. Olgu P(xo,yo, 20), Q(z1, Y1, 21), R(x2,y2, 22).
Tasandi iildvorrandi leidmiseks kasutame tasandi vektorvorrandit rihi
vektorite kaudu

(7 — 70, 7,72) = 0.

Kuna P, Q, R on tasandi punktid, vektorid r; = I@,f’g = ﬁ
moodustavad tasandi rihi. Tasandi alguspunktiks vGtame punkti P ja
selle kohavektorit tahistame 7. Kehtib
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Naide

On antud tasandid 3z +y —2+1=0, 5x+3y+ 2+ 2=0. Kas
tasandid on paralleelsed? Koostada [dikesirge kanooniline vorrand.

T y+3/4 _
-2

Vastus: § = zz1/4

1

Kui ruumi kolm punkti P,@Q, R ei asu ihisel sirgel, siis need punktid
maaravad tasandit, st leidub ks ja ainult tks tasand, mis labib vastavaid
punkte P, @, R. Leiame selle tasandi tldvSrrandi, kui on antud punktide
P,Q, R koordinaadid. Olgu P(xo,yo, 20), Q(z1, Y1, 21), R(x2,y2, 22).
Tasandi iildvorrandi leidmiseks kasutame tasandi vektorvorrandit rihi
vektorite kaudu

(7 — 70, 7,72) = 0.

Kuna P, Q, R on tasandi punktid, vektorid r; = I@,f’g = ﬁ
moodustavad tasandi rihi. Tasandi alguspunktiks vGtame punkti P ja
selle kohavektorit tahistame 7. Kehtib

F—7 = (x—0,y—Yo,2— 20),
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Naide

On antud tasandid 3z +y —2+1=0, 5x+3y+ 2+ 2=0. Kas
tasandid on paralleelsed? Koostada [dikesirge kanooniline vorrand.

T y+3/4 _
-2

Vastus: § = zz1/4

1

Kui ruumi kolm punkti P,@Q, R ei asu ihisel sirgel, siis need punktid
maaravad tasandit, st leidub ks ja ainult tks tasand, mis labib vastavaid
punkte P, @, R. Leiame selle tasandi tldvSrrandi, kui on antud punktide
P,Q, R koordinaadid. Olgu P(xo,yo, 20), Q(z1, Y1, 21), R(x2,y2, 22).
Tasandi iildvGrrandi leidmiseks kasutame tasandi vektorvorrandit rihi
vektorite kaudu

(7 — 70, 7,72) = 0.
Kuna P, Q, R on tasandi punktid, vektorid r; = I@,f’g = ﬁ
moodustavad tasandi rihi. Tasandi alguspunktiks vGtame punkti P ja
selle kohavektorit tahistame 7. Kehtib

7?_7“0 - (35—33072/_9072'_20)’

= (z1—20,¥1 — Yo, 21 — 20),
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Naide

On antud tasandid 3z +y —2+1=0, 5x+3y+ 2+ 2=0. Kas
tasandid on paralleelsed? Koostada [dikesirge kanooniline vorrand.

z—1/4
— -

Vastus: 7 = %32/4 =
Kui ruumi kolm punkti P,@Q, R ei asu ihisel sirgel, siis need punktid
maaravad tasandit, st leidub ks ja ainult tks tasand, mis labib vastavaid
punkte P, @, R. Leiame selle tasandi tldvSrrandi, kui on antud punktide
P,Q, R koordinaadid. Olgu P(xo,yo, 20), Q(z1, Y1, 21), R(x2,y2, 22).
Tasandi iildvorrandi leidmiseks kasutame tasandi vektorvorrandit rihi
vektorite kaudu

(7 — 70, 7,72) = 0.

Kuna P, Q, R on tasandi punktid, vektorid r; = I@,f’g = ﬁ
moodustavad tasandi rihi. Tasandi alguspunktiks vGtame punkti P ja
selle kohavektorit tahistame 7. Kehtib

/F_FO = (x_x07y_y07z_zo)a
™ = (T —To, Y1 — Yo, 21 — 20),
Ty = (T3 —X0,Y2 — Yo, 22 = o)
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Vektorvorrandi vasakpool on kolme vektori segakorrutis, seega valemi
vasakpool on vordne vektorite koordinaatidest moodustatud kolmandat
jarku determinandiga.
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Vektorvorrandi vasakpool on kolme vektori segakorrutis, seega valemi
vasakpool on vordne vektorite koordinaatidest moodustatud kolmandat
jarku determinandiga. Seega tasandi iildvdrrand on

r—Xo Y—Yo <Z—%0
1 —To Y1—Yo 21—z |=0.
T2 —To Y2 —Yo 22— R0
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Vektorvorrandi vasakpool on kolme vektori segakorrutis, seega valemi
vasakpool on vordne vektorite koordinaatidest moodustatud kolmandat
jarku determinandiga. Seega tasandi iildvdrrand on

r—Xo Y—Yo <Z—%0
1 —To Y1—Yo 21—z |=0.
T2 —To Y2 —Yo 22— R0

Naide
Koostada tasandi iildvérrand, kui tasand labib punkte
P(2,1,3),Q(-1,2,5), R(3,1,0).
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Vektorvorrandi vasakpool on kolme vektori segakorrutis, seega valemi
vasakpool on vordne vektorite koordinaatidest moodustatud kolmandat
jarku determinandiga. Seega tasandi iildvdrrand on

r—Xo Y—Yo <Z—%0
1 —To Y1—Yo 21—z |=0.
T2 —To Y2 —Yo 22— R0

Naide
Koostada tasandi iildvérrand, kui tasand labib punkte
P(2,1,3),Q(-1,2,5), R(3,1,0).

Vastus: 2y —z+1=0.

VIl loeng. Tasandi vérrandid. Analiiiitiline geomeetria



Olgu antud tasandi B vektorvdrrand (7 — 7, 71, 72) = 0 ja ruumi punkt
M ¢ B. Punkti M kohavektorit tahistame R.
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Olgu antud tasandi B vektorvdrrand (7 — 7, 71, 72) = 0 ja ruumi punkt
M ¢ B. Punkti M kohavektorit tahistame R. Leiame punkti M kauguse
d tasandini 3. Selleks moodustame vektoritele R— 70,71, 72 ehitatud
rooptahuka.
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Olgu antud tasandi B vektorvdrrand (7 — 7, 71, 72) = 0 ja ruumi punkt
M ¢ B. Punkti M kohavektorit tahistame R. Leiame punkti M kauguse
d tasandini 3. Selleks moodustame vektoritele R— 70,71, 72 ehitatud
rooptahuka. Selle rooptahuka pShi on vektoritele 71, 75 ehitatud
roopkilik R. Kaugus d on vordne rooptahuka kdrgusega.
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Olgu antud tasandi B vektorvdrrand (7 — 7, 71, 72) = 0 ja ruumi punkt
M ¢ B. Punkti M kohavektorit tahistame R. Leiame punkti M kauguse
d tasandini 3. Selleks moodustame vektoritele R— 70,71, 72 ehitatud
rooptahuka. Selle rooptahuka pShi on vektoritele 71, 75 ehitatud
roopkilik R. Kaugus d on vordne rooptahuka kdrgusega. Korguse
leidmiseks kasutame valemit

kus V' on rooptahuka ruumala ja S on roopkiiliku PR pindala. Rooptahuka
ruumala V' on vdrdne vektorite 2 — 70,71, T2 segakorrutise
absoluutvaartusega ja roopkiliku pindala S on vordne vektorite 7, 7
vektorkorrutise pikkusega. Seega

—

|(R B F03F177?2)|

d= —
|T1 XT2|

Vektorkorrutis 77 X 75 on tasandi normaalvektor, tahistame
N = Fl X FQ = (A7B7C)
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Kasutades normaalvektorit, vdime valemi (8) kirjutada kujul

| < R—7,N>|

d S
[NV
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Kasutades normaalvektorit, vdime valemi (8) kirjutada kujul

| < R—7,N>|

d S
[NV

Olgu M (z1,v1,21), st R= (z1,y1,21). Leiame
<R—7y,N>=<R,N > — < iy, N >= Az, + By, + Cz + D,
kus D = — < 7o, N >. Seega kauguse arvutamise valem on

- ‘A.Z’l + By1 + CZl + D|

d
A2 4+ B?4C?
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Kasutades normaalvektorit, vdime valemi (8) kirjutada kujul

| < R—7,N>|

d S
[NV

Olgu M (z1,v1,21), st R= (z1,y1,21). Leiame
<R—7y,N>=<R,N > — < iy, N >= Az, + By, + Cz + D,
kus D = — < 7o, N >. Seega kauguse arvutamise valem on

- ‘A.Z’l + By1 + CZl + D|

d
A2 4+ B?4C?

Naide
Leida punkti A(3,1,—1) kaugus tasandini z —y — 5z +2 = 0.
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Kasutades normaalvektorit, vdime valemi (8) kirjutada kujul

| < R—7,N>|

d S
[NV

Olgu M (z1,v1,21), st R= (z1,y1,21). Leiame
<R—7y,N>=<R,N > — < iy, N >= Az, + By, + Cz + D,
kus D = — < 7o, N >. Seega kauguse arvutamise valem on

- ‘A.Z’l + By1 + CZl + D|

d
A2 4+ B?4C?

Naide
Leida punkti A(3,1,—1) kaugus tasandini z —y — 5z +2 = 0.

Vastus: d = /3.
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Eksami kusimused

@ Pinna parameetriline vorrand. Tasandi parameetriline vektorvdrrand
ja parameetriline vorrand koordinaatides.

@ Tasandi vektorvorrand tasandi normaalvektori ja tasandi rihi kaudu.
Tasandi uldvérrand. Tasandi vorrand, kui ta labib kolme punkti.

© Teoreem tasandi rihist, kui on antud tasandi lldvdrrand.
@ Tasandite paralleelsuse tarvilik ja piisav tingimus.
© Teoreem kahe tasandi IGikesirge sihivektorist.

@ Punkti kaugus tasandini.
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