Analuutiline geomeetria

Loeng: Uleminek iihelt reeperilt teisele. Baasiteisenduse
maatriks. Koordinaatide teisendused.
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Ruumi koordinaadisiisteemi moiste tugineb reeperi mdistele. Kui ruumis
on antud reeper, siis sellega ruumis on maaratud koordinaadisiisteem.

Loeng: Uleminek iihelt reeperilt teisele. Baasiteisenduse maatriks  Analiiiitiline geomeetria



Ruumi koordinaadisiisteemi moiste tugineb reeperi mdistele. Kui ruumis
on antud reeper, siis sellega ruumis on maaratud koordinaadisiisteem.
Reeper koosneb alguspunktist O ja kolmest mittekomplanaarsest
vektorist €1, €s, €3.

Loeng: Uleminek iihelt reeperilt teisele. Baasiteisenduse maatriks  Analiiiitiline geomeetria



Ruumi koordinaadisiisteemi moiste tugineb reeperi mdistele. Kui ruumis
on antud reeper, siis sellega ruumis on maaratud koordinaadisiisteem.
Reeper koosneb alguspunktist O ja kolmest mittekomplanaarsest
vektorist €1, €3, €3. Tahistame reeperit jargmiselt R = {O; e}, €z, €3}.
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Ruumi koordinaadisiisteemi moiste tugineb reeperi mdistele. Kui ruumis
on antud reeper, siis sellega ruumis on maaratud koordinaadisiisteem.
Reeper koosneb alguspunktist O ja kolmest mittekomplanaarsest
vektorist €1, €3, €3. Tahistame reeperit jargmiselt R = {O; e}, €z, €3}.

Reeper R maarab koordinaadististeemi jargmiselt: olgu P ruumi mingi
punkt, punkti P kohavektorit tahistame 7, = OP, kohavektorit avaldame
kujul

Tp = Tp €1+ Yp €2 + 2 €3,
kus reaalarvud x,, yp, 2, on lheselt maaratud ja neid nimetatakse nii
punkti P, kui ka selle kohavektori 7, koordinaatideks. Sellisel juhul
kirjutame P (2, yp, 2p) ja 7 = (Tp, Yp, 2p)-

Loeng: Uleminek iihelt reeperilt teisele. Baasiteisenduse maatriks  Analiiiitiline geomeetria



Ruumi koordinaadisiisteemi moiste tugineb reeperi mdistele. Kui ruumis
on antud reeper, siis sellega ruumis on maaratud koordinaadisiisteem.
Reeper koosneb alguspunktist O ja kolmest mittekomplanaarsest
vektorist €1, €3, €3. Tahistame reeperit jargmiselt R = {O; e}, €z, €3}.

Reeper R maarab koordinaadististeemi jargmiselt: olgu P ruumi mingi
punkt, punkti P kohavektorit tahistame 7, = OP, kohavektorit avaldame
kujul

Fp :xpé'l +yp€2 +Zp53,
kus reaalarvud x,, yp, 2, on lheselt maaratud ja neid nimetatakse nii
punkti P, kui ka selle kohavektori 7, koordinaatideks. Sellisel juhul
kirjutame P (xp, Yp, 2p) ja Tp = (Tp, Yps Zp)-

Ruumi kontseptsioonis meie lahtume sellest, et ruumis pole eristatuid
suundi, kdik suunad on samavaarsed, ruum on homogeenne. Meie
varustame ruumi kolme koordinaatteljega, seega see on taiendav
struktuur, mida ruumis endas pole.
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Ruumi koordinaadisiisteemi moiste tugineb reeperi mdistele. Kui ruumis
on antud reeper, siis sellega ruumis on maaratud koordinaadisiisteem.
Reeper koosneb alguspunktist O ja kolmest mittekomplanaarsest
vektorist €1, €3, €3. Tahistame reeperit jargmiselt R = {O; e}, €z, €3}.

Reeper R maarab koordinaadististeemi jargmiselt: olgu P ruumi mingi
punkt, punkti P kohavektorit tahistame 7, = OP, kohavektorit avaldame
kujul

Fp :xpé'l +yp€2 +Zp53,
kus reaalarvud x,, yp, 2, on lheselt maaratud ja neid nimetatakse nii
punkti P, kui ka selle kohavektori 7, koordinaatideks. Sellisel juhul
kirjutame P (xp, Yp, 2p) ja Tp = (Tp, Yps Zp)-

Ruumi kontseptsioonis meie lahtume sellest, et ruumis pole eristatuid
suundi, koik suunad on samavaarsed, ruum on homogeenne. Meie
varustame ruumi kolme koordinaatteljega, seega see on taiendav
struktuur, mida ruumis endas pole.

Sellega seoses tekib oluline ja siigav kiisimus: kuidas séltuvad
meie vorrandid koordinaadististeemi valikust.
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Selle kiisimuse voime sGnastada teisel kujul:

kuidas teisenevad vorrandid tleminekul tihelt ko-
ordinaadislisteemilt teisele?
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Selle kiisimuse voime sGnastada teisel kujul:

kuidas teisenevad vorrandid tleminekul tihelt ko-
ordinaadislisteemilt teisele?

Selleks meil peavad olema valemid, mis naitavad, kuidas toimub tleminek
thelt koordinaadististeemilt teisele. Selleks kasutame reepereid.
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Selle kiisimuse voime sGnastada teisel kujul:

kuidas teisenevad vorrandid tleminekul tihelt ko-
ordinaadislisteemilt teisele?

Selleks meil peavad olema valemid, mis naitavad, kuidas toimub tleminek
thelt koordinaadisiisteemilt teisele. Selleks kasutame reepereid. Olgu
ruumis antud kaks reeperit

9%1 = {O 61,62763} 9%2 = {O, g{, _'Q/,é’é
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Selle kiisimuse voime sGnastada teisel kujul:

kuidas teisenevad vorrandid tleminekul tihelt ko-
ordinaadislisteemilt teisele?

Selleks meil peavad olema valemid, mis naitavad, kuidas toimub tleminek
thelt koordinaadisiisteemilt teisele. Selleks kasutame reepereid. Olgu
ruumis antud kaks reeperit

9%1 = {O 61,62763} 9%2 = {O, g{, _'Q/,é’é

Olgu P ruumi E3 mingi punkt ja olgu (z,,yp, 2,) punkti P koordinaadid
reeperis Ry ja (7}, Y, 2,) punkti P koordinaadid reeperis R Antud
loengu eesmark on leida

kuidas punkti P koordinaadid (z,,y,, %,) avalduvad selle
punkti (7,1, 2,) koordinaatide kaudu.
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Selle kiisimuse voime sGnastada teisel kujul:

kuidas teisenevad vorrandid tleminekul thelt ko-
ordinaadislisteemilt teisele?

Selleks meil peavad olema valemid, mis naitavad, kuidas toimub tleminek
thelt koordinaadisiisteemilt teisele. Selleks kasutame reepereid. Olgu
ruumis antud kaks reeperit

9%1 = {O 61,62763} 9%2 = {O’ g{, _'z/,é’é

Olgu P ruumi E3 mingi punkt ja olgu (z,,yp, 2,) punkti P koordinaadid
reeperis Ry ja (7}, Y, 2,) punkti P koordinaadid reeperis R Antud
loengu eesmark on leida

kuidas punkti P koordinaadid (z,,y,, %,) avalduvad selle
punkti (7,1, 2,) koordinaatide kaudu.

Koordinaatide teisenemise valemite leidmiseks fikseerime teise reeperi

R, asendi esimese reeperi R; suhtes alguspunkti O’ ja baasivektorite

&1, €, €4 koordinaatide (esimeses reeperis) abil.
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Loeng: Uleminek iihelt reeperilt teisele. Baasiteisenduse maatriks
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Olgu O’(al, as, a3) (St O?/ =a1 €1+ as €+ as é:g) ja

=/ — - -
€ = @11 €1+ a2 €2+ a3y €3,
=/ — - -
€y = @12 €1 + a22 €2 + a3z €3,
-/ — — -
€3 = a13 €1+ ag3 €2 + as3 €3.
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Olgu O’(al, as, as) (St O?/ =aj €] +azés+as é:g) ja

=/ — - -
€ = @11 €1+ a2 €2+ a3y €3,
=/ — - -
€y = @12 €1 + a22 €2 + a3z €3,
-/ — — -
€3 = a13 €1+ ag3 €2 + as3 €3.

12 arvu (parameetrit) taielikult madravad teise reeperi asendit esimese
reeperi suhtes, kusjuures parameetrid a1, a2, a3 maaravad teise reeperi
alguspunkti O’ ja parameetrid a;; maaravad teise reeperi baasi.
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Olgu O’(al, a2, a3) (St O?/ =a1 €1+ as €+ as é:g) ja

=/ — - -
€ = @11 €1+ a2 €2+ a3y €3,
=/ — - -
€y = @12 €1 + a22 €2 + a3z €3,
-/ — — -
€3 = a13 €1+ ag3 €2 + as3 €3.

12 arvu (parameetrit) taielikult madravad teise reeperi asendit esimese
reeperi suhtes, kusjuures parameetrid a1, a2, a3 maaravad teise reeperi
alguspunkti O’ ja parameetrid a;; maaravad teise reeperi baasi. On
kasulik moodustada 3-jarku ruutmaatriksi

ail aiz ais
A= a1 az a3
a31 asz2 G33
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NS
Olgu O’(al, as, as) (St O?/ =aj €] +azés+as é:g) ja

=/ — - -
€ = @11 €1+ a2 €2+ a3y €3,
=/ — - -
€y = @12 €1 + a22 €2 + a3z €3,
-/ — — -
€3 = a13 €1+ ag3 €2 + as3 €3.

12 arvu (parameetrit) taielikult madravad teise reeperi asendit esimese
reeperi suhtes, kusjuures parameetrid a1, a2, a3 maaravad teise reeperi
alguspunkti O’ ja parameetrid a;; maaravad teise reeperi baasi. On
kasulik moodustada 3-jarku ruutmaatriksi

ail aiz ais
A= a1 az a3
a31 asz2 G33

Maatriksit A nimetatakse baasiteisenduse maatriksiks.
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NS
Olgu O’(al, a2, a3) (St O?/ =a1 €1+ as €+ as é:g) ja

=/ — - -
€ = @11 €1+ a2 €2+ a3y €3,
=/ — - -
€y = @12 €1 + a22 €2 + a3z €3,
-/ — — -
€3 = a13 €1+ ag3 €2 + as3 €3.

12 arvu (parameetrit) taielikult madravad teise reeperi asendit esimese
reeperi suhtes, kusjuures parameetrid a1, a2, a3 maaravad teise reeperi
alguspunkti O’ ja parameetrid a;; maaravad teise reeperi baasi. On
kasulik moodustada 3-jarku ruutmaatriksi

ail aiz ais
A= a1 az a3
a31 asz2 G33

Maatriksit A nimetatakse baasiteisenduse maatriksiks.
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NS
Olgu O’(al, a2, a3) (St O?/ =a1 €1+ as €+ as é:g) ja

=/ — - -
€ = @11 €1+ a2 €2+ a3y €3,
=/ — - -
€y = @12 €1 + a22 €2 + a3z €3,
-/ — — -
€3 = a13 €1+ ag3 €2 + as3 €3.

12 arvu (parameetrit) taielikult madravad teise reeperi asendit esimese
reeperi suhtes, kusjuures parameetrid a1, a2, a3 maaravad teise reeperi
alguspunkti O’ ja parameetrid a;; maaravad teise reeperi baasi. On
kasulik moodustada 3-jarku ruutmaatriksi

ail aiz ais
A= a1 az a3
a31 asz2 G33

Maatriksit A nimetatakse baasiteisenduse maatriksiks.
Vastus: El!
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NS
Olgu O’(al, as, as) (St O?/ =aj €] +azés+as é:g) ja

=/ — - -
€ = @11 €1+ a2 €2+ a3y €3,
=/ — - -
€y = @12 €1 + a22 €2 + a3z €3,
-/ — — -
€3 = a13 €1+ ag3 €2 + as3 €3.

12 arvu (parameetrit) taielikult madravad teise reeperi asendit esimese
reeperi suhtes, kusjuures parameetrid a1, a2, a3 maaravad teise reeperi
alguspunkti O’ ja parameetrid a;; maaravad teise reeperi baasi. On
kasulik moodustada 3-jarku ruutmaatriksi

ail aiz ais
A= a1 az a3
a31 asz2 G33

Maatriksit A nimetatakse baasiteisenduse maatriksiks.

Vastus: El!
Baasiteisenduse maatriks peab teissndama baasi — teiseks baasiks,
kuid baas koosneb mittekomplanaarsetest vektoritest!
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Teoreem

Maatriks A on baasiteisenduse maatriks parajasti siis, kui det A # 0. Kui
det A > 0, siis reeperi orientatsioon ei muutu (baasiteisenduse maatriks
A sdilitab reeperi orientatsiooni) ja kui det A < 0, siis reeperi
orientatsioon muutub.

Toestus.
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Teoreem

Maatriks A on baasiteisenduse maatriks parajasti siis, kui det A # 0. Kui
det A > 0, siis reeperi orientatsioon ei muutu (baasiteisenduse maatriks
A sdilitab reeperi orientatsiooni) ja kui det A < 0, siis reeperi
orientatsioon muutub.

Toestus. Kehtib valem (V. loeng) (€7, €3, €4) = det A (€1, €2, €3).
Maatriksarvutuses 3-jarku maatriksit A nimetatakse regulaarseks
maatriksiks, kui det A # 0. Regulaarsete kolmandat jarku maatriksite
hulka tahistatakse GL3(R) C M3(R), kus M3(R) on 3-jarku
ruutmaatriksite hulk.
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Teoreem

Maatriks A on baasiteisenduse maatriks parajasti siis, kui det A # 0. Kui
det A > 0, siis reeperi orientatsioon ei muutu (baasiteisenduse maatriks
A sdilitab reeperi orientatsiooni) ja kui det A < 0, siis reeperi
orientatsioon muutub.

Toestus. Kehtib valem (V. loeng) (€7, €3, €4) = det A (€1, €2, €3).
Maatriksarvutuses 3-jarku maatriksit A nimetatakse regulaarseks
maatriksiks, kui det A # 0. Regulaarsete kolmandat jarku maatriksite
hulka tahistatakse GL3(R) C M3(R), kus M3(R) on 3-jarku
ruutmaatriksite hulk.

Teoreem

Kui wp, yp, 2, on punkti P koordinaadid reeperis R1, x),,4,,, 2, on punkti
P koordinaadid reeperis $Rs, siis kehtib

/ / /

Tp =  a11T), + a12y, + a3z, + a,
/ / /

Yp = G21%, + a2y, + a3z, + az, (1)
/ / /

Zp = G317, + asz2y, + assz, + as.
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Tasandi korral

— / /
Tp = anx,+ a2y, +a,

/ /
Yp = 21T, 1 a2y, + az.
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Tasandi korral

— / /
Tp = anx,+ a2y, +a,

/ /
Yp = 21T, 1 a2y, + az.

Valemit (1) nimetatakse ruumi punkti koordinaatide teisenemise valemiks
tleminekul thelt reeperilt teisele.
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Tasandi korral

T, = anz,+any,+a,
Yp = a2, + axy, + as.
Valemit (1) nimetatakse ruumi punkti koordinaatide teisenemise valemiks

tleminekul thelt reeperilt teisele. Oletame, et ruumis E on antud kolm
reeperit R, Ro, R3 ja

0,
R — 9%27

hS
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Tasandi korral

T, = anz,+any,+a,
Yp = a2, + axy, + as.
Valemit (1) nimetatakse ruumi punkti koordinaatide teisenemise valemiks

tleminekul thelt reeperilt teisele. Oletame, et ruumis E on antud kolm
reeperit R, Ro, R3 ja

0,4 0,B
R — 9%27 Ry — 9%37
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Tasandi korral

T, = anz,+any,+a,
Yp = a2, + axy, + as.
Valemit (1) nimetatakse ruumi punkti koordinaatide teisenemise valemiks

tleminekul thelt reeperilt teisele. Oletame, et ruumis E on antud kolm
reeperit R, Ro, R3 ja

0,A 0,B 0,C
R — 9%27 Ry — 9%37 Ry — fRs.
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Tasandi korral

— / /
Tp = anx,+ a2y, +a,

/ /
Yp = 21T, 1 a2y, + az.

Valemit (1) nimetatakse ruumi punkti koordinaatide teisenemise valemiks
tleminekul thelt reeperilt teisele. Oletame, et ruumis E on antud kolm
reeperit R, Ro, R3 ja

o A 0 c
R 2D Ry, My 28wy, Ry 25w
Juhime tahelepanu sellele, et reeperite alguspunktid iihtivad
O =0’ = 0", st iileminekul iihelt reeperilt teisele muutuvad ainult
baasivektorid. Leiame, kuidas baasiteisenduse maatriks C' avaldub
baasiteisenduste maatriksite A, B kaudu. Teeme seda tasandi korral.
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Eespool toestatud teoreemist jareldub

= T+ aiy,
Tp = Q117 12Yps

/ /
Yp = a21T, + a2y,
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Eespool toestatud teoreemist jareldub

o / + /

Tp = Q117 T A12Yp,
/ /

Yp (21T, + a2y,
r 7 "

z, = bz, +biay,,
T

Yp

" "
bzll‘p + bggyp 5
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Eespool toestatud teoreemist jareldub

/ /
Tp = a11T), + a12Y,,
/ /
Yp (21T, + a2y,
r 7 "
z, = bz, +biay,,
/ " /!
yp = bzll‘p + bggyp,
" "
Tp C11Tp + C12Yp,
Yp

1 1
Cglmp + CQQyp .
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I
Kehtib

c11 = ai1 bi1 + aiz by
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I
Kehtib

b1
c11 = a11 b1 + a2 by = c11 = (a1 a12) X ( boy |
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Kehtib
_ _ b11
c11 = a11 b1 + a2 by = c11 = (a1 a12) X boy |

Maatriksi C' element ¢11 on moodustatud maatriksi A esimese rea
elementide maatriksi B esimese veeru elementidega korrutamise abil.
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I
Kehtib

b1
c11 = a11 b1 + a2 by = c11 = (a1 a12) X ( boy )

Maatriksi C' element ¢11 on moodustatud maatriksi A esimese rea
elementide maatriksi B esimese veeru elementidega korrutamise abil.
Kehtib

c12 = ai1 bz + a12 bag
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I
Kehtib

b11
c11 = a1y b1y + a12bo1 = c11 = (an aig) X ( boy |
Maatriksi C' element ¢11; on moodustatud maatriksi A esimese rea

elementide maatriksi B esimese veeru elementidega korrutamise abil.
Kehtib

b12
ci2 = a11 big +a12byg = c12 = (a11 a12) X ( bos .
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I
Kehtib

b1
c11 = a11 b1 + a2 by = c11 = (a1 a12) X ( boy )

Maatriksi C' element ¢11 on moodustatud maatriksi A esimese rea
elementide maatriksi B esimese veeru elementidega korrutamise abil.
Kehtib

ci2 = a11 big +a12byg = c12 = (a11 a12) X ( 2;2 ) .
Maatriksi C' element ¢15 on moodustatud maatriksi A esimese rea
elementide maatriksi B teise veeru elementidega korrutamise abil.
Uldiselt, kui maatriksi C' element cij on moodustatud maatriksi A i-nda
rea elementide maatriksi B j-nda veeru elementide korrutamise abil, siis
maatriksit C' nimetatakse maatriksite A, B korrutiseks ja kirjutatakse
C=A-B.
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Teoreem

Kui
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Teoreem

Kui

Mainime, et maatriksite korrutamine on mittekommutatiivne
A- B # B- A ja assotsiatiivne (A-B)-C=A-(B-C).
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Teoreem

Kui

Mainime, et maatriksite korrutamine on mittekommutatiivne

A- B # B- A ja assotsiatiivne (A-B)-C=A-(B-C).

Niid kitsendame reeperite klassi, st eeldame, et diagrammis R M R’
reeperid on ristreeperid. On ilmne, et baasiteisenduse maatriks ei saa
enam olla ainult regulaarne maatriks, kuid ta peab rahuldama lisa
tingimust. Leiame selle tingimuse. Esiteks esimese reeperi baas €1, €5, €3
on ristbaas, st

< €1,6] >=< €,y >=< 3,83 > = 1,

< €1,6y >=< €9,63 >=< €1,e3 > = 0.
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Teiseks arvestame, et teise reeperi baas &;, €5, €4 on ka ristbaas

1 o S o) Y-
< €1,€61 >=< €9, €9 >=< €3,€3 > = 1,

< €],6y >=< éy,e4 >=<€],é5 >

|
e
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Teiseks arvestame, et teise reeperi baas &;, €5, €4 on ka ristbaas

< €[,6 >=< @,y >=<é3, €5 > = 1,
< €],6y >=<éy, ey >=<¢],é5> = 0.
Kehtib 51/ = a1 51 —+ a9 52 + as1 53, jéirelikult
2 2 2
(@11)” 4 (a21)” + (az1)” = 1. (2)
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Teiseks arvestame, et teise reeperi baas &;, €5, €4 on ka ristbaas

< €[,6 >=< @,y >=<é3, €5 > = 1,
< el ey >=<éy ey >=<¢ej,éy > = 0.
Kehtib 51/ = a1 51 —+ a9 52 + as1 53, jéirelikult
(a11)” + (a21)® + (az1)® = 1. (2)
Analoogiliselt
(a12)” + (a22)® + (az2)® = 1, (3)
(a13)* + (a2s)* + (as3)® = 1, (4)
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Teiseks arvestame, et teise reeperi baas &;, €5, €4 on ka ristbaas
< €, 8 >=< €,y >=< 4, ey > =
< €],6y >=<éy, ey >=<¢],é5> = 0.

Kehtib 51/ = a1 51 —+ a9 52 + as1 53, jéirelikult

(a11)” + (a21)® + (az1)® = 1. (2)
Analoogiliselt
(a12)” + (a22)® + (az2)® = 1, (3)
(a13)* + (a2s)* + (as3)® = 1, (4)
ja
ai1a12 + aziaze +azazz = 0, (5)
a12a13 + G22a23 + azeazz = 0, (6)
a11a13 + az1a32 + aziazz = 0. (7)
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Definitsioon

Maatriksit A nimetatakse ortogonaalseks maatriksiks, kui selle elemendid
rahuldavad tingimusi (2) - (7). Teist jarku ortogonaalsete maatriksite
(tasandi reeperite baasiteisenduste maatriksid) hulka tahistatakse

0(2) C GL2(R) ja kolmandat jarku ortogonaalsete maatriksite (ruumi
reeperite baasiteisenduste maatriksid) hulka tahistatakse O (3) C GL3(R).
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Definitsioon

Maatriksit A nimetatakse ortogonaalseks maatriksiks, kui selle elemendid
rahuldavad tingimusi (2) - (7). Teist jarku ortogonaalsete maatriksite
(tasandi reeperite baasiteisenduste maatriksid) hulka tahistatakse

0(2) C GL2(R) ja kolmandat jarku ortogonaalsete maatriksite (ruumi
reeperite baasiteisenduste maatriksid) hulka tahistatakse O (3) C GL3(R).

Uurime teist jarku ortogonaalse maatriksi struktuuri. Olgu

a a
A— 11 12
a21 A22

baasiteisenduse maatriks.
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Definitsioon

Maatriksit A nimetatakse ortogonaalseks maatriksiks, kui selle elemendid
rahuldavad tingimusi (2) - (7). Teist jarku ortogonaalsete maatriksite
(tasandi reeperite baasiteisenduste maatriksid) hulka tahistatakse

0(2) C GL2(R) ja kolmandat jarku ortogonaalsete maatriksite (ruumi
reeperite baasiteisenduste maatriksid) hulka tahistatakse O (3) C GL3(R).

Uurime teist jarku ortogonaalse maatriksi struktuuri. Olgu

a a
A— 11 12
a21 A22

baasiteisenduse maatriks. Seega

(all)2 + (021)2 = 1,
(a12)2 + (022)2 = 1,
aiiaiz +aziaze = 0.
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NS
Kehtib kas a1 75 0, as9 7é 0 voi a11 = 0,a99 = 0.
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Kehtib kas a11 # 0, a0 # 0 vOi ay; = 0,a22 = 0. Eeldame
ajr # 0,a22 # 0.
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Kehtib kas a11 # 0, a0 # 0 vOi ay; = 0,a22 = 0. Eeldame
a11 # 0,a90 # 0. Viimase vorrandi kirjutame kujul

a1 Q12

a1 @22
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Kehtib kas a11 # 0, a0 # 0 vOi ay; = 0,a22 = 0. Eeldame
a11 # 0,a90 # 0. Viimase vorrandi kirjutame kujul

a1 Q12
a1 @22
Tahistame
@21 Q12 _ A
ail a22
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Kehtib kas a11 # 0, a0 # 0 vOi ay; = 0,a22 = 0. Eeldame
a11 # 0,a90 # 0. Viimase vorrandi kirjutame kujul

an _ _ 012
a1 &22'
Tahistame
dan M2y
a1 a22
Leiame

:I:\/1+)\2 :I:\/1+)\2

Lisaks, kui a11 = ago = 0, on meil veel neli maatriksit
0 1 0 -1 0 1 0 -1
m=(Vo)m=(0 0 )m=( 5 a)m-(0 )

Teoreem

1 A
A— ( iﬂj,\? :F\/11+,\2 ) )

Teist jarku ortogonaalse maatriksi determinandi absoluutvaartus vordub
arvuga 1, st |det A| = 1.
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Definitsioon

Ortogonaalset maatriksit A nimetatakse spetsiaalseks ortogonaalseks
maatriksiks, kui det A = 1. Spetsiaalsete ortogonaalsete maatriksite
hulka tahistatakse SO (2)

Uurime teist jarku spetsiaalse ortogonaalse maatriksi kuju. Eelmise
teoreemi toestusest jareldub, et teist jarku spetsiaalse ortogonaalse
maatriksi jaoks on kaks vGimalust

[ D W 1 A
H _ V142 V1+A2 i _ 1+22 1+ 22
i) A = it it , i) Ay = x i

VITAZ VA TVIERE Vieae

V&tame kasutusele uue parammeetri 7, kus A = tan 7 ja —g <T< g
Kasutades parameetrit 7 ja trigonomeetrilist valemit

1+tan?T =

cos2 71’

leiame maatriksite A1, Ay kuju

cosT —sinT —cosT sinT
Al = . , Ay = . .
sinT  cosT —sinT —cosT
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Geomeetriliselt baasiteisenduse maatriks A; maarab tasandi reeperi

{O; &1, e} podret imber reeperi alguspunkti (kui 7 = 6) nurga T vorra
kellaosuti litkumise suuna vastupidises suunas, kui 7 > 0 ja kellaosuti
liilkumise suunas, kui 7 < 0 (vt joonis). Parameetri 7 maaramispiirkond
on vahemik (=%, %), kuid niiiid v3ime laiendada parameetri 7
maaramispiirkonda (=%, §) — [—7, 5] haarates maatrikseid

By (r=21), 33(7:—3).

On lihtne veenduda, et kdik teist jarku spetsiaalsed ortogonaalsed
maatriksid (A1, A2, Ba, B3) moodustavad maatriksite iiheparameetrilise
parve

cosT —sinT
A(r) = . , 0<7<27.
sinT  cosT
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Teoreem

Teist jarku spetsiaalsed ortogonaalsed maatriksid SO(2) moodustavad
lihe parameetrilise parve

A(T):(COST —s1n7->’ 0<r<2m

sinT  cosT

Teist jarku spetsiaalne ortogonaalne maatriks A(T) maarab tasandi
reeperi pooret nurga T vorra.

Tdiendav materjal. Defineerime kujutust ¢, mis seab igale
kompleksarvule z = a +i¢b vastavusse teist jarku maatriksi

a —b
= (5 )
Kujutusel ¢ on jdrgmised omadused:

(21 - 22) = ¥(21) - (22), |2 = det (2), ¥(2) = (¥(2))"
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Leidke, millised kompleksarvud kujutuse v korral vastavad
spetsiaalsetele ortogonaalsetele maatriksitele. Kasutades
seda, tdestage

A(Tl + 7'2) = A(Tl) . A(TQ).

Jarelikult, koordinaadisiisteemi poordel timber alguspunkti nurga 7 vorra
punkti koordinaadid teisenevad jargmiselt

/ .
x = cosTa —sinTy,

= sinT a2’ +cosTy'.

Ortogonaalsed maatriksid determinandiga -1 on seotud tasandi
peegeldustega. Kui tasandil on antud sirge [, siis tasandi peegelduseks
nimetatakse kujutust R : E? — E?, mis seab tasandi igale punktile
vastavusse simmeetrilise punkti antud sirge suhtes (vt joonis). On ilmne,
et sirge [ punktid jadvad paigale (peegelduse plsipunktid) ja peegeldus
on tasandi vektorite lineaarteisendus.
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Peegeldusel on idempotentsuse omadus, st kui peegeldust rakendada kaks
korda jarjest, siis tulemuseks on tasandi samasusteisendus idgz(P) = P,
st R? = idg2. Mirgime, et maatriks By on idempotentne maatriks, st
B? =1, kus I on iihikmaatriks. Maatriks B; teisendab reeperit &}, &,
reeperiks €] = €3, €4 = € ja see on lahtereeperi peegeldus esimese
veerandi nurgapoolitaja suhtes. On voimalik tdestada, et kahe ristreeperi
korral (alguspunktid iihtivad, orientatsioonid v&ivad olla erinevad) lihte
ristreeperit saab teisendada teiseks poorde ja peegelduse kompositsiooni
abil.
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Eksami kusimused

@ Baasiteisenduse maatriks. Teoreem baasiteisenduse maatriksist.
Koordinaatide teisenemise valemid.

@ Uleminek iihelt ristreeperilt teisele ristreeperile. Ortogonaalsed
maatriksid. Teoreem ortogonaalse maatriksi determinandist.

© Spetsiaalsed ortogonaalsed maatriksid. Teoreem teist jarku
spetsiaalse ortogonaalse maatriksi struktuurist.
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