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1. Kategooriad

1.1. Hulgateoreetilistest alustest

On histi teada, et kdigi hulkade hulka ei ole olemas. Samas kategooriateoorias sooviks me kisitleda
koigi hulkade, koigi rithmade, kbigi topoloogiliste ruumide ja teiste matemaatiliste objektide kogumeid.
Et sellest probleemist iile saada, vaatleme lisaks hulkadele veel kogumeid, mida kutsume klassideks. Iga
hulk on klass, kuid mitte vastupidi. Hulgad on klassid, mis kuuluvad ménda klassi. Klasse, mis ei ole
hulgad, nimetatakse périsklassideks. Iga omaduse P jaoks on olemas koigi selliste hulkade klass, millel
on omadus P. Muuhulgas on olemas koigi hulkade klass, koigi rithmade klass jne. Antud klasside jaoks
saab moodustada nende iihisosa, iihendi ja otsekorrutise, samuti véib vaadelda kujutusi klasside vahel,
ekvivalentsiseoseid klassidel jne.

1.2. Kategooria definitsioon

Kategooriat voib lithidalt kirjeldada kui noolte kogumit koos hésti kéituva jérjestikuste noolte ithenda-
mise operatsiooniga. Noolte kogum tdhendab siin kontekstis teatud iildistatud graafi, mis koosneb lisaks
ka objektide kogumist, mille elementide vahele on nooled ”joonistatud”. Lugedes jiargnevat kategooria
definitsiooni, v6ib panna téihele, et esimesed kaks punkti kirjeldavad iildistatud graafﬂ ning iilejaddnud
kirjeldavad noolte ithendamise operatsiooni.

Definitsioon 1.1. Kategooria C koosneb jirgmistest asjadest:

1. klass Cp, mille elemente kutsume selle kategooria objektideks;

2. iga objektipaari (A, B) jaoks on olemas hulk C(A, B), mille elemente nimetame morfismideks ehk
noolteks objektist A objekti B;

3. iga objektikolmiku (A, B, C') jaoks on olemas kujutus (komponeerimine ehk korrutamine)
C(A,B) x C(B,C) — C(A,C);

paari (f, g) kujutist (morfismide f ja g kompositsiooni ehk korrutist) tédhistame go f vai lithidalt
9/

4. iga objekti A jaoks on olemas morfism 14 € C(A4, A), mida kutsutakse objekti A tihikmorfismiks.
Need andmed peavad rahuldama jargmisi aksioome.
1. Kui (4, B) # (A, B’), siis C(A, B)NC(A’, B") = (.

2. Assotsiatiivsuse aksioom: mistahes morfismide f € C(A, B), g € C(B,C), h € C(C, D) korral
kehtib vordus

h(gf) = (hg)f.

3. Uhiku aksioom: mistahes morfismide f € C(A, B), g € C(B, C) korral kehtivad vordused 15f = f
jaglp=g.

Morfismi f € C(A4, B) jaoks kasutatakse tihti tdhistusi f : A — B ja A*f>B; itheselt mé#ratud
objekti A kutsutakse morfismi f ldhteobjektis ehk doomeniks (tdhistus: dom f) ning objekti B kutsu-
takse f sihtobjektiks ehk kodoomeniks (tidhistus: cod f). Morfismi f : A — A nimetatakse objekti A
endomorfismiks ja hulka End(A) = C(A, A) nimetatakse objekti A endomorfismide hulgaks. On selge,
et (End(A), o) on monoid. Kategooria C objektide klassi téhistatakse ka Ob(C) v6i |C|, morfismide klassi
aga Mor(C) voi C;. Morfismide hulka objektist A objekti B téhistatakse veel ka siimboliga Mor(A, B) voi
hom(A, B).

Mirkused 1.2. 1. Osutub, et 14 on objekti A ainus iihikmorfism, sest kui i4 € C(A, A) on veel mingi

morfism, mis rahuldab iithiku aksioomi, siis 14 = 1494 = i4.

2. Samamoodi nagu poolrithmade korral jiareldub assotsiatiivsuse aksioomist, et 16pliku arvu mor-
fismide komponeerimisel voib sulge paigutada mistahes (mottekal) viisil ja seega voib nad tildse dra
jatta.

1Kohati kutsutakse sellist iildistatud graafi nooletupp, ehk gquiver inglise keeles, rdhutades seda, et tegu on lihtsalt
mingi noolte kogumiga.



Definitsioon 1.3. Kategooria on viike kui tema objektide klass on hulk, vastasel korral kutsutakse
kategooriat suureks.

Naiide 1.4. Paljud matemaatilised struktuurid ja nende vahel vaadeldavad kujutused v6i homomorfismid
moodustavad kategooria. Jargnevas tabelis on toodud mdned selliste kategooriate néited.

Tahis objektid morfismid

Set hulgad kujutused

Rel hulgad binaarsed seosed hulkade vahel
Mon monoidid monoidide homomorfismid

Gr rithmad rithmade homomorfismid

Ab Abeli rithmad rithmade homomorfismid

Rng iihikelemendiga assotsiatiivsed ringid | ringide homomorfismid

Vecr vektorruumid {ile reaalarvude lineaarkujutused

Modgr parempoolsed moodulid iile ringi R moodulite homomorfismid
Bang Banachi ruumid {ile reaalarvude tokestatud lineaarkujutused
Ban; Banachi ruumid {ile reaalarvude ahendavad lineaarkujutused
Top topoloogilised ruumid pidevad kujutused

Pos jarjestatud hulgad jérjestust siilitavad kujutused
Lat vored vorede homomorfismid

Graph graafid graafide homomorfismid
Sgraph graafid tugevad graafide homomorfismid
0 ei ole ei ole

1 A 1a

2 A B A— B,14,1p

Téhis objektid morfismid

Set hulgad kujutused

Rel hulgad binaarsed seosed hulkade vahel
Mon monoidid monoidide homomorfismid

Gr rithmad rithmade homomorfismid

Ab Abeli rithmad rithmade homomorfismid

Rng ithikelemendiga assotsiatiivsed ringid | ringide homomorfismid

Vecg vektorruumid iile reaalarvude lineaarkujutused

Mod g parempoolsed moodulid iile ringi R moodulite homomorfismid
Ban. Banachi ruumid iile reaalarvude tokestatud lineaarkujutused
Ban; Banachi ruumid iile reaalarvude ahendavad lineaarkujutused
Top topoloogilised ruumid pidevad kujutused

Pos jarjestatud hulgad jarjestust siilitavad kujutused
Lat vored vorede homomorfismid

Graph graafid graafide homomorfismid
Sgraph graafid tugevad graafide homomorfismid
0 ei ole ei ole

1 A 1a

2 A, B A— B, 14,15

Enamusel juhtudel on morfismide komponeerimiseks tavaline kujutuste komponeerimine (jéirjestrakenda-
mine) ja ithikmorfismid on samasusteisendused. Kategoorias Rel on seoste kompositsiooniks nende korrutis
ja tithikmorfism on vérdusseos. Kategooriat 0 nimetatakse tithjaks kategooriaks.

Naiide 1.5.

1. Voib vaadelda kategooriat, kus objektid on naturaalarvud, morfismid m-st n-i on koik

maatriksid (iile fikseeritud korpuse), millel on m rida ja n veergu, morfismide komponeerimine on
harilik maatriksite korrutamine ja tithikmorfismideks on vastavat jarku ithikmaatriksid.

2. Jirjestatud hulka (selle kursuse jooksul kutsume osaliselt jirjestatud hulki lithidalt jérjestatud
hulkadeks) (P, <) voib vaadelda kategooriana P, mille objektide hulk on P. Kui z,y € P, siis
P(x,y) koosneb tipselt tthest morfismist, kui < y, ning on tithi vastasel juhul. (Kategooria
saamiseks piisab tegelikult sellest, et < on eeljdrjestus, s.t. refleksiivne ja transitiivne seos hulgal

P)



3. Iga hulka voib vaadelda kui diskreetset kategooriat, s.t. kui kategooriat, mille objektid on selle
hulga elemendid ja ainsad morfismid on ithikmorfismid.

4. Tga monoid (M, ) tekitab kategooria M, milles on iiks objekt *, My = {x}, ja M(x,%) = M;
morfismide komponeerimine on monoidi M korrutamine - ja objekti * ithikmorfism on monoidi
tihikelement 1. Ka vastupidi: iga iiheobjektilise kategooria kdigi morfismide hulk on monoid.

1.3. Funktsionaalsed programmeerimiskeeled kui kategooriad

Lisaks matemaatikale leiavad kategooriad rakendamist veel néiteks funktsionaalsete programmeeri-
miskeelte teoorias.

Puhtal funktsionaalsel programmeerimiskeelel on olemas:

e primitiivsed andmetiiiibid,

e iga tiiiibi konstandid,
e operatsioonid, mis on kujutused andmetiitipide vahel,

e konstruktorid, mida kasutades saab olemasolevatest andmetiiiipidest ja operatsioonidest tuletada
uusi vaadeldava keele andmetiiiipe ja operatsioone.

Selline keel ise on koigi operatsioonide ja tiilipide hulk, mida saab konstruktorite abil tuletada primi-
tiivsetest tiiiipidest ja operatsioonidest.

Selleks, et funktsionaalset programmeerimiskeelt L saaks vaadelda kategooriana C(L), tuleb teha kaks
eeldust ja iiks viaike muudatus.

e Eecldame, et iga tiiiibi A (nii primitiivse kui tuletatud) jaoks leidub mitte millegi tegemise operat-
sioon 14. Selle rakendamisel ei tehta sisendandmetega mitte midagi, need véljastatakse muutmata
kujul.

e Lisame keelele iihe tiiiibi, mida tdhistame stimboliga 1, millel on omadus, et igast tiiiibist A leidub
iiheselt médratud operatsioon tiitipi 1. Iga konstanti ¢ tiiiibist A télgendame kui morfismic: 1 — A.

e Eeldame, et keelel on olemas komponeerimiskonstruktor: kui f on operatsioon, mille sisendid on
tiitipi A ja véaljundid on tiitlipi B, ning kui ¢ on operatsioon sisenditega tiiiibist B ja viljunditega
tiilibist C, siis nende jérjestrakendamine on tuletatud operatsioon ehk programm (tihti téhistatakse
seda f;g), mille sisendtiiiip on A ja viljundtiiiip C.

Nendel eeldustel tekitab funktsionaalne programmeerimiskeel L kategooria C(L), kus
1. objektid on keele L tiiiibid,

2. morfismid on keele L operatsioonid (nii primitiivsed kui tuletatud),

3. morfismi ldhte- ja sihtobjekt on vastava operatsiooni sisend- ja viljundtiiiip,

4. morfismide komponeerimine on antud komponeerimiskonstruktori abil, kusjuures komponeeritavate
jarjekord vahetatakse éra, s.t. go f = f; g,

5. tthikmorfismid on mitte millegi tegemise operatsioonid.

Niide 1.6. Vaatleme programmeerimiskeelt, milles on kolm andmetiiiipi: NAT (naturaalarvud ja 0),
BOOLEAN (t0ene voi viir) ja CHAR (stimbolid). Anname operatsioonide kirjelduse kategoorses stiilis.

e Tiilibis NAT on konstant 0 : 1 — NAT ja operatsioon succ : NAT — NAT.

e Leiduvad konstandid true,false : 1 — BOOLEAN ja operatsioon — : BOOLEAN — BOOLEAN, mis
peavad rahuldama vordusi — o true = false ja - o false = true.

e Tiiiibis CHAR on iiks konstant ¢ : 1 — CHAR iga siimboli ¢ jaoks.

e On kaks tiiiibiteisendusoperatsiooni ord : CHAR — NAT ja chr : NAT — CHAR. Need rahuldavad
vordust chr o ord = lgyar. (Et chr oleks defineeritud koigil naturaalarvudel, voib lugeda, et ta
tegutseb mooduli n jérgi, kus n on siimbolite arv.)



Néiteprogrammiks on morfism next, mis on defineeritud kui kompositsioon chrosuccoord : CHAR —
CHAR ja mis leiab antud siimbolile koodi jéirgi jirgneva siimboli. Mérgime, et kaks morfismi (program-
mi) samastatakse kategoorias C(L), kui nad peavad defineerivate vorduste tottu samad olema. Néiteks
morfismid chr o succ o ord ja chr o succ o ord o chr o ord on samad.

Paneme veel tihele, et tiiiibis NAT on olemas konstandid succo...osucco0: 1 — NAT, kus succ
esineb null voi rohkem korda.

1.4. Moned konstruktsioonid

Olemasolevatest kategooriatest saab teatud konstruktsioonide abil luua uusi.
Definitsioon 1.7. Kategooria 4 alamkategooria koosneb
1. kategooria A objektide klassi Ag alamklassist By;
2. iga objektipaari (B, B’) € B jaoks leiduvast hulgast B(B, B") C A(B, B), nii et
(a) kui f € B(B,B’) ja g € B(B',B"), siis gf € B(B,B"),
(b) 15 € B(B, B) iga B € By korral.
Definitsioon 1.8. Kategooria A alamkategooriat B nimetatakse tédielikuks alamkategooriaks, kui
B,B' € By = B(B,B’) = A(B, B),
s.t. B sisaldab koos iga kahe objektiga koik nende objektide vahel kategoorias A leiduvad morfismid.

Niide 1.9. Kategooria Ab on kategooria Gr tiielik alamkategooria, Gr on Mon téielik alamkategoo-
ria, Mon on poolrithmade kategooria Sgr alamkategooria, mis ei ole téielik. Kategooria Ban,, on Vecy
alamkategooria, kuid mitte tiielik alamkategooria.

Definitsioon 1.10. Kategooriate A ja B korrutis on kategooria A x B, mis on defineeritud jargmiselt.
1. (.A X B)O = AO X Bo.
2. (AxB)((A,B),(A",B")) ={(a,b) |a € A(A,A"),b e B(B,B')}.

3. Kategooria A x B morfismide komponeerimine on indutseeritud A ja B komponeerimiste poolt,
nimelt

(@', b)(a,b) = (d'a,b'D).

Definitsioon 1.11. Kui A € Ay on kategooria A fikseeritud objekt, siis leidub A-aluste objektide
kategooria (A | A), mis on defineeritud jargmiselt.

1. Objektid on paarid (B, f), kus f: A — B.
2. Morfism h: (B, f) — (B, f’) on A morfism h : B — B’, mille korral hf = f’.

3. Komponeerimine kategoorias (A | A) on indutseeritud .A komponeerimise poolt.

A

B B’
h

Analoogiliselt voib konstrueerida A-iileste objektide kategooria (A | A).

Niide 1.12. Kui (P, <) on jirjestatud hulk, mida vaadeldakse kategooriana P (vt. niidet jaa€e P,
siis (a | P) on kdigi elementide hulk, mis on a-st suuremad vdi a-ga vordsed, s.t. elemendi a poolt
tekitatud peafilter.

Ulesanded 1.13. 1. Vali mingid objektid ja morfismid nende vahel nii, et nad moodustavad kate-
gooria. Péhjenda, miks nad moodustavad kategooria. Edaspidises kutsume seda kategooriat “sinu
lemmikkategooriaks”.

2. Too iiks naide téielikust ja iiks ndide mittetaielikust alamkategooriast oma lemmikkategoorias.



1.5. Duaalsusest
Jamedalt 6eldes tdhendab kategoorne duaalsus “koigi morfismide {imberpdoramist”.
Definitsioon 1.14. Kategooria C duaalne kategooria C°P defineeritakse jargmiselt.
1. Kategooriatel C ja C°P on samad objektid, Cy* = Cy.

2. Iga A, B € Cy® korral C°P(A, B) = C(B, A), s.t. C°P morfismid on C morfismid, mida “kirjutatakse
vastupidises suunas”. Segaduse véltimiseks kirjutame f°P : A — B, kui vaatleme C morfismi f :
B — A kui C°P morfismi.

3. Komponeerimine kategoorias C°P defineeritakse vordusega

PGP = (gf)".

gf (gf)°r
. /—\ . /—\
Kategoorias C: A 7 B 7 C Kategoorias C°P : A = B ——C
g

Iga kategooriate jaoks defineeritud maiste jaoks leidub duaalne maiste (mille nimi tekitatakse hari-
likult eesliite ‘ko-’ abil), mis saadakse definitsioonis koigi morfismide suuna muutmisel vastupidiseks ja
kompositsioonide fg asendamisel kompositsioonidega g f. Samuti on iga viite jaoks olemas duaalne viide.
Duaalsusprintsiip iitleb, et kui mingi vdide on toene koigis kategooriates, siis ka selle véite duaalne
véide on toene koigis kategooriates.



2. Morfismide ja objektide liigid
2.1. Morfismide liigid

Nii nagu hulkade korral on tdhtsal kohal iiksiihesed kujutused ja pealekujutused, nii ka kategooriates
voib vaadelda teatud eriomadustega morfisme.
Definitsioon 2.1. Morfismi f : A — B kategoorias C nimetatakse

e monomorfismiks, kui ta on vasakult taandatav, s.t.

fg=1rfh = g=h
iga morfismide paari g, h : C — A korral;

e koretraktsiooniks (voi 1oikeks), kui ta on vasakult pooratav, s.t. leidub selline morfism g : B — A,
et gf = 14. Sellisel juhul nimetatakse objekti A objekti B retraktiks.

Lause 2.2. Kategoorias C
1. iga koretraktsioon on monomorfism;
2. iga Ghikmorfism on koretraktsioon;
3. kahe monomorfismi (koretraktsiooni) korrutis on monomorfism (koretraktsioon);

4. kui kahe morfismi korrutis kf monomorfism (koretraktsioon), siis f on monomorfism (koretrakt-
stoon,).

Toestus. 1. Oletame, et kf =14 ja fg=fhkus f: A—- B, k: B— Ajagh:C — A. Siis
9=1ag = (kf)g = k(fg) = k(fh) = (kf)h = 1ah = h.

2.Iga A€ Cykorral 14 =1414.
3. Oletame, et k: B — D ja f: A — B on monomorfismid ja (kf)g = (kf)h, kus g,h: C — A.

f k

g
C—=A—-B—-=D
h

Siis k(fg) = k(fh) ja seega fg = fh, sest k on monomorfism. Kuna f on monomorfism, siis viimasest
vordusest jareldub g = h. Sellega oleme néidanud, et kf on monomorfism.

Kui k: B — D ja f: A — B on koretraktsioonid, s.t. sk = 1g ja tf = 14 mingite s : D — B ja
t: B — A korral, siis vorduste ahel

(ts)(f) = t(sk)f = tlpf = tf = 14
néitab, et kf on koretraktsioon.
A#B =D
4. Oletame, et kf on monomorfism ja fg = fh,kus f: A— B, k: B — D,jag,h:C — A. Siis
(kf)g = k(fg) = k(fh) = (kf)h,

millest jareldub g = h. Seega f on monomorfism.
Kui kf on koretraktsioon, s.t. s(kf) =14 mingi s : D — A korral, siis (sk)f = 14 tihendab, et ka f
on koretraktsioon. m

Definitsioon 2.3. Morfismi f : A — B kategoorias C nimetatakse
e epimorfismiks kui ta on paremalt taandatav, s.t.
gf=hf = g=nh

iga morfismipaari g, h : B — C korral,



e retraktsiooniks, kui ta on paremalt pdoratav, s.t. leidub morfism g : B — A nii, et fg = 1p.
Analoogiliselt lausega saab toestada jargmise lause.
Lause 2.4. Kategoorias C
1. iga retraktsioon on epimorfism;
2. iga dhikmorfism on retraktsioon;
3. kahe epimorfismi (retraktsiooni) korrutis on epimorfism (retraktsioon);
4. kui kahe morfismi korrutis kf on epimorfism (retraktsioon), siis k on epimorfism (retraktsioon,).

Definitsioon 2.5. Kategooriat nimetatakse konkreetseks kategooriaks, kui tema objektid on hulgad
(harilikult mingi struktuuriga), morfismid on kujutused (mis harilikult siilitavad vaadeldavat struktuuri),
morfismide komponeerimine on kujutuste jirjestrakendamine ja ithikmorfismid on samasusteisendused.

Set, Gr, Rng, Top, Bany, Pos ja paljud teised on konkreetsete kategooriate niideteks. Rel ei ole
konkreetne kategooria, sest mitte koik binaarsed seosed ei ole kujutused. Konkreetsetes kategooriates,
saab eri tiiiipi morfismide suhete kohta rohkem &elda.

Lause 2.6. Konkreetses kategoorias kehtivad morfismide jaoks jargmised implikatsioonid:

koretraktsioon g injektitvne (Z:mg monomorfism,

retraktsioon (T:sg stirjektitvne (s:eg epimorfism.

Toestus. (ki). Oletame, et morfismi f : A — B jaoks leidub selline morfism g : B — A, et gf = 14.
Kui f(a1) = f(az), ar,as € A, siis ka a; = (9/)(a1) = 9(f(@1)) = g(f(a2)) = (¢f)(az) = az. Seega f on
injektiivne.

(im). Oletame, et f : A — B on injektiivne ja fg = fh, kus g,h : C — A. Siis iga ¢ € C korral
f(g(e)) = f(h(c)), millest jareldub, et g(c) = h(c) iga ¢ € C korral. Jarelikult ¢ = h ja me oleme
téestanud, et f on monomorfism.

Ei ole raske veenduda, et ka implikatsioonid (rs) ja (se) kehtivad. m

Niide 2.7. Osutub, et hulkade kategoorias Set on monomorfismideks parajasti injektiivsed kujutused.
Lause 2.6 pohjal me juba teame et injektiivsed kujutused on monomorfismid. Tdestame vastupidise viite.
Olgu f : A — B monomorfism ning iga elemendi a € A korral olgu g, : {*} — A kujutus itheelemendilisest
hulgast {+} hulka A, mis kujutab elemendi * elemendiks a. Kui f(a) = f(a’), a,a’ € A, siis (fg,)(x) =
(f9ar)(*), millest fg, = fgo . Eelduse pohjal g, = go/, mis on samaviirne vordusega a = a’. Seega f on
injektiivne.

Naiide 2.8. Kategoorias Top on monomorfismideks injektiivsed pidevad kujutused. Téepoolest, vaadel-
des iiheelemendilist topoloogilist ruumi {*} ja mistahes teist topoloogilist ruumi A paneme tihele, et
kujutused g, : {*} = A, a € A, mis on defineeritud niites on pidevad ning jarelikult morfismid
kategoorias Top. Seega niite toestuse saab iile kanda.

Niide 2.9. Kategooriates Gr ja Ab on monomorfismideks injektiivsed rithmade homomorfismid. Jéllegi
peame néitama ainult seda, et monomorfismid on injektiivsed. Olgu f : G — H riihmade monomorfism
jaiga a € G korral olgu g, : Z — G kujutus, mis on defineeritud vordusega

9a(z) :=a”.

Ilmselt g, on rithmade homomorfism. Kui f(a) = f(a'), siis (fga)(1) = (fgar)(1). Lihtne on niidata, et
siis ka (fga)(2) = (f9a)(2) iga z € Z korral ning jirelikult fg, = fga. Eelduse pohjal g, = g/ ja seega
a = ga(l) = g (1) = d'.

Naiide 2.10. Kategoorias Ban; on monomorfismideks injektiivsed ahendavad lineaarsed operaatorid (ehk
ahendavad lineaarkujutused, need on lineaarkujutused f : B — C, mis rahuldavad tingimust || f(b)|| < |||
iga b € B korral). Selle toestamiseks oletame, et f : B — C on Banachi ruumide monomorfism ja
f(b) = f(V'). Peame niitama, et b = V'. Vaatleme erinevaid voimalusi.

1) Olgu [|]],]1¥'|| < 1. Siis kujutused kyp, ky : R — B, mis on defineeritud vordustega

ky(r) :==rb, ky(r):=rl,



r € R, on ahendavad operaatorid. Kehtivad vordused (fky)(1) = f(b) = f(¥') = (fke)(1). Lineaarsuse
tottu

(FRo)(r) = r(fke)(1) = r(fhe ) (1) = (Fhw ) (r)
iga reaalarvu r korral. Sellest jareldub, et fk, = fky. Kuna f on monomorfism, siis k, = ky ja seega
b=1"b.
2) Olgu ||b]|, [|]| > 1. Téhistame
1
o

= byi=rb, b =1
[[ol] - 1o !

Siis [[b]],]10%]] < 1. Korrutades vorduse f(b) = f(b') molemaid pooli arvuga r ja kasutades lineaarsust
saame vorduse f(by) = f(b}). Rakendades osas 1) toestatut voime viita, et by = b}, millest jdreldub
vordus b =1b'.

3) Olgu |[b|| < 1 ja ||t/|| > 1. Selle juhu jétame lugejale 1labimdtlemiseks.

Niide 2.11. Implikatsioon (im) ei ole pdoratav, s.t. mitte kéik monomorfismid konkreetses kategoorias
ei pruugi olla injektiivsed. Vaatleme jaguvate Abeli rithmade kategooriat Div. Meenutame, et Abeli rithm
A on jaguv, kui iga a € A ja iga naturaalarvu n korral leidub selline b € A, et nb = a. Loomulik
siirjektsioon 7 : Q — Q/Z jaguva rithma Q faktorrithmale alamrithma 7 jargi ei ole injektiivne, sest
niiteks 7(3) = 3 = 4 = m(4), kuigi 3 # 4. (Mérgime, et faktorriihma Q/Z elementideks on korvalklassid
a+ 7 =:a, kus a € Q, ning vérdus @ = b kehtib parajasti siis, kui a — b € Z.)

Niitame, et 7 on monomorfism. Oletame, et A on jaguv Abeli rithm ja f,g : A — Q on sellised
rithmade homomorfismid, et 7f = 7g. Vottes h := f — g : A — Q saame wh = 0 (siin 0 on nullkujutus
A — Q/Z, a — 0). Me peame tdestama, et h = 0. Teame, et iga a € A korral 0 = (wh)(a) = h(a), s.t.
h(a) € Z. Oletame vastuviiteliselt, et h # 0. Siis leidub selline a € A, et h(a) € N. Ténu jaguvusele
saame naturaalarvu 2h(a) jaoks leida sellise b € A, et 2h(a)-b = a. Et h on Abeli rithmade homomorfism,
siis

h(a) = h(2h(a) - b) = 2h(a)h(b),
kus viimane korrutis on hulgas Q. Jagades selle vorduse moélemaid pooli nullist erineva ratsionaalarvuga

2h(a) saame vérduse h(b) = %, mis on vastuolus eelpoolmainituga. Jérelikult peab h = 0.

Niide 2.12. Ka implikatsioon (ki) ei ole podratav. Kategoorias Set on tiithjad kujutused § — A in-

jektiivsed, aga neil ei ole vasakpoolset poordelementi, kui A # (). Siiski iga injektiivne kujutus B — A
kategoorias Set, kus B # ), on koretraktsioon.

Niide 2.13. Kategoorias Set on epimorfismideks siirjektiivsed kujutused. Selles veendumiseks vaatleme
epimorfismi f : A — B, kaheelemendilist hulka {0,1} ja kujutusi g,k : B — {0,1}, mis on defineeritud
vordustega

B 1, kuibe f(A),
9) = { 0, kuibg f(A),
h(b) = 1 igabe B korral

Imselt gf = hf : A — {0,1} on konstantsed kujutused elemendile 1. Jirelikult ¢ = h, mis tdhendab, et
f(A) = B ehk f on siirjektiivne. Vastupidine véide jareldub lausest

Veelgi enam, kategoorias Set on iga siirjektiivne kujutus retraktsioon. Olgu f : A — B siirjektiivne
kujutus. Defineerime kujutuse g : B — A valides iga b € B jaoks elemendi a;, € A nii, et f(ap) = b ja
vottes g(b) := ayp. Siis ilmselt (fg)(b) = f(g(b)) = f(ap) = b iga b € B korral ja seega fg = 1. (Paneme
tihele, et koigi nende (iildjuhul 16pmata paljude) valikute tegemiseks on meil vaja valikuaksioomi.)

Naiide 2.14. Kategoorias Top on epimorfismideks siirjektiivsed pidevad kujutused. Selles veendumiseks
kasutame néidet milles topoloogiliseks ruumiks on {0,1} topoloogiaga {0, {0,1}} ning g ja h on
defineeritud samamoodi. On selge, et g ja h on siis pidevad kujutused.

Niide 2.15. Kategoorias Ban; on epimorfismideks tiheda kujutisega ahendavad operaatorid. (Lineaar-
kujutusel f : A — B kategoorias Ban; on tihe kujutis, kui sulund f(A) = B, s.t. et igab € Bjaigae >0
korral leidub a € A nii, et ||f(a) — || < &.) L L

Oletame, et f : A — B on epimorfism. Siis f(A) on B kinnine alamruum ja faktorruum B/f(A)

on Banachi ruum. Nii loomulik siirjektsioon 7 : B — B/f(A) kui ka nullkujutus 0 : B — B/f(A) on
f

ahendavad operaatorid. Kuna wf = 0 = 0f, saiis 7 = 0, mis tihendab, et B = f(A).
Vastupidi, oletame et f(A) = B ja gf = hf, g,h: B— C. Kuna g ja h langevad kokku hulgal
siis pidevuse tottu g, h langevad kokku ka hulgal f(A) = B. Seega g = h.

(4),




Niide 2.16. Implikatsioon (rs) ei ole pooratav. Kategoorias Graph leidub siirjektiivne homomorfism

/ /

L] — [ ]

AN AN

o [ ]
millel ei ole parempoolset po6rdmorfismi.

Niide 2.17. Implikatsioon (se) ei ole pooratav. Vaatleme monoidide ja monoidide homomorfismide
kategooriat Mon ning monoidi (N U {0}, +) sisestust ¢ monoidi (Z, +), mis kindlasti ei ole siirjektiivne.
Samas osutub ta epimorfismiks.

Vaatleme monoidide homomorfismi f : (Z,+) — (S, ). Iga n € N korral

fn) =fA+---+1) = f(1)",
s.t. f(n) on médratud f(1) poolt. Lisaks sellele, f(1) on f(—1) podrdelement monoidis S, sest
FOF(=1) = fA+ (1) = f(0) =1 =1(0) = f(=1) + 1) = F(=1)f(1).

Kuna igal S elemendil saab olla ainult iiks poordelement, siis f(—1) on méédratud f(1) poolt. Samuti f
védrtus igal teisel negatiivsel tédisarvul on médratud f(1) poolt. Seega homomorfism f on tiielikult dra
méidratud elemendiga f(1) € S.

Niiid oletame, et g, h : (Z,+) — (S, -) on sellised monoidide homomorfismid, et gi = hi. Siis g(1) =
g(i(1)) = h(i(1)) = h(1) ja seega g = h. Jarelikult ¢ on epimorfism.

Definitsioon 2.18. Morfismi nimetatakse bimorfismiks, kui ta on nii monomorfism kui epimorfism,
s.t. kui ta on taandatav.

Definitsioon 2.19. Morfismi nimetatakse isomorfismiks, kui ta on nii koretraktsioon kui ka retrakt-
sioon, s.t. kui ta on pooratav. Kategooria C objektid A ja B on isomorfsed kui leidub isomorfism
f:A— B. Objektide A ja B isomorfsust tdhistatakse A = B.

Lause 2.20. Kategoorias C
1. iga isomorfism on bimorfism;
2. iga thikmorfism on isomorfism;
3. kahe bimorfismi (isomorfismi) korrutis on bimorfism (isomorfism).
Toestus. See jireldub lausest 2.2 ja lausest 2.4 m
Jareldus 2.21. Objektide isomorfsusseos on ekvivalentsiseos.
Lause 2.22. Kui epimorfism on koretraktsioon, siis on ta isomorfism.
Toestus. Harjutus. m
Naiide 2.23. Kategoorias Set on isomorfismideks bijektiivsed kujutused.
Naiide 2.24. Kategooriates Gr, Ab ja Rng on isomorfismideks bijektiivsed homomorfismid.

Naiide 2.25. Kategoorias Top on isomorfismideks homdomorfismid (pidevad lahtised bijektsioonid). Kuna
pidevad bijektsioonid ei pruugi olla homdomorfismid, siis on see néiteks kategooriast, kus bimorfismid ei
pruugi olla isomorfismid.

Naiide 2.26. Kategoorias Vecg on isomorfismideks bijektiivsed lineaarkujutused.

Naiide 2.27. Kategoorias Ban; on isomorfismideks isomeetrilised bijektsioonid. (Meenutame, et lineaar-
kujutus f : A — B Banachi ruumide vahel on isomeetriline, kui ||f(a)|| = ||a|| iga a € A korral.) Iga
isomeetriline bijektsioon f : A — B on isomorfism, sest poordkujutus f~! : B — A on lineaarne,

1Bl = 1D O =G = 11F )

iga b € B korral ning seega f~! on ahendav lineaarne operaator. Vastupidi, kui ahendaval operaatoril
f: A — Bonolemas pésrdkujutus f~! : B — A, mis on samuti ahendav operaator, siis f on isomeetriline.
Toepoolest, kuna

llall = 1(F @)l = 11 (F @)l < (@)l

ja [|f(a)]] < |al| iga a € A korral, siis || f(a)|| = ||a|| iga a € A korral.

10



Naiide 2.28. Iga rithma voib vaadelda kui itheobjektilist kategooriat, kus kéik morfismid on isomorfismid.

Niide 2.29. Meenutame, et iga jirjestatud hulka voib vaadelda kategooriana (niide . Sellises kate-
goorias on iga morfism bimorfism, sest mistahes kahe objekti vahel leidub iilimalt iiks morfism. Isomor-
fismid on aga ainult iithikmorfismid.

2.2. Objektide liigid

Definitsioon 2.30. Kategooria C objekti 1 nimetatakse l6ppobjektiks, kui C igast objektist C' leidub
tapselt iiks morfism objekti 1. Kategooria C objekt 0 on algobjekt, kui objektist 0 leidub tépselt iiks
morfism C igasse objekti. Objekt on nullobjekt, kui ta on korraga nii 1opp- kui algobjekt.

Lause 2.31. Kategooria mistahes kaks lopp-(alg-, null-)objekti on isomorfsed.

Toestus. Kui C,C’ € Cy on 16ppobjektid, siis C(C,C) = {1¢} ja C(C’,C") = {1¢v}. Samuti leiduvad
morfismid f : C — ' jag: C' — C. Kuna gf : C — C, siis gf = 1¢ ja samamoodi fg = 1¢/. Seega
C = (C'. Alg- ja nullobjektide jaoks on tdestus analoogiline. m

Niide 2.32. Kategoorias Set on tiihi hulk algobjekt ja {iheelemendilised hulgad on 16ppobjektid. Sama
kehtib kategooria Top korral.

Niide 2.33. Kategooriates Ab, Vecg ja Ban; on {0} nii alg- kui ka 1dppobjekt, seega nullobjekt.
Niide 2.34. Uhikelemendiga assotsiatiivsete ringide kategoorias Rng on {0} 1oppobjekt ja Z algobjekt.
Ulesanded 2.35. 1. Toestada, et kui epimorfism on koretraktsioon, siis ta on isomorfism.

2. Toestada, et konkreetses kategoorias on iga retraktsioon siirjektiivne (vt. lauset .

3. Toestada, et konkreetses kategoorias on iga siirjektiivne morfism epimorfism (vt. lauset .

4. Millised on monomorfismid, epimorfismid, bimorfismid ja isomorfismid sinu lemmikkategoorias?

5. Kas su lemmikkategoorial on olemas 16pp-, alg- voi nullobjekt?
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3. Funktorid

3.1. Kovariantsed ja kontravariantsed funktorid

Definitsioon 3.1. Kovariantne funktor F' kategooriast A kategooriasse B koosneb

1. kujutusest Fy : Ay — By kategooriate A ja B objektide klasside vahel; objekti A € Ag kujutist
tihistatakse F'(A);

2. A iga objektipaari (A, A") jaoks kujutusest FlA’A/ : A(AA) — B(F(A),F(A")); morfismi f €
A(A, A") kujutist téhistatakse F(f);
nii et on téidetud jirgmised tingimused:
1. mistahes morfismide f € A(A, A’) ja g € A(A’, A”) korral
F(gf) = F(9)F(f);

2. iga objekti A € Ag korral
F(1a) = 1p(a)-

Ar—— F(A)
Y F(f)

A+——F(A)
Definitsioon 3.2. Kontravariantne funktor F' kategooriast A kategooriasse B koosneb
1. kujutustest Fy : Ay — By kategooriate A ja B objektide klasside vahel; objekti A € Ag kujutist
téhistatakse F(A);
2. A iga objektipaari (A, A") jaoks kujutustest FlA’A/  A(A A — B(F(A'),F(A)); morfismi f €
A(A, A’) kujutist tdhistatakse F(f);
nii et on tédidetud jargmised tingimused:
1. mistahes morfismide f € A(A, A’) ja g € A(A’, A”) korral
F(gf) = F(f)F(9);

2. iga objekti A € Ag korral
F(1a) = 1p(a)-

Ar——F(A)
Y F(f)

A'+—F(A)
Lause 3.3. Kategooriate A ja B korral leidub iiksiihene vastavus kontravariantsete funktorite A — B ja

kovariantsete funktorite A°® — B vahel.

Toestus. On selge, et iga kategooria C korral eeskiri
(=)?:C—=C® Cw—C, fr fP

on kontravariantne funktor ja (—)°P o (—)°P = 1¢ (ehk (C°P)°P = ().

Kui F' : A — B on kontravariantne funktor, siis F' o (—)°P : A4°? — B on kovariantne funktor,
sest kahe kontravariantse funktori kompositsioon on kovariantne funktor. Samuti, kui G : A°? — B on
kovariantne funktor, siis G o (—)°? : A — B on kontravariantne funktor. Et F o (—)°? o (—)°? = F ja
G o (=) o (—)°P = @, siis ongi meil olemas ndutav iiksithene vastavus. m

Seda tulemust silmas pidades rifigime edaspidises vaikimisi alati kovariantsetest funktoritest (mis
lahtuvad siis kas kategooriast A v6i A°P). Monikord véib olla mugav vaadelda kontravariantseid funktoreid
A — B kui kovariantseid funktoreid A — B°P.
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Naiited 3.4. Toome moned kovariantsete funktorite niited.

1.

Iga kategooria A korral leidub iithikfunktor 14 : A — A, mis on objektidel defineeritud vérdusega
14(A) = A ja morfismidel vordusega 14(f) = f.

. Kategooria A iga alamkategooria B tekitab loomulikul viisil sisestusfunktori B — A, mis on

lihtsalt tihikfunktori 1 4 ahend kategooriale B.

Kui A ja B on kategooriad ja B € By on fikseeritud objekt, siis leidub konstantne funktor
objektile B, A% : A — B ehk lihtsalt Ap, mis on defineeritud vérdustega

Ap(A):=B, Ap(f):=1p
iga A € Ap ja kategooria A iga morfismi f korral.

Unustav funktor U : Gr — Set kujutab rithma (A, -) tema pdhihulgaks A ja rithmahomomorfismid
vastavateks kujutusteks. Samamoodi vaib veel vaadelda unustavaid funktoreid Rng — Ab (“unustab
dra” korrutamise), Rng — Mon (“unustab dra” liitmise) voi Bany — Vecg (“unustab &ra” normi).

. Vaba rithma funktor F': Set — Gr seab igale hulgale A vastavusse vaba rithma, mille tekitajate

hulgaks on A, ning igale kujutusele f indutseeritud homomorfismi, mis tekitajatel langeb kokku
kujutusega f.

Iga rithma A korral olgu A’ selle rithma kommutaatoralamriihm, s.t. alamriihm, mis on tekitatud
kéigi elementide poolt, mis on kujul aba='b~!, kus a,b € A. Defineerime F : Gr — Ab vérdustega

F(A) == AJA", F(h)(aA") := h(a)B',

koigi rithmade A, B ja rithmade homomorfismide A : A — B korral. Siis F' on funktor, mida
nimetame abelistamise funktoriks.

Kui R on ring ja Mg on fikseeritud parempoolne R-moodul, siis leidub mooduliga Mg tensorkor-
rutamise funktor Mpr ® — : gkMod — Ab (vasakpoolsete R-moodulite kategooriast Abeli rithmade
kategooriasse Ab), mis on defineeritud vordustega

(Mr® —)(rN) =M ®r N, Mgr(f):=1u®f
iga vasakpoolse R-mooduli g N ja iga vasakpoolsete R-moodulite homomorfismi f korral.

Olgu (P, <) ja (Q, <) jarjestatud hulgad, mida vaatleme kategooriatena nii nagu néiites ).
Selliste kategooriate vahelised funktorid on parajasti kujutused f : P — @, mis séilitavad jarjestuse.

Olgu (S, -) ja (T, *) monoidid, mida vaatleme kategooriatena nii nagu néites[L.5(4). Selliste kategoo-
riate vahelised funktorid on parajasti nende monoidide vahelised homomorfismid. Seega funktorit
voib vaadelda monoidide homomorfismi iildistusena.

Naiited 3.5. On ka palju kontravariantsete funktorite néiteid.

1.

Leidub funktor P : Set — Set, mis seab igale hulgale A vastavusse tema koigi alamhulkade hulga
P(A) ja kujutusele f : A — B kujutuse f~! : P(B) — P(A), mis kujutab B alamhulga C hulgaks
J7HC) C A,

. Kui (X, 7) on topoloogiline ruum, siis X kdigi lahtiste alamhulkade U hulk 7 on jéirjestatud hulk

sisalduvusseose suhtes ja seega tekitab kategooria, kus morfism iy : V. — U leidub parajasti siis,
kui V C U. Olgu C(U) = {h : U — R | h on pidev}. Siis C': 7 — Set on funktor, kui defineerime

kujutused C(i};) : C(U) — C(V) vordusega

C(ig)(h) := hly.

Jargmisena toome sisse funktorid, mis on kategooriateoorias véga suure téhtsusega.
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Naiide 3.6. Kategooria C fikseeritud objekti C korral defineerib reegel
A—C(C,A) >4
f fo—
B——C(C,B) >fg

kovariantse funktori C(C, —) : C — Set, mida nimetatakse kovariantseks hom-funktoriks voi kova-
riantseks mor-funktoriks. (Mirgime, et tihti kirjutatakse f o — asemel C(C, f).)

Naide 3.7. Kategooria C fikseeritud objekti C' korral defineerib reegel
A——C(A,C) >g¢f
f —of
B+—C(B,C) >¢g

kontravariantse funktori C(—, C) : C — Set, mida nimetatakse kontravariantseks hom-funktoriks véi
kontravariantseks mor-funktoriks.

Funktorite F': A — B ja G : B — C korral on véimalik moodustada nende kompositsioon ehk korrutis
GF : A — C (mis osutub samuti funktoriks), kui defineerida

(GF)(A) :== G(F(A)), (GF)(f):=G(F(f))

A iga objekti A € Ay ja iga morfismi f korral. Korrutise GF variantsus on méaératud jargmise reegliga:

F | G | GF
kovariantne kovariantne kovariantne
kovariantne kontravariantne | kontravariantne
kontravariantne | kovariantne kontravariantne

kontravariantne | kontravariantne | kovariantne.

Funktorite komponeerimine on assotsiatiivne ja iihikfunktorid kéituvad iihikelementidena sellise kompo-
neerimise suhtes. See voib viia mottele vaadelda “koigi kategooriate kategooriat”, kus funktorid méngiks
morfismide rolli. Kahjuks koigi kategooriate kogum ei ole enam klass ja ka koigi ithest kategooriast teise
viivate funktorite kogum ei pruugi olla hulk. Viljapais sellest on muuta kategooria definitsiooni lubades
suuremaid objektide ja morfismide kogumeid (neid kutsutakse monikord konglomeraatideks). Selliseid
asju nimetame kvaasikategooriateks (Herrlichi ja Streckeri jérgi). Seega koigi kategooriate ja nende-
vaheliste funktorite kogum, mis on varustatud funktorite komponeerimisega, on kvaasikategooria, mida
téhistatakse CAT. Siiski, kui A on véike kategooria ja I3 on suvaline kategooria, siis koigi funktorite kogum
Fun(A, B) kategooriast A kategooriasse B on klass, ja kui B on ka viike, siis Fun(A4, B) on hulk. Seega
voime konelda koigi viikeste kategooriate kategooriast, mida tihistatakse Cat.

3.2. Funktorite omadusi
Definitsioon 3.8. Vaatleme funktorit F' : A — B ja iga objektipaari A, A’ € Ag korral kujutust
FAY L A(A, A') = B(F(A),F(4)), fr F(f).
Funktor F' on
e tipne, kui kujutus FlA’A/ on injektiivne iga A, A’ € Ag korral;
e tiielik, kui kujutus FIA’A/ on siirjektiivne iga A, A’ € Ag korral;
e tiielik ja tipne, kui kujutus FlA’A/ on bijektiivne iga A, A’ € Aq korral;

e kategooriate isomorfism, kui leidub selline funktor G : B — A, et F'G = 14 ja GF = 13.
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Naiide 3.9. 1. Unustav funktor U : Gr — Set on tépne, aga mitte téiielik ning ta ei ole kategooriate
isomorfism.

2. Unustav funktor U : Ab — Gr on té#ielik ja tédpne, sest mistahes Abeli rithmade A ja B korral
Ab(A, B) = Gr(A, B).

3. Konstantne funktor Ap : A — B ei ole harilikult ei téielik ega tapne.
4. Kaks monoidi kui kategooriad on isomorfsed parajasti siis kui nad on isomorfsed monoididena.
Definitsioon 3.10. Vaatleme funktorit F': A — B.

1. F sdilitab monomorfisme, kui A iga morfismi f korral

f on monomorfism = F(f) on monomorfism.

2. F peegeldab monomorfisme, kui A iga morfismi f korral

F(f) on monomorfism = f on monomorfism.

Loomulikult saab samasugused definitsioonid anda ka teiste morfismitiitipide jaoks.
Lause 3.11. Tdpne funktor peegeldab monomorfisme ja epimorfisme.

Toestus. Vaatleme téipset funktorit F' : A — B ja morfismi f : A — A’ kategoorias A, mille
korral F(f): F(A) — F(A’) on monomorfism kategoorias B. Oletame, et fg = fh mingite morfismide
g,h: A” — A korral. Siis

fg=rfh= F(f)F(g) = F(f)F(h) = F(g) = F(h) = g = h,

kus teine implikatsioon kehtib sellepérast, et F'(f) on monomorfism ja viimane implikatsioon sellepérast,
et F on tidpne. Samamoodi, kui F(f) on epimorfism ja gf = hf mingite g, h: A’ — A" korral, siis

gf =hf = F(g)F(f) = F(h)F(f) = F(9) = F(h) = g = h.
| |

Lause 3.12. Iga funktor sdilitab isomorfisme.

Toestus. Kui kf = 14, kus f: A= Bjak: B — A, siis F(k)F(f) = F(1a) = 1p(a). See toestab,
et F' sdilitab nii koretraktsioonid kui ka retraktsioonid ning seega isomorfismid. m

Lause 3.13. Tdielik ja tdipne funktor peegeldab isomorfisme.

Toestus. Oletame, et F' : A — B on tiielik ja tédpne funktor, f : A — A’ on morfism kategoorias A ja
F(f): F(A) — F(A’) on isomorfism kategoorias B. Siis F'(f)s = 1p(a) ja sF'(f) = 1p(4) mingi morfismi
s: F(A") = F(A) korral. Kuna F on téielik, siis s = F'(g) mingi g : A" — A korral. Siis

F(fg)=F(f)F(g9) = 1pay = F(la)
ja
F(gf) = F(9)F(f) = 1r) = F(1a),

millest tdnu F' téapsusele jarelduvad vordused fg = 14s ja gf = 14. Seega f on isomorfism. m

3.3. Komakategooriad

Lihtudes antud funktorist (voi funktoritest), on vdimalik konstrueerida uusi kategooriaid. Esitame
siin moéned sellised konstruktsioonid.

Definitsioon 3.14. Olgu F : A — C ja G : B — C funktorid. Komakategooria (F | G) (ehk (F,G))
defineeritakse jargmiselt.

1. (F ] G) objektid on kolmikud (A, f, B), kus A € Ay, B € By ja f : F(A) — G(B) on C morfism.
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2. Morfism objektist (A4, f, B) objekti (4’, f’, B’) kategoorias (F' | G) on paar (a,b), kusa: A — A’
kategoorias A, b: B — B’ kategoorias B ja f'F(a) = G(b)f.

3. Komponeerimine kategoorias (F' | G) on indutseeritud .4 ja B komponeerimiste poolt, see tihendab,
et
(a’',b")(a,b) = (d’'a,b'd).

F(A) Fla) Ay — 2 pear
) f,l lf,,
G(B) ———= G(B) ————— G(B)

Niide 3.15. Votame eelmises definitsioonis A = 1, s.o. diskreetse kategooria iiheainsa objektiga , ning
olgu C € (Cy. Siis objekti C' vdib vaadelda kui konstantset funktorit Ag : 1 — C, x — C. Vottes F = A¢
saame kategooria (A¢ | G), kus objektid on kolmikud (x, f, B), kus B € By ja f : C — G(B), ning
morfismid (%, f, B) — (%, f/, B’) on paarid (14,b) kus b: B — B’ on selline, et f' = f/Ac(1,) = G(b)f.
Ilmselt on see kategooria isomorfne kategooriaga, mille objektid on paarid (f, B), kus B € By, f : C —
G(B), ning kus morfismid (f, B) — (f’, B) on sellised B morfismid b : B — B’, et f' = G(b) f. Téhistame
viimase kategooria siimboliga (C' | G) ja nimetame seda objekti C' G-aluste objektide kategooriaks.

C

G(B) G(B')

G(b)

Kui votame veel G = 1¢ (kategooria C iihikfunktor), saame téipselt C-aluste objektide kategooria (C' |
l¢) = (C | C) (vt. definitsiooni [1.11)). Analoogiliselt voib saada C' F-iileste objektide kategooria ja
C-iileste objektide kategooria.

Niide 3.16. Olgu A = 1, F' = Ay,y : 1 — Set konstantne funktor, mis on defineeritud vordusega
Agy(x) = {*}, ning olgu G : B — Set suvaline funktor. Siis komakategooria (A, | G) objektid on
kolmikud (x, f, B), kus B € By ja f : {#*} — G(B) on kujutused. Iga sellise kujutuse vdib samastada
hulga G(B) elemendiga f(*). Morfism

(1*’b) : (*7 f7 B) — (*7 f/7B/)

peab muutma diagrammi

G(B) G(B")

G(b)

kommutatiivseks. Sellist komakategooriat nimetatakse G elementide kategooriaks ja téihistatakse
el(G).

Tahistust veidi muutes voib 6elda, et funktori G : B — Set elementide kategooria konstrueeritakse
jérgmiselt.

1. el(G) objektid on paarid (b, B), kus b € G(B).
2. Morfism h : (b, B) — (V/, B’) on selline morfism h: B — B’, et G(h)(b) =b'.

3. el(G) komponeerimine on indutseeritud B komponeerimise poolt.

Jéargnevalt vaatleme endofunktori algebrate konstruktsiooni. (Funktorit A — A nimetatakse kategoo-
ria A endofunktoriks.) See on sisuliselt komakategooria erijuht, kus A =B =C, F : A — A on suvaline
funktor ja G = 14 on kategooria A iithikfunktor.
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Definitsioon 3.17. Endofunktori F : A — A algebrate (lithidalt: F-algebrate) kategooria Alg(F)
konstrueeritakse jirgmiselt.

1. Objektid on paarid (4, f4), kus f4: F(A) — A.
2. Morfism ¢ : (A, f4) — (A’, f4) on selline A morfism ¢ : A — A, et fAF(p) = ¢fA.

3. Alg(F) komponeerimine on indutseeritud .A komponeerimise poolt.

F(4) F(p) F(AN F () F(A")
fAL 7 lfA”
A > AI ¢ Al/

Niide 3.18. Traditsionaalselt vaadeldakse universaalalgebrat (A, (f;)ier) kui hulka A, millel on antud
teatud algebralised tehted f{ : A" — A, kus n; € NU {0}. Tehted voib kokku votta iiheks kujutuseks
4 ef A™ — A, nii et universaalalgebra on antud hulgaga A ja kujutusega f# : F(A) — A, kus
kategooria Set endofunktor F' on objektidel defineeritud vérdusega

F(X) = | xm™
el

ja iga kujutuse f: X — Y korral kujutus F(f) : | J;c; X™ — | ];c; Y™ on defineeritud vordusega

F(f)(x1771'n1) = (f(xl)aaf(l.nq))a

kus (x1,...,2,,) € X™. Niiteks rithma voib vaadelda kui Set-endofunktori F-algebrat, kus F(X) =
XOUX1UX?2. Saab niidata, et kui (4, f4) ja (B, f?) on kaks sama tiiiipi algebrat, siis kujutus ¢ : A — B
on algebrate homomorfism parajasti siis, kui jirgmine diagramm kommuteerub:

icl

Fla) — . F(B)

‘fB |
B

Teoreetilises arvutiteaduses on eriti kasulikuks osutunud endofunktori algebratega duaalsed koalgeb-
rad. Nende kategooria on sisuliselt komakategooria (1.4 | F').

fA

A

)

Definitsioon 3.19. Endofunktori F' : A — A koalgebrate (lithidalt: F-koalgebrate) kategooria
Coalg(F') konstrueeritakse jirgmiselt.

1. Objektid on paarid (A, aa), kus aq : A — F(A). (Kui A = Set, nimetatakse kujutusi «4 koalgebra
(A, aa) struktuurikujutusteks.)

2. Morfism ¢ : (A, 4) — (A, a/) on selline A morfism ¢ : A — A, et F(p)aas = aa .

3. Coalg(F) komponeerimine on indutseeritud A komponeerimise poolt.

A ? Al

(e} (e Y'Y

F(A) —— F(4)



Naiide 3.20. Loplikke ja 16pmatuid Y-liste (X on mingi hulk) v6ib modelleerida kui funktori F' : Set — Set
koalgebraid, kus F' on defineeritud vordusega

F(X):={x}u(Z x X).
Hulga ¥ elementide koigi 16plike ja I6pmatute listide hulgal ¥°° defineeritakse struktuurikujutused aye :
30 — {x} U (2 x X°°) vordusega
(0) = *, kui o on tiihi list,
Axeeld) = (head(o), tail(c)), kui o on mittetiihi list.
Siin head(o) all moistetakse listi esimest elementi ja tail(c) moodustavad listi koik iilejdénud elemendid.

Niide 3.21. Mittetiihje binaarpuid, mille lehed on tiiiipi ¥, v6ib modelleerida kui funktori F' : Set — Set
koalgebraid, kus F' on defineeritud vordusega

F(X):=XU (X x X).
Koigi selliste puude hulgal T' v6ib struktuurikujutused ap : T'— X U (T x T') defineerida vordusega

an(t) = tel, kui ¢ on leht,
T (left(t), right(2)),  kui ¢ ei ole a leht.

Siin left(¢) on tipu ¢ vasakpoolne alampuu ja right(¢) on tipu ¢ parempoolne alampuu.

Niide 3.22. Olgu andmetiiiipide A = PANGAKONTO ja Q jaoks antud operatsioonid rahasisse ja
kontojadk:
rahasisse: A X Q — A,
kontojadk : A — Q.

Pangakonto tiiiip koos nende operatsioonidega tekitab funktori F(X) = X© x Q koalgebra (A4, «), kus
struktuurikujutusel a4 : A — A% x Q on kuju

a4(a) = (rahasisse(a, —),kontojisk(a)).

Niide 3.23. Deterministlikke automaate voib vaadelda koalgebratena. Fikseeritud hulga X jaoks vaat-
leme kovariantset mor-funktorit F' = Set(X, —) = (—)* : Set — Set. F-koalgebra olgu antud kujutusega
ay A — A®. Sellised kujutused on iiksiiheses vastavuses kujutustega 64 : A x ¥ — A, see tihendab,
deterministlike automaatidega, mille sisendtéihestik on X, olekute hulk A ja iileminekufunktsioon § 4, kui
defineerime

da(a,0) = aa(a)(o).

A 4 B
A apB
AZ B=®
F(p)=¢po—

Kujutus ¢ : A — B on F-koalgebrate homomorfism, kui pa4(a) = ag(¢(a)), see tihendab, kui

p(04(a,0)) = paa(a)(0)) = (paa(a))(o) = (as(p(a))(0) = dr(p(a), ),

iga a € A jao € X korral. Vordus ¢(d4(a,0)) = dp(¢(a),o) on tépselt see, millega defineeritakse
automaatide homomorfism.

Ulesanded 3.24. 1. Konstrueerida funktor oma lemmikkategooriast monda teise kategooriasse voi
monest teisest kategooriast oma lemmikkategooriasse. Kas sellel funktoril on moni hea omadus?

2. Toestada, et funktor F': A — B on kategooriate isomorfism parajasti siis, kui ta on t#ielik, tdpne
ja indutseerib bijektsiooni Ay — By objektide klasside vahel.

3. Toestada, et kategooriate isomorfism séilitab ja peegeldab monomorfisme ja epimorfisme.

4. Niidata, et kategooriate A ja B korrutist A x B (vt. definitsiooni [1.10]) voib vaadelda komakate-

gooriana.
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4. Loomulikud teisendused

4.1. Loomulike teisenduste definitsioon ja néiited

Loomulikke teisendusi voib vaadelda kui funktoritevahelisi morfisme.

Definitsioon 4.1. Olgu F,G : A — B kaks kovariantset funktorit kategooriast A kategooriasse B.
Loomulik teisendus « : F = G funktorist F funktorisse G on kategooria B morfismide siisteem
(aa : F(A) — G(A))aca,, mis on indekseeritud A objektide jirgi, mille korral ax F(f) = G(f)aa
kategooria A iga morfismi f : A — A’ korral, s.t. jirgmine ruut on kommutatiivne:

A F(A) G(A)
f F(f)‘ lG(f)
A F(A) ——— G(4)

Morfismi a4, kus A € Ap, nimetatakse loomuliku teisenduse o = (a4) ac 4, komponendiks kohal A.

Definitsioon 4.2. Olgu F,G : A — B kaks kontravariantset funktorit kategooriast A kategooriasse
B. Loomulik teisendus « : F' = G funktorist F' funktorisse G' on kategooria B morfismide siisteem
(a : F(A) — G(A))aeca,, mis on indekseeritud A objektide jdrgi, mille korral G(f)aa = aaF(f)
kategooria A iga morfismi f : A — A’ korral, s.t. jirgmine ruut on kommutatiivne:

A F(A) — > G(A)
f F(f)} TG(f) .
Al F(A) ———G(4))

Definitsioon 4.3. Loomulikku teisendust o : F = G, kus F,G : A — B, nimetatakse loomulikuks
isomorfismiks, kui ay : F(A) — G(A) on isomorfism kategoorias B iga A € Ay korral. Funktoreid F ja
G nimetatakse loomulikult isomorfseteks (tdhistus: F' = G), kui leidub loomulik isomorfism F' = G.

Funktorite F,G : A — B korral tihistame koigi nendevaheliste loomulike teisenduste konglomeraati
téhisega Nat(F, G).

Niide 4.4. Iga funktori F': A — B jaoks leidub selle funktori samasusteisendus 1z : F' = F', mis on
defineeritud vordusega

(1p)a = 1pa)
iga A € Ag korral.

Nidide 4.5. Olgu f : B — A fikseeritud morfism kategoorias .A. Definitsioon

A(f,=)e(9) == gf,

g : A — C, annab loomuliku teisenduse A(f,—) : A(A, —) = A(B, —) objektide A ja B poolt tekitatud
mor-funktorite vahel, sest kategooria A iga morfismi h : C — C” korral (hg)f = h(gf), s.t. jirgmine ruut
on kommutatiivne:

C A4, 0) —22e B, 0)
h A(A,h)=ho— A(B,h)=ho— .
c' A(A, C) A(B,C")

c’

Duaalselt, fikseeritud morfismi f : A — B korral kategoorias A, definitsioon

A(=; felg) = fg,

g : C — A, annab loomuliku teisenduse A(—, f) : A(—, A) = A(—, B) kontravariantsete mor-funktorite
vahel.
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Niide 4.6. Fikseeritud korpuse K korral voime vaadelda kontravariantset mor-funktorit Vecg (—, K) :
Veci — Set. On hiisti teada, et vektorruumi V korral iile K saab lineaarkujutuste V' — K (ehk lineaarsete
funktsionaalide) hulka Vecg (V, K) = Hom(V, K) =: V* vaadelda kui vektorruumi iile K punktiviisiliste
tehete suhtes. Veelgi enam, kui f : V' — U on lineaarkujutus, siis Vecx (—, K)(f) = —of : U* = V* on ka
lineaarkujutus. Seega funktorit Vecx (—, K) vdib vaadelda kui kontravariantset funktorit Vecx — Veck.
Me tdhistame seda funktorit lithidalt (—)*. Funktori (—)* kompositsioon iseendaga on kovariantne funktor
Vecyx — Veck . Me tihistame seda (—)** ja nimetame teise kaasruumi funktoriks. Iga vektorruumi V
korral defineerime kujutuse ay : V. — V** = Hom(Hom(V, K), K') vordusega

(av(a))(g) := g(a),

a €V, ge Hom(V, K). Lineaaralgebrast on teada, et kujutused ay on vektorruumide lineaarkujutused.
Iga f € Hom(V,U), iga a € V jaiga h € Hom(U, K) = U* korral

(fav)(a)(h) = (av(a)(=o f))(h) = av(a)(hf) = (hf)(a) = h(f(a)) = av(f(a))(h) = (v f)(a)(h),

ok

mis toestab, et & = (v )ve(veck)o : IVeck = (—)** on loomulik teisendus.

Vs
f —o(—of)=f""
au (f(a))
/\
U——U* U* v* K
ay —Of av(a,)

Niide 4.7. Kui R* on iihikelemendiga assotsiatiivse ringi R multiplikatiivne monoid ja Mat, (R) on
koigi n-ndat jarku ruutmaatriksite hulk iile R, mida vaatleme samuti multiplikatiivse monoidina, siis
detr : Mat, (R) — R*, A — det(A) on monoidide homomorfism. Veelgi enam, ruut

detr

Mat, (R) R*

Mat, (f) f

Matn(S) T S*

kommuteerub iga ringide homomorfismi f : R — S korral (siin Mat,, (f) rakendab kujutust f maatriksi
koigile elementidele). See tdhendab, et determinant on loomulik teisendus det : Mat,, = (—)* funktorite
Mat,,, (—)* : Rng — Mon vahel.

Niide 4.8. Oletame, et mingis programmeerimiskeeles L (néiteks néiitekeeles) on olemas konstruktor
(=)*, mis lubab iga andmetiiiibi A (s.t. konstantide hulga) abil konstrueerida uue tiiiibi A*, mis on koigi
I1oplike A-listide hulk. Niiteks kui A = {a, b}, siis listid [a,b,a],[ ], [b,b,,b] kuuluvad tiiiipi A*. Kui
f+ A — B on keele L operatsioon, siis f* tdhistab (tuletatud) operatsiooni A* — B*, mis rakendab
operatsiooni f antud A-listi koigile elementidele (nt. f*([a,b,a]) = [f(a), f(b), f(a)] € B*). On kerge
niha, et (—)* : C(L) — C(L) on keele L poolt indutseeritud kategooria C(L) endofunktor.

Tiiiibi A korral voib vaadelda hulka (A*)* = A**, mis koosneb koigi A-listide listidest; see on saadud
funktori (—)* kahekordsel rakendamisel. Sellise tiiiibi A** jaoks v6ib soovida omada flatten-operatsiooni,
mis lihtsalt konkateneerib koik listid listis. Né&iteks

flatten([[a,b,al,[], [b,b,b,0]]) = [a,b,a,b,b,b,b].

Koigi selliste flatten-operatsioonide siisteem on loomulik teisendus (—)** = (—)*, sest jirgmine ruut
kommuteerub iga operatsiooni f : A — B korral:

flatteny

A** A*
P .

B** B*

flattenp
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4.2. Funktorite kvaasikategooriad

Lemma 4.9. Kui F,G, H : A — B on funktorid kategooriast A kategooriasse Bjaa : F = G, 8:G = H
on loomulikud teisendused, siis vordus

(Boa)a = faca,

A € Ay, defineerib loomuliku teisenduse foa : F = H.

F

T e N
~_ 7

H

A B

Toestus. Iga morfismi f : A — A’ korral kategoorias A

H(f)(Boa)a=H(f)Baaa = BaG(f)as=BaaaF(f)=(Boa)aF(f).

Ba

F(A) — ~ G(A)

lF(f) [G(f) lH(f)

G(A)

Bar
|

Nidide 4.10. Olgu f : B - A ja g : C — B morfismid kategoorias A. Vaatleme loomulikke teisendusi
A(f, =)t A(A,—) = A(B,-) ja A(g,—) : A(B,—) = A(C, —) (vt. naidet [L.F). Siis

(Alg, =) o A(f, =) p(h) = (Alg, =)D A(f, =)p)(h) = Alg, =) p(hf) = (hf)g = h(fg) = A(fg, —)p(h)

iga morfismi h : A — D korral kategoorias A. Jarelikult

A(ga *) OA(f» 7) = A(fga 7)'

Definitsioonist jareldub kergesti, et loomulike teisenduste komponeerimine o on assotsiatiinve ja funk-
torite samasusteisendused kéituvad selle komponeerimise suhtes iihikelementidena. Seega voime moodus-
tada koigi kategooriast A kategooriasse B viivate funktorite kvaasikategooria Fun(A, B), kus
morfismideks on loomulikud teisendused selliste funktorite vahel. Kui A on véike, siis see kvaasikategooria
on kategooria.

Naide 4.11.

A — - B*
F(p)=po—

4.3. Yoneda Lemma

Teoreem 4.12 (Yoneda Lemma). 1. Olgu F : A — Set funktor ja A € Ag. Leidub iiksiihene vasata-
vus
0r 4 : Nat(A(A, —), F) — F(4)

funktorite A(A, —) ja F vaheliste loomulike teisenduste ja hulga F(A) elementide vahel; muuhulgas
neid loomulikke teisendust on hulk.

2. Bijektsioonid 0 4 tekitavad loomuliku teisenduse A suhtes.

3. Kui A on viike kategooria, siis bijektsioonid 0 4 tekitavad loomuliku teisenduse ka F' suhtes.
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Tdestus. 1. Defineerime kujutused

Nat(A(A, ), F) s 1 4)

T

vordusega
HF’A(OC) = aA(lA)

iga loomuliku teisenduse « : A(A, —) = F korral ja vordusega
7(a)s(f) == F(f)(a) (1)

igaa € F(A),B € Ay ja f : A — B korral. Peame kontrollima, et 7(a) = (7(a)p)pea, on loomulik
teisendus A(A, —) = F. Toéepoolest, mistahes morfismide g : B — C' ja f : A — B korral kategoorias A

(F(g)T(a)B)(f) = F(9)(F(f)(a)) = F(gf)(a) = 7(a)c(gf) = (T(a)c(g o =))(f)-

T(a)B

A(A, B) F(B)
go— F(g)
A(A,C) —— = F(C)

Edasi, iga a € F(A) korral
(Or,a7)(a) = Or,a(7(a)) = T(a)a(14) = F(1a)(a) = 1r(a)(a) = a,

mis toestab, et Op a7 = 1p(4). Teisest kiiljest, kui o : A(A, —) = F on loomulik teisendus ja f: A — B
on morfism kategoorias A, siis

(10ra)(@)B(f) = (1(0ra(a)))s(f) = (T(aa(1a)))B(f) = F(f)(aa(la)) = (F(f)aa)(1a)
= (ap(fo—))(1a) =ap(fla) = ap(f).

Siin neljas vordus jareldub « loomulikkusest, s.t. diagrammi

A(AA) —22~ F(

A(A,B) ——— F(B)

b

)

B(f) .

kommutatiivsusest. Seega 70p a(a) = « iga « korral, mis toestab, et 70p a4 = Inat(a(a,—),F)-

2. Olgu F fikseeritud funktor. Toestame, et kujutuste siisteem (0p 4)aea, on loomulik teisendus.
Selleks vaatleme funktorit N : A — Set, mis on objektidel defineeritud vordusega

N(A) := Nat(A(A, ), F)

ja A morfismidel f : A — B on kujutused N(f) : Nat(A(4, —), F) — Nat(A(B, —), F) defineeritud
vordusega

N(f)(a) == o A(f,-),

kus A(f,—) : A(B,—) = A(A, —) (vt. niidet ja a: A(A,—) = F. Ei ole raske veenduda, et N on
toesti funktor. Naitame, et definitsioon v4 := 0p 4, A € Ay, annab loomuliku teisenduse v : N = F.

Nat(A(A, —), F) — =%~ F(A)
N(f) F(f)
Nat(A(B, -), F) ——= F(B)



Toepoolest, iga morfismi f : A — B ja loomuliku teisenduse « : A(A, —) = F korral

(F(f)0ra)() = F(f)(aa(la)) =ap((fo—)(1a)) = ap(f),
(OrsN(f))(a) = OpplacA(f,—)) = (aoA(f,—))s(1p)
= ap(A(f,—)s(1B)) = ap(lsf) = as(f).

3. Kui A on viike kategooria, siis vdime vaadelda kategooriast A kategooriasse Set viivate funktroite
kategooriat Fun(.A, Set). Fikseeritud objekti A € Aj korral vaatleme seekord funktorit M : Fun(A, Set) —
Set, mis on objektidel F': A — Set defineeritud vordusega

M(F) := Nat(A(A,—), F)
jakui v : F = G on morfism kategoorias Fun(A, Set), siis kujutused
M(v) : Nat(A(A,—), F)—Nat(A(4,-),G)
on defineeritud vordusega
M(3)() =7 oa.

Teisest kiiljest, leidub “kohal A véirtustamise” funktor ev : Fun(A,Set) — Set, mis on defineeritud
vordusega

eva(F) = F(A);
eva(y) = 7va.
Tuleb vilja, et definitsioon pp := g 4, kus F' : A — Set, annab loomuliku teisenduse p : M = evy.

OF, A

Nat(A(Aa _)a F) EE—— F(A)

’YO_M("/)‘

Nat(A(A, —), G)

ya=eva(y)

G(A)

[ZeW?
Toepoolest, mistahes loomulike teisenduste v : F' = G ja a : A(A, —) = F korral

(va0p.a) (@) = va(@a(1a)) = (vaca)(1a) = (Yo @) a(la) = Oc.a(y o a) = (0g,a(y o —)) ().
|

Jidreldus 4.13. Kui A, B € Ay, siis igal loomulikul teisendusel A(A,—) = A(B,—) on kuju A(f,—)
tiheselt mdadratud morfismi f : B — A jaoks.

Toestus. Vaatleme suvalist loomulikku teisendust « : A(A,—) = A(B,—). Rakendame Yoneda
lemmat funktori ' = A(B,—) korral. Yoneda lemma tdestusest teame, et vdordusega defineeritud
kujutused 7 : A(B, A)—=Nat(A(A, —), A(B, —)) on bijektiivsed, seega leidub iiheselt midratud morfism
f: B — Anii, et a =7(f). Jirelikult iga C' € Ag ja g : A — C korral

ac(g) =7(felg) = (AB, =) (@)(f) = (go —)(f) = 9f = Alf, —)c(9),
mis tdhendab, et « = A(f,—). =
Kategooria A korral defineerime kujutuse Y°P : A — Fun(A, Set) vordustega

YP(A) = A(A -),

Yop(f) = A(fa _) : 'A(A7 _) = A(B7 _)
kus f: B — A kategoorias A. Néite [£.10] pohjal A(fg, —) = A(g, =)o A(f,—),kui f: B— A, g:C —» B
kategoorias A, seega

YOP(fg) =YP(g)YP(f), Y°P(1p) = lyor(p). (2)

Jarelikult Y°P on kontravariantne funktor. Seda funktorit nimetatakse kontravariantseks Yoneda si-
sestuseks. Analoogiliselt saab defineerida kovariantse Yoneda sisestuse.

Lause 4.14. Yoneda sisestus on tdielik ja tdpne.
Toestus. Peame niitama, et iga A, B € Ag korral on kujutus
(YOP)?’A : A(B, A) —Fun(A, Set)(Y°P(A),Y°P(B)) = Nat(A(A, —), A(B,—))

bijektiivne. Kuid nagu me néigime jéirelduses 7(f) = A(f,—) = Y°P(f) iga f : B — A korral. Seega
Y °P on bijektiivne morfismidel sest 7 on seda. m
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4.4. Loomulike teisenduste horisontaalne kompositsioon

Lisaks loomulike teisenduste niinimetatud vertikaalsele kompositsioonile o on olemas veel teine
viis loomulike teisenduste komponeerimiseks.

Lause 4.15. Vaatleme jargmist olukorda:

F H
A UOK B ‘Uﬂ Cv
G K

kus A, B,C on kategooriad, F,G, H, K on funktorid ja o, on loomulikud teisendused. Vordus
(Bxa)a = BgayH(aa) = K(aa)Bra) : (HF)(A) = (KG)(A)
defineerib loomuliku teisenduse 8 xa : HF = KG.
AThracC
* QU
A3

KG

Toestus. Koigepéilt paneme tihele, et toepoolest SgayH (aa) = K(aa)Br(a), sest f on loomulik
teisendus:

H(F(A) —2 . H(G(4))
Br(a) Ba(ay .
K(FP(4) — = K(G(4)

Lisaks sellele on A iga morfismi f : A — A’ korral vélimine ristkiilik diagrammis

(HF)(4) — 2 (HG)(4) — 22— (KG)(4)
(HF)(f)l (HG)(f) ‘(KG)(f)
(HF)(A/) W (HG) (A/) W (KG)(A/)

kommutatiivne, sest vasakpoolne ruut kommuteerub a loomulikkuse ja H funktoriaalsuse téttu ning
parempoolne ruut kommuteerub S loomulikkuse t&ttu. m

Lauses defineeritud kompositsiooni * nimetatakse loomulike teisenduste « ja 3 horisontaalseks
kompositsiooniks (monikord ka Godement’i korrutiseks).
Viga tihti kirjutatakse funktori F' samasusteisenduse 1 asemel siimbol F' ise. Seega néiteks

(B*xF)a = Bry, (3)
(Hxa)a = H(aa), (4)
kus fxF:HF = KF jaH+xa: HF = HG.

Ulesanded 4.16. 1. Tuletame meelde, et iga monoidi voib vaadelda kategooriana (vt. ndidet .
Mis on funktorid selliste kategooriate vahel? Oletame, et A, B on riihmad, mida vaadeldakse
iitheobjektiliste kategooriatena, ja f, g : A — B on kaks funktorit nende kategooriate vahel. Naidata,
et loomulik teisendus f = g leidub parajasti siis, kui f ja g on konjugeeritud, see tdhendab, et

(3b € B)(Va € A)(f(a) = b 'g(a)b).

2. Toestada, et loomulik teisendus « : F' = G on loomulik isomorfism parajasti siis, kui leidub a
loomulik teisendus 8 : G = F nii, et foa = 1p ja a o f = 1g. Teiste sonadega: loomulikud
isomorfismid on isomorfismid funktorite kvaasikategoorias Fun(A, B).

3. Niidata, et Teoreemi 2. osas defineeritud N on funktor.
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4. Fikseeritud objekti A € Ay jaoks defineerime ev 4 : Fun(A, Set) — Set vordusega
eva(F) = F(A),
eva(y) = 7a,
F.G:A— Set,v: F — G. Toestada, et evq on funktor.

5. Kategooria A korral vaatleme kvaasikategooriat Fun(A, Set). Tdestada, et Fun(A, Set) morfism «
(s.t. loomulik teisendus) on monomorfism parajasti siis, kui iga komponent a4, A € Ap, on mono-
morfism kategoorias Set (s.t. injektiivne kujutus). (Nédpunéide: kasutada Yoneda lemmat.)

6. Toestada kompositsioonide * ja o vahetusreegel, s.t. tdestada, et vordus

(0x7)o(Bra)=(60p)*(yoa)

kehtib alati kui selle mélemal poolel olevad kompositsioonid on defineeritud.
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5. Piirid ja kopiirid
5.1. Korrutised ja kokorrutised
Kui A ja B on hulgad, siis nende otsekorrutis on
Ax B={(a,b) |a€ Abe B}.
Sellel korrutisel on kaks kanoonilist projektsiooni

pa:AxB— A (a,b)— a,
pg:AxB— B, (a,b)+—0.

Veelgi enam, kui @ on hulk ja f: Q — A, g : Q@ — B on suvalised kujutused, siis leidub iiheselt méaératud
kujutus

m:Q—AxB, q~(f(q),9(q),

mis muudab jargmise diagrammi kommutatiivseks:

Sellest asjaolust on motiveeritud jargmine tildine definitsioon.

Definitsioon 5.1. Kategooria C objektide A, B korrutis on kolmik (P,pa,pg), kus P € Cy japa : P —
A, pp : P — B on morfismid kategoorias C (mida nimetatakse projektsioonideks), mis rahuldavad
tingimust, et kui @ € Cy on objekt ja f: Q — A, g : @ — B on morfismid, siis leidub iiheselt méa#ratud
morfism m : Q — P nii, et diagramm

< -3 - O

kommuteerub.

Harilikult kirjutatakse P asemel A x B. Uheselt médratud m leidumise omadust kutsutakse tihti
korrutiste universaalomaduseks. Morfismi m asemel kirjutatakse monikord (f, g).

Korrutise definitsiooni dualiseerimisel saadakse kokorrutise méiste, mis iildistab hulkade 16ikumatu
iithendi konstruktsiooni.

Definitsioon 5.2. Kategooria C objektide A, B kokorrutis (ehk summa) on kolmik (P, u4,up), kus
PeCyjaus: A— P,ug: B — P on kategooria C morfismid (mida nimetatakse sisestusteks), mis
rahuldavad tingimust, et kui @ € Cy on mistahes objekt ja f: A — @, g : B — @ on morfismid, siis
leidub iiheselt méadratud morfism m : P — @ nii, et diagramm

Q
A
f i) g
|
|
A P B
uA up

kommuteerub.

Harilikult kirjutatakse P asemel A]] B.
Korrutiste ja kokorrutiste definitsiooni véib {ildistada mistahes arvu objektide jaoks.
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Definitsioon 5.3. Olgu I hulk ja (C;);cr kategooria C objektide siisteem. Selle siisteemi korrutis on
paar (P, (p;)icr), mis rahuldab tingimusi:

1. P on C objekt;

2. iga i € I korral p; : P — C; on C morfism, mida nimetatakse P projektsiooniks objektile Cj;

3. iga paari (Q, (g;)icr) jaoks, kus Q € Cy ja ¢; : @ — C; iga i € I korral, leidub iiheselt méératud
morfism m : () — P nii, et kolmnurk

- -9

u= -
Q

kommuteerub iga ¢ € I korral.

Harilikult kirjutatakse P asemel [[,.; C;.
Definitsioon 5.4. Olgu I hulk ja (C;);cr kategooria C objektide siisteem. Selle siisteemi kokorrutis on
paar (P, (u;)ier), mis rahuldab tingimusi:

1. P on C objekt;

2. iga i € I korral u; : C; — P on C morfism, mida nimetatakse C; sisestuseks objekti P;

3. iga paari (Q, (g;)icr) jaoks, kus Q € Cy ja ¢; : C; — Q iga i € I korral, leidub iiheselt méératud
morfism m : P — @ nii, et kolmnurk

m

- —- -0

qi
~—— G
U

kommuteerub iga ¢ € I korral.

Harilikult kirjutatakse P asemel [[,.; C;.
Toestame korrutiste moned omadused.

Lause 5.5. Kui (P, (p;)icr) on kategooria C objektide siisteemi (C;)ier korrutis ja h,k : C — P on
sellised morfismid, et iga i € I korral p;h = p;k, siis h = k.

Toestus. Nii h kui ka £ muudavad koik kolmnurgad

P pi Ci

kommutatiivseks, seega peavad nad definitsiooni [5.3] pohjal vordsed olema. m

Lause [5.5] viiidet voib sonastada ka nii, et korrutise projektsioonid on korraga vasakult taandatavad.

Lause 5.6. Kui (P, (p;)icr) ja (P, (p})icr) on kategooria C objektide sisteemi (C;);er korrutised, siis P

ja P’ on isomorfsed.

27



Toestus. Kuna P ja P’ on objektide C;, i € I, korrutised siis leiduvad ¢ ja t, mis muudavad nii
iilemise kui alumise kolmnurga diagrammis

Pl
|
[ P;
v |
Y )
P
|
v ,
P;
A
P/
kommutatiivseks iga i € I korral. Sellest, et
/ /
Pi = Ppip =D,
pi = P =pipy,

iga i € I korral, jireldub lause [5.5| pohjal, et ¢ = 1p/ ja i) = 1p. Seega P P'. m

Loomulikult kehtib ka duaalne vaide kokorrutiste jaoks.

Utleme, et kategoorias C on (ko)korrutised, kui igal C objektide siisteemil (C;);c; on olemas
(ko)korrutis. Utleme, et kategoorias C on 1plikud (ko)korrutised, kui igal 16plikul objektide siisteemil
on olemas (ko)korrutis.

Lause 5.7. Kui kategoorias C on binaarsed korrutised (koigi objektipaaride jaoks), siis on temas ka
ternaarsed korrutised. Veelgi enam, iga A, B,C € Cy korral

(AxB)xC=Ax(BxQ0),
AxXxB=BxA,

ja kui kategoorias C on loppobjekt 1, siis
AX1=2A 1xA=A

Toestus. Objektide A, B,C € Cy korral olgu (A x B,pa,pp) objektide A ja B korrutis ja olgu
((Ax B) x C,paxp,pc) objektide A x B ja C korrutis.

(AxB)xC

PAxB
/ p
AxB ¢

PA/ \PB
A B

C

Niitame, et ((A x B) X C,papaxB,PBPAxB,Pc) on siisteemi (A, B, C) korrutis definitsiooni mottes.
Universaalomaduse kontrollimiseks oletame, et mingi objekti D korral on olemas morfismid f: D — A,
g:D — Bjah:D — C. Peame toestama, et leidub iiheselt médratud morfism m : D — (A x B) x C
nii, et

1. papaxpm = [,

2. pppaxpm =g,

3. pcm = h.

Koigepéilt saame morfismide f ja g jaoks leida iiheselt m#dratud morfismi n : D — A x B nii, et
diagramm



kommuteerub. See omakorda indutseerib iiheselt méiratud morfismi m : D — (A x B) x C nii, et

diagramm
|
n |
T (6)
Y

A x B < (AXB)xC ——C

on kommutatiivne. Seega papaxpm = pan = f, pppaxpm = ppn = g ja pcm = h.

Olgu m’ : D — (A x B) x C veel iiks morfism, mille korral papaxsm’ = f, pppaxsm’ = g ja
pecm’ = h. Tdnu n iihesusele diagrammis kehtib vordus n = paxpm’. Jirelikult ka m = m/, sest m
diagrammis @ on iihene.

Analoogiliselt saab tdestada, et ka A x (B x C) on siisteemi (A, B,C) ternaarne korrutis. Seega
(A x B) x C = Ax (B xC) lause .6 pohjal. Samuti on lihtne toestada, et A x B =~ B x A.

Oletame niiiid, et kategoorias C leidub 16ppobjekt 1 ja olgu iga C' € Cy korral to iiheselt médratud
morfism C' — 1. Néitame, et (A, 14,%4) on objektide A ja 1 korrutis. Téepoolest, diagrammis

o< —e— =

A

1a ta

vertikaalne ¢ on iiheselt médratud morfism, mis muudab mélemad kolmnurgad kommutatiivseks. Lau-
se pdhjal on paari (A, 1) korrutised A x 1 ja A isomorfsed. Analoogiliselt 1 x A= A. m

Selle toestuse iildistus néitab, et kui kategoorias on binaarsed korrutised, siis on temas n objekti
korrutised iga n > 2 korral. Samuti on lihtne néha, et tiithja objektide siisteemi korrutis on 16ppobjekt ja
(A,14) on iihestainsast objektist A koosneva siisteemi korrutis. Seega kehtivad jirgmised tulemused.

Lause 5.8. Kategoorias on loplikud korrutised parajasti siis, kui temas on binaarsed korrutised ja lopp-
objekt.

Lause 5.9. Olgu C kategooria, kus on loplikud korrutised ja algobjekt 0. Jirgmised vdited on samavddrsed.
1. Iga objekti A € Cqy korral, kui leidub morfism f: A — 0, siis A= 0.
2. Iga objekti A € Cy korral A x 0 2 0.

Tadestus. Iga C € Cy korral tdhistame iitheselt madratud morfismi 0 — C siimboliga ic.

Kui 1 kehtib, siis sellest, et pg : A x 0 — 0, jireldub, et A x 0 = 0.

Vastupidi, oletame et (Ax0,p4,po) on objektide A ja 0 korrutis, Ax0 = 0ja f : A — 0objekti A € C
korral. Siis i4x0 : 0 — A x 0 peab olema isomorfism. Samuti leidub iiheselt médratud m : A — A x 0

nii, et pom = f japam = 14.
A
|
/ | \
b
A

A<—AXx0——0
pA ’T DPo
74‘A><0
\ | /
0
Et 0 on algobjekt ja A x 0 = 0, siis ka A x 0 on algobjekt. Seega i4xopo = laxo. Jarelikult i4f =

iAPOM = PalaxoPom = palaxom = la, s.t. f on koretraktsioon. Kuna tema sihtobjekt on algobjekt,
on ta ka epimorfism. Seega f on isomorfism (vt. iilesannet 1). m

Kui kategooria C algobjektil 0 on lause [5.9] esimeses osas mainitud omadus, siis teda nimetatakse
rangeks algobjektiks. Jirjestatud hulga (mida vaadeldakse kategooriana) viihim element (kui ta leidub)
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on range algobjekt. Kategoorias Mon on iiheelemendiline monoid {1} algobjekt, aga mitte range algobjekt,
sest mittetriviaalse monoidi S korral S x {1} = S % {1}.

Toome moned korrutiste naited.

Niide 5.10. Kategoorias Set on siisteemi (C;);es korrutiseks otsekorrutis

[1C = {@)ier | 2 € C3}

icl
koos projektsioonidega py, ((z;)icr) = 2k, k € 1.

Niide 5.11. Kvaasikategooria CAT objektide binaarsed korrutised on defineeritud definitsioonis [1.10
Projektsioonid on defineeritud eeskirjadega

Py AxB—= A, (AB)— A, (a,b)— a,
Ps: AxB—=B, (A B)— B, (ab)—b,

mis ilmselt annavad funktorid. Samamoodi v6ib defineerida suvalise kategooriate véikse siisteemi korru-
tise.

Niide 5.12. Algebraliste struktuuride kategooriates (nt. rithmad, Abeli rithmad, ringid, moodulid, vek-
torruumid, Boole’i algebrad jne.) on objektide siisteemi korrutis nende otsekorrutis, mis on varustatud
komponenthaavaliste tehetega. Néiteks kui Cj,4 € I, on Abeli rithmad, siis [[,.; Cs = {(24)ier | #; € Ci}
ja liitmine hulgal [],.; C; on defineeritud vordusega

el
(wi)ier + (Wi)ier == (Ti + Yi)ier-

Niide 5.13. Kategoorias Ban; on siisteemi (C;);er korrutis antud vérdustega

[Lic; Ci = {(zi)ier | xi € Ci, supe;||ail| < oo},
(zi)ierl := sup;ey [|z:]]
ja komponenthaavaliste tehetega. Projektsioonid py : [],.; Cs — C on ahendavad lineaarsed operaatorid,
sest iga k € I korral ||py, ((zi)ier) || = ||kl < supiey ||2il] = [|(2:)ies]|- Olgu ¢; : Q — Cj, i € I, samuti
ahendavate operaatorite pere ja vaatleme elementi z € Q. Siis ||gi(z)|| < ||z|| iga ¢ € I korral. Seega

sup;er ||gi(x)|] < ||z]| ja me voime defineerida kujutuse m : @ — [],.; Ci vordusega

m(x) := (qi())ier € HCi.
icl
Selline m on iiheselt mé#ratud ja ahendav operaator.

Niide 5.14. Kategoorias Top on siisteemi (X, 7;);e; korrutis topoloogiline ruum (X, 7), kus X =
[I;c; Xi on otsekorrutis ja topoloogia T baas koosneb hulga X alamhulkadest, millel on kuju

HUi ={(@i)ier | i € U;} C X
el

kus U; € 7; iga i € I korral ja hulk {i € I | U; # X;} on 1oplik. Topoloogia 7 ise koosneb koigist baasi
kuuluvate alamhulkade iihenditest. Projektsioonid pr : X — X, (2;)icr — 2k, on pidevad, sest kui
U € 1, siis

p (V) =[]V

i€l
kus Vi, =U jaV; = X; igai € I\ {k} korral.
Universaalomaduse kontrollimiseks olgu

g :(Y,0) = (Xi,7), i €1,
pidevate kujutuste siisteem. Néitame, et kujutus

m:Y =X, y— (¢:y))ier
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on pidev. Kui [[,.; U; kuulub 7 baasi, siis

icl

m~! (H Ui) ={yeY [ (Vie )(auly) €U} = m q; ' (Us). (7)
iel icl

Iga i € I korral q[l(Ui) € o, sest ¢; on pidev ja U; € 7;. Veelgi enam, kui U; = X;, siis q[l(Ui) =Y ja

see liige el mangi mingit rolli iihisosas . Seega

e (H u) - N o

icl ielU#X;
mis on Y lahtiste alamhulkade 16plik iihisosa ja seega lahtine alamhulk.

Néide 5.15. Kui me vaatleme jérjestatud hulka (P, <) kategooriana (vt. néidet [1.5)), siis korrutised (kui
nad leiduvad) on tépselt alumised rajad.

Niide 5.16. Selleks, et funktsionaalses programmeerimiskeeles (mida vaatlesime alajaotuses lubada
operatsioone, mis soltuvad mitmest muutujast, on maistlik eeldada, et mistahes tiilipide A ja B korral
on keeles olemas kirjetiitip P koos kahe viljaselektoriga P.A : P — A ja P.B : P — B, mis rahuldab
universaalomadust. Niiteks kirjetiiiibil 1SIK v6ivad olla viljad NIMI ja VANUS. Seega kirjekonstruktori
olemasolu keeles L téhendaks, et vastavas kategoorias C(L) on olemas 16plikud korrutised.

Vaatleme kokorrutiste néiteid.

Niide 5.17. Kategoorias Set on siisteemi (C;);c; kokorrutis sinna kuuluvate hulkade 1oikumatu iihend.
Selle Ioikumatu iithendi voib konstrueerida kui hulga

| | Ci o= J(Ci x {i}) ={(x,i) | i € I, 2 € Ci}.
iel il
Sisestused u; : C; — | |;c; Ci on defineeritud vordusega u;(z) := (z,1), € C;.
Naiide 5.18. Kvaasikategoorias CAT on kategooriate siisteemi kokorrutis sinna kuuluvate kategooriate

loikumatu tithend.

Niide 5.19. Kategoorias Ab on siisteemi (A;);c; kokorrutiseks Abeli rithmade otsesumma

HAi = {(z)ier | i € Ay, hulk {i €I |z;#0} on loplik } < HA,,

icl iel
kus liitmine on defineeritud komponenthaaval. Sisestused wuy : Ay — [[,c; A; on defineeritud vordusega
ug(x) := (x;)ier, kus 2, = x ja koik teised komponendid on nullid. Kui B on teine Abeli rithm ja ¢; : A; —
B, i € I, on rithmade homomorfismide siisteem, siis itheselt méératud kujutused m : [[,.; A — B on
defineeritud vordusega m((x;)icr) := Y _;c; ¢i(:), kus viimane summa on tegelikult 16pliku arvu nullist
erinevate elementide summa.

Niide 5.20. Kategoorias Gr konstrueeritakse siisteemi (G;);e; kokorrutis jargmiselt. Olgu V' hulkade G;
likumatu iihend ja olgu V* vaba monoid baasiga V, s.t. koigi V' elementide 16plike jadade (“sonade”)
hulk koos konkatenatsioonioperatsiooniga. Muuhulgas sisaldab V* tiihja jada. Vaatleme hulgal V* ekvi-
valentsiseost o, mis on tekitatud jargmiste reeglite poolt:

e iga rithma G; iihikelemendist koosnev 1-elemendiline jada on ekvivalentne tiihja jadaga,

e jada, mis sisaldab kaks jérjestikkust samasse hulka G; kuuluvat elementi, on ekvivalentne jadaga,
mis saadakse sellest nende kahe elemendi asendamisel nende korrutisega rithmas G;.

Seos o osutub kongruentsiks ja faktormonoid
[1Gi=Vv/o
iel

—1
o

—1

on rithm, kus [v; ... 0,5t = [v;'...v7 s, v1,...,0, € V. Kujutused

UZGZ%HGZ, f’—)[m]g,
icl
on rithmade homomorfismid ja saab niidata, et [],.; G; on téepoolest rithmade Gy, € I kokorrutis.
Rithmateoorias kutsutakse seda kokorrutist ][, ; G; harilikult rithmade G;,i € I, vabakorrutiseks.
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Naiide 5.21. Kategoorias Top on siisteemi (X;, 7;);cr kokorrutiseks (X, 7), kus X on hulkade X; 1oiku-
matu {ithend ja 7 on topoloogia hulgal X, mis on tekitatud topoloogiate 7; 16ikumatu iithendi poolt.

Niide 5.22. Kui vaatleme jérjestatud hulka (P, <) kategooriana (vt. naidet [L.5]), siis kokorrutised (kui

nad leiduvad) on iilemised rajad.

5.2. Vordsustajad ja kovordsustajad

Definitsioon 5.23. Olgu f, g : A — B morfismid kategoorias C. Morfismide f ja g vordsustaja on paar
(E, e), mis rahuldab jirgmisi tingimusi:

1. e: E — A on morfism kategoorias C;
2. fe=ge;

3. iga C morfismi ¢ : B/ — A korral, mis rahuldab tingimust fe’ = ge’, leidub iiheselt méiratud
morfism k : E/ — F nii, et ek = ¢’.

Lithidalt kirjutatakse (F,e) = Eq(f, g).

Definitsioon 5.24. Olgu f,g: A — B morfismid kategoorias C. Morfismide f ja g kovordsustaja on
paar (C,¢), mis rahuldab jargmisi tingimusi:

1. ¢: B — C on morfism kategoorias C;
2. cf = cg;

3. iga C morfismi ¢’ : B — C' korral, mis rahuldab tingimust ¢'f = g, leidub iiheselt méiratud
morfism k : C — C nii, et ke =¢'.

Lithidalt kirjutatakse (C, ¢) ~ Coeq(f, g).

f
AT—_—/<ZB - C
g
c\ i// k

Lause 5.25. Kahe morfismi vordsustaja, kui ta leidub, on isomorfismi tapsuseni iheselt madratud.

Toestus. Oletame, et nii (F,e) kui ka (E',¢’) on f,g : A — B vordsustajad. Siis leiduvad sellised
k:E' - FEjal:E—F ,etek=¢ jacl=c.

Kuna nii 15 kui ka kI muudavad kolmnurgad

E

kommutatiivseks, siis peavad nad olema vordsed. Samamoodi [k = 15/, mis toestab, et £ =~ FE'. m

A

Lause 5.26. Kui (E,e) on morfismide f,g: A — B vordsustaja kategoorias C, siis e on monomorfism.
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Toestus. Oletame, et ek = el, kus k,l : B/ — E. Siis k = [, sest leidub tépselt iiks morfism, mis
muudab alljargnevas diagrammis kolmnurgad kommutatiivseks.

E = A—/ZB
N L
E
]

Niide 5.27. Enamuses konkreetsetes kategooriates (Set, Top, Gr, Ab, Bany, ...) saab morfismide f,g :
A — B vordsustaja anda vordusega

E={ac Al f(a)=g(a)}, (8)

kusjuures E struktuur on indutseeritud A struktuuri poolt ja kujutus e : E — A on sisestus.

Niiteks kategoorias Set on kujutuste f,g : R x R — R, f(z,y) = 22 + 4%, g(z,y) = 1 vordsustaja,
ringjoon {(z,y) € R? | 2% +y? = 1}.

Kategoorias Ab on f,g : A — B vdrdsustaja defineeritud vordusega . See vordsustaja on homo-
morfismi f —¢g: A — B tuum.

Niide 5.28. Mittetithjade hulkade (v&i mittetiithjade poolrithmade) kategoorias on olemas paralleelseid
morfisme, millel ei ole vordsustajat.

Naiide 5.29. Kategoorias Set on kujutuste f,g: A — B kovdrdsustaja faktorhulk B/c koos loomuliku
siirjektsiooniga 7 : B — B/o, kus o on paaride hulga {(f(a),g(a)) | a € A} poolt tekitatud ekvivalentsi-
seos hulgal B.

Niide 5.30. Kategoorias Ab on homomorfismi f : A — B ja nullhomomorfismi kovordsustajaks loomulik
siirjektsioon 7 : B — B/f(A) faktorriihmale B/f(A). Uldisemalt on homomorfismide f,g : A — B
kovordsustajaks homomorfismi f —g : A — B ja nullhomomorfismi kovordsustaja, see tdhendab loomulik
siirjektsioon B — B/(f—g)(A). Kovordsustajate kirjeldused kategooriates Vecg ja Mod g on analoogilised.

Naide 5.31. Paljudes algebraliste struktuuride (nt. rithmad, ringid) kategooriates on olukord keerulisem.
Uldiselt tuleb homomorfismide f,g : A — B kovordsustaja konstrueerimiseks faktoriseerida B hulga
{(f(a),g(a)) | a € A} poolt tekitatud kongruentsi jérgi.

Niide 5.32. Kui f,¢g: (X, 7) — (Y, 0) on pidevad kujutused kategoorias Top, siis nende kovordsustaja on
(Y/0,0"), kus o on hulga {(f(z),g(z)) | # € X} poolt tekitatud ekvivalentsiseos ja 6" on faktortopoloogia,
s.t.

0 ={VCY/o|n (V)€ b},

kus 7 : Y — Y/o on loomulik siirjektsioon.

Uks voimalus on mdelda vordsustajast kui suurimast alamobjektist, millel kehtib mingi samasus voi
samasuste hulk. Kovordsustaja on vihim samastamine, mis on vaja teha, et samasused kehtiks ekviva-
lentsikalssidel. Jargnev néide illustreerib seda.

Niide 5.33. On kaks voimalust defineerida ratsionaalarve. Esimeses konstruktsioonis samastatakse mur-
rud § ja § parajasti siis, kui a -d = b - c. Seda voib kirjeldada kui kovordsustajat

f
T—Z7ZxN-">(ZxN)/o=Q,
9

kus
T ={(a,b,c,d) € Zx N xZ x N | ad = be},

= [(a,b)]o-
Teine viis on defineerida ratsionaalarvud paaridena (a,b) € Z x N, kus a ja b on iihistegurita. Selliste
paaride hulk on vordsustaja
Q= {(a,b) € Z x N| SUT(a,b) = 1} —>Z x N——=N,

consty

kus e on sisestus ja const; on konstantne kujutus arvule 1.
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5.3. Tagasitombajad ja viljatoukajad

Definitsioon 5.34. Olgu f : A — C ja g : B — C kaks morfismi kategoorias C, millel on sama sihtobjekt.
Morfismide f ja g tagasitdombaja on kolmik (P, p;,ps), mis rahuldab tingimusi:

1. p1: P— Ajaps: P— B on morfismid kategoorias C;

2. fp1 = gpo;

3. kuig; : Q — Ajaqy: Q — B on sellised C morfismid, et fq1 = ggq, siis leidub iiheselt méaératud
morfism m : Q — P nii, et pym = ¢ ja pam = ¢5.

A———C

T

Ruutu eelmises diagrammis nimetatakse konservatiivseks ruuduks ehk tagasitombamisruuduks. Liihi-
dalt kirjutatakse (P, p1,p2) ~ Pb(f, g).
“Tagasitombaja” duaalne moiste on “véljatoukaja”.

Niide 5.35. Kategoorias Set on kujutuste f : A — C ja g : B — C tagasitdmbaja kolmik (P,p1,p2),
kus
P={(a,b)e AxB]| f(a)=g(b)} CAxB
ja p1(a,b) = a, p2(a,b) = b iga (a,b) € P korral.
Kui A ja B on C alamhulgad ja f, g on sisestused, siis P on isomorfne iithisosaga A N B.
Sarnane konservatiivsete ruutude konstruktsioon tootab paljudes kategooriates (nt. Gr, Modg, Rng,
Top) kui P varustatada korrutise A x B poolt indutseeritud struktuuriga.

Definitsioon 5.36. Olgu I hulk ja f; : A; — C, i € I, kategooria C morfismide siisteem. Morfismide f;
hulgitagasitémbaja on paar (P, (p;);cs), mis rahuldab tingimusi:

1. p; : P — A; on morfism kategoorias C iga i € I korral;
2. leidub morfism v : P — C nii, et f;p; = u iga ¢ € I korral;

3. kuig;: Q — A;, i €1, jav: Q — C on sellised C morfismid, et f;q; = v iga i € I korral, siis leidub
iiheselt médratud morfism m : Q — P kategoorias C nii, et p;m = q; iga ¢ € I korral.

p\

u

A ——
fi

Osutub, et 16ppobjekti olemasolu korral on korrutised teatud hulgitagasitombajad.

Lause 5.37. Olgu 1 kategooria C loppobjekt. Siis (P, (pi)icr) on objektide A;, i € I, korrutis parajasti
siis, kui (P, (p;)icr) on (iheselt mddratud) morfismide f; : A; — 1, i € I, hulgitagasitombaga.

Toestus. Tarvilikkus on ilmne.

Piisavus. Olgu (P, (p;)ics) morfismide f; : A; — 1,4 € I, hulgitagasitombaja ning olgu antud
morfismid ¢; : Q — A;, i € I. Et 1 on Ioppobjekt, siis leidub tépselt iiks morfism v : Q — 1. Jarelikult
fiqi = v iga i € I korral. Eelduse pohjal leidub iiheselt méidratud morfism m : Q — P nii, et p;m = ¢;
iga? € I korral. m
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Jareldus 5.38. Kui kategoorias on loppobjekt ja hulgitagasitémbajad, siis selles kategoorias on korrutised.

Lause 5.39. Kui ruudud (1) ja (II) diagrammis

A—* . " ¢

on konservatiivsed ruudud, siis ka vilimine ristkilik on konservatiivne ruut.

Taoestus. Olgu (I) ja (II) konservatiivsed ruudud ja ¢ : @ — D, r: @ — C sellised, et gfq = er. Siis
leidub iiheselt méidratud n : Q — B nii, et bn = r ja dn = fq. Kasutades seda, et (I) on konservatiivne
ruut, saame leida itheselt médratud m : Q — A nii, et em = ¢ ja am = n. Jarelikult bam = bn = r.
Kui ka m’ : Q@ — A on selline, et bam’ = r ja em' = ¢, siis b(am) = r = b(am’) ja d(am) = dn = fq =
fem! = d(am’), kust am = am’ tidnu sellele, et (II) on konservatiivne ruut. Kuna am = n = am’ ja
em = g = cm/, siis m = m’ ruudu (I) konservatiivsuse tttu.

|
Definitsioon 5.40. Paari (f, f) tagasitdmbajat nimetatakse morfismi f tuumapaariks.

Naiaide 5.41. Naitest jareldub, et kategooria Set morfismi f : A — C tuumapaar on kujutuse f
tuum {(a,a’) € Ax A | f(a) = f(a’)} koos vastavate projektisoonidega. Sama kehtib néiteks ka kdigi
monoidide kategoorias Mon.

Osutub, et tuumapaaride abil saab kirjeldada monomorfisme.
Lause 5.42. Iga morfismi f : A — B korral on jirgmised viited samavddirsed.
1. f on monomorfism.
2. (A, 14,14) on f tuumapaar.
3. Morfismil f leidub selline tuumapaar (P,p1,p2), kus p1 = pa.

Toestus. 1. = 2. Olgu f monomorfism. Ilmselt fl14 = fla. Kui fg1 = fgo mingite morfismide
q1,q2 : Q — A korral, siis ¢; = g2 ja seega kolmnurgad diagrammis

on kommutatiivsed.
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2. = 3. on ilmne.

3. = 1. Olgu (P,p,p) morfismi f tuumapaar ja fq1 = fqa, kus ¢1,¢2 : @ — A. Siis leidub iiheselt
médratud m : @ — P nii, et g1 = pm = ¢2. Seega f on monomorfism.

s

Jargmised laused annavad moned huvitavad seosed tuumapaaride ja kovordsustajate vahel.

Lause 5.43. Kui kovérdsustajal on olemas tuumapaar, siis on see kovordsustaja tolle tuumapaari ko-
vordsustaga.

Toestus. Vaatleme diagrammi

A
7/
m d
7/
¥ n ¢
P B C (9)
P2 /
, k7
c /
Ve
%
O/

kus (C,c) ~ Coeq(f,g) ja (P,p1,p2) =~ Pb(c,c). Néitame, et (C,c) ~ Coeq(p1,p2). Kuna cf = cg ja
(P, p1,p2) on paari (¢, ¢) tagasitombaja, siis leidub {iheselt médratud morfism m : A — P nii, et pym = f
ja pom = g¢. Kui niitid ¢/ : B — C’ on selline, et ¢'p; = pa, siis ¢f = /pym = !pom = /g ning
kovordsustaja (C, ¢) universaalomaduse pdhjal leidub iiheselt médratud k : C — C’, mille korral ke = ¢'.
Sellega on niidatud, et (C,c) on morfismide pq, po kovérdsustaja. m

Lause 5.44. Kui tuumapaaril on olemas kovordsustaja, siis on see tuumapaar tolle kovérdsustaja tuu-
mapaar.

Toestus. Vaatleme jille diagrammi (9), kus niiiid eeldame, et (P,p1,p2) &~ Pb(c,c) ja (C,c) =~
Coeq(p1,p2). Peame niitama, et (P,p1,p2) = Pb(c,c). Et ¢/p1 = pa, siis leidub iiheselt méiratud
k:C — C' nii, et k¢ = /. Oletame, et f,g: A — B on sellised, et c¢f = cg. Siis ¢/ f = kef = keg = g,
millest jareldub, et pym = f ja pom = ¢ iiheselt médratud morfismi m : A — P korral. m

5.4. Piirid ja kopiirid

Tuleb vilja, et koik selles pédtiikis siiani vaadeldud konstruktsioonid on iildisema konstruktsiooni

erijuhud. Edasises tdhistagu D viikest kategooriat ja I = Dy selle kategooria objektide hulka.

Definitsioon 5.45. Olgu F : D — C funktor. Koonus funktoril F' (lithidalt F-koonus) on paar
(C, (pi)ier), mis rahuldab tingimusi:

1. C € Cy;
2. iga objekti i € I korral p; : C — F(i);

3. kategooria D iga morfismi d : ¢ — j korral kehtib vordus p; = F'(d)p;.
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Teiste sdnadega: paar (C, (p;)icr) on koonus funktoril F' parajasti siis, kui p = (p;)iesr : Ac = F, kus
Ac : D — C on konstantne funktor objektile C' (vt. néidet [3.4]3)). See téhendab, et koonused funktoril
F on loomulikud teisendused konstantsest funktorist funktorisse F'.

Definitsioon 5.46. Olgu F': D — C funktor ja (B, (¢;)icr), (C, (pi)icr) kaks koonust funktoril F'. Kate-
gooria C' morfismi f : B — C nimetatakse morfismiks koonusest (B, (¢;)icr) koonusesse (C, (p;)icr),
kui p;f = ¢; iga i € I korral.

Lause 5.47. Fikseeritud funktori F' : D — C korral moodustavad koonused funktoril F' ja nende morfismid
kategooria.

Toestus. Selle uue kategooria morfisme komponeeritakse nii nagu kategoorias C.

Oletame, et f : (B, (¢)icr) — (C,(pi)ier) ja g : (A4, (ri)ier) — (B, (¢i)ier) on kaks funktoril F' antud
koonuste morfismi. Siis iga ¢ € I korral

pi(f9) = (pif)g = aig =i
ja seega toepoolest fg : (A, (1:)icr) = (C, (pi)icr) on koonuste morfism. Koonuse (C, (p;)icr) tthikmorfism
on loomulikult 1¢. Komponeerimise assotsiatiivsus jéareldub C vastavast omadusest. m

Lauses konstrueeritud kategooriat tihistatakse cone(F') ja nimetatakse F-koonuste kategoo-
riaks.

Definitsioon 5.48. Funktori F : D — C piir on F-koonuste kategooria cone(F') 1dppobjekt. Seega
koonus (L, (pi)icr) funktoril F on F piir, kui iga F-koonuse (@, (¢;)rer) korral leidub iiheselt médratud
morfism m : @ — L nii, et iga objekti ¢ € I korral ¢; = p;m. Liihidalt kirjutame (L, (p;)ics) =~ lim F.

Vahel 6eldakse, et (L, (p;)icr) on piir objektidest F(7) ja morfismidest F(d) koosneval diagrammil
kategoorias C.

Q
"
qi \L q;
F(o) ——— F )

Lausest saame vahetult jargmise tulemuse.
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Lause 5.49. Kui (L, (p;)icr) ja (M, (q;)icr) on funktori F : D — C piirid, siis leidub selline isomorfism
f+ M — L kategoorias C, et p;f = q; iga i € I korral.

Lause [5.5] saab iildistada suvaliste piiride juhule.

Lause 5.50. Kui (L, (p;)ic1) on funktori F : D — C piir ja h,k : C — L on sellised morfismid, et iga
i € I korral p;h = pik, siis h = k.

Toestus. Kuna F(d)p;h = pjh iga morfismi d : i — j korral, siis (C, (p;h)icr) on koonus funktoril
F. Seega leidub iihene morfism m : C' — L, mis rahuldab vordust p;m = p;h iga i € I korral. See aga
tdhendab, et h = k.

Definitsioon 5.51. Olgu F' : D — C funktor. Kokoonus funktoril F' (lithidalt F-kokoonus) on paar
(C, (u;);ier), mis rahuldab tingimusi:

1. C € Cy;

2. iga objekti i € I korral u; : F(i) — C;

3. kategooria D iga morfismi d : j — ¢ korral u; = u; F(d).

Duaalselt koonuste juhuga defineeritakse F-kokoonuste kategooria cocone(F).

Definitsioon 5.52. Funktori F : D — C kopiir on F-kokoonuste kategooria cocone(F') algobjekt.
Seega kokoonus (L, (u;);er) funktoril F on F kopiir, kui iga F-kokoonuse (Q, (v;);cr) jaoks leidub iiheselt
méidratud morfism m : L — Q nii, et iga objekti ¢ € I korral v; = mu,. Lithidalt kirjutame (L, (u;);er) =~
colimF'.

Néited 5.53. 1. Vaatleme kahe objektiga diskreetset kategooriat D, Dy = {1,2} (vt. naidet [L.5[3)).
Funktor F': D — C on #ra méédratud C objektide paari (F(1), F(2)) poolt. Koonus funktoril F' on
diagramm

F(1)<2— P F(2)
ja kokoonus funktoril F' on diagramm

F(1)—>P<“_F(2).
Seega kolmik (P, p1,p2) on funktori F' piir parajasti siis, kui ta on objektide F'(1) ja F'(2) korrutis
ja kolmik (P, u1,u9) on funktori F' kopiir parajasti siis, kui ta on F'(1) ja F'(2) kokorrutis.

2. Olgu D = 0 tiihi kategooria. Siis koonus v&i kokoonus funktoril /' : D — C on lihtsalt C objekt.
Seega C' € Cy on F piir (kopiir) parajasti siis, kui ta on C loppobjekt (algobjekt).

3. Kui I on hulk ja D on diskreetne kategooria objektide hulgaga Dy = I, siis funktor ' : D — C
on méadratud C objektide stisteemi (F'(7));er poolt. Koonus funktoril F' on paar (C, (pi)icr), kus
pi : C — F(i). See koonus on F' piir parajasti siis, kui ta on siisteemi (F'(4));er korrutis. Duaalselt,
F kopiir on (F(%));es kokorrutis.
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4. Vaatleme kategooriat D, kus Dy = {1,0} ja kus on kaks iihikmorfismist erinevat morfismi dy, ds :
1 — 0. Funktor F' : D — C on dra méératud C paralleelsete morfismide paariga f1, fo : F/(1) — F(0).
Koonus funktoril F' on kommutatiivne diagramm

€o
f1

E——F(1) —Z F(0)
! f2

ja kokoonus funktoril £’ on kommutatiivne diagramm

P

Ei ole raske niha, et (F, fie1,e1) on F piir parajasti siis, kui (E,e1) on f; ja fo vordsustaja ja
(C,co,cof1) on F kopiir parajasti siis, kui (C, cg) on fi ja fo kovordsustaja.

5. Vaatleme kategooriat D, kus Dy = {0, 1,2} ja kus on kaks iithikmorfismist erinevat morfismi d; :
1 —0jady:2— 0. Funktor F : D — C on dra médratud C morfismide paariga f1 : F(1) — F(0),
f2 1 F(2) = F(0). Koonus funktoril F' on kommutatiivne diagramm

P2

P F(2)
P1 bo fa .
F(1) - F(0)

Seega (P, fip1,p1,p2) on F piir parajasti siis, kui (P, py, p2) on morfismide f; ja fo tagasitdmbaja.

6. Olgu J hulk ja D kategooria, kus Dy = J U {0} ning ithikmorfismist erinevad morfismid on d; : j —
0,7 € J. Funktor F : D — C on #ra méératud C morfismide siisteemiga (f; : F(j) — F(0));e-
Koonus funktoril F' on kommutatiivsete diagrammide pere

P

pj

F(j) —— F(0)

J

J € J. Seega (P, (pi)icsuqoy) on F piir parajasti siis, kui (P, (p;)jes) on morfismide f;,j € J,
hulgitagasitombaja.

Jargnev tabel votab eelneva niite kokku.

D objektide hulk | {ithikmorfismist erine- | C-s on olemas D-piirid C-s on olemas D°P-kopiirid
vad D morfismid tdhendab, et C-s on ... tdhendab, et C-s on ...

ei ole ei ole 16ppobjekt algobjekt

{1,2} el ole binaarsed korrutised binaarsed kokorrutised

{0,1} di,dy : 1—20 vordsustajad kovérdsustajad

{0,1,2} di1:1—0,dy:2—0 | tagasitombajad viljatoukajad

D objektide hulk | iithikmorfismist erine- | C-s on olemas D-piirid C-s on olemas D°P-kopiirid
vad D morfismid koigi selliste D-de korral | koigi selliste D-de korral

tdhendab, et C-s on ... tdhendab, et C-s on ...

I hulk ei ole korrutised kokorrutised

{1,2} di:1—2i€el hulgivordsustajad hulgikovordsustajad

Ju {0}, J hulk dj:j—0,5¢€J hulgitagasitombajad hulgiviljatoukajad

Osutub, et koik piirid (ja ka kdik kopiirid) eksisteerivad kategoorias Set ja neid saab konstrueerida
kanoonilisel viisil.
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Teoreem 5.54. Olgu F' : D — Set funktor ja
L= {(z:)icr | x: € F(i), (Vd € D(i,§))(F(d)(z:) = z;)} € [[F ).
icl
Siis (L, (pi)icr), kus p; : L — F(i), i € I, on otsekorrutise [[,.; F'(i) projektsioonide ahendid, on F piir.

Toestus. llmselt (L, (p;)ier) on koonus funktoril F. Kui (Q, (¢;)icr) on ka koonus funktoril F, siis
noutav iiheselt médratud kujutus m : @ — L on iga x € @) korral defineeritud vordusega

m(x) := (qi(7))ier-

Piirid saab paljudes teistes konkreetsetes kategooriates konstrueerida samamoodi. Naiteks kui F' : D —
Gr, siis L on rithmade F (i) otsekorrutise [ [,.; F'(i) alamhulk, mis on rithm komponenthaaval defineeritud
tehete suhtes. Kuna iga F(d) on rithmade homomorfism, siis

F(d)(ziy;) = F(d)(xi) - F(d) (i) = 2595,
F(d)(z7") = (F(d)(x:) " = a7,

z J

ja seega L on [],.; F(i) alamrithm. On selge, et kujutused p; on rithmade homomorfismid ja ka m on
rithmade homomorfism kui kéik kujutused ¢; on rithmade homomorfismid.

5.5. Taielikud kategooriad

Definitsioon 5.55. Kategooria C on

e D-taielik, kus D on kategooria, kui igal funktoril D : D — C on olemas piir;

e 16plikult tiielik, kui C on D-tiielik iga 16pliku kategooria D korral;

o tiielik, kui C on D-téielik iga viikse kategooria D korral.

Duaalselt defineeritakse D-kotéielikud, 16plikult kotéielikud ja kotéielikud kategooriad.
Teoreem 5.56. Iga kategooria C korral on jdrgmised vdited samavddrsed.

1. C on tdielik.

2. Kategoorias C on olemas hulgitagasitombajad ja loppobjekt.

3. Kategoorias C on olemas korrutised ja tagasitombajad.

4. Kategoorias C on olemas korrutised ja vordsustajad.

Toestus. 1 = 2 on ilmne.
2 = 3. See tuleb vilja jireldusest

3 = 4. Peame toestama, et iga morfismipaari f,g : A — B jaoks leidub vordsustaja. Korrutiste
universaalomaduse abil saame leida sellised iiheselt médratud morfismid (14, f), (14, g), et diagrammmid

A A
| I
| I
|
\ A

A<—AxB——B A<—AxB——B
pPa PB pA PB
kommuteeruvad. Konstrueerime morfismide (14, f) ja (14, g) tagasitombaja

P ! A

k (1a,9)

A Ax B

(1a,f)
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ja néitame, et (P, k) on morfismide f, g vordsustaja. Paneme téhele, et selles ruudus k& = I, sest
k= 1,4]41 ZpA<1A,f>k =pA<1A,g>l = 1Al =1.

Samuti ndeme, et

fk=pp(la, )k =pp(la,g)l = gl = gk.

P—F .7

™ g
m\\ ’

P/
Kui leidub morfism &' : P’ — A, mille korral fk' = gk’, siis ka

pa(la, [k =K =pa(la, g)k,
pB<1A7f>kl :pB<1Aag>k/7

millest lause [5.5 pohjal jéreldub vordus (14, f)k' = (14, g)k’. Kuna (P, k, k) on tagasitombaja, siis leidub
iiheselt méiratud morfism m : P/ — P nii, et km = k’.

B

(1a,9)

A—— AXx B
(1a,f)

4 = 1. Vaatleme viikest kategooriat D ja funktorit F': D — C. Koigepailt konstrueerime korrutised
(H Fi), <>> ja (H F(cod(d)), <rd>dep> . (10)
i€l deD
Teise korrutise universaalomaduse pohjal leidub iiheselt méaratud morfism « nii, et
TdQ = Scod(d) = Sj
iga morfismi d : i — j € D korral, ja itheselt médratud morfism £ nii, et
raf = F(d)sqom(ay = F(d)s;

iga morfismi d : ¢ — j € D korral. Olgu (L, 1) paari («, 8) vordsustaja, siis muuhulgas ol = §l. Defineerime
iga ¢ € I korral morfismi
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ja toestame, et (L, (p;)icr) on funktori F' piir.

Q F(i) F(cod(d))

qi

Scod(d)
Td

F(i) T ™ Maep Flood(d)) 1)
F(3) F(dom(d)) @ F(cod(d))

Iga morfismi d : ¢ — j korral kategoorias D kehtib
F(d)p; = F(d)s;l = ¢l = rqal = s;l = p;,

mis tdhendab, et (L, (p;)icr) on koonus funktoril F. Oletame, et (Q, (¢;)icr) on samuti koonus funktoril
F. Korrutise [[;.; (¢) universaalomaduse pohjal leidub iiheselt méiratud morfism ¢ : Q — [[,;o; F(4)
nii, et s;¢ = ¢; iga ¢ € I korral. Niitid D iga morfismi d : ¢ — j korral

el

rooq = s5;q = q; = F(d)q; = F(d)s;q = rafq.

Lausepéhjal saame ag = fq. Vordsustaja (L, ) universaalomadust kasutades saame iiheselt méadratud
morfismi m : Q — L, mille korral Im = ¢q. Jarelikult

pim = s;lm = s;q = q;

iga ¢ € I korral. Jéib toestada, et morfism m on iiheselt méiratud. Oletame, et m’ : Q — L on samuti
morfism, mis rahuldab vordusi p;m’ = ¢;, 1 € I. Siis

silm = s;g = ¢; = p;m’ = s;lm/

iga i € I korral, millest jille lause [5.5] pohjal jareldub Im = Im’. Sellest saame lause tottu vorduse
m = m/, sest [ on vordsustaja ja seega monomorfism. m

Samamoodi saab tdestada jargmise tulemuse.

Teoreem 5.57. Iga kategooria C korral on jdrgmised vdited samavddrsed.
1. C on loplikult tdielik.
2. Kategoorias C on olemas tagasitombajad ja lo6ppobjekt.
3. Kategoorias C on olemas loplikud korrutised ja tagasitombajad.
4. Kategoorias C on olemas loplikud korrutised ja vérdsustajad.
Sonastame ka teoreemiga duaalse tulemuse.

Teoreem 5.58. Iga kategooria C korral on jirgmised vdited samavddrsed.
1. C on kotdielik.

2. Kategoorias C on olemas hulgiviljatoukajad ja algobjekt.
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3. Kategoorias C on olemas kokorrutised ja viljatoukajad.
4. Kategoorias C on olemas kokorrutised ja kovordsustajad.

Naiited 5.59. 1. Loplike hulkade kategooria ja 16plike topoloogiliste ruumide kategooria on mélemad
loplikult téielikud ja loplikult kotéielikud, aga kumbki neist ei ole téielik ega kotéielik.

2. Loplike rithmade kategooria on loplikult téielik, aga mitte 16plikult kotéielik.
3. Kategooriad Set, Gr, Ab ja Top on téielikud ja kotéielikud.
4. Jarjestatud hulk, mida vaadeldakse kategooriana, on kategoorselt téielik parajasti siis, kui ta on

téielik vore, s.t. mistahes alamhulgal leidub alumine raja.

5.6. Piire siilitavad funktorid

Definitsioon 5.60. Olgu D viike kategooria ning tihistame jille I = Dy. Oeldakse, et funktor G : A — B
sdilitab D-piire, kui iga funktori F : D — A korral sellest, et (L, (p;)icr) on F piir, jareldub, et
(G(L), (G(p:))icr) on GF : D — B piir.

Definitsioon 5.61. Funktor G : A — B siilitab piire (siilitab 16plikke piire), kui G siilitab D-piire
iga viikse kategooria (1opliku kategooria) D korral.

Mirkus 5.62. On selge, et kui (L, (pi)ier) € cone(F), siis (G(L), (G(p;))icr) € cone(GF). Seega piiride
sdilitamise kontrollimine taandub universaalomaduse kontrollimisele viimase koonuse jaoks.

N4iited 5.63. 1. Unustavad funktorid kategooriatest Gr, Ab, Modg, Rng kategooriasse Set siilitavad
piire, aga iikski neist ei siilita koiki kopiire.

2. Unustav funktor kategooriast Top kategooriasse Set séilitab piire ja kopiire.

3. Kui kategoorias A on olemas 1oplikud korrutised ja A € Ag on fikseeritud objekt, siis funktor
(Ax —): A— Asiilitab piire.

Lemma 5.64. Kui funktor sdilitab tagasitombajaid, siis ta sdilitab ka monomorfisme.

Tdestus. Olgu G : A — B funktor ja f : A — B monomorfism kategoorias A. Lause [5.42] pohjal on

A—2 s
A — B
konservatiivne ruut. Eelduse péhjal on ka
P(4) —" F(4)
lpa) F(f)
F(4) —— F(B)

konservatiivne ruut. Jéllegi lause pohjal on F(f) monomorfism. m

Teoreem 5.65. Kui A on tdielik kategooria ja G : A — B on funktor, siis jirgmised vdited on sa-
mavddrsed.

1. G sdailitab piire.
2. G sdilitab hulgitagasitombajaid ja loppobjekte.

3. G sdilitab korrutisi ja tagasitombajaid.



4. G sdilitab korrutisi ja vordsustajaid.

Toestus. 1 = 2 on ilmne.

2 = 3. Siilitagu G hulgitagasitombajaid ja 16ppobjekte. Olgu D viike diskreetne kategooria, F' :
D — A funktor ja (P, (p;)icr) funktori F' piir, s.t. objektide F(i), ¢ € I, korrutis. Et A on téielik, siis
on temas olemas loppobjekt 1 ja itheselt mé#ratud morfismid f; : F(i) — 1, ¢ € I. Lause m pohjal
on (P, (p;)ier) morfismide f;, i € I, hulgitagasitombaja. Eelduse t&ttu on G(1) kategooria B 16ppobjekt
ja (G(P), (G(p;))icr) on morfismide G(f;) : (GF)(i) — G(1), ¢ € I, hulgitagasitdombaja kategoorias B.
Jarelikult (G(P), (G(p;))icr) on objektide G(F(4)), i € I, korrutis.

3 = 4. Siilitagu G korrutisi ja tagasitombajaid. Olgu (FE,e) morfismide f,g : A — B vordsustaja
kategoorias A, mis on konstrueeritud nii nagu teoreemi toestuses, s.t. olgu

E——° A
e (1a,9)
A - Ax B
(1a,f)
konservatiivne ruut. Siis ka
G(e
G(E) © G(A)
Gle) lcuu,g» (12)
A Ax B
G(4) G((1a,f)) G(4x B)

on konservatiivne ruut. Peame niitama, et (G(FE),G(e)) ~ Eq(G(f),G(g)).

Markuse tottu piisab universaalomaduse kontrollimisest. Oletame, et G(f)e’ = G(g)e’ mingi morfismi
e’ E' — G(A) korral. Siis

G(pa)G((la, f))e’ = €' = G(pa)G((1a, 9))€’,
G(pp)G((1a, f))e' = G(pp)G((1a,9))€".

Kuna G siilitab korrutisi, siis (G(A x B),G(pa),G(pg)) on objektide G(A) ja G(B) korrutis kategoorias
B ning lause [5.50] pohjal G((14, f))e’ = G({1a,g))e’. Ténu ruudu konservatiivsusele leidub iiheselt
médratud morfism m : B/ — G(E) nii, et G(e)m = ¢€’.

4 = 1. Siilitagu G korrutisi ja vordsustajaid. Vaatleme viikest kategooriat D ja funktorit F': D — A.
Niitame, et G siilitab funktori F' piiri (L, (p;):ecr), mis on konstrueeritud nii nagu teoreemi toestuses,
s.t. (L,1) on morfismide o, 3 : [[;c; F(i) = [[4ep F(cod(d)) vordsustaja, kus paarid on korrutised,
a ja 8 on sellised tiheselt mé&ratud morfismid kategoorias A, et rqae = s; ja rqf8 = F(d)s; iga D morfismi
d:i— jkorral ning p; = s;l igai € I korral (vt. diagrammi[I1)). Me peame néitama, et (G(L), (G(p:))icr)
on funktori GF : D — B piir. Selleks oletame, et (Q, (¢:)icr) € cone(GF), s.t. (GF)(d)g; = g; iga D
morfismi d : i — j korral.

i
X | m q;
qi v J
vy, G(L) a0
(GF)6) — g (GP)G)

Eelduse pohjal on (G(IT,c; F(4)), (G(si))ier) objektide (GF)(i), i € I, korrutis. Seega leidub selline
itheselt médratud morfism ¢ : Q — G([[,c; F(i)), et G(s:)q = ¢; iga i € I korral. Jarelikult

G(ra)Gla)g = G(raa)g = G(s;)q = q; = (GF)(d)q; = G(F(d))G(s:)q
G(F(d)si)q = G(raf)q = G(ra)G(B)q
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iga D morfismi d : ¢ — j korral.

G(a)
G() Ny ——>
G(L) G(ILier F(9) ___ G(Ilsep F(cod(d)))
A 7 a(p)
| e
| ;
| Ve
m e G(s1) G(ra)
| s
| 7
L7
I
Q @ (GF)()) — Gy (GF)(cod(d))

Eelduse pohjal on (G ([Tep F(cod(d))) , G(rq)) objektide (GF)(cod(d)) korrutis ning jérelikult G(a)q =
G(p)q. Jallegi eelduse pohjal on (G(L), G(I)) morfismide G(«), G(B) vordsustaja ning seega leidub iiheselt
médratud m : Q@ — G(L) nii, et G(I)m = q. Jarelikult
G(pi)m = G(s:)G(l)m = G(si)qg = ¢

iga i € I korral. Oletame, et ka m’ : @ — G(L) on selline, et G(p;)m’ = ¢; iga i € I korral. Siis
G(s;))G()m = G(s;)G(L)m’ iga i € I korral. Taandades korraga korrutise projektsioonid G(s;) saame
G(l)m = G(I)m'. Tanu lausele on [ monomorfism ja lemma pohjal on ka G(I) monomorfism.
Seegam=m'. m

Analoogiliselt saab toestada jargmise teoreemi.

Teoreem 5.66. Kui A on loplikult tdielik kategooria ja F : A — B on funktor, siis jirgmised viited on
samavddrsed.

1. G sailitab loplikke piire.

2. G sdilitab tagasitombajaid ja loppobjekte.

3. G sdilitab loplikke korrutisi ja tagasitombajaid.
4. G sdilitab loplikke korrutisi ja vordsustajaid.
Osutub, et mor-funktorid séilitavad piire.

Lause 5.67. Vaatleme kategooriat A ja objekti A € Ay. Kovariantne mor-funktor A(A,—) : A — Set
sdilitab koiki olemasolevaid piire, kaasaarvatud suured piirid.

Toestus. Vaatleme suvalist kategooriat D, funktorit F' : D — A ja tema piiri (L, (p;)icr), kus
I = Dy. Siis kindlasti (A(A, L), (p; © —)ier) on koonus liitfunktoril A(A, F(—)) = A(A,—) o F: D — Set
kategoorias Set. Olgu (M, (¢; : M — A(A, F(4)));ecr) samuti koonus funktoril A(A, F(—)). See tdhendab,
et kategooria D iga morfismi d : i — j korral

q; = A(A,F(d))ogq; = (F(d) o —) o q,

seega iga elemendi m € M korral g;(m) = F(d) o ¢;(m). Viimane tdhendab, et (4, (gi(m)):ecr) on koonus
funktoril F'. Jarelikult leidub iiheselt médratud morfism ¢(m) : A — L nii, et p; o q(m) =q;(m)igaiel

korral.

|
|
qi |
\
A(A

pio—

/

A(A, F (i)

o AUFG)
See defineerib kujutuse ¢ : M — A(A, L) kategoorias Set, mis rahuldab tingimust (p; o —) o ¢ = ¢; iga
i € I korral.

Jadb veel toestada, et ¢ on iihene. Oletame, et ka r : M — A(A, L) on selline, et (p; 0 —) or = ¢; iga
i € I korral. Siis p; or(m) = ¢;(m) iga i € I ja m € M korral. Kuna L on piir, siis ¢(m) = r(m) iga
m € M korral. See tdhendab, et kujutused ¢ ja r on vordsed. m
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Lause 5.68. Olgu A loplike korrutistega kategooria. Kui funktor G : A — B sdilitab tagasitombajaid, siis
ta sdilitab ka vordsustajaid.

Toestus. Olgu (E,e) ~ Eq(f,g), kus f,g : A — A’ kategoorias A. Olgu (A x A’,p1,p2) objektide
A ja A’ korrutis. Siis leiduvad sellised iiheselt médratud morfismid (14, f),{1a,9) : A = A X A, et
p1<1Aaf> =1la= p1<1A79>7 p2<1Aaf> = f ja p2<1Aag> =g

Néitame, et (E, e, e) = Pb({14, f),{14,g)). Kuna

p1<]-A7 f>€ =e= p1<1A79>67
p2<1A7 f>€ = f@ = ge= p2<1A79>€a

siis (14, fle = (1a,g)e. Kui Q € Ap ja q,7 : Q@ — A on sellised morfismid, et (14, f)g = {1a,9g)r,

siis ¢ = pi(la, f)g = pi{la,g)r = r ja fqg = pa(la, f)g = p2(la,g)r = gr = gq. Vordsustaja (E,e)
universaalomaduse tottu leidub iiheselt méaratud morfism m : @ — E nii, et em = q. Seega tdepoolest

(E7 e, 6) ~ Pb(<1A7 f>’ <1A7g>)'

A—— Ax A
(La,f)
Eelduse pohjal on ka
G(E) — 2 G(4)
G(e)l G({1a.9)) (13)
A Ax A
A~ ¢Ax4)

konservatiivne ruut. Me peame néitama, et (G(F), G(e)) = Eq(G(f),G(g)). Selleks oletame, et G(f)b =
G(g)b mingi morfismi b : B — G(A) korral kategoorias B.

Gle) G(f) ,
G(E)—= G(4) ?) E)G(A )
* g
b N %
B

Siis
G(p1)G((1a, f))b = b= G(p1)G((1a,9))b,
G(p2)G((1a, f))b = G(f)b = G(9)b = G(p2)G({14, 9))b.
Kuna kategoorias A on 16plikud korrutised, siis on temas ka 16ppobjekt 1 (vt. lauset . Lause
pohjal on
Ax A —2 > n
P1 tar

A

ta

konservatiivne ruut ning eelduse pohjal on siis ka

G(Ax 4 —") g
G(pl)‘/ ‘G(tA’)
G(A) g G)
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konservatiivne ruut. Jirelikult on morfismikolmik G(p1), G(p2), G(ta)G(p1) samaaegselt vasakult taan-
datav. Siis on samaaegselt vasakult taandatav ka paar G(pi1),G(p2) ning me saame G({1la, f))b =
G((1a,9))b. Kuna on konservatiivne ruut, siis leidub iiheselt médratud morfism ¥ : B — G(FE)
nii, et G(e)b’ = b. Sellega oleme niidanud, et (G(E),G(e)) ~ Eq(G(f),G(g)). =

Vaatleme veel piiride peegeldamist.

Definitsioon 5.69. Olgu D viike kategooria ning tihistame jille I = Dy. Oeldakse, et funktor G : A — B
peegeldab D-piire, kui iga funktori F' : D — A korral sellest, et (L, (p;)icr) on koonus funktoril F'
kategoorias A ja (G(L), (G(pi))ier) on GF : D — B piir, jareldub, et (L, (p;)icr) on F piir.

Definitsioon 5.70. Funktor G : A — B peegeldab piire (peegeldab 16plikke piire), kui G peegeldab
D-piire iga viikse kategooria (16pliku kategooria) D korral.

Lause 5.71. Olgu G : A — B piire sdilitav funktor. Kui A on tdielik kategooria ja G peegeldab isomor-
fisme, siis G peegeldab piire.

Toestus. Vaateleme funktorit F': D — A, kus D on véike kategooria ja I = Dy. Olgu (L, (pi)icr) =~
lim F, siis (G(L), (G(pi))ier) ~ Um(GF). Kui niiiid (M, (¢;)icr) € cone(F) ja (G(M), (G(¢:))icr) =
lim(GF), siis kategoorias cone(F) leidub iiheselt médratud morfism m : (M, (¢;)icr) — (L, (pi)icr)- Siis
aga G(m) on iiheselt médratud morfism kategoorias cone(GF') kahe 16ppobjekti vahel ning seega G(m)
on isomorfism. Eelduse pohjal on ka m on isomorfism ja seega paar (M, (¢;)icr) on funktori F' piir. m

Lause 5.72. Tdielik ja tapne funktor peegeldab piire.

Toestus. Olgu funktor G : A — B tiielik ja tépne, olgu F' : D — A funktor, (L, (p;)icr) € cone(F)
ja (G(L), (G(pi))ier) = Iim(GF). Kui (Q, (¢;)icr) € cone(F), siis leidub iiheselt m#éiratud morfism b :
G(Q) — G(L) nii, et G(p;)b = G(¢;) iga i € T korral.

G(
|
Glas) i” G(ay)
biny. G(L) a0
(GF)(i) — = (GF)()

Kuna G on tiielik, siis leidub selline m : Q@ — L, et b = G(m), ning kuna G on tépne, siis p;m = ¢; iga
i € I korral. Kui ka p;m’ = ¢; iga i € I korral, kus m’ : Q — L, siis G(p;)G(m') = G(¢;) iga i € T korral,
millest b ithesuse tottu jéreldub, et G(m’) = b = G(m). Kuna G on tipne, siis m =m’. =

Niited 5.73. 1. Unustav funktor U : Gr — Set peegeldab piire.

2. Unustav funktor kategooriast Top kategooriasse Set ei peegelda piire.

5.7. Piirid funktorite kategoorias

Selles paragrahvis uurime, kuidas leida piire funktorite kategooriates.
Olgu A, C, D kategooriad ning F : D — Fun(C, A) funktor. Tahistame I = Dy ja J = Cy. Vaatleme
fikseeritud j € J korral eeskirja

kus F(d); on loomuliku teisenduse F(d) : F(i) = F(i') j-komponent. Kuid:4i — 4, d :i — i’ on
morfismid kategoorias D, siis F' funktoriaalsuse ja loomulike teisenduste komponeerimisreegli pchjal

(F(=)@)(d'd) = F(d'd); = (F(d)F(d); = F(d);F(d); = (F(=)()(d)F(=)([))(d).
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Samuti (F'(—)(4))(1;) = F(1,); = (lp(i))j = 1p(i)(;) ning seega F'(—)(j) on funktor.

Lause 5.74. Olgu A,C, D kategooriad, kusjuures C ja D on vdiksed, ning olgu F' : D — Fun(C, A) funktor.
Kui iga C € Cy korral funktoril F(—)(C) : D — A on piir olemas, siis ka funktoril F' on piir olemas ning
see piir on arvutatav punktiviisiliselt.

Toestus. Tahistame I = Dy ja J = Cy. Iga j € J korral olgu
(LG): Wit ) = tim F(=)(5). (14)
Kui c¢: 7 — j' on morfism kategoorias C, siis D iga morfismi d : i — i’ korral
F(d)j (F(i)(e))p] = (F(E) () F(d);p] = (F()(c)p)-
Jarelikult ( L(j), ((F(z)(c))pf)zel> € cone(F(—)(j')) ning seega leidub selline itheselt méiratud morfism
L(c) : L(j) — L(j"), et iga i € I korral

vl L(e) = (F(i)(e)p]. (15)

F@OG) o LG F)G)

roe) 7 TN ree

F@)(")

Veendume, et niimoodi defineeritud L : C — A on funktor. Kui ¢: j — j' ja ¢ : 5 — j” kategoorias C,
siis iga ¢ € I korral

pl L(ce) = (F()(ce))p] = (F) () (F @) (e)pl = (FE)()) 0] Lie) = p] L(¢)L(e),
millest L(c'c) = L(¢)L(c). Vordustest
plL(1;) = (F()(1;)p] = 1F(i)(j)p? = pflL(jy

i € I, saame aga, et L(1;) = 11;). Seega L on funktor.

Vordustest jireldub, et p; = (pz ) S L = F(i) on loomulik teisendus.
JjE

LG) — " F(0)())
L(c) lF(i)(c)
L) —— F()()

Néitame, et (L, (p;)ier) on funktori F' piir kategoorias Fun(C, .A). Selle piiri punktiviisilisust viljendab
valem

(1 7)) ) = (PO )
mis iitleb, et funktori F piiri lim;e; F(4) : C — A viirtus kohal j € J on funktorite F(i) : C — A
védrtuste (kohal j) piir. _ '

Kuna kehtib 1) siis iga morfismi d : ¢ — ¢’ jaiga j € J korral (F(d)p;); = F(d);p! = p!. Seega kehtib
vordus F'(d)p; = py» loomulike teisenduste vahel ja (L, (p;)icr) € cone(F'). Kui ka (Q, (gi)ier) € cone(F),
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siis (Q(J), ((gi);)ier) € cone(F(—)(j)) iga j € J korral, mis annab sellise iiheselt méératud morfismi
m; : Q(j) = L(j), et plm; = (¢;); iga i € I korral.

F(3) @

F(d);

Siis m = (m;)jes : @ = L on loomulik teisendus, sest C iga morfismi ¢ : j — j" korral

P} L(c)m; = (F()(e)pim; = (F()(€)(a:); = (0:);Q(c) = p} myQ(e)

ja seega L(c)m; = m;:Q(c). Teisendus m rahuldab vordust p; o m = g;.

Q) — " L(j) QG) — " F(i)(j)
Q(C)l L(c) Q(C)L lF(i)(C)
Q") gy L(j") Q") T F(i)(5")

Kui ka n = (nj)jes : @ = L on selline loomulik teisendus, et p; on = g;, siis pgnj = (q;);igajeJ
korral. Morfismide m; iihesuse tottu m; = n; iga j € J korral, s.t. m=n. m

Toestatud lausest jareldub vahetult jargmine tulemus.

Teoreem 5.75. Kui A on tiielik kategooria ja C viike kategooria, siis kategooria Fun(C,.A) on tdielik.

Niide 5.76. Olgu D = {1 LT R 2} tagasitdmbajaid defineeriv kategooria niitest |5.53(5).
Vaatleme funktorit F' : D — Fun(C,.A)
K
da — ‘/ﬁ
H

] —> _—
d1 o

|
O<—1

Q

Siis lause iitleb seda, et funktori F' piiriks on kolmik (P, m, p), kus funktor P : C — A on objektidel
j € J defineeritud kui funktori F(—)(j) : D — A

2 K(j)
F)0): wooo g
1 —a 0 G(j) o H(j)

piir, s.t. P(j) (koos projektsioonidega p{,pé) on morfismide «;, 5; tagasitombaja kategoorias A. Projekt-
sioonid 7: P = G ja p: P= K on aga 7™ = p1 = (p])jes, p = D2 = (p})jes. Seega

(Py)jes

P(j) K(j) P———-K
on konservatiivne ruut v on konservatiivne ruut
. 1 JY .
" ” ilg{?%tﬁggoj lisorfal = e ’ kategoorias Fun(C, A).
G(j) ——= H(j) G
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Lause 5.77. Vaatleme viikest kategooriat C ja kovariantset Yoneda sisestust Y : C — Fun(C°P, Set), mis
on antud jargmiselt:

Cr—>C(-,0)
f C(—.f) .

C'——C(—,C")
Funktor 'Y sdilitab piire.

Toestus. Olgu D viike kategooria, I = Dy ja F : D — C funktor, mille piir on (P, (p;)ier). Tuleb
toestada, et (C(—, P), (C(—,p;))ics) =~ lim(Y F). Ténu lausele siiilitab funktor C(C,—) : C — Set
piire (selles lauses esineva funktori F' asemel vaatleme funktorit Y F'). Jarelikult on iga C' € Cy korral

(C(Ca P)a (C(C,pi))ie]) ~ hm(C(C’, 7) o F)

Kuna C(C,—) o F = C(C,F(—)) = (YF)(—)(C) : D — Set, siis lause toestuse pohjal on funktori
Y F piiriks (L, (1;)ier), kus I; = (C(C,pi))cec, ja L : C°P — Set on funktor, mis on defineeritud nii, et
L(C) = C(C, P) ja kui ¢ : C — C’ kategoorias C, siis L(c) : C(C',P) — C(C, P) on (vt. (I5)) iiheselt
méédratud morfism, mille korral C(C’, p;) o L(c) = (Y F)(3)(c) o C(C, p;) ehk

(pio—) o L(e) = Cle, F(i)) o (pro =) = (= o) o (ps 0 ).

See téhendab, et L(c) = —oc: C(C',P) — C(C, P) ja seega L = C(—, P). Samuti l; = C(—, p;), sest
(lLi)e =C(C,p;) = pi o — =C(—,pi)c (vt. niidet [£.5). m

5.8. Ulesanded

Ulesanded 5.78. 1. Kas sinu lemmikkategoorias on olemas (ko)korrutised, (ko)vordsustajad voi ta-
gasitombajad? Kas ta on (ko)téielik?

2. Olgu C loplike korrutistega kategooria. Niidata, et leidub funktor — x — : C x C — C, mis on
defineeritud vordustega

(-=x=)(A,B) := AxB,
(—x=)f,9) = fxg:AxB—AxB,

kus f: A — A, g : B — B’ kategoorias C ja f X g on iiheselt méiratud morfism, mis muudab
diagrammi

A< axB—P2 o

A A" x B’ B’

Par Ppr

kommutatiivseks. (Funktorit kahe kategooria korrutisest kolmandasse kategooriasse nimetatakse
tihti bifunktoriks.)

3. Niidatata, et {iheski mittetriviaalses rithmas, mida vaadeldakse iitheobjektilise kategooriana, ei ole
binaarseid korrutisi.

4. Olgu (F,e) morfismide f,g: A — B vordsustaja. Tdestada, et e on isomorfism parajasti siis, kui

=g

5. Tuua n#ide kategooriast C, kus on kaks morfismi f,g : A — B, millel ei leidu kovordsustajat
kategoorias C. (Népuniiide: voib vaadelda kategooria Set alamkategooriaid.)

6. Téestada, et tuumapaaride projektsioonid on retraktsioonid.

7. Defineerida koonuste morfismi moiste loomulike teisenduste abil.
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8.

10.

11.

Toestada, et kui f on monomorfism ja (P,p1,p2) on morfismide f ja g tagasitombaja, siis ps on
monomorfism.

Toestada otse, et konservatiivsed ruudud saab (kanooniliselt) konstrueerida korrutiste ja vordsus-
tajate abil. Tépsemalt, olgu f: A — C ja g : B — C kaks morfismi kategoorias C. Toestada, et
kui (A X B,pa,pp) on A ja B korrutis ja kui (F,e) on fpa ja gpp vordsustaja, siis vilimine ruut
diagrammis

E pee B
e pPB
pae Ax B g
j
A C
f

on konservatiivne.
Toestada, et kui G : A — B ja H : B — C siilitavad koik piirid, siis ka HG : A — C siilitab koik
piirid.

Kategooria A ja fikseeritud objekti A € Ay jaoks anda funktori (A x —) : A — A definitsioon
analoogiliselt iilesandega 2. Tdestada, et kui A on 16plikult téielik, siis A x — séilitab vordsustajad.
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6. Kaasfunktorid

6.1. Motiveerivad niaited

Vaatleme vektorruumide (iile korpuse K) kategooriat Vecy, kus morfismideks on lineaarkujutused.
Unustav funktor U : Vecx — Set viib iga vektorruumi V' tema elementide hulgaks. Iga hulga X korral
leidub vektorruum Vy, mille jaoks X on baasivektorite hulk: see koosneb koigist X elementide formaal-
setest lineaarkombinatsioonidest k1xq1 + ... + knxy, ki,...,k, € K, koos loomulikul viisil defineeritud
tehetega. Iga kujutuse f : X — Y saab laiendada lineaarkujutuseks Vx — Vi nii, et tulemuseks on
funktor F' : Set — Veck. See funktor on objektidel defineeritud vordusega F(X) = Vy, kus X on hulk,
ja morfismidel vordusega

F(f)(kll‘l + ...+ knxn) = klf(l'l) + ...+ knf(fﬁn)
Iga hulga X ja vektorruumi W korral leidub bijektiivne kujutus

oxw : Vecg (F(X),W) — Set(X,U(W)),
= flx

Selle poordkujutus Yx w : Set(X,U(W)) — Veck (F(X), W) laiendab iga kujutuse g : X — U(W)
itheselt médratud lineaarkujutuseks ¢ x w(g) =: f, : F(X) — W, mis ilmutatult on antud vordusega

(16)

fg(klxl +...F knxn) = klg(xl) +..o+ kjng(xn) (17)

(seega f, viib formaalsed lineaarkombinatsioonid vektorruumis F'(X) tegelikeks lineaarkombinatsiooni-
deks vektorruumis W). Osutub, et kujutused ¢x  on loomuliku teisenduse ¢ komponendid, kui
molemaid pooli vaadelda funktoritena X ja W suhtes. Selles veendumiseks piisab, kui kontrollida loomu-
likkust X ja W suhtes eraldi (vt. iilesnnet (1)). Loomulikkus X suhtes tdhendab, et iga kujutuse
k: X' — X korral diagramm

Veck (F(X), W) — 2 Set(X, U(W))
—oF (k) —ok
Veci (F(X'), W) ———— Set(X', U(W))

on kommutatiivne. Toéepoolest, iga lineaarkujutuse f : F(X) — W ja iga elemendi z € X’ korral

[(=ok)opxwl(f)(@) = (exw(f)ok) (@)= flx(k(x)) = f(k(x)) = f(F(k)(x)) = (fo F(k))|x(x)
= lexw(f o F(R)l(x) = [pxw o (= o F(R))](f)(2)-

Sarnane arutlus annab, et ¢ on loomulik W suhtes. Veelgi enam, kujutus, mis saadab iga x € X samaks
elemendiks z, mida vaadeldakse Vx vektorina, on morfism tx : X — U(Vx) = (UF)(X) kategoorias Set.
Mistahes vektorruumi W ja kujutuse g : X — U (W) korral on lineaarkujutused f, : Vx — W iiheselt
médratud lineaarkujutused, mis laiendavad kujutust g, s.t. muudavad kolmnurga

X > U(Vy) Vx
| |

| |

v UG e

Y A
Uw) w

kommutatiivseks.
On veel teisi sarnaseid néiteid. Hulkade S, T ja R korral leiduvad bijektiivsed kujutused

s,k Set(S x T, R) — Set(S, Set(T, R)),

mis on antud voérdusega

[os,rR(F)($)I(E) == f(s,1)
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iga kujutuse f: S x T — R ja mistahes elementide s € S, t € T,r € R korral. Selline ¢ on loomulik S ja
R (aga ka T') suhtes. Kui hulk T on fikseeritud ja defineerime F, G : Set — Set kui funktorid F':= — x T
ja G := Set(T, —), siis bijektsioon votab kuju

vs.r : Set(F(S), R) — Set(S, G(R)).

Saab néidata, et moodulite A, B jaoks iile kommutatiivse ringi R ja Abeli riithma C' jaoks leidub
isomorfism
va,c:Ab(A®g B,C) — Modg(A,Ab(B, C)).

6.2. Kaasfunktorid

Definitsioon 6.1. Olgu A ja B kategooriad. Adjunktsioon kategooriast A kategooriasse B on kolmik
(F,G,p): A= B, kus F': A— BjaG:B— Aon funktorid ja ¢ = (va,B)(4,B)e4,xB, On bijektiivsete
kujutuste

pap: B(F(A),B) = A(A,G(B)) (18)
siisteem, mis on loomulik A ja B suhtes. Kui (F, G, ¢) : A — B on adjunktsioon, siis iitleme et F' on G
vasakpoolne kaasfunktor ja G on F' parempoolne kaasfunktor ning kirjutame F - G.

Funktor B(F(—), —) avaldise vasakul poolel on bifunktor

Fx1
AP x BB Bop x B oM gt

mis tegutseb jargmiselt:
(4, B) ——— B(F(A), B)

(kOP,h)J/ ‘hooF(k) )

(4, B") —— B(F(4"), B')

Bifunktor A(—, G(—)) : A°? x B — Set on defineeritud analoogiliselt. Seega bijektsioonide ¢ loomulikkus
tihendab, et mistahes morfismide k : A’ — A ja h : B — B’ korral diagrammmid

PA,B $A,B

B(F(A),B) A(A,G(B)) B(F(A), B) A(A,G(B))
—oF' (k) ‘/—ok ho— G(h)o—
B(F(A),B) ———> A(A,G(B)  B(F(A),B) — > A(AG(B")

kommuteeruvad (vt. iilesannet (1)). See tidhendab, et kategooria A iga morfismi k : A" — A ja
kategooria B mistahes morfismide h : B — B’ ja f : F(A) — B korral

oa B(fE(K) = wap(fk, (19)
¢A7B’(hf) = G(h)%@AB(f)- (20)

Definitsioon 6.2. Olgu G : B — A funktor ja A € Ay. Universaalne morfism objektist A funktorisse
G on objekti A G-aluste objektide kategooria (A | G) algobjekt (vt. niidet [3.15).

Seega universaalne morfism objektist A funktorisse G on paar (u, B), mis koosneb objektist B € By
ja kategooria A morfismist u : A — G(B), nii et iga paari (g, B"), kus B’ € By ja g : A — G(B’), jaoks
leidub selline iiheselt médratud morfism f : B — B’ kategoorias B, et G(f)u = g. Teiste sonadega, iga
morfism A — G(B'), B’ € B, tegurdub iiheselt lébi universaalse morfismi w.

A—"=G(B) B
‘ |

| I

g R

A Y

G(B) B’

Duaalselt saab defineerida universaalsed morfismid funktorist F' : A — B objekti B € By. Kuna alg-
ja loppobjektid on iihesed isomorfismi tépsuseni, siis ka universaalsed morfismid on iihesed isomorfismi
tépsuseni.
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Teoreem 6.3. Adjunktsioon (F,G, ) : A — B mddirab dira

1. loomuliku teisenduse n : 14 = GF, nii et iga objekti A € Ay korral paar (na, F(A)) on universaalne
morfism objektist A funktorisse G ja iga f : F(A) — B korral

vaB(f) =G(f)na: A— G(B); (21)

2. loomuliku teisenduse € : FG = 13, nii et iga objekti B € By korral paar (G(B),eg) on universaalne
morfism funktorist F' objekti B ja iga g : A — G(B) korral

¢ap(9) =epF(g): F(A) = B. (22)

Veelgi enam, kompositsioonid (Gxe)o(nxG) ja (exF)o(F xn) on samasusteisendused vastavalt funktoril
G ja F.

n*xG Gxe Fxn exF

G GFG G, F FGF F. (23)
Loomulikku teisendust n nimetatakse adjunktsiooni iihikuks ja loomulikku teisendust € koiithikuks.

Mirgime, et (3) ja (4) pohjal teiseneb tingimus niinimetatud kolmnurksamasusteks

G(ep)nay = la), erm)F(na) = 1ray, (24)
A€ Ay, B € By, s.t. kolmnurkade

G(B) 2. (GFG)(B) F(a) 2" (FGF)(A)
\ ‘G(EB) \ lsm) (25)
i¥e19:)) 1r(a)
G(B) F(A)

kommutatiivsuseks.
Toestus. 1. Iga A € Ay korral votame avaldises B := F(A) ja defineerime morfismi 74 : A —
(GF)(A) vordusega
na = para)(lra)) (26)
Vordusest jéreldub siis, et iga morfismi f : F(A) — B korral
vaB(f) =vaB(flrwm) = G(f)oarwm(lrwm) = G(f)na.

Et toestada (na, F'(A)) universaalsus oletame, et g : A — G(B) on morfism kategoorias .A. Siis ‘PZ,IB (g9):
F(A) — B kategoorias B ja vordust kasutades saame, et

Glea's(@)ma = vanles's(9) =g

A5 (GF)(A) F(A)
| |
p : G(ealp(9) : ¢a5(9)
\ \
G(B) B

Kui ka G(h)na = g mingi morfismi h : F(A) — B korral, siis vordusest g = ¢4, g(h) jéreldub ¢, '5(g) = h.
Seega 14 on universaalne morfism objektist A funktorisse G. 7

Toestamaks, et 7 = (n4)aeca, : 14 = GF on loomulik teisendus, vaatleme kategooria A morfismi
k: A" — A korral diagrammi

A (GF)(A)
k (GF)(k)

A

(GF)(A)

54



Selle kommutatiivsus jareldub vorduste ahelast

(GF)(k)na

(GF)(E)par,pan(Ipan) = earpa)(F(E)lpany) = ea,ray(1pa)yF(E))
= a,r)(lra))k =nak,

kus me oleme kasutanud vordusi , ja . Neid arvutusi voib illustreerida jargneva kommutatiivse
diagrammi abil:

F(k)o— —oF(k)

B(F(A), F(A")) B(F(A'), F(A)) <————— B(F(4), F(4))

PAl F(AT) PA’F(A) PAF(A) .

A4 (GF)(AT)) A4’ (GF)(4)) A(A, (GF)(A))

(GF)(k)o— —ok

2. Iga B € B korral votame avaldises A := G(B) ja defineerime morfismi ep : (FG)(B) - B
vordusega

EB ‘= (PE:zB),B(lG(B)) (27)
See osutub universaalseks morfismiks funktorist F' objekti B ja saab niidata, et 90;1,13 (9) = epF(g) iga
g: A — G(B) korral.
Lopuks, kolmnurgad kommuteeruvad, sest vorduste (27), (21)), ja (22) tottu

laBy = ¢aB),sler) = G(EB)Nas),

lpay = ©alpa(a) = era Fna).

Osutub, et funktori (vasakpoolne v6i parempoolne) kaasfunktor on isomorfismi tépsuseni iiheselt
médratud.

Lause 6.4. Kui FF G ja F' 4G, siis F = F'.

Toestus. Olgu n : 14 = GF jan' : 14 = GF' vaadeldavate adjunktsioonide iihikud. Kuna iga
A € Ay korral on (na, F(A)) ja ja (1/y, F'(A)) universaalsed morfismid objektist A funktorisse G, siis
on nad molemad kategooria A | G algobjektid ja seega isomorfsed selles kategoorias. See tiahendab, et
leiduvad sellised iiksteise poérdmorfismid g4 : F(A) — F'(A) ja hy : F'(A) = F(A), et

G(ga)na =ny ja G(ha)ny = na.
Toestamaks, et ¢ = (ga)aca, : F'= F’ on loomulik teisendus, peame veenduma, et diagramm

gA

F(A) — L FI(4)

F(k)‘/

F(A")

gar

on kommutatiivne kategooria A iga morfismi k : A — A’ korral. Ténu 74 universaalsusele leidub iiheselt
médratud morfism b : F(A) — F'(A’) nii, et G(b)na = n'y k.

A—" G(F(4)) F(4)
| |

k : G : b
Y \

Al G(F'(A") F'(A)
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Kasutades 1 ja 1’ loomulikkust diagrammide

/

A—" o (GF)(A) A—"" ~ (GF)(A)
k (GF')(k) k (GF)(k)
A’ (GF')(A") A (GF)(A")
7714/ Uy

kommutatiivsuse ndol saame aga, et

G(F'(k)ga)na = (GF")(k)G(ga)na = (GF')(k)ny = na k,
G(ga F'(k))na = G(ga )(GF)(k)na = G(ga)nark = sk,

millest b iihesuse tottu jéareldubki, et F'(k)ga =b=ga F(k). m

Teoreem 6.5. Iga adjunktsioon (F,G,¢) : A — B on tdielikult dra mddratud jargmise loetelu iga punkti

poolt.
1.

Funktorid F, G ja selline loomulik teisendusn : 14 = GF, et igans : A — (GF)(A) on universaalne
morfism objektist A funktorisse G. Siis p on defineeritud vordusega .

Funktor G : B — A ja iga A € Ay korral objekt Fo(A) € By ning universaalne morfism na : A —
G(Fy(A)) objektist A funktorisse G. Siis funktor F' on objektidel antud kujutusega Fy ja morfismidel
k:A— A" on defineeritud vordusega G(F (k))na = nak.

Funktorid F, G ja selline loomulik teisendus € : FG = 1p, etigacp : (FG)(B) — B on universaalne
morfism funktorist F objekti B. Siis 0~ on defineeritud vordusega @

. Funktor F : A — B ja iga B € By korral objekt Go(B) € Ay ning universaalne morfism g :

F(Go(B)) — B funktorist F objekti B.

Funktorid F,G ja sellised loomulikud teisendused n : 14 = GF ja e : FG = 1p, et mélemad
kompositsioonid on samasusteisendused. Siis ¢ on defineeritud vordusega ja @~ vordusega

Toestus. 1. Olgu A € Ag ja B € By. Morfismi n4 : A — (GF)(A) universaalsus tdhendab, et iga
morfismi g : A — G(B) jaoks leidub tépselt iiks morfism f : F(A) — B, mis muudab kolmnurga

A"~ (GF)(A)
|
) G
Y
G(B)

kommutatiivseks. See tdhendab tépselt seda, et vordus

Ya,s(f) =G(f)na

defineerib bijektsiooni ¥4 5 : B(F(A), B) — A(A, G(B)).
Kategooria A iga morfismi k : A” — A korral on diagramm

A" (GF)(A)
k (GF)(k)

A— = (GF)(4)

nA

kommutatiivne ning jirelikult iga B morfismi f : F/(A) — B korral

Ya.B(fk = G(f)nak = G(f)GF)(k)na = G(fF(K))nar = Yar s(fF(K))-
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Seega 1) on loomulik A suhtes. Mistahes morfismide h: B — B’ ja f : F(A) — B korral kategoorias B

G(h)vas(f) = Gh)G(f)na = G(hf)na = vap (hf)

ja seega ¥ on loomulik ka B suhtes.

B(F(A), B) — 2"~ A(4,G(B)) B(F(A), B) — "+ A(4,G(B))
—oF (k) ‘/—ok ho— G(h)o—
B(F(A'), B) — > A(A',G(B)) B(F(4), B') — —— A(A,G(B)

Niisiis oleme saanud adjunktsiooni (F, G, ). Juhul kui 7 oli ithik, mis oli saadud adjunktsioonist (F, G, ¢),
siis ¢ = ¢, sest vorduse tottu Ya,5(f) = G(f)na = ¢a,p(f) iga morfismi f : F(A) — B korral.

2. Néitame, et punkti 2 andmeid saab tdiendada punkti 1 andmeteks ja seega nad méiiravad &ra
adjunktsiooni. Punktis 2 on meil antud ainult universaalne morfism (94, Fy(A)) iga A € Ay korral.
Niitame, et on tépselt iiks voimalus muuta Fy funktoriks F' : A — B, mille korral n : 14 = GF oleks
loomulik teisendus. Kategooria A iga morfismi k : A — A’ korral jéreldub 74 universaalsusest, et leidub
ithene morfism Fy(A) — Fy(A’), mida tdhistame F(k), nii et diagramm

A—"1 5 G(Fy(A)) Fo(A)
| |
k : G(F(k)) F(k) :
Y ¥

A G(R(A)) Fo(A)

kommuteerub. Kui I : A" — A” on ka A morfism siis vaatleme kommutatiivset diagrammi

A—" G(Fy(A)) Fy(A)
| |
k (GF(R)  F()|
\ \

A, na’ G(F()(lz4l)) F()(A,) .

|
! GEW) RO |
\ \

A// T G(FO(A//)) FO(A//)

Kuna F(lk) : Fo(A) — Fy(A”) on ithene morfism, mille korral na»lk = F(lk)na, aga teisest kiiljest ka
nanlk = G(E()nak = GED))G(E(R)na = GEDF(K))na,

siis peab kehtima vordus F(I)F(k) = F(lk). Ilmselt F(14) = 1p,(a) ning seega F' on funktor. Ténu F
definitsioonile on 7 : 1 4 = GF loomulik teisendus.

Viide 3 on duaalne viitega 1 ja viide 4 viitega 2.

Pa,
5. Iga A € Ag ja B € By korral defineerime kaks kujutust B(F'(A), B) = A(A, G(B)) vordustega
0a,B
pas(f) = G(f)na,
0a.8(9) = eBF(9),

f:F(A) = B, g: A— G(B). Kasutades G funktoriaalsust, n loomulikkust ja esimest kolmnurksamasust

Saame

(pa,Bla,B)(9) = ¢anpepl(g) = G(epF(g9))na = G(ep)(GF)(g)na
= G(eB)nam9 = lam)g =9
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Seega wa plap = laaqpy- Duaalselt 04 ppap = lpra),B) ning seega on @4 p bijektsioon. Et
veenduda ¢ loomulikkuses, see tdhendab, vorduste ja kehtimises suvaliste morfismide k : A" —
A h:B— B ja f: F(A) — B korral, paneme téhele, et

paB(fF(R) = G(fF(E)na = G)GF)(k)na = G(f)nak = ea,p(f)k,
eap (hf) = G(hf)na=GR)G(f)na = G(h)eas(f).

Jarelikult oleme saanud adjunktsiooni (ja kui alustasime mingi adjunktsiooniga, siis on see téipselt sama,
millest alustasime). m

Teoreem [6.5] on viiga kasulik. Néiteks osa 2 lubab konstrueerida adjunktsiooni, kui leidub universaalne
morfism A igast objektist A funktorisse G : B — A. Vaatleme niiteks kategooriat B ja diagonaalfunk-
torit

A:B—=BxB, B—(B,B), f—(ff).

Kui kategoorias B on olemas 15plikud kokorrutised, siis iga paari (B, B") € (B x B)o jaoks leidub univer-
saalne morfism (up,up:) : (B,B’) = A(B]] B’), nimelt morfsimideks up : B — B[ B’ jaup : B’ —
B[ B’ voib votta kokorrutise sisestused. Teoreemi pohjal jareldame, et kujutus (B, B’) — B[] B’
defineerib funktori — [[ — : B x B — B objektidel ja saadud funktor on diagonaalfunktori A : B — B x B
vasakpoolne kaasfunktor, — [ — 4 A:

B (BHB’, C) ~ (B x B) (B, B'), A(C)) = B(B,C) x B(B',C).

Analoogiliselt, kui kategoorias 4 on olemas 16plikud korrutised, siis defineerivad nad funktori — x — :
Ax A— Anii, et A+ —x —:

(A x A) (A(C), (A, A')) = A(C, A x A").

Vaatleme niitena veel kahte jarjestatud hulka A ja B kui kategooriaid (vt. ndidet 2)) Jérjestust
séilitavad kujutused A ja B vahel on kovariantsed funktorid ja jérjestust pooravad kujutused on kontrava-
riantsed funktorid. Vaatleme kahte jarjestust pooravat kujutust f : A — B, g : B — A kui kovariantseid
funktoreid

A ?f BeP
g

(vt. lauset . Siis f 4 g, kui
a < (gf)(a) kategoorias A ja (fg)(b) < b kategoorias B (ehk b < (fg)(b) kategoorias B)  (28)
igaa € Ajab e B korral. See jareldub teoreemist (5): loomulikkuse tingimused ja kolmnurksamasused
on automaatselt rahuldatud, sest jérjestatud hulgas on kahe objekti vahel {ilimalt iiks morfism. Seega
tingimus on samaviirne bijektsiooni B°P(f(a),b) — A(a, g(b)) leidumisega, mis taandub sellele, et
b < f(a) kategoorias B <= a < g(b) kategoorias A

iga a € A, b € B korral. Sellist olukorda jéirjestatud hulkade vahel nimetatakse Galois’ vastavuseks.
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6.3. Kaasfunktorite niited

Jargmine tabel loetleb moned kaasfuntorite niited.

A B F:A—B G:B— A adjunktsiooni iithik

1 | Set Vecg | X — Vx, unustav funktor U tx + X = U(Vx),
vektorruum baasiga X tekitajate sisestus (vt. [6.1)

2 | Set Gr X — F(X), unustav funktor U X - UF(X)),
vaba rithm tekitajate sisestus
tekitajate hulgaga X

3 | Gr Ab A AJA, sisestusfunktor A — AJA
abelistamise  funktor projektsioon faktorile
(vt. niidet (6))

4 | Dom,,| Field | D — Q(D), unustav funktor U tp : D = U(Q(D)),
jagatiste korpus D sisestus: a — 7

5 | Met Cmet | meetrilise ruumi sisestusfunktor X — X,
taielikustamine X sisestus tema tiieldisse

6 | Set Top X — (X,7), unustav funktor U 1y : X - X
7 diskreetne (diskreet-
se ruumi funktor)

7 | Top | Haus | (X,7) — (X,7)/Ax, | sisestusfunktor (X,7) = (X,7)/Ax,
faktor diagonaali su- projektsioon faktorile
lundi jargi

8 | Set Set —x T, Set(T,—) = ()7, S — Set(T,S xT), s — fs,
T on fikseeritud hulk T on fikseeritud hulk | kus fs(t) = (s,t)

9 | Modg| Ab - ®r B, Modg(B, —), A — Modg(B,A ® B),
B on fikseeritud R- | B on fikseeritud | a — f,, kus f,(b) =a®b
moodul R-moodul

10 | B? B 11:(B,B)~ B[]|B, | A: B+~ (B,B), sisestuste  paar
kokorrutis diagonaalfunktor up : B - B][B,

ug : B' = B]| B’

1] A A? A: A (AA), [T: (A4, A)—= AxA | d4: A= Ax A

diagonaalfunktor korrutisfunktor

Tabelis on &ra toodud ainult adjunktsiooni ithikud. Sarnased kirjeldused on olemas koiihikute jaoks.
Niiteks vektorruumis Vx baasiga X, kui tx(x) = T € Vx iga « € X korral (et eristada Vx vektoreid
hulga X elementidest), siis Vx elemendid on lineaarkombinatsioonid k1% + ... + k. ZTp, ks € K, z; € X.
Siis iga vektorruumi A korral on koiihik €4 : Vy(a) — A defineeritud vordusega ¢4 = gog(lA)’A(lU(A)),

kus 905(114)’14 = 1y(a),a on antud vordusega . Seega 4 = Yy(a),a(lua)) = fiyw (VE ja 1)
ja
EA(klal +...+ knan) = k;llU(A)(al) + ...+ knlU(A)(an) =kiay + ...+ kpan,.

Adjunktsioonis 4 on Dom,, koigi integriteetkondade kategooria, kus morfismideks on integriteetkon-
dade monomorfismid (mérgime, et iga korpuste homomorfism on kindlasti monomorfism). Iga integ-
riteetkonna D korral annab tuntud konstruktsioon D jagatiste korpuse Q(D) koos monomorfismiga
tp : D — Q(D), a — ¢. Kui K on mistahes korpus ja g : D — U(K) on monomorfism, siis leidub
itheselt médratud homomorfism f : Q(D) — K, nii et U(f)tp = g. Seega tp on universaalne morfism
objektist D funktorisse U. Samas suuremas kategoorias Dom, kus morfismid on koik integriteetkondade
homomorfismid, ei leidu universaalset homomorfismi (néiteks) objektist Z unustavasse funktorisse U. See
jéreldub faktist, et iga algarvu p jaoks leidub siirjektiivne homomorfism Z — Z,,.

Adjunktsioonis 5 on Met koigi meetriliste ruumide kategooria, kus morfismideks on kaugust séilitavad
kujutused (need peavad kindlasti olema injektiivsed). Kategooria Cmet on kategooria Met tiielik alam-
kategooria, kus objektid on tédielikud meetrilised ruumid. Meetriliste ruumide téielikustamisprotsess in-
dutseerib funktori Met — Cmet, mis on vasakpoolne kaasfunktor sisestusfunktorile Cmet — Met. Harilik
meetrilise ruumi sisestus X — X tema tiieldisse on selle adjunktsiooni iihik.

Adjunktsioonis 6 viib unustava funktori Top — Set vasakpoolne kaasfunktor iga hulga X topoloogili-
seks ruumiks (X, 7), kus 7 on diskreetne topoloogia hulgal X.

Adjunktsioonis 7 on Haus kategooria Top téielik alamkategooria, mis koosneb koigist Hausdorffi ruumi-
dest. Topoloogiline ruum (X, 7) on Hausdorfi ruum parajasti siis, kui tema diagonaal Ax C X x X
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on kinnine. Sisestusfunktoril Haus — Top on vasakpoolne kaasfunktor F' : Top — Haus, kus F(X,7) =
(X, 7)/Ax on topoloogilise ruumi (X, 7) faktor tema diagonaali sulundi Ax C X x X jirgi, mis téepoolest
on ekvivalentsiseos.

6.4. Kaasfunktoriteoreem

Kaasfunktoriks olemine on tihedalt seotud piiride séilitamisega.
Lause 6.6. Kui funktoril G : B — A leidub vasakpoolne kaasfunktor, siis G sdilitab koiki piire, mis
kategoorias B olemas on.

Toestus. Olgu (F,G,¢) : A — B adjunktsioon. Vaatleme kategooriat D ja kirjutame I = D.
Oletame, et (L, (pi)icr) on funktori D : D — B piir. Peame tdestama, et (G(L), G(p;)icr) on funktori
GD piir. Selleks piisab toestada universaalomadus.

Vaatleme koonust (A, (¢;)ier) funktoril GD.

D(d)

Iga i € I korral r; := Lp;‘lD(i) (g;) : F(A) — D(i) on morfism kategoorias B. Siis kategooria D iga morfismi
d : 1 — j korral jareldub ruudu

—1
YA, D)

ri € B(F(A),D(i)) =————— A(4,(GD)(¥)) > ¢

D(d)o— (GD)(d)o—

B(F(A), D(7)) A(4, (GD)(7))

—1
P A,D(j)
kommutatiivsusest see, et
v = Cap; (@) = €1 (GD)d)a) = D(d)e,'p (a:) = D(d)rs,

ning seega (F'(A), (r;)ier) on koonus funktoril D. Jarelikult leidub selline {iheselt méératud morfism
r:F(A) — L, et p;r =r; iga ¢ € I korral. Téhistades ¢ := 4,(r) : A — G(L) ja kasutades ruudu

re B(F(A),L) par A(A,G(L)) 3¢
pio— G(pi)o—
B(F(4), D(i)) — = A(A, G(D()

kommutatiivsust saame, et

G(pi)a = G(pi)pa,L(r) = vapu(Pir) = a,pe) (i) = €.

Kuika ¢ : A — G(L) on selline, et G(p;)¢’ = ¢; iga i € I korral, siis kasutades veelkord eelneva ruudu
kommutatiivsust saame

ap0)(PivaL(d) = Gpi)d = g = ap)(ri),

millest kujutuse ¢ 4, p(;) injektiivsuse tottu jireldub, et pigog}L (¢') =r; igai € I korral. Ténu r ithesusele
saame @Z}L(q’) = r, mis tdhendab, et ¢ = pa (r) =q. =

Lause [6.6] duaalne lause iitleb, et funktor, millel leidub parempoolne kaasfunktor, séilitab koiki kopiire.
Seega iilaltoodud néidete tabeli neljanda veeru funktorid F' séilitavad koiki kopiire.
Kehtib ka vastupidine tulemus, On kasulik teada, et kehtib ka vastupidine
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Teoreem 6.7 (Kaasfunktoriteoreem). Olgu B tdielik kategooria. Funktoril G : B — A leidub vasakpoolne
kaasfunktor parajasti siis, kut G sdilitab piire ja on rahuldatud lahendihulga tingimus:
iga A € Ay korral leidub objektide hulk S C By nii, et

(VB € By)(Vf : A— G(B))(3B' € Sa)(3f': A— G(B")(3h: B' = B)(G(h)f' = f).

AL -6 B
| |

| |

; G h

A Y

G(B) B

Toestus. Selles kursuses me kaasfunktoriteoreemi ei toesta. m

Mirkus 6.8. Vaib mdrkida, et kui kategooriad A ning B on piisavalt kenad, siis piisab vasakpoolse kaas-
funktori olemasoluks piiride sdilitamisest. Niiteks kehtib see siis, kui A ning B on algebrate muutkonnad
universaalalgebra mattes.

6.5. Kategooriate ekvivalentsus

Meenutame, et funktor G : B — A on téielik ja tépne (vt. definitsiooni , kui mistahes objektide
B, B’ € By korral on kujutus

GBE' . B(B,B) = A(G(B),G(B')), hw G(h)
bijektiivne.
Lause 6.9. Olgu (F,G,¢) : A — B adjunktsioon ning olgu n : 14 = GF ja e : FG = 1 selle
adjunktsiooni ihik ja koihik (vt. teoreemi . Siis
1. G on tdielik ja tdipne parajasti siis, kui € on loomulik isomorfism;
2. kui e on loomulik isomorfism, siis ka n* G ja F xn on loomulikud isomorfismid.

Toestus. 1. Tarvilikkus. Peame néitama, et iga B € By korral e : (FG)(B) — B on isomorfism
kategoorias B. Olgu B € By. Siis kategooria A morfismi 7gp) : G(B) — (GFG)(B) jaoks leidub G
téielikkuse tottu selline morfism hp : B — (FG)(B), et ng(p) = G(hp). Jérelikult

G(ephp) = G(ep)G(hp) = G(ep)nas) = lam) = G(1B),

kus eelviimane vordus kehtib kolmnurksamasuse tottu. Tanu G tépsusele saame vorduse eghg = 15.

Kasutades vordusi ja saame

va),rey)(hpes) = G(hpep)nas) = G(hp)G(ep)na) = G(he)las) = Nas)

= lereymnam) =G (Lra)s) 1as) = vam),.ra ) (Lra s)) »

kust hpep = 1(rg)(B) kujutuse g (p),(rFa)(B) injektiivsuse tottu. Seega ep on isomorfism.
Piisavus. Kui ¢ on loomulik isomorfism, siis iga B, B’ € By korral on kujutus —oep : B(B,B’') —
B((FG)(B), B') bijektiivne (tema poérdkujutus on — o ep'), seega ka kompositsioon

—oep ¥Yc(B),B’

B(B,B’) B((FG)(B),B) A(G(B),G(B))

on bijektiivne. Osutub, et see kompositsioon ongi Gf’B , sest

(paBy,Br o (—0ep))(b) = va),p (bep) = G(bep)na) = G(b)G(eB)nas) = G(b).

iga morfismi b : B — B’ korral.

2. Kui € on loomulik isomorfism, siis iga A € Ay ja B € By korral ep ja ep(4) on isomorfismid ja
seega kolmnurksamasustest G(ep)nc(p) = la(p) ja epa)F(na) = 1p(a) jareldub, et ka (n*G)p = ng(B)
ja (Fxn)a = F(na) on isomorfismid. m
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Definitsioon 6.10. Funktorit G : B — A nimetatakse kategooriate ekvivalentsiks, kui leidub funktor
F : A — B ning loomulikud isomorfismid 7 : 14 = GF ja ¢ : FG = 1. Sellisel juhul 6eldakse, et
kategooriad A ja B on ekvivalentsed.

Definitsioon 6.11. Funktor G : B — A on tihe, kui iga A € Ay korral leidub selline B € By, et
G(B) = A.

Teoreem 6.12. Funktori G : B — A jaoks on jdrgmised vdited samavidrsed.
1. Funktor G on kategooriate ekvivalents.

2. Funktoril G leidub selline vasakpoolne kaasfunktor F : A — B, et adjunktsiooni ihik n:14 = GF
ja koiihik € : FG = 1g on loomulikud isomorfismid.

3. Funktor G on tdielik ja tipne ning tal leidub tdielik ja tdipne vasakpoolne kaasfunktor F.
4. Punktor G on tdielik, tipne ja tihe.

Toéestus. 3. = 2. See jéreldub lausest [6.9] ja tema duaalsest lausest.

2. = 1. See on ilmne.

1. = 4. Leidugu funktor F': A — B ja loomulikud isomorfismid n : 14 = GF ja e : FG = 1g. Siis
iga A € Ay on isomorfne objektiga G(F(A)), kus F(A) € By, ja seega G on tihe.

Niitame, et F on téipne. Selleks oletame, et F(f) = F(g), kus f,g € A(A, A’). Siis ka (GF)(f) =
(GF)(g). Et n on loomulik teisendus, siis

naf = (GF)(f)na = (GF)(g)na = nag.

Kuna 74/ on isomorfism, siis saame, et f = g. Seega F' on tépne. Analoogiliselt saab néidata, et G on
tapne.
Toestame veel, et F on téielik. Olgu A, A’ € Ap ja g € B(F(A), F(A4')). Vaatleme morfismi

fi=nG(gna: A— A
Kuna 7 on loomulik teisendus, siis on diagramm
A—" 5 (GF)(4)
f (GF)(f)

Al

(GF)(A)

nar

kommutatiivne. Jarelikult
G(g)na =na f = (GF)(f)na.

Kuna n4 on isomorfism, siis saame siit, et G(g) = (GF)(f) = G(F(f)). Funktori G tépsuse tottu
g = F(f), millega on nédidatud F téielikkus. Funktori G jaoks on tdestus analoogiline.

4. = 3. Olgu G téielik, tdpne ja tihe. Peame konstrueerima G vasakpoolse kaasfunktori F' : A — B.
Selleks kasutame teoreemi [6.5] tingimust 2. Funktori G tiheduse tottu saame iga objekti A € Aj jaoks
valida objekti Fy(A) € By ja isomorfismi 74 : A — G(Fp(A)). Veendume, et 774 on universaalne morfism
objektist A funktorisse G. Olgu g : A — G(B) mingi morfism kategoorias A. Siis gn;' : G(Fy(A)) — G(B)
ning seega G tépsuse ja téielikkuse tottu leidub selline iiheselt médratud morfism f : Fy(A) — B, et
G(f) = gn3" ehk G(f)na = g.

A G(Ry(A)  Fo(A)

) G s

|
I

A
G(B) B

Kui ka G(f)na = g, kus f' : Fo(A) — B, siis G(f) = gny' = G(f'), kust f = f’, sest G on tipne.
Teoreemi tingimuse 2 pohjal leidub adjunktsioon (F,G, ), mille iithik on 7. Ténu morfimide 74
valikule on n = (4)ae4, loomulik isomorfism ja seega lause duaalse lause pohjal on F' téielik ja
tapne. m
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Seega funktori G : B — A jaoks kehtivad jargmised implikatsioonid:
G on isomorfism = G on ekvivalents = G omab vasakpoolset kaasfunktorit.

Naiited 6.13. 1. Kaoigi loplike hulkade kategooria Sety on ekvivalentne oma téieliku alamkategooriaga
Sety, mille objektid on hulgad N,, :={1,2,...,n}, n € N, ja tiihi hulk ) =: Nj.
Iga 1opliku hulga A jaoks valime vélja {ihe bijektsiooni n4 : A — Nj4|. See valik tuleks teha nii, et
kui A = N, siis 4 = ly,,. Vaatleme sisestusfunktorit I : Sety — Sety ja funktorit F' : Sety — Sety,
mis on defineeritud eeskirjaga
Ar— N|A|

f nefny’ .

B}—>N|B|

On lihtne néha, et 7 = (n4) ae(Set;)o * 1set; = IF jae = (In, )N, e(Set)o * F'1 = Lsety on loomulikud
isomorfismid.

2. Olgu K korpus, Veck koigi 16plikumdotmeliste vektorruumide (vélja arvatud nullruum) kategooria
ille K ja Matg kategooria, mille objektideks on naturaalarvud, morfismide hulk Matg (m,n) koos-
neb (m X n)-maatriksitest iile K ja morfismide komponeerimine on maatriksite korrutamine (vt.
niidet (1)). Niitame, et need kategooriad on duaalselt ekvivalentsed, s.t. Veck on ekvivalentne
kategooria Matg duaalse kategooriaga.

Selleks fikseerime igas mittetriviaalses 16plikuméotmelises vektorruumis V' mingi baasi eV ja defi-
neerime kontravariantsed funktorid

F :Vecy — Matg G :Matg —— Vecg
Vi——dimV mr—— K™
f ast el A (Aa-(=)"7
Ur——dimU n——— K",

kus A;V’eu on lineaarkujutuse f : V — U maatriks baaside ¢V ja eV suhtes. Defineerides iga
mittetriviaalse 16plikumédtmelise vektorruumi V' korral morfismi ny : V. — (GF)(V) = KdmV
kui lineaarkujutuse, mis viib vektori a € V tema koordinaatide vektoriks baasi eV suhtes, ja iga
naturaalarvu m korral morfismi &,, : (FG)(m) = m — m kui m-ndat jirku iihikmaatriksi E,,
saame noutavad loomulikud isomorfismid.

Kuigi kategooriate ekvivalentsus on noérgem seos kui isomorfsus, on see siiski piisavalt tugev, et koik
kategoorselt olulised omadused kanduksid mingilt kategoorialt iile temaga ekvivalentsetele kategooriatele.
Jargnevas néitame, et kui mingis kategoorias on olemas teatud tiiiipi piirid, siis temaga ekvivalentses
kategoorias on olemas sama tiiiipi piirid.

Lemma 6.14. Kui funktorid F,G : D — C on loomulikult isomorfsed, siis kategooriad cone(F) ja cone(G)
on isomorfsed.

Toestus. Olgu o : F = G loomulik isomorfism ja téhistame I = Dy. Defineerime funktorid

M : cone(F) cone(G) N : cone(G) cone(F)
(B, (gi)ier) —— (B, (®igi)ier) (B, (si)ier) —— (B, (a; 's)ier)

f f f f
(C, (pi)ier) — (C, (aups)ier) (O, (ri)ier) —— (C, (a7 "ri)ien)-

Kui (B, (¢i)icr) € cone(F), siis (B, (a;¢;)icr) € cone(G) teisenduse « loomulikkuse tottu (vt. vasakpoolset
joonist allpool). Samuti on lihtne niha, et kui f : (B, (¢;)icr) — (C, (p;i)icr) kategoorias cone(F),
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sits f @ (B, (i¢)ier) — (C, (qup;)icr) kategoorias cone(G). On selge, et M ja N on funktorid ning
MN = 1cone(G) ja NM = 1cone(F)~

B
qi d qj
Pi C Pj
/ \
G(i) e GG)  F) i F(j)

Lause 6.15. Kui A ja B on ekvivalentsed kategooriad ja kategoorias B on olemas D-piirid, kus D on
vitke kategooria, siis ka kategoorias A on olemas D-piirid.

Toestus. Eelduse pohjal leiduvad funktorid F': A — B ja G : B — A ning loomulikud isomorfismid
n:1y = GF jae: FG = 1. Vaatleme viikest kategooriat D ja funktorit H : D — A. Siis funktoril
FH : D — B on olemas piir. Teoreemi pdhjal on funktoril G olemas vasakpoolne kaasfunktor (see
on F) ja seega lause tottu sdilitab G funktori F'H piiri, s.t. viib selle funktori GFH : D — A piiriks,
mis on kategooria cone(GFH) loppobjekt. Funktor GFH on aga loomulikult isomorfne funktoriga H,
sest on olemas loomulik isomorfism n* H : H = GFH. Lemmal6.14] tottu on kategooriad cone(GFH) ja
cone(H) isomorfsed. Jérelikult on ka kategoorias cone(H) olemas 16ppobjekt, s.t. funktoril H on olemas
piir kategoorias A. =

Lopetuseks {itleme veel mone sona adjunktsioonide komponeerimise kohta.
Lause 6.16. Olgu (F,G,¢) : A — B adjunktsioon ihikuga n ja koiihikuga € ning (F',G',¢") : B = C

adjunktsioon thikuga n' ja koihikuga €. Siis (F'F,GG', @'y : A — C on adjunktsioon, mille ihik on
(G*n'«F)on ja kothik on e’ o (F' xex G').

Toestus. Mirgime, et iga A € Ay ja C € Cy korral
((Gxn'xF)on)a = G(npa)) ©na
(o (F/ 2 GY)o = 2 o Fllearicy):
Meil on bijektsioonid

/

C(F'(F(A)),C) —=B(F(A),G'(C)) — = A(A, G(G'(C))),

mis on loomulikud A ja C suhtes, seega F'F 4 GG’. Selle adjunktsiooni iihiku A-komponendi saame, kui
votame C := F'(F(A)) ja rakendame kompositsiooni ¢y’ iihikmorfismile (vt. valemit (26)) ning lisaks
sellele kasutame veel omadust (21):

(' (Lp(r(ay)) = ©(rcay) = G(pcay) 0 Na-

Seega adjunktsiooni F'F 4 GG’ iihik on (G *n' * F') on. Analoogiliselt saab toestada viite koiihiku kohta.
[

Jareldus 6.17. Kategooriate ekvivalentsus on ekvivalentsiseos.

Toestus. On lihtne ndha, et kategooriate ekvivalentsus on refleksiivne ja siimmeetriline. Néitame,
et ta on transitiivne. Selleks oletame, et kategooria A on ekvivalentne kategooriaga B ja kategooria B
on ekvivalentne kategooriaga C, kusjuures nende vahel on funktorid F, F’, G, G’ nii nagu eelmises lauses.
Siis 0,7, € ja € on loomulikud isomorfismid. Jérelikult ka adjunktsiooni F'F 4 GG’ iihik ja koiihik on
loomulikud isomorfismid, sest nad on saadud loomulike isomorfismide komponeerimisel. Seega kategooriad
A ja C on ekvivalentsed teoreemi [6.12| pchjal. m
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6.6. Reflektiivsed alamkategooriad

Vaatame lihemalt lauses[6.9]esinenud olukorda, kus parempoolne kaasfunktor adjunktsioonis on téielik
ja téapne. Et teha késitlust lihtsamaks, eeldame, et vaadeldav téielik ja tdpne funktor on téaieliku alamka-
tegooria sisestus I: R — C.

Definitsioon 6.18. Kategooria C tdaielikku alamkategooriat R nimetatakse reflektiivseks alamkategoo-
riaks, kui sisestusfunktoril I: R < C leidub vasakpoolne kaasfunktor R: C —R. (Duaalselt ridigitakse
koreflektiivsest alamkategooriast, kui sisestusfunktoril on parempoolne kaasfunktor.)

Kuna sisestusfunktor I: R < C on téielik ja tépne, siis lause[6.9] pohjal on adjunktsiooni R I I koiihik
loomulik isomorfism, mistéttu on antud juhul adjunktsiooni iithik huvipakkuvam. Sénastame mugavuse
mottes teoreemi [6.5 punkti [2] uuesti, lihtsustades sonastust kasutades fakti, et I on sisestusfunktor.
Tépsemalt, kuna I: R < C on sisestusfunktor, siis iga B € R korral kehtib I(B) = B, mistottu
adjunktsiooni iihiku 7: 1¢ = I o R komponente voib vaadata morfismidena A — R(A).

Lause 6.19. Kategooria C tdielik alamkategooria R C C on refleksiivne parajasti siis, kui iga A € Cy
jaoks leidub objekt R(A) ning morfism na: A—=R(A), libi mille iga teine morfism A—=B, kus B € Ry,
unikaalselt teqgurdub. Teisisonu, na peab rahuldama universaalomadust, et iga morfismi g: A— B korral,
kus B € Ryg, peab leiduma unikaalne morfism f: R(A)— B, mille korral diagramm

kommuteerub.

Reflektiivse alamkategooria korral méngib adjunktsiooni iithik n: 1¢ — I o R olulist rolli. Teatud
mottes aitab morfism 74 : A — R(A) mddta, kui kaugel on objekt A alamkategooriasse R kuulumisest.
Mida ldhemal on 74 isomorfismiks olemisele, seda ldhemal on objekt A alamkategooriasse R kuulumisele.

Geomeetrilise analoogiana voib delda, et funktor R nagu projektsioon “alamruumile” R, ning morfism
na: A—= R(A) on nagu intervall mis ithendab suvalist “ruumi punkti” A sellele ldhima “alamruumi
punktiga” R(A). Isomorfismiks olemine tdhendab siis, et kaugus on null, ning R(A) kuulub alamruumi.
Funktoril R on alamruumile projektsiooniga iihist ka see, et alamkategooria R objekte saab kirjeldada
funktori R (teatud méttes) piisipunktide kogumina, nagu néeme lauses lause: refl pysipunktid.

Praktikas on reflektiivsed alamkategooriad tihtipeale kinnised isomorfsete objektide suhtes, ehk ra-
huldavad tingimust

kui A € Cy, B € Ry ja A= B, siis ka A € Ry.

Naiide 6.20. Kui C on mingi matemaatiliste struktuuride kategooria, siis tiiiipiline néide reflektiivsest
alamkategooriast on mingit lisatingimust rahuldavate struktuuride téielik alamkategooria R C C. Varem
vaadatud adjunktsioonide néiidetest sobivad siia alla néiteks Abeli rithmad kéikide rithmade seas voi
Hasdorffi ruumid koéigi topoloogiliste ruumide seas.

Kuna tavaliselt on sellised lisaomadused struktuuride peal invariantsed isomorfismi all, siis on ka need
taolised reflektsiivsed alamakategooriad isomorfste objektide suhtes kinnised.

Isomorfsete objektide suhtes kinnisus pole tehniliselt tarvilik jargnevate tulemuste juures, aga kuna
see struktuuride kategooriate kontekstis pea-aegu alati kehtib, eeldame seda tulemustele lihtsama kuju
andmiseks.

Lause 6.21. Olgu I: R — C reflektiivse alamkategooria sisestus, kus R - I ja n adjunktsiooni thik. Kui
iga A € Cy ja B € Rq korral, kus A = B, kehtib A € Rq, on jirgmised viited samavddrsed:

1. A kuulub alamkategooriasse R.
2. na: A— R(A) on isomorfism,
3. R(A) = A.

Toestus. 1. = 2. Lause pohjal on 1 x I on loomulik isomorfism, ehk n;p) on iga B € Ry korral
isomorfism. Kujul I(B) on aga tépselt need kategooria C objektid, mis kuuluvad alamkategooriasse R.
Seega n4: A— R(A) on isomorfism, kui A € Ry.
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2. = 3. llmne.

3. = 1. Kuna R(A) € Ry jiareldub A € Ry isomorfsete objektide suhtes kinnisuse eeldusest. m

Suvalise téieliku alamkategooria R C C korral ei oska ma eriti midagi 6elda seal piiride ja kopiiride
leidumise kohta, isegi kategooria C ise on téielik ja kotéielik. Siin on aga reflektiivsetel (ning koreflektiiv-
setel) alamkategooriatel suur eelis. Kui oskame mingeid piire voi kopiire kategoorias C arvutada, oskame
neid arvutada ka reflektiivses alamkategoorias R.

Lause 6.22. Kui R on tdieliku kategooria C reflektiivne alamkategooria, siis R on tdielik.

Toestus. Olgu R - I, kus I : R — C on sisestusfunktor. Vaatleme véikest kategooriat D ja funktorit
D:D—R.

Kategooria C téielikkuse tottu leidub funktoril ID : D — C piir (L, (pi)iep,) kategoorias C. Olgu
adjunktsiooni R = [ iithik 7 : 1¢ = IR. Teoreemi tottu on 0y, : L — I(R(L)) universaalne morfism
objektist L funktorisse I.

I(D@@) D)
Seega iga i € Dy korral leidub iiheselt méédratud morfism ¢; : R(L) — D(i) kategoorias R nii, et
I(gi) o nr = pi-
Kui d : ¢ — j kategorrias D, siis
I(D(d) o gi) o = I(D(d)) o I(g:) o = I(D(d)) o pi = p;.

Kuna ¢; on itheselt mé#ratud morfism, mille korral I(g;) o nr = pj, siis D(d) o ¢; = g;. See tdhendab, et
(R(L), (¢i)iep,) € cone(D).

I(D(2)) 1(D(5))

I(D(d))

Universaalomaduse pohjal leidub iiheselt mé#ratud morfism pp, : I(R(L)) — L nii, et p; o up, = I(g;) iga
1 € Dy korral. Siis aga
pioprons =I(g)onL =pi=piolyL,

millest jareldub vordus pur ong = 1.
Teisest kiiljest, kuna funktor I on téielik ja tépne, siis morfismi 7y, o puz, : I(R(L)) — I(R(L)) jaoks
leidub {iiheselt médratud morfism vy, : R(L) — R(L) nii, et ny, o up, = I(vy). Siis aga

I(vr)onr = (ML opr)onr =nr o (L onr) = L.

Kuna kommutatiivses diagrammis

nL



on v, iiheselt médratud ja tema ossa sobib ka 1g(ry, siis v, = 1. Seega np opr = I(1r(r)) = lr(r(L))
ja nr, on isomorfism kategoorias C. Kuna

L= I(R(L)) = R(L) € Ry,
siis reflektiivse alamkategooria definitsiooni pohjal L € Ry ning samuti morfismid p; kuuluvad kategoo-
riasse R. Jarelikult (L, (p;)iep,) = lim D. m

Mirkus 6.23. Toestatud lause niitab, et téieliku kategooria C reflektiivses alamkategoorias R saab piire
konstrueerida samamoodi nagu kategoorias C.
Lause 6.24. Kui R on kotdieliku kategooria C reflektitvne alamkategooria, siis R on kotdielik.

Toestus. Olgu R - I, kus I : R — C on sisestusfunktor. Vaatleme véikest kategooriat D ja funktorit
D : D — R. Kuna C on kotéielik, siis funktoril ID : D — C leidub kopiir, olgu see (L, (u;)iep,). Et
vasakpoolne kaasfunktor séilitab kopiire, siis
(R(L), (R(u;))iep,) =~ colim(RID,).

Funktor I on téielik ja tépne, seega adjunktsiooni R - I koithik RI = 1z on loomulik isomorfism (vt.
lauset. Seega RI = 1 ja RID = D. Kasutades lemmaanaloogi kokoonuste jaoks saame 6elda, et
kategooriad cocone(RID) ja cocone(D) on isomorfsed. Kuna kategoorias cocone(RID) leidub algobjekt,
siis ka kategoorias cocone(D) leidub algobjekt ehk teiste sonadega funktoril D on olemas kopiir. m

Naiide 6.25. Osutub, et tiielike meetriliste ruumide kategooria CMet on meetriliste ruumide kategooria
Met reflektiivne alamkategooria. Molemas kategoorias on morfismideks isomeetriad (kaugust siilitavad
kujutused). Kui (X,d) ja (X’,d") on meetrilised ruumid, siis kujutust f : X — Y nimetatakse isomeet-
riaks, kui
d'(f(z), f(y)) = d(z,y)
mistahes x,y € X korral.
Meetriline ruum (X, d) on téielik, kui iga Cauchy jada selles ruumis koondub. Teiste sdnadega:

lim d(zpm,z,) =0 = JyeX lim d(z,,y)=0.
n— oo

m,n— 00
Iga meetrilise ruumi (X, d) jaoks on voimalik konstrueerida tema téield, mida me tihistame (X*, d*).
See konstruktsioon on jirgmine. Olgu C(X) koigi Cauchy jadade hulk ruumis X . Defineerime sellel hulgal
seose ~ jargmiselt:
(zn) ~ (yn) = ILm d(pn,yn) = 0.
Saab niidata, et ~ on ekvivalentsiseos. Téhistame faktorhulka
X" = C0(X)/ ~=Al(zn)] | (xn) € C(X)}.

Sellel hulgal saab defineerida meetrika d* : X* x X* — [0, c0) vordusega
& ()], () 2= T ()

nii et tulemuseks on meetriline ruum (X*, d*).
Defineerime funktori R : Met — CMet jérgmiselt:

(Xla dl) — (Xikadi)

(X2,d2) —— (X3,d5)

kus
f([(@n)]) = [(f (@n))]-

Saab niidata, et R on sisestusfunktori I : CMet — Met vasakpoolne kaasfunktor.

6.7. Ulesanded

Ulesanded 6.26. 1. Toestada, et kui F,G : A x B — C on bifunktorid ja ¢ = (va,B)(4,B)e(AxB),
F = G on loomulik A ja B suhtes, siis ta on loomulik (A, B) suhtes.

2. Valida mingi konkreetne adjunktsioon ja kirjutada ilmutatult vélja selle iihik, koiihik ja bijektsioon
®.
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7. Monaadid

7.1. Monaadi definitsioon

Definitsioon 7.1. Monaadiks kategoorial C nimetatakse kolmikut (7T, u,n), kus T: C — C on funktor
ning p: ToT = T jan: 1¢ = T on loomulikud teisendused, mille korral loomulike teisenduste diagrammid

T L7

A

ToToT ==t ToT AN

“*Tﬂ ﬂ” ning \
17

TOT:M>T

N<==o0

kommuteeruvad.

Mairkus 7.2. Monaadi definitsioonis toodud loomuliku teisenduste diagrammide kommuteeruvus tdhendab
tépselt seda, et iga A € Cy korral peavad kommuteeruma diagrammid

rr7(A) T 71 (a) 7(4) T4 74 TT(A) S 7(A)
N s
TT(A) —p— T(4) T(A) T(A).

Tihtipeale, monaadi (7, u,n) korral, iitleme ka et T' on monaad, otse loomulikke teisendusi p ja n
mainimata.

e Loomulikku teisendust p kutsutakse monaadi korrutamiseks,
e loomulikku teisendust 7 kutsutakse monaadi dhikuks,
e definitsioonis antud ruudu kommuteeruvust kutsutakse monaadi assotsiatiivsuse tingimuseks ning

e definitsioonis antud kahe kolmnurga kommuteeruvust kutsutakse ihiku tingimusteks.

Maiarkus 7.3. Monaadi kutsutakse tihti monoidiks endofunktorite kategoorias. PGhjuseks on see, et mo-
noidi tavalises mdttes (s.t. hulka M koos assotsiatiivse korrutamise operatsiooniga M x M — M ja
ithikuga e € M) saab defineerida analoogiliselt, kui endofunktorite komponeerimise asendame monaadi
definitsioonis hulkade korrutamisega. S.t. monoid on defineeritav kolmikuna (M, pu,n), kus M on hulk
ning

w:Mx M—M, (z,y)—zy ning n: {x}—=M, x—e

on kujutused, mille korral diagrammid

M x M x M 2% Mox M M 20 s M6

i Ml l“ ning \ B /

kommuteeruvad. Siin ruudu kommuteerumine tihendab tépselt seda, et iga (z,y,2) € M x M x M korral
kehtib (zy)z = x(yz), ning kolmnurkade kommuteerumine on samaviiirne tingimustega, et iga x € X
korral kehtib ze = x ning et iga * € X korral kehtib ex = z.

Esmalt nditame, et kui F' - G, siis endofunktor GF kannab monaadi struktuuri.

Lause 7.4. Kui

on adjunktsioon tihikuga n ja kothikuga €, siis defineerides T := GF ja p := G x € x F saame monaadi
(T, u,n) kategoorial C.
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Tdestus. Peame veenduma, et monaadi definitsioonis antud diagrammid kommuteeruvad. Loomuliku
teisenduse p = G * € * I komponendiks kohal A € C on ps = G(ep(4)). Seega monaadi assotsiatiivsuse
ruut kohal A on diagramm

GFGFGF(A) ECr@) apar(a)

G(EFGF(A>)J( J{G(EF(A))

mis on loomuliku teisenduse G'x& loomulikkuse ruut morfismi € p(4) jaoks, ja seega kommuteerub. Uhikuks
olemise tingimus kohal A annab diagrammi

GF(na)

GF(A) 2 GFGF(A) 22 GF(A)
1G%G(si(m) A(A)
GF(A)

milles need kaks kolmnurka on saadavad kolmnurksamasustest

F(77A 77G(B>

FA) 29 para) GFG(B) {52 ¢(B)

lﬁp(A) ning G(EB)J/
1ra) las

kus vasakpoolsele kolmnurgale oleme funktorit G rakendanud ja parempoolses oleme vdtnud B = F(A).
Seega ka monaadi iihiku tingimused kehtivad. m

Kuna adjunktsioone leidub matemaatikas igal pool, ning iga adjunktsioon indutseerub monaadi, on
monaadi néiteid suhteliselt lihtne leida.

7.2. Monaadi algebrad

Jérgnevas niitame, et iga monaad on mingi adjunktsiooni poolt indutseeritud. Uks monaad voib
iildjuhul tekkida mitmest erinevast adjunktsioonist, aga leidub teatud kanooniline monaadi tekitav ad-
junktsioon, mis on vaba algebra funktori ning unustava funktori vahel. Selle niitamiseks defineerime
esmalt, mis on monaadi algebra.

Definitsioon 7.5. Olgu (T, u,n) monaad kategoorial C. Siis T-algebraks kutsutakse paari (A, €), kus A
on kategooria C objekt ning §: T(A) —= A on morfism, mis paneb diagrammid

T(T(A)) — T(4) AT 7(4)
MA\L ¢ ning ) ¢
T(A) — A \ A

kommuteeruma. Kui (A,§) ja (B,() on T-algebrad, siis T-algebrate morfism (A,§)— (B, () on kate-
gooria C morfism f: A— B, mis paneb ruudu

T(A) T(f)

e| l¢

AﬁB

kommuteeruma. Monaadi T algebrate kategooriat tihistatakse CT .

Ménikord kutsutakse monaadi algebraid ka Filenberg-Moore’i algebrateks ning kategooriat CT monaadi
T Filenberg-Moore’i kategooriaks. Kasulik on selline terminoloogia néiteks siis, kui on tarvis teha vahet
monaadi algebrate ning definitsiooni [3.17] mottes endofunktori algebrate vahel.
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Lause 7.6. Olgu (T, 1, n) monaad kategoorial C. Siis

1. saame vaadata unustavat funktorit
GT:c"—c, (A&~ A,
mis morfismile f: (A,&) —= (B, () seab vastavusse morfismi f: A— B,
2. saame vaadata vaba algebra funktorit
FT.c—C", X (T(X),ux),
mis vitb morfismi f: X —Y morfismiks T(f): (T(X), ux)—= (T(Y), py),
3. funktorid FT ja GT moodustavad adjunktsiooni (mida kutsutakse vaba-unustav adjunktsiooniks)

FT
c 1 CT,
<7
GT
mille tihiku n" ja kotihiku €T komponendid on antud jirgmiselt:

e iihiku komponent n% : X —=GT(FT (X)) on monaadi T tihiku komponent nx: X —=T(X),
o kotihiku komponent E{Aé): FT(GT(A,€)) —=(A,€) on &: (T(A), ua) — (A, €),

4. adjunktsiooni FT 4 GT indutseeritud monaad on (T, u,n), millest konstruktsiooni alustasime.

Toestus. (1.) On selge, et kirjeldatud unustav funktor rahuldab funktori tingimusi.

(2.) Kontrollime, et kirjeldatud vaba algebra funktori skeem annab téepoolest funktori F'7: C —=CT.
Kuna funktori kditumise skeem on pohimétteliselt funktori 7' kaitumise skeem, ja algebrate kategoorias
C" toimub morfismide komponeerimine nagu kategoorias C, siis on funktori F7 kompositsiooniga kooskéla
ja iihiku séilitamise tingimused tdidetud. Kiill aga peame veenduma selles, et skeemi antud objektid ja
morfismid kuuluvad téepoolest kategooriasse CT.

Esmalt, veendume, et kui X on kategooria C objekt, siis F7(X) := (T(X), ux) on T-algebra. Selleks
kirjutame vélja algebraks olemise tingimused

TT(T(X)) 2 T(r(X) T(x) X% (7(X))
HT(A)\L A ning 1Tm lﬂx
T(T(X)) — T(X) T(X)

ja paneme téhele, et need diagrammid on saadavad monaadi definitsioonis antud loomulike teisenduste
diagramme kohal X véartustades, ja seega kommuteeruvad.

Funktori FT morfismidel kditumise skeemi korrektsuseks on tarvis, et morfismi f: X — Y kujutis
FT(f):=T(f): (T(X),ux)—= (T(Y), uy) oleks T-algebrate morfism. Seega diagramm

TT(f)
—

TT(X) TT(Y)

nx ny

T(X) — T(Y)

peaks kommuteeruma, aga kuna see on loomuliku teisenduse p loomulikkuse ruut morfismi f jaoks, siis
see toepoolest kommuteerub.
(3.) Esmalt paneme tihele, et lauses antud koiihiku komponent EEFA €) mis on defineeritud kui paarist

(A, €) saadud morfism &: (T'(A), ua) —= (4, €), on tdepoolest kategooria CT morfism, kuna T-algebrate
morfismiks olemise ruut

T(T(A)) — T(4)

HA lg

T(A) — A
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kattub paari (A, &) T-algebraks olemise iihe tingimusega.
Veendume, et lauses antud adjunktsiooni iihik ja koiithik rahuldavad toepoolest kolmnurksamasusi.
Esimese kolmnurksamasuse diagramm

GT(A,f)nG (A, E)GTFTGT(A 5) A % T(A)
GT (e =
1ch l (eae)) 1GT(h J{&
GT(A,¢) A

kommuteerub T-algebraks olemise tingimuse £ o ng4 = 14 tottu.
Teise kolmnurksamasuse korral saame

FT(X) %) pTaTrT(x) (0 px) 23 (TT(X), prxey) T(X) 223 77(x)

k”w = px & \ lﬂx
1pT(x) Lrx)ux) 1rx)
FT(X)

(T(X), nx) T(X),

kus viimane diagramm kommuteerub tédnu monaadi {ithiku tingimustele.
(4.) Kontrollime, et adjunktsiooni F7 - GT indutseeritud monaad (GT o FT GT xeT x« FT nT) (nagu
lauses on (T, u,n). Kategooria C suvalise objekti X ja suvalise morfismi f korral saame arvutada

GT(FT(X)) = GT(T(X), px) ning GT(FT(f)) = GT(T(f))
= T(X) =T(f),

mistottu GT o FT = T Kuna adjunktsiooni F7 4 GT {ihiku komponentideks on n% := nx, siis 7 =7,
ning kuna koiihiku e” * FT = 1 jaoks saame suvalise kategooria C objekti X korral arvutada

(GT x T« FT)x =GT EFT(X))

(

=G (elr(x) x)
=G (pux)
=Mux,

siis GT e« FT = 1. m
Naiide 7.7. Vaatame funktorit
T:Set—Set, X — H X",
n=1

mis seab hulgale vastavusse koigi selle hulga astmete 1ikumatu iithendi. Hulga T'(X) elemendid on kujul
(1,...,2n), kus 21,...,7, € X, ning me voime neist moelda kui sdnedest tihestikus X. Hulga X° =
{e} C T(X) unikaalset elmenti ¢ voime vaadata kui tithja sone (s.t. € on (unikaalne) pikkusega 0 sdne).
Defineerime monaadi (T, u,7), kus

x: TT(X)—T(X), ((xi17~-~,$i1)7~-~7(x2 N (x%cl,...,x}cl,...,xz seeTp )

n n

votab argumendiks sdnede sone ning kleebib selle kokku iiheks soneks ning
nx: X —=TX), x— (z)

seab elemendile x € X vastavusse pikkusega 1 sone (z) € X! C T(X). Vaib veenduda, et selle monaadi
algebrate kategooria on isomorfne monoidide kategooriaga. Toepoolest, kui (A4, &) on T-algebra, siis £ on
kujutus

&: ]O_O[X"%-X,
n=0

mille saame lahutada kujutuste pereks
Elxn: X"—X.

Siin peres kujutus X? —= X on monoidi korrutamine ning X° —= X annab monoidi iihiku.
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7.3. Kanooniline vordlusfunktor

Kui T' adjunktsiooni

poolt indutseeritud monaad, siis leidub kanooniline funktor R: D —=C”. Enne kui selle funktori kohta
paar sona iitleme, veendume esmalt, et see on korrektselt defineeritud.
Lause 7.8. Olgu

adjunktsioon ihikuga n: 1¢ = GF ja koiihikuga e: FG = 1p. Kui (T,u,n) = (GF,G xe x F,n) on selle
adjunktsiooni indutseeritud monaad kategoorial C, siis saame vaadata funktorit

R:D—CT, D (G(D),G(ep)).

Toestus. Antud tdestus on viga sarnane monaadi T korral funktori F7 korrektsuse kontrollile. Veen-
dume, et funktor R on korrektselt defineeritud. Esmalt, kuna T = GF), siis tdepoolest T(G(D)) =

GFG(D) Gn)), G(D). Tahistades € := G(ep), kontrollime, et (G(D), &) = (G(D),G(ep)) on T-algebra.
Esimene algebraks olemise tingimuse diagramm

T7(G(D)) 2% T(G(D)) GFG(FG(D)) Y qra (D)
HG(D)J/ l& = G(Em(n))l lG(ED)
T(G(D)) — G(D) GFG(D) —g—— G(D)

kommuteerub, kuna see ruut on loomuliku teisenduse G * ¢: GFG = G loomulikkuse ruut morfismi
ep: FG(D) —= D jaoks. Teine algebraks olemise tingimuse diagramm

WG(D)

G(D) — T(G(D)) G(D) — GFG(D)
k J{f = \ J{G(ED

kommuteerub ténu {ihele esialgse adjunktsiooni kolmnurksamasustest.

Vaatame niiiid kiitumist morfismidel. Peame veenduma, et kui f: D—s D’ on kategooria D morfism,
siis G(f) on T-algebrate morfism (G(D), G(ep))—=(G(D’), G(ep)). Morfismi G(f) algebrate morfismiks
olemise diagramm on antud juhul

ara(D) Y ara(p)

G(m)l JG(ED»
G(D)

G(f) G(D").

See ruut on aga ka loomuliku teisenduse G * £ loomulikkuse ruut morfismi f jaoks, ning seega kom-
muteerub. J&db veel teha kindlaks, et R siilitab ithikmorfisme ning on kooskolas kategooriate kompo-
neerimisoperatsioonidega, aga see jareldub G funktoriks olemisest ning sellest, et kategoorias Cr toimub
komponeerimine nagu kategoorias C. m

Voib veenduda, et eelnevas lauses antud funktor R: D —=C” paneb kommuteeruma diagrammid

Ek\c“/é; ! E\\C.//ﬁ

Tegelikult on R ainus funktor, mis need kolmnurgad kommuteeruma paneb, ning see digustab funktori
R kutsumist kanooniliseks.
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Funktor R: D —=C7T ei pruugi olla iildjuhul tipne funktor, ega ka tiielik funktor. Teatud mottes,
mida ldhedasem ekvivalentsifunktorile on funktor R, seda algebralisem oli esialgne adjunktsioon F' 4 G.
Niiteks, kui vaatame funktorit R adjunktsiooni

F
*>
€
Set Vecyk

jaoks, mis on adjunktsioon vaba vektorruumi funktori ning unustava funktori vahel, siis R: Vecg —>Set”
saab olema ekvivalentsifunktor. Samuti on R ekvivalentsifunktor ka juhtudel, kus vaatame vaba-unustav
adjunktsiooni rithmade, monoidide, voi iildisemalt algebrate muutkondade jaoks.

Funktorit R kasutatakse n#iteks olukorras, kus kategooria C on lihtsam kui kategooria D, ning seega
voib proovida uurida kategooria D objekte libi kategooria C objektide. Funktor R: D —=C7T véimaldab
moondada kategooria D objekte algebra struktuuri kandvateks kategooria C objektideks. Mida ldhemal
on funktor R ekvivalentsifunktoriks olemisele, seda paremini selline meetod to6tab.

7.4. Piirid algebrate kategoorias
Nagu lauses négime, on suvalise monaadi (7', u,n) korral unustav funktor
GT:cT"—c, (A¢6)— A

parempoolne kaasfunktor, mistottu séilitab see lause pohjal piire. See tdhendab, et kui kategoorias
CT leidub funktori D: D — C7T piir (P,¢), ehk algebrate (4;,&;) := F(i) piir, siis P on kategoorias C
funktori D o GT piir, ehk objektide A; piir. Seega, algebrate piirid, kui need leiduvad, peavad nigema
objektide tasemel viilja tépselt nagu piirid kategoorias C. Piiride leidumise kiisimuse lahendab jiargnev
lause mille toestus on lithidalt jargmine:

e kui tahame algebrate (A;,&;) piiri arvutada, siis arvutame esmalt kategoorias C objektide A; piiri

(P, (pi)ier);
e objekti P saab kanooniliselt teha T-algebraks (T, ¢), ning ((T, &), (p;)icr) ongi piir kategoorias CT;

e tipsemalt, leidub parajasti iiks algebra struktuur £: T'(P)—P, mille korral kategoorias C arvutatud
piiri (P, (p;)ier) projektsioonid p; on T-algebrate morfismid (P, &) —= (4;,&;).

Lause 7.9. Olgu (T, 1,m) monaad kategoorial C. Kui kategoorias C leiduvad D-piirid, siis leiduvad D-
piirid ka kategoorias CT .

Toestus. ... tekib siia hiljem. =

8. Additiivsed kategooriad
8.1. Nullmorfismid

Tuletame meelde, et kategooria objekti nimetatakse nullobjektiks, kui see on korraga algobjekt
ja loppobjekt. Tiiiipiline néide oleks vektorruumide kategoorias nullruum {0}. Nullobjekti tdhistame
stimboliga 0.

Definitsioon 8.1. Nullobjektiga kategooria C morfismi A— B nimetatakse nullmorfismiks, kui see
esitub kompositsioonina A—0— B. Nullmorfismi A— B tdihistame simboliga 0: A— B.

Nullmorfism on seega labi nullobjekti faktoriseeruv morfism. Kui kategoorias C leidub nullobjekt O,
siis iga objektipaari A, B € Cy korral saame vaadata nullmorfismi 0 : A— B, kuna see on konstrueeritud
unikaalse morfismi A — 0 ja unikaalse morfismi 0 — B kompositsioonina.

Miérkus 8.2. Vaib panna tihele, et nullmorfism ei soltu nullobjekti valikust. Tdepoolest, kui 0 ning 0
on kategoorias C nullobjektid, siis leidub unikaalne (iso)morfism m: 0 —=0', kusjuures diagramm

SN,
N

0/
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kommuteerub, kuna diagrammis vasak kolmnurk kommuteerub tinu sellele, et 0’ on léppobjekt, ning pa-
rempoolne kolmnurk kommuteerub, kuna 0 on algobjekt.

Seega, nullobjektiga kategoorias leidub iga kahe objekti A ja B korral unikaalne nullmorfism A— B,
mistottu tdhistame seda edaspidi siimboliga 0: A — B.

Lause 8.3. Olgu C nullobjektiga kategooria. Siis iga morfismi f: B—C korral kehtib
1. fo0=0, kui
2.00f=0

Toestus. Kui ldbi nullobjekti faktoriseeruvat objekti mingi muu morfismiga komponeerida, faktori-
seerub saadud morfism samuti labi 16ppobjekti.

A/O\B

f

8.2. Tuumad ja kotuumad

Kui kategoorias on olemas nullobjekt, ja seega ka nullmorfismid, on voimalik rédkida morfismide
tuumadest ja kotuumadest samas mottes nagu seda tehakse vektorruumide voi rithmade jaoks. Liithidalt,
morfismi f: A— B tuumaks nimetatakse morfismi f ning nullmorfismi A— B vordustajat. Kasutades
lauset [8:3] saame selle definitsiooni kirja panna natukene lihtsustatud kujul.

Definitsioon 8.4. Olgu f: A— B morfism nullobjektiga kategoorias C. Morfismi f tuumaks nimeta-
takse paari (K, k), kus K € Cy, k: K — A ning fk = 0, mis rahuldab jargmist universaalomadust: kui
u: U—= A on kategooria C morfism mille korral fu = 0, siis leidub unikaalne tingimust km = u rahuldav
morfism m: U — K.

U

N\

KT>A7>B

8.3. Ab-kategooriad

Lisaks harilikele kategooriatele on tihti kasulik vaadelda niinimetatud rikastatud kategooriaid. Need on
sellised kategooriad, mille morfismihulkadel on antud teatud lisastruktuur (niiteks algebraline, topoloo-
giline voi jarjestusstruktuur) ning see lisastruktuur peab olema kooskélas morfismide komponeerimisega.
Me vaatleme siin rikastatud kategooriate iihte tdhtsamat juhtu — kategooriaid, mis on rikastatud Abeli
rithmade abil.

Definitsioon 8.5. Kategooriat C nimetatakse Ab-kategooriaks (ehk eeladitiivseks kategooriaks),
kui iga morfismihulk C(A4, B) on Abeli rithm ja

(f+9h = [fh+gh,
k(f+9) = kf+kg
mistahes morfismide f,g € C(4,B), h € C(C, A) ja k € C(B, D) korral.

Kui C on Ab-kategooria, siis kdigi Abeli rithmade C(A, B) (mis on erinevad) tehet me tidhistame
iihtemoodi stimboliga +. Igas sellises Abeli rithmas leidub nullelement, mida me tdhistame siimboliga 0.

Niide 8.6. Abeli rithmade kategooria Ab, vektorruumide (iile korpuse K) kategooria Veck ja ringide
kategooria Rng on Ab-kategooriad. Kui niiteks A ja B on Abeli rithmad, siis homomorfismide hulga
Ab(A, B) saab muuta Abeli rithmaks, kui liitmine defineerida punktiviisiliselt:

(f +9)(a) := f(a) + g(a),
f,9 € Ab(A,B), a € A.
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Kuna iga morfismihulk C(A, B) on Abeli rithm, siis sisaldab see nullelementi 0 € C(A4, B).

Lemma 8.7. Kui C on Ab-kategooria ja f € C(A, B), siis
0f =0 ja fO=0.

Toestus. Vaatleme morfisme
Ay NG
Siis
0f=(0+4+0)f=0f4+0f.
Liites selle vorduse mdlemale poolele morfismi —0f : A — C saame, et 0f =0: A — C. Vorduse f0=10
toestus on analoogiline. m
Varem négime, et kui kategoorias leidub nullobjekt 0, siis saame vaadata nullmorfismi moistet. Kui Ab-

kategoorias leidub nullobjekt, siis langevad nullmorfismid kokku Abeli rithmade C(A, B) nullelementidega.
Selle néitamiseks kasutame tihelepanekut, et C(A, 0) ning C(0, A) sisadavad ainult nullmorfismi.

Lause 8.8. Olgu C nullobjektiga Ab-kategooria. Siis on morfismi f: A— B jaoks jirgmised tingimused
samavddrsed:

1. morfism f tequrdub libi nullobjekti,
2. morfism f on Abeli riihmas C(A, B) nullelemendiks.

Toestus. 1. = 2. Kui oletame, et f: A— B esitub kompositsioonina
AS505B.

Kuna C(A,0) on ainult iihest elemendist koosnev Abeli rithm ning u € C(A, 0), siis u = 0 € C(A,0) on
nullmorfism, mistottu saame lemma [8.7] pohjal arvutada f = vu = v0 = 0, ehk f on nullelement Abeli
rithmas C(A, B).

2. = 1. Kui f =0 € C(4, B) on nullelement, siis saame lemmap()hjal kirjutada selle nullelementide
kompositsioonina

A%0% B.
m Seega pole segadust, kui edaspidi nimetame Abeli rithma nullelementi 0 € C(A, B) nullmorfismiks ja
juhul, kui nullobjekti kategoorias C ei leidu.

Lause 8.9. Ab-kategooria C objekti A jaoks on jirgmised viited samavidrsed:
1. A on algobjekt;
2. A on loppobjekt;
3. A on nullobjekt.

Toestus. Definitsiooni pohjal 3 = 1 ja 3 = 2. Duaalsuse tottu piisab niidata, et 1 = 3. Olgu A
algobjekt. Siis hulk C(A, A) on iihe-elemendiline ja seega 14 on Abeli rithma C(A, A) nullelement. Kui
B € Ay, siis C(B, A) sisaldab vihemalt iihte elementi — rithma C(B, A) nullelementi. Kui aga f € C(B, A)
on suvaline morfism, siis

f=laf=Qa+1a)f=1af+1laf=f+f

Abeli rithmas C(B, A). Liites vorduse f = f + f modlemale poolele elemendi —f saame, et f on rithma
C(B, A) nullelement. Jéarelikult |C(B, A)| = 1 iga B € Ay korral, mis tdhendab, et A on 16ppobjekt ning
seega ka nullobjekt. m
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8.4. Bikorrutised

Definitsioon 8.10. Ab-kategooria C objektide A, B bikorrutis on viisik (P,pa, pg,ua,up), kus

paA pPB
- _—
A P B
uUA up

ja
paua =1la, ppup =1p, uapa—+uppp = 1lp.
Niide 8.11. Abeli rithmade A ja B korral v6ib otsekorrutisel P := A x B defineerida liitmise kompo-

nenthaaval:
(a,b) + (a’, V) = (a+d',b+ V).

Vaadeldes homomorfisme
pa:P— A, (a,b)— aq,
pg: P — A, (a,b)—b,
ug: A= P, a~(a,0),
up:B— P, b~ (0,b)

ndeme, et (P,pa, pp,ua,up) on Abeli rithmade A ja B bikorrutis, sest

pa(ua(a)) =pa(a,0) = a,
pe(up(b)) =pp(0,b) =b,

ua(pa(a,b)) +up(pp(a,b)) = uala) + up(b) = (a,0) + (0,b) = (a,b)

)
(uapa +upps)(a,b)
mistahes a € A ja b € B korral.
Teoreem 8.12. Ab-kategooria objektide A ja B jaoks on jdrgmised vdited samavidrsed:
1. leidub A ja B bikorrutis;
2. leidub A ja B korrutis;
3. leidub A ja B kokorrutis.

Toestus. 1. = 2. Olgu (P, pa,pp,ua,up) objektide A ja B bikorrutis. Siis

paup = pa(uapa + UBDB)UB = PAUADAUB + PAUBPBUB = PAUB + PAUR,

kust paup = 0 ja stimmeetriliselt ppuas = 0. Kui niitid f4 : Q@ — A ja fgp : Q@ — B, siis vottes
m:=uafa+upfp:Q — P kehtivad vordused

pam = pauafa+paupfe=1afa+0fs = fa,
pem = ppuafa+ppusfe=0fa+1pfs = fB.

Q

|

fa T!l fB
|
y
A P B
pA PB

Kui ka m’' : Q — P on selline, et pam’ = f4 ja pgm’ = fp, siis
m' = (uapa +uppp)m’ = uapam’ +upppm’ = uafa +upfp =m.

Jarelikult (P,pa,pp) on objektide A ja B korrutis.
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2. = 1. Olgu (P,pa,pp) objektide A ja B korrutis.

A B
I |
1a \ 0 0 I 1p
’U,‘A u|B
A \i
A P B A P B
paA pPB pPA PB

Siis leiduvad sellised iiheselt mé#ratud morfismid us : A = P jaup : B — P, et paug = 14, pgua =0,
paup =0 ja pgup = 1g. Seega

pa(uapa +upps) = pauapa+pauppp =1apa+0pp =pa,
p(uaps +uppg) = ppuaPa +peupps =0pa + lgps =ps,

millest jareldub vordus uapa + uppp = 1p.
1. & 3. toestus on analoogiline. m
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