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Kategooria definitsioon

Definitsioon (Kategooria)
Kategooria C koosneb jargmistest andmetest:

@ kollektsioon Ob(C) objekte (tdhistatakse ka Cp), mille liikmete
jaoks kasutatakse siimboleid 4, B, C, ... ;

@ iga A,B € Ob(C) korral hulk C(A, B) morfisme (ehk nooli), mille
liikmete jaoks kasutatakse siimboleid, f, g, h,... ning mille korral
fakti f € C(A, B) valjendatakse kirjutisega f: A — B voi kirjutise-
ga A L B;

@ reegel, mis igale morfismipaarile paigutuses A L B % C seab

.., 8&f . ..
vastavusse morfismi A —— C, mida kutsutakse nende morfismi-
de kompositsiooniks;

@ iga objekti A peal mingi fikseeritud ithikmorfism 1,: A — A.

Lisaks, iga A L B c % Dkorral peab kehtima (hog)o f =ho(gof)
ning iga f: A — B korral peab kehtima lgof = f = foly.
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Terminoloogiat noolte kohta

Kui meil on antud nool f: A — B, siis objekti A nimetatakse
noole f lahteobjektiks ning objekti B noole f sihtobjektiks.

Kui on antud kaks noolt f,g: A — B, ehk kui noolte f ja g 1ah-
teobjektid ja sihtobjektid iihtivad, iitleme et nooled f ja g on
paralleelsed.
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Kategooriate naited: hulkade kategooria Set

Naide (Hulkade kategooria Set)

Hulkade kategooria objektideks on hulgad ja morfismideks on
kujutused. Detailsemalt raakides:

@ Ob(Set) on koikide hulkade kollektsioon;

e Set(X,Y) on koikide funktsioonide X — Y hulk;

e morfismide X L -/ kompositsioon on kujutuste kom-
positsioon g o f jarjestrakendamise mottes;

e uhikmorfism 1x: X — X on samasuskujutus.

Edaspidi kasutame hulkade kategooriat tihti naitena, seega ta-
histame edasises hulki simbolitega X, Y, Z, et eristada neid su-
valise kategooria objektidest.
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Kategooria definitsiooni tehnilisi aspekte:

objektide kollektsiooni suurus

Kategooria definitsiooni juures oli ebamaaraselt 6eldud, et ka-
tegooria objektid moodustavad kollektsiooni.

)
Kuna koik hulgad koos ei moodusta hulka (Russelli paradoks),
ning tahame siiski hulkade kategooriast raakida, siis peame

Hulki on liiga palju, et neist hulka moodustada

lubama kategooria objektide kollektsioonil olla mingi hulgast
suurem kogum.

Votame seisukoha, et Set on tegelikult koigi vdikeste hulkade
kategooria, ning koikide vaikeste hulkade kogum on suur hulk
(monikord kasutatakse sona klass). Vaike hulk on seega hulk ta-
valises mottes, ning kasutame neist radkides sona vdike ainult
siis, kui on tarvis midagi rohutada. Iga vaike hulk on ka suur
hulk, aga iga suur hulk ei pruugi olla vaike hulk.



Viikesed kategooriad

Vaike kategooria on kategooria, mille objektid moodustavad
vaikese hulga. Ka vaikesed kategooriad on huvipakkuvad. Vai-
kese kategooria objekte tdhistatakse tihti vaikeste tahtedega
X,7,2,... nagu hulga elemente.

Naide (Diskreetne kategooria hulgal X)

Kui antud hulk X, saame moodustada kategooria disc(X), mida
kutsutakse diskreetseks kategooriaks hulgal X. Selle kategooria
o objektide hulgaks on X, s.t. Ob(disc(X)) := X ning
e ainsad morfismid on thikmorfismid, ehk kui x = v, siis
disc(X)(x,v) := 0, ning disc(X)(x, x) := {1,}.

Naide (Tiithi kategooria)

Eelmise naite erijuhuks (vottes X = 0) on ka tuhi kategooria,
millel ei ole iihtegi objekti, ega tithtegi morfismi.
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Jarjestatud hulgad vaikeste kategooriatena

Osaliselt jarjestatud hulk on hulk P koos seosega <, mis on
o refleksiivne, ehk iga x € X korral kehtib x <x,
e transitiivne, ehk kui x <y < z, peab kehtima ka x < z, ning
e anti-simmeetriline, ehk kui x <y < x, peab kehtima x = y.

Naide (Osaliselt jarjestatud hulk, vaadatud kategooriana)

Antud osaliselt jarjestatud hulk (P, <), saame vaadata kategoo-
riat P, kus Ob(P) = P, ning kus p(x,y) on tithi kui x £ y, ning
kui x <y, siis P(x,y) sisaldab parajasti iithte noolt, mida tahista-

[x<y]
me x —— 7.

[x<y]  [y=z] - [x<z] .
@ Noolte x —— y —— z kompositsioon on x —— z ning

@ objekti x € Ob(P) ithikmorfism on x ﬂ X.

Morfismide tahised [x < y] on lihtsalt formaalsed avaldised.



Diskreetsed, ohukesed ja kodiskreetsed kategooriad

Osad vaadatud naited olid morfismihulkade maéttes teatud as-
pektist triviaalsed. Kuna ka tulevikus on tarvis kaaluda sellis-
te omadustega kategooriaid, siis toome need siin eraldi definit-
sioonidena vélja.

Definitsioon (Morfismide poolest vaesed kategooriad)

Kategooriat C nimetatakse

o diskreetseks, kui selle ainsad morfismid on tthikmorfis-
mid, s.t. iga hulk C(A, B) on ttihi, vélja arvatud juhul A = B,
mil kehtib C(A,A) ={14};

o ohukeseks, kui iga A,B € Ob(C) korral C(A,B) sisaldab

ilimalt tihte elementi ning

o kodiskreetseks, kui iga A, B € Ob(C) korral C(A, B) sisaldab
tapselt tihte elementi.
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Kategooria definitsiooni tehnilisi aspekte:

morfismihulkade loikumatus

Kategooria definitsiooni juures noutakse ka monikord, et mor-
fismihulgad on paarikaupa loikumatud. See tahendab, et

kui A= A’ v6i B= B/, siis C(A,B)NC(A",B’) = 0.

Sellele eeldusele ei pea praktikas enamasti tahelepanu poora-
ma, aga uks selle eelduse tagajarg on, et kui on antud selle ka-
tegooria suvaline morfism f, siis see kuulub parajasti tihte neist
hulkadest, ehk f on nool A — B mingite Gheselt maaratud ob-
jekteide A ja B jaoks.

Kategooriateooria



Loplikud kategooriad

Viikest kategooriat C kutsutakse loplikuks, kui selle objektide
hulk C on 16plik, ning kui koik morfismihulgad C(x,y) on 1opli-
kud

Naide (Loplikud diskreetsed kategooriad)

Diskreetne kategooria 16plikul on 16plik, nagu ka loplik jarjes-
tatud hulk, kui seda kategooriana vaatame.

Aeg-ajalt on kasulik defineerida mingi spetsiifilise kujuga loplik
kategooria, nditeks jargmiselt.

Naide (Iseseisev nool)

Olgu 2 kategooria, kus on tapselt kaks objekti, s.t. Ob(2) := {a, b},
ning kus lisaks tthikmorfismidele on parajasti itks morfism, mil-
le suunaks on a — b.
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Kategooriate naiteid: matemaatilised struktuurid

Kuigi vaikesed kategooriad on olulised, koige tihedamini kasu-
tatakse kategooriaid siiski suurte kategooriate kontekstis.

Enamasti, kui kaalutakse mingit matemaatilist struktuuri, on
struktuuriga assotsieeritud ka mingi teisenduse moiste.

Vaatame moningaid niiteid, kus struktuur on defineeritud tihel
hulgal, ning teisendused on struktuuriga kooskolalised kuju-
tused hulkade vahel.

Naide (Matemaatiliste struktuuride kategooriad)

@ Vecty - vektorruumid tile korpuse K ja lineaarkujutused;
e Top - topoloogilised ruumid ja pidevad kujutused;
o Graph - graafid ja graafide homomorfismid;

@ Pos - osaliselt jarjestatud hulgad ja jarjestust sdilitavad ku-
jutused (pos ~ partially ordered set).
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Morfismide valik

Kui me matemaatiliste struktuuride vahelistelt kujutustelt ei
noua struktuuriga kooskolalisust, siis kategooria vaatepunktist
ei ole see struktuur nihtav.

Naiteks, kui votta kategooria, kus objektid on riihmad ning mor-
fismid on lihtsalt funktsioonid, oleksid rithmad seal kategoorias
isomorfsed parajasti siis, kui nende vahel leidub suvaline bijekt-
sioon.

Siiski, meil voib olla kategooria objektide vahel mitu erinevat
valikut morfismide jaoks.

Naide (Hulkade ja seoste kategooria)

Kategooria Rel objektideks on hulgad ning morfismideks
X — Y on seosed, ehk hulga X x Y alamhulgad.

Nonda morfisme muutes voivad kategooria omadused samuti
tunduvalt muutuda.
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Kategooriate naiteid: meetrilised ja Banachi ruumid

Naide (Banachi ruumide kategooria Ban)

Banachi ruumide kategooria Ban morfismideks on normiga <1
operaatorid. Morfismideks voib votta ka koik pidevad operaato-
rid, aga siis kategooria omadused kannatavad.

Naide (Meetriliste ruumide kategooria Met)

Meetrilistel ruumidel on kategooriateooria sees eriline osa. Ka-
tegooriateooria vaatepunktist on parem, kui

e meetrilise ruumi punktide vahel on lubatud lopmatud kau-
gused, ehk meetrika on funktsioon

d: MxM — [0, 0]

e ning morfismideks votta 1-Lipschitz kujutused, ehk tingi-
must d(f(x), f(y)) < d(x,y) rahuldavad kujutused.
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Monomorfismid

Kuna kategoorias ei ole morfismid kujutused, vaid lihtsalt abst-
raktsed nooled, ei saa seal radkida uldjuhul morfismi injektiiv-
suse moistest.

Siiski, kategooria kontekstis on voimalik radkida morfismidest,
mis rahuldavad injektiivsetele kujutustele sarnaseid omadusi.

Definitsioon (Monomorfism)

Kategooria C morfismi f : A — B nimetatakse monomorfismiks,
kui iga morfismipaari u,v: U — A korral kehtib

fou=fov=u=v.

Lihidalt 6eldes, monomorfism on vasakult taandatav morfism.
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Monomorfismidest

Naide (Monomorfismid hulkade kategoorias)

Hulkade kategoorias Set on monomorfismideks injektiivsed ku-
jutused.

Tegelikult, koikide eespool vaadatud matemaatiliste struktuu-
ride kategooriates on monomorfismid parajasti injektiivsed tei-
sendused. Aga naiteks jarjestatud hulgas, vaadatuna kategoo-
riana, on koik nooled monomorfismid.

Lause (Monomorfismide komponeerimisest)

Olgu kategoorias C antud morfismid A L B ¢ Siis,
Q kui f ja g on monomorfismid, on ka go f: A — C monomor-
fism;

@ kui go f on monomorfism, siis ka f on monomorfism.
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Isomorfismid

Definitsioon (Isomorfism)

Kategooria C morfismi A — B nimetatakse isomorfismiks, kui

see on pooratav, ehk sellel leidub poordmorfism. S.t. et leidub sel-

linemorﬁsmAéB,etgof:1Ajafog:13.

e Morfismi f poordmorfismi (kui see leidub) tahistatakse kir-
jutisega f1.

@ Kui leidub isomorfism A — B, siis deldakse, et A ja B on
isomorfsed objektid. Objektide A ja B isomorfsust viljen-
datakse kirjutisega A = B.

Lause (Isomorfismide klassi komponeerimise suhtes kinnisus)

Isomorfismide kompositsioon on isomorfism.
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Isomorfsusest

Lause (Isomorsus on ekvivalentsiseos)

Isomorfsus on kategooria objektide klassil ekvivalentsiseos.

Isomorfsed objektid kaituvad kategooria seisukohast tapselt tih-
temoodi. Seega, kui kategoorias on kaks objekti isomorfsed, voi-
me me neist moelda sisuliselt kui tihest ja samast asjast, mis on
ainult pealiskaudselt erinevad.

Naide (Isomorfismid hulkade kategoorias)

Hulkade kategoorias on isomorfismideks bijektsioonid.

Iga kaks uhe-elemendilist hulka {4} ning {b} on hulkade kate-
goorias isomorfsed. Isomorfismi tapsuseni on kategoorias Set tihe-
elemendilisi hulki ainult tiks.
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Loppobjektid

Definitsioon (Loppobjekt)

Kategooria C objekti P nimetatakse loppobjektiks, kui iga ob-
jekti A € Ob(C) korral leidub parajasti tiks morfism A — P.

Kategoorias voib leiduda 16ppobjekte mitu, kuid isomorfismi
tapsuseni leidub neid vaid uks.

Lause (Loppobjekti unikaalsus)

Kui P ja P’ on kaks kategooria C loppobjekti, siis leidub (unikaalne)
isomorfism P — P’.

Sellest digustatult tdhistagu edaspidi 1 kategooria mingit suva-
liselt valitud loppobjekti (kui see leidub).
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Loppobjekti naiteid

Naide (Loppobjektid hulkade kategoorias)

Hulkade kategoorias on iga iithe-elemendiline hulk loppobjek-
tiks.

Samal pohjusel on tihti the-elemendiline struktuur l6ppobjek-
tiks matemaatiliste struktuuride kategooriates.

Naide (Loppobjektid algebralise struktuuride kategooriates)

Kategooriates Vectg, Grp, Top, Met on loppobjektiks tiihe-
elemendiline struktuur. Kategoorias Vectgr oleks see naiteks
null-vektorruum {0}.

Piisab sellest, et ithe-elemendiline struktuur eksisteeriks, ning
et sinna suunduvad kujutused oleksid struktuuride morfismiks.
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Duaalsus ja algobjekt

Duaalsed definitsioonid

Igal kategooria kontekstis tehtud definitsioonil on olemas duaal-
ne definitsioon, mis on saadud definitsioonis koik nooled im-
ber poorates. Loppobjekti definitsioonis nooled imber poorates
saame algobjekti definitsiooni.

Definitsioon (Algobjekt)
Kategooria C objekti P nimetatakse algobjektiks, kui iga objekti
A € Ob(C) korral leidub parajasti tiks morfism A « P.

Tavaliselt jarjestatakse ka definitsioonis natukene asju ringi, ning
kohandatakse tahistusi.

Definitsioon (Algobjekt, uuesti, aga samavaarselt)

Kategooria C objekti Q nimetatakse algobjektiks, kui iga objekti
A € Ob(C) korral leidub parajasti tiks morfism Q — A.
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Duaalsus ja algobjekt

Duaalsuse suur pluss on, et igast esialgse definitsiooni kohta
toestatud tulemusest jareldub automaatselt duaalse definitsioo-
ni jaoks duaalne tulemus, mis on saadud tulemuses nooli iimber
poorates.

Lause (Algobjekti unikaalsus)

Kui Q ja Q' on kaks kategooria C algobjekti, siis leidub (unikaalne)
isomorfism Q — Q’.

Seega, analoogiliselt loppobjektiga, on digustatud simboli O sis-
setoomine algobjekti tahistamiseks.
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Algobjekti naited

Naide (Algobjekt kategoorias Set)

Hulkade kategoorias Set on algobjektiks tithi hulk 0.

Kui kaalutavate matemaatiliste struktuuride kategooriasse kuu-
lub tithi hulk koos triviaalse struktuuriga, nagu juhtub naiteks
kategooriates Met, Top voi Pos, siis on see tithi struktuur tol-
les kategoorias algobjektiks. Kui meie matemaatilise struktuu-
ri definitsiooniga kdib kaasa vahemalt ks konstant, siis tithja
struktuuri ei leidu, ning seega kategoorias peab midagi muud
algobjektiks olema.

e Kategoorias Vectg on algobjektiks null-vektorrum {0},
e rihmade kategoorias Grp on algobjektiks rithm {1},
e ringide kategoorias Ring on algobjektiks ring {0, 1}.



Epimorfismid

Dualiseerides monomorfismi moiste, saame epimorfismi moiste.

Definitsioon (Epimorfism)

Kategooria C morfismi f: A — B nimetatakse epimorfismiks,
kui iga morfismipaari u,v: B — V korral kehtib

uof=vof=u=v.
Lihidalt 6eldes, epimorfism on paremalt taandatav morfism.

Epimorfismi voib vaadata kui siirjektiivsuse tihte iildistust. Prak-
tikas ei pruugi enamuses matemaatiliste struktuuride kategoo-
riates epimorfismid surjektiivsed olla, kuid teatud kujutise kat-
tev olemist epimorfsus siiski karakteriseerib.

Siit naeb, et surjektiivsus ja injektiivsus on teatud mottes duaal-
sed omadused.
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Epimorfismidest

Lause (Epimorfismide komponeerimisest)

Olgu kategoorias C antud morfismid A L B c. Siis,
Q kui f ja g on epimorfismid, on ka go f: A — C epimorfism;
@ kui go f on epimorfism, siis ka g on epimorfism.
Kui kategooria morfismideks on (struktuuriga kooskolalised) ku-

jutused, siis iga suirjektiivne kujutus on epimorfism, kuid vastu-
pidine tldjuhul ei kehti.

Naide (Surjektiivsed ja mitte-suirjektiivsed epimorfismid)

e Epimorfismid on strjektiivsed kategooriates Set, Pos, Top,
Vectg ja Grp, aga ei pruugi olla monoidide kategoorias.

e Banachi ruumide kategoorias Ban ning ka Hausdorffi
ruumide kategoorias Topy,,, vastab epimorfsus aga hoo-
piski kujutise tihedusele.
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Viga tldises moistes, diagramm kategoorias C on illustreeriv
pilt (teatud tildises mottes graaf), mida kasutame kategooria kon-
tekstis andmete esitamiseks, et oleks naha milliste objektide va-
hel morfismid paiknevad. Natuke tapsemalt, diagramm on graaf,
kus tipud kannavad kategooria objektide nimesid ning nooled
kannavad kategooria morfismide nimesid. Naiteks saame vaa-
data diagrammi

8
Al ’ D.

B
—
PN
C

Tulevikus, kui toome sisse funktori moiste, saame radkida diag-
rammidest natukene kitsamas ja tapsemas tahenduses.
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Diagrammi kommuteerumine

Diagrammi kommuteerumine tihendab, et kui graafis noolte
komponeerimisel saame kaks paralleelset noolt, on komposit-
sioonid vordsed. Naiteks ruudu

ALy

s

C——D

kommuteerumine tahendab, et woh = go f, kuna need molemad
on paralleelsed nooled A — D ning kolmnurga

A—>B

N

kommuteerumine tdhendab, et go f = h.

Kategooriateooria



Korrutis

Uldise kategooria kontekstis saab anda objektide korrutise mais-
te hulkade ja funktsioonide diagrammi

X S0 iy Ty

omadusi kategooriate keeles iseloomustades.
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Korrutis

Definitsioon (Korrutis)

Kategooria C objekti P koos kahe morfismiga ps: P — A ja
pp: P — B nimetatakse objektide A ja B korrutiseks kategoo-
rias C, kui diagramm

Pa pB
A«—P—B
on universaalne selles mottes, et suvalise teise diagrammi
u u
A<~U-5B

korral leidub parajasti iiks morfism m: U — P, mis rahuldab
tingimusi
paom=tuu ja ppgom=iug.

m ~ mediator
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Korrutise definitsioon diagramme kasutades

Diagramme saame siin definitsiooni juures kasutada jargmiselt.
Korrutise definitsiooni alguses ette antud andmeid saame illust-
reerida diagrammiga

U
A4—P ——B,
Pa PB

mis esitab olukorda, kus meil on korrutise diagramm ja mingi
teine diagramm, ning oleks tarvis kuidagi neid vorrelda. Korru-
tise definitsioon titleb nutid, et nende sisendandmete juures tekib
meil valjundina nool m: U — P, mida illustreerime diagrammi-

ga U
ml

A<+—P —— B.
pa PB
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Korrutise definitsioon diagramme kasutades

Viimaks, tingimusi

paom=u, ja ppom=ug

védljendame Oeldes, et diagramm

|
/@
PA P

%

A PB

B

kommuteerub, mis siin tdhendab nende kahe kolmnurga kom-
muteerumist.
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Korrutise definitsioon diagramme kasutades

Saame niiud selle koik uuesti kokku votta esitades korrutise de-
finitsiooni sissetoodud tahistusi kasutades.

Definitsioon (Korrutis)

Kategoorias C on objektide A ja B korrutis kolmik (P,p4,pp),
kus A &2 P 22 B, mis rahuldab tingimust, et iga teise kolmiku

(U, up,up) korral, kus A s U 2, B, leidub unikaalne morfism
m: U — P, mis paneb diagrammi

S

APPPBB

kommuteeruma.
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Korrutis on morfismide paaripanija
U
T
mJ
L

A<—P——8B
pPa PB

Korrutise antud vastavusest, mis konstrueerib morfismipaarist
Up Up
A—U—B

noole m: U — P, motleme kui operatsioonist, mis votab nooled
u, ja ug, ning paneb need paari Uheks nooleks m: U — P. Seega
tahistatakse tihtipeale noolt m paari tahistust (uy4,up) kasuta-
des. U

|

Uy | ug
(up,up)

-
A4<—P ——8B
pPa PB
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Korrutise isomorfismi tapsuseni theselt maaratus

Kategooria objektide korrutis on isomorfismi tapsuseni tiheselt
madratud.

Lause (Korrutise isomorfismini ttheselt maaratus)

Kui kategoorias C on

,PBB

molemad objektide A ja B korrutised, siis leidub isomorfism P — P’.

Alip g ning AHP

Veelgi tapsemalt, see isomorfism on iiheselt mdadratud, kui nouame,

s

A‘— P — B
Pa Ps

et see paneks diagrammi

kommuteeruma.
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Tahistused korrutise jaoks

Kuna korrutis on isomorfismi tapsuseni ttheselt maaratud, siis
nagu loppobjekti ning algobjekti puhul tegime, toome sisse ta-
hise A x B objekti P jaoks.

Kui rdagime kategooria objektide A ja B korrutisest A x B, siis
see alati kaib kaasas koos projektsioonidega

A& AxB B,

Kategooriateooria vaatepuntist on projektsioonid p, ja pp kor-
rutise juures olulisemad, kui objekt A x B ise.

Siiski, mugavuse mottes raagime aeg-ajalt siiski ainult objektist
AxBkui A ja B korrutisest, aga vaikimisi moistame, et objektiga
A x B kaivad siiski kaasas ka projektsioonid.
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Korrutise leidumisest

Suvalise kategooria C ja suvaliste objektide A ja B puhul ei pruu-

gi leiduda morfisipaari A &2 Ax B2 B, mis rahuldaks korru-
tise definitsioonis noutud tingimust.

Seega, suvalises kategoorias ei pruugi korrutisi leiduda, aga koi-
kides matemaatiliste struktuuride kategooriate naidetes, mida
vaadanud oleme, on korrutised olemas.

Naiide (Hulkade korrutised)

Hulkade kategoorias on tavaline hulkade Cartesiuse korrutis
koos oma projektsioonidega ka kategooriateooria mottes korru-
tiseks.

Naide (Algebraliste struktuuride korrutised)

Algebraliste struktuuride kategooriates on tavaliselt objektide
korrutiseks Cartesiuse korrutis koos komponenthaaval definee-
ritud tehetega.
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Veel korrutiste naiteid

Naide (Banachi ruumide ja meetriliste ruumide korrutised)

Kategoorias Ban on objektide A ja B korrutiseks vektorruumi-
de korrutis A x B normiga ||(a, b)|| = max(||a]|,||0]|). Analoogilised
ndevad valja korrutised meetriliste ruumide kategoorias.

Naide (Topoloogiliste ruumide korrutis)

Kategoorias Top on objektide (X, 7x) ning (Y, ty) korrutis nii na-
gu topoloogia kursuses opetatakse. Selleks on (X x Y, 7x.y), kus
Txxy on koigi hulkade U x V, kus U € 1y, V € 1y, tekitatud to-
poloogia.

Naide (Korrutised osaliselt jarjestatud hulgas)

Kui (P, <) on osaliselt jarjestatud hulk, siis sellele vastavas ka-
tegoorias P on korrutisteks alumised rajad jirjestuse < suhtes,
mis voivad, voi voivad mitte eksisteerida.
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Korrutise omadusi

Toome sisse tahistuse !i: A — 1 unikaalse loppobjekti suundu-
va noole jaoks.

Jargmine tulemus ftleb, et 1oppobjekt on korrutamise jaoks
neutraalseks elemendiks.

Lause (Loppobjektiga korrutamine)

Kui kategoorias C on loppobjekt 1, siis objekti 1 korrutis suvalise
11

objektiga A € Ob(C) leidub ning selleks on diagramm 1 <~ A A, A.
Seega saame kirjutada 1 x A = A.

Lause viimase vaitena toodud kirjutis 1 x A = A tuleneb sellest,
et kuna kategoorias on objektide korrutis isomorfismi tapsuse-
ni uheselt maaratud, siis suvaline fikseeritud objektide A ja 1

korrutis 1 <~ 1 x A — A peab olema isomorfne lauses antud kor-
!1
rutisega 1 <=~ A —5 A.
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Kokorrutis

Definitsioon (Kokorrutis)

Oeldakse, et diagramm A o, Q Iy kategoorias C on objektide
A ja B kokorrutis, kui iga diagrammi A 2, v & B korral lei-
dub unikaalne tingimusi mq4 = v4 ning mqpg = vg rahuldav nool
m: Q—V.

Nii nagu korrutisegi korral, toome mingi fikseeritud kokorruti-
se jaoks sisse tahistuse A+ B ning morfismi m tdhistame [v4, vg].

|4
Vg ~ (%]
[VAVVB]
A—— A+B<+—B
qa qB
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Kokorrutised hulkade kategoorias

Hulkade kategoorias kokorrutisteks loikumatud ithendid.

Naide (Hulkade loikumatu tthend kokorrutisena)

Kui hulgad X ja Y on léikumatud, siis nende hulkade tthend
X UY koos sisestustega X < X UY «> Y on kategoorias Set
objektide X ja Y kokorrutis.

Kokorrutise universaalomadus on taidetud funktsiooni tukiti

\%
/ [f,glx

X — XUY <—Y

defineerimisega.

f(z), kuizeX;

F8lie) = {g(z), kuizeY.

See tootab aga ainult siis, kui X ja Y on l6ikumatud.
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Kokorrutised hulkade kategoorias

Kui hulgad pole 16ikumatud, saame siiski moodustada nende
kokorrutise, asendades hulgad enne tthendi votmist 16ikumatu-
te isomorfsete versioonidega.

Naide (Hulkade kokorrutis loikumatu tthendina)

Hulkade kategoorias Set on suvaliste hulkade X ja Y kokor-
rutiseks nende loikumatu ithend X 1Y koos injektsioonidega
X—>XLY « Y.

Hulkade lopmatu loikumatu tthend konstrueeritakse monikord
hulgana X 11Y = {(0,x) | x € X}U{(1,y) | v € Y} koos injektsioo-
nidega

0, 1,p)«
x 20 ey MYy

mille kujutised on I6ikumatud.
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Kokorrutised algebraliste struktuuride kategooriates

Vektorruumide kategoorias on vektorruumide V ja V’ kokorru-

tiseks nende Cartesiuse korrutis V x V’ koos kujutustega

v—(v,0)

VXV (0,v")ev’

%48
Analoogilised ndevad kokorrutised valja Abeli riihmade kate-
goorias ning kommutatiivsete monoidide kategoorias.

Kokorrutise lihtne kirjeldus eelnevas naites oli suuresti tingi-
tud algebralise struktuuri tehte kommutatiivsusest. Uldisemal
juhul algebraliste struktuuride kokorrutised tavaliselt kull lei-
duvad, aga nende konkreetne kirjeldus on tehnilisem.

Intuitiivselt vottes, algebrate kokorrutis on algebrate loikumatu
tthendi poolt vabalt moodustatud algebra, faktoriseeritud esialg-
setes struktuurides kehtivate vorduste jargi.
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Veel kokorrutiste naiteid

Naide (Banachi ruumide kokorrutised)

Kategoorias Ban on objektide A ja B kokorrutiseks vektorruumi-
de korrutis A x B normiga ||(a, b)|| = ||a|| +||b]|-

Niide (Meetriliste ruumide kokorrutised)

Meetriliste ruumide kokorrutis on nende loikumatu tthend, kus
eri komponentides olevate elementide vahel kaugus on co.

Naide (Topoloogiliste ruumide kokorrutis)

Kategoorias Top on objektide (X, 7x) ning (Y, 7y) kokorrutiseks
ruumide loikumatu tthend (X 1Y, tx||y), kus U € x|y para-
jastisiis, kuiUNnXerxjaUNY erty.

Naide (Kokorrutised osaliselt jarjestatud hulgas)

Kui (P, <) on osaliselt jarjestatud hulk, siis sellele vastavas kate-
goorias P on kokorrutisteks iilemised rajad jarjestuse < suhtes.
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Vordustest

Vordust rahuldavate elementide hulk

Aeg-ajalt on tarvis vaadata vordust rahuldavate elementide ko-

gumit. Analuisist tuttav ndide voiks olla vordust sin(x) = x ra-
huldavate reaalarvude hulk
E :={x e R|sin(x) = x}.
Siin paneme tdhele, et E on tapselt nende argumentide x € R
hulk, mille korral funktsioonid
sin
R—=R
IR
kokku langevad. Koik andmed tihele pildile kokku pannes saa-
di . _
me diagramimi E e R sin R
1r
Seda, et E on lahendite hulk, iseloomustab vordus sine = 1ge.

Seda, et E on pole liiga viike (ei sisalda piisavalt lahendeid),
iseloomustab universaalomadus.
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Intuitsioon matemaatiliste struktuuride kategooriates

Vordsustaja leiab suurima alamstruktuuri, kus etteantud vordus

rahuldatud on.

Definitsioon (Vordsustaja)

Oeldakse, et nool E 5 A kategoorias C on morfismipaari
f,g: A — B vordsustaja, kui

@ fe=gening
@ iga vordust fu = gu rahuldava noole u: U — A korral lei-
dub unikaalne tingimust em = u rahuldav nool m: U — E.

¢\ f
E—— A?B
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Vordustaja naited

Naide (Vordsustajad kategoorias Set)

Kui f,g: X — Y on funktsioonid, siis nende vordsustaja kate-
goorias Set on alamhulga E := {x € X | f(x) = g(x)} C X sisestus.

f
E‘L)X?;Y

Sama v0i sarnane vordsustaja konstruktsioon kehtib tihtipeale
ka matemaatiliste struktuuride kategooriates, kuna E saab ole-
ma kanoonilisel viisil alamstruktuur.

Naide (Lineaarkujutuse tuum vordsustajana)

Kui f: A — B on morfism kategoorias Vectg ning 0: A — B on
konstantselt null kujutus, siis f ja 0 vordsustaja on lineaarkuju-
tuse f tuum ker(f) :={x€A| f(x)=0}.
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Vordsustajad ja monomorfismid

Lause

Kui morfism e: E — A kategoorias C on mingi morfismipaari
f,g: A — Buvordsustaja, siis e on monomorfism.

Sellisel kujul monomorfismid on piisavalt olulised, et omaette
nime kanda. Morfismi, mis on mingi morfismipaari vordsustaja,
nimetatakse regulaarseks monomorfismisks.

Matemaatiliste struktuuride kategooriates kipuvad regulaarsed
monomorfismid olema alamstruktuuride sisestused.

o Algebraliste struktuuride kategooriates on tavaliselt koik
monomorfismid regulaarsed (kuna iga morfismi kujutis on
alamstruktuur).

e Kategooriates Pos ning Top ainult alamstruktuuride sises-
tused regulaarsed monomorfismid.
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Vordsustaja isomorfismi tapsuseni theselt maaratus

Nii nagu ka eelnevate universaalomadusega antud konstrukt-
sioonide puhul, on ka vordsustaja isomorfismi tapsuseni ttheselt
maaratud.

Lause (Vordsustaja isomorfismi tapsuseni ttheselt maaratus)

Kuie: E — Ajae': E' — A on morfismipaari f,g: A — B vord-
sustajad, leidub isomorfism E — E’. Lisaks, kui nouda isomorfismilt

kolmnurga
E
AN
EI

_,)A

e

kommuteeruma panemist, on isomorfism tiheselt madratud.
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Kovordsustaja

Intuitsioon matemaatiliste struktuuride kategooriates

Kovordsustaja leiab suurima faktorstruktuuri, kus etteantud

vordus rahuldatud on.

Definitsioon (Kovordsustaja)

Oeldakse, et nool B - C kategoorias C on morfismipaari

f,g: A — B kovordsustaja, kui

@ cf =cgning
e igavordustvf = vgrahuldavanoole v: B — V korral leidub

unikaalne tingimust mc = v rahuldav nool m: C — V.
14

0
| m

f [
A?B—C>C

v
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Kovordsustajad hulkade kategoorias Set

Naide (Kovordsustajad kategoorias Set)
Kujutuste f,g: X — Y kovordsustaja kategoorias Set on faktor-
hulga Y/ ~ faktorkujutus

n.:Y->Y/~, ye[y],
kus ~ on vahim tingimust

Vx e X. f(x)~ g(x)

rahuldav ekvivalentsiseos hulgal Y ning [y] on elemendi y ekvi-
valentsiklass.

f
X?ﬁYL>Y/~

Voime kujutustepaarist f,g: X — Y moelda kui hulga X ele-
mentide x € X poolt parametriseeritud samasuste f(x) ~ g(x)
hulgast, mille kehtimist hulgas Y soovime.
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Algebraliste struktuuride kovordsustajad

Naide (Algebraliste struktuuride kovordsustajad)

Algebraliste struktuuride kategooriates on kovordsustajad sar-
nased hulkade juhule, aga peame votma hoopis vaikseima tin-
gimusi f(x) ~ g(x) rahuldava kongruentsi.

Naide (Alamvektorruumi jargi faktoriseerimine)

Kui W on vektorruumi V alamruum, siis sisestuse W <= V ning
konstantselt null kujutuse 0: W — V kovordsustajaks on fak-
torruum V/W koos faktorkujutusega V. — V/W.

Naide (Téaisarvud mooduli n jargi)

Kui Z on taisarvude aditiivne rihm, siis iga naturaalarvu n > 0

korral on rihmade kategoorias morfismide
X—n

Z Z

X=X
kovordsustajaks on rihm Z, := Z/nZ koos faktorkujutusega

Z—-7Z,.



Seose jargi faktoriseerimine

Nagime, et kovordsustaja toimis naidetes faktoriseerimise ope-
ratsioonina. Vaatame tapsemalt, kuidas saab ekvivalentsiseose
jargi faktorhulga votmist kovordsustajana kirjeldada.

Olgu R € X x X hulgal X antud ekvivalentsiseos. Alamhul-
ga R sisestust R <> X x X saame korrutise projektsioonidega
p1,p2: X x X — X komponeerida, mis annab meile morfismi-

paari (x,p)—>x

(xp)—y
Selle morfismipaari kovordsustaja hulkade kategoorias ongi
faktorkujutus mtg: X — X/R.

Siin saab panna tahele, et kovordsustaja otseselt ei hooli sellest,
kas seos R on ekvivalentsiseos voi mitte. (Kuna kovordsustaja
faktoriseerib seose R indutseeritud ekvivalentsiseose jargi.)
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Seosed kategooriate kontekstis

Eelnevast skeemist motiveerituna voib kategooria C suvalisest
morfismipaarist r,7,: R — A, mille kovordsustajat tahame vot-
ta, moelda kui teatud kujul antud seosest objektil A.

Toepoolest, kui meie kategoorias on korrutised, siis saame kor-
rutise universaalomadusega morfismid r; ja r, paari panna

r ! T
! (r1,m2) g
'

AP AaxAa 2 S A

morfismiks (r,7,): R - AxA. Kui (11, r;) on monomorfism, ongi
meil sisuliselt tegemist seosega tavalises mottes.

Teistpidi, iga noolt r: R — A x A saame korrutise projektsiooni-
dega komponeerides teha morfismipaariks ry,r,: R — A.

Seose morfismipaarina esitamine on meile mugavam.
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Regulaarsed epimorfismid

Lause

Kui morfism c¢: B — C kategoorias C on mingi morfismipaari
f,g: A — B kovordsustaja, siis c on epimorfism.

Morfismi, mis on mingi morfismipaari kovordsustaja, nimeta-
takse regulaarseks epimorfismisks.

Matemaatiliste struktuuride kategooriates kipuvad regulaar-
sed epimorfismid olema kanoonilised pealekujutused A — A/~
faktorstruktuuridele, ehk faktorkujutused (quotient map).

o Algebraliste struktuuride kategooriates on tavaliselt siir-
jektsioonid regulaarseteks epimorfismideks.

o Kategooriates Pos ning Top surjektiivusest ei piisa et olla
faktorkujutus, seega leidub mitte-regulaarseid epimorfis-

me.
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Tagasitombaja

Tagasitombaja on mitmeotstarbeline tooriist, millega saab nai-
teks

@ arvutada morfismi tuuma (seosena),
e arvutada alamobjektide originaale,
e arvutada uhisosasid.
Tagasitombajat voib vaadata ka operatsioonina, mis teeb diag-

rammist kujul A — C « B kommutatiivse ruudu universaalsel
viisil.

lHl

A—— B

O(—Ou
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Tagasitombaja definitsioon

Definitsioon

Morfismipaari A L cés tagasitombajaks kategoorias C ni-
metatakse morfismipaari A Hphy B, mille korral
® fpa=gpp ning
e iga tingimust fu, = gug rahuldava morfismipaari
A <L U 2 Bkorral leidub parajasti iks tingimusi
pam =y ja pgm = ug rahuldav morfism m: U — P.

Uug
PB B
A 8
— C
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Tagasitombajate tthesus

Lause

, . Pa o P . _—
Kuia2p P B ning A <~ P = B on kategoorias C morfismi-

paari A L cés tagasitombajad, siis leidub isomorfism P — P’.
See isomorfism on unikaalne, kui sellelt lisaks nouda diagrammi

N

A —P — B

kommuteeruma panemist.
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Tagasitombajate tahistustest

Kui ruut
P——B

A—— C
rahuldab tagasitombaja universaalomadust, s.t. A < P — B on
nooltepaari A — C « B tagasitombaja, nimetatakse seda ruutu
tagasitombamisruuduks voi tagasitombaja ruuduks. Selle ta-

histamiseks pannakse kohati ka ruudu sisse tagasitombaja ob-
jekti juurde vaike nurga simbol.
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Tagasitombajad hulkade kategoorias

Naide (Tagasitombaja hulkade kategoorias)

Hulkade kategoorias Set on morfismide X L z&y tagasitom-
bajaks hulk P = {(x,y) e X x Y | f(x) = g(»)} koos projektsiooni-

dega X xe(x,9) p (xy)—p v,

Sama tagasitombaja esitus tootab tavaliselt ka teistes matemaa-
tiliste struktuuride kategooriates, kus P saab endale lisaks loo-
mulikult indutseeritud struktuuri.

Naide (Funktsiooni tuum tagasitombajana)

Kui votame kategoorias Set funktsioonide X L Y <L X tagasi-
tombaja, siin on selleks hulk {(x,y) € X x X | f(x) = f(y)}, mis on
tapselt funktsiooni f tuum, seose mottes.
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Morfismi tuumapaar

Definitsioon (Tuumapaar)

Kategooria C morfismi f: A — B tuumapaariks nimetatakse

k k
morfismide A L B <i A tagasitombajat A < K = A.

Morfismi tuumapaar on morfismipaar kq,k,: K — A, millest mot-
leme kui morfismi tuuma seosest.

Naide (Tuumapaarid hulkade kategoorias)

Hulkade kategoorias on funktsiooni f: X — Y tuumapaari
ki,ky;: K — X paaripanemisel saadud funktsioon K — X x X
(isomorfismi tapsuseni) selle funktsiooni (seose mottes) tuuma
alamhulgana sisestus.

Morfismi tuumapaar on alati teatud kategoorses mottes ekviva-
lentsiseos, kuid selle vaite tapne tadhendus meie kursuse raames-
se ei mahu.

Kategooriateooria



Monomorfismide dratundmine kasutades tuumapaare

Morfism f: X — Y on injektiivne parajasti siis, kui selle tuu-
maks on diagonaalseos

{op) |y eX, f(x)=fy)=ker(f) = Ax ={(x,x) [ x € X}.
Suvalise kategooria C objekti A jaoks on diagonaalseoseks mor-
fismipaar 14,14: A — A, mida korrutisega paari pannes saame

A

b )

hd

A+— AxA —— A.
P1 p2

Diagonaalmorfismi A — A x A tdhistatakse monikord ka A.

14

Lause (Monomorfismid ja triviaalsed tuumapaarid)

Kategooria C morfism f: A — B on monomorfism parajasti siis, kui

1 1
selle tuumapaariks on A <~ A -5 A,
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Nork Homomorfismiteoreem

Tahistagu ker(f) morfismi f tuumapaari ning A/ker(f) tuuma-
paari kovordsustajat.

Lause

Kui morfismil f: A — B leidub tuumapaar, ning sellel tuumapaaril
leidub kovordsustaja A — A/ker(f), siis morfism f faktoriseerub
unikaalselt 1abi kovordustaja A — A/ker(f).

A

A/ker(f)

Lisaks, morfismi f tuumapaar on ka kovordsustaja A — A/ker(f)
tuumapaariks.

Lauses antud A/ker(f) — B ei pruugi olla monomorfism, kuigi
algebrate kategooriates see monomorfismiks on.
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Tagasitombaja kasutamine originaali arvutamisel

Olgu f: X — Y morfism hulkade kategoorias Set (s.t. funkt-
sioon X — Y) ning olgu Z hulga Y alamhulk. Siis saame vaadata
alamhulga sisestust Z < Y ning moodustada diagrammi

N

fle=1
fz) =

-

N

€

|-.<

X

mis on hulkade kategoorias tagasitombamisruut.

Eelnevas diagrammis tdhistab f|r-1z) funktsiooni f ahendit
hulgale f~1(Z).
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Alamobjektid

Hulkade puhul saame radkida alamhulkadest, ning matemaati-
liste struktuuride korral saame tavaliselt raakida alamstruktuu-
ridest.

Vottes alamstruktuuri iseloomustuseks selle, et see peaks tule-
ma koos sisestuskujutusega, saame suvalise kategooria C objekti
A alamobjekte modelleerida nooltena U — A.

Definitsioon (Alamobjekt)

Olgu A kategooria C objekt. Monomorfisme U — A nimetame
objekti A alamobjektideks.

Monomorfimide tahistamiseks kasutatakse monikord ka noolt
A > B. Eriti siis, kui motleme neist, kui alamobjektidest.
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Alamobjekti originaali arvutamine tagasitombajatega

Jargmine lause nditab, et tagasitombajaid saab kasutada kate-
goorias alamobjekti originaali leidmiseks.

Lause

Olgu f: A — C kategooria C suvaline morfism ning olgu g: B — C
monomorfism. Kui

=
b
oq

A—— C

on tagasitombamisruut, on ka ps: P — A monomorfism.
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Tagasitombamisruutude kleepimine

Tuleb vilja, et tagasitombamisruute saab kleepida.

Kui ruudud ja on tagasitombamisruudud on ka kleepimisel
saadud ruut tagasitombamisruut.

a

A s B—Y s C
|@ |
D——E—¢—F

Kehtib ka osaline vastupidine vaide. Kui on tagasitomba-

misruut ning | 2 |on tagasitombamisruut, on ka | 1 |tagasitomba-
misruut.
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Viljatoukaja definitsioon

Morfismipaari A <i ciB viljatoukajaks kategoorias C nime-

tatakse morfismipaari A 2, Q L B, mille korral
® gaf =qpg ning
e iga tingimust v, f = vgg rahuldava morfismipaari

A2 v & Bkorral leidub parajasti uks tingimusi
mqu = vy ja mqg = vg rahuldav morfism m: Q —» V.
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Viljatoukajate tahistustest

Kui ruut
C ——8B

L

A——Q

rahuldab valjatoukaja universaalomadust, s.t. A — Q < B on
nooltepaari A « C — B valjatoukaja, nimetatakse seda ruutu
valjatoukamisruuduks voi vdljatoukaja ruuduks. Selle tahis-
tamiseks pannakse kohati ka ruudu sisse valjatoukaja objekti
juurde vaike nurga siimbol.

Kategooriateooria



Viljatoukajad hulkade kategoorias

Naide (Tagasitombaja hulkade kategoorias)
Hulkade kategoorias Set on morfismide X <L z5%y véljatou-
kajaks hulk Q := (X L1 Y)/~ koos kujutustega

x x(x] 0 [yl—y Y,

kus ~ on vahim tingimust
Vze Z.f(z) ~ g(2)
rahuldav ekvivalentsiseos hulgal X L1Y.

Siit ndeme, et kategoorias Set on valjatoukaja nagu kokorrutis
(l6ikumatu tihend), aga teatud elemendid samastatakse. Voime
valjatoukajast moelda kui loikumisega kleepimisest, kus mor-
fismid X « Z — Y kirjeldavad kuidas X ja Z kleepida tuleks.
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Loikumisega uhendid hulkade kategoorias

Naide (Loikumisega tthend)
Olgu X ja Y suvalised hulgad, X N Y nende tihisosa ning X UY
nende (l6ikumisega) ithend. Siis alamhulkade sisestuste ruut

XNY ——Y

[ |

X —— XUuY
on kategoorias Set vdljatoukamisruut. (See ruut on tegelikult ka
tagasitombamisruut.)

Kuna kategooria Set vaatepunktist on elementide umbertahis-
tamisel saadud hulgad isomorfsed (ehk moraalselt samad), an-
name diagrammiga kujul X <= Z <> Y teada, et Z on hulkade
X ja Y ihisosa. Viljatoukaja arvutabki selle diagrammi pohjal
vastava loikumisega tthendi.

Kategooriateooria



Vaadatud konstruktsioonid tooriistadena

Vaadatud konstruktsioonid voimaldavad abstraktse kategooria
kontekstis teha suurt osa tutpilistest tegevustest, mis matemaa-
tiliste struktuuride juures ette tulevad:

o struktuuride korrutamine, faktoriseerimine, kleepimine,

e originaalide ja tihisosade votmine,
e alamobjektide ja seostega arvutamine.

Kategooriaid saab klassifitseerida selle jargi, kuidas need tui-
pilised operatsioonid kaituvad. Vastavalt sellele v6ib kategooria
olla parem uhe voi teise teooria arendamiseks.

Naiteks vaatame kursuse lopupoole pogusalt Abeli kategooriad,
kus on nullobjekt (s.t. algobjekt on ka loppobjekt) ning kus kor-
rutised ja kokorrutised teatud mottes kokku langevad. Abeli ka-
tegooriat voib vaadata lineaaralgebra tuldistusena.
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Uhine vaatepunkt

Korrutiste, vordsustajate ja tagasitombajate juurde tuleme ta-
gasi siis, kui teemaks tuleb piiri moiste, mille erijuhuna neid
kolme konstruktsiooni vaadata saab.

Et saaksime sellise iithendava vaatepunkti votta, peame esmalt
raakima funktoritest ja loomulikest teisendustest ning nende
kohta natukene teooriat arendama.
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Sissejuhatus funktoritesse

Kuna ka kategooriad on matemaatilised struktuurid, saame vaa-
data kategooriatevahelisi morfisme C — D, mida kutsutakse funk-
toriteks.

Intuitsioon funktorite kohta
Nii nagu funktsioon on mingi abstraktne operatsioon hulkade
vahel, siis funktor on mingi abstraktselt antud matemaatiline
konstruktsioon, mis on kategooria struktuuriga (morfismide ja
nende komponeerimisega) kooskolas.

Selline matemaatiliste konstruktsioonide abstraktsioon véimal-
dab meil rangelt konstruktsioone omavahel vorrelda, kasutades
loomulikke teisendusi.

Universaalomadustega antud konstruktsioonid, nagu eelnevalt
vaatasime, on iiks funktorite ning loomulike teisenduste allikas.
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Funktori definitsioon

Definitsioon (Funktor)
Kui C ja D on kategooriad, siis funktor F: C — D koosneb
@ (suurte hulkade) kujutusest
Ob(F): Ob(C) — Ob(D),
kusjuures Ob(F)(A) asemel kirjutame lihtsalt F(A) ning
e iga A, B € C korral antud kujutusest
Fsp: C(A,B)—> D(F(A),F(B)),
kus F4 p(f) asemel kirjutame lihtsalt F(f).
Need operatsioonid peavad rahuldama tingimusi
e F(gf)=F(g)F(f) iga kategooria C komponeeritava morfis-
mipaari A i> B % C korral ning
@ F(14)=1p() iga objekti A € Ob(C) korral.
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Funktorid sailitavad kommutatiivseid diagramme

Funktori F: C — D kujutus Ob(C) — Ob(D) ning kujutuste pe-
re (F4 p)a,Beob(c) vOimaldavad kujutada diagramme kategoorias
C diagrammideks kategoorias D, diagrammi igale elemendile
funktorit rakendades.

F(f)
AL B F(A) iU F(B)
. F(j)
5| l\ Fi)| \
C——=D——E ) TN F(D) TN F(E)

Funktori komponeerimisega kooskola annab lisaks selle, et kom-

mutatiivsed diagrammid kujutuvad kommutatiivseteks diagrammi-
deks.
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Funktorite naiteid

Niide (Uhikfunktor)

Iga kategooria C korral leidub ithikfunktor 1-: C — C,

Naide (Konstantsed funktorid)

Kui C ja D on kategooriad ning D on mingi kategooria D fikseeri-

tud objekt, saame vaadata konstantset funktorit constp: C — D,
mis viib koik kategooria C objektid objektiks D ning koik kate-
gooria C morfismid morfismiks 1p.

Naide (Jarjestust sailitavad kujutused)

Kui P ja P’ on osaliselt jirjestatud hulgad ning P ja P’ on neile
vastavad kategooriad, siis jarjestust sdilitavad kujutused P — P’
vastavad tipselt funktoritele P — P’.
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Funktorite naiteid

Naide (Vaba vektorruum hulgal X)

Kui X on hulk, siis saame konstrueerida vektorruumi
R[X]:={f: X - R|supp(f) < oo},

kus tehted on punktiviisiliselt defineeritud. See konstruktsioon

annab vaba vektorruumi funktori R[—]: Set — Vectg.

Niide (Hulkadest Banachi ruumidesse)

Hulgast X saab konstrueerida Banachi ruumi ¢!(X). See vasta-
vus annab funktori ¢! : Set — Ban.

Naide (Hulkadest topoloogilistesse ruumidesse)

Diskreetse ja kodiskreetse topoloogilise ruumi konstruktsioonid
annavad funktorid disc, codisc: Set — Top.
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Unustavad funktorid

Kui C on mingi matemaatiliste struktuuride kategooria, siis ta-
valiselt on voimalik vaadata funktoreid, mis kas kogu struktuu-
ri, vOi osa struktuurist, dara unustavad.

Naide (Unustamine vektorruumidest hulkadesse)

Saame vaadata unustavat funktorit

U: Vectg — Set, (V,+,0,(A =) cr) >V,
mis unustab dra vektorruumi liitmise tehte, nullelemendi, ning

skalaariga korrutamise tehted, ning jatab alles ainult vektorite
hulga.

Niide (Unustamine vektorruumidest Abeli rihmadesse)

Saame vaadata unustavat funktorit

U:VectR —>Ab, (V,+,O,(/\'—)/‘\ER)I—)(V,+,O),
mis unustab dra ainult vektorruumi skalaariga korrutamise teh-
ted, ning jatab alles vektorite aditiivse Abeli rithma.
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Alamkategooriad ja nende sisestused

Definitsioon (Alamkategooria)

Kategooriat D nimetatakse kategooria C alamkategooriaks, kui
Ob(D) € Ob(C) ning iga A, B € Ob(D) korral D(A,B) CC(A, B).

Kui A, B € Ob(D) korral D(A, B) = C(A, B), siis deldakse, et D on
taielik alamkategooria.

Konstruktsioon (Alamkategooria sisestusfunktor)

Kui D on kategooria C alamkategooria, siis saame vaadata sisestus-
funktorit D — C.

Naide (Abeli riithmad koigi riithmade seas)

Abeli riithmade kategooria Ab on rihmade kategooria Grp taie-
lik alamkategooria.

Mitte-taieliku alamkategooria moiste pole praktikas eriti hasti
kaituv ning seda on soovitatav valtida.



Nooli iimber pooravad konstruktsioonid

Kohati tuleb ette konstruktsioone, mis pooravad noolte suuna
umber. See tahendab, et morfismile X — Y saab seatud vasta-
vusse morfism F(X) « F(Y).

Naide (Alamhulkade hulk ning originaali votmine)

Igale hulgale X saame seada vastavusse selle hulga koigi alam-
hulkade hulga P(X). Kujutus f: X — Y indutseerib originaali
votmise kujutuse

P(Y) - P(X), U fHU)={xeX|f(x)eU}.

Naide (£*° konstruktsioon)

Igast hulgast X saab konstrueerida Banachi ruumi ¢*°(X). Kuju-

tus f: X — Y indutseerib morfismi

(YY) = €2(X),  (Ay)yey = (Af(x))xex -
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Duaalsed kategooriad

Et sellised morfisme timber pooravaid konstruktsioone saaks
funktoritena vaadata, toome sisse duaalse kategooria moiste.

Iga kategooria C jaoks saame vaadata selle duaalset kategooriat
C°P, mis on saadud kategooria C noole imber podramisel.

Konstruktsioon (Kategooriaga duaalne kategooria)

Olgu C kategooria. Sellest saame konstrueerida kategooria C°P, kus
@ Ob(CP) := Ob(C) (objektideks on tapselt kategooria C objektid)
@ C°P(A,B) :=C(B,A) (nooled on vastupidise suunaga)
@ go% f = f og, kus o° on kategooria C°P komponeerimine,
@ objekti A € C°P iihikmorfismiks on 14 € C(A,A) =C°P(A,A).
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Kontravariantsed funktorid

Duaalse kategooria konstruktsioon voimaldab meil vaadata noo-
li imber pooravaid konstruktsioone funktoritena.

Definitsioon (Kontravariantne funktor)

Olgu C ja D kategooriad. Funktorit F: C°® — D nimetatakse
kontravariantseks funktoriks kategooriast C kategooriasse D.

Funktorit tavalises mottes nimetatakse kohati ka kovariantseks
funktoriks, kui soovitakse rohutada, et konstruktsioon ei poora
nooli iimber.

Eelnevalt vilja toodud néited annavad funktorid

P: Set°® — Set
ning
£%°: Set°® — Ban.
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Olulised funktorite klassid

Definitsioon (Tapsed funktorid ja tdielikud funktorid)

Kui funktor F: C — D on selline, et kujutused
Fap: C(A,B) > C(F(A),F(B)), f F(f)

on iga A, B € Ob(C) korral

e injektiivsed, eldakse, et F on tipne
(see tahendab et iga paralleelsete noolte paari f,g korral
E(f)=F(@)=f=¢);

e siirjektiivsed, oeldakse, et F on taielik
(see tahendab, et iga A,B € Ob(C) ja g: F(A) — F(B) korral
kehtib ¢ = F(f) mingi f: A — Bjaoks) ;

o bijektiivsed, oeldakse, et F on tdielik ja tipne.
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Tapsete funktorite ja taielike funktorite naiteid

Naide (Alamkategooria sisestused)

Iga alamkategooria sisestus D < C on tapne funktor ning taie-

liku alamkategooria sisestus on taielik ja tipne funktor.

Naide (Unustavad funktorid)

Unustavad funktorid, néditeks Vectr — Set, on tavaliselt tapsed,

aga mitte tdielikud.

Naide (Jarjestust peegeldavad kujutused)

Kui P ja P’ on osaliselt jirjestatud hulgad ning P ja P’ on nei-
le vastavad kategooriad, siis jarjestust sailitavad ja peegelda-
vad kujutused P — P’ vastavad tdpselt taielikele funktoritele
PP,

Kategooriateooria



Morfismide omaduste sailitamine ja peegeldamine

Definitsioon (Monomorfismide sdilitamine ja peegeldamine)
Oeldakse, et funktor F: C — D

e sdilitab monomorfisme, kui iga kategooria C morfismi kor-
ral kehtib implikatsioon

f on monomorfism = F(f) on monomorfism ;

o peegeldab monomorfisme, kui iga kategooria C morfismi
korral kehtib implikatsioon

F(f) on monomorfism = f on monomorfism.

Analoogiliselt saab defineerida isomorfismide ja epimorfismide
sailitamise ja peegeldamise.
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Morfismide omaduste sailitamine ja peegeldamine

Lause

Tapne funktor peegeldab monomorfisme ja epimorfisme.

Lause

Iga funktor sdilitab isomorfisme.

Lause

Tdielik ja tapne funktor peegeldab isomorfisme.

Paneme aga tahele, et need tingimused pole tarvilikud. Naiteks
algebrate kategooriate unustavad funktorid (nagu Vectg — Set)
peegeldavad tavaliselt isomorfisme.

Samas, unustav funktor Top — Set isomorfisme ei peegelda, ku-
na bijektiivse pideva kujutuse poordkujutus ei pruugi olla pi-
dev.
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Funktorite komponeerimine

Nagu struktuuride morfismidest voiks loota, on ka funktoreid
voimalik komponeerida.

Konstruktsioon

Olgu C EpS E funktorid. Siis saame konstrueerida nende funk-
] . . , GoF . 5 .
torite kompositsiooni C —— &, mis on defineeritud seostega
(GoF)(A) == G(F(A)) ning
(GoF)(f) = G(F(f)).

Selline komponeerimistehe assotsiatiivne, ehk
(HoG)oF=Ho(GoF)

ning selle komponeerimise neutraalseteks elementideks on tthik-

funktorid, ehk
Folo=F=1poF.
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Kategooriate kategooria?

Kuna saame funktoreid assotsiatiivselt komponeerida, ning meil
on olemas ka uihikfunktorid, oleks loomulik moodustada kate-
gooria, mille objektideks on kategooriad ning mille morfismi-
deks on funktorid.

Kategooriad on liiga palju, et neist kategooriat moodustada.

Tapsemalt, Russelli paradoksi tottu ei saa me moodustada koi-
kide kategooriate suurt hulka. Seda probleemi pole aga vaikeste
kategooriate puhul.

Naide (Vaikeste kategooriate kategooria Cat)

Saame vaadata vaikeste kategooriate kategooriat Cat, mille ob-
jektideks on viikesed kategooriad ning mille morfismideks on
funktorid.
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Viga suur kategooria CAT

Kuigi koigi kategooriate kollektsioon ei saa olla suur hulk, voik-
sime oelda, et see kogum on vdga suur hulk ning defineerida vas-
tavalt viga suure kategooria moiste, kus objektide kollektsioon
on vaga suur hulk ning kus kollektsioonid C(A, B) on suured
hulgad.

Naide (Suurte kategooriate vaga suur kategooria CAT)

Saame konstrueerida vdga suure kategooria CAT, mille objekti-
deks on (suured) kategooriad, ning mille morfismideks on funk-
torid.

Voime mugavuse mottes eeldada, et kasutame matemaatilisi alu-
seid, mis voimaldavad véga suurte hulkade olemasolu.
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Esitatavad funktorid

Kategooria C igale objektipaarile A, B € Ob(C) saame seada vas-
tavusse hulga C(A, B). Selle vastavuse saab teha funktoriks nii
A € Ob(C) suhtes kui ka B € Ob(C) suhtes.

Konstruktsioon (Kovariantne esitatav funktor)

Olgu U kategooria C fikseeritud objekt. Saame vaadata funktorit
C(U,-): C — Set, mis seab objektile A € C vastavusse hulga C(U,A)
ning kategooria C morfismile f : A — B vastavusse kujutuse

C(U,f): C(U,A)—>C(U,B), uw fou.

Konstruktsioon (Kontravariantne esitatav funktor)

Olgu V kategooria C fikseeritud objekt. Saame vaadata funktorit
C(—,V): C° — Set, mis seab objektile A € C vastavusse hulga
C(A, V) ning kategooria C morfismile f : A — B vastavusse kujutuse

C(f,V):C(B,V) >C(A V), vivof.




Kategooriate korrutis

Nagime, et C(A, B) on molemas muutujas eraldi funktor, aga te-
gelikult tahaks seda vaadata kahe muutuja funktorina. Selleks
vaatame kategooriate korrutise moistet.

Konstruktsioon (Kategooriate korrutis)

Olgu A ja B kategooriad. Siis saame konstrueerida nende korrutise
A x B, mis on kategooria, kus

® Ob(AxB):=0b(A)xO0b(B)={(A,B)|AecOb(A),BeObB)}
o (AxB)((A,B),(A",B)) = A( A )xB(B B’), ehk
morfismideks on paarid (f, g ) > (A’,B), kus f: A— A’
ning g: B— B’
Objekti (A, B) € Ob(AxB) tihikuks on (1 4, 1) ning komponeerimine
on defineeritud punktiviisiliselt, ehk
(f,8)o(f,8")=(fof'g08').



Kahe muutuja funktorid

Definitsioon (Kahe muutuja funktor)

Funktorit A x B — C kutsutakse kahe muutuja funktoriks, ehk
bifunktoriks.

Kahe muutuja funktorite eripara

Paneme tdhele, et bifunktor F: Ax B — C rahuldab iga kategoo-
ria A morfismi f: A — A’ ning kategooria B morfismi g: B — B’

jaoks tingimust

F(f,1p)oF(14,8)=F(f,g)=F(1a,g)oF(f,1p)

F(A,B) 2284 pea, B

R |

F(A’,B F(A’,B’
( )m ( )
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Kategooria mor-funktor, ehk hom-funktor

Konstruktsioon (Mor-funktor)

Olgu A kategooria. Siis saame vaadata funktorit
C(—,—): C°?xC — Set, (A,B)~— C(A,B),

. — f . g .
mis seab morfismidele A <— A’ ning B — B’ vastavusse kujutuse

go—of
_—

C(f,g): C(A,B) C(A",B’), uwr>gouof.
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Loengute piir

Loengu 8 (08. marts 2024) piir

Loengutes on seisuga 08. marts 2024 kaetud eelnevatel slaididel
sisalduv materjal.
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Loomulik teisendus, ehk funktorite morfism

Peamine pohjus, miks funktorite teooria on rikkalikum funkt-
sioonide teooriast, on see, et funktorite vahel saab vaadata mor-
fisme.

Kui funktorid on abstraktsed konstruktsioonid, siis loomulik tei-
sendus, ehk konstruktsioonide morfism, voimaldab meil konst-
ruktsioone omavahel vorrelda.
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Loomuliku teisenduse definitsioon

Definitsioon (Loomulik teisendus)

Olgu F,G: ¢ — D funktorid. Loomulikuks teisenduseks
a: F = G nimetame morfismide peret

a= (O(AZ F(A) - G(A))A(:'Ob(C)’

mis rahuldab tingimust, et iga kategooria C morfismi f: A — B
korral kommuteerub diagramm

F(A) -2 G(A)

F)| Lo

F(B) TB> G(B),
mis tahendab vordust ago F(f) = G(f)o aa.

Kategooriateooria



Naiteid loomulikest teisendustest

Niide (Uhikteisendused)

Iga funktori F: C — D jaoks leidub iihikteisendus 1r: F = F,
mille komponendiks kohal A € Ob(C) on tthikmorfism

(1p)a = 1pa): 1pa) = Lra)-

Niide (Loomulikud teisendused bifunktoritest)

Kui F: Ax B — C on bifunktor, ning ¢g: B — B’ on morfism ka-
tegoorias B, siis saame vaadata loomulikku teisendust

F(-,g): F(-,B) = F(-,B),
mille komponent kohal A € Ob(.A) on morfism
F(—,8)a=F(14,9): F(A,B) > F(A,B).
Analoogiliselt saame f: A — A’ jaoks loomuliku teisenduse

F(f,-): F(A,—) > F(A’,-).



Naiteid loomulikest teisendustest

Naide (Kontravariantsete esitatavate funktorite teisendused)

Bifunktori naidet mor-funktorile rakendades saame, et iga kate-
gooria C morfism g: B — B’ annab loomuliku teisenduse

C(-,g): C(-,B)=>C(-,B)
mille komponendiks kohal A € Ob(C) on kujutus
C(—8)a=C(Ag): C(A,B)>C(A,B), firogof.

Analoogiliselt saame iga A <i A’ korral loomuliku teisenduse

C(f,-): C(A,-)=C(A',-)

Hiljem naeme, et tegelikult on iga esitatavate funktorite vaheli-
ne loomulik teisendus sellisel kujul.
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Loomulike teisenduste kollektsioon

Kui fikseerime funktorid F,G: C — D, siis saame koikide loo-
mulike teisenduste F = G kollektsiooni

Nat(F, G) := { loomulikud teisendused F = G }
Markus

Uldjuhul, nditeks kui C ei ole véike kategooria, ei pruugi Nat(F,G)
olla hulk, kuna loomulikke teisendusi on liiga palju.

Siiski, Nat(F, G) on suur hulk.

Kui C on vaike kategooria, on Nat(F, G) hulk.
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Loomulike teisenduste (vertikaalne) komponeerimine

Olgu antud funktorid F,G,H: C — D ning kaks jarjestikust loo-

mulikku teisendust

F—2y gL, H.

Siis saame loomulikke teisendusi a ning p komponentviisiliselt
komponeerida, mis annab loomuliku teisenduse foa: F — H.
Tapsemalt f o @« komponent kohal A € Ob(C) on

(Boa)y:=Paocay.

Loomuliku teisendust o a nimetatakse loomulike teisenduste
a ning B (vertikaalseks) kompositsiooniks.
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Funktorite kategooria

Morfismide kollektsiooni suuruse tottu ei saa me uldjuhul moo-
dustada funktoritest kategooriat.

Konstruktsioon (Funktorite (lokaalselt suur) kategooria)

Olgu C ja D kategooriad, siis [C, D] (voi Fun(C, D)) tahistab lokaalset
suurt kategooriat, mille

@ objektideks on funktorid F: C — D,
o morfismideks F — G on loomulikud teisendused F = G, s.t.
[C,D](F,G) := Nat(F, G),

o loomulikke teisendusi komponeerime komponenthaaval,

o tihikmorfismideks on iihikteisendused.

Kui C on vdike kategooria, siis [C, D] on (lokaalselt viike) kategooria.
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Loomulikud isomorfismid

Loomulikku teisendust a: F = G: C — D nimetatakse loomu-

likuks isomorfismiks, kui koik selle komponendid
ay: F(A) — F(G)

on isomorfismid kategoorias D.

Lause

Loomulikud isomorfismid on isomorfismideks lokaalselt suures ka-
tegoorias [C,D].
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Teoreem (Yoneda lemma)

Iga funktori F: C°P — Set ning objekti A € Ob(C) korral on kujutus

Op A: [CP,Set](C(—,A),F) > F(A), am— as(ly)

bijektsioon. Lisaks, see kujutuste pere on loomulik F € [CP,Set]
ning A € C°P suhtes

Siis ndeme, et loomulik teisendus a: C(—,A) = F on kogunesti dra
madratud tihe komponendi a, poolt, ning isegi vidrtuse a(14)
poolt.
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