Peatukk 1

Diskreetne matemaatika

| Dirichlet’ printsiip

Dirichlet1] printsiip (lihtvariant). Kui n puuris istub kokku vihemalt n + 1 kiiiilikut,
siis leidub puur, milles istub vihemalt kaks kiiiilikut.

1. Tuginedes antropoloogiale, voib Oelda, et ei leidu inimest, kellel oleks rohkem kui 500

000 juuksekarva. Toesta, et Eestis leidub kaks vordse juuksekarvade arvuga inimest.

. Korratul 6pilasel on sahtlis viit eri virvi sokke (igast vérvist vihemalt kaks). Mitu
sokki tuleks sahtlist votta, et voetud sokkide seas oleks kaks sama, virvi?

. Toesta, et mistahes kiimne positiivse tdisarvu seas leidub alati kaks arvu, mis alga-
vad iihe ja sama numbriga. Kas voib viita, et leiduvad kaks sellist, mille lopunumbrid
on vordsed?

. Viskame kaht téaringut. (Vise tdhendab tédisarvupaari saamist, kus molemad paa-
rilised on hulgast {1,...,6}.) Mitu korda on tarvis visata, et kindlasti saada kaks
viset, mille silmade summad on vordsed?

Dirichlet’ printsiip (iildvariant). Kui n puuris istub kokku vihemalt kn + 1 kiiiilikut,
siis leidub puur, milles istub vihemalt £ + 1 kiitilikut.

5. Koolis on 36 opilast. Kas jargnevad viited on tdesed? a) Vihemalt kahel opilasel

on siinnipdev samal kuupéeval (kuu voib erineda). b) Vihemalt neljal opilasel on
siinnipdev iihel ja samal kuul. Mitu opilast peaks selles koolis vihemalt olema,
et kindlasti leiduks vihemalt 3 last, kes tdhistaksid oma siinnipdeva iihel ja samal
péeval aastas? (Vaatleme ainult lihtaastaid.)

. Konverentsist vottis osa 40 delegaati 13 riigist. Toesta, et vihemalt iihe riigi dele-
gatsioonis oli rohkem kui 3 liiget.

! Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), saksa matemaatik
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7.

10.

11.

12.

Mitu korda on tarvis visata kolme tiringut, et kindlasti olla teinud vihemalt neli
viset, mille silmade summad on vordsed? (Vise téhendab tdisarvukolmiku saamist,
kus koik elemendid on hulgast {1,...,6}.)

. Mitu korda on tarvis visata kahte taringut, et saada garanteeritult kolm korda sa-

mad silmad moélemal taringul? (Vise tdhendab téisarvupaari saamist, kus mélemad
paarilised on hulgast {1,...,6}.) Lahendada iilesanne a) juhul, kui tidringud on
tihesugused, st. silmade paarid (2,1) ja (1, 2) loeme vordseteks; b) juhul, kui térin-
gud on erinevad (néiteks eri viirvi), st. niiteks silmade paarid (2,1) ja (1,2) loeme
erinevateks.

Konverentsist vottis osa 70 delegaati, kes konelesid 11 erinevat keelt. Iga delegaat
koneles ainult iiht keelt. Uht keelt koneles iilimalt 15 delegaati. Otsustati valida
ametlikuks keeleks iga selline keel, mida koneles vihemalt 5 delegaati. Toesta, et
konverentsil oli vihemalt 3 ametlikku keelt.

Kuus matemaatikut erinevatest riikidest on omavahel kirjavahetuses. Iga kaks ma-
temaatikut kirjutavad iihel meetodil kahest: e-post voi tavapost. Toesta, et leiduvad
kolm, kes omavahel kirjutavad iihel ja samal meetodil.

Seitseteist matemaatikut erinevatest riikidest on omavahel kirjavahetuses. Iga kaks
matemaatikut kirjutavad iihes kolmest keelest: inglise, prantsuse voi vene. Toesta,
et leiduvad kolm, kes omavahel kirjutavad iihes ja sellessamas keeles.

Lopmatul malelaual paiknevad 7991 maleratsut. Toesta, et nende hulgast on voi-
malik vilja valida 1997 sellist, millest iikski pole teise tule all.

Rakendusi geomeetrias

13.

14.

15.

16.

17.

Aias mootmetega 35 m x 42 m on 100 puud. Kas saab leida sellise 3 m x 5 m
ristkiiliku, et selles kasvaks vihemalt kaks puud?

Aianduses kehtivate reeglite kohaselt peab kahe puu vaheline kaugus olema suurem
kui 5 meetrit. Toesta, et ristkiilikukujulises aias mootmetega 20 m x 15 m peab
seetottu olema vihem kui 26 puud.

Ruudus mootmetega 10 cm x 10 cm asetsevad 101 punkti. Naidake, et selles ruudus
voib leida kolmnurga pindalaga 1 cm?, milles asub vihemalt kaks antud punkti.

Ruudus kiiljepikkusega 1 on méargitud 51 punkti. Toesta, et leiduvad kolm mérgitud
1
punkti, mis asuvad: a) ruudus kiiljepikkusega 0,2; b) ringis raadiusega 2

Ringis diameetriga 5 on valitud 10 punkti. Toesta, et nende seas leidub 2 punkti,
mille vaheline kaugus on vihem kui 2.

Rakendusi arvuteoorias

18.

19.

Toesta, et kolme suvalise tédisarvu seast on alati voimalik vélja valida kaks arvu,
mille summa ja vahe jaguvad arvuga 2.

Toesta, et viie suvalise taisarvu seast on alati voimalik vilja valida kolm arvu, mille
summa jagub kolmega.
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20. Toesta, et mistahes n+ 1 tédisarvu seast on alati voimalik vélja valida kaks arvu nii,
et nende vahe jagub arvuga n.

21. Toesta, et viie mistahes tdisarvu ruudu seast on alati voimalik vélja valida kaks arvu
nii, et nende ruutarvude vahe jagub seitsmega.

22. Toesta, et iga positiivse tdisarvu n jaoks leidub arv kujul 11...100...0, mis jagub
n-ga.

23. Esimese klassi opilane Peeter tunneb vaid numbrit 1. Toesta, et ta voib kirjutada
arvu, mis jagub arvuga 1989.

24. Toesta, et n arvu seast saab valida moned selliselt, et nende summa jagub arvuga
n.

25. Toesta, et arvu 37 mingi aste lopeb numbrite rithmaga 00001.

26. Olgu arv p iihistegurita arvuga 100000. Toesta, et arvu p mingi astme kiimnendesitus
lopeb numbrite rithmaga 00001. Toesta veel, et iga positiivse tdisarvu n korral leidub
selline positiivne tiisarv k, et p* kiimnendesituse 16pus on n nulli ja number 1.

27. Koordinaattasandil on mérgistatud 5 tidisarvuliste koordinaatidega punkti ning iihen-
datud paarikaupa loikudega. Toesta, et nende loikude keskpunktide seas leidub vi-
hemalt iiks, mille koordinaadid on samuti taisarvud.

Il Matemaatiline induktsioon

Naiide. Toesta, et
_n(n+1)

1424+...+n= 5
Lahendus. Kontrollime koigepealt vorduse kehtivust juhul n = 1. Sel juhul on vasakul

1141
pool 1 ja paremal pool “ 2 1 Jirelikult juhul n = 1 viiide kehtib.

Eeldame niiiid, et vordus kehtib mingi arvu n = k korral ja niitame, et sellest jareldub
vorduse kehtivus n = k + 1 jaoks. Olgu siis n = k + 1; teisendades saame

14+2+4...4+(n—1)+n = 1+2+...+k+(k:+1)(:*)@+(k+l):
_ (kﬂ)(gﬁ):w:
_ n(n+1)
- et

kusjuures mérgiga (*) tdhistatud kohas kasutasime eeldust. Tuleb vilja, et vorduse keh-
tivusest mingi arvu n = k jaoks jareldub vorduse kehtivus jargmise arvu n = k£ + 1 jaoks.
Matemaatilise induktsiooni printsiibi kohaselt kehtib vorratus iga arvu n € N korral. [

28. Toesta jargmised viited:

a) 5.2 4 332 jagub 19-ga iga téisarvu n > 0 korral;
b) 117! 4 122"~ jagub 133-ga iga positiivse tiisarvu n korral;
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29.

30.

31.
32.

33.

34.

35.

36.

37.

c¢) kui n > 1, siis 22" 4 1 I6peb 7-ga.
Toesta vordused:

a) 1+3+5+ -+ (2n—1) =n?
b n(n+1)(2n+1)

) P+22 432+ 40P = G ;
) P+22 434+ 40’ =(1+24+3+-+n)

1 1 1 n+1
) (1-=)(1-=)...(1-=)= ;
(m) (m) () =

1

e) 127 —22 43" —... 4 (=1)"n? = (~1 )n—lw;
f) 1-114+2-21+---+n-nl=(n+1) -1,

Toesta induktsiooniga, et kumera n-nurga sisenurkade summa, S,, avaldub valemiga
Sy, = (n—2)-180°.
2
. . . . s n“+n+2
Toesta, et tasandil asuvad n sirget tekitavad iilimalt — 5 piirkonda.
Léabi iihe punkti pannakse n tasandit nii, et {ikski kolm neist ei 16iku méoda sama
sirget. Toesta, et need tasandid jaotavad ruumi n? — n + 2 osaks.

Loeme, et kogum tasandeid on iildasendis siis, kui igal kahel tasandil leidub iihine
loikesirge ja igal kolmel tasandil leidub iihine 16ikepunkt, kusjuures need loikesirged
ja loikepunktid on koik erinevad. Toesta, et n iildasendis tasandit jaotavad ruumi
n® +5n+6
6
Ringmaanteel, mille pikkus on 100 km, seisab n autot. Neil on iihtekokku nii palju
bensiini, et katta 101 km. Toesta, et leidub iiks auto, mis, alustades oma bensiiniga
ja kogudes teel bensiini iilejaénud autodelt, voib libida téisringi. (Bensiini tohib
votta ainult siis, kui autod on korvuti; autot liikata ei tohi.

osaks.

Positiivsetest tiisarvudest koostatakse rombid kiiljepikkusega 1, 2, 3, ... allndidatud
viisil. Leia n-nda rombi arvude summa ja toesta saadud valemi oigsus induktsioo-
niga.

1
1 2 2
1 2 2 3 3 3
1 2 2 3 3 3 4 4 4 4
3 4 4 5 3 3
3 6 6
7

Linnas elab n latatara, kusjuures n > 4. Koigil neil on telefon. Uhel pieval samal
ajal saab igaiiks neist teada mingi uudise. Toesta, et on voimalik organiseerida
telefonikoned niiviisi, et parast 2n — 4 konet teab iga latatara iga iilejadanu uudist.

Toesta, et kui n positiivse reaalarvu x1, xo, ..., x, korral 1 + x5 + - -+ x,, < 2

. 1
siis (1 —a1)(1 —x9)...(1—a,) > 5"
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38.

Malelaual méotmetega 2" x 2™ ruutu véirvitakse iiks vabalt valitud ruut  —
punaseks. Toesta, et malelaua saab katta kolmeruuduliste L-kujuliste
tiikkidega nii, et ndhtavale jadb ainult punane ruut.

Leia viga jargmises kahes ,toestuses”.

39.

40.

Koik linnud on iithte varvi.

Baas. Kui n = 1, siis on meil tegemist {iheainsa linnuga ja véide kehtib.

Samm. Eeldame, et viide kehtib & linnu korral. Vaatleme k+1 lindu Ly, ..., Lgy;.
Jéattes esialgu viimase linnu vilja, saame induktsiooni eelduse pohjal, et linnud Ly,
..., Ly on iihte varvi. Jittes vilja esimese linnu, ndeme, et ka linnud Lo, ..., Ly
on iihte vérvi. Siit jéreldub, et lind Ly, on sama virvi nagu linnud Ly, ..., Ly,

seega on koik k£ + 1 lindu iihte vérvi.

Koik positiivsed tdisarvud on omavahel vordsed. Mérkigu téhis max(z,y) arvude x
ja y seast suurimat. Toestame viite induktsiooniga arvu max(z,y) vidrtuse jargi.

Baas. Kui max(z,y) = 1, siis peab olema x = y = 1, sest tegemist on positiivsete
taisarvudega.

Samm. Eeldame, et viide kehtib arvude puhul, mille maksimum on k. Olgu niiiid
arvud x ja y sellised, et max(x,y) = k+1. Viimane vordus on samavéérne vordusega
max(z — 1,y — 1) = k. Induktsiooni eelduse pohjal x — 1 =y — 1, millest = = y.

11 Graafid

Graaf G = (V, E) koosneb tippude (I6plikust) hulgast V' ning hulga V' kaheelemendiliste
alamhulkade (servade) hulgast E. Tippude hulk V ei tohi olla tiihi.

Selline definitsioon ei luba graafe, milles oleks silmuseid (servi tipust tema endani) ning
kordseid servi (kahe tipu vahel rohkem kui iiks serv). Ménikord nimetatakse antud defi-
nitsioonile vastavaid graafe lihtgraafideks; kui lubada ka silmuseid ja kordseid servi, saame
multigraafi. (Kui pole 6eldud teisiti, on edasises koik graafid lihtgraafid. Mitmed jargnevad
moisted on siiski voimalik defineerida ka multigraafide jaoks.)

Graafina voime vaadelda naiteks:

1)

punkte ja nendevahelisi jooni tasandil voi ruumis, kui pole oluline punktide paigutus,
joonte kuju ja loikumine viljaspool punkte;

linnu ja nendevahelisi maanteid, lennu- voi rongiliine;
ristmikke ja nendevahelisi tdnavaloike linnas;

tube ja nendevahelisi uksi majas;

inimesi ja nendevahelisi tutvus-, soprus- vm. suhteid;

mingi mangu seise ja iihest seisust teise viivaid kiike.

Graafi tipu astmeks nimetatakse sellest lihtuvate servade arvu.
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Ahelaks graafi tipust x tippu y nimetatakse loplikku servade jarjendit xai, ajas, ...,
Gp_20y,_1, an_1Yy. Ahelat, mille koik tipud on erinevad, nimetatakse lihtahelaks. Ahelat,
mille algus- ja lopptipp langevad kokku, nimetatakse kinniseks ahelaks. Kinnist ahelat,
mille koik tipud on erinevad ja milles on vihemalt kolm tippu, nimetatakse tsiikliks.

Graafi nimetatakse sidusaks, kui selle mistahes kahe tipu jaoks leidub neid iihendav ahel.

Graafi, mille koik servad on varustatud suunaga, nimetatakse orienteeritud graafiks.
Kui koik servad on ilma suunata, ridgitakse orienteerimata graafist.

Ahelat, mis sisaldab graafi iga serva tépselt iihe korra, nimetatakse Euleriﬁ ahelaks.
Kinniseks Euleri ahelaks nimetatakse Euleri ahelat, mille esimene ja viimane tipp
langevad kokku. Euleri graafiks nimetatakse sidusat graafi, milles leidub kinnine FEuleri
ahel.

Sidusat tsiikliteta graafi nimetatakse puuks. Igal sidusal graafil leidub aluspuu, st. nii-
sugune puu, mille tipud langevad kokku esialgse graafi tippudega ning mille servade hulk
on antud graafi servade hulga alamhulk.

41. 3x3 laual on kaks valget ja kaks musta ratsut. Kas on voimalik ratsudel malekidikude
abil saada olukorrast a) olukorda b)?

42. Toesta, et igas graafis on tippude astmete summa a a A &

paarisarv.
43. Toesta, et igas graafis on paaritu astmega tippe paa- o o\ |9 Y
risarv. 2) b)

44. Toesta, et igal vihemalt kahe inimesega peol leidub kaks inimest, kes tunnevad sama,
arvu teisi peolisi.

Markus. Siin iilesandes (ja tildse tiiiipiliselt) rahuldab selline tundmise/tutvuse seos
jargmisi tingimusi: irrefleksiivsus (keegi ei tunne iseennast) ja simmeetrilisus (kui
A tunneb B-d, siis ka B tunneb A-d).
45. Toesta, et 51 inimesega peol leidub alati inimene, kes tunneb paarisarvu teisi inimesi.
46. Toesta, et igas vihemalt 2 tipuga puus leidub leht, st. tipp astmega 1.
47. Olgu T graaf, millel on n tippu (n > 2). Toesta, et jairgmised viited on koik iikstei-
sega samavaarsed.
a) T on puu (st. sidus ja tsiikliteta).
b) T on tsiikliteta graaf, millel on n — 1 serva.
¢) T on sidus graaf, millel on n — 1 serva.
)

d) T on sidus ning iga tema serv on sild (selline serv, mille kustutamisel graafi
sidusus kaob).

e) T suvalise kahe tipu vahel on tapselt iiks lihtahel.
f) T on tsiikliteta, aga mistahes uue serva lisamisel tekib tsiikkel.

?Leonhard Euler (1707-1783), &veitsi matemaatik.
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48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

Népundide. Toesta koigepealt implikatsioonid (a)=(b)=-(c)=-(d)=(a) ning seejirel
(a)=(e)=(f)=(a).

Linnas M vo6ib mistahes metroojaamast mistahes teise soita (voib-olla iimberistu-
misega). Toesta, et leidub jaam, mille voib remondiks sulgeda, nii et koigist teistest
jaamadest saab koigisse teistesse soita nagu ennegi.

(Euler, 1736) Konigsbergis (praegu Kaliningrad) oli Euleri ajal 7 silda, mis iihen-
dasid Pregeli joe kaldaid saartega. Kas voib jalutuskiigul linnas ldbida koik seitse
silda, tiletamata iihtki neist kahte korda?

Milliseid kujunditest 1-8 on voimalik joonistada pliiatsit paberilt tostmata ja juba
tommatud joont iile joonistamata?

== OWUC
k%é K&

5 6 7 8

]

Toesta Euleri teoreem: Loplikus rohkem kui iihe tipuga sidusas graafis G leidub
Euleri tsiikkel parajasti siis, kui G koigi tippude astmed on paarisarvud.

(NL 1961, 8. klass) On antud 16 16igust koosnev ku-
jund. Toesta, et ei leidu koverat, mis loikaks koiki
loike téapselt iiks kord. Kover ei tarvitse olla kinnine,
voib ennast loigata, kuid ei tohi 1oike puutuda ega
ldbida loikude otspunkte.

Matemaatikaringi kogunemisele tuli 10 opilast, kellele esitati 10 iilesannet. Iga tiles-
ande lahendas édra kaks opilast ning iga opilane lahendas dra kaks iilesannet. Toesta,
et voib korraldada lahenduste ettekandmise sel viisil, et iga opilane radgiks iihe oma
lahenduse ning koigi iilesannete lahendused saaksid ette kantud.

Toesta, et mistahes kuue inimese seas leiduvad kolm sellist, kes paarikaupa tunnevad
iiksteist, voi kolm sellist, kes paarikaupa iiksteist ei tunne.

(Austraalia, 1998) Hérra ja proua Méger ldksid piknikule, kus peale nende osales veel
4 abielupaari. Kohale joudes tervitasid moned neist oma paremaid sopru kattpidi,
kuid keegi ei surunud seejuures kéitt oma abikaasal. Peo edenedes tekkis hr. Magral
huvi, kui paljudega keegi neist oli kiitelnud, ning ta kiisis seda koigilt teistelt (sh. ka
oma abikaasalt). Kui mitme piknikul viibijaga kétles hr. Méger, kui koik 9 kiisitletut
andsid hr. Mégrale erinevad vastused?

(Louna-Aafrika Vabariik, 1997) Klassi poisid korraldasid maadlusvoistluse, kus iga
poiss maadles iihe korra igaiihega iilejadnutest ning iga kohtumine l16ppes iihe maad-
leja voiduga. Tiidrukud otsustasid anda auhinna igale poisile, kes voidab igaiiht
tilejdinutest kas omavahelises kohtumises voi kaudselt (iitleme, et poiss A voidab

7
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kaudselt poissi B, kui leiduvad poisid C4, ..., C}, nii et A voidab C4, C; voidab Cs,
, Cy voidab B-d).
a) Kui palju v6is n poisi korral maksimaalselt olla auhinnasaajaid? (Eeldame, et
n = 3.)
b) Kas on voimalik, et iikski poistest ei saanud auhinda?
c) Toesta, et kui auhinna sai ainult iiks poiss, siis ta voitis koik kohtumised.

IV Invariandid ja varvimised

Olgu meil objekt O. Invariandiks nimetatakse objektiga O tehtava teisenduse sellist
omadust, mis jadb teisenduse kiigus muutumatuks.

Néiteks kui ruumis on alguses 58 inimest ja neid tuleb sinna juurde voi ldheb &dra alati
7-kaupa, siis on invariandiks inimeste arvu jaik 7 jargi. Kas saab mingil ajahetkel ruumis
olla 1000 inimest?

Invariandiiilesannete tiiiipiliseks sonastuseks on: ,Kas on voimalik ... [mingi teisendus|
abil saada ... [mingi 16ppolek|?*

Sellisel iilesandel saab olla kaht sorti lahendusi. Kui vastus kiisimusele on jaatav, siis tuleb
ara néidata teisenduste tegemise jarjekord ning veenduda, et saavutati soovitud loppolek.
Kui aga vastus on eitav, tuleb leida teisendusele sobiv invariant, ning pohjendada, et
algolekus ja loppolekus on invariandi viidrtused erinevad.

Ulalesitatud iilesandes on vastus eitav, kuna 58 (algolek) jadk 7 jargi on 2, aga 1000
(16ppolek) jadk 7 jargi on 6.

Levinud invariante ja virvimisi:

1) arvude summa voi korrutis;

2) arvu jadk mingi mooduli jargi;

3) arvu ruudu vm. astme jadk mingi mooduli jargi (mooduliks sobivad hésti 3, 5, 7, 8
jne.)

4) arvu taisarvulisus;

) malendite kiiikude invariandid (diagonaalid, ruutude vérvid jne.)

Hoo= W
N - R

57. Rahaautomaat annab raha peeneks vahetades iga miindi asemele alati viis miinti.
Kas selle automaadi abil on voimalik iihte metallmiinti vahetada 26-ks miindiks?
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58

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

Malelauast loigatakse vilja iiks nurgaruut. Kas jirelejainud osa on voimalik tiikel-
dada 2 x 1 tiikkideks?

Malelauast 16igatakse vilja kaks teineteise vastas asuvat nurgaruutu. Kas jarelejas-
nud osa on voimalik tiikeldada 2 x 1 tiikkideks? Kuidas on juhul, kui l6igatakse kaks
sama servaga piirnevat nurgaruutu.

12 x 12 ruudust, mis koosnes 144 iihikruudust, loigati kolmest nurgast &dra iiks ruut
mootmetega 1 x 1. Kas jirelejidnud kujundit, mis koosnes 141-st {ihikruudust on
voimalik katta 47 ristkiilikuga, millede mootmed on 1 x 3, nii et iga ristkiilik kataks
tapselt kolme tihikruutu?

Olgu meil malelaual ratsu asemel ,sojaratsu”, kes liigub kolm sammu mingis suunas
ja iithe sammu korvale. Kas sojaratsu saab mingist ruudust alustades koik malelaua
ruudud 1dbi kiia?

Tahvlil on arvud 1, 2, ..., 2000. Tahvlilt kustutatakse samm-sammult kaks arvu
ja kummagi asemel kirjutatakse nende arvude aritmeetiline keskmine. Kas mingi
l1opliku arvu selliste sammude jérel voivad tahvlil olla arvud 1000, 1000, ..., 10007

Tahvlile kirjutatakse ritta arvud 1, 2, ..., 1996. Edasi tegutsetakse nii, et igal sam-
mul kustutatakse rea algusest kaks arvu &ra ja kirjutatakse nende korrutis rea loppu
juurde. Milline arv jadb lopuks ainsana tahvlile?

Tiinnis on 2008 6una. Mari ja Jiiri votavad vaheldumisi tiinnist ounu, kusjuures
korraga voib votta iihe kuni kolm 6una ning esimesena votab ounu Mari. Toesta, et
Jiiri saab alati tagada endale voimaluse votta tiinnist viimane oun.

Nummerdame korrapirase viisnurga kiiljed ja diagonaalid arvudega 1, 2, ..., 10
ja vaatleme koikvoimalikke kolmnurki, mille tippudeks on esialgse viisnurga tipud.
Kas on voimalik, et koigi selliste kolmnurkade kiilgede arvude summad osutuvad
vordseks?

Tasandi koik punktid on vérvitud kasutades a) kahte b) kolme virvi. Toesta,
et alati leidub kaks sama vérvi punkti, mille vaheline kaugus on 1 {ihik.

Tasandi kéik punktid on virvitud kasutades kahte virvi (sealjuures molemat vérvi
punkte esineb). Toesta, et alati leidub kaks eri virvi punkti, mille vaheline kaugus
on 1 iihik.

Tasandi koik punktid on virvitud kasutades kahte varvi. Toesta, et sel tasandil
leidub vordhaarne kolmnurk, mille koik tipud on sama virvi.

Tasandil on osa tdisarvuliste koordinaatidega punkte virvitud valgeks ja koik iile-
jaanud mustaks. Toesta, et leidub vordhaarne taisnurkne kolmnurk, mille koik tipud
on taisarvuliste koordinaatidega ja iihte varvi.

Korrapéarase seitsenurga tipud on virvitud kahte varvi — valgeks ja mustaks. Toesta,
et nende seas leidub kindlasti kolm sama vérvi tippu, mis on tippudeks vordhaarsele
kolmnurgale. Kas analoogne viide kehtib ka korrapérase kaheksanurga korral?

Hiir hakkab s66ma juustust kuubikut, mille serva pikkus on 3 ja mis on jaotatud 27-
ks iihikkuubiks. Kui hiir on dra s66nud mingi iihikkuubi, hakkab ta sooma jargmist
ithikkuupi, millel oli eelnevaga iihine tahk. Kas hiir saab &ra siiiia koik tihikkuubid
peale keskmise?
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72.

73.

74.

75.

76.

7.

78.

Toesta, et 8 x 8 ruudustikku ei saa tiikeldada 15-ks joonisel
niidatud tiikiks A ja iiheks tiikiks B. (T T1T1 | |

Toesta, et 102 x 102 ruudustikku ei saa tiikeldada ainult
ristkiilikuteks mootmetega 1 x 4.

Ruudukujuline porand mootmetega 100 x 100, vélja arvatud 2 x 2 tiikk, tuleb katta
1 x 3 plaatidega. Kas see on voimalik, kui 2 x 2 porandatiikk asub  a) tépselt
poranda keskel; b) poranda iihes nurgas?

Ruudustiku 5 x5 igal ruudul istub iiks konn. Teatud iihel ja samal hetkel hiippab iga
konn naaberruudule, mis omas esialgsega iihist serva. Toesta, et pirast hiippamist
jaab ruudustikku vihemalt iiks tiihi ruut.

Ristkiilikukujulise karbi pohi téideti tiikkidega 2 x 2 ja 1 x 4 ruutu. Tiikid voeti
karbist vilja ja iiks 2 x 2 tiikk kaotati dra. Selle asemel leiti iiks 1 x 4 tiikk. Toesta,
et niilid ei saa karbi pohja nende tiikkidega katta.

Kas 7 x 7 ruudustikust on voimalik vilja loigata iiks ruut selliselt, et jirelejdinud
ruudustikku ei saa katta 15 1 x 3 ruudust koosneva kujundiga ning iihe kolmest
ruudust koosneva L-kujulise kujundiga?

8 x 8 malelaud on tiikeldatud 1 iihikruuduks ja 21 ristkiilikuks kujuga 1 x 3. Millised
on iithikruudu voimalikud asukohad?

V Loogika

Sisulised loogika iilesanded (hulkadevahelise vastavuse leidmine)

Neid iilesandeid on voimalik lahendada voimaluste ldbivaatamisega, seejuures sobivalt
valitud skeemid ja tabelid lihtsustavad iilesande lahendamist.

79.

80.

Kokku said kolm sopra, kelle perenimed olid Valge, Hall ja Must. Uhel neist oli
valge sérk, teisel oli hall ja kolmandal must sérk. Valges sérgis sober iitles Mustale:
ySHuvitav, iihelgi meist ei iihti sfrgi virvus tema perenimega”. Millist virvi sirki
kandis iga sober?

Kolm klassiode Viire, Tiris ja Sirje on opetajad ja nad opetavad matemaatikat, fiiiisi-
kat ja kirjandust Tartu, Répina ja Kuressaare koolides. Viire ei to6ta Réapinas, liris
ei toota Tartus, tartlane opetab kirjandust, Répinas to6tav opetaja ei opeta fiiiisi-
kat, [iris ei Opeta matemaatikat. Millist ainet ja millises linnas opetab iga kolmest
klassicest?

Monikord on voimaluste vaatlemisel kasulik korvale heita voimatud siindmused.

81.

10

Majas elab A, tema naine B ja kolm last C', D ja E. Jargmised viited nende kohta
on oiged:

a) Kui A vaatab telerit, siis ka B vaatab telerit.

b) Viahemalt iiks lastest D ja E vaatab telerit.

c¢) Tépselt iiks elanikest B ja C vaatab telerit.
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82.

d) Lapsed C ja D kas vaatavad korraga voi ei vaata kumbki telerit.
e) Kui E vaatab telerit, siis vaatavad ka A ja D.

Kes vaatab ja kes ei vaata telerit?

Valitseja andis kummalegi oma kahest targast iihe kaardi nii, et nad teise kaarti
ei nainud ja lausus: ,Kummalgi kaardil on iiks positiivne téisarv, kusjuures need
arvud erinevad iihe vorra”. Valitseja kiisis esimeselt targalt: ,Milline arv on teise
targa kaardil?” ja sai vastuseks. ,Ei tea”. Seejirel kiisis ta teiselt targalt, kas see
teab, milline arv on esimese targa kaardil. Ka teine vastas: ,Ei tea”. Taas kiisis
valitseja sama kiisimuse esimeselt targalt ja sai ikka tdpselt sama vastuse. Kui ta
niitid kiisis teist korda teiselt targalt, siis see iitles, milline arv oli esimese targa
kaardil. Millised arvud olid kaartidel ja kuidas arutles teine tark?

Toesed ja valed viited. Toerddkijad (riiiitlid), valetajad ja kavalpead

83.

84.

85.

86.

87.

Mitu raamatut voib Margusel olla, kui ainult iiks jirgmistest viidetest on toene?

a) Raamatuid on rohkem kui 1000.
b) Raamatuid on vihem kui 1000.
¢) Uks raamat on tal kindlasti olemas.

Viie voistleja lopptulemuste kohta saadi viis jirgmist kaheosalist viidet:

a) Kalju sai I koha, Valeri aga IV koha;

b) Siim sai IT koha, aga Valeri sai IV koha;

c¢) Siim sai IT koha, aga Kalju jai IIT kohale;

d) Tiit sai I koha, Meelis aga II koha,
)

e) Meelis sai III koha, Tiit aga V koha.

Koosta voistlejate paremusjirjestus, kui on teada, et igas viites on iiks osa toene,
teine aga vaar.

Kohus arutab Brauni, Johansoni ja Simsoni siiiiasja. Uks neist sooritas kuriteo.
Ulekuulamisel tegi igaiiks neist kaks avaldust.

Braun: ,Mina seda ei teinud. Simson tegi seda.”

Johanson: ,Simson ei ole siiiidi. Braun tegi seda.”

Simson: ,Mina seda ei teinud. Johanson ei teinud seda.”

Kohus tegi kindlaks, et iiks siitialustest valetas molemal korral, teine radkis molemal
korral tott, kolmanda iiks viidetest oli oige, teine aga vale. Kes sooritas kuriteo?

Olgu z positiivne taisarv. Jirgmistest viidetest 2x > 70, x < 100, 4x > 25, x > 10
ja x > 5 on kaks oiget ja kolm vale. Millega on vordne x?

Nelja saareelaniku vahel toimus jairgmine vestlus:

a) Vihemalt iiks meist on valetaja.
b)
¢) Vahemalt kolm meist on valetajad.
d)

Viahemalt kaks meist on valetajad.

Meie seas pole valetajaid.

Kes neljast rddkis tott, kes valetas?

11
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Kallamisiilesanded

88.

89.

90.

91.

Meie kisutuses olevate anumate mahtuvus on 3 liitrit ja 5 liitrit. Vett saame kraanist
ja seda #ra kallata saame kraanikaussi. Kuidas saada 1 liiter vett?

Laual on kaks liivakella, millega saab moota vastavalt 7 minutit ja 11 minutit. Muna
keetmiseks kulub 15 minutit. Kuidas keeta muna nii, et kellade {imber péoramisi
oleks voimalikult vihe?

Kolmes hunnikus on 22, 14 ja 12 pahklit. Kolme iimbertostmise abil vordsusta pahk-
lite arvud kuhjades. Seejuures voib iihe {imbertostmisega iihest kuhjast votta ja
lisada teise kuhja tépselt nii palju pahkleid, kui on teises kuhjas sel hetkel juba
olemas.

On antud kaks pudelit lahustega, mille kontsentratsioonid on erinevad. Uhes pudelis
on 0,5 liitrit lahust, teises aga 0,3 liitrit. Voeti kaks iihesugust klaasi ja tdideti &ére-
ni (kumbki erinevast pudelist) ning seejirel kallati molemad klaasid tiihjaks klaasis
olevast lahusest erineva lahusega pudelisse. Tulemusena saadi molemas pudelis iihe-
suguse kontsentratsiooniga lahus. Milline oli klaaside mahtuvus?

Kaalumisiilesanded

92.

93.

94.

95.

12

On n viliselt iihesugust miinti, millede seas on iiks teistest kergem valemiint. Kuidas
on voimalik kangkaaludel ilma kaaluvihtideta méa#rata valemiint vihima kaalumiste
arvuga juhul kui a) n=3; b) n=9; c¢) n=27; d) n on suvaline positiivne
taisarv?

(Saab niidata, et kui miintide arv rahuldab tingimust 3* ' < n < 3
kaalumiste arv on k.)

k siis vihim

Nelja miindi seas on iiks valemiint, mis erineb teistest kaalu poolest. Kuidas oleks
seda miinti voimalik kindlaks teha kahe kaalumisega kangkaaludel ilma kaaluvihti-
deta? Kas on voimalik kindlaks méirata ka seda, kas valemiint on kergem voi raskem
normist?

On 10 kotti miintidega. Uheksas kotis on diged miindid (massiga 10 g igaiiks), iihes
kotis aga valemiindid (massiga 11 g). Kuidas iihe kaalumisega osutiga kaaludel méa-
rata kindlaks valemiintide kott?

Kuidas oleks voimalik teada saada koorma massi, kui meil on kangkaalud, mis ei ole
oiged, aga vajalikul arvul kaaluvihte, mis on oiged?



Peatukk 2

Geomeetria

| Nurgad

Nurk — tasandi osa, mille eraldavad kaks iihise alguspunktiga kiirt, enamasti ,viiksem"
osa tasandist; tihis ZABC, kus B on nurga tipp, BA ja BC nurga haarad

Sirgnurk — nurk, mille haarad on teineteise pikendid (haarad asetsevad iihel sirgel);
kraadimoodus 180°

Korvunurgad — nurgad, millel on iiks iihine haar ning kaks iilejdinud haara moodustavad
sirgnurga; korvunurkade summa 180°

Tippnurgad — kahe sirge loikumisel tekkivad vordsed nurgad, millest iihe haarad on teise
haarade pikendid

Kolmnurga nurkade summa 180° (toestuses kasutame sirgete paralleelsuse tunnuseid)
Kolmnurga valisnurk on vordne temaga mitte korvuti olevate sisenurkade summaga.
Kolmnurga pikima kiilje vastas asub suurim nurk, suurima nurga vastas asub pikim kiilg.
Puutuja omadus: Puutepunktist tommatud raadius on risti puutujaga.
Nurgapoolitaja omadus: Punkt asub nurgapoolitajal parajasti siis, kui ta asub nurga
haaradest vordsel kaugusel.

Il Kahe paralleelse sirge I6ikamine kolmandaga

Kaht sirget tasandil nimetatakse paralleelseiks, kui neil ei ole iihiseid punkte. (St sirge ei
ole paralleelne iseendaga.)

Kaks sirget on paralleelsed, kui nende sirgete loikamise kolmanda sirgega tekkinud kaas-
nurgad on vordsed (poiknurgad on vordsed, 1dhisnurkade summa on 180°)

Il Kolmnurk ja selle liigid

Kolmnurkade liigitus nurkade jargi — teravnurkne, tdisnurkne, niirinurkne.
Kolmnurkade liigitus kiilgede jérgi — vordkiilgne, vordhaarne, erikiilgne.

Kolmnurga vorratus. Positiivsed reaalarvud a, b, ¢ on mingi kolmnurga kiiljepikkused
parajasti siis, kuia+b>c¢, b+c>a, a+c > b.

13
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Kongruentsus. Oeldakse, et kaks n-nurka on kongruentsed, kui nende vastavad kiiljed
on vordse pikkusega ja vastavad nurgad on vordsed.

Kaks kolmnurka on kongruentsed, kui

e kolmnurkade vastavad kiiljed on vordse pikkusega (KKK);

e iihe kolmnurga kiilg ja teise kolmnurga vastav kiilg on vordse pikkusega ning vasta-
vad ldhisnurgad on vordsed (NKN);

e kolmnurkade kaks vastavat kiilge on vordse pikkusega ja nende kiilgede vahelised
nurgad on vordsed (KINK).

Sarnasus. Oeldakse, et kaks n-nurka on sarnased, kui nende vastavad kiiljed on vordelised
ja vastavad nurgad on vordsed. Kolmnurkade sarnasuseks piisab kas vastavate kiilgede
vordelisusest voi vastavate nurkade vordsusest.

Kaks kolmnurka on sarnased, kui

e iihe kolmnurga kiiljed on vordelised teise kolmnurga vastavate kiilgedega (KKK);
e iihe kolmnurga kaks nurka on vastavalt vordsed teise kolmnurga kahe nurgaga (NN);

e iihe kolmnurga kaks kiilge on vastavalt vordelised teise kolmnurga kahe kiiljega ning
nende kiilgede vahelised nurgad on vordsed (KNK);

e iihe kolmnurga kaks kiilge on vastavalt vordelised teise kolmnurga kahe kiiljega ning
nurk, mis asub iihes kolmnurgas nimetatud kiiljepaari pikema kiilje vastas, on vordne
vastava nurgaga teises kolmnurgas (KKN).

Taisnurkses kolmnurgas kehtivad jirgmised seosed:

e Taisnurkse kolmnurga hiipotenuusile tommatud korgus jaotab kolmnurga kaheks
esialgse kolmnurgaga sarnaseks kolmnurgaks.

o h? = fg (kérguse teoreem)
e a’> = fc, b* = gc (Eukleidese teoreem)

e a’ 4+ b* = ¢ (Pythagorase teoreem)

IV Loigud kolmnurgas

Kolmnurga keskloik on 16ik, mis ithendab kahe kiilje keskpunktid. Kolmnurga keskloik
on alusega paralleelne ja tema pikkus on pool aluse pikkusest.

Kolmnurga mediaanid loikuvad iihes punktis — kolmnurga masskeskmes. Mediaanide
loikepunkt jaotab mediaani suhtes 2:1 tipust alates.

Kolmnurga nurgapoolitajad loikuvad iihes punktis — kolmnurga siseringjoone keskpunk-
tis. Kolmnurga nurgapoolitaja jaotab vastaskiilje loikudeks, mis suhtuvad nagu poolita-
tava nurga lahiskiiljed.

14
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Kolmnurga korgused l6ikuvad iihes punktis.

Kolmnurga kiilgede keskristsirged loikuvad iihes punktis — kolmnurga timberringjoone
keskpunktis.

V Ulesanded

1. Toesta, et kolmnurga vorratus on samavidrne ahelvorratusega a +b > ¢ > |a — b).

. Toesta, et kui ¢ on kolmnurga pikim kiilg, on kolmnurga vorratus antav ainult iihe

vorratusega a + b > c.

3. Toesta, et mistahes kinnise murdjoone ABCD korral |AD| > |AB| — |BC|— |CD|.
4. Vordkiilgse kolmnurga ABC sees valitakse suvaliselt punkt P. Toestage, et 16ikudest

10.

11.

12.
13.
14.

15.

16.

PA, PB ja PC saab uuesti konstrueerida kolmnurga.

. Toesta, et kolmnurga tippu ja selle vastaskiilje mingit punkti ithendav sirgloik (nn.

tseviaan) on lithem kolmnurga poolest timbermoddust.

. Toesta, et nelinurga mistahes sisepunkti kauguste summa selle nelinurga tippudest

on suurem nelinurga poolest iimbermodust. (Veendu, et tulemus on 6ige ka mitte-
kumera nelinurga korral.)

Punktid K, L ja M on kolmnurga ABC sisepunktid, mis ei asetse iihel sirgel. Toesta,
et kolmnurga K LM {imbermoot on viiksem kolmnurga ABC' imbermoddust.

. Toesta, et teravnurkse kolmnurga korguste pikkuste summa on suurem kolmnurga

poolest timbermoodust, kuid viiksem selle iimbermoodust. Too néide, et viide ei
tarvitse kehtida niirinurkse kolmnurga puhul.

. Toesta, et trapetsi diagonaalide pikkuste summa on viiksem trapetsi imbermdoo-

dust.

Toesta, et kahe erineva, kuid iihel tasandil asuva ning vihemalt {iht iihist punkti
omava ringjoone keskpunktide O; ja O, vaheline kaugus |O10s| ei iileta nende ring-
joonte raadiuste 71 ja ro summat r; + ro. Millal kehtivad vordused |O10;| = ry + 19
voi |0102‘ = |7’2 — T1|?

Téisnurkse kolmnurga ABC' tiisnurga tipust A tommatud korguse aluspunkt D
asub kaatetist AB kaugusel m ja kaatetist AC kaugusel n. Toesta, et:

1) ACDA ~ AADB ja leia sarnasustegur;

2) |AB|: |BC|=m:vm?+n?;

3) |AC| : |BC| =n: vVm?+n?

Toesta, et ringjoonele samast punktist tommatud puutujaléigud on vordsed.
Toesta, et kolmnurk on vordhaarne parajasti siis, kui tema alusnurgad on vordsed.

Toesta, et kolmnurk on vordhaarne parajasti siis, kui kokku langevad kaks kolmest
loigust: korgus, nurgapoolitaja, mediaan.

Punkt D on kolmnurga ABC' nurgapoolitaja C'D aluspunkt kiiljel AB. Toesta, et
|AC| : |CB| = |AD| : |DB|.

Vordhaarse kolmnurga siseringjoone ja iimberringjoone keskpunktid paiknevad siim-
meetriliselt kolmnurga aluse suhtes. Toesta, et selle kolmnurga alusnurk on 36°.

15
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

VI

Toesta, et tdisnurkse kolmnurga siseringjoone diameeter 2r avaldub kaatetite a ja b
ning hiipotenuusi ¢ kaudu kujul 2r =a + b — c.

Toesta, et kolmnurga pindala S avaldub siseringjoone raadiuse r ja poole iimber-
moodu p kaudu kujul S = pr.

Kolmnurga ABC siseringjoon puutub kiiljega AC' punktis M ja kiiljega BC' punktis
L nii, et |[AM| : |MC| =2:3ja|BL|: |LC| =75 :6. Toesta, et selle kolmnurga
pindala S avaldub kujul S = 1,5|AC| - r, kus r on kolmnurga ABC' siseringjoone
raadius.

Taisnurkse kolmnurga ABC' siseringjoone raadius on r ja iimberringjoone raadius
R. Kolmnurga ABC tiisnurga tipust tommatud korgus h jaotab kolmnurga ABC
kaheks tédisnurkseks kolmnurgaks, mille siseringjoonte raadiused, taisnurga tipust
tommatud korgused ja iimberringjoonte raadiused olgu vastavalt r; ja ro, hy ja hs
ning Ry ja Rs. Toesta, et

1) r?=r?+r3;

2) h* = B} + h3;

3) R* = R} + R3.

Toesta, et kolmnurga keskloigu pikkus vordub poolega aluse pikkusest ning et kolm-
nurga keskloik on alusega paralleelne.

Toesta, et trapetsi keskloigu pikkus on vordne aluste pikkuste aritmeetilise keskmi-
sega ning et trapetsi keskloik on alustega paralleelne.

Toesta, et trapetsi diagonaalide 16ikepunkt poolitab seda punkti ldbiva ja alustega
paralleelse loigu trapetsi haarade vahel.

Toesta, et trapetsi diagonaalide 1oikepunkti ldbiva ja alustega paralleelse 16igu pik-
kus vordub aluste pikkuste korrutise ja keskloigu pikkuse jagatisega.

Trapetsi diagonaalide pikkused on d; ja dy, korguse pikkus aga h. Toesta, et selle
trapetsi keskloigu pikkus & avaldub kujul

k:%(\/d%—hu\/dg—h?).

Roo6pkiiliku ABCD kiiljele AD on mérgitud punkt P nii, et |AP| : |[AD| =1 : n.
Loikude AC ja BP loikumiskoht on téhistatud Q. Toesta, et |AQ| : |AC| =1 :
(n+1).

Punktid A ja B eraldavad ringjoonest keskpunktiga O vilja kaare pikkusega 60°.
Sellel kaarel on voetud punkt M. Toesta, et sirge, mis labib 16ikude M A ja OB
keskpunkte, on risti sirgega, mis libib M B ja OA keskpunkte.

Hulknurk

Hulknurka nimetatakse koolhulknurgaks, kui koik tema tipud asuvad iihel ringjoonel.
Hulknurka nimetatakse puutujahulknurgaks, kui koik tema kiiljed puutuvad iihte ring-
joont.

Teoreem 1. Koolnelinurga vastasnurkade summa on 180°.

16
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Teoreem 2. Kui kumera nelinurga vastasnurkade summa on 180°, on tegemist koolneli-
nurgaga.

Teoreem 3. Kui ZABD = ZACD ning B ja C' asuvad samal pool sirget AD, siis punktid

A7B7

C ja D asuvad iihel ringjoonel.

Teoreem 4. Puutujanelinurga vastaskilgede pikkuste summad on vordsed.

Teoreem 5. Kui kumera nelinurga vastaskiilgede pikkuste summad on vordsed, on tegu
puutujanelinurgaga.

Millistel nelinurkadel leidub iimberringjoon /siseringjoon?

iimberringjoon siseringjoon

ruut

ristkiilik

romb

roopkiilik

suvaline kumer 4-nurk

trapets

VII

Ringjoonega seotud nurgad

kaarele toetuvast piirdenurgast, st ZAOC =2/ABC.

Teoreem 6. Kaarele toetuv kesknurk on kaks korda suurem samale .

28.

29.

30.
31.

32.
33.

34.

35.

Toesta, et koik samale kaarele (vordse pikkusega koolule) toetuvad
piirdenurgad on vordsed.

Toesta, et vordse suurusega piirdenurgad toetuvad sama pikkadele
kooludele (sama suurtele kaartele).

Toesta, et ringjoone diameetrile toetuv piirdenurk on téisnurk.
Toesta, et kolmnurgas ABC' kehtib seos
|BC|
77 9
sin /BAC &,
kus R tdhistab kolmnurga ABC' iimberringjoone raadiust.
Toesta, et koolnelinurgas ABC' D kehtib vordus ZABC + ZADC = 180°.

Olgu tasandil antud kaks erinevat punkti A ja C' ning nurgasuurus «. Leia koigi
selliste tasandi punktide B hulk, et kehtiks vordus ZABC = a.

Toesta, et kui kumeras nelinurgas ABCD kehtib vordus ZABC + ZADC = 180°,
siis saab 1dbi punktide A, B, C' ja D joonestada ringjoone (st nelinurk ABC'D on
koolnelinurk).

Olgu tasandil antud neli erinevat punkti A, B, C ja D, kusjuures ZABC = ZADC =
90°. Toesta, et ldbi punktide A, B, C' ja D saab joonestada ringjoone.
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36.

37.
38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

Tasandil on antud sirged s, t, u, ja v, kusjuures s 1 u, t L v, nurk sirgete s ja t
vahel on « ning nurk sirgete u ja v vahel on g. Toesta, et a = 8 voi o + 5 = 180°.

Toestage, et igas puutujahulknurgas leidub kolm kiilge, millest saab teha kolmnurga.

Kaks vordse raadiusega ringjoont I6ikuvad punktides A ja B. Labi punkti A tom-
matud sirge loikab antud ringjooni teistkordselt vastavalt punktides C' ja D. Toesta,
et kolmnurk BC'D on vordhaarne.

Ringjoonele keskpunktiga O on joonestatud kool AB ning sellel koolul on valitud
punkt C'. Ringjoon ldbi punktide A, C' ja O 16ikub esialgse ringjoonega teistkordselt
punktis D. Toesta, et kolmnurk BC'D on vordhaarne.

Roopkiiliku ABCD kiilgedele BC' ja C'D (voi nende pikendustele) on tommatud
ristloigud AM ja AN. Toestage, et AMAN ~ NABC.

Punktist M, mis asub antud nurga (mille tipp on A) sisepiirkonnas, on tommatud
ristsirged M P ja M () nurga haaradele. Punktist A on tommatud ristsirge AK loigule
PQ. Toesta, et ZPAK = ZMAQ.

Punktid M ja N on kolmnurga ABC' korguste AM ja BN aluspunktid. Toesta, et
ANABC ~ AMNC.

Trapetsi liithemale alusele kui diameetrile on joonestatud ringjoon, mis puudutab
trapetsi teist alust ning ldbib trapetsi diagonaalide keskpunkte. Toesta, et trapets
on vordhaarne ning selle haar on kaks korda pikem korgusest.

Toesta, et kolmnurgas, mille kiiljed on a, b ja ¢ ning nende vastasnurgad «, 3 ja 7,
iimberringjoone raadius R ja pindala S, on toesed vordused

b b
2 -2 - ° _op  s5=2%
sinaw  sinf8  sinvy 4R
Teoreem 7 (teoreem puutujast ja kdolust). Ringjoonele on tommatud B A

kool BC' ning punktis B puutuja AB. Kaarel BC' on voetud punkt D
(vt joonist). Siis kehtib vordus ZABC = ZBDC.

45.

46.
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D
Kaks ringjoont 16ikuvad punktides P ja Q. Uhel ringjoonel voetakse
punkt A; kiir AP loikab teist ringjoont teistkordselt punktis B, kiir
AQ) aga loikab teist ringjoont teistkordselt punktis C'. Toesta, et sirge
BC' on paralleelne esimesele ringjoonele punktis A tommatud puutujaga.

Ringjooned S; ja S5 loikuvad punktides A ja P. Labi punkti A on tommatud ring-
joonele Sy puutuja AB, labi punkti P aga sirge C'D, mis on paralleelne sirgega AB
(punktid B ja C' paiknevad ringjoonel Sz, punkt D ringjoonel S7). Tdestage, et
ABCD on roopkiilik.
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Teoreem 8 (kahe kdo6lu vaheline nurk). Olgu antud ring- A D A D
joon keskpunktiga O ning punktid A, B, C' ja D asetse- B C

gu sellel ringjoonel. Koolude AC ja BD wvaheline nurk

a ning koolude AB ja C'D wvaheline nurk [ (vt joonist)

avalduvad kujul B C

_ ZAOB+ ZCOD - £AOD — ZBOC
- 2 ’ - 2 '

«

47. Punktid A, B, C ja D paiknevad ringjoonel antud jarjekorras. Olgu M kaare AB
keskpunkt. Téhistame koolude MC' ja M D loikepunktid kooluga AB vastavalt E
ja K. Toestage, et KEC'D on koolnelinurk.

48. Punktid A, B, C'ja D paiknevad ringjoonel antud jarjekorras. Punktid A, By, C} ja
D on vastavalt kaarte AB, BC, CD ja DA keskpunktid. Toestage, et A,C; 1L B1D;.

49. Kolmnurga ABC' sees on voetud punkt P nii, et /BPC = ZA + 60°, ZAPC =
/B +60° ja ZAPB = ZC + 60°. Sirged AP, BP ja C'P loikavad kolmnurga ABC
timberringjoont punktides A’, B' ja C'. Toestage, et kolmnurk A’B'C" on vordkiilg-
ne.

VIII Loigud ringjoones

Teoreem 9 (teoreem loikuvatest kdoludest). Kui koolud AB ja C'D loikuvad punktis P,
siis |AP| - |BP| = |CP|-|DP|.

Teoreem 10 (1oikuvate koolude teoreemi poodrdteoreem). Kui loigud AB ja CD loikuvad
punktis P nii, et |AP|-|BP| = |CP|- |DP|, siis asuvad punktid A, B, C ja D iihel
ringjoonel.

Teoreem 11 (teoreem loikajaloikudest). Kui ringjoonele on punktist P tommatud loika-
jad, mis loikavad seda ringjoont vastavalt punktides A ja B ning C ja D, siis |AP|-|BP| =
|CP|-|DP].

Teoreem 12 (teoreem puutujast ja loikajast). Kui ringjoonele on punktist P tommatud
loikaja, mis loikab seda ringjoont punktides A ja B ning puutuja, mis puutub ringjoont
punktis C, siis |AP|-|BP| = |CPJ*.

Kehtivad ka Teoreemide [[1] ja 12 poordteoreemid. Teoreemide QHI2| koosseisus esinevat
korrutist nimetatakse punkti P potentsiks, tipsemalt, p(P) = |PO|? — 72, kus r on selle
ringjoone raadius, mille suhtes punkti P potentsi arvutatakse.

Kui on antud kaks ringjoont, siis selliste punktide geomeetriline koht, mille potentsid mo-
lema ringjoone suhtes on vordsed, on sirge. Konealust sirget nimetatakse nende ringjoonte
radikaalteljeks. (Loikuvate ringjoonte korral 1abib radikaaltelg ringjoonte 16ikepunkte.)

50. Kaks ringjoont loikuvad punktides X ja Y. Loigul XY voetakse punkt P. Esimesel
ringjoonel voetakse kool AB ja teisel ringjoonel kool C'D nii, et nad 16ikuvad punktis

P. Toesta, et punktid A, B, C' ja D asuvad iihel ringjoonel.
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IX

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

Mitmesuguseid iilesandeid

Toesta, et kolmnurgas kiilgedega a, b, ¢ ja nurkadega «, 3, v kehtib koosinuslause:
a® = b* + ¢ — 2bc cos a.

Toesta Stewarti teoreem: kolmnurga tseviaan d rahuldab vordust
a®t + a'b* = c(d® + d'V),

kus a’ ja b’ on vastavate loikude pikkused, milleks jagab tseviaan d kolmnurga kiilje
c.

Kolmnurga ABC' iimberringjoonel voetakse punkt P. Punktist P tommatakse rist-
16igud sirgetele AB, BC, C'A. Tdesta, et nende ristloikude aluspunktid asuvad iihel
sirgel (nn Simpsoni sirge).

Ringjoon keskpunktiga O puudutab nurga haarasid punktides A ja B. Loigul AB
valitakse punkt M. Sirgele OM punktis M joonestatud ristsirge loikab nurga haa-
rasid punktides X ja Y. Toesta, et |[MX| = |MY].

Koolnelinurga ABC D kiilgede AB ja C'D pikendused loikuvad punktis P, kiilgede
BC ja AD pikendused punktis (). Toestage, et nurkade AQB ja BPC poolitajate
loikepunktid nelinurga kiilgedega osutuvad rombi tippudeks.

Viisnurk ABC'DE on koolviisnurk. Punkti F kaugused sirgetest AB, BC' ja C'D on
vastavalt a, b ja c. Leidke punkti E kaugus sirgest AD.

Kolmnurga ABC' kiilgedele, kolmnurgast viljapoole on joonestatud kolmnurgad
ABC’, AB'C ja A’ BC, kusjuures tippude A’, B’ ja C’ juures olevate nurkade summa
on 180°. Toestage, et konstrueeritud kolmnurkade iimberringjooned 16ikuvad iihes
punktis.

Tasandile on joonestatud kumer nelinurk ABC' D ning ringjooned K4, K, K¢ ja
Kp keskpunktidega vastavalt A, B, C' ja D ning sama raadiusega R. Ringjoone-
paaridele on tommatud neli vilist puutujat, mis loikuvad punktides M, N, O ja P,
nagu niaidatud joonisel. Toesta, et kui punktid A, B, C' ja D asuvad iihel ringjoonel,
siis asuvad iihel ringjoonel ka punktid M, N, O ja P.

Tasandil on antud kaks (mitte tingimata vordse raadiusega) ringjoont keskpunkti-
dega Oq ja Os. Toesta, et nende punktide P hulk tasandil, kust tommatud puutu-
jaloigud neile ringjoontele on vordsed, moodustab sirge, mis on risti sirgega O10.
(Seda sirget nimetatakse teatavasti nende ringjoonte radikaalteljeks.)

X Koordinaatide meetod

Pohimotteliselt on voimalik koiki geomeetriaiilesandeid lahendada jargmisel viisil. Fiksee-
rime ristkoordinaadistiku, esitame iilesande tingimused koordinaatide keeles (sirgete ja
ringjoonte vorrandid, 16ikepunktid kui vorrandisiisteemide lahendid jne) ning tuletame
iilesande tingimustest viite samuti koordinaatide keeles.

Rohuval enamikul juhtudest on vajaminevad teisendused vaevarikkad (eriti ringjoonte ja
nurkade korral). Teisendusvaeva voib vihendada koordinaatide alguspunkti otstarbekas
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valik (nt. mone ringjoone keskpunktis, kolmnurga korguse aluspunktis vmt.). Monikord
on otstarbekas kasutada ka muid koordinaadistikke, néiteks polaarkoordinaadid, komp-
lekstasand, bariitsentrilised (vm. projektiivsed) koordinaadid.

Matemaatika oliimpiaadidel on geomeetriaiilesannete hindamisskeemid koostatud reeglina
nii, et koordinaatide meetodil lahendades saab punkte ainult tdislahenduse korral, kuna
osalise lahenduse puhul on keeruline ette ndha, kui mahukaks voivad lopuks teisendused
minna ning kas need on iildse inimvoimete piires tehtavad antud aja jooksul. (Moistagi,
arvutialgebrasiisteemid teeks sellised teisendused dra, aga kuna matemaatikavoistluste iiks
eesmérk on vorrelda iilesannete isiklikku lahendusoskust, mitte tarkvara kasutusoskust ega
programmeerimisoskust, siis sellised vahendid on matemaatikavoistlustel keelatud.)
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