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1. (IMC 2000)
Kas on tdene, et leidub funktsioon f : [0,1] — [0, 1] nii, et f ei oma {ihtegi
piisipunkti ning on:
a) monotoonselt kasvav?
b) monotoonselt kahanev?

2. (IMC 2009)
Kui A, B,C on samat jarku ruutmaatriksid ja A on pooratav, siis kas
kehtib valem

(A-B)C=BA'=C(A-B)=A"'B

3. (VJIMC 2004)
Téahistame tahisega B(c, r) lahtist kera keskpunktiga ¢ ning raadiusega r,
mis asub tasandil R?. Kas leidub tasandil olevate punktide jada (z,)
niiviisi, et lahtiste kerade jada B(zn,%), mille liikmed on paarikaupa
l6ikumatud ning jada (z,) koondub.

4. (NCUMC 2014)
Toesta, et eksisteerib taisarv z nii, et arvu e® kiimnendesituse esimesed
100 kohta langevad kokku arvu 7 esimese saja komakohaga.



Jaan Kristjan

. (VJIMC 2006)

(a) Olgu u,v kaks nilpotentset elementi kommutatiivses ringis. Néita, et
ka u + v on nilpotentne. (a on nilpotentne, kui leidub taisarv n nii,
et a” = 0.

(b) Too ndide mittekommutatiivsest ringist ja nilpotentsetest elemen-
tidest u, v nii, et u + v ei oleks niloptent.

. (PUTNAM 2002 - originaal)

Sa leiutasid just ajamasina ning esimese asjana liigud 18 aastat tagasi
toimunud matemaatika suvepédevadele. Esimese nurga peal kutsub Jtri
Lember sind oma uut méngu méangima. Mangus on suvaliselt valitud
taisarv n vahemikust [1,2002] nii, et sina seda ei tea (t6enfosus iga arvu
valimiseks on sama). Sa voidad ainult siis, kui arvad arvu n véartuse dra
paaritu arvu pakkumistega. Uhel pakkumisel saad valida iihe arvu et-
teantud vahemikust. Kui pakkusid valesti, saad vihje, kas n on pakutud
arvust suurem voi viiksem. Jargmise pakkumise pead tegema sealt va-
hemikust, kus n asub. V6idu korral on auhinnaks 1€ kuid kaotuse korral
pead temale 2€ andma. Kas liitud ménguga ning kas see tasub end &ra?

. (TUMO 2010)

Kas igal reaalmuutuja poliinoomil P leidub esitus P = Q1 — Q2, kus Q1
ja Q2 on rangelt kasvavad reaalmuutuja poliinoomid?

. (VJIMC 2013)

Uhendame n-dimensionaalse kuubi kéik tipud omavahel sirgldikudega.
Mitu erinevat sirgloikude ristumispunkti juurde tekkis?



Jaagup

. (Putnam 2004 - kohandatud)

Tennisetdhe Peeter Oja méanedzer jalgib hooajas esimese N mangu seas
voidetud ménge S(N). Hooaja alguses oli S(N) véaiksem kui 80% arvust
N, aga hooaja 16puks oli S(NV) suurem kui 80% arvust N. Kas tingimata
oli hetk, kus S(NN) oli tapselt 80% arvust N?

. (IMC 2007)
Olgu z, y, 2 sellised tiisarvud, et S = x* +y* + 2% jagub arvuga 29. Niita,
et S jagub arvuga 29%.

. (IMC 2018)
Kas leidub korpus, mille aditiivne rithm ja multiplikatiivne rithm on iso-
morfsed?

. (IMC 1999)
Kas leidub selline bijektsioon 7: N — N, et

oo

< o0?

. (VJIMC 2000)
Kas leidub loenduv hulk Y ja tema alamhulkadest moodustatud mitteloen-
duv pere F nii, et iga erineva A, B € F puhul on AN B 16plik?



Tahvend

. (IMC 2004)
Olgu S C R 16pmatu. On teada, et iga lopliku alamhulga {z1, 22, ..., z,} C
S korral kehtib |z + a9 + ... + x,] < 1.

Toesta, et S on loenduv.
. (Codeforces 42D — kohandatud)
On antud n tipuga téielik graaf K, (iga kahe erineva tipu vahel on serv).
Toesta, et servadele on voimalik méarata kaalud nii, et:
e igal tsiiklil, mis ldbib iga tippu tapselt ithe korra, on sama kaal;
e servade kaalud on paarikaupa erinevad;
o servade kaalud on tiisarvud ja rahuldavad vorratust 1 < w < 2n3.

. (IMS 2007) Niita, et leidub S C R? nii, et S = R? ja hulgas S ei leidu
kolme kollineaarset punkti.



Urmas

. (Putnam 1995)

Olgu S korrutamise suhtes kinnine reaalarvude hulk. Olgu T ja U hulga S
ithisosata alamhulgad, kusjuures nende iithend on S. Olgu nii, et mistahes
kolme arvu (voivad ka vordsed olla), mis kuuluvad hulka T, korrutis on
hulgas T. Sama kehtigu ka hulga U korral. Naiidata, et vdhemalt {iks
hulkadest T', U on korrutamise suhtes kinnine.

. (IMC 2008)

Olgu V koikide iithe muutuja poliinoomide vektorruum iile reaalarvude.
Olgu P: V — R lineaarkujutus. Mistahes f, g € V korral kehtigu P(fg) =
0 = P(f) =0V P(g) =0. Toestada, et leiduvad sellised reaalarvud zg
jac, et P(f) = cf(xzo) mistahes f € V korral.

. (Putnam 2009)
Olgu S selline ratsionaalarvude hulk, et kehtivad:
(a) 0 €S,

(b) Kuiz e S,siisz+1€Sjax—1€S5;

(c) Kuiz € S jax¢{0,1}, siis ﬁ es.

z(x—1

Kas S peab sisaldama koiki ratsionaalarve?



Karolina

. (IMC 1997)
Olgu M pooratav maatriks mddtmetega 2n x 2n. Olgu M ja M ! esitatud

kujul
(A B\ . . _(E F
welen) w o= (G n)

kus A, B, ..., H on n x n maatriksid. Naidata, et detM - detH = detA.

. (TUMO 2014)

Olgu P ja @ erinevad reaalmuutuja poliinoomid ning kektigu poliinoomide
vordsus P(Q(z)) = Q(P(x)) iga € R korral. Toestada, et polilnoom
P(P(x)) — Q(Q(x)) jagub poliinoomiga P(z) — Q(x).

. (TUMO 2013)

Tasandil on antud n punkti. Toesta, et kehtib iiks jargmistest voimalustest:
e kas koik need punktid asetsevad iihel ja samal sirgel,
e voi leidub sirge, mis labib téapselt 2 punkti.

. (VJIMC 2015)
Olgu f : R — R diferentseeruv. Tdesta, et leidub z € [0, 1] selliselt, et

FEQ) = £0) = (14 22) 1 (2).

s
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. (CIIM 2010)

Olgu v = (v1,...,vn),w = (wi,...,w,) € R™ lineaarselt séltumatud vek-
torid. Olgu v * w selline n x n maatriks, mille ¢-ndal real ja j-ndal veerul
on v;w;. Leia v * w — w * v astak.

. (VJIMC 2016)

Olgu X hulk ja p: P(X) P(X) selline, et mistahes l6ikumatute A, B €
P(X) korral u(AU B) = p(A) U p(B). Toesta, et leidub F C X nii, et
w(F)=F.

. (AtCoder Grand Contest 031 — kohandatud)
Olgu n positiivne taisarv. Vaatleme arvude 0,1, ...,2"—1 permutatsioone.
Leia koik sellised arvud a ja b, et leidub permutatsioon P, kus

o Py=ugq;

° Pgn,l = b7

e mistahes ¢, 0 < ¢ < 2™ — 1 korral erinevad arvude P; ja P;; esitused
kahendstisteemis tapselt ithes kohas.



Jaagup

. (TUMO 12.05.2017)
Olgu o, B € C sellised, et |a| = |8] = 1 ja |a — ] = V2. Toesta, et § = ia
voi f = —ia.

. (TUMO 12.05.2017)

Olgu G rithm, mis on moodustatud fikseeritud elementide a, b € G koikvoimalikest

korrutistest, kusjuures aba = b ja b> = 1. Tdesta, et G on Abeli rithm.

. (IMC 1996)

Olgu arvude 7 = 0,...,n puhul a; := ap + jd, kus ag ja d on fikseeritud
reaalarvud. Olgu

ag aq a9 . Ay

al aon aq cee o Qp—1
A= as aq ao cee Qp—2

Qp  Ap—1 Gp—2 Qg

Arvuta |A].
. (IMC 1996 - kohandatud)

Tasandi R? alamhulga E tilemine sisu on defineeritud kui arv

C(E) = inf {2": diam(Ei)} ,

kus infiimum on véetud iile selliste 16pliku arvu ruumi R? alamhulkade
kogumite, mis katavad &ra hulga E (st E C |J;_, E;).

Hulga E alumine sisu on defineeritud kui arv

K(FE) = sup{length(L) : L on 16ik, millele saab hulga E ahendada}.

Naita, et

(a) C(L) = length(L), kui L on 16ik;

(b) C(E) = K(E);

(¢) Vordus punktis (b) ei pruugi kehtida isegi juhul, kui F on kompaktne.
Markused. Koik kaugused selles tilesandes on eukleidilised.
Hulga E diameeter on arv diam(E) = sup{d(z,y) | z,y € E}.

Hulga E ahend hulgale F" on selline funktsioon f: E — F, et d(f(z), f(y)) <
d(z,y) iga x,y € F puhul. Utleme, et hulka E saab ahendada hulgale F,
kui leidub ahend f: E — F, mis on siirjektiivne.

Hulga E kompaktsuseks on meetrilises ruumis naiteks jargmised samavaérsed
tingimused:



e Iga hulga E lahtine kate sisaldab 16pliku alamkatte, st iga |J;o7 Ei
puhul, kus E C UZ—GI FE; ja hulgad E; on lahtised, leiduvad indeksid
11,...,0p € I nii, et F C U?:l Elj

e Iga hulgas F sisalduv jada sisaldab alamjada, mis koondub hulka F.

e Iga hulga E lopmatu alamhulk sisaldab kuhjumispunkti, mis asub
hulgas FE.

Vihje. Olgu £ = TUT’, kus T on kolmnurk tippudega (-2, 2), (2, 2)
ja (0, 4) (selline kolmnurk sisaldab ainult tippe ithendavaid kiilgi, mitte
kolmnurga sisemust) ja olgu 7" kolmnurga T peegeldus z-telje suhtes. Siis
C(E) =8 > K(E).



Urmas

. (Putnam 2002)
Olgu meil sfasr, millel on viis pukti. Toestada, et leidub selline kinnine
poolsfaar, millel asub nendest viiest vihemalt neli.

. (IMC 1995)
Olgu X regulaarne maatriks veeruvektoritega Xi, Xs,...,X,,. Olgu Y
maatriks, mille veeruvektorid on Xso, X3,...X,,,0.

Niidata, et maatriksite A = YX ! ja B = X~ 'Y astakud on n — 1 ja
nende ainsad omavéaartused on nullid.

. (TUMO 2012)
Olgu n naturaalarv. Olgu

1—z+2?
f(w)=71+x+x2-
Leida £(™(0).

. (IMC 1995)
Olgu A ja B nxn maatriksid. Eeldame, et leiduvad n+1 erinevat reaalarvu
t1,...tny1 selliselt, et mistahes ¢ € {1,...,n + 1} korral on maatriksid

Cz:A+tzB

nilpotentsed(C?* = 0).
Néidata, et maatriksid A ja B on nilpotentsed.

10
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1.

Karolina

(Putnam 1997)
Téhistagu N, selliste naturaalarvudest koosnevate jarjendite (aq, ..., an,)
arvu, mille korral

Kas Nyg on paaritu voi paaris?

. (Putnam 1997 - kohandatud)

Toolised otsustavad toorahva piiha puhul mangida iihte méngu. T6olised
1,2,3,...,n istuvad timber laua ja igal toolisel on iiks sent. To6line 1 annab
ithe sendi toolisele 2, kes annab 2 senti toolisele 3, kes annab ithe sendi
toolisele 4, kes annab 2 senti toolisele 5, ja nii edasi. Iga téoline annab
vastavalt iiks voi kaks senti jargmisele toolisele, kellel pole veel sendid
otsa saanud. Kui toolisel saavad sendid otsa, siis on ta mangust valjas ja
lahkub. Leia lopmatu palju arve n, nii et n toolise korral saab iiks tocline
endale koik sendid.

(VJIMC 2013)
Olgu A = (a;;) ja B = (b;;) kaks 10 x 10 maatriksit selliselt, et a;; = b;;+1
iga i, j korral ning A% = 0. Tdesta, et maatriksi B determinant on 0.

(Putnam 2003)
Kas saab leida sellised poliinoomid a(z),b(x),c(y),d(y) nii, et kehtiks
samasus

1L+zy +a2%y* = a(x)e(y) + b(x)d(y)?

11
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Kati

(PUTNAM 2008 muudetud) Anna ja Brita méngivad jargmist méngu.
Alguses on 2020 x 2020 ruudustik tithi. Anna alustab ning igal kaigul
valib méngija reaalarvu ja kirjutab selle tiihja ruutu. Méng 16ppeb, kui
ruudustik on téidetud. Anna voéidab, kui tekkinud maatriksi determi-
nant on nullist erinev, Brita voidab kui determinant on null. Kummal
maéngijatest on voitev strateegia?

. (PUTNAM 2000) Tdesta, et leidub lopmata palju tiisarve n nii, et n, n+1

ja n + 2 avalduvad koik kahe tiisruudu summana (niiteks 0 = 0% + 02,
1=12+0%2=1%2+12).

. (PUTNAM 2004). Olgu m,n positiivsed taisarvud. Toesta, et

(m+n)! m!  nl
(m+n)mtn —mm pn

. (TU 2016) Olgu f : R — [—1, 1] kaks korda pidevalt diferentseeruv, kusju-

F0)? + (£/(0))* = 4.

Toesta, et leidub xg € R, mille korral

f(xo) + f"(xz0) = 0.

12
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1. (VJIMC 2019) Olgu A mittetiihi hulk ja * : A x A — A assotsiatiivne
tehe.

(a) Kehtigu
rxrxy=y Jja yxx*xx=y, Vr,ycA

Kas sellest jareldub, et * on kommutatiivne?
(b) Kehtigu
xxxxy=y Vr,y€ A

Kas sellest jareldub, et * on kommutatiivne?

2. (PUTNAM 2014) Olgu téisarvu N esituseks liig-kiimnendsiisteemis avaldis:
N = d10* + dj_110"1 + ... 4+ do10°

kus di # 0 ja d; € {0,1,2,...,10} iga ¢ korral. Naiteks arvul 10 on liig-
kiimnendsiisteemis kaks esitust 10 = 10-10° ja tavaline kiimnendsiisteemi
esitus 10 = 1-10' 4 0 - 10°. Millistel positiivsetel tdisarvudel on tapselt
iiks esitus liig-kiimnendsiisteemis?

3. (PUTNAM 2015) Olgu f: R — R kolm korda diferentseeruv funktsioon,
millel on vihemalt viis erinevat nullkohta. Toestada, et funktsioonil f +
6f + 12f" 4+ 8f"" on viahemalt kaks erinevat nullkohta.

4. (PUTNAM 2013) Olgu positiivsede taisarvude n korral méédratud suurus
c(n) jargmiselt: ¢(1) = 1, ¢(2n) = ¢(n) ja ¢(2n+ 1) = (—=1)"¢(n). Leida
jargmise avaldise véartus:

2013

Z c(n)e(n +2)

n=1
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