Seminar iiliopilaste matemaatika oliimpiaadidest

Kevad 2024

1. seminar (Birgit)

1.

(1998 IberoAmerican UMO P1) Olgu f ja g pidevad funktsioonid
16igus [0, 1] ja olgu

/l(f(ac))2 de = /l(g(x))z o =1,

0 0

Toesta, et leidub reaalarv ¢ nii, et

fle)+g(c) <2.

. (IMC 2001 P2) Olgu r, s, ¢ paarikaupa iihistegurita positiivsed tédisarvud

ja olgu a,b € G, kus G on kommutatiivne rithm iihikelemendiga e. Olgu
a” =b* = (ab)t =e.
(a) Toesta, et a =b=e.

(b) Kas sama kehtib ka mittekommutatiivse rithma G korral?

. (Brasiilia UMO 2018 P2) Rahuldagu funktsioonid f,g : R — R koigi

reaalarvude z ja y korral jargmist tingimust:

fla+gly) =—w+y+1
Millega vordub g(z + f(y))?

. (Leedu IMO TST 2014 P2 ja Eesti EGMO TST 2024) Kas leiduvad

sellised 11 erinevat naturaalarvu, millest iihegi 6 arvu summa ei jagu 6-ga?

. (IMC 1994 P4) Olgu o € R\{0} ja olgu F ja G vektorruumi R™ lineaar-

teisendused, mis rahuldavad jargmist tingimust:
FoG—-GoF =aF.

(a) Toesta, et iga k € N korral F* o G — G o F* = akF*.
(b) Toesta, et leidub k& > 1, mille korral F* = 0.

. (Putnam 2023 P2 D2) Positiivse tdisarvu n korral tdhistagu k(n)

ithtede arvu arvu 2023 - n kahendesituses. Mis on arvu k(n) minimaal-
ne vaiartus?



2. seminar (Martin Puskin)

1. (IMC 2023 P6) Ivan kirjutab tahvlile maatriksi <§ i) Seejérel ra-

kendab ta maatriksil mitu korda jargmist operatsiooni:

e vali maatriksi rida voi veerg ja

e korruta voi jaga seda maatriksi rida voi veergu sama maatriksi iilejadnud
rea vOi veeruga.

Kas Ivan saab saada pérast 16plikku arvu samme tulemuseks maatriksi

£y

2. (IMC 2018 P1) Olgu (a,)22, ja (bn)S2, positiivsete arvude jadad.
Toesta, et jargmised tingimused on samavairsed:

e Leidub positiivsete arvude jada (c,)o2; nii, et -7 | 2= ja > | &=
molemad koonduvad;

o > L1/ 5™ koondub.

3. (IMC 2000 D1 P5) Olgu R (mitte tingimata kommutatiivne) ring karak-
teristikaga 0. Olgu e, f ja g sellised ringi R idempotendid, et e+ f+g = 0.
Niita, et e= f =g = 0.

Ringi R karakteristika on 0, kui ei leidu sellist naturaalarvu n, et igar € R
korralr +r+...+7=0.
—_———

n litdetavat
Elementi i € R nimetatakse idempotendiks, kui kehtib i® = i.

4. (IMC 2000 D2 P2) Olgu f pidev funktsioon hulgal [0, 1], mis pole iihelgi
intervallil monotoonne. Niita, et punktide hulk, kus f saavutab lokaalse
miinimumi, on tihe hulgas [0, 1].

Hulga S tihedus hulgas X C R tdhendab seda, et iga mittetihi lahtine
intervall I C X sisaldab hulga S elementi.

5. (IMC 1997 D2 P2) Olgu A, B,C, D, E, F, G, H sellised nxn maatriksid,
. (A B . (E F
et 2n x 2n maatriks M = (C D) on pooratav. Olgu M~ = (G H)

Niita, et det(M) - det(H) = det(A).

6. (Rein Prank 2020) Utleme, et kaks osaliselt jirjestatud hulka on sarna-
sed, kui nende vahel leidub jérjestust siilitav bijektsioon. Kas loomuliku
lineaarse jirjestusega Q ja Q \ Z on sarnased?

Funktsioon f sdilitab jirjestust, kui kehtib a < b= f(a) < f(b).



3. seminar (Aleksei)

“but I see a way. There is a
narrow way through.”

Paul Atreides

P - Putnam, RMO - Rumeenia (6pilaste) matemaatika oliimpiaad

1.

(IMC2004) Olgu D kinnine iihikketas tasandil ja olgu z1, 22, ..., 2, fik-
seeritud D punktid. Tdesta, et D-s leidub punkt z niisugune, et n kauguste
d(z,z;) summa on suurem voi vordne n-ga.

. (IMC2005) Olgu f : R — R selline funktsioon, et (f(z))™ on poliinoom

iga taisarvu n > 2 korral. Kas f peab samuti olema poliinoom?

(AOPS) Leia kaik 2024 x 2024 regulaarsed maatriksid A, mille korral
koik maatriksite A ja A~! elemendid on hulgas {0,1}.

(RMO2023-11-1) Leia koik kahekordselt diferentseeruvad funktsioonid
f: R — R, mis rahuldavad seost

(f'(x))” + f"(z) <O,Vz € R.
(P1983) Olgu f : Z+ — Z+ funktSiOOIL miS iga ne Z+ korral I"ahuldab

Fn) =n+ |Vi).

Toesta, et iga positiivse tdisarvu m korral jada

m, f(m), f(f(m)), fF(£(f(m))), ...

sisaldab mingi tdisarvu ruutu.

. (RMO2016-12-2) Olgu A ring ja olgu D selle mittepooratavate elemen-

tide hulk. Kui iga a € D korral a® = 0, tdesta, et:

a) axa = 0 kdigi a € D ja x € A korral;

b) Kui D on loplik hulk, milles on viihemalt kaks elementi, siis leidub
a € D,a # 0 niisugune, et iga b € D korral ab = ba = 0.

. (Loppvoor 2023) Nimetame permutatsiooni (01,09, ...,0,) arvudest

1,2,...,n vahelduvaks, kuiigai = 1,...,n—1korral (—1)io; < (—=1)'c;11.
Iga naturaalarvu n korral olgu «,, vahelduvate permutatsioonide osakaal
koigi permutatsioonide hulgas arvudest 1,2, ..., n. (Niiteks oy = %, gy =
%, ag = % jne.) Tdesta, et leiduvad reaalarvud ¢y, ¢o vahemikust (0; 1) ning
naturaalarv IV, nii et iga naturaalarvu n > N korral ¢} < a,, < cj.

. (P1983) Tdesta voi litkkka timber: leidub niisugune reaalarv «, et [a" | —n

on paarisarv iga positiivse tédisarvu n korral.



e (Josef Pepa) Uks hunt ja n > 2 lammast istuvad iimmarguse laua
taga. Igal ajahetkel liigub hunt iihe koha vorra vasakule voi paremale
(toendosusega 0.5, viskades miinti) ja s66b sellel kohal oleva lamba ira
(kui see on olemas). Hunt on ldpetanud pérast n — 1 lamba s66mist. Sa
oled lammas. Kuhu sa soovid istuda?



4. seminar (Rain)

1. (IMC2016, 1.) Olgu funktsioon f : [a,b] — R pidev ja vahemikus (a,b)
diferentseeruv. Oletame, et funktsioonil on 16pmatult palju nullkohti, aga
ei leidu iihtegi punkti x € (a,b) nii, et f(z) = f'(z) = 0.

(a) Toesta, et f(a)f(b) =0.
(b) Too niide sellisest funktsioonist 16igul [0, 1].

2. (Putnam and beyond, 355) Olgu S koikide naturaalarvude hulk, mille
kiimnendesituses ei ole numbrit 9. Tdesta, et

Z%<80.

nes
3. (IMC2013, 1.) Olgun > 2 ja A, B € Mat,,(R) nii, et
Aty Bl =(A+ B
Toesta, et det(A) = det(B). Kas sama kehtib ka A, B € Mat,, (C) korral?

4. (Putnam 1989 B2) Olgu S mittetiihi hulk binaarse tehtega, mis rahul-
dab jargnevaid tingimusi iga a, b, c € S korral:

(ab)c = a(be)
e gb=ac = b=c

eba=ca = b=c
e Hulk {a" : n € N} on 16plik.

Kas S on tingimata rithm?

5. (IMC2012, 1.) Iga naturaalarvu n korral viljendagu p(n) mitut viisi
saab esitada arvu n naturaalarvude summana. Niiteks p(4) = 5, sest

4=3+1=24+2=2+1+1=1+1+1+1

Lisaks olgu p(0) = 1.
Toesta, et arvu n saab esitada sellise naturaalarvude summana, kus iikski

liidetav ei vordu iihega, téipselt p(n) — p(n — 1) viisil.

6. (SMT Power 1.9) Olgu A, B C Z mittetiithjad hulgad. Nimetame hulki
A ja B hulga Z lahutuseks (tahistatud A® B = Z) kui igat tiisarvun € Z
on voimalik iitheselt esitada kujul a + b, kus a € A ja b € B.

(a) Leia kaks 16pmatut hulka A ja B nii, et A® B = Z.
(b) Kas leidub kaks 16pmatut hulka nii, et A @ B =7\ {0}?


https://www.imc-math.org.uk/?year=2016&section=problems&item=prob1s
https://www.imc-math.org.uk/?year=2015&section=problems&item=prob1s
https://prase.cz/kalva/putnam/psoln/psol898.html
https://www.imc-math.org.uk/?year=2012&item=problems
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2019_Power

7. (Putnam 2012 A6) Olgu f(z,y) : R? — R pidev funktsioon. On tea-
da, et iga ristkiiliku R puhul, mille pindala on 1, on funktsiooni f(z,y)
topeltintegraal iile piirkonna R vdrdne nulliga. Kas f(z,y) = 07

8. (HMMT 2024, 4.) Olgu f(z) kahe ruutpoliinoomi jagatis. On teada, et
f(n) =n3 kuin € {1,2,3,4,5}. Arvuta f(0).


https://kskedlaya.org/putnam-archive/2012.pdf
https://hmmt-archive.s3.amazonaws.com/tournaments/2024/feb/algnt/solutions.pdf

5. seminar (Kaur)

1. (1959 IMO)

Tdesta, et iga n € Z korral on murd 2244

14n+3

taandumatu

2. (1988 Putnam B-1)
Niita, et iga kordarv on viljendatav, kui xy +xz+yz+1, kus z,y,z € N

3. (2021 Putnam A-1)

Rohutirts alustab oma vahvat hiipetega teekonda koordinaatteljestiku al-
guest (0,0). Iga ta hiipe on pikkusega 5 ja peale igat hiipet peab rohutirts
olema punktis, mille koordinaadid on téisarvulised. Mis on vihim hiipete
arv, mida meie rohutirts vajab, et jouda punkti (2021, 2021)

4. (2021 Putnam A-1)

Olgu S véhim naturaalarvude hulk nii, et

(a) 2€ S
(b) ne S, kuin?e S
(¢) (n+5)2€ S, kuine S

Millised naturaalarvud ei kuulu hulka S?

5. (Varia)

Adolf ja Benito tahavad ehitada Reini joe d44rde maja, mida voime vaadel-
da, kui intervalli [0,1]. Sina tahad samuti selle joe kaldale maja ehitada.
Kuna naabrid harjutavad tihti valjuh&élseid konesid, siis sa tahad, et su
maja ei oleks neile viga lihedal. Samuti soovid, et vahemaa sinu ja su
ldhima naabri vahel oleks rangelt suurem, kui {ikskoik, mis teise naabri
vahemaa tema lihimast naabrist. Oletades, et Adolf ja Benito valivad oma
majade asukohad suvaliselt (uniformly at random), siis mis on tdeniiosus,
et sa saad oma néudmised tédidetud.?



6. seminar (Hendrik)

1.

(VJIMC 2004 II P1) Kas rithmad (Q,+) ja (QT,-) on isomorfsed.
Siimbol QT tdhistab koigi positiivsete ratsionaalarvude hulka.

Def. Rithmad (G, %) ja (H, o) on isomorfsed, kui leidub bijektiivne kujutus
f: G — H nii, et iga a,b € G korral

flaxb) = f(a)o f(b).

. (VJIMC 2003 II P2) Olgu antud kettad Dy, Ds,..., D, tasandil ning

arvud a;; = S(D; N D;) (S(A) on A pindala).

Toesta, et suvaliste x1,...,x, € R korral:

n n
Z Z Qi TiTj Z 0.

i=1j=1

(VJIMC 2000 IT P3) Olgu m ja n postiivsed téisarvud ja z € [0,1].
Toesta, et
A-—am"+1-1-2)™">1.

Vihje. Uuri m x n malelauda.

. (VJIMC 2004 II P2) Leia kéik funktsioonid f: R x Ry — R{ nii, et

iga x,Y,2 € Rar korral

L f(x,0) = f(0,2) = =,
2. f(f(z,y),2) = f(=, f(y,2)) ja
3. leidub k € R selline, et f(x +y,z+ 2) = kx + f(y, 2).

. (VJIMC 2009 II P2) Olgu E kaigi pidevalt differentseeruvate funkt-

sioonide f : [0,1] — R hulk nii, et f(0) =0 ja f(1) = 1. Olgu
1
1= [ 1) (@) de

(a) Néita, et mingi E elemendi korral saavutab J enda vidhima vaértuse.
(b) Leia minfeE J(f)

. (VJIMC 2000 II P2) Kui me kirjutame jéirjendi AAABABBB ring-

joonele, siis iga kolmetéheline sdna (AAA, AAB, ABA, BAB, ABB,
BBB, BBA, BAA) esineb ringjoonel tipselt iiks kord. Kas leidub mingi
tahtede jarjend k-tahelisest tdhestikust nii, et kui asetada selle ringjoonele,
siis iga [-pikkune sona esineb tépselt iiks kord?



7. seminar (Riki)

1.

(Putnam 2004 A1) Kossuiiss Meelis on vabavisetes kova kdpp. Olgu
N vabavisete arv mingil hetkel antud hooajal ja S(N) vastavalt edukate
vabavisete arv N vabaviske seast. Tiimi statistik Mare mérkas, et hooaja
esimesel poolel oli S(N) < 0,8N (Meelise kohta piris kehv ning reporterid
siutsuvad, et Meelis prioritiseerib rokkkonserte méngudele). Hooaja teisel
poolel Meeilis aga tostis taset ning S(IN) > 0,8N (reporterid sdutsuvad, et
Meelis kasutab dopingut). Aita Marel veenduda, kas pidi olema moment,
kui S(N)=0,8N.

. (Putnam 2008 A1) Olgu f: R*> — R selline, et f(x,y) + f(y,2) +

f(z,2) =0iga x,y, z € R korral. Testada, et leidub funktsioon g: R — R
nii, et f(z,y) = g(x) — g(y) iga =,y € R korral.
(IMO 2022 A1l - Nigeeria) Olgu positiivsete reaalarvude jada (ay)

selline, et
2
(an+1) + anan+2 S (079 + an+2-

Toestada, et asgae < 1
(2018 Putnam B2) Olgu n € N, olgu f,(z) = n+ (n— 1)z + (n —

2)22 4+ -+ 2"" 1. Toestada, et poliinoomil f,, ei ole juuri hulgal D = {2 €
C: |z| <1}

. (Putnam 2010 A2) Leida kdik diferentseeruvad funktsioonid f: R — R,

mille korral
iy = Lo tm) = 1(w)

n
kusz € Rjan e N.

. (2006 Putnam A2) Jiiri ja Lauri méngivad méngu, kus Jiiri koostab

n-punktilise kontrollt66 ning hinnates vétavad nad kordamoéoda punk-
te maha, kuid nad véivad punkte votta maha ainult p — 1 kaupa, kus
p € P. Voidab see, kes votab tudengilt viimase punkti dra. Lauri alustab.
Toesatada, et on lopmata palju selliseid n, et Jiiri saab voita.



8. seminar (Laura)

1. (IMC Eesti eelvoor 1999) Olgu funktsioon f méiratud kogu reaalteljel,
kusjuures suvaliste x € R ja h > 0 korral

|f(z+h) — f(x—h)| < k2
Toestada, et f(x) = const.

2. (IMC Eesti eelvoor 2013) Olgu z1, 3, ..., £, nullist erinevad elemendid
vektorruumis ja olgu A selline lineaarne teisendus, et

Al‘l =T
ja
Axp =z +x8-1, k=2,3,....n.

Toesta, et elemendid x4, ..., z,, on lineaarselt séltumatud.

3. (IMC Eesti eelvoor 2013) Olgu antud 2013 x 2013 ruutmaatriksid A
ja B, kusjuures AB = 0. Toesta, et viihemalt iiks maatriksidest A + AT
ja B + BT on singulaarne.

4. (IMC Eesti eelvoor 2017) Olgu G rithm, mis on moodustatud fiksee-
ritud elementide a,b € G kdikvoimalikest korrutistest, kusjuures aba = b>
ja b = 1. Toesta, et G on Abeli rithm.

5. (IMC Eesti eelvoor 2022) Jiiri ja Mari méngivad jargmist méngu. Mari
valib 4 x4 ruudustiku ruutudest vélja 7 ruutu ning paigutab igaiihesse neist
ithe téarni. Seejérel valib Jiiri vélja kaks rida ja tithjendab need tarnidest,
ning valib vilja kaks veergu ja tiithjendab need térnidest. Kui ruudustik
on niitid tiihi, voitis Jiiri, vastasel korral voitis Mari.

a Kirjeldage koiki voimalusi, kuidas peab Mari tarnid paigutama, et
tema voit oleks garanteeritud.

b Leidke selliste tdrnipaigutuste koguarv, mille korral Mari garantee-
ritult voidab. Ruudustikku ei poorata; pooramistel ja peegeldustel
iiksteisest saadavad paigutused loeme erinevateks.
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9. seminar (Henri)

1.

(V. Jarnik IMC 2015, C2, P1) Olgu A, B € Mats(R) sellised, et
leiduvad poordmaatriksid maatriksitele A, B, B! — A ja A= + (B! —
A)~L. Toestada, et siis kehtib vordus

A— (AP (B -A)YH) ! = ABA.

. (V. Jarnik IMC 2019, C2, P1) Olgu hulk A # () ning assotsitaiivne

tehe *: A x A — A.
(a) Kui kehtivad omadused
rxrxy=y ja yxxrxxr=1y iga x,y € A korral,

kas siis * on kommutatiivne tehe?

(b) Kui kehtib omadus
rxxrxy=1y igax,y € A korral,

kas siis * on kommutatiivne tehe?

. (V. Jarnik IMC 2011, C2, P1) Olgu n,k € N sellised, et n > k ning

A, ..., A € Mat,(R) sellised, et iga ¢ = 1,...,k rank(4;) = n — 1.
Toestada, et siis
Ay ... Ap #£0.

. (V. Jarnik IMC 2018, C2, P1) Leidke koik reaalarvulised lahendid

vorrandile
177 + 2% = 11° 4 2%7.

. (V. Jarnik IMC 2002, C1, P2) Olgu3 <pePjan= 222_1. Niidake,

et n jagab 2™ — 2

11



10. seminar (Martti)

1.

(Alex Bellos’s Monday puzzles 10.10.2016)! Kolm sépra A, B ja C
méingivad lauatennist. Nad teevad seda standardse ,,voitja lauas“ reegliga,
st kui méng 16peb, siis selle méngu voitja jaib edasi méngima ja kaotaja
vahetatakse vélja. A méngis 10 méngu, B 15 ja C 17. Kes kaotas teise
méngu?

(Putnam 2009 A3) Tihistagu d,, sellise n x n maatriksi determinan-
ti, mille elemendid vastavalt vasakult paremale ja seejérel iilevalt alla on
cos(1),cos(2), ..., cos(n?), niiteks

cos(1) cos(2) cos(3)
ds = |cos(4) cos(5) cos(6)].
cos(7) cos(8) cos(9)

Koosinuse argument on radiaanides. Leia lim,, oo d,,-

(N. Reed, The Mathematical Gazette. 70 (454): 1k 290—291) Leia
raadiusega 1 ringi poolt moodustatud tsiikloidi pindala, kasutades vaid
pohikooli geomeetriat ja Cavalieri printsiipi.

Mdrkus. Tsiikloid: D tdhele sarnane kujund, mis on piiratud sirgléigu ja
sirgldigul veereval ringjoonel asuva punktiga.

Cavalieri printsiip (kahemaotmeline): Olgu tasandil kaks ala ja mingi sirge
A. Kui saame valida suvalise sirgega A paralleelse sirge B ja selle tulemu-
sena teame, et sirgldigud mis tekivad B ja vastavalt molema ala iihisosa
votmisel on vordse pikkusega, siis nende kahe ala pindalad on vérdsed.

. (102 Combinatorial Problems, lk 13)? Leia hulga {1,2, ...,2000} sel-

liste alamhulkade arv, mille elementide summa jagub 5-ga.

(Arvuteooria 2024 p9 iil 7) Leida vihim naturaalarv, mis seitsmekor-
distub oma viimase numbri esimeseks nihutamisel, st nt arv 1234 muutuks
arvuks 4123.

(V. Jarnik IMC 2011, C2, P2) Olgu k € N. Leia avaldise
PDIEDY !
== = ning..ng(ng +ng + ... +ng + 1)
vaartus.

ITegu ei ole algallikaga.
2Tegu ei ole algallikaga.
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11. seminar (Kevin)

1.

(IMO 1969, Problem 2)
Olgu aq,a9,...,a, € R ja

1 1
f(x) =cos(a; +x)+ 3 cos(az+x)+ = cos(ag+z)+- -+ cos(a, +x).

4 2n—1

Niidata, et kui f(z1) = f(z2) = 0, siis leidub m € Z nii, et zo —x1 = mm.

. (IMO 1969, Problem 3)

Iga kK = 1,2,3,4,5 korral leida piisavad ja tarvilikud tingimused arvule
a > 0, et leiduks tetraeeder, kus k serva on pikkusega a ning iilejaénud
pikkusega 1.

(1989 APMO, Q5)
Leida koik rangelt kasvavad funktsioonid f: R — R, mille korral

f@) + 7 (@) = 2

(MIT IMO preparation, 2008)

On antud 8 x 8 ruudustik, leida k6ik ruutude paarid nii, et iilejddnud 62
ruutu oleksid kaetavad 2 x 1 ristkiilikutega.

. (Informatsiooniteooria 2024, Jiiri Lember)

Olgu positiivsed arvud ¢; > ¢cg > -+ > ¢y, sellised, et

m

Protseduur on jargmine: Arvude cy,...,c, seast valitakse kaks vihimat,
liidetakse kokku ja lisatakse tagasi loetellu (paneme téhele, et ithe sammu
teostamiseks véib olla mitu valikut).

Leiduvad arvud a ja b nii, et

(a) kui ¢; > a, siis ¢; on kindlalt viimane arv, millel antud protseduuri
teostatakse;

(b) kui ¢; < b, siis ¢; kindlalt ei ole viimane arv millel antud protseduuri
teostatakse.

Leida vdhim a ja maksimaalne b.
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