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Peatukk 1

Intressid ja investeeringute
tulumaarad

1.1 Intressid

1.1.1 Liht- ja liitintressid.

Intress ehk kasvik on rahasumma, mille raha laenaja v6i hoiustaja saab
laenuvotjalt voi pangalt tasuks raha kasutada andmise eest.
Intresside arvestamisel on kasutusel kaks metoodikat:

¢ Lihtintress (simple interest)

¢ Liitintress (compound interest)

Lihtintresside meetodi korral tehingu pohisumma, mis teenib intresse,
ei muutu kogu tehinguperioodi jooksul. Lihtintresse kasutatakse peami-
selt alla aasta kestvate tehingute korral. Tehingu all peame siin silmas raha
hoiustamist v6i laenamist.

Liitintresside puhul ei maksta intresse arvestusperioodi 16pul vilja,
vaid need lisatakse tehingu pohisummale. Jargneval perioodil on int-
resse kandvaks summaks juba pohisumma koos eelmiste arvestuspe-
rioodide intressidega.

Lihtintresside arvutamine. Olgu

* P - intressi kandva tehingu pohisumma (principal); nimetatakse ka
tehingu nimivaartuseks (face value) voi nominaaliks (volakirjade puhul)
(nominal) ,

e r - intressimiir ithe aasta kohta ehk aastaintressimaar (annual /
yearly rate of interest),

¢ { - tehingu kestus aastates (time period in years),
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e | - teenitav intress (amount of interest earned).

Siis tehingu teenitav intress lihtintresside korral leitakse vastavalt valemile
I =rtP. (1.1)

Naiide 1.1. Pank andis Matile iiheks aastaks laenu 5000 EUR-i intressiméaéra-
ga 8%. Kui suure summa pidi Mati pangale tagasi maksma?

Lahendus: Laenu intress on I = 0.08 % 1 * 5000 = 400 ning tagasimakstav sum-
ma on 5000 + 400 = 5400EU R.

Pohimotteliselt voib intresside arvestamise perioodiks olla iihe aasta asemel
ka mingi muu ajavahemik, néaiteks pool aastat, kolm kuud ehk kvartal, iiks
kuu jne. Samuti voib tehingu kestus olla antud paevades. Siis tuleb valemi (1.1)
kasutamiseks pievad teisendada aastateks valemi

t=—
K
jargi, kus N on tehingu kestus pievades ja K arvestuslik pdevade arv aastas. (
K =360 voi K = 365). Eesti kommertspankades kasutatakse siisteemi 365/360,
mille korral arvestatakse, et aastas on kéik kuud 30 paeva pikkused, st paevade
arv aastas K = 360 ja N madramisel voetakse arvesse tidpne tehingu paevade
arv.

Kui tehingu algus- ja 1oppkuupiev on teada, saame leida selle tédpse aja-
lise pikkuse pdevades. Tavaliselt voetakse tehingu paevade lugemisel arvesse
tehingu alguskuupéev, kuid ei voeta arvesse tehingu loppkuupédeva. Kui intres-
siméaér ja tehingu kestus on antud erinevate ajaiithikute korral, siis tuleb valemi
(1.1) rakendamiseks eelnevalt teisendada need suurused nii, et nad vastaksid
samale ajatihikule. Naiteks kui intressiméar on antud kuu kohta ning tehingu
pikkus on kvartalites, siis tuleb kas
a) tehingu pikkus esitada kuudes voi
b) intressiméér kvartali kohta.

Naide 1.2. Mati solmis pangas laenulepingu 3000 EUR laenu saamiseks
10.jaanuarist kuni 30.maini kuise intressiméiraga 1.5 % Kui suure summa
peab Mati pangale tagasi maksma (siisteem 365/360)?

Lahendus. Laenulepingu pdevade arv on 22 (jaanuar) +28(veebruar)

.01
0.0 5*140*3000 =210

+ 31(marts)+30(aprill)+29(mai)=140 péeva, intress on I =
EUR ning tagasimakstav summa on 3210 EUR.

Kui tehinguperioodi valtel intressimaar muutub, tuleb kogu periood jaotada
osaperioodideks, mille viltel intressimiir on konstantne, arvutada intress iga
osaperioodi kohta eraldi ja tehingu intressiks on siis osaperioodide intresside
summa.



Periood Pohisumma kap. Kap. perioodil  Teenitud summa
perioodi algul  teenitav intress kap. perioodi l16pul

1 P Pi P(1+1)
2 P(1+14) P(1+i) P(1+14)?
3 P(1+14)? P(1+1i)% P(1+1)
4 P(1+1i)? P(1+1i)% P(1+4)*

Tabel 1.1: Tehingu tulevikuvéaartus liitintresside meetodi korral

Liitintresside arvutamine. Liitintresside korral ei maksta intresse arves-
tusperioodi 16pul vélja, vaid need lisatakse tehingu pohisummale. Intressi lisa-
mist intresside arvestamise perioodi algul olevale summale nimetame edaspidi
kapitalisatsiooniks (compounding voi conversion); ajaperioodi, mille 16pus
toimub kapitalisatsioon, nimetame kapitalisatsiooniperioodiks (compoun-
ding period). Liitintresse kasutatakse peamiselt keskmise kestusega ja pika-
ajalistes tehingutes.

Olgu

P - tehingu/investeeringu pohisumma (nimivairtus, nominaal),

* j - intressimééir kapitalisatsiooniperioodi kohta (periodic rate of interest),

n - kapitalisatsiooniperioodide arv (number of compounding periods),

S - pohisumma vaartus tehingu lopukuupéieval ehk tehingu/investeeringu
tulevikuvaartus (future value or maturity value).

Siis
S=P1+q)" (1.2)
I=S—-P=P(1+9)"—1) (1.3)
Tehingu tulevikuvaartuse leidmist valemiga (1.2) selgitab tabel 1.1.

Naide 1.3. Mati investeeris 10000 EUR 2.5 aastaks poolaasta intressimééa-
raga 15.5%. Milline on investeeringu tulevikuvairtus ning saadav intress?
Lahendus. P = 10000,n = 5,7 = 0.155. Kasutades valemeid (1.2), saame
S = 10000(1 + 0.155)5 = 20554.64 EUR ning I = S — P = 10554.64 EUR.

Kui tehingu kestuse ajal intressiméaéar kapitalisatsiooniperioodil v6i kapita-
lisatsiooniperioodi pikkus muutub, siis jagatakse tehingu kestus osaperioodi-
deks, kus intressimééir ja/voi kapitalisatsiooniperioodi pikkus on konstantsed
ning leitakse igal osaperioodil tehingu tulevikuvairtus nii, et osaperioodi algu-
ses voetakse pohisummaks eelmise osaperioodi tulevikuvaartus.

Naiteks, kui tehingu esimesel ja teisel perioodil olid kapitalisatsiooniperioodide
arvud vastavalt n; ja n, ning intressiméérad kapitalisatsiooniperioodil vasta-
valt i; ja is, siis tulevikuvaartused esimese ja teise perioodi 16pus on vastavalt
S; = P(1+44)™ ja Sy = Si(1 + i3)™. Tehingu tulevikuvédartuse teise perioodi



16pus saame leida ka vahetult vastavalt valemile Sy = P(1 + 4;)™ (1 + i2)"* ning
tehinguga saadav intress on I = S, — P.

Niide 1.4. Mati investeeris 20000 EUR 3 aastaks. Esimesel kahel aastal

oli intressiméar kvartalis 1% ning kolmandal aastal oli intressiméaér kvartalis
2%. Kui suur oli tehinguga saadav intress? Kapitalisatsiooniperioodi pikkus oli
kogu tehingu jooksul 1 kvartal.
Lahendus. Esimesel kahel aastal P = 20000, n» = 8,7 = 0.01. Kasutades valemit
saame tehingu tulevikuviirtuseks teise aasta 16pus .S = 20000(1 4 0.01)® =
21657.13 EUR. Kolmandal aasta alguses P = 21657.13,n = 4,7 = 0.02 ning tehin-
gu tulevikuviairtus kolmanda aasta 16pus on S = 21657.13(1 + 0.02)* = 23442.38
EUR. Seega tehinguga saadav intress oli 3442.38 EUR.

Investeeringu, tehingu tulevikuvaartus (tahtpiaevavaartus) (future value,
maturity value) on olevikus investeeritud rahasumma vaartus tulevikus tehin-
gu loppedes.

Investeeringu, tehingu nuiidisvaartus ehk praegune viartus (present va-
lue) on tulevikus saadava rahasumma vaartus téana (investeerimise paeval).

Kui on teada investeeringu tulevikuvaartus S , siis saame investeeringu
niiidisvaartuse P leida vastavalt valemile

S
1+

(1.4)

Niidisvaartuse leidmist valemiga (1.4) nimetatakse diskonteerimiseks
liitintresside meetodiga ning suurust P nimetatakse tulevikuvaartuse S niii-
disvairtuseks ehk diskonteeritud vairtuseks (net present value). Suurust
(1+¢)7" nimetatakse diskontoteguriks.

Lihtintresside meetodi korral leitakse tulevikuvaartus vastavalt valemile
S =P(l+rt)

ning nuidisvairtus vastavalt valemile

P = S .
1+t

Nii nagu lihtintresside korral, antakse ka liitintresside korral intressiméar
tavaliselt iihe aasta kohta, mitte kapitalisatsiooniperioodi kohta. Aastaintres-
siméara nimetatakse ka nominaalseks intressimiiaraks ehk nominaalint-
ressimairaks (nominal rate of interest /| nominal interest rate) ja tahistatakse
edaspidi siimboliga j. Kui m on kapitalisatsioonide arv aastas, siis intressiméaar
kapitalisatsiooniperioodi kohta i leitakse vastavalt valemile

i= L,

m
ning tehingu tulevikuvaartus on nominaalintressiméaira kaudu leitav valemiga
S =P(1+ Lym (1.5)

m
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Lihtne on nidha, et tehingu tulevikuvaartus S suureneb, kui iiks parameet-
ritest P, j, t, m suureneb.
Naide 1.5. Tehti investeering 1000 EUR viieks aastaks nominaalse intressi-
maaraga 12%. Kui suur on investeeringu tulevikuvaartus, kui kapitalisatsioon
toimub iiks kord aastas, b) kaks korda aastas, c) iga kvartal d) iga kuu .
Lahendus. P = 1000, = 5,7 = 0.12. Kasutame valemit (1.5). Saame
a) S = 1000(1 4 0.12)° = 1762.34;
b) S = 1000(1 + 0.12/2)* = 1790.85;
¢) S = 1000(1 + 0.12/4)* = 1806.11;
d) S = 1000(1 + 0.12/12)%° = 1816.70.

Paneme tihele, et kapitalisatsiooniperioodi sageduse suurendamine toob en-
daga kaasa investeeringu tulevikuvaartuse suurenemise.

Valemi S = P(1 + i)tm saame kirjutada kujul

(o)

Minnes piirile m — oo saame ‘
S = Pelt. (1.6)

Kui investeeringu tulevikuvéirtust (ja intressi / = S — P ) arvutatakse valemi
(1.6) jargi, siis vastavat intressiméiira nimetatakse pidevaks annualiseeri-
tud intressiméiaraks.

Naide 1.6. Leida niites 5 antud tingimustel investeeringu tulevikuvairtus
pideva intressiméaéara arvutusreegli kohaselt.
Lahendus. S = 1000e"*** = 1822.12.

Majanduses, kus raha kasutamise eest tuleb tasuda intressi, on iga raha-
summa antud intressimééra suhtes vaadeldav muutuvana ajas, sest igal eri-
neval ajahetkel on vastav intress erinev. Raha vaartust vaadeldaval kuupéeval
nimetatakse raha ajavaartuseks (time value of money) ehk dateeritud vaar-
tuseks. Antud rahasumma koiki ajavaartusi loeme omavahel ekvivalentseteks
(finantsilise ekvivalentsuse printsiip). Finantsilise ekvivalentsuse printsii-
pi kasutades on voimalik kokkulepitud maksed asendada kas iihe ekvivalentse
maksega voi uue ekvivalentse maksegraafikuga.

Niide 1.7. 15 kuud tagasi laenas Mari Jiirilt rahasumma, mille néustus ta-
gasi maksma kahe osamaksega: 800 EURIi 21 kuud peale laenu votmist ja 500
EURI 30 kuud peale laenu votmist. Tana palus Mari, et lubatud kaks makset
asendatakse ithe maksega péarast 2 aasta moodumist laenu votmisest. Millise
summa peaks Mari tagasi maksma, kui turul valitsevaks nominaalintressiméa-
raks on 14% iihe kapitalisatsiooniga igas kvartalis.
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Lahendus. Kuna igas kvartalis on iiks kapitalisatsioon, siis i = 14%/4 =
3.5%. Leiame kahe osamaksega ekvivalentsed maksed 9 kuu parast (15+9 kuud
= kaks aastat parast laenu andmist).

Esimese osamaksega ekvivalentne makse (24 kuud -21 kuud = 1. kvartal): £, =
P(1+1)™ =800(1 +0.035)" = 828 EUR.

Teise osamaksega ekvivalentne makse (30-24 kuud = 2 kvartalit)

S 500
Ey = = — 466.76 EUR.
T (140" (1+0.035)2 66.76 BUR

Seega Mari peaks ithekordse maksena Jiirile tagasi maksma
E = FE, + Ey = 828 + 466.76 = 1294.76 EUR.

Ekvivalentsed intressimiiarad ja efektiivne intressimaar

Erineva sagedusega nominaalsed intressiméirad on ekvivalentsed, kui sa-
ma nimivairtus teenib nende miiradega sama suurt intressi.
Efektiivseks intressimiiaraks ehk efektiivintressi mairaks (effective in-
terest rate) nimetatakse nominaalset intressimééra, mille jargi arvestatud int-
ressid lisatakse nimivaartusele 1 kord aasta 16pus.
Efektiivset intressiméaéra tédhistame edaspidi siimboliga f. Vaatleme, kuidas
leida antud kapitalisatsiooniperioodi intressile i vastavat efektiivset intressi-
maéra f.
Olgu
P - investeeringu nimivaartus,
m - kapitalisatsiooniperioodide arv aastas.
Siis intressiméédraga f investeeritud summa P tulevikuvadartus 1 aasta parast
on P(1+ f). Intressimééraga i investeeritud summa P tulevikuvaéartus 1 aasta
parast on aga P(1 + i)™. Vordsustame niiiid f leidmiseks saadud tulevikuvaar-
tused ja avaldame sellest f. Saame

f=0+9m—1. (1.7

Uldjuhul, kui S on investeeringu tulevikuviartus ning ¢ on investeeringu kestus
aastates, siis efektiivne intressiméér [ leitakse vorrandist

S=P(1+ f).

Naiide 1.8. Kui suur efektiivne intressimiir vastab nominaalsele intressi-
maéaéarale 18%, mille jargi arvutatud intressid lisatakse iga kuu 16pul?

Lahendus. Kuna j = 18% ja m = 12, siis i = 18%/12 = 1.5% kuu kohta ning

f=0+49)"-1=(1+0.015)"—1=0.1956 = 19.56%.

1.1.2 Annuiteet ja perpetuiteet
Annuiteediks (annuity) nimetatakse perioodiliste laekumiste (sisse- voi vil-

jamaksete) jada, mis koosneb vordsete ajavahemike tagant toimuvatest vordse
suurusega rahasummade laekumistest ehk osamaksetest.
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Ajavahemikku kahe jarjestikuse osamakse vahel nimetame annuiteedi mak-
seperioodiks (payment period /| payment interval), ajavahemikku annuiteedi
esimese makseperioodi algusest kuni viimase makseperioodi 16puni nimetatak-
se annuiteedi tdhtajaks (term of annuity).

Annuiteedi osamaksed toimuvad tavaliselt makseperioodide 16pus (tava-
annuiteet, harilik annuiteet (ordinary annuity)). Kui aga osamaksed toimu-
vad makseperioodide algul, siis sellist annuiteeti nimetatakse avanssannui-
teediks (annuity due).

Olgu
n - annuiteedi makseperioodide arv (number of payment intervals),
R - annuiteedi osamakse suurus (size of periodic payment),
p - intressimadr annuiteedi makseperioodi kohta (interest rate per payment pe-
riod),
i - intressiméar kapitalisatsiooniperioodi kohta (interest rate per compounding
(conversion period)) (nagu varemgi).

Annuiteedi tulevikuvaartuseks (amount of annuity) nimetatakse selle
koigi osamaksetega ekvivalentsete maksete summat annuiteedi tdhtaja 16pus.
Kui kapitalisatsiooniperioodide sagedus iihtib makseperioodide sagedusega (s.t.
p = i), siis annuiteeti nimetatakse lihtsaks annuiteediks (simple annuity).
Lihtsa tavaannuiteedi tulevikuvaartus leitakse vastavalt valemile

S—R (%) . (1.8)

Valemi (1.8) selgitus: esimene osamakse (esimese perioodi 16pul) teenib intressi
n — 1 perioodi jooksul ning selle tulevikuviirtuseks on R(1 + p)" ', teine osa-
makse teenib intressi n — 2 perioodi jooksul ning selle tulevikuvairtuseks on
R(1+p)"?,n — 1 - perioodi osamakse teenib intressi iihe perioodi jooksul ning
selle tulevikuvaartuseks on R(1 + p), viimane osamakse enam intressi ei teeni
ning selle tulevikuviiartuseks on R. Kokku saame kasutades geomeetrilise jada
summa valemit

S:Rﬂ+mntH%HmW2+W+RQ+M+R:R(QiEZLS_

p

Tavaannuiteedi niitidisvaiartuse saame leida vastavalt valemile

P:Rclﬂiﬁj)

p

Naide 1.9. Mati on maksnud kolme aasta jooksul iga kuu 16pus oma inves-
teerimiskonto pangaarvele 300 EUR, mis teenib intressi nominaalse intressi-
maaraga 9% kapitalisatsiooniga iga kuu l6pus. Milline summa on tema arvele
kogunenud?

Lahendus. Et R = 300,p = 9%/12 = 0.75%, n = 36, siis

(1+pn—1 (1+0.0075)% —1
R ") = = 12345.81.
S fZ( ) 300 00075 345.8
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Laenu kustutamine vordsete osamaksetena. Kui voetakse laenu iihe-
kordses summas P ning laenu makstakse tagasi vordsete osamaksetena, siis
annuiteedi niiudisvaartuse valemi pohjal avaldub osamakse suurus R

n=p ()

Kogu laenu kustutamiseks kuluv nominaalne rahasumma on nR, ning nomi-
naalne koguintress on / = nR — P. Laenujaak L, parast k-ndat osamakset on

Ly = Si(P) — Sk(R),
kus Si(P) = P(1+p)* on laenatud summa tulevikuvéértus k-ndal perioodil ning

(1 —l—p)k—l)

p

Si(R) :R(

on esimese k osamakse tulevikuvaartus peale k-ndat makset. Saame leida ka k-
nda osamakse jaotuse — milline on laenu pohiosa kustutamiseks kuluv osa ning
milline on intress. Intressi maksmiseks kuluv osa on leitav valemiga

Iy = pLi
ning laenu nimivaartuse kustutamiseks kuluv osa on

Et Ly = P ning L, = L;_; — dy, siis saame neid valemeid kasutades rekursiiv-
selt arvutada iga perioodi jaoks pohiosa kustutamiseks ja intressi tasumiseks
kulunud osa.

Niide 1.10. Laenu summas 10000 EUR, mis on voetud itheks aastaks ning
mille aastane intressimédir on 12%, tasutakse iga kvartal vordsete osamaksete-
na. Leida osamakse suurus ning laenu jaik parast iga osamakset. Leida, kui
palju iga osamakse korral tasutakse intressi ning kui palju laenu pohiosa.
Lahendus. Annuiteediperioodi intressiméér p = 0.12/4 = 0.03 ning osamakse

suurus on
0.03

1—1.034

Laenu suurus esimese perioodi algul on 10000 EUR. Esimese perioodi eest

makstakse intressi 0.03x10000 = 300U R, seega laenu pdhiosa tasutakse 2390.27
EUR. Seega laenujaik teise perioodi alguses on 10000-2390.27=7609.73EUR.

Teises kvartalis on intressi suurus 0.03x7609.73 = 228.29 EU R, pohiosa tasutakse

summas 2461.98 ning laenujdék kolmanda perioodi algul on 5147.75 EUR. Kol-

mandas ja neljandas kvartalis on intressi suurus vastavalt 154.43 ja 78.36 EUR

ning pohiosa makstakse vastavalt 2535.84 ja 2611.91 EUR. Neljanda kvartali

I6puks on laen tasutud.

R = 10000 ( > = 2690.27

Perpetuiteet ehk igavene annuiteet
Mitmetel juhtudel pole annuiteedi kestus teada voi see on viga pikaajaline.
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Sellisel juhul on moéistlik vaadelda tdhtaega l6pmatuna, st eeldada, et annuiteet
sisaldab I6pmata palju makseperioode. Naiteks fond, mis on loodud iga-aastase
fikseeritud summaga teaduspreemia viljamaksmiseks.

Annuiteeti, mille tihtaeg on lopmatu, st sisaldab lopmata palju osamak-
seid, nimetatakse igaveseks (ka tahtajatuks voi loputuks) annuiteediks
ehk perpetuiteediks (perpetuity).

Perpetuiteedi niiudisvaartus

P = E (1.9)
p

Naide 1.11. Kultuuriministeerium soovib asutada fondi, mille arvelt saaks
aasta parimale néitlejatele maksta aastapreemiat. Kui suur peaks olema fondi
algkapital, kui fondis paiknev raha teenib intressi nominaalse intressimééira-
ga 10% kapitalisatsiooniga iga aasta 16pus ning aastapreemia suurus on 3000
EUR?

Lahendus. p = 10% = 0.10, R = 3000. Jarelikult

R 3000
— = —— = 30000EU R.
P 0.10

1.1.3 Inflatsioon ja tehingu reaalne tulevikuvaartus

Tehingu reaalse efektiivsuse arvutamisel tuleb arvestada raha ostujou muutu-
mist ajas. Kui raha ostujoud kahaneb ajas ehk kaupade hinnad téusevad, siis
on tegemist inflatsiooniga (inflation), kui aga raha ostujoud ajas kasvab ehk
kaupade hinnad langevad, siis on tegu deflatsiooniga (deflation). Markigem,
et igapaevaelus on siiski peaaegu alati tegemist inflatsiooniga, deflatsiooni esi-
neb suhteliselt harva vaid teatavat tiilipi majanduslanguse tingimustes.

Vaatleme arvulist néitajat, mis voimaldab raha ostujou muutust ajas ar-
vesse votta. Selliseks arvuliseks néitajaks iildnimetusena on hinnaindeks I,
(price index) , mis naitab mitu protsenti moodustab vaadeldava ajahetke hinna-
tase mingi muu ajahetke hinnatasemest.

Hinnaindeks arvutatakse alati teataval ajahetkel kehtinud hinnataseme suh-
tes; nimetatud ajahetke (voi ajaperioodi) nimetame hinnaindeksi arvutamise
baashetkeks. Oletame, et 1. jaanuar 2005 on voetud hinnaindeksi arvutamise
baasiks. Kui soovime teada, milline on hinnaindeks 1. jaanuaril 2007, siis arvu-
tatakse teatava kaupade ja teenuste ostukorvi hind V; 2005. aasta 1. jaanuari
seisuga ning sama ostukorvi hind V;, 2007. aasta 1. jaanuari seisuga. Otsitav
hinnaindeks on siis "

I, = 10072. (1.10)

1
Inflatsioonimairaks (rate of inflation / inflation rate) nimetatakse hindade
suhtelist juurdekasvu protsentides kindla ajavahemiku jooksul. Seega inflat-
siooniméaar h avaldub valemiga

h = I, — 100. (1.11)
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Esitatud arutluse pohjal saame kirja panna ka valemi rahasumma reaalse tule-
vikuvaartuse arvutamiseks. Olgu S rahasumma nimivaartusega P nominaalne
tulevikuvaartus n aasta moéodudes; olgu C rahasumma P reaalne tulevikuvaéir-
tus (real future value), st tulevikuvaartus, kus inflatsioon on arvesse voetud, st
rahasumma C iiks iihik on ostujoult vordne rahasumma P iihe ithikuga.

Siis vottes valemis (1.10) V; = C, V5, = S saame valemi

C = §100 (1.12)
IP
voil
B 100
7100+ A

Naide 1.12. Investor investeerib 10000 EUR viieks aastaks ning viienda
aasta lopus saab tagasi summa 15000 EUR. Milline on investeeringu reaal-
ne tulevikuvéaartus, kui aastane inflatsiooniméér on esimesel kolmel aastal 3%
ning kahel viimael aastal 4%?

Lahendus. Inflatsioon h viie aasta peale kokku on

5

h;

h = 100 (H <100 + 1) - 1) = 100(1.03%1.042 — 1) = 18.19%
=1

100

= 12691.54 EUR.
118.19 6915

ning investeeringu reaalne tulevikuvaartus on 15000

1.1.4 Krediidi kulukuse maar

Krediidi kulukuse maér (annual percentage rate) on laenatud rahale aastas
langev koigi kulude (kaasa arvatud lepingutasu, kindlustus) koormus protsen-
tides, eeldusel, et leping kehtib kokkulepitud tdhtaja jooksul.

Lepingurikkumisega seonduvad kulud (sh sissendude kulud jms) ei ldhe kre-
diidi kulukuse mééra arvutamisel ja avaldamisel arvesse.

Esitame krediidi kulukuse mééara arvutamise valemi erijuhul, kui
A - laenu suurus,
tr - k-nda osamakse toimumise aeg aastates peale laenu saamist,
Ry - laenuga seotud maksete vaidrtused (s.h. lepingu s6lmimisega seotud kulud),
n - osamaksete arv,
r - krediidi kulukuse maar.

Siis krediidi kulukuse méaar r arvutatakse valemist

n

Ry,
A= E —
— (14 r)t

Kui laenu (krediiti) antakse mitmes osas, siis

n

Lk/ . Rk
Zm =2 (1+7)te’

k'=1 k=1
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kus v - K’-nda krediidi andmise aeg aastates peale laenu saamist,
Ly - K’-nda krediidi suurus,
m - krediidimaksete arv.

Niide 1.13. Viieaastase laenu votmisel summas 30000 EUR peab laenu-
votja laenu votmisel tasuma lepingutasu 300 EUR ning igal poolaasta 16pus
tasuma summa 3500 EUR. Leida antud laenu krediidi kulukuse méér. Leida
krediidi kulukuse méaér, kui lepingutasu puudub.

Lahendus: Krediidi kulukuse méaér r leitakse lepingutasu korral vorrandi

10

3500
30000 = 300 + 73
2 Wy

lahendina, milleks on » = 0.0630 ehk 6.30%. Kui lepingutasu puudub, siis on
krediidi kulukuse maar 5.90%.

1.2 Investeeringu ja investeerimisportfelli tulu-
maar. Investeeringu sisemine tulumaar.

1.2.1 Investeeringu aastane tulumaar

Investeeringute korral nimetatakse investeerimisel saadud taiendavat tulu mit-
te intressiks vaid investeeringu puhastuluks. Vaatleme juhtu, kus ajahetkel
t = 0 investeeritakse summa V|, ning investeerimise tulemusel saadakse ajahet-
kel t > 0 summa V; , kus aeg ¢ on moodetud aastates. Investeeringu puhastulu
(kasum/kahjum) on sel juhul V; — V},. Investeeringu puhastulu iseloomustab
investeeringu tulusust absoluutvaiartuses. Investeeringu tulusust koguperioo-
dil (return %, rate of return ) protsentides saame véljendada suurusega

Vi—W

R:
Vo

Kuna erinevate investeeringute ajaline pikkus v6ib erinev olla, siis kasutatakse
tavaliselt investeeringute tulususe (tootluse) iseloomustamiseks aastast tulu-
maara (rate of return, annual rate of return). Kui perioodi viltel reinvesteeri-
mist ei toimu, siis .

r=—.
t

Kui aga reinvesteerimine toimub ning aastas on k reinvesteerimisperioodi, siis
aastane tulumaéar leitakse vorrandist

r tk
1+R:<1+E> ,

millest
r=k((1+R)Y"*-1).
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Seega investeeringu aastane tuluméér leitakse analoogiliselt hoiuse/laenu aas-
tase intressiméddraga. Nii nagu intresside puhul, saame ka investeeringute kor-
ral vaadelda pidevat tulusust (continuosly compounded return)

Vi
Ryy=In(t
: “(%)

ning logaritmilist ehk pidevat tuluméaara (logarithmic rate of return, con-
tinuosly compounded rate of return)

Rln 1111 VZ
Tip = — = — — .
: tt \V

Méargime, et viilmane vordus on ekvivalentne vordusega

‘/; — %erlnt.

Niide 1.14. Investeeritakse 30000 EUR, mis viie aasta parast peaks tulu
andma 45000 EUR vairtuses. Leida investeeringu aastane tulumaar a) liittu-
lumééra korral, kui reinvesteerimisperiood on 1 aasta ning b) pideva tulumééira
korral.

Lahendus.
a) Liittulumééra korral R = 0.5 (ehk 50%) ja k = 1; seega

r=Fk((1+R)Y"* 1) =(15)"° —1=0.084472

ehk r = 8.45%. 15000

b) Pideva tuluméiéira korral R, = In (m) = 0.405465(40.55%) ning
4054

Tin = m = 0.081093 ehk Tin = 8.11%.

Eespool vaatlesime juhtu, kus leidsime tulumééra iihe perioodi [0, ] jaoks.
Kui meil on antud tuluméaiarad R, R», ..., R, n jarjestikuse perioodi kohta, siis
kumulatiivne ehk kogutulusus (cumulative return, overall return) avaldub
liittulumééarade korral kujul

R:ﬁ<1+Ri)—1

i=1

ning pidevate tuluméirade korral
R, =) R
=1

Kui ajaperioodid on vordse pikkusega (niiteks iiks aasta), siis saame raé-
kida ka aritmeetiliselt keskmisest tulumaarast (arithmetic average rate of

return)
— 1
=D

=1
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Aasta Investeeringu vaartus (EUR) Aastane tuluméaar

2008 200.00

2009 300.00 50.0%
2010 330.00 10.0%
2011 343.20 4.0%
2012 350.18 2.0%
2013 200.00 —42.887%

Tabel 1.2: Naide 1.15. Investeeringute vaartused ja tuluméaarad

ning geomeetriliselt keskmisest tulumaiarast (geometric average rate of re-
turn).

R, = <H(1 + RJ) -1
=1

Aritmeetiliselt keskmise tulumééra puuduseks on asjaolu, et ta ei vota arves-
se liitintressi moju. Kuna aritmeetiline keskmine tulumééir ei vota arvesse lii-
tintressi magju, on selle vairtus alati geomeetrilise keskmisega vordne voi sel-
lest suurem. Aritmeetiliselt ja geomeetriliselt keskmised tuluméérad on vord-
sed, kui koigi perioodide tuluméérad on vordsed. Aritmeetilise ja geomeetrili-
se keskmise tulumééra vahelist erinevust mgjutab ka investeeringu vaartuse
muutlikkus (volatiilsus). Volatiilsuse kasvades vidheneb investeeringust saadav
tegelik tulu ehk keskmine kogutulu, kuigi aritmeetiliselt keskmine tuluméar
jaab samaks. Eeltoodut ilmestab tosiasi, et investeeringust 50% kaotamise kor-
ral on meil alginvesteeringu taastamiseks vaja saavutada tootluseks 100%. Ka
vastupidine seos kehtib: kui volatiilsus vaheneb, siis kahaneb ka aritmeetiliselt
ja geomeetriliselt keskmise tulumééra vaheline 16he.

Naide 1.15. Investeeringu viaartus ning tootlus aastate 16ikes on toodud
tabelis 1.2. Leida investeeringu aritmeetiliselt ja geomeetriliselt keskmised tu-
lumééarad.

Lahendus. R = (50.0% + 10.0% + 4.0% + 2.0% — 42.9%) : 5 = 23.1% : 5 = 4.6%
R, = (1.50 % 1.10 * 1.04  1.02 % 0.57113)5 — 1 = 0.0000 ehk 0.00%.

Nieme, et geomeetriliselt keskmine tuluméir annab meile korrektse vastuse -
viie aasta jooksul investeeringu vairtus ei kasvanud.

1.2.2 Investeerimisportfelli tulumaar

Mitu investeeringut koos moodustavad investeerimisportfelli. Vaatleme niiid,
kuidas leida investeerimisportfelli tulusust, kui on teada iga investeeringu osa-
kaal portfellis ning iga investeeringu tuluméaér. Koosnegu portfell n investeerin-
gust ning olgu Vi, V5, ..., V,, nende investeeringute maksumused ajahetkel ¢ = 0
ning olgu r{,ry, ...,r, nende investeeringute annualiseeritud tuluméirad. Olgu

portfelli kogumaksumus hetkel t = 0 V(o) = Z V; ning portfellis sisalduvate in-

=1
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vesteeringute osakaalud w; = ! .1 =1,2,....,n . Portfelli tuluméira arvutamise
(0)

valemid séltuvad sellest, kas meil on antud iuksikute investeeringute liht-, liit-

voi pidevad tuluméirad.

a) Olgu rq,ry,...,r, investeeringute annualiseeritud lihttuluméaarad. Sel juhul

on investeerimisportfelli vaartus ajahetkel ¢

Vip =Y Vil + 7). (1.13)
i=1
Teiselt poolt,
V(t) = V(o)(l + T’t). (1.14)

Seostest (1.13),(1.14) saame, et

r=-|(—=—-1)=- 1+mrt) -1 =~ w; + Wiry — — = W;Tj.
) (e ) i o8

Seega investeerimisportfelli lihttuluméér on vérdne investeeringute osakaalu-
de ja nende tuluméirade korrutiste summaga:

n
r = E w;T;.
i=1

b) Olgu ry, 79, ..., r, investeeringute annualiseeritud liittulumééirad ning aastas

n N\ Kt
on k reinvesteerimisperioodi. Siis vordustest V() = Z Vi (1 + %) ning V() =
i=1

ket
Vio) (1 + E) saame vorrandi investeerimisportfelli liittulumééra r leidmiseks

k
() =S ()"

i=1

c¢) Olgu ry, 7, ..., 7, nende investeeringute pidevad annualiseeritud tuluméia-

rad. Siis vordustest V) = » _ Vi ning V{,) = Vg)¢"* saame, et
i=1

millest

Naide 1.16. Koosnegu investeerimisportfell kolmest viieaastasest investee-
ringust summades 30000, 50000 ja 80000 EUR ning olgu nende investeeringute
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liittuluméarad vastavalt 15%, 1% ja 6% ja reinvesteerimisperioodi pikkus 1 aas-
ta. Leida investeerimisportfelli liittuluméaar.
Lahendus:

3 5 1
(1+47)° = {5(14+0.15)° + (1 +0.01)° + (1 +0.06)° = 1.374683,

millest » = 0.065714 ehk r = 6.57%.

Naide 1.17. Koosnegu investeerimisportfell kolmest viieaastasest investee-
ringust summades 20000, 60000 ja 80000 ning olgu nende investeeringute pi-
devad tulumééarad vastavalt 12%, 4% ja 8%. Leida investeerimisportfelli pidev
tuluméar.

Lahendus:

1 1 3 1
r= R In <§60'6 + geo'Q + 560'4> =0.071773

ehk r = 7.18%.

1.2.3 Investeeringu sisemine tulumaar

Investeeringu puhas niitidisvaiartus NPV (net present value) on investeeringu
kasumlikkuse niitaja, mis leitakse nii, et investeeringuga kaasnevate sissetule-
vate rahavoogude niiidisvaartusest lahutatakse maha investeeringuga seotud
viljaminekute niitidisvaartus. Olgu i investeeringu néutav annualiseeritud
tuluméar, s.t sama riskitasemega investeerimisprojektide tuluméaar. Olgu meil
investeeringuga seotud rahavood C,,,n = 0,1, 2, ..., N ning nende toimumise aja-
hetked ¢,,n = 0,1,2,..., N (aeg t on tavaliselt viljendatud aastates). Summa C,
negatiivne vaartus tdhendab raha vialjamaksmist, positiivne C, aga laekumist.
Siis investeeringu NPV leitakse valemi

YC

pohjal. Investeerimisprojekti on motet realiseerida siis, kui investeeringu niiii-
dispuhasvairtus on mittenegatiivne.

Naide 1.18. Olgu investeeringuga 35000 EUR ajahetkel ¢t = 0 kaasnev tulu
jargmine: parast 1.5 aastat 5000 EUR, teise aasta l6pus 5000 EUR, kolmanda
ja neljanda aasta 16pus 10000 EUR ning viienda aasta 16pus 15000 EUR. Leida
investeerimisprojekti NPV, kui noutav annualiseeritud tuluméir on 5%. Kas
investeerimisprojekti on motet realiseerida?

Lahendus. Investeeringu NPV noutava tulumééra 5% korral on

N
C, 5000 5000 10000
NPV =S — = 35000
; A+ i) T 0052 T T 10052 (Tr0.05)7

10000 N 15000
(14+0.05)% * (14+0.05)5
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—35000 + 4647.143 + 4535.147 + 8638.376 + 8227.025 + 11752.892 = 2800.58 LU R.

Kuna investeerimisprojekti NPV on positiivne, siis on métet projekti realiseeri-
da.

Investeeringu sisemiseks tulumairaks ( internal rate of return, IRR) ni-
metatakse aastast tulumééara r, mille korral investeeringu puhas niitidisvaar-
tus NPV on null, s.t.

YC
NPV = % e = 0.

Kui investeeringu sisemine tuluméér on suurem véi vordne, kui noutav tulu-
médr, siis on projekti motet realiseerida.

Naide 1.19. Leida niites 1.18 toodud investeerimisprojekti sisemine tulu-
maar.

Lahendus. Investeeringu sisemine tulumééar on vorrandi

N
c, 5000 5000 10000 10000 15000
0= — 35000 |
2 T m M TR A SR A G C R G S TR RS

n=0

lahend. Kasutades Exceli Data Solverit saame lahendiks r;zr = 7.32%.

Naites 1.18 eeldasime, et investeeringuga seotud tulevikumaksed on meile
teada investeerimise alguses. Selliseid investeeringuid nimetatakse riskivaba-
deks. Riskivabade investeeringute korral puudub makserisk, s.t. investeeringu
alguses on teada tulevikus saadavate voi makstavate summade nominaalvaér-
tused (kuid mitte reaalvaiartused, kuna need séltuvad raha vairtuse muutumi-
sest tulevikus). Uheks véimaluseks riskivabaks investeerimiseks on investeeri-
da riskivabadesse vadrtpaberitesse, mille peamine liik on vélakirjad.
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Peatukk 2

Volakirjad ja swap-tehingud.

2.1 Volakirjad.

2.1.1 Pohimoisted. Volakirjade liigitus

Volakiri (bond) on vaartpaber, mille viljaandjal (vaartpaberi emiteerijal) on
kohustus maksta volakirja omanikule intresse ning lunastamistidhtajal tagas-
tada ka péhisumma.

Vélakirju iseloomustavad jargmised karakteristikud:

a) Volakirja nimivaartus (ka nominaal, pohisumma) (principal, par va-
lue, redemtion price, face value) on summa, mille pealt volakirja vidljaandja ar-
vestab intresse ja mis tuleb volakirja kustutamistahtajal tagastada.

b) Kupongi- ehk intressimaksed (coupon payments) on maksed, mida vo-
lakirja viljaandja maksab investorile tema raha kasutamise eest. Kupongi- ehk
intressiméir on kas fikseeritud kogu volakirja kestvuse ajaks voi seotud mone
rahaturu indeksiga (nt Euribor). Samuti on vélakirja ostes teada intressimak-
sete sagedus.

c¢) Lunastamistihtaeg (maturity date) on kuupéev, millal vélakirja vilja-
andja peab tasuma investorile péhisumma. Kui viljaandja on ka koik kupon-
gi(intressi)maksed tasunud, ei ole tal peale lunastamistihtaega investorite ees
enam kohustusi. Lunastamistdhtaja pikkus s6ltub vélakirjast ja voib olla mis-
tahes pikkusega.

d) Valjalaskehind, volakirja hind (issue price) on hind, millega investor
emiteeritud volakirja ostab. Viljalaskehind voib vorduda volakirja nimivaér-
tusega voi olla kas iile v6i alla nimivaartuse. Kui volakirja hind iletab tema
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nimivaartust, siis 6eldakse, et volakiri kaupleb preemiaga. Kui volakirja hind
jaab alla nimivaartust, 6eldakse, et ta kaupleb diskontoga. Kui nimivairtus
ja kauplemishind on vordsed, siis voib 6elda, et volakiri kaupleb nimivaartu-
sega (price is at par).

Niaide 2.1. Riik annab vilja volakirja nominaaliga 100 EUR tahtajaga 3
aastat ning intressiméaraga 4%. Intressi makstakse kord aastas. Ostes sellise
volakirja on investori tuleviku rahavoog jargmine:

l.a lopp —4 EUR
2.a. lopp — 4 EUR
3.a. lopp — 100 + 4 EUR.

Volakirjad sobivad investorile, kes on huvitatud madala riskiga, kindlast pi-
devalt laekuvast tulust, mida talle garanteerib iga-aastane intress. Vorreldes
aktsiatega on edukalt toimiva ettevotte volakirjade risk ja tulusus vidiksem,
kuid isegi ettevotte pankroti korral makstakse volakirjaomanikele nende osa
vilja enne aktsionére. Erinevalt aktsiast ei anna volakiri selle omanikule 6i-
gust emitendi tegevuse tile otsustamiseks.

Volakirjade liigitus:
a) Kupongvolakiri (coupon bond) — omanik saab intressi perioodiliste intres-
simaksete kujul (tavaliselt kord voi kaks korda aastas).
b) Diskontovolakiri (ka nullkupongvolakiri) (discount bond, zero-coupon
bond) — intressi ei maksta, omanik saab tulu vélakirja ostuhinna ja nimivaar-
tuse (nominaali) vahena.

Volakirjade vialjalaskjateks voivad olla riik, omavalitsus voi eraettevote. Rii-
gi volakirju voib reeglina pidada riskivabadeks vélakirjadeks, sest riigi pank-
rotistumine ei ole toenéoline. Ettevotete volakirju tuleks pidada riskantseteks
volakirjadeks, sest ettevotte risk pankrotistuda on suurem ning investoritel see-
labi voimalus oma investeering kaotada samuti suurem.

Riskivabaduse all méeldakse siin, et volakirjal ei ole makseriski ehk intres-
sid ja pohisumma makstakse kindlasti digel ajal ja 6iges summas. Muud riskid
peale makseriski ohustavad ka riiklike volakirju (nt. intressiméararisk, valuu-
tarisk, poliitiline risk).

Volakirju saab liigitada ka s6ltuvalt emitendist ning muudest teguritest:

Valitsuse volakirju (treasuries) liigitatakse tdhtaja jargi:
- Liihiajalised (treasury bills) — tahtaeg on kuni 1 aasta.
- Keskmise pikkusega (treasury notes) - tiahtaeg kuni 7 aastat.
- Pikaajalised (treasury bonds) — tahtaeg tavaliselt kuni 30 aastat.
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Munitsipaalvairtpabereid annavad vilja kohalikud omavalitsused. Mu-
nitsipaalvélakirjadelt tasutavad intressiméérad on kérgemad, kui valitsuse vo-
lakirjadelt makstavad, sest ka nende puhul eksisteerib teoreetiline véimalus, et
emitent pankrotistub ja volakirja ostja kaotab oma raha.

Ettevotete volakirjad (corporate bonds) on tavaliselt korgema intressiga,
kui valitsuse volakirjad, sest nendega kaasnev risk on korgem. Suuremate ette-
votete volakirjadele annavad krediidiriski suhtes reitinguid reitinguagentuurid
(Moody’s, S&P, Fitch).

Kommertspaber (commercial paper e. CP). Ettevotte poolt valja antud lii-
hiajaline volakiri maksimumkestusega 270 péeva.

Konverteeritav volakiri (convertible bond). Sellise vaartpaberi omanik
voib teatud tingimustel oma vélakirja vahetada ettevotte aktsiate vastu. Vo-
lakirja vahetamise suhe aktsiate arvusse on méaaratud konverteerimissuhtega
(conversion ratio). Konverteerimisaja voib kindlaks méaérata naiteks alates min-
gist tulevasest kuupéevast.

Tagasikutsutav volakiri (callable bond). Sellise volakirja emiteerijal on
oigus volakiri ennetihtaegselt nii-6elda tagasi kutsuda (eelnevalt kindlaksmé&é-
ratud hinnaga). Tagasikutsumise voimalus hakkab ildjuhul kehtima siis, kui
volakirja emiteerimisest on moéodunud teatud ajavahemik (call protection pe-
riod).

Hiupoteekvolakiri (mortgage bond). Selline volakiri on tagatud mingi kin-
nisvaraga, mis tdhendab, et laen on voetud kindla kinnisvaraobjekti voi kinnis-
varaobjektide kogumi finantseerimiseks.

2.1.2 Volakirja hind

Volakirja hinna leidmisel ldhtutakse volakirjaga seotud tuleviku rahavoogu-
dest, mida diskonteeritakse sobiva diskontoméidraga. Diskontomééras peavad
kajastuma koik vastava volakirjaga seotud riskid.

Olgu r diskonteerimisel kasutatav efektiivne tuluméaéar (diskontomaar) . Siis
kupongvoélakirja hinna B vialjalaskekuupéeval saame leida vastavalt valemile

- C; N
B = + ,
izl (I+r)t  (14r)n

kus t1,t,,...,t, = T on intressimaksete toimumise ajad aastates alates volakirja
valjalaskekuupéevast, T on aeg volakirja lunastamistahtajani aastates, N - vo-
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lakirja nominaal ja ¢y, ¢s, ..., ¢, on intressimaksete suurused.

Naites 2.1 toodud volakirja hind soltuvalt diskonteerimisel kasutatavast tu-

luméaéarast on
4 4 4 100

T R T R (O

B

Nullkupongvélakirja hinna saame leida vastavalt valemile

N
(14+r)T

Juhul kui diskonteerimisel kasutatav tuluméér on antud pideva tulumééra-
na, siis kupongvélakirja hind on

B = i cie " 4 Ne "

=1
ning nullkupongvélakirja hind on

B = Ne T,

Nullkupongvoélakirja hinna leidmine on koige lihtsam, sest nagu ka nimest
voib jareldada, volakirja omanikule kupongimakseid ei tehta. Investorile maks-
takse likvideerimiskuupéeval vaid pohisumma. Kuna intresse ei maksta, on
selliste volakirjade hetkevaartus alati vaiksem kui nende nominaalvaartus ehk
pohisumma. Seega 6eldakse, et nad kauplevad diskontoga ning tihti kutsutakse
neid ka diskontovolakirjadeks.

2.1.3 Volakirja must ja puhas hind. Voélakirja tulusus taht-
ajani

Volakirjadega saab kaubelda ka n.6. jarelturul, kus volakiri vahetab omanikku
parast valjalaskekuupéieva. Jarelturul volakirjadega kaubeldes tuleb vahet te-
ha vélakirja mustal ja puhtal hinnal.

Volakirja must hind (dirty price) on vordne volakirja turuvaartusega ehk see
hind, millega 6iglases tehingus vélakiri omanikku vahetab.

Volakirja puhas hind (clean price) on aga musta hinna ja tehingupéevaks ko-
gunenud intressi vahe.

Volakirja puhas hind avaldub kujul
CP=DP— Al (2.1

kus C'P on puhas hind, DP on must hind ning A/ on kogunenud intress (acc-
rued interest).
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Joonis 2.1: Vélakirja turuhind ehk must hind esimese 4 aasta jooksul

Kogunenud intressi saab leida valemiga:
Al = tNR,

kus

t — moodunud osa intressiarvestuse perioodist,
N — Volakirja nominaal (par value),

R — perioodi intressimaar.

Volakirja must hind leitakse analoogiliselt volakirja hinnaga viljalaskepée-
val, kuid ajahetked ¢, t,, ..., 1, ja T on antud aastates alates sellest hetkest, mil
volakiri omanikku vahetab.

Joonisel 2.1 on ndha 10-aastase vélakirja, mis maksab intresse (kuponge)
kaks korda aastas, turu- ehk musta hinda (punane joon), vélakirja puhast hin-
da (sinine joon) ning kogunenud intressi (roheline joon) muutumist esimese 4
aasta jooksul. Ndeme, et volakirja must hind kukub 2 EUR vérra iga poole aas-
ta tagant ning on siis vordne volakirja puhta hinnaga — see on seotud intresside
viljamaksmisega; kukkumisele jargnev tous niitab aga kogunenud intresside
kasvu.

Volakirja puhas hind so6ltub taielikult turuolukorrast ja investorite hinnan-
gust volakirja riskantsusele ehk investori noutavale tulunormile. Vélakirja pu-
has hind on suurem oma nominaalviirtusest, kui investori noutav tulunorm
on alla kupongimééra ja vaiksem, kui investori néutav tulunorm on suurem
kupongimééarast. Joonisel 2 ndhtav litkkumine ongi seega tolgendatav ka kui
investori hinnangu muutus néutavale tulunormile - kui vélakirja puhas hind
touseb, siis noutav tulunorm kahaneb ja vastupidi.
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Niide 2.2. Leida 1. jaanuaril 2007.a. vilja lastud 2-aastase 10% intressi-
médraga ja 1000 EUR nominaaliga volakirja must ja puhas hind ning kogu-
nenud intressid 1.novembril 2007.a. Intressi makstakse 31. detsembril 2007.
Lunastustidhtaeg on 31. detsember 2008, mil tagastatakse pohisumma koos vii-
mase intressimaksega. Volakirja diskonteerimisel kasutame pidevat diskonto-
madra 8%. (kasutame siisteemi 360/360, s.t. igas kuus 30 péeva ja aastas 360
péeva)

Lahendus. Leiame volakirja musta hinna:

DP = 100e”%0%2/12 1 1100e~08+H12)/12 = 1100.65 EUR.
Jargmisena leiame 1. novembriks kogunenud intressid:
Al = (30 % 10)/360 * 1000 * 0.1 = 83.33EUR.
Seega volakirja puhas hind on 1. novembril DP— Al = 1100.65—83.33 = 1017.32EUR.

Volakirja tulusus tiahtajani.

Volakirja tulusus tihtajani (YT'M - yield to maturity) on selline konstant-
ne tuluméaéir, millega volakirjaga seotud tuleviku rahavooge diskonteerides saa-
dakse volakirja turuvaiartus (must hind). Seega voib 6elda, et YTM on volakirja
sisemine tuluméaar (IRR — internal rate of return). Volakirja tulusus tahtajani
on mugav vahend hindamaks investeeringu tulusust kui vélakirja plaanitakse
hoida kuni lunastustiahtajani.

Volakirja tulusus tahtajani leitakse kui vorrandi

“ i N
DP = — +
; (L+y)t  (L+y)t

lahend.

Niide 2.3. Leida Pohjamaade investeerimispanga (NIB) volakirja (vilja-

andmise kuupédev - 15.12.2014, lunastamistéhtaeg - 15.12.2019, kupongiméaéar
7,5%, nominaal - 10000 EUR, intressi makstakse kord aastas) tulusus tdhtaja-
ni 07.03.2015 seisuga. Volakirja must hind 07.03.2015 oli 10044.29. (kasutame
stisteemi 360/360, s.t. igas kuus 30 pédeva ja aastas 360 paeva)
Lahendus. Voélakirja valjaandmisest on mo6dunud 0.23 aastat ning aeg jarg-
mise intressimakseni on 1-0.23=0.77 aastat. Esitame ajad aastates makseteni
alates 07.03.2015 ning maksete suurused tabelis 2.1. Vorrand vélakirja tulusu-
se leidmiseks on

750 n 750 N 750 n 750 n 10750
LT+y)07 "L+t (L+y27  (1+y)37 " (1+y)+T
mille lahendamisel saame, et y = 0.0782. Seega volakirju tulusus tahtajani on

7.82%. Volakirja tulevikumaksete (PV) summa intressimédira y = 7.82% korral
on vordne volakirja musta hinnaga 10044.29 (vt. tabel 2.1).

Valakirja puhas hind on 10044.29-172.5=9871.79.

10044.29 =
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Kuupéev 15.12.15 15.12.16 15.12.17 15.12.18 15.12.19 Summa

Aeg makseni 0.77 1.77 2.77 3.77 4.77
Makse 750 750 750 750 10750
PV 707.76  656.43 608.82 564.67 7506.61 10044.29

Tabel 2.1: Naide 2.3. Tulevikumaksed ja nende niitidisvaartused

2.1.4 Duratsioon

Volakirjadega kaubeldakse ka jarelturul, kus volakirja hind séltub turul sel
hetkel valitsevast intressimééarast. Kui intressiméér (noutav tuluméér) téuseb,
siis volakirja hind langeb; kui aga intressiméaéar langeb, siis vélakirja hind tou-
seb. See, kas volakirja miitiakse diskontoga voi preemiaga, soltub antud hetke
intressiméirast ja volakirja kupongiintressimééarast.

Seega iiheks pohiliseks volakirjadega seotud riskiks on intressirisk.

Intressirisk tdhendab ohtu, et intressimidiarade muutumine turul toob kaasa
volakirja turuhinna muutuse. Selle moju on pikaajalistele volakirjadele suurem
kui liihiajalistele, kuna kui néiteks turu intressiméar tousis, siis on investor
seotud 10-aastase volakirja puhul madalama kupongiméiraga kuni 10 aastat,
kuid kolmeaastase volakirja korral vaid kolm aastat. Seega intressiméaararisk
soltub vahemalt osaliselt ajast, mille véltel investor peab vélakirja hoidma. Vé-
lakirja tundlikkust intressi muutustele iseloomustatakse duratsiooni niitaja-

ga.

Investeeringu duratsioon ehk kestus (duration) on kaalutud keskmi-
ne aeg, mille jooksul realiseeruvad investeeringuga seotud tuleviku rahavood,
kusjuures kaaludeks on tulevikumaksete osakaalud. Véime ka oelda, et du-
ratsioon on tulevikumaksete keskmine laekumisaeg. Duratsiooni méiste
vottis kasutusele Frederick Macaulay 1938. aastal ja seda kasutakse laialdaselt
intressiméarariski méotmisel ja juhtimisel.

Duratsiooni D arvutamise iildvalem on

1

j>1

kus PV (C;) on ajahetkel t; > 0 laekuva tulevikumakse C; niitidisvaartus ja

PV = Z PV (C;) on investeeringu tulevikumaksete niitidisvaartuste summa.
j>1

Niudisvaartuste leidmisel kasutatakse noutavat tuluméara ehk turu intres-

simaira. Konkreetne duratsiooni arvutamise valem soltub sellest, millist tiitipi

tulumaara kasutatakse. Pideva annualiseeritud tulumééira i korral leitakse du-

ratsioon vastavalt valemile

D= P_V ZtJO(tJ)G 5

>1
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kus PV =) " C(t;)e™.

j=1
Liitméaéara ¢ korral, kui kapitalisatsiooniperioodide arv aastas on k, leitakse
duratsioon vastavalt valemile

1 C(t;)
D=—_Y "¢ )
PV Z J<1 4 %)ktj’

Jj=1

kus o
Y e
Erijuhul, kui £ = 1 ning maksed toimuvad kord aastas kuni aastani 7" saame

T

1 C(t)
D=3y Zt(lJri)t’

t=1

mida nimetatakse Macaulay duratsiooniks.

Duratsiooni saab kasutada firma tulevaste laekumiste ja tulevaste kohus-
tuste hindamisel. Loomulik on eeldada, et firma tulevaste kohustuste ja laeku-
miste vahel peab valitsema tasakaal, s.t.

PV(L) = PV(K),

kus PV(L) ja PV(K) on vastavalt laekumiste ja kohustuste niitidisvadrtused.
Kuna moélemad suurused séltuvad turul valitsevast intressiméérast i, siis tasa-
kaalu kehtimiseks intressimédra muutumisel peab kehtima vordus

dPV(L) dPV(K)
di  di

Kasutades pidevat tulumééra, saame esitada eelmise vorduse esitada kujul

> tnCultp)e™ = tCh(tyn)e ™, (2.2)

j1>1 j2>1

kus C(t;1), Ck(tj2) on vastavalt tulevased laekumised ja kohustused. Arvesta-
des vordust PV (L) = PV(K) saame niiiid, et (2.2) kehtib juhul, kui

DL = DK7

s.t. laekumiste ja kohustuste duratsioonid langevad kokku. Seega voime o6elda,
et firmas on intressirisk maandatud, kui tuleviku laekumiste ja kohustuste du-
ratsioonid on vordsed.

Duratsiooni méistet kasutatakse laialdaselt ka volakirjade intressimééra-
riski hindamisel. Margime, et kupongvoélakirjade duratsioon on alati vaiksem
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Aasta C PV Kaalutud PV PV Kaalutud PV

i=0.15 1i=0.15 1=0.05 1=0.05
1 100 86.96 86.96 95.24 95.24
2 100 75.61 151.23 90.7 181.41
3 100 65.75 197.25 86.38 259.15
4 100 57.18 228.7 82.27 329.08
5 100  49.72 248.59 78.35 391.76
6 100 43.23 259.4 74.62 447.73
7 100 37.59 263.16 71.07 497.48
8 100 32.69 261.52 67.68 541.47
9 100 28.43 255.84 64.46 580.15
10 1100 271.9 2719 675.3 6753.05
Kokku 749.06 4671.67 1386.09 10076.51

Tabel 2.2: Naide 2.4.

ajast volakirja lunastamiseni, diskontovolakirjade duratsioon on vordne ajaga,
mis jaab lunastamistahtajani.

Naide 2.4. Leida 10 aastase volakirja nominaaliga 1000 EUR ning kupon-
gimaaraga 10% (kupongimaksed toimuvad iiks kord aastas) Macaulay durat-
sioon, kui turul kehtivaks intressiméaaraks on a) 15%, b) 5% ning kasutatakse
liitintressi valemit.

Lahendus. Leiame vélakirja tulevikumaksete niitidisvaartuse PV ning aja-
ga korrutatud nutdisvaartuse (kaalutud PV) koigi tulevikumaksete kohta (vt.
tabel 2.2). Seejarel leiame PV-de ning kaalutud PV-de summa. Niiiid saame lei-
da juhul a) i = 0.15:

D = 4671.67/749.06 = 6.24.

ning juhul b) i = 0.05
D =10076.51/1386.09 = 7.27.

Volakirja hinnatundlikkus turu intressimééira i muutuste suhtes.

Olgu volakirja hind B. Siis volakirja hinnatundlikkust intressiméaéara muu-
tuse suhtes iseloomustab suurus
_dB/B
o di

S

mis néitab (ligikaudselt), kui mitu protsenti muutub vélakirja hind, kui turul
valitsev intressiméaéar muutub ihe protsendipunkti vorra.

Kuna makseriskita volakirjade hind on vordne tulevikumaksete niitidisvaar-
tusega turul kehtiva intressimééra korral, siis pideva tulumééra korral saame,
et

1 .
S = —E thC(t])e ti = —-D.

Jj=1
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Seega, kui turul valitsev intressiméar suureneb 1 protsendipunkti vorra (néi-
teks 3 protsendilt 4 protsendini), siis volakirja hind vaheneb ligikaudselt D
protsendi vorra. Voi kui turul valitsev intressiméir suureneb 0.1 protsendi-
punkti vorra (naiteks 3.3 protsendilt 3.4 protsendini), siis vélakirja hind va-
heneb ligikaudselt D /10 protsendi vorra.

Naide 2.5. Vaatleme néaites 2.4 toodud vélakirja, kuid duratsiooni arvuta-
misel kasutame pidevat tuluméaéara. Kui turul kehtiv intressimééar on 15%, siis
volakirja hind on 703.17 EUR ning duratsioon on D = 6.11ja S = —6.11. Kui int-
ressimaéar langeb 0.1 protsendipunkti vorra (s.t. 14.9%), siis vélakirja hind on
707.49 EUR ehk volakirja hind touseb 0.61%. Kui intressimééar langeb 1 prot-
sendipunkti vorra, siis volakirja hind on 747.95 EUR ehk voélakirja hind touseb
6.37%. Seega suurus S niitab ligikaudselt volakirja hinna muutust protsenti-
des.

2.2 Matemaatiline mudel riskivabade tuleviku ra-
havoogude hindamiseks.

2.2.1 Uldised eeldused finantsturu matemaatilistele mu-
delitele

Finantsmatemaatika mudeleid kasutatakse selleks, et hinnata finantseerimis-
tegevuses tarvitatavate vaartpaberite hindu ja nendega seotud riske ning sel-
gitada, kuidas oleks voimalik neid riske juhtida. Finantsmatemaatika mudelite
korral tuleb silmas pidada, et nad on kaugel tegelikkusest ja nende tulemused
vajavad kasutamiseks tervel méistusel ja kogemustel pohinevat korrigeerimist.
Nende mudelite korral on alati viga tdhtsad kaks kiisimust:

1) kui vale v6ib tulemus olla mudelis tehtud kuid reaalselt mittetaidetud eel-
duste tottu ning

2) kui kasulik v6ib see mudel olla sellele vaatamata.

Matemaatilised mudelid on alati tegelikkuse lihtsustatud ja mingis méttes
idealiseeritud kujutised, ning reaalsete finantsturgude ldhendina vaatleme sel-
liseid turge-mudeleid, mis on jargmises méttes taiuslikud e. hoordevabad
(frictionless):

¢ Koigile kauplejatele on kattesaadav ithesugune info, mis igal hetkel ¢ sisal-
dab taieliku teadmise koikide turul kaubeldavate varade hindadest hetkel
t ja varem.

¢ Tehingud — ost, miiiik, igasugused varadega seotud maksed nagu dividen-
did voi intressid voi hoiukulud — toimuvad hetkeliselt, on tasuta ning te-
hingutest saadavat tulu ei maksustata.

* Iga kaupleja voib kaubeldavat vara nii osta kui miiiia sama hinnaga igas
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soovitavas koguses (nait. 10 tithikut, 109 tihikut, 0.0013 tiithikut, e+1 tithikut
jne.), kusjuures need ostu- ja miitigimahud ei mgjuta hindu (kéik kauple-
jad on nn. hinnavoétjad).

* Igas kaubeldavas varas on kitsendusteta voimalik votta ka mistahes liihi-
kene positsioon ning selleks ei nouta garantiivara olemasolu.

Liihike ja pikk positsioon

Finnatsturgude matemaatiliste mudelite korral lubatakse tavaliselt ka liihi-
kese positsiooni votmist. Lithikeseks miitimine ( short selling) ehk luhikese
positsiooni votmine on laenatud vaartpaberi miiiimine lootuses, et selle hind
langeb, mille jarel saab ta odavamalt tagasi osta ning omanikule tagastada.
Lihikeseks miitimine on viédrtpaberi ostmisele vastupidine tehing. Lithikeseks
miitja teenib kasumit siis, kui lithikeseks muitidud vaartpaberi hind langeb. Lii-
hikeseks miitidud vaartpabereid nimetatakse liithikeseks positsiooniks. Vastu-
pidiselt on omatavad vaartpaberid pikk positsioon. Pika positsiooni soetamiseks
tuleb vaartpaberid koigepealt osta ning tehingu lopetamiseks miitia. Liihike-
seks mitiimise puhul on tegevuste jarjekord vastupidine. Lithikeseks mitidud
vaartpaberid ei kuulu lithikese positsiooni omanikule, mist6ttu volgneb ta nen-
de vaartuse vaartpaberite omanikule.

Lithikeseks miitimise eelis seisneb selles, et nii on kauplejail véimalik tee-
nida ka langeval turul. Lithikeseks miiiimine on aga paljudel juhtudel seotud
suurema riskiga. Peamine oht kauplejale seisneb selles, et kaotused ei ole pii-
ratud. Lisaks seisneb raskus veel selles, et pikaajalise keskmisena tousevad
aktsiaturud umbes 8...12 protsenti aastas. Seega lithikeseks miiiimine nagu
toob kasu vaid siis, kui tehing hésti ajastada. Seetottu ei saa lithikeste posit-
sioonide omamist lugeda investeerimiseks. Lithikeseks miiiimine on lithiajaline
finantsspekulatsioon. Margime ka, et koikidel borsidel ei ole lithikeseks miiii-
mine lubatud.

Mudelite korral me eeldame, et turuosalised on majanduslikult ratsio-
naalsed - kui on valida, siis sama hinna eest (v6i odavamalt) nad alati eelis-
tavad saada suuremat tulu v6i omada suurema tulu saamise véimalust tulevi-
kus. Muuhulgas eelistavad nad alati mittekauplemisele kauplemist, kui sellega
kindlasti ei kaasne kulusid, kuid kaasneb voimalus saada tulu - sellise kauple-
mise voimalust turul nimetatakse arbitraazivoimaluseks (arbitrage opportu-
nity).

On selge, et reaalsel turul ei saa iikski arbitraazivoimalus vihegi pikemaaja-
liselt pusida, sest sellest tekkiv noudlus ithtede ja pakkumine teiste kaupade
osas toob kaasa kaupade hindade korrigeerimise. Arbitraazivéimaluste avas-
tamiseks ja nende likvideerimiseks noudluse-pakkumise teel tootavad finants-
turul ka eraldi spetsialistid, arbitraazoorid (arbitrageurs). Kuigi arbitraazivoi-
maluse avastamisel selle kiire drakasutamine toob kindla tulu (v6i vahemalt
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selle saamise voimaluse), ei saa iikski turul tegutseja loota sellele, et just te-
mal onnestub see tulu saada. Vaartpaberite hindade méaaramiseks loodavate
turumudelite korral on loomulik eeldada, et need mudelid on méistlikud ja ma-
janduslikult sisukad siis, kui nendes puudub arbitraazivéimalus.

Hetkeliselt toimuvate tehingute korral on loomulik eeldada, et turg on igal

hetkel tasakaalus, s.o., koigi osalejate ostu-miitigi soovid on rahuldatud (sest
koik saavad oma soovid hetkeliselt rahuldada) ja seega kehtivad turul igal het-
kel nn. diinaamilised tasakaaluhinnad (hinnad, millega ost-miiiik pidevalt
toimub, kuid mille korral néudlus ja pakkumine on igal hetkel tasakaalus).
Loomulikult saavad investorid aja edenedes maailmast uut infot ja see muu-
dab nende tulevikuhinnanguid ning ostu-miitigi-tarbimise eelistusi ja soove,
mis viib pidevalt uute tasakaaluhindade viljakujunemisele, nii et tegemist on
igas mottes diilnaamilise tasakaaluga (pidevalt toimuv ost-miiik, pidevalt muu-
tuv noudlus-pakkumine ja sellele vastavad pidevalt muutuvad hinnad).
Kui ratsionaalsete osalistega turg on tasakaalus, siis seal ei saa olla
arbitraazivoimalust, sest arbitraazivoimalus tdhendaks, et kauplejate ostu-
miitigi soovid ei ole rahuldatud - arbitraazivéimalus tooks kaasa l6pmatu ja
seega mitterahuldatava noudluse osade kaupade ostuks ja pakkumise teiste
kaupade miitigiks.

2.2.2 Uhe hinna seadus

Finantsvarade teoreetilise viadrtuse méadramisel on tunnustatud pohimote, et
vara vaidrtus ratsionaalsele investorile on méairatud sellest varast saadavate
tulevaste hiivedega. Sellest pohimottest tuleneb, et kui iiks turul kaubeldav va-
ra on tulevaste rahaliste tulemuste mé6ttes mitte halvem kui teine, siis ei saa
esimese vara hind olla vaiksem kui teisel. (Vastasel juhul ei ostaks tikski ratsio-
naalne investor teist vara ja sellega tegelikult turul ei kaubeldaks. Taiuslikul
turul tooks esimese vara viaiksem hind kohe kaasa arbitraazivoimaluse — tuleks
osta esimest vara ja miiiia teist.)

Sellest pshiméttest lihtudes peab kehtima ka jirgmine Uhe Hinna Sea-
dus (the Law of One Price): kui kaks turul kaubeldavat vara on tulevaste
rahaliste tulemuste mottes samavaarsed siis peavad olema vordsed ka
nende varade praegused hinnad.

Sama pohimoéte kehtib ka kauplemisstrateegiate korral: kui turul iiks kaup-
lemisstrateegia on tulevikus rahalises mottes mitte halvem kui teine (nendega
kaasnevad tulevased rahavood on esimese strateegia korral igal ajahetkel tule-
vikus mitte viiksemad kui teisel), siis ei saa esimese strateegia alustamiseks
vajalik summa olla viaiksem kui teise strateegia alustamiseks vajalik summa.
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Uhe Hinna Seadus kauplemisstrateegiate korral iitleb, et kui kaks kauple-
misstrateegiat on tulevikus rahalises mottes samavaiarsed, siis peavad
vordsed olema ka nende alustamiseks vajalikud rahasummad.

Uhe Hinna Seadus voimaldab leida tulevase (ka juhusest séltuva) raha-

vooga iseloomustatud vaartpaberi hinna sel teel, et konstrueeritakse kauple-
misstrateegia, millega kaasnev rahavoog igal hetkel tulevikus vordub vaart-
paberiga kaasneva rahavooga samal hetkel (viaartpaberit matkiv voi imiteeriv
kauplemisstrateegia). Vaadeldava vairtpaberi hind peab Uhe Hinna Seaduse
jargi vorduma sellise kauplemisstrateegia alustamiseks vajaliku raha koguse-
ga. Lisaks voimaldab sellise kauplemisstrateegia rakendamine téapselt tagada
koik vaartpaberi vialjaandmisega voetavad voimalikud tulevased rahalised ko-
hustused ehk teiste sonadega taielikult maandada vaartpaberi vialjaandmisega
tekkivad riskid.
Juhul, kui vaartpaberit matkivat kauplemisstrateegiat konstrueerida ei 6n-
nestu, voib pliida konstrueerida kauplemisstrateegiaid, mille tulevased raha-
vood ja portfellide vadrtused pole vaiksemad (v6i pole suuremad) kui hinnatava
vaartpaberi korral ja selliselt saada iilalt (v6i alt) hinnanguid selle vaartpaberi
oigustatud hinnale.

2.2.3 Riskivaba finantsturu mudel

Mudeli elemendid:

a) Loplik arv 7'+ 1 ajahetke t ¢ T = {0,1,2,...,T},T < 0o, millal turu mudelis
saab midagi toimuda. Sealjuures: ¢t = 0 - olevik, modelleeritava perioodi algus-
hetk; ¢t > 0 - tulevik , t = T - modelleeritava perioodi l6pphetk, ajas kaugemale
me selles mudelis ei vaatle. Kauplemine (portfelli moodustamine) toimub ainult
hetkel ¢t = 0 . Koik kaubeldavate varadega seotud tulevased maksed (volakirja
voi laenulepingu korral intressimaksed ja vola tagasimaksed voi ka taiendavad
laenud) leiavad mudelis aset ainult hetkedel ¢t = 1,2,...,7 . Ajahetke numbrit
tuleb siin moista kui ajahetke jarjekorranumbrit, mitte kui ajahetke arvvair-
tust (nait aastates).

b) Loplik arv N turul kaubeldavat vara (assets) voi vaartpaberit (secu-
rities). Iga vara n,1 < n < N on iseloomustatud hetke ¢t = 0 hinnaga B, =
B,(0) ja vara omanikule laekuvate tulevaste maksete vooga (payment st-
ream, cash flow) ¢, = (c,(1),¢,(2),...,c,(T)). Sisult olulisim on juht, kui kau-
beldavateks varadeks on volakirjad (bonds), s.o., sellised vaartpaberid, mille
korral B, > 0ja c,(t) > 0,t > 0.

Me eeldame, et vara iihiku hind ei soltu sellest, kas vara tahetakse osta voi
miiiia, ega ka tehingu mahust. Suurused ¢, (¢) voivad iildiselt olla suvalised ar-
vud — nulli télgendame kui makse puudumist, positiivset arvu kui vaartpaberit
omava investori poolt hetkel ¢ saadavat makset ja negatiivset arvu kui tema
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Hind Maksed

Veolakiri t=0 t=1 t=2 t=3
bond1 3 1 1 2
bond2 2 1 2 0

Tabel 2.3: Niite 2.6. mudel

poolt hetkel ¢ tehtavat makset. Kuna me oma mudelis hakkame lubama ka lii-
hikeseks miitimist (negatiivse positsiooni votmist), siis tildsust kitsendamata
voib eeldada, et koigi kaubeldavate varade korral B, > 0.

Naide 2.6. Olgu 1. veebruaril 2011 turul kaubeldavad vaid kaks volakirja,
bond1 ja bond2. Olgu vélakiri bond1 hinnaga 3, 16pptahtajaga 1. veebruar 2014,
nominaaliga 1 ja iga-aastase 1. veebruaril toimuva intressimaksega 1. Volakiri
bond2 olgu hinnaga 2, 16pptahtajaga 1. veebruar 2013, nominaaliga 1 ja iga-
aastase 1. veebruaril toimuva intressimaksega 1. Sellele turule vastav mudel
on kirjeldatav tabelina 2.3.

Kauplemisportfell

Olulised objektid, mida turu mudelites vaadeldakse on portfell ja kauple-
misstrateegia. Portfell on investori kides olev turul kaubeldavate varade (voi
nendes voetud positsioonide) kogum, mis v6ib erinevatel ajahetkedel ja erine-
vates olukordades olla erinev. Kauplemisstrateegia on eeskiri, mis iitleb, mil-
line portfell tuleb séltuvalt ajahetkest ja olukorrast moodustada. Praktiliselt
voib need moisted samastada ja siin kursuses me nii teemegi. Kuna praegu
vaadeldavas mudelis on kauplemine lubatud ainult hetkel ¢ = 0, siis koéik lu-
batavad kauplemisstrateegiad seisnevad selles, et hetkel ¢t = 0 moodustatakse
mingi portfell ja tulevikus kogu aeg hoitakse sama portfelli, mis hetkel ¢t = 0
moodustati. Seetottu selles mudelis piisab kauplemisstrateegia kirjeldamiseks
naidata ara hetkel t = 0 moodustatav portfell.

Def. Investori portfelliks e. kauplemisstrateegiaks nimetatakse vektorit
H = (Hy, Ho, ..., Hy) kus H, sisuline télgendus on vara n kogus (positsioon) het-
kel ¢t = 0 moodustatud portfellis.

Seejuures, kui H = (Hy, Hs, ..., Hy) ja H = (Hj, H), ..., Hy) on portfellid, siis
on portfellid ka vektorid o« H = (aHy,aHs,...,aHy) ja H + H = (H, + Hy, Hy +
H, ..., Hy + HY).

Suurus H, voib omandada ka negatiivseid vairtusi, mida tolgendatakse kui va-
ra n katteta ettemiiiiki voi “lihikeseks miitimist”. Seejuures toob vara n osas
voetav positsioon H, kaasa hetkel t = 0 summa H, B, maksmise (ehk summa
—H, B, saamise, kui H,, < 0) ja tulevikus igal hetkel ¢ > 0 summa H,c,(t) saa-
mise (ehk summa —H,,¢c,(t) maksmise, kui H,, < 0).

Olgu niiteks B,, > 0ja ¢,(t) > 0iga ¢t > 0 korral (vara n hind on positiivne ja
vara omamisega kaasneb igal hetkel ¢ > 0 makse ¢, () saamine). Siis negatiivse
positsiooni H, < 0 votmise korral s.o. lithikeseks miitimisega kaasneb hetkel
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t = 0 summa —H,B, > 0 saamine ja igal hetkel ¢ > 0 maksekohustus summas
—H,c,(t).
Portfelli H = (Hy, H, ..., Hy) hind (vaartus) hetkel ¢t = 0 on suurus

N
Wy =Y H,B,.
n=1
Nii palju on hetkel ¢ = 0 vaja raha, et portfell # moodustada. Portfelli H moo-
dustamisega kaasnev tulevane maksete voog on vektor cy = (cy(1),cy(2), ..., cu(T)),

kus cy(t) = Y Hyco(t).

Naide 2.7. Leida néites 2.6 vaadeldud mudeli korral portfelli H = (2, 1)
hind ja tulevane rahavoog. Portfelli hind on Wy = 2x3+(—1)%2 = 4 ja portfelliga
kaasnev tulevane rahavoog on cyy = (214 (—1)*1,2x14+(—1)%2,2%24(—1)x0) =
(1,0,4).

Arbitraazistrateegia

Def. Arbitraazivoimalus (arbitrage opportunity) voi arbitraazistratee-
gia voi arbitraaziportfell on selline lubatav strateegia (portfell) 4, mille kor-
ral kas
a) Wy < 0,cyg = 0 (st. cyg(t) > 0iga t > 0 korral) , s.o., portfelli moodustamisel
saadakse raha (portfelli hind on negatiivne) ning portfelli tulevaste maksete
voog on mittenegatiivne (tulevikus ei tule kindlasti kunagi midagi maksta),
voi
b) Wy = 0,cyg > 0,cy # 0, (cy(t) > 0iga ¢t > 0 korral ja neist vihemalt tiks
cu(t) > 0), s.o., portfelli moodustamiseks ei vajata raha ning tulevaste maksete
voog on mittenegatiivne ja nullist erinev (seega viahemalt iiks tulevane makse
on positiivne).

Lihtne on niidata, et arbitraazivabas mudelis kehtib Uhe Hinna Seadus.
Toepoolest, kui kaks portfelli H' ja H” omavad sama tuleviku rahavoogu cy =
crr, kuid néiteks esimene portfelli hind on vaiksem (W < W), siis strateegia
H = H' — H” on arbitraazistrateegia: Wy < 0,cy = 0.

Sellest, et Uhe Hinna Seadus kehtib, ei jiareldu aga see, et mudel on arbitraazi-
vaba.

Naiteks mudelis (vt. tabel 2.4) strateegia H = (—1,1) on arbitraazistrateegia:
Wy =0,cy = (0,1), kuid Uhe Hinna Seadus kehtib (ei ole véimalik konstrueeri-
da kaht identset tuleviku rahavoogu, millede hind oleks erinev).

Saavutatav rahavoog

Def. Saavutatavaks (attainable, reachable, synthesizable) tulevaseks ra-
havooks nimetame mudelis sellist tulevast rahavoogu, mis on tekitatav mone
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Hind Maksed

Volakiri t=0 t=1 t=2
bond1 1 1 0
bond2 1 1 1

Tabel 2.4: Naide mudelist, mis ei ole arbitraazivaba, kuid iithe hinna seadus
kehtib

lubatava portfelli ehk kauplemisstrateegia poolt, s.t. tulevane rahavoog = =
(21,29, ..., x7) on saavutatav parajasti siis, kui leidub lubatav portfell H nii, et
x = cg; seejuures portfelli H nimetame tulevast rahavoogu x tekitavaks port-
felliks.

_ Def. Kui tulevane rahavoog r on saavutatav portfelliga H ja mudelis kehtib
Uhe Hinna Seadus, siis nimetame tulevase rahavoo r viaartuseks voi hin-
naks (hetkel ¢t = 0) portfelli H vaartust hetkel ¢ = 0.

Tulevase saavutatava rahavoo = vaartust hetkel ¢ = 0 tdhistame tdhisega
W,. Seega
r=cy —= W, =Wjg.

Selleks, et tulevane rahavoog x oleks saavutatav portfelliga H, peavad keh-
tima vordused

N
r=Y Huen(t), t=12.T (2.3)
n=1

Tegemist on lineaarse vorrandisiisteemiga tundmatute H,, H,, ..., Hy leidmiseks.
Stisteem omab 7" vorrandit ja N tundmatut ning ei pruugi alati omada iihest la-
hendit.

Naide 2.8. Leida niites 2.6 vaadeldud mudeli korral, kas tuleviku raha-
vood z = (3,4,5) ja x = (3,4,4) on saavutatavad voi mitte ning leida saavu-
tatavat rahavoogu genereeriv portfell. Leida, millisel tingimustel on rahavoog
x = (x1, x5, x3) saavutatav.

Lahendus
a)x = (3,4,5).
Vorrandisiisteem:
H, + Hy =3,
H, +2H, = 4,
2H, = 5.
Vorrandisiisteemil lahend puudub, rahavoog = = (3,4, 5) ei ole saavutatav.
b) x = (3,4,4).
Vorrandisiisteem:
H1 + H2 — 3,
Hy, +2H, = 4,

34



2H, =4.

Vorrandisiisteemi lahendiks on H = (2,1). Seega, rahavoog = = (3,4,4) on
saavutatav ja seda genereeriv portfell on H# = (2,1) . Rahavoo hind W, on
W,=2x3+1%x2=28.

¢) Saavutava rahavoo = = (z1, x5, x3) tildkuju.

H1 + H2 = T,
H1 + 2H2 = T9,
2H1 = I3.

Kolmandast vorrandist saame H; = z3/2, esimesest vorrandist H, = =7 — x3/2.
Pannes H,, H, teise vorrandisse, saame tingimuse 2x; — x3/2 = x5. Kokkuvéttes,
suvaline tuleviku rahavoog kujul = = (z;, 22, — x3/2, z3) on saavutatav.

Def. Mudel on taielik (complete), kui mudelis on saavutatavad koik tule-
vased rahavood.

Diskontotegurid

Def. Diskontotegurite komplektiks nimetame iga sellist komplekti \ =
(A1, Ag, ..., A7) positiivseid arve )\, > 0, mille korral koikide turul kaubeldavate
vaadrtpaberite n = 1,2, ..., NV jaoks kehtivad vordused

T
B, =Y M\eo(t), n=12_.N. (2.4)
t=1

Arvu )\, > 0 nimetame hetkele ¢ vastavaks diskontoteguriks. Lineaarsel vor-
randististeemil (2.4) on 7" tundmatut ja N vorrandi. Siisteem on tildjuhul lahen-
duv kui N < T.

Olgu A = (A, A\g, ..., A7) diskontotegurite komplekt ja olgu x tulevane rahavoog,
mille korral igal hetkel ¢t = 1,2, ..., T saadakse vastavalt makse z;. Siis nimetame

- hetke ¢ makse z; korrutamist diskontoteguriga \; selle makse diskontee-
rimiseks (hetkele ¢t = 0),

- korrutist ;)\, hetkel ¢ toimuva makse z; diskonteeritud vaiartuseks ehk
nuudisvaartuseks,

T
- summat Z Mx; tulevase rahavoo r niitidisvaartuseks (diskontotegu-

t=1
rite komplekti \ jargi).
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Niide 2.9. Leida niites 2.6 vaadeldud mudeli jaoks koik diskontotegurite
komplektid. Vorrandisiisteem diskontotegurite leidmiseks on jirgmine:

1A 4 1o + 203 = 3,
1)\1 -+ 2)\2 = 2

Teisest vorrandist saame A\, = 1 — \;/2 ning asendades \, esimeses vorrandis
saame \; + 1 — \;/2 4+ 23 = 3 ehk \; = 1 — )\;/4 . Seega vorrandisiisteemi uld-
lahend on kujul A = (A\;,1 — A1/2,1 — A\;/4). Kuid koik need vektorid )\ ei ole
diskontotegurite komplektid, kuna diskontotegurite jaoks peab kehtima vorra-
tused \; > 0.
Seega,

)\1>0,1—)\1/2>0 ()\1<2),1—)\1/4>0 (>\1<4),

ning kéik diskontotegurite komplektid on esitavad kujul A = (A, 1 — A1 /2,1 —
/\1/4),0 < )\1 < 2.

Kui mudelis eksisteerib vihemalt iiks komplekt diskontotegureid, siis
a) portfelli hind on vordne portfelli tulevase rahavoo diskonteeritud vaartusega
(nutdisvaartusega) mistahes diskontotegurite komplekti suhtes:

T T N N T N
D heut) =D N Hucalt)=> Hy Y Neo(t)=> H,B, =Wy,
t=1 t=1 =1 n=1 t=1

n=1
b) suvalise saavutatava rahavoo niitidisvaartus mistahes diskontotegurite komp-
T
lekti suhtes on vordne selle rahavoo hinnaga, s.t. W, = Z ANeg;

t=1
T

¢) mudel on arbitraazivaba. Téepoolest, kuna Wy = Z ey (t), siis tikski stra-

t=1
teegia ei saa olla arbitraazistrateegia. Kui ¢y > 0, siis ka Wy > 0; kui aga
cg 2 0,cy 7é 0, siis Wy > 0.

Pohitulemused riskivaba mudeli kohta

Teoreem 1. Turu mudel on arbitraazivaba parajasti siis (s.o., siis ja
ainult siis ), kui selle mudeli jaoks on olemas vihemalt iiks diskontote-
gurite komplekt.

Teoreem 2. Mudel on arbitraazivaba ja taielik parajasti siis, kui te-
ma jaoks on olemas tapselt iiks diskontotegurite komplekt.

Mittesaavutatava rahavoo (sel juhul on mudelis 16pmatu arv diskontotegu-
rite komplekte) hinda ei 6nnestu mudelis iiheselt méarata, kuid saab anda hin-
nale {iilalt ja alt hinnangud:



Seos diskontotegurite ja nullkupongvoélakirjade tulususe vahel.
Vaatleme nullkupongvélakirju nominaaliga 1. Lunastamistihtajaga 7 (aeg
on moodetud aastates) nullkupongvélakirja Z” tuleviku rahavoog on

1, kui t=r71
c(t) = .
0, kui t#r

Kui nullkupongvélakirja Z” rahavoog on mudelis saavutatayv, siis selle vola-
kirja hind W7 on vordne ajahetkele 7 vastava diskontoteguriga (kdikide diskon-
totegurite komplektide korral)

T
W7 =" Ae(t) = A
t=1

Teiselt poolt, volakirja tulusus tdhtajani y, on nullkupongvélakirja Z” korral
leitav vorrandist

WT:i o) _ 1

t=1 (I+y) T4y
millest saame seosed

1 _1
/\T:m’ yr = (A;) 7 — L.

Volakirjade turu andmete kasutamine mudeli konstrueerimiseks.

Reaalsed finantsturud ei ole taielikud ning seetottu voib juhtuda, et turu-
mudel reaalsete andmetega ei ole arbitraazivaba. Seetottu konstrueeritakse ar-
bitraazivaba mudel, kus volakirjade hinnad on vaid ligilihedaselt samad, mis
reaalsel turul. Selleks a) leitakse diskontotegurid nii, et volakirjade nitidis-
vaidrtused oleks voimalikult l1dhedased volakirjade tegelikele hindadele (kasu-

tatakse volakirjade musti hindu). Selleks minimiseeritakse vélakirjade tegelike
T

hindade B, ja nende niitidisvairtuste Z Ai¢n(t) vahede ruutude summat:
t=1

N T

D (Bu = Miea(t)? —x50 min.
t=1

n=1

Olgu ) selle minimiseerimisiilesande lahend.

b) Konstrueeritakse arbitraazivaba mudel, kus volakirjade hindadeks vaoe-
takse

T
B, = thcn(t), n=12 .. N
t=1

ning nende tuleviku rahavoogudeks on ¢, (t), t=1,2,...,7T .

37



Hind Maksed

Volakiri t=0 t=1 t=2
bond1 1.5 1 1
bond2 2.4 1 2
bond3 2.6 2 1

Tabel 2.5: Niite 2.10 turumudel

Hind Maksed
Volakiri t=0 t=1 t
bond1 1.636 1
bond2 2.355 1
bond3 2.555 2

= N

Tabel 2.6: Niite 2.10. arbitraazivaba mudel

Naide 2.10. Vaatleme volakirjade turgu (vt.tabel 2.5), kus kaubeldakse vaid
kolme volakirjaga: bond1, bond2 ja bond3. Olgu aeg ¢t mo6detud aastates.

See mudel ei ole arbitraazivaba. Naiteks portfell H = (3, —1, —1) on arbitraa-
ziportfell: Wy = —0.5, ¢y = (0,0).
Konstrueerime niitid nende andmete pohjal arbitraazivaba mudeli. Selleks mi-
nimiseerime funktsiooni

F()\l, )\2) = (/\1 + /\2 — 15)2 + ()\1 + 2)\2 — 24)2 + (2)\1 + )\2 — 26)2 —A1>0,)2>0 min .

Minimiseerimisiilesande lahendiks on \; = 0.918, \, = 0.718 ning F = 0.023.
Kasutades leitud diskontotegureid leiame volakirjade hinnad arbitraazivabas
mudelis (vt. tabel 2.6) kui volakirjade tuleviku maksete niitidisvaartused.

Lihtne on kontrollida, et see mudel on arbitraazivaba ja taielik (s.t. selle mu-
deli jaoks leidub vaid iiks diskontotegurite komplekt).

Voime konstrueerida arbitraazivaba mudeli ka nii et minimiseeritakse vola-
kirjade tuluméirade erinevust. Olgu y,,n = 1,2, ..., N reaalse turu volakirjade
tulumaarad. Siis
a) leitakse diskontotegurid nii, et volakirjade tulusused tahtajani oleks voimali-
kult 1ahedased volakirjade tegelikele tulusustele. Selleks minimiseeritakse vo-
lakirjade tegelike tulususte ja arbitraazivaba mudeli tulususte vahede ruutude
summat:

N
Z@n — )’ A, 30,9, >—1 ML
n=1
tingimusel, et
ET:)\ (t) XT: Cn(te) 1,2,..,N
Cn = ———— n=12,..,N,
k=1 R k=1 (L +gn)t

kus aeg ¢, on méddetud aastates. Olgu \ selle minimiseerimisiilesande lahend.
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b) Konstrueeritakse arbitraazivaba mudel, kus vélakirjade hindadeks voetakse

ning nende tuleviku rahavoogudeks on ¢, (?) .

2.3 Intressimaara swap.

Swap on tuletistehing, mille korral tehingu osapooled vahetavad omavahel tu-
leviku rahavoogusid.

Intressimiira swap - kahe osapoole kokkulepe kus osapooled vahetavad
tuleviku intressimaksete voogusid. Neid lepinguid kasutatakse tihtipeale sel-
leks et vahetada ujuva intressimiiraga maksete voog fikseeritud intressiméé-
raga maksete voo vastu. Rahavood arvutatakse nominaali (notional amount)
suhtes. Erinevalt volakirjadest ei ole makset lepingu s6lmimise hetkel ning te-
hingu osapooled vahetavad vaid intressimakseid. Intressiméira swapi kasu-
tatakse selleks, et kindlustada end intressimééira riski vastu. Suur osa swap-
pe kasutavad ujuva intressimééra saamiseks kas LIBOR-it (London Interbank
Offer-Rate) voi EURIBORI (mé6lemad méaéaratakse pankadevahelise kauplemise
tulemusel). Ujuva intressiméira saamiseks lisatakse EURBOR-ile voi LIBOR-
ile mingi kogus punkte, kus iiks punkt lisab 0.01% intressiméaérale. Naiteks
kui ujuv intressimaar on EURIBOR+60 punkti ning EURIBORI vaartuseks on
2.5%, siis ujuvaks intressiméaéaraks on 3.1%.

Valuutaswap. Valuutaswapi korral vahetatakse nii algsumma (ja osadel
juhtudel ka intress) ithes valuutas algkapitali (ja osadel juhtudel ka intressi)
vastu teises valuutas.

Vaatleme niiiid, kuidas leida intressiméaira swap-tehingu korral fikseeritud
intressiméira ehk swap-méaéra . Olgu meil arbitraazivaba ja taielik riskivaba
turumudel diskontoteguritega )\,. Vaatleme intressimiira swapi lopptahtajaga
T ja nominaaliga 1.

Olgu C},0 < t < 7 - tuleviku intressimaksed ujuva intressimééra korral.
Olgu ¢;(w),0 < t < 7 - tuleviku intressimaksed fikseeritud intressimééara korral.
Swap mair w = w, on fikseeritud intressimééar, mille korral

Z Cih = Z Ct(w))\ta
t>0 t>0

s.t. intressimaksete voogude niiiidisvadrtused on samad. Tuletame niiud vor-
randi swap-méira leidmiseks efektiivse intressimédara korral. Olgu aeg ¢t m66-
detud aastates.
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Leiame koigepealt maksete nuitidisvaartuse ujuva intressiméaara korral. Leiame
intressimakse Cy perioodi (¢,t') eest . Kui me ajahetkel ¢ investeerime riskiva-

. .. : . A
balt iihe iithiku, siis me saame ajahetkel ¢’ tagasi summa 1 + Cy = )\—t (kuna
tl
At = (14 Cy)A\v). Kokkuvottes saame

ZC’t' v = Z ;\\t A = Z()\t —Av) =1-= A,

>0 >0 "t >0

kuna )\, = 1.

Leiame niitid fikseeritud intressimiiraga maksete nitidisvaartuse. Oleta-
me, et intressi makstakse ajamomentidel At' + jAt,j = 0,1,2, ..., k, kus At' +
kAt = 7 ning At' < At. Fikseeritud intressimiira w = w, (efektiivne int-
ressiméir) korral on ajahetkedel At' + jAt, j = 1,2, ...,k intressimakse suurus

car = (1+w)?*—1 ning ajahetkel At’ on intressimakse suurus cay = (1+w)>" —1.

) / At
Et (14 w)® — 1 ~wAtja (1+w)>" —1 ~wAt', siis cay ~ NS

Kokkuvottes saame fikseeritud intressimaksete nuiiidisvaartuseks

T

th(w))\ = —)\Atr—O— Z At)Cat

t>0 1A 4+AL

ning me saame jargmise vorrandi swap-mééra leidmiseks

At
—<Mﬂ+ 2: AM((LT+w)?—1)=1—\,.

t=At+AL

Vaatleme niiiid erijuhtu kui At = At = 1 (aeg t on moddetud aastates). Siis

T

O - Mw, =1- A,

t=1

millest saame, et
1—A;
22:1 At
Kui meil on teada swap méarad w;, siis saame diskontotegurid leida rekursiiv-
selt

Wy =

1-—)N 1
=1:w = = \ = ,
’ o A1 ! 14w,
1— X 1 —way
T=2:wy = Ay = ——,
2 )\14‘)\2 2 1—|—w2

jne. Seega, teades swap-méérasid on voimalik leida diskontotegureid ja vastu-
pidi. Seda asjaolu saab &dra kasutada arbitraazivaba mudeli konstrueerimisel
reaalse turu andmete pohjal. Paljudes riikides on swap-turg enam arenenud
kui volakirjade turg ning arbitraazivaba turumudeli konstrueerimiseks kasu-
tatakse swap-turu andmeid.
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2.4 Valuutaswap.

Valuutavahetusswap (foreign exchange swap) on kokkulepe kahe poole vahel
kindla valuutasumma ostmiseks voi miiiimiseks kindlaksméairatud kuupéaeval
ja kindlaksméaaratud vahetuskursiga ning selle tagasimiitimiseks voi tagasiost-
miseks kokkulepitud vahetuskursiga kindlal kuupieval kaugemas tulevikus.

Pooled méaéaratlevad molemad vahetuskursid tehingu s6lmimise hetkel. See-
ga koosneb valuutavahetusswap kahest tehingust, millest esimest nimetatak-
se vilisvaluuta spot-tehinguks (sealjuures tehingu arvelduspédev vastavalt
turustandardile on kas 7'+ 2 v6i T + 1, kus 7 on lepingu s6lmimise péev) ja
teist tehingut nimetatakse vilisvaluuta forward-tehinguks. Esimese tehin-
gu kurss on tavaliselt tehingu toimumise ajal fikseeritud valuuta turukurss.
Pohimotteliselt voib valuutavahetusswapi vaadata ka kui iithe valuuta laena-
mist teise vastu teatud perioodiks. Kui tavapirase laenamise korral tehak-
se intressimakse, siis valuutavahetusswapi korral kajastub intressimééar nn.
forward-kursis.

Valuutavahetusswapi korral maandatakse valuuta vahetuskursi muutus-
test tulenevaid riske. Seda tehingut saab kasutada juhul, kui ettevotjal on va-
luutat (niit. eurosid), mida ta ei vaja enne teatud tdhtaja moodumist, kuid sa-
mas on lithiajaline vajadus teise valuuta (nidit. USA dollarid) jarele. Valuuta-
vahetusswapiga saab katta kursiriski, sest miiiies eurosid hetkekursiga, saab
samal ajal fikseerida dollari tagasiostu kursi. Vastasel korral tuleb eurosid kuu
aja parast tagasi osta siis kehtiva hetkekursiga. See voib aga oluliselt erineda
kursist, millega eurosid miiudi.

Naide. Ettevottel on kaupade eest tasumiseks vaja USA dollareid, kuid
oodata on laekumist USA dollarites (niiteks ettevite ekspordib SRU riikidesse
ja impordib Aasia riikidest). Selleks, et teha makse kohe oodatavate USA dol-
larite arvelt, saab ettevote teha valuutavahetusswapi oodatavate USA dollarite
laekumiseni. Valuutavahetustehingu abil vildib ettevote valuutariski. Nimelt
oleks teine voimalus osta standardse valuutakonverteerimise teel oma kontole
USA dollareid, teha vajalik makse ja hiljem, kui oodatav miugitulu USA dolla-
rites laekub, saaks ettevote miitia USA dollarid taas tavalise valuutakonvertee-
rimise teel. Ent see tahendaks seda, et vahepeal oleks ettevote avatud valuuta-
kursi koikumise riskile ja voib valuutakursi muutumise téttu kahju kanda.

Vilisvaluuta forward-kurss ei s6ltu mitte valuutakursi tulevikuprognoosi-
dest, vaid sellistest teguritest nagu valuuta turukurss, tehingu periood ja va-
luutapaari kuuluvate valuutade intressiméaérad tehingu perioodile vastava taht-
aja osas tehingu solmimise hetkel. Naiteks voib forward-tehingu kursi leida
jargmise valemi abil

B Sl +1i,T/P,
1+ TR

kus F — valisvaluuta forward-kurss

(2.5)
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S — valuuta turukurss ehk spot-kurss (s6ltuvalt valuutapaarist on professio-
naalsete turuosaliste vahel turustandardiks kas 7'+ 2 v6i 7' + 1 tehingu arvel-
duspéiev)

1, — valisvaluuta aastane intressiméér

1, — baasvaluuta aastane intressiméér

P, —valisvaluuta arvestuslik pdevade arv aastas vastavalt turustandardile (360
voi 365)

P, —baasvaluuta arvestuslik pdevade arv aastas vastavalt turustandardile (360
vo6i 365)

T — forward-tehingu periood paevades (aeg arvelduspievani alates spot-tehingu
arvelduspéaevast).

Mairgime, et kuna reeglina on valuutavahetusswapi kestus alla aasta, siis
loetakse ka forward-tehingu kursi valemis tehingu kestust padevades.

Forward-kursi leidmise valem pohineb intressiméirade pariteetsuse tin-
gimusel. Intressiméira pariteetsuse tingimuse kohaselt ei ole voimalik teeni-
da riskivaba tulu laenates raha iihe riigist ning hoiustades teises riigis, kus
riikidel on erinev valuuta. Oletame, et laename koduriigist 1 iithiku raha ning
vahetame selle kursiga S teise riigi valuuta vastu ning hoiustame saadud sum-
ma S iiheks aastaks valisriigis. Aasta parast vahetame hoiustamisel saadud
raha S(1 + i,) tagasi kursiga F ning saame summa S(1 + ¢,)/F. Samuti maksa-
me tagasi laenu koos intressidega summas 1 + i,. Selleks, et arbitraazivoimalus
puuduks peab kehtima vordus

S(1+14,)/F =141,
ehk .
141,
1413’
Mairgime, et sama valem jiareldub ka valemist (2.5), kui eeldada et P, = P, ning
votta tehingu kestuseks 1 aasta (' = P, = BP).

F=5

Valuutaswap (cross-currency swap).

Kui ettevote soovib investeerida valisriiki, millel on koduriigist erinev valuuta
ning investeerimiseks soovitakse votta laenu, siis on ettevéottel otstarbekas ka-
sutada valuutaswapi. Kui ettevote votab laenu oma riigist, siis on ta avatud va-
luutakursiriskile, kui ta aga votab véalisriigis laenu, siis iildjuhul pakutakse tal-
le laenu korgema intressiméaaraga, kui kodumaistele firmadele. Selleks, et saa-
da laenu madalama intressimédédraga, on tal otstarbekas s6lmida valuutaswap.
Valuutaswapi korral vahetavad lepingu osapooled omavahel nii tehingu pohi-
summa kui ka intressimaksed iihes valuutas teise valuuta vastu.

Vaatleme jargmist niaidet. Oletame, et USA rahvusvaheline ettevote (ette-
vote A) soovib laiendada oma tegevust Brasiiliasse ja vajab selleks 160 miljo-
nit Brasiilia reaali ning mingi Brasiilia ettevote (ettevote B) soovib siseneda

42



USA turule. Oma tegevuse laiendamiseks valisriigis vajavad molemad ettevot-
ted laenu. Kuid iildjuhul pakutakse vilisfirmadele laenu korgema intressiméaa-
raga kui kodumaistele firmadele. Oletame, et ettevottele A antakse Brasiilias
laenu 10% -lise intressiméidraga ning ettevote B saaks USA laenuturult laenu
9% intressiméddraga. Samal ajal voiks ettevote A votta USA laenuturult laenu
4% intressiméairaga ning ja ettevote B voib Brasiilia laenuturult votta laenu 5%
intressiméiraga.

Seetottu on moistlik, et ettevote A laenab ettevottele B vajamineva sum-
ma Ameerika pangast ning ettevote B laenab ettevottele A vajamineva summa
Brasiilia panga kaudu ning seejarel laenusummad vahetatakse. Kui eeldada,
et Brasiilia reaali (BRL) ja USA dollari (USD) vaheline vahetuskurss on 1,60
BRL = 1,00 USD ja et molemad ettevotted vajavad sama suurt summat raha,
saab Brasiilia ettevote Ameerika firmalt 100 miljonit dollarit vastutasuks 160
miljoni Brasiilia reaalile, mille ta annab USA firmale.

Niiiid on mélemal firmal investeerimiseks vajalikud vahendid olemas, kuid
molemad firmad peavad tasuma ka intressimakseid laenu eest, mille nad teisele
firmale votsid. Seega vahetavad mdélemad osapooled regulaarselt intressimak-
seid, mis vorduvad teise poole laenukuludega. Oletades, et intressimaksed toi-
muvad kord aastas, siis Ameerika firma peab iga aasta tasuma Brasiilia firmale
0.05*160 = 8 miljonit reaali ning Brasiilia firma Ameerika firmale 0.04*100=4
miljonit dollarit.

Lepingu l6ppedes vahetavad osapooled laenu péhisummad sama valuuta-
kursiga tagasi (kuid voib mingi muu vahetuskursi ka eelnevalt kokku leppida).

Eespool toodud néites s6lmisid kaks firmat lepingu omavahel, kuid saab ka-
sutada ka vahendajat. Sel juhul on ettevotete laenuintressid monevorra suure-
mad, niiteks eespool toodud niites voib firmade A ja B laenude tegelik intres-
siméaar olla vastavalt 5.1% ja 4.1%.
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Peatukk 3

Markowitzi portfelliteooria.
CAPM.

3.1 Investeeringutega seonduvad riskid

Investeerides riskantsetesse varadesse on investoril alati voimalik saada kah-
ju ehk investeerimine on alati seotud riskiga. Margime, et riski moistel ei ole
tthest definitsiooni, seda voib defineerida kui ohtude kombinatsiooni, kahju saa-
mise toendosust voi kahju suuruse ebaselgust. Selleks, et riske juhtida, on mit-
meid voimalusi. Koige lihtsam véimalus investeerimisel oleks riskist hoidumi-
ne, kuid see tdhendab tavaliselt vidga madala tulususega leppimist. Enamasti
seisnebki nii ettevotlus kui ka investeerimine teadlikus riskide votmises.

Riske voib jagada kaheks — puhasteks riskideks ehk sellisteks riskideks,
mille puhul puudub kasu saamise voimalus (nt tulekahju) ning spekulatiivse-
teks riskideks, mille puhul esineb véimalus saada nii kasu kui ka kahju (nt
valuutakursi muutus).

Puhaste riskide juhtimisel kasutatakse enamasti riskide kindlustamist
(insurance), kuid spekulatiivsete riskide puhul seda véimalust tildjuhul ei pa-
kuta. Spekulatiivsete riskide juhtimisel (siia kuulub enamik finantsriskidest)
kasutatakse kas riskide maandamist (hedging), mida teostatakse tavaliselt
labi erinevate tuletisinstrumentide (derivatiivide) voi riskide hajutamist ehk
diversifeerimist (diversification).

Riski mo6tmiseks on mitmeid véimalusi, niditeks toendosus kahju saada véi
kahju suurus 5% toenidosusega. Uheks enamlevinud véimaluseks riski mésta on
investeeringu tuluméira standardhélbe voi dispersiooni kasutamine. Naiteks,
kui samade toenédosuste korral iihe investeeringu tulusus voib olla kas 11% ja
13% ning teisel 2% ja 22%, siis ilmselt on esimene investeering vihem riskant-
ne. Kuid risk s6ltub ka stsenaariumide toendosusest. Naiteks, kui tihel juhul on
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Stsenaarium To6endosus 1.projekti 2. projekti 3. projekti

tulusus tulusus tulusus
w1 0.25 12% 11% 2%
W 0.75 12% 13% 22%
E(R) 12% 12.5% 17%
Var(R) (%) 0 0.75 75
or (%) 0 0.866 8.66

Tabel 3.1: Naite 3.2 investeerimisprojektid

toendosus saada tulususeks 2% vaid 0.02 ning teisel juhul 0.5, siis on esimesel
juhul risk viaiksem kui teisel juhul.
Vi—W

Investeeringu tulusus (tuluméér) R = on riskantse investeeringu korral

0
juhuslik suurus ning seetottu me saame radkida tulususe dispersioonist
Var(R) = E(R — E(R))?

voi standardhélbest
or =+/Var(R).

Suurus E(R) on investeeringu keskmine ehk oodatav tulusus. Kui p,...,p,
on stsenaariumide téenéosused ning Ry, ..., R, investeeringu tulusused nende
stsenaariumide korral, siis investeeringu oodatav tulusus leitakse vastavalt va-
lemile

E(R) = Z pil;.
i=1

Niaide 3.1. Olgu investeerimisprojekti tulusus esimese stsenaariumi korral
10%, teise stsenaariumi korral -6% ning kolmanda stsenaariumi korral 20%.
Stsenaariumide toeniosused on vastavalt 0.5, 0.3 ja 0.2. Leida investeerimis-
projekti oodatav tulusus ning tulususe standardhélve.

Lahendus. Oodatav tulusus 7.2%, tulususe standardhélve 9.432%.

Naiide 3.2. Vaatleme kolme erinevat investeerimisprojekti, millede kohta

on andmed toodud tabelis 3.1 (iilemine osa). Milline neist projektidest on kaige
viahem riskantne ning milline kéige rohkem riskantne?
Lahendus. Leiame projektide keskmise tulususe ning tulususe dispersiooni
ja standardhailbe iilaltoodud valemite jargi. Tulemused on esitatud tabelis 3.1
(alumine osa). Koige vaiksema riskiga (tegelikult, riskivaba) on esimene pro-
jekt, kuid tal on koige vaiksem oodatav tulusus. Koige riskantsem kuid ka koige
suurema oodatava tulususega on kolmas projekt.

Kui kasutada investeeringu tulususe hindamisel logaritmilist tulusust R, =
Vi .. e . .
In R siis saame riski moota suuruste Var(R,) ja og,, = +/Var(R;,) abil.

Kuiomeil on tegemist ajas jarjestikuste investeeringutega, siis on logaritmilise
tulususe standardhéilve ja dispersioon sobivamad riski mo6tmise néitajad tanu
riskide aditiivsuse omadusele. Nimelt, kui R, (i) on logaritmiline tulusus aja-
perioodil [¢t; 1,¢;],i = 1,2,...,n ja R;,(0,n) on kogu perioodi [tg,t,] tulusus ning
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Stsenaarium Toendosus 1. aktsia 2. aktsia
tulusus  tulusus

w1 0.5 10% -5%

Wy 0.5 -5% 10%

Tabel 3.2: Naiite 3.3 aktsiate tulusused

erinevate ajaperioodide tulusused on soéltumatud juhuslikud suurused, siis

Var(Riy,(0,n)) = Z Var(Ru(i)).

3.2 Markowitzi portfelliteooria kahe vaartpabe-
ri korral

Investeeringutega seotud riskide vihendamiseks on moistlik mitte paigutada
kogu summa ihte riskantsesse investeeringusse, vaid moodustada sobiv port-
fell erinevatest riskantsetest investeeringutest. Riskide hajutamiseks kombi-
neeritakse erinevaid aktivaid ehk moodustatakse investeeringute portfell. Ris-
ki hajutamise tidhtsust moisteti juba sajandeid tagasi, kuid kuna puudus ma-
temaatiline riski moa6t, polnud voimalik vélja tootada ka matemaatiliselt for-
muleeritud mudelit optimaalse portfelli koostamiseks. Harry Markowitz otsus-
tas vaartpaberitega seotud riski mootmiseks kasutada statistikas ammutuntud
naitajat — dispersiooni (esimene artikkel 1952.a). Ta oli kaasaegse portfelliteoo-
ria (MPT) valjatootajaks ning sai hiljem selle teooria viljatootamise eest Nobeli
majanduspreemia. MPT eeldab, et investorid on riski viltivad, mis tidhendab,
et kui sama oodatava tulumééraga on voimalik moodustada kaks portfelli, siis
investorid eelistavad vaiksema riskiga portfelli ning investorid on noéus riski
suurendama vaid siis, kui sellega kaasneb suurem oodatav tulu.

Naide 3.3. Vaatleme vaartpaberiportfelli kahe riskantse aktsiaga ja oleta-
me, et aktsiate tulusused kiituvad vastavalt tabelile 3.2.

Kui me jaotame oma raha vordselt nende kahe investeeringu vahel, siis mo-
lema stsenaariumi korral koguinvesteeringu tulusus on 2.5% ning koguinves-
teeringuga seotud risk on null. Kui me aga investeeriksime kogu raha vaid iih-
te aktsiasse, siis investeeringu keskmine tulusus oleks endiselt 2.5%, kuid in-
vesteeringu risk oleks 7.5%. Seega me nideme, et hajutades koguinvesteeringu
mitme aktsia vahel on voimalik koguinvesteeringu riski vihendada vorreldes
juhuga, kui paigutaksime kogu raha iihe ettevotte aktsiatesse.

Vaatleme investori portfelli, mis koosneb kahest riskantsest investeeringust
(aktsia, vaartpaber). Olgu S1(0), S2(0) nende vaartpaberite hinnad ajahetkel ¢ =
0 ning x1, 2, vaartpaberite kogused (arvuliselt) portfellis. Siis portfelli rahaline
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maksumus hetkel ¢ = 0 on leitav valemiga
V(O) = 1'151 (0) + JZQSQ(O)
Olgu w;,i = 1,2 nende vaartpaberite osakaalud portfellis, s.t.

_Iz'Sz'(O) .
w; = V(O) ,Z—1,2.

On lihtne néha, et osakaalude summa on vérdne tihega: w; + w, = 1. Kui z; > 0
(ja w; > 0), siis me votame pika positsiooni vaartpaberi i korral; kui z; < 0 (ja
w; < 0), siis me votame lithikese positsiooni i-nda vaartpaberi korral.

Olgu R;,7 = 1,2, i-nda vaartpaberi tulusus. Siis portfelli vaartus ajahetkel ¢t > 0
on

V =2151(0)(1 4+ Ry) + 2252(0)(1 + R2) = V(0)(wi (1 + Ry) + wa(l + Ry)) =
V(O)(w1 “+ wy + w1R1 + 'LUQRQ) = V(O)(l + wlRl -+ UJQRQ)
ning portfelli tulusus on

RV = = w1R1 -+ wQRQ.

Portfelli oodatav tulusus on leitav valemiga

Wy = Wiy + Wapla,

kus p; = E(Ry), p2 = E(Ry) on iiksikute vaartpaberite oodatavad tulusused.

Mirkus. Logaritmiliste tulususte korral kehtib jargmine vordus:

exp(Ryv) = wy exp(Ry1) + we exp(Ry2). (3.1)
Toepoolest, kuna
Vi
R i = 1 y b= 17 27
w =S

siis
V = 12151(0) exp(Ry1) + 2255(0) exp(Ry2) = V(0)(wq exp(Ry 1) + waexp(Ry2)).
Portfelli logaritmiline tulusus on

v

Rl,V = ln(m

) = In(wy exp(Ry1) + we exp(Ry2)),

millest jareldub (3.1).
Olgu o7, o3 iiksikute vairtpaberite tulususte dispersioonid. Siis portfelli tulusu-
se dispersioon (edaspidi lithidalt portfelli dispersioon) avaldub kujul

ot = Var(Ry) = Var(wi Ry + wyRy) = wio] + wio; + 2wiweCov(Ry, Ry).
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Olgu p;» tulususte R; ja R, vaheline korrelatsioonikordaja. Kuna

CO’U(Rl s RQ)

P12 = 5
0102

siis

2 2 2 2 2
Oy = W04 -+ Wy 0o -+ 2w1w20102p12.

Kui lithikeseks miitiimine ei ole lubatud (w;,w, > 0), siis portfelli oodatava
tulususe ja dispersiooni kohta kehtivad jargmised vorratused:

min {1, o} < py < max {p, po},
ot < max {07,035}

Toepoolest,

2 2 2 2 2
oy = W 0] + w505 + 2W1wa0102012 <

(w01 + we09)? < ((wy + wy) max {01, 02})? = max {07, 05}.

Leiame niitid minimaalse riskiga (minimaalse dispersiooniga) portfelli. Vaatle-
me esmalt erijuhtusid, kus p, = +1.
Olgu P12 = —1. Siis
0‘2, = (w101 — Wyoy)?
jaoy =0, kui
W101 — We09 = O,

w1+w2:1.

Viimase vorrandisiisteemi lahendiks on

09 01
w1 = , Wy = .
g1 + 092 g1 + 09
Kuna w;,wy; > 0, siis ndeme, et juhul p;, = —1 on voimalik konstrueerida ris-

kivaba portfell ilma lithikeseks muiimist kasutamata. Sealjuures minimaalse
riskiga portfelli tulususe kohta kehtib vorratus

min {4, po} < py < max {p, pa}.
Olgu P12 = 1. Siis
0"2/ = (w101 + w202)2

ja oy =0, kui
W01 + Weoy = 0,

Wy + Wy = 1.
Kui 0y # 09, siis viimase vorrandisiisteemi lahendiks on

02 01

(3.2)

01—02'
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Joonis 3.1: Portfelli oodatav tulusus ja standardhélve erinevate osa-
kaalude korral p;» = —1 (vasakul) and p;» = 1 (paremal) korral. Rasva-
ne joon - portfellid juhul kui lithikeseks miitimine ei ole lubatud.

Lihtne on veenduda, et iiks kaaludest on alati negatiivne. See tdhendab, et ris-
kivaba portfelli on voimalik koostada vaid lithikeseks miitimise korral. Kaalude
(3.2) korral on portfelli oodatav tulusus kujul
_ H201 — 102

01— 02

2%

ning me nieme, et minimaalse riskiga portfelli oodatav tulusus v6ib olla nega-
tiivne isegi siis, kui iiksikute vaartpaberite oodatavad tulusused on positiivsed.

Vaatleme niiiid juhtu —1 < p15 < 1. Tahistame = = w, ning vaatleme portfelli
dispersiooni funktsioonina argumendist x:

oy = f(z) = (1= 2)°0f + 2”05 + 22(1 — 2)0102p12.

Kuna
f'(x) = 2x(0? 4 02 — 20109p12) + 20102p12 — 2073
ja f"(x) > 0, siis funktsiooni f(x) miinimumkoht on

2
0] — 0102012

2 2 :

o1 + 05— 20102p12

(3.3)

Wy = To =
ning funktsioon f(z) on kasvav, kui = > x( ning kahanev, kui = < zy. Minimaalse
riskiga portfelli dispersioon lithikeseks miitimise lubamise korral on

2 9 2
‘7102(1 - 012)

b

01 + 05 — 20102p12

2 _
Oy =

mis on positiivne kui —1 < pjp < 1.
Kui luhikeseks miuiiimine ei ole lubatav, siis minimaalse riskiga portfell saadak-
se kaalu w, korral, mis on kujul

0, z9<0,
Tmin = § Zo, 0< oz < 17
1, zg>1.
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Joonis 3.2: Tuipiliste portfellide oodatav tulusused ja standardhélbed
erinevate osakaalude korral —1 < p;; < 1 korral. Rasvane joon - portfel-
lid juhul kui lihikeseks miitimine ei ole lubatud.

Jargmine lemma néitab, millal on véimalik konstrueerida portfelli, mille
risk on viaiksem, kui portfelli kuuluvate vaartpaberite riskid:

oy < min{oy, 05}.

Lemma 3.1. Olgu o; < 0. Siis
1) Kui —1 < p12 < 2, siis saab lithikeseks miiiimist kasutamata konstrueerida
g

portfelli, mille korra21 oy < o01.

2) Kui pjp = 2, siis oy > o7 iga portfelli korral.
)

3) Kui 7 p12 < 1, siis saab lithikeseks miuiimist kasutades konstrueerida
ag

portfelli,Zmille korral oy < o,. Kui lithikeseks miitimine ei ole lubatud, siis iga
lubatava kortfelli korral kehtib o > o, .

Toestus. Vaatleme minimaalse riskiga portfelli kaalu zy (vt.(3.3)) kui funkt-
siooni korrelatsioonikordajast pis:

(2) a—bx
1o =g(1) = ———
0=9 c— 2bx’
kus a = 07, b = 0109, ¢ = 07 + 03. Kuna
b(2a — ¢)
/ P—
g<x)_(c—26$)2\ ’

siis funktsioon g(x) on kahanev.

. (o] ..
Kui —1 < p1p < —, siis
09

2
01 — 0102012

Ty = 2 0
0% + 03 — 2010912
ja
2
01 — 0102012 01
Ty = ! a < < 1

<
U%+U%—20102p12 o1+ 02
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Joonis 3.3: Portfellide oodatav tulusused ja standard-
hilbed soltuvalt p, vaartusest. Jooned 1 ja 2: p;p >
01/09, jooned 4 ja 5: pjo < 01/09,joon 3 : p13 = 01/09.

Kuna funktsioon f(r) = 0% on ruutfunktsioon, siis o < o; juhul wy = .
Kui pys = ﬂ, siis zo = 0 ja oy > o0, iga portfelli korral.
02
Kui Al < p12 < 1, 81is g < 0 ja oy < oy juhul wy = xy. Kui aga lithikeseks
g

2
miitiimine ei ole lubatud, siis w, = 0 ja oy > o; iga portfelli korral.

Naide 3.4. Kahe investeeringu oodatavad tulusused on vastavalt 10% ning
15%; investeeringute tulususte standardhélbed on vastavalt 2% ning 4%. Tu-
lususte vaheline korrelatsionikordaja on 0.75. Leida investeeringute osakaalud
portfellis nii, et portfelli risk oleks vaikseim juhul kui lithikese positsiooni vot-
mine ei ole lubatud. Leida minimaalse riskiga portfellis investeeringute osa-
kaalud juhul kui lithikese positsiooni votmine on lubatud. Leida moélemal juhul
portfelli tulususe standardhélve ning oodatav tulusus.

Lahendus. Kui liithikese positsiooni votmine ei ole lubatud, siis investeerin-
gute osakaalud on vastavalt 1 ja 0 ning portfelli oodatav tulusus on 10% ning
tulususe standardhilve 2%. Kui lithikese positsiooni votmine on lubatud, siis

. . 5. 1 . .
investeeringute osakaalud vastavalt - ja ~1 ning portfelli oodatav tulusus on
8.75% ning tulususe standardhélve 1.871%.

Ulesanne 3.5. Kahe aktsia oodatavad tulusused on vastavalt 12% ning 20%
ning nende aktsiate tulususte standardhélbed aga 3% ja 6% ning tulususte va-
heline korrelatsioonikordaja on 0.5. Kui palju peab investor ostma esimest ja
teist aktsiat, selleks et moodustada neist aktsiatest minimaalse riskiga vaart-
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paberportfell maksumusega 10000 EUR, kui aktsiate hinnad on vastavalt 50 ja
40 EUR. (Méarkus: on lubatud osta murdarvuline kogus aktsiaid).

Vastus. Minimaalse riskiga portfell koosneb ainult esimesest aktsiast. Seega
investor peab ostma vaid esimest aktsiat 200 tiikki.

3.3 Portfelliteooria n vaartpaberi korral.

Olgu z; i-nda vaartpaberi arv portfellis ning S;(0) i-nda vaéartpaberi hind. Siis
vaartpaberite osakaalud portfellis leitakse valemiga
V(0)

=1,2,...,n,

kus V(0) on portfelli investeeritud raha kogus (portfelli hind). Esitame osa-
kaalud vektorina kujul w = (w;,ws,...,w,) ning eeldame, et kaalude summa
on vordne ithega. Olgu u n-méotmeline tihikvektor kujul v = (1,1,...,1). Siis
tingimuse, et kaalude summa on vordne iihega, saame esitada kujul

1=uw’. (3.4)

Koigi lubatavate portfellide hulgaks nimetatakse portfellide hulka, millede kaalud
w rahuldavad tingimust (3.4). Olgu tiksikute vaartpaberite tulusused Ry, ..., R,
ning oodatavad tulusused p; = F(R;),7 = 1, ...,n. Tadhistame

m = (M17M27 7,U/n)

Olgu C tulususte vaheline kovariatsioonimaariks:

i1 Ci2 ... Cip

Co1 C22 ... C2
C= ",

Cn1 Cn2 ... Cpn

kus ¢;; = Cov(R;, R;) ja ¢;; = Var(R;). On teada, et kovariatsioonimaatriks on
simmeetriline ning positiivselt méaaratud ja seega maatriksi C korral leidub
poordmaatriks C*.

Portfelli oodatav tulusus py = E(Ry) ja dispersioon o} = Var(Ry) kaalude
w korral on antud valemitega

=1 =1
ja

o = Var(i wiR;) = C’ov(i w; R;, iijj) =
i—1 i—1 =1

n n
g E wichij:waT.

i=1 j=1
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Teoreem 3.1. (Minimaalse dispersiooniga portfell). Kui «C v’ # 0,
siis minimaalse dispersiooniga portfell on saavutatav kaalude

1
w— M (3.5)

uC—1yT"

korral.
Enne teoreemi toestamist vaatame tildist mitme muutuja funktsiooni tingliku
ekstreemumi leidmise iilesannet kujul

min {F(z) : d;(z) =0,i = 1,2,....m,x = (1, T2, ..., Tp) }. (3.6)

Sellise iilesande lahendamiseks kasutatakse Lagrange’i kordajate meetodit. Konst-
rueeritakse Lagrange’i funktsioon kujul

Gz, \) = F(z) — Z Aidj (), A= (A1, Am)-

Saab néidata, et iilesande (3.6) miinimumkoht kuulub Lagrange’i funktsiooni

statsionaarsete punktide hulka. Lagrange’i funktsiooni statsionaarsed punktid

saab leida kui vorrandisiisteemi
0G(x, \)

=0, 7=12,..
837] ) J )< y T,

0G(z, \)

>y =di(z) =0, i=12,...m,

lahendid.
Kui meil on tingliku ekstreemumi leidmise iillesanne kujul

min{F(z) : di(z) = ¢;,i =1,2,....m,x = (21,22, ..., Tn) }, (3.7)

siis on lihtne veenduda, et me voime vaadelda Lagrange’i funktsiooni ka kujul
Gi(w,\) = F(z) = Y A\jd;(x)
j=1

ning sel juhul iilesande (3.7) miinimumpunkt kuulub vorrandisiisteemi

3G1(x, )\)

=0, j=1,2,...m,
8:16]- J "

lahendite hulka.

Teoreemi 3.1. toestus. Meil on vaja leida kaaludest w s6ltuva funktsiooni
F(w) = wCw” miinimumkoht tingimusel uw” = 1. Vastav Lagrange’i funktsioon

omab kuju
Gi(w,\) = wCw’ — \uw?,
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8G1 (w, )\)

kus )\ on Lagrange’i kordaja. Vordsustades osatuletised Do G=1,...,n)
nulliga, saame 2Cw” — \u” = 0, millest jareldub, et
wl =05\C !, w=0.5)uCt (3.8)

Asendades w” vordusesse uw’ = 1 ning arvestades, et ka maatriks C™! on siim-
meetriline maatriks, saame

1 =05 \uC r’.

Lahendades viimase vorrandi A suhtes ning asendades selle seosesse (3.8), saa-
me teoreemi viite (3.5).

Mairgime, et teoreem 3.1 annab meile minimaalse dispersiooniga portfelli
kaalud juhul, kui lihikeseks miitimine on lubatud. Selleks, et leida optimaal-
sed kaalud juhul, kui lihikeseks miitimine ei ole lubatud, peame lahendama
mittelineaarse planeerimise (tdpsemalt, ruutplaneerimise) iilesande kujul

wCw? — min, ww? =1,w > 0.

Vaatleme niiud, kuidas leida minimaalse dispersiooniga portfelli kaalusid
juhul, kui portfelli oodatav tulusus on etteantud arv . Selliste portfellide hul-
ka (parametriseeritud py jargi) nimetatakse portfellide minimaalse disper-
siooni jooneks .

Teoreem 3.2 (Portfellide minimaalse dispersiooni joon). Vihima dis-
persiooniga portfelli kaalud etteantud portfelli oodatava tulususe ., korral on
leitavad valemiga

w = apy + b,

kus a = a(m, C),b = b(m, C) on n-mdotmelised vektorid:
a= uCtu"mC™*t —uC*m uC™1)/c,
b= (mC 'm"uCt —mCu'mC™)/c,
c=uCtu'mC'm” — mCtuuCtm?”.

eelsusel, et ¢ #£ 0.
Toestus. Lagrange’i funktsioon on kujul

Gi(w, A\, A2) = wCwl = Muw? — Agmw?,

kus A\;, \» on Lagrange’i kordajad. Vordsustades funktsiooni G; osatuletised
kaalude w; suhtes saame vorrandid

2wC — Au — Aom = 0,

millest jareldub, et
w = 0.5MuC™ " +0.50,mC™ . (3.9)
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Joonis 3.4: Lubatavate portfellide hulk ja portfellide mini-
maalse dispersiooni joon (rasvane) n > 2 vaartpaberi korral
o, u tasandil.

T = 1y, saame lineaarse vorran-

Asendades kaalud vordustesse vw? = 1 ja mw
dististeemi

1 =0.5MuCu” 4+ 0.5 uC 'm?,
Wy = 0.50mC Y + 0.50mC ImT

tundmatute \; ja )\, suhtes. Leides )\; ja A\, ning asendades need avaldisse (3.9)
(teha iseseisvalt 14bi), saamegi teoreemi viite.

Definitsioon. Me itleme, et vaartpaber oodatava tulususega p; ja stan-
dardhilbega 0; domineerib viaartpaberi, mille oodatav tulusus on py ning
standardhélve oy, ile juhul kui

p = p2ja oy < 0.
Vaartpaberit parameetritega 1, 0 nimetatakse domineerivaks ja vaartpaberit
parameetritega 15, 0, nimetatakse domineeritavaks vaartpaberiks.

Seda definitsiooni saab laiendada ka portfellide kohta ning raékida ithe port-
felli domineerimisest teise iile.
Esimesel pilgul v6ib paista, et domineeritavad vaartpaberid on kasutud selles
mottes, et ratsionaalsed investorid eelistavad alati domineerivat vaartpaberit
domineeritavale. Siiski saab domineeritavaid vaartpabereid kasutada portfelli
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Joonis 3.5: Riski vihendamine ka-
sutades domineeritavat vaartpabe- Joonis 3.6: Efektiivsuse kover (ras-
rit. vane joon).

moodustamisel portfelli riski minimiseerimiseks (vt. joonis 3.5).

Definitsioon. Portfelli nimetatakse efektiivseks (efficient), kui ei ole iiht-
ki teist portfelli peale tema enda, mis domineeriks tema iile.
Definitsioon. Koigi efektiivsete portfellide hulka koigi lubatavate portfellide
seas nimetatakse efektiivsuse koveraks (efficient frontier) voi ka Markowitzi
koveraks.

Iga ratsionaalne investor valib alati efektiivse portfelli, kuna ta eelistab do-
mineerivat portfelli domineeritavale. Kuid erinevad investorid véivad valida
erineva portfelli efektiivsuse koveralt soltuvalt nende suhtumisest riski. Kui on
antud kaks efektiivset portfelli oodatavate tulususte ;; < ps ja standardhélve-
tega 0, < 09, siis riskikartlik investor eelistab madalama riski o; ja madalama
oodatav tulususega y; portfelli, kuid riskialtim investor voib valida suurema
riski 0, ja suurema oodatava tulususega p, portfelli.

Efektiivsuse kover on portfellide minimaalse dispersiooni joone alamhulk (vt.
joonist 3.6).

Lemma 3.2. Kuulugu portfellid kaaludega w', w”,w’ # w” portfellide mi-
nimaalse dispersiooni joonele. Siis minimaalse dispersiooni joonele kuuluvate
portfellide kaalud on esitatavad kujul w = cw’ + (1 — ¢)w”, kus ¢ € R.

Toestus. Kehtivad vordused (vt. Teoreem 3.2)

w' = ap’ + b,

W' — a,u"+b,
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millest saame, et
/ "

w' —w"” , w —w
a’:M/_M//’ b:w_'uul_uu'
Kui me valime minimaalse dispersiooni joonelt portfelli oodatava tulumééiraga
i € R, siis selle portfelli kaalud w avalduvad samuti kujul

/ "

w —w , ' —w”
w=apt+b=po b w - =
f wo—p
f 3 , 3 L "
(M/_M//+ _Iu/_lu//>w+(M/_M//_M/_M//)w =
i o
o
kusc:'u/ M//GR.
wo—p

3.4 Finantsvarade hindamise mudel (CAPM).

Finantsvarade hindamise mudelit (Capital asset pricing model, CAPM) kasu-
takse selleks, et teoreetiliselt méédrata vara sobivat oodatavat tuluméira sel-
leks, et teha otsuseid tema sobivuse kohta diversifitseeritud portfellis. CAPM
tootati valja 1960-ndatel aastatel (Treynor, Sharpe, Lintner, Mossin).

Oletame niiud, et lisaks riskantsetesse vaartpaberitesse investeerimisse on
investoril véimalik paigutada raha ka riskivabalt. Olgu r riskivaba vara poolt
teenitav intress (tulumaar). Vaatleme (o, u)-tasandil puutujat efektiivsuse ko-
verale mis ldabib punkti (0,7r) (vt. joonis 3.7). Olgu puutepunkti koordinaadid
Harja o
Definitsioon. Portfelli oodatava tulususega 1), ning standardhéalbega o, ni-
metatakse turuportfelliks (market portfolio, tangency portfolio).

Puutuja joonel, mida nimetatakse ka kapitali allokatsioonijooneks (ca-
pital market line) asuvad portfellid, mis on kombinatsioonid riskivabast varast
ning turuportfellist. CAPM mudeli korral valib iga ratsionaalne investor port-
felli kapitali allokatsioonijoonelt. Kapitali allokatsioonijoone vorrand on esita-
tav kujul

oM
Suurust X2 """ nimetatakse riskipreemiaks (Sharpe’i suhtarvuks) (risk

oM
premium, Sharpe ratio) ning see iseloomustab tdaiendavat tulusust lisaks riski-
vaba vara tulususele iithe iithiku riski kohta, mida saadakse vara paigutamisel
riskantsetesse varadesse.
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“Oodatav tulusus

/minimaals_ez

dispersiooni joon

llokatsioonijoon

(s

: » Standardhalve
oM

Joonis 3.7: Kapitali allokatsioonijoon. M - turuportfell

Vaatleme niiiid, kuidas leida turuportfelli kaalusid. Paneme tihele, et kapi-
tali allokatsioonijoone tous

UM — TR mwT —TFr
oM VwCwT

on suurim koigi sirgete tousudest, mis ldbivad punkti (0, 7) ning léikuvad luba-
tavate portfellide hulgaga. Seetottu saame turuportfelli kaalud leida jargmise
maksimeerimisiilesande lahendina

mw” —rp

tingimusel, et kaalude summa on iiks: uw
miiiimine ei ole lubatud).
Naitame niiiid, et turuportfelli kaalud rahuldavad vordust

T = 1 (ning w > 0 kui lithikeseks

ywy C =m — rru, (3.11)

kus v > 0 on konstant ning w,, on turuportfelli kaalud. Ulesande (3.10) Lagran-
ge’i funktsioon on kujul

T

mw' —rp T
Gi(w,\) = ——— — \uw
1 ) VwCwT
ning maksimumkoha korral peavad kehtima vordused
9G(w,\) M VwCuT — (mw” —rp) 20—
= _ )\u —=
ow wCwT
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T T
m' (uy — rp)Cwy, o —
— = 3 —Au' =0,
millest saame, et
M—TF
m? — Xoyu® = M—QCwL.

OM
Transponeerides viimase vorduse mélemaid pooli saame

m— Aoyu =y, C (3.12)

oM
Korrutades viimase vérduse mélemaid pooli teguriga wl, saame

Uy —TF
2
Om

mwl, — \oyuwl, = wy Cwl,,

ehk

pv — AOM = iy — TF,

millest jareldub, et A = ——. Asendades viimase vorduse seosesse (3.12) ning
oM
Hu —Tr 2_ r saame tingimuse (3.11).
oM

tahistades v =

Iga portfelli kapitali allokatsioonijoonel saame konstrueerida kasutades ris-
kivaba vara ning turuportfelli. Kuna koik ratsionaalsed investorid valivad port-
felli sellelt joonelt, siis see tahendab, et nad valivad riskantseid varasid samas
proportsioonis (s.t. niditeks iga uhiku aktsia 1 kohta valivad aktsiat 2 kindla
tthiku). See aga tdhendab, et turuportfell peab sisaldama koiki aktsiaid sellis-
tes osakaaludes, mis vastab nende aktsiate osakaalule aktsiaturul. Praktikas
lahendatakse turuportfelli sageli vastava aktsiaturu indeksiga.

Olgu Ry mingi kindla vaartpaberi v6i portfelli tulusus ning vaatleme li-
neaarset regressioonimudelit selle vaartpaberi tulususe ja turuportfelli tulu-
suse R, vahel:

RV = ay + ﬁvRM + €, (313)

kus € on juhuslik viga keskvaiartusega 0 ning oy, 5, on regressioonisirge korda-
jad, mida saab leida vidhimruutude meetodil ning mis avalduvad kujul

B o COU(R\/,RM) . COU(R\/,RM)
V' U Var(Ry) o, ’
ay = E(Ry) — By E(Ry) = pv — By
Definitsioon. Me nimetame suurust

. COU(R\/, RM)

2
Om

By

antud vaartpaberi voi portfelli (tulususega Ry ) beetakordajaks.
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Aktsia voi portfelli beetakordaja niitab selle aktsia voi portfelli tulususe kéi-
tumist aktsiaturu kui terviku kaitumise suhtes. Kuna py = ay + By, siis akt-
sia voi portfelli tuluméér positiivse beetakordajaga suure toendosusega kasvab
kui turuportfelli tuluméaéar kasvab, kuid aktsia v6i portfelli tuluméaéar negatiivse
beetakordajaga kahaneb.

Kuna Cov(Ry;,¢) = 0 vihimruutude meetodi korral, siis saame aktsia voi
portfelli riski o} esitada kujul

ov = Var(ey) + Bio3,.

Viimase vorduse esimest liidetavat Var(ey ) nimetatakse hajutatavaks ris-
kiks (diversifiable risk) ning turuportfellli korral on see null: Var(ey,) = 0. Selle
osa riskist saame hajutada, investeerides turuportfelli. Teist liidetavat 303, ni-
metatakse siistemaatiliseks riskiks (systematic or undiversifiable risk) ning
turuportfell sisaldab vaid seda tiitipi riski. Beetakordajat 3y, v6ib vaadelda kui
antud aktsia voi portfelliga seotud siistemaatilise riski mootu.

Vastavalt CAPM mudelile on aktsia v6i portfelli siistemaatiline risk gy seo-
tud tema oodatava tulususega py ning aktsia voi portfelli hinnaga: mida suu-
rem on siistemaatiline risk, seda kérgemat oodatavat tulusust (ehk kérgemat
riskipreemiat) nouavad investorid sellelt aktsialt voi portfellilt. Samal ajal ha-
jutatava riski suurus ei mgjuta oodatavat tulusust uy, kuna selle saab elimi-
neerida turuportfelli investeerides.

Saame leida ka seose siistemaatilise riski gy ja oodatava tulususe puy vahel,
kasutades selleks vordust (vt. (3.11))

Ywpy C =m — rpu.
Siis portfelli kaaludega wy beetakordaja saame esitada kujul

_ Cov(Ry,Ry)  wyCwl  (m—rpu)wl  py —rp

By

2 - T~ T = )
o5 wyCwy, (M —rpu)wy, iy —TF

millest saame, et
pv =r1F + (p —71) By (3.14)

Viimane vordus néiitab, et portfelli voi aktsia oodatav tulusus py on lineaarselt
seotud vastava portfelli/aktsia beetakordajaga 3y .

CAPM mudel kirjeldab turu tasakaaluseisundit. Koéik investorid investee-
rivad portfellidesse, kus riskantsed vaartpaberid on samades proportsioonides
nagu turuportfellis. Need portfellid erinevad vaid riskivaba vaartpaberite ja ris-
kantsete vadrtpaberite osakaalu suhtes. Riskantsete vaartpaberite noudlus ja
pakkumine on tasakaalus senikaua, kui koigi vaartpaberite korral vordus (3.14)
kehtib. Uus informatsioon aktsiate kohta v6ib muuta investorite hinnanguid
oodatavale tulule ja beetakordajale ning siis ei pruugi vordus (3.14) enam tai-
detud olla.
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Oletame niiteks, et mingi aktsia korral

py > rp+ (s — re)By.

Sel juhul investorid soovivad suurendada selle aktsia osakaalu portfellis, kuna
see pakub suuremat oodatavat tulusust, kui siistemaatilise riski kompenseeri-
miseks on noutav. Aktsia néudlus on suurem kui pakkumine ning see viib aktsia
hinna téusule ning oodatava tulususe vidhenemisele kuni vordus (3.14) jallegi
kehtib.

Analoogiliselt, kui

py <rp+ (py —7r)pPy.

siis investorid soovivad aktsiat miitia ning pakkumine iiletab néudluse. See viib
aktsia hinna langemiseni ning oodatava tulususe tousuni, kuni vordus (3.14)
taas kehtima hakkab ning turu tasakaal taastatakse.

Need vorratused on praktikas olulised ning annavad investoritele selge signaa-
li, millel mingi vaartpaber voi aktsia on ala- v6i iilehinnatud, s.t., millal seda
vaadrtpaberit voi aktsiat osta voi miiia.

Iga riskantse vadrtpaberiga seotud riski voime jagada siistemaatiliseks ehk
tururiskiks ning mittestistemaatiliseks ehk spetsiifiliseks riskiks. Mittesiiste-
maatiliseks riskiks nimetame seda osa riskist, millest on voimalik vabaneda
portfelli diversifitseerimise abil. Empiirilised uurimused on ndidanud, et kuna
erinevate vadrtpaberite (investeerimisprojektide) omavahelised korrelatsiooni-
kordajad on viaiksemad iihest, on voimalik portfelli diversifitseerimise abil sum-
maarset riski oluliselt vihendada nii, et sellega ei kaasne tulususe vihenemine.
Fabozzi ja Modigliani toovad vélja jargmised iildistused diversifitseerimise mo-
ju kohta:

e USA-s koosneb keskmise aktsia risk 30% ulatuses siistemaatilisest riskist
ja 70% ulatuses mittesiistemaatilisest riskist.

¢ Portfell, mis koosneb iile kahekiimne juhuslikult valitud ettevotte aktsia-
test, sisaldab iiksnes siistemaatilist riski.

Riski hajutamise edukus soltub otseselt portfelli kuuluvate erinevate ette-
votete arvust (vt joonis 3.8).

Mitmete kapitaliturgusid késitlevate teooriate kohaselt kompenseeritakse
investoritele iiksnes siistemaatilise riski kandmine. Juhul, kui vaartpaberitu-
rul on palju diversifitseeritud vaartpaberiportfelle omavaid investoreid, kuju-
neb aktsia turuhind nii korgeks, et sellelt saadav oodatav tuluméaar kompen-
seerib liksnes selle osa riskist, mida pole véimalik portfelli koostamise abil ha-
jutada.

Finantsvarade hindamise mudel vaidab, et mingi aktiva oodatav tulumééar
on leitav riskivaba tulumééra ja tururiskipreemia summana, kusjuures inves-
torile kompenseeritakse iiksnes sellise riski v6tmine, mida pole voimalik diver-
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Riskitase
A

Mittesiistema

kogurisk

Stistemaatiline risk

l _ Erinevate
“aktsiate arv

Joonis 3.8: Portfelli risk soltuvalt portfelli kuuluvate erinevate vaiartpabe-
rite arvust.

sifitseerida vaartpaberiportfelli koostamise teel (siistemaatiline risk). Finants-
varade hindamise mudeli valjatootamine 1960-ndatel mgjutas oluliselt ka ma-
janduspraktikat. Uheks viljundiks oli tdiendava touke andmine indeksfondide
levikule — mudel viitis, et teatud spetsiifiliste eelduste tdidetuse korral peaksid
koik investorid eelistama riskantse portfellina turuportfelli. Teiseks oluliseks
valjundiks oli beetakordajate ulatuslik kasutamine aktiva riskitaset iseloomus-
tava néitajana.

3.4.1 Arbitraazihindade mudel

Arbitraazihindade mudel (arbitrage pricing theory, APT) on samuti vilja
tootatud riskantsete varade hindamiseks. Oodatavat tulumééra vaadeldakse li-
neaarse funktsioonina mitmetest makrookonoomilistest faktoritest, kusjuures
iga faktori mgju antud varale iseloomustab faktorile vastav beetakordaja. Mu-
deli baasil tuletatud tuluméira saab kasutada vara hindamiseks.

APT on mudel, kus tuluméérade erinevust erinevate varade vahel modelleeri-
takse mitmete faktorite abil. Faktoritena kasutatakse enamasti vélakirjaturu
néitajaid, inflatsiooni, majandusprognoosidega seotud faktoreid, vaartpaberi-
turuindeksit jne. Faktorite valikul lahtutakse nende empiirilisest sobivusest.
Mudeli iildkuju on

E(R) =rp+ BiRF| + BRFy + ... + B RF,

kus RF,,k =1,2,..., K, on k-nda faktori riskipreemia ning ; on k-ndale faktori-
le vastav beetakordaja.
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Peatukk 4

Riskantsed vaartpaberid

4.1 Aktsiad. Turgude efektiivsus.

4,1.1 Aktsiad

Aktsia (stock) on vaartpaber, mis nditab omaniku (aktsionari) 6igust osale et-
tevotte varast ja kasumist. Kasumiosa, mis aktsiate arvu alusel investeerijale
vilja makstakse, nimetatakse dividendiks.

Aktsiate liigitus s6ltuvalt hdiletusoigusest ja dividendidest

* Eelisaktsia
Dividendide suurus on fikseeritud ning iildjuhul puudub hiiledigus akt-
sionaride iildkoosolekul. Eelisaktsionarid on eelisseisus vorreldes lihtakt-
siondridega ettevotte pankroti korral — nende néuded rahuldatakse es-
malt.

¢ Lihtaktsia
Enamus kaubeldavaid aktsiaid on lihtaktsiad. Turul kaubeldavad akt-
siad on tundlikud kdikide pdhiliste finantsturgude riskide suhtes. Aktsiate
vadrtuse muutus voib olla suur vorreldes teiste vaartpaberitega.

Aktsia vaartuse hindamine

Nagu enamiku finantsinvesteeringute vaartus, séltub ka aktsiate vaartus tule-
vikus laekuvate rahavoogude niitidisvaartusest. Seega aktsiate korral dividen-
dide nutidisvaartusest.

Eelisaktsia vaartus ehk hind P

o0

D,
P=2 Trwy

t>0
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kus D, - dividendid ajahetkel ¢ ja k - investeerija néutav tulunorm.

Kui dividendid kaigil perioodidel vordsed (D; = D) ning t = 1,2, ... on aastad,
siis vastavalt geomeetrilise progressiooni summa valemile:

P = -
Kui aga dividendid kasvavad konstantses tempos, s.t. D; = (1 4+ ¢)D;_1,¢ < k,
siis

D,
k—c

Viimast valemit nimetatakse Gordoni kasvumudeliks.
Lihtaktsiate korral dividende suurus ei ole kindlaksméaaratud ning neid voidak-
se ka mitte maksta. Kui aktsionir kavatseb hoida aktsiat oma kdes 7' aastat
ning dividendide suurus aastani 7" on teada, siis

P =

T

Dt PT
P:Z(1+k)t+(1+k)T

t>0

kus Pr on aktsia turuhind ajahetkel 7.

Praktikas on nende teoreetiliste valemite rakendamine keeruline, kuna see
eeldab viga stabiilset majanduskeskkonda, et dividendide suurused tulevikus
oleks ligildhedaseltki teada.

Uheks voimaluseks aktsiate hindamisel on lihtuda nende bilansilisest vaér-
tusest. Aktsia bilansiline vaartus ehk (aktsia raamatupidamisvairtus (book
value)) on firma bilansiline omakapital ithe aktsia kohta. Aktsia hinna ja raa-
matupidamisvaartuse suhe (price-to-book-ratio) P/B:

P
P/B=——
/B =gy

P - aktsia turuhind; BV - aktsia raamatupidamisvaartus.

Aktsia vaartuse hindamise itheks voimaluseks on ka ettevétte kasumi prog-
noosimine tulevikus ning selle pohjal aktsia diglase hinna leidmine. Selleks lei-

takse suhtarv P/E : P

EPS’
P - aktsia turuhind; FPS - puhaskasum aktsia kohta.

P/E =

Aktsia hinda mojutavad tegurid:

¢ Turul valitsev hinnang ettevotte kasumipotentsiaalile

¢ Turul kehtivad intressiméaarad
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* Konkreetse ettevottega seotud muudatused
* Tootmisharu arengupotentsiaal

¢ Uldine majandusareng.

4.1.2 Finantsturgude efektiivsus

Arbitraazi all méistetakse reeglina kahte korraga tehtavat tehingut (ost ja miiiik),
mille eesméargiks on teenida hindade erinevuse pealt riskivaba kasumit.

1950-ndate aastate 16pus pustitasid majandusteadlased hiipoteesi, mille ko-
haselt aktsiate hinnad ekslevad, s.t. nende muudatused on ajas ettearvamatud
(Random walk hypothesis). Selle baasil kujunes vilja efektiivse turu hiipotees,
mis vaidab, et efektiivne turg reageerib kohe uuele infole ning seega ei onnestu
sama riskitaseme puhul tihelgi investoril teenida rohkem kui teistel. Et efek-
tiivsel turul peegeldavad finantsvarade hinnad kogu olulist infot, siis voivad
investorid olla kindlad, et nad maksavad varade eest alati diglast hinda.

Mitte iga turg ei pruugi automaatselt olla efektiivne. Efektiivse turu toimi-
miseks on vajalik, et tdidetud oleks jargmised eeldused:

* Turul piisav hulk investoreid, kelle eesmérk on teenida spetsiaalset ekst-
rakasumit;

¢ Piisavalt suur kéive;
* Informatsioon liigub kindlaid kanaleid pidi (borsi infostiisteem);
¢ Investorid on ratsionaalsed;

¢ Taieliku konkurentsi eeldus — maksumaéérade ja tehingukulude erinevus-
te puudumine turuosaliste vahel.

Turu nork efektiivsus. Aktsiaturg on norgalt efektiivne, kui

¢ Aktsiahind peegeldab kogu informatsiooni varasema aktsiahinna liiku-
mise kohta;

* Investor ei saa prognoosida aktsiahinna muutust tulevikus varasemate
hindade pohjal;

¢ Aktsiahind jargib juhuslikku arengutrendi, see voib sama toenédosusega
tousta voi langeda.

Turu keskmine efektiivsus. Turg on keskmiselt efektiivne, kui avalik-
kusele kattesaadavat, sh ka ajaloolist infot (varasemad aktsiahinnad, ettevotte
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aastaaruanded, ajaleheartiklid) kasutades ei saa teenida lisakasumit.

Turu tugev efektiivsus. Turg on tugevalt efektiivne, kui kogu ettevotte
kohta kittesaadavat infot (sealhulgas ka ettevotte siseinfo) arvesse vottes ei
saa teenida lisakasumit.

Siseinfo kasutamist tehingute sooritamisel nimetatakse insider trading’uks;
paljudes riikides on see seadusega keelatud ning firmajuhid peavad avalikult
teatama oma kavatsusest sooritada tehinguid oma ettevotte vaartpaberitega.
Tavaliselt koik arenenud turud on vihemalt norgalt efektiivsed.

Borsikrahhid on néhtus, mille seletamiseks ei piisa efektiivse turu teooriast
(aktsia hinnad peegeldavad alati aktsia tegelikku vaartust). Kiirete hinnaliiku-
miste seletamiseks sobib rohkem mulliteooria. Selle jirgi ei viljenda vaart-
paberite hinnad mitte alati nende tegelikku vaédrtust. Hinnamull on olukord
turul, kus vaartpaberite hinnad iiletavad nende fundamentaalselt pohjendatud
vaartuse.

Hinnamullide tekkimise peamisteks pohjusteks on:

* Investorid votavad soovitut tegelikkuse péhe, investorite usk mingi uudse
olukorra voi reaalsuse tekkesse;

¢ Keskpankade ekspansiivne rahapoliitika;

* Finantsvéimenduse (nt. pangalaen) laialdane kéattesaadavus.
Ajaloos tuntuimad hinnamullid:

¢ Hollandi tulbisibulate maania 17.saj., tipp méarts 1637; 1 sibul=10 kési-
toolise aastapalka; 1636.nov.- 1637.mai hinnaindeks suurenes 10-1t kuni
200-ni ja siis kukkus tagasi alla 10-ni;

e USA borsibuum 1920-ndatel, krahh 29.oktoober 1929 (must teisipidev),
kus New Yorgi aktsiabors kukkus 11,7%. (24.0ktoober — must neljapaev).
28.0kt. 1929 Dow Jones indeks kukkus 12.8% ja 29.oktoobril 11.7%. Dow
Jones indeksi liikumine: aastatel 1922-1929 indeks tousis 60-1t 330-ni ja
sealt kukkus nelja aastaga 40 peale;

¢ Kinnisvaramull USA-s 2007.a. ja sellega kaasnenud finantskriis 2007-
2009. Dow dJones indeks kukkus vidhem kui kahe aastaga 14000-It kuni
6700-ni.

4.1.3 Aktsia tulusus. Aktsia hinna kaitumine
Vaatleme aktsia hinda vordsete ajavahemike t = nr jarel, kusn =1,2,... ning 7

on fikseeritud ajasamm. Tdhistame aktsia hinna hetkel nr (ehk edaspidi liihi-
dalt ajahetkel n ) suurusega S(n). Oletame, et hetkel ¢ = 0 on aktsia hind teada
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ning vordne suurusega S(0) . Tuleviku aktsiahinnad ei ole teada ning need on
vaadeldavad juhuslikena. Aktsia hinna S(n) kditumist on sobiv kirjeldada akt-
sia tulususe kaudu. Kui aktsia kohta ei maksta dividende ajaperioodil [n,m] ,
siis aktsia tulumééar (lihidalt tulusus) R(n, m) defineeritakse analoogiliselt in-
vesteeringu tulususega kui juhuslik suurus

S(m) = 5(n)

R(n,m) = St

Tulusus R(n) ajaperioodil [n — 1,7 on seega

S(n) —S(n—1)

Rn) = —=s =1

Kui aktsia kohta makstakse dividende ajahetkel n, siis aktsia hind parast di-
videndide viljamaksmist langeb ning see mgjutab aktsiahinda S(n) . Sel juhul
aktsia tulusus ajaperioodil [n — 1,n] on

S(n) —S(n—1)+ D(n)

R(n) = ST ,

kus D(n) on ajahetkel n viljamakstud dividendid. Kui meil on antud jarjesti-
kused iiheperioodilised tulusused R(n + 1), R(n + 2), ..., R(m), siis perioodi [n, m]
tulusus R(n, m) avaldub iheperioodiliste tulususte kaudu valemiga

1+ R(n,m)=(1+Rn+1)(1+ R(n+2))...(1+ R(m)).

Niaeme, et selliselt defineeritud tulususe korral ei kehti nn. aditiivsuse oma-
dus, s.t. kogutulusus ei vordu iiksikute perioodide tulususte summaga. Viimane
omadus kehtib aga juhul kui vaatleme logaritmilist ehk pidevat tulusust.
Kui aktsia pealt ei maksta dividende ajaperioodil [n,m], siis aktsia pidev (lo-
garitmiline) tuluméar (lihidalt tulusus) defineeritakse kui juhuslik suurus

ning iiheperioodiline pidev tulusus r(n) kui

S(n)
S(n—1)’

r(n) =1In

millest jareldub, et
S(n) = S(n —1)e"™.

Kui aktsia pealt makstakse dividende ajahetkel n, siis pidev tiheperioodiline
tulusus leitakse valemiga
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Kui meil on antud jarjestikused itheperioodilised pidevad tulusused r(n+1), r(n+
2),...,r(m) , siis perioodi [n, m| pidev tulusus r(n, m) avaldub ttheperioodiliste tu-
lususte kaudu valemiga

m

r(n,m)=r(n+1)+r(n+2)+..+r(m)= Z (7).

j=n+1

Kui eeldada, et aktsiaturg on norgalt efektiivne, siis aktsiahinna pidevad tihe-
perioodilised tulusused peaks olema soltumatud juhuslikud suurused. Eeldus,
mis aktsiahinna kaitumise kohta tehakse, on jargmine

r(n) =c+w(n) (4.1)

kus ¢ on konstant ning w(n),n = 1,2,... on jargmiste omadustega juhuslikud
suurused:

a) E(w(n)) = 0, s.t. juhuslike suuruste w(n) keskvaartused on nullid.

b) Juhuslikud suurused w(n) on séltumatud, millest jareldub, et corr(w(n),w(m))
0 suvaliste m, n, m # n korral.

Valemist jareldub, et
In(S(n)) =In(S(n —1)) + ¢+ w(n) (4.2)
ning

In(S(n)) = In(S(0)) + nc + Z w(j).

Aktsiahindade empiiriline uurimine on niidanud, et aktsiahinnad kaituvad li-
gikaudselt vastavalt valemile (4.2), kus w(n) on normaaljaotusega séltumatud
juhuslikud suurused keskvairtusega 0 ning konstantse dispersiooniga.

Naiteid aktsiahinna kaitumise kohta.

Vaatleme pievaseid aktsiahindu viie aasta jooksul, kui pidevaste aktsiahin-
dade kaitumist kirjeldab vorrand

In(S(n)) = In(S(n — 1)) 4 (0.07/365) +w(n), n=1,2,...,1825, S(0) = 100.

kus w(n) on normaaljaotusega s6ltumatud juhuslikud muutujad keskvaartuse-
ga 0 ning dispersiooniga o?.

a) Kui In(S(n)) = In(S(n — 1)) + (0.07/365) + w(n), n=1,2,...,1825, S(0) =
100, 0% = 0.01, siis aktsiahinna kaitumine véib olla selline (neli korda genereeri-
tud juhuslikke suurusi) nagu joonisel 4.1.

b) Kui aga ¢% = 0.02, siis aktsiahinna kditumine véib olla selline (neli korda
genereeritud juhuslikke suurusi): nagu toodud joonisel 4.2. Ndeme, et vorreldes
juhuga ¢ = 0.01 ulatub aktsiahinna maksimaalne viirtus 450-ni vorreldes
220-ga esimesel juhul.
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4.1.4 OQOodatav tulusus. Riskineutraalsus

Riskantsete investeeringute korral ei ole tuleviku rahavood determineeritud,
vaid on juhuslikud. Kui meil on teada erinevate tulevikustsenaariumide toe-
néosused, siis on voimalik radkida investeeringu keskmisest ehk oodatavast
tulust ja tulususest (expexted return). Oletame niiteks, et aktsia hind hetkel
on 100 EUR ning aktsia hinnaks on majanduslanguse, stagnatsiooni ja buumi
korral vastavalt 90 EUR, 104 EUR ning 110 EUR. Olgu nende stsenaariumide
toendosused on vastavalt 0.25, 0.5 ja 0.25.

Siis oodatav tulu on leitav valemiga 0.25%90+0.5%104+0.25%110=102.

Saame leida ka tulusused iga stsenaariumi korral ning riikida oodatavast tu-
S —5(0)
5(0)

-10%, 4% ja 10% ning oodatav tulusus on -10%*(1/4)+4%*(1/2)+10%%*(1/4)=2%.
Seega, kui on teada erinevate stsenaariumite w;, wo, ..., wx toendosused pi, po, ..., Px
ning investeeringu tulu Sy, S5, ..., Sk erinevate stsenaariumide korral, siis ooda-
tav tulu F(S) leitakse vastavalt valemile

lususest. Tulusused R = on erinevate stsenaariumide korral vastavalt

K
E(S) = Z kak
k=1

Kui on antud investeeringu tulusused R, R, ..., Rx erinevate stsenaariumide
korral, siis oodatav tulusus leitakse vastavalt valemile

K E(S) — S(0)
E(R) = ;PkRk = W

Kui meil on antud jarjestikused soltumatud iiheperioodilised oodatavad tulu-
sused F(R(n+ 1)), E(R(n + 2)), ..., E(R(m)), siis perioodi [n, m] oodatav tulusus
E(R(n,m)) avaldub ttheperioodiliste oodatavate tulususte kaudu valemiga

1+ E(R(n,m))=(14+E(R(n+1)))(1+ E(R(n+2)))....(1+ E(R(m))).
Kui meil on antud jarjestikused iiheperioodilised oodatavad pidevad tulusused
E(r(n + 1)), E(r(n + 2)), .., E(r(m)) (pidev tulusus r — In (%) siis perioodi

[n, m| oodatav pidev tulusus E(r(n,m)) avaldub iiheperioodiliste oodatavate pi-
devate tulususte kaudu valemiga

j=n+1

Viimane valem kehtib ka juhul, kui iiheperioodilised tulusused ei ole s6ltuma-
tud, kuna keskvéairtus juhuslike suuruste summast on alati vordne keskvair-
tuste summaga.
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Vordleme riskantse investeeringu keskmist oodatavat tulu riskivaba inves-
teeringu tuluga kasutades viimasel juhul pidevat tulumééra. Kui me investee-
rime riskivabalt summa S(0) ajahetkel ¢ = 0 pideva tulumééraga r, siis aja
t = T parast on investeeringu suurus

S(0)e”.

Tekib kiisimus, et kui investor investeerib sama summa riskantsesse investee-
ringusse, siis milline peab olema sellise investeeringu oodatav tulusus, et ta va-
liks riskantse investeerimisviisi riskivabalt investeerimise asemel. See s6ltub
investori suhtumisest riski. Tiupiliselt on investorid riskikartlikud ning nende
jaoks peab kehtima vorratus

E(S) > S(0)e™

ehk e "7 E(S) > S(0), s.t. diskonteeritud oodatav tulu peab olema suurem inves-
teeritud summast S(0).

Riskialtide investorite korral voib kehtida ka vérratus
E(S) < S(0)e™

(riskialtid investorid on néiteks loteriil osalejad).
Riskineutraalsete investorite korral aga

E(S) = S(0)e™

ehk e "7 E(S) = 5(0), s.t. nad on valmis valima riskantse investeeringu juhul
kui diskonteeritud oodatav tulusus on vordne (voi suurem) kui investeeritud
summa.

Kui meil on antud stsenaariumite téendosused p;, po, ..., px , siis tildjuhul ei
kehti vordus
e E(S) = S(0).

Toendosusi p,(w1), p«(wsa), ..., p«(wk ), mille korral p.(wy) > 0 (1 < k < K) ja
K

K
> pulw) = 1 ning kehtib vordus e "E,(S) = ¢ ) po(wi)Se = S(0), nime-
k=1

k=1
tatakse riskineutraalseteks toenaosusteks.

Osutub, et tuletisvaartpaberite (optsioonid, forwardid) Giglase hinna leidmisel
on riskineutraalsed téenédosused olulisemad, kui stsenaariumide algsed téenéo-
sused.

4.2 VUldine matemaatiline mudel derivatiivide hin-
na leidmiseks

Matemaatilise mudeli elemendid:
a) Loplik arv 7' + 1 ajahetke t € {0,1,2,...,7},T < oo, millal turu mudelis saab
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Vara Stsenaarium Hind¢t=0 Hindt=1 Hindt=2

Aktsia w1 90 100 112
Wa 90 100 106
w3 90 80 90
Wy 90 80 80

Riskivaba vara 100 110 121

Tabel 4.1: Niite 4.1 mudel

Joonis 4.3: Aktsia hinna esitamine hinnapuu kaudu

midagi toimuda. Sealjuures: ¢t = 0 - olevik, modelleeritava perioodi algushetk;
t > 0 - tulevik, t = T - modelleeritava perioodi 16pphetk, ajas kaugemale me
selles mudelis ei vaatle.

Kauplemine (portfelli moodustamine ja realiseerimine) voib mudelis toimuda
koikidel ajahetkedel. Ajahetke numbrit tuleb siin méista kui ajahetke jarjekor-
ranumbrit, mitte kui ajahetke arvvaartust.

b) Riskivaba vara, mida iseloomustatakse vara hinnaga Sy(¢),t =0,1,2,...,7T.

¢) Riskantsete varade hindade kujunemise véimalike stsenaariumide hulk 2 =
{w1,ws, ...,wk }, kus K on naturaalarv.

d) Loplik arv N turul kaubeldavat riskantset vara (assets). Iga vara n,1 < n <
N, on iseloomustatud vara hinnaga kéikidel ajahetkedel ja kéigi voimalike aren-
gustsenaariumide korral, s.t. on antud hinnad S,,(¢,w),t =0,1,2,....T,w € Q,n =
1,2,..., N. Sealjuures eeldame, et vara hind hetkel ¢ = 0 (olevik) on koigi stse-
naariumide korral sama:

S,(0) = 5,(0,w),w e Qn=1,2,..,N.
Samuti eeldame, et koigi varade hinnad on positiivsed:
So(t) > 0,5,(t,w) >0,t=0,1,2,....T\w e Qn=12 .., N.

Naide 4.1. Tabeliga 4.1 on antud mudel, kus kaubeldakse iihe aktsiaga ja ris-
kivaba varaga. Ajahetkede arv on 3 ning erinevate stsenaariumide arv on 4:
(T=2),N=1K = 4.

Aktsia hinna voimalikud arengud saab esitada ka hinnapuuna (vt. joonis
4.3).

Def. 4.1. Investori portfell on vektor H(t) = (Hy(t), Hi(t),..., Hy(t)), mis
naitab varade hulka investori portfellis ajahetkede ¢ — 1 ja ¢ vahel, s.t portfell
moodustatakse ajahetkel ¢ — 1 ning hoitakse kuni ajahetkeni ¢.
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Erinevate arengustsenaariumide korral v6ib investor moodustada erineva
portfelli, s.t. H(¢) vdib olla erinevate stsenaariumide korral erinev. Portfellide
jada H(1), H(2), ..., H(T) nimetatakse investeerimisstrateegiaks. Me eeldame, et
suurused H,(t) voivad olla suvalised reaalarvud.

Portfelli vairtus ajahetkel ¢t > 0 leitakse vastavalt valemile

= 3" Hu (08 ()

ja selle portfelli moodustamise hind ajahetkel ¢ — 1 on
W(t—1) Z H,(t)S,(t —1).

Votame lisaks V(0 Z H,( . Portfelli hind niitab rahasummat, mis

portfelli moodustamlseks on vaja ning portfelli viartus niitab rahasummat,
mis me saame selle portfelli maha miiimisel. Margime ka, et koigi suurus-
te V(t), W(t), H,(t) ja S,(t) vadrtused sodltuvad ka stsenaariumist ning naiteks
portfelli vaartus V' (¢) voib olla erinevate stsenaariumide korral erinev.

Investor voib oma portfelli muuta igal ajahetkel, miities mingeid varasid
ning ostes teisi. Investor teeb oma otsused selle kohta, milliseid varasid miiiia ja
milliseid osta, talle tollel ajahetkel teadaoleva informatsiooni pohjal. Eeldame,
et selleks informatsiooniks on varade hinnad kuni antud ajahetkeni (ja mingi
muu info pohjal investorid oma otsuseid ei tee) ning info varasemate hindade
kohta on kittesaadav koigile. See tdhendab seda, et kui varade hinnad kuni
ajahetkeni ¢ on koigi varade korral kahe stsenaariumi korral samad, siis nende
kahe stsenaariumi korral hetkel ¢ moodustatud portfellid peavad ka samad ole-
ma.

Naide 4.2. Leiame niites 4.1 vaadeldud mudeli korral ajahetkel ¢t = 1 moo-
dustatud portfelli H(2) = (2,3) hinna hetkel ¢t = 1 ja vaartuse hetkel ¢ = 2
erinevate stsenaariumide korral.

W (1) =3 %100 + 2 % 110 = 520 stsenaariumide w; ja w, korral;
V(2) =3% 112+ 2 % 121 = 578 stsenaariumi w;, korral;

V(2) =3 %106 4+ 2 x 121 = 560 stsenaariumi w; korral ;

W(1) =3 %80+ 2= 110 = 460 stsenaariumide w3 ja w4 korral;
V(2) =3 %90+ 2 % 121 = 512 stsenaariumi w; korral,

V(2) =3 %80+ 2% 121 = 482 stsenaariumi w, korral.

Uldiselt ei pea me stsenaariumide w; ja w, korral moodustama sama portfel-
li, mis stsenaariumide w; ja wy korral.

Def. 4.2. Investeerimisstrateegiat nimetatakse isefinantseerivaks, kui
ajahetkel t,0 < ¢t < T, moodustatud portfelli hind on vérdne ajahetkel ¢ — 1
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moodustatud portfelli vaartusega, s.t.

D HL(4)Sa(t) =) Hy(t+1)8,(t).

Naide 4.3. Naites 4.1 vaadeldud mudelis on isefinantseerivaks strateegiaks
niiteks strateegia H(1) = (—2,3), H(2,w1) = H(2,ws) = (—12/11,2), H(2,w3) =
H(2,ws) = (—6/11,1), kuna

VH(1)<1,W1) = VH(1)<1,W2) =—2%1104 3 % 100 = 80

ja
W2, (1,w1) = Wra.w) (1,ws) = (—12/11) % 110 + 2 % 100 = 80
ning
Vi) (1, ws) = Vi) (1,ws) = =2 % 110 4+ 3 % 80 = 20
ja

WH(Z,w:;)(lawii) = WH(27w4)(1,w4) = (—6/11) * 110 + 1% 80 = 20.

Def. 4.3. Strateegia on ennustatav (predictable) kui portfellid H(¢) mis
moodustatakse ajahetkel ¢t — 1, s6ltuvad vaid varade hindadest kuni ajani ¢ — 1.

Lause 4.1. Etteantud algvara V/(0) ning riskantsete varade portfellide
Hi(t),...,Hyn(t),t = 1,2,...,T korral on alati voimalik leida riskivaba vara posit-
sioonid H,(t) nii, et strateegia H(t),t = 1,2,...,T on ennustatav isefinantseeriv
strateegia.

Toestus: Leiame riskivaba vara positsioonid H(t),t = 1,2, ..., T jargmiselt:

_V(0) =30 Ha(1)S.(0)

Ho(1) = ) |
V(1) =Y Ha(1)S,(1),
Hy(2) = V(1) - Zgoé1ljn(2)sn<l)v

V(2) = Z Hn(z)sn(2)7

jne. Selline strateegia on isefinantseeriv ning samuti ennustatav, kuna posit-
sioonid H(t),t = 1,2,...,T avalduvad varade hindade kaudu ajahetkeni ¢ — 1.

Def. 4.4. Mudel on arbitraazivaba, kui mudelis ei leidu sellist isefinant-
seerivat ennustatavat strateegiat H (st H(1), H(2),..., H(T)) nii, et V4 (0) = 0
(Wg(0) = 0) ning leidub ¢,1 < ¢t < 7, selline, et Vi (t) > 0 koigi stsenaariumide
korral ja Vj(t) > 0 mingi stsenaariumi korral.
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Vara Stsenaarium Hind¢t=0 Hindt=1 Hindt=2

Aktsia w1 90 100 112
Wa 90 100 120
w3 90 80 90
Wy 90 80 80

Riskivaba vara 100 110 121

Tabel 4.2: Niite 4.4 mudel

Naide 4.4. Vaatleme mudelit, mis on esitatud tabeliga 4.2 (vorreldes niites
4.1 toodud mudeliga on muudetud vaid aktsia hinda hetkel ¢ = 2 stsenaariumi
wy korral).

See mudel ei ole arbitraazivaba, kuna vaadeldes investeerimisstrateegiat
H(1) = (0,0), H2,w;) = H(2,wy) = (—10,11), H(2,w3) = H(2,ws) = (0,0), saa-
me investeeringu vadrtuseks séltuvalt stsenaariumist V (2, w;) = 22,V (2,ws) =
110,V (2,ws) = V(2,ws) = 0. Selline investeerimisstrateegia on isefinantseeriv
ning V' (0) = 0, kuid stsenaariumide w,, ws korral saame positiivse tulu.
Esimene pohiteoreem. Mudel on arbitraazivaba siis ja ainult siis, kui leidu-
vad téendosused p.(w) (neid tdéendosusi nimetatakse riskineutraalseteks toe-
niosusteks) nii, et
a) p.(w) > 0 iga stsenaariumi w € ) korral

b)
Z pe(w) =1
wel
ning
c) suhteliste aktsia hindade S, (t) = ?"g; korral kehtivad vordused
0
E.(S,(t+1)| S(t)) = S,(t) (4.3)

igan=1,2,..,.Njat=0,1,..,7 — 1 korral, kus E,(- | S(¢)) tahistab tinglikku
keskvaartust téendosuste p.(w) korral ning teadaolevate varade hindade S(¢)
korral kuni ajahetkeni .
Paneme tahele, et vordus on automaatselt tdaidetud n = 0 korral, kuna
S’O(t) = 11iga t korral ning Zp*(w) =1.

weN
Naide 4.5. Leiame riskineutraalsed tdendosused néites 4.1 toodud mudeli kor-

ral. Riskineutraalsed téendosused saame leida hargnemistdenéosuste (tinglike
toendosuste) pi1, pa1, P22 kaudu (vt.joonis 4.4).

Vorrandid (vt. valem (4.3)) hargnemistéenéosuste leidmiseks on jargmised:

100 80 90
110”10y T P T 1000
2 106, ) 1o
172 T o T PU T e
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Joonis 4.4: Aktsia hind hinnapuuna ning hargnemistoenéosused.

0B 8
12172 T o TP T g
Nende vorrandite lahenditeks on vastavalt
19 2 4
P11 = 20 P21 = 3’ P22 = 5
ning riskineutraalsed toenéosused on vastavalt
19 19
* —= = —, Px = ]_ — = -,
p (Wl) P11P21 30 p (W2) ]911( p21) 60
(ws) = (1 = pri)pm = =
Px\Ws3) = P11)P22 = o5’
1
N = (11— 1-— = —.
Pe(wa) = ( p11)( P22) 100

Lihtne on veenduda, et leitud riskineutraalsete toenédosuste summa on 1:

19 19 1 1
* * * * —an 60 25 00 °
Pi(w1) + pulwa) + pu(ws) + pu(wa) 30 + 60 + 25 T 100

Seega niites 4.1 vaadeldud mudel on arbitraazivaba.

Vaatleme tuleviku juhuslikku rahavoogu X (w) hetkel ¢ = T'. Tuleviku rahavoog
on saavutatav, kui leidub selline isefinantseeriv investeerimisstrateegia (raha-
voogu X replikeeriv strateegia) H (H(1), H(2),..., H(T)) , et

Vu(T,w) = X(w) Yw e Q.

Arbitraazivabas mudelis on saavutatava tuleviku juhusliku rahavoo X (w) hin-
naks strateegia H hind hetkel ¢t = 0, s.t. Wx(0) = Wx(0). Saavutatava tuleviku
rahavoo hinna saab arbitraazivabas mudelis leida ka riskineutraalsete tdenéo-
suste kaudu. Kehtib vérdus

Wx(0) = E,(X(w)), (4.4)
s.t.
Wx(0) < X (wr)
So(0) ;p*(wk) So(T)”

kus p.(wy) on riskineutraalsed toendosused. Viimasest vordusest saame

52((;)) ; pe(w) X (wr). 4.5)

Wx(0) =
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Naitame vorduse (4.4) kehtivust juhul 7" = 1. Sel juhul riskineutraalsed tdenéo-
sused rahuldavad seoseid

ehk

N

W (0) = Wir(0) = 3 Ho(1)5:(0) = 220 S™ 11 (1)(3 pun) Su(1, ) =

n=0

(0)
o) = n=0

So(0
S
50(0)

D pa(we) O Ha(1)Su(1,wi) = gz(()) > pulwi) Vi (1, wy) =
k=
So(1) “)

Pe(wr) X (wi) = So(0) D pelwi) X (wi) = So(0) B (X (w)),

k=1
Wx (0)
S0(0)

Saab néaidata, et kehtib jargmine tulemus.

millest jireldub, et W (0) = = E.(X(w)).

Teine pohiteoreem. Mudelis on kéik tuleviku rahavood saavutatavad siis ja
ainult siis, kui mudelis on riskineutraalsed téendosused iiheselt maaratud.

Niide 4.6. Leiame niites 4.1 vaadeldud mudeli korral tuleviku juhusliku
rahavoo X (2,w;) = 33/10, X (2,ws) = 0, X (2, w3) = 55/10, X (2,w,) = 0 hinna.
Kuna néite 4.1. mudeli korral riskineutraalsed téendosused on iiheselt maara-
tud, siis koik tuleviku rahavood on saavutatavad ning valemi pohjal saame

WO__ 0_ - _— 0— = —_— _
x(0) =157 *60 "5 10TV 11 11

_ 100 19*33+ 19 1 55 1 21 110
30 10 60 25 10 100

4.3 Optsioonid. Optsiooni hind

4.3.1 Optsiooni moiste

Euroopa ostuoptsioon (European call option) annab optsiooni omanikule 6i-
guse (kuid mitte kohustuse) osta mingit vara, edaspidi alusvara (underlying
asset) optsiooni ostmisel fikseeritud hinnaga X ning kindlaksméaératud ajal 7.
Fikseeritud hinda X nimetatakse optsiooni tiaitmishinnaks (exercise price,
strike price) ning aega T nimetatakse tditmisajaks (realiseerimisajaks, opt-
siooni elueaks) (exercise time, expiry time).
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Euroopa miiiigioptsioon (European put option) annab optsiooni omaniku-
le 6iguse (kuid mitte kohustuse) miitia mingit vara, edaspidi alusvara optsiooni
ostmisel fikseeritud hinnaga X ning kindlaksméaéiratud ajal 7.

Ameerika ostu- ja miiligioptsioon annavad optsiooni omanikule 6iguse
(kuid mitte kohustuse) vastavalt osta ja miiiia mingit vara optsiooni ostmisel
fikseeritud hinnaga X mistahes ajal alates optsiooni ostmisest kuni kindlaks-
méadratud ajani 7.

Alusvara voib olla erinevate optsioonide korral olla viaga erinev. Alusvaraks
voib olla aktsiad, mingi kaup (néditeks tooraine), valisvaluuta, kuid alusvaraks
voib olla ka aktsiaturu indeks, intressiméar voi isegi lumekatte paksus. Néi-
teks Euroopa ostuoptsioon S&P 500 indeksi kohta. Lepitakse kokku, et X =815
(815 indeksi vaartus tditmisajal) ning see, et iihe iihiku vorra indeksi muutust
vastab néiteks 100 eurole.

Optsioone kasutatakse riskide maandamiseks ja spekulatsioonideks.

Tédhistame alusvara hinna tdhisega S(¢) ning olgu optsiooni ostmise hetk ¢ =
0. Optsiooniga seotud valjamakse P optsiooni omanikule optsiooni taitmisajal
T:
Euroopa ostuoptsiooni vialjamakse on leitav vastavalt valemile

b ST =X, kui S(T) > X;
70, kui S(T) < X.

Euroopa mitigioptsiooni korral on valjamakse kujul

p_ [ X=8(T), kuiX >S(T);
P70, kui X < S(T).

Téahistades
2], = x, kuiz > 0;
T 10, kuiz <0,
saame Euroopa ostu- ja miitigioptsiooni vialjamaksed esitada kujul

Po = [S(T) = Xy, Pp=[X - S(T)..

Ameerika ostu- ja mitigioptsiooniga seotud viljamaksed, kui optsioon realisee-
ritakse ajal t,0 < t < T, on vastavalt

Po=[S() — X]y, Pp=[X—-5)

Téahistame Euroopa tiilipi ostu- ja mutigioptsiooni hinna vastavalt V- ja Vp. Kui
riskivaba pidev intressimééar on r, siis kasum Euroopa ostuoptsiooni realiseeri-
misel on

Po —Vee™ = [S(T) — Xy — V'™
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ning Euroopa miiligioptsiooni korral
Pp—Vpeh = [X — S(T)], — Vpe'™.

Seega naiteks ostuoptsiooni omamine on kasumlikum voérreldes raha paiguta-
misega riskivabasse varasse juhul kui alusvara hind

S(T) > X + Vge'™.

4.3.2 Put-call parity

Kui alusvaraks oleva aktsia korral ei maksta dividende, siis sama taitmishinna
X ja sama taitmisaja 7" korral on Euroopa ostu- ja miitugioptsioonide hinnad
seotud jargmise vordusega

Vo —Vp =8(0) — Xe ', (4.6)

Toestame selle vorduse vastuviiteliselt, ldhtudes arbitraazivabaduse noudest.
1. Esmalt oletame vastuviiteliselt, et Vo — Vp > S(0) — Xe " ning niitame, et
siis eksisteerib arbitraazistrateegia. Arbitraazistrateegia konstrueerime jirg-
miselt.

Hetkel ¢t = 0:

* Ostame iithe alusvara aktsia hinnaga S(0);

Ostame iihe miitigioptsiooni hinnaga Vp;

Kirjutame vélja ning miitime iihe ostuoptsiooni hinnaga V;

Eelnevatest tegevustest saadav rahahulk on Vo —Vp—5(0). Kui see summa
on positiivne, siis paigutame raha rahaturule pideva intressiméaaraga r;
kui negatiivne, siis laename selle rahaturult.

Hetkel t =T:

e Lopetame rahaturu positsiooni, mille hind on (Vo — Vp — S(0))e™ . Kui see
on positiivne, siis saame selle summa; kui negatiivne, siis peame sellise
summa maksma.

* Kui S(T)—X > 0, siis jaitame miitigioptsiooni realiseerimata, miiime alus-
vara aktsia hinnaga S(7") ning maksame vélja ostuoptsiooniga seotud val-
jamakse S(T') — X. Kokkuvottes on tegevuste bilanss

(Ve = Vp = 8(0))e"" +8(T) — (S(T) = X) = (Ve = Ve — S(0)e"" + X >0,

mis néitab, et konstrueeritud strateegia on sel juhul arbitraazistrateegia.
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e Kui S(T) — X < 0, siis realiseerime miitigioptsiooni ning saame summa
X — S(T), miitime alusvara aktsia hinnaga S(7'); ostuoptsiooniga seotud
kulud on 0. Kokkuvoéttes on tegevuste bilanss

(Vo —Vp = S(0))e™ + (X —S(T)) + S(T) = (Ve — Ve — S(0))e"" + X >0,

mis niitab, et konstrueeritud strateegia on ka sel juhul arbitraazistratee-
gia.

2. Oletame niiiid, et Vo — Vp < S(0) — Xe "7 ning niitame, et ka siis 6nnestub
konstrueerida arbitraazistrateegia.
Hetkel ¢t = 0:

* Miiime (votame lithikese positsiooni) ithe alusvara aktsia hinnaga S(0);
* Ostame iihe ostuoptsiooni hinnaga V;
¢ Kirjutame vélja ning miitime iihe mitigioptsiooni hinnaga Vp;

* Eelnevateks tegevusteks vajaminev rahahulk on Vp + S(0) — Vo . Kui see
summa on positiivne, siis paigutame raha rahaturule pideva intressimaa-
raga r; kui negatiivne, siis laename selle rahaturult. Kokkuvéttes on koigi
tegevuste bilanss nullis.

Hetkel t =T;

e Lopetame rahaturu positsiooni, mille hind on (Vp + S(0) — Vi )e™ . Kui see
on positiivne, siis saame sellisse summa raha; kui negatiivne, siis peame
sellise summa maksma;

* Kui S(T) — X > 0, siis realiseerime ostuoptsiooni ja sulgeme liithikese
positsiooni, makstes alusvara aktsia eest S(7'); miitigioptsiooniga seotud
kulud puuduvad. Kokkuvottes on tegevuste bilanss

(Vp +S(0) = Vo)™ = S(T) + (S(T) — X) = (Vp + S(0) = Ve)e'm — X >0,
mis néitab, et selline strateegia on arbitraazistrateegia.

* Kui S(T) — X < 0, siis jatame ostuoptsiooni realiseerimata, sulgeme lii-
hikese positsiooni, makstes alusvara aktsia eest S(7') ning maksame vilja
miitigioptsiooniga seotud kulud X — S(7"). Kokkuvéttes on tegevuste bi-
lanss

(Vp 4+ S(0) = V)™ — S(T) — (X — S(T)) = (Vp + S(0) = Vg)em — X >0,

mis néitab taas, et selline strateegia on arbitraazistrateegia.
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Mirkus. Vordus ei kehti iildjuhul Ameerika optsiooni korral. Kui alus-
varaks oleva aktsia korral ei maksta dividende, siis sama tditmishinna X ja sa-
ma téditmisaja T korral on Ameerika ostu- ja miitigioptsioonide hindade vahet
hinnata jargmiste vorratustega

S(0) — X < VA -V < 5(0) — Xe™T,
kus V4, V4 on vastavalt Ameerika ostu- ja miiiigioptsioonide hinnad. Téestada
saab jallegi vastuviiteliselt.
Ameerika ja Euroopa optsioonide hindade korral kehtivad vorratused
Vo < VA, Ve < V.

Kasutades arbitraazivabaduse nouet, saab niidata, et Euroopa ostu- ja miiii-
gioptsiooni hinnad peavad rahuldama jargmisi vorratusi:

max{0, S(0) — Xe "} < Ve < S(0),
max{0, —S(0) + Xe ™} < Vp < Xe "7,
Ameerika optsiooni korral suureneb optsiooni hind kui optsiooni taitmisaeg

T suureneb.

Optsioonide korral kasutatakse ka moéisted in the money, at the money ning
out of the money. Hetkel ¢ on optsioon in the money, kui optsiooni kohesel reali-
seerimisel saab optsiooni omanik positiivse rahavoo (nt. ostuoptsioon on hetkel ¢
in the money juhul, kui S(¢) > X). Optsioon on at the money, kui S(t) = X. Ostu-
optsioon on out the money, kui S(t) < X ning mitigioptsioon juhul, kui S(¢) > X.

4.3.3 Optsiooni hind Black-Scholes mudeli eeldustel

Optsiooni hinna leidmiseks tuletasid Fisher Black, Myron Scholes ja Robert C.
Merton 1970-ndatel aastatel (esimene artikkel 1973, Black&Scholes) nn. Black-
Scholesi vorrandi. Eeldused Black-Scholesi vorrandi tuletamisel.

1. Alusvara hinna kaitumine. Eeldame et alusvara hind kaitub vastavalt
stohhastilisele diferentsiaalvorrandile

dS(t) = pS(t)dt + oSt)dW (t), 4.7)

kus u,0 iseloomustavad vastavalt alusvara hinna keskmist kasvu ajas ning
alusvara hinna volatiilsust ning 1 (¢) on Wieneri protsess.
Juhuslikku protsessi {IWW(¢), ¢ > 0} nimetatakse Wieneri protsessiks, kui

* W(0)=0;
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* Protsessi W (t) juurdekasvud mitteldikuvates ajavahemikes on séltuma-
tud, st 0 < s <t <u < wvkorral W(t) —W(s)jaW(v) — W(u) on séltumatud
juhuslikud suurused (kehtib ka n intervalli korral).

* Protsessi W (t) juurdekasvud on statsionaarsed, st W(t+a)—W (s+a) jaotus
ei soltu a vaartusest;

* Igat > 0 korral on W (¢) normaaljaotusega juhuslik suurus keskvaartuse-
ga 0 ning dispersiooniga t.

Mairgime, et Wieneri protsessi saab vaadelda kui juhusliku ekslemise prot-
sessi piirprotsessina.

2. Lubatud on liuhikese positsiooni votmine turul (s.t on voimalus miiia laena-
tud aktsiat ning hiljem selle aktsia tagasiostmine ning omanikule tagasiandmi-
ne)

3. Puuduvad tehingukulud.

4. Alusvaralt ei maksta dividende optsiooni eluea jooksul.

5. Osta ja miiiia v6ib suvalise reaalarvu vaartpabereid.

6. Arbitraazivoimaluse puudumine turul, s,t. puudub véimalus riskivabalt roh-
kem tulu teenida, kui riskivaba intressimééraga rahaturule paigutades.

7. Vaartpaberitega kauplemine toimub pidevalt.

8. Riskivaba intressimééar r = r(t¢) ja alusvara volatiilsus o = o(¢) on hetkel ¢t = 0
teadaolevad ajast soltuvad funktsioonid.

Sellistel eeldustel on voimalik téestada, et optsiooni hind V' = V (S(¢), ¢) rahul-
dab jargmist teist jarku osatuletistega (paraboolset tiilipi) diferentsiaalvorran-
dit:

v o1, ., 0V oV B
E‘i‘ﬁg S (t)%—l—rb’(t)% —T’V—O.
Selleks et sellel diferentsiaalvorrandil oleks iihene lahend, tuleb ette anda ka

I6putingimus.
Euroopa ostuoptsiooni korral teame optsiooni hinda hetkel ¢t = T, kus optsiooni
hind vordub optsiooniga seotud maksega, s.t.

Ve(S(T), T) = max{S(T) — X,0}.
Miitigioptsiooni korral on 16putingimuseks
Vp(S(T), T) = max{X — S(T),0}.

Kui riskivaba intressiméér ja alusvara volatiilsus on ajast séltuvad funktsioo-
nid (v6i konstandid): » = r(t), 0 = o(¢), siis Black-Scholesi diferentsiaalvérrandi
lahendi saab Euroopa optsioonide korral analiiiitiliselt vilja kirjutada ning os-
tuoptsiooni hind hetkel ¢ = 0 on leitav valemiga

Ve (0) = S(0)N(dy) — Xe 7" N(dy),

kus

1 ’ 2
N(ZC) — \/_2_7r/ 670'5y dy



on standardse normaaljaotuse N(0, 1) jaotusfunktsioon ning

In(S(0)/X) + (r +02/2)T
oVT ’

In(S(0)/X) + (r — 02/2)T'

d pr—
! /T

d2:

Euroopa mitigioptsiooni hind on leitav valemiga

Vp(0) = Xe "' N(—dy) — S(0)N(—d,).

4.3.4 Eksootilised optsioonid

Lisaks Euroopa ja Ameerika optsioonidele kaubeldakse finantsturgudel ka nn.
eksootiliste optsioonidega (exotic option), millede korral optsioonidega seotud
viljamaksed defineeritakse erinevalt vorreldes tavaliste optsioonidega. Eksoo-
tiliste optsioonide iiheks alaliigiks on nn. teest soltuvad optsioonid (path
dependent option), millede korral optsiooniga seotud viljamakse soltub ka alus-
vara hinnast optsiooni eluajal. Teest s6ltuvate optsioonide hulka kuuluvad bar-
jaariga optsioonid, Aasia optsioonid ja tagasivaatavad optsioonid.

Barjaariga optsioon (barrier option) .
Barjaariga optsioonide korral toimub optsiooniga seotud valjamakse alles siis,
kui alusvara hind jouab mingi vaartuseni (barjaarini) voi siis muutub optsioon
vaadrtusetuks kui joutakse mingi barjaarini. Barjaariga optsioone véime jagada
kaheks: knock-out ja knock-in. Kui tegemist on knock-out optsiooniga, siis opt-
sioon kaotab kehtivuse, kui alusvara hind jouab etteantud hinnatasemeni enne
realiseerimisaega. Knock-in optsioon hakkab kehtima, kui vara hind iiletab et-
teantud hinnabarjiiri enne tiditmisaega. Barjairiga optsiooni korral voib ette
anda alumise barjaari L < S(0), iilemise barjaari H > S(0) voi mdlemad. Kui
etteantud barjaar asub iilalpool alusvara alghinda, on meil tegemist up- opt-
siooniga. Kui aga barjair asub alusvara alghinnast allpool, nimetame optsiooni
down- optsiooniks. Selle pohjal voime nii knock-out kui ka knock-in optsiooni
jagada omakorda kaheks:
Up-and-in optsiooni saab realiseerida vaid juhul, kui alusvara hind iiletab tle-
mist barjaari.
Down-and-in optsiooni saab realiseerida ainult siis, kui alusvara hind langeb
allapoole alumist barjaari.
Up-and-out optsioon kaotab kehtivuse, kui iilemisest barjaarist joutakse tiles-
poole enne eluea 16ppu.
Down-and-out optsioon kaotab kehtivuse, kui alumisest barjaarist joutakse al-
lapoole enne eluea l6ppu.

Aasia optsioon (Asian option)
Aasia optsiooni puhul séltub optsiooni vidljamakse alusvara keskmisest hinnast
(voib olla aritmeetiline v6i geomeetriline keskmine, voib olla kaalutud voi kaa-
lumata keskmine). Aasia optsioonid jagunevad
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-Fixed strike Asian option. Seda tiilipi ostuoptsiooniga seotud viljamakse on
kujul max{Si.sx — X, 0}, kus Si.s on alusvara hinna keskmine optsiooni eluea
jooksul (perioodil [0,77); analoogilise miitigioptsiooni korral on viljamakse ku-
jU_l maX{X — Skeska O}

-Floated strike Asian option. Seda tiiiipi ostuoptsiooniga seotud viljamakse on
kujul max{S(T") — Skesk, 0}, kus Sk.sr on alusvara hinna keskmine optsiooni eluea
jooksul (perioodil [0,77]); analoogilise miitigioptsiooni korral on viljamakse ku-
jul max{Skesr — S(7),0}. Seega vastava optsioonilepingu korral tditmishinda X
kokku ei lepita.

Tagasivaatav optsioon (Lookback option)

Tagasivaatavate optsioonide korral séltub viljamakse mitte ainult alusvara
hinnast taitmisajal, vaid ka alusvara suurimast voi vihimast hinnast optsiooni
elueal.

-Lookback option with fixed strike. Seda tiiiipi ostuoptsiooniga seotud vilja-
makse on kujul max{S,,.. — X, 0}, kus S,,., on alusvara suurim hind optsiooni
eluea jooksul; analoogiliose miitigioptsiooni korral on viljamakse kujul max{X —
Spnin, 0}, kus S,,.;, on alusvara viikseim hind optsiooni eluea jooksul.

Binaarne ehk digitaalne optsioon (binary or digital option).
Binaarne optsioon erineb tavalisest optsioonist selle poolest, et valjamakse voib
iildjuhul olla suvaline mittenegatiivne funktsioon alusvara hinnast.

cash-or-nothing call: Kui S > X, siis valjamakse on B > 0 (lepingus kokku-
lepitud summa); vastasel juhul 0.

asset-or-nothing call: Kui S > X, siis viljamakse on S; vastasel juhul 0.

Valikuoptsioon (Chooser option) annab optsiooni omanikule voimaluse ka-
sutada optsiooni kas ostuoptsioonina tdaitmishinnaga X, taitmisajal 77 v6i miii-
gioptsioonina taitmishinnaga X, taitmisajal 7T5.

4.4 Binoommeetod optsiooni hinna arvutamiseks

Analiitiliselt 6nnestub Black-Scholesi vorrand lahendada ning optsiooni hin-
da leida vaid lihtsamate optsioonide korral (Euroopa optsiooni korral, kui riski-
vaba intressiméér ja alusvara volatiilsus on ajast soltuvad funktsioonid) ning
tildjuhul tuleb optsiooni hinna leidmiseks kasutada erinevaid numbrilisi mee-
todeid. Need meetodid voime jagada kolmeks:

¢ Vorgumeetodid (ilmutatud ja ilmutamata diferentsmeetod), mis seisnevad
Black-Scholesi diferentsiaalvorrandi numbrilises lahendamises.

* Binoom- ja trinoommeetoditel pohinevad meetodid

84



¢ Monte-Carlo meetod.

Alljargnevalt vaatleme lahemalt binoom- ja trinoommeetodit. Binoommee-
tod tootati valja Cox, Ross ja Rubinsteini poolt 1979.a. ja seetéttu nimetatakse
seda kirjanduses ka CRR-mudeliks. Kui optsiooniga seotud viljamakse séltub
vaid iihest alusvarast, siis on moistlik optsiooni hinna leidmiseks vaadelda mu-
delit, kus kaubeldakse vaid selle alusvara ning riskivaba varaga.

4.4.1 Uheperioodiline mudel. Riskineutraalne téeniosus.

Vaatleme esmalt iiheperioodilist mudelit, kus ajahetkedeks on ¢ ja ¢ + At ning
olgu aeg t moddetud aastates. Olgu hetkel ¢ alusvara hind S = S(¢) ning riski-
vaba vara hind 1. Siis riskivaba vara hind hetkel ¢ + At on ¢"*!, kus r on pidev
annualiseeritud intressimaar.

Alusvara hinna kohta eeldame, et hetkel ¢ + At saab alusvara hind omada vaid
kahte vaartust, kas alusvara hind on US v6i DS, kus U, D on mingit konstan-
did ning iildsust kitsendamata eeldame, et U > D . Eespool nidgime, et mudel
on arbitraazivaba siis ja ainult siis, kui leiduvad riskineutraalsed toenéosused.
Uurime, millistel tingimustel meie mudelis riskineutraalsed toenéosused eksis-
teerivad. Riskineutraalsed tenéosused leitakse tingimusest (vt valem (4.3))

E.(S(t+ At) | S(t) = S(t), (4.8)
kus S(t), S(t + At) on alusvara suhtelised hinnad:
S(t)=S(t), S(t+At)=eTAS(t+ At).
Tahistame riskineutraalse téendosuse tédhisega p ning olgu alusvara hind ¢ + At
US toendosusega p ning DS toendosusega (1 — p). Siis tingimuse pohjal

saame vorrandi p madramiseks :

pUSe ™ 4+ (1 —p)DSe™™ = §

ehk
pU + (1 —p)D = ™™, (4.9)
millest A N
et —D U-—e¢e"
— _ lop=— — .
P=F—p P= 5 (4.10)

Selleks, et p oleks riskineutraalne toenidosus, on vaja veel et kehtiksid vorra-
tused 0 < p < 1. Need tingimused on taidetud (kontrolli valemi (4.10) pohjal),
kui

D < e <U ehk In(D)<rAt<In(U). (4.11)

Seega kui valida U, D nii, et on tididetud vorratused (4.11), siis mudel on ar-
bitraazivaba. Et riskineutraalne téenéosus on iiheselt maaratud, siis ka koigi
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juhuslike tulevaste rahavoogude hind on iheselt méaaratud. Olgu V (¢, S) opt-
siooni hind hetkel ¢ ning alusvara hinna S korral. Siis kehtib valem

V(t,S)=epV(t+ At,US) + (1 —p)V(t + At, DS)).

Tingimus parameetrite maidramiseks.
Konstandid U ja D méairame nii, et alusvara hinna volatiilsus mudelis vastaks
tegelikule alusvara hinna volatiilsusele. Kui eeldada, et alusvara hind kaitub
vastavalt stohhastilisele diferentsiaalvérrandile

dS(t) = uS(t)dt + o S(t)dW (), (4.12)
ds(t)

ehk S = pdt + odW (t), siis saab nédidata et mudelis peab alusvara hinna

dispersioon rahuldama jargmist tingimust:

S(t+ At) - S
S

Var( ) = 0®At + o(At).

kus Var(X) on juhusliku suuruse X dispersioon ning o(At) on l6pmata viike
suurus At suhtes. Arvestades, et

Var(aX +b) = a*Var(X),
kus a, b on konstandid ning valemit
Var(X) = E(X?) — (EX)?,

siis saame teisendada:

S(t+ At) — S
S

)= L Var(S(t + At)) =

Var( = %

G (PUS)? + (1= p)(DS)? = (US + (1~ p) DS)?) =
pU? + (1 =p)D* = (pU + (1 = p)D)* = pU* + (1 — p) D* — *2,

s.t. parameetrid U, D tuleb mudelis valida nii, et kehtiks vordus
pU% + (1 — p)D?* — e¥2 = 02 At + o(At). (4.13)

Naitame niiud, et kui valida parameetrid U, D vastavalt valemitele (CRR vale-
mid)
U=eV2, D=1/U=e°V™, (4.14)

siis vordus (4.13) kehtib. Esmalt paneme téhele, et

erAt - D

2 1— D2: 2_D2 D2:
pU” + (1 —p) p(U ) + D

(U* = D*) + D* =
(" — D)U + D)+ D* = ™ (U + D) — DU — D? + D* = " (U + D) — 1.
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Kasutame niitid Taylori valemit

f//(o)hQ
2!

f(h) = f(0) + f'(0)h + +o(h?).

Siis kasutades vordusi
UtD = VA pe VA = 15y At+0.502At+0(At)+1—0V At +0.50> At +0(At) =

2+ 02 At + o(At),
€A =14 rAt +o(At), €A =14 2rAt + o(At)

ning asendades need avaldisse (4.13) (sealjuures arvestades, et o(At) £ o(At) =
o(At)), saame

pU2 + (1 —p)D2 . 627‘At — erAt<U + D) —1— le‘At —

(14 7At + 0o(A1)(2 + 02 At + 0(At)) — 1 — (1 4+ 2rAt + o(At)) =
2+ 02 At + 2rAt + o(At) — 1 — 1 — 2rAt + o(At) = 0 At + o(At),

mis néitab, et vordus (4.13) kehtib. Méargime,et kui valida parameetrid U, D
vastavalt valemile (4.14) ning kuna

—oV AL < rAt < oV At,

kui At on piisavalt viike, siis on vorratused piisavalt véaikse At korral
alati taidetud. Seega kokkuvottes saime, et kui valida parameetrid U, D vasta-
valt valemile (4.14)), siis mudel on arbitraazivaba ja alusvara hinna k#itumine
mudelis vastab eeldusele (4.12).

Margime veel, et tingimus ei méara parameetreid U, D iiheselt; naditeks
voib U, D valida ka vastavalt valemitele (Jarrow-Rudd valemid)

U= 6(T—02/2)At+0m D= e(T—O'Q/Q)At—O'\/E.

ning ka sel juhul on tingimus (4.13) taidetud.

4.4.2 Binoommeetod

Binoommudel koosneb identsetest eelnevalt vaadeldud iheperioodilistest mu-
delitest. Olgu optsiooni eluiga [0, 7| ning alusvara hind S hetkel ¢ = 0. Anna-

me ette tdisarvu N ning jagame optsiooni eluea N vordseks osaks. Téhistame

T
At = —.
N

Paneme tihele et hetkel 7 = N At saab alusvara hind omada vaartusi U/ DV 7S,
j=0,1,2,..., N ning hetkel t = mAt saab alusvara hind omada vasrtusi U’ D™/ S,
j=0,1,2,...,m,0 <m < N.OlguV,, ; optsiooni hind hetkel ¢ = mAt¢ ning alusva-
ra hinna U’ D™/ S korral. Optsiooni hind hetkel 7= N At on vérdne optsiooniga
seotud valjamaksega, s.t.

Vv = max{U’D" 7S — X, 0}
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» S-U-U-U

» S-U-U —p
S-U —p S-U-U-D

P P

S5>0 —p » S-U-D —p
5-D L ) S.U-D-D

S-D-D L»p
S-D-D-D
B=1 B = exp(rAt) B = exp(2rAt) B = exp(3rAt)

Joonis 4.5: Binoommeetod

ostuoptsiooni korral ning
Vi = max{X — U'D"775 0}

miitigioptsiooni korral.

Teades optsiooni hinda hetkel 7', on voimalik leida Euroopa optsiooni hinda
rekursiivselt ajas tagant ettepoole liikudes vastavalt valemile

Vini =€ ™0V + (1 =p)Visay), 0<ji<mm=N-1,N-2..10.

Optsiooni hind 1} ongi optsiooni hind hetkel ¢ = 0.

Saab tdestada, et kui N — oo, siis binoommeetodiga leitud optsiooni hind %{g)
koondub Black-Scholesi valemite pohjal leitud optsiooni hinnale, s.t. Euroopa
ostuoptsiooni korral

VO(,JUV) — Ve(0) = S(O)N(dy) — Xe ™" N(dy), kui N — oo
ning Euroopa miiiigioptsiooni korral

VN 5 Vp(0) = Xe TN (—dy) — S(O)N(—dy), kui N — oo

Ameerika optsiooni hinna leidmine
Vaatleme niitid Ameerika optsiooni hinna leidmist binoommeetodiga. Ka sel ju-
hul leitakse optsiooni hind rekursiivselt ajas tagant ettepoole liikudes. Kuid
Ameerika optsiooni korral on optsiooni hind V},, ;,0 < m < N voérdne maksimu-
miga kahest suurusest.
a) Optsiooni hinnast W,, ; juhul, kui optsiooni hoitakse vdhemalt ajahetkeni
(m + 1)At. Selle saame leida vastavalt valemile

Wi =€ " (pVint1j1 + (1 = p)Vins1).

b) Optsiooni hinnast ehk viljamaksest P,, ; juhul, kui realiseerime optsiooni
hetkel mAt, kus ‘ A
P, ; =max{U’D"7S - X,0}
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ostuoptsiooni korral ning
P,.; = max{X — U’D"75 0}

miitigioptsiooni korral. Kokkuvottes saame Ameerika optsiooni hinna leida ajas
rekursiivselt tagant ettepoole litkudes vastavalt valemitele:

Ving = max{ P, j, Wi ;} = max{ Py, ;,e "> (pVini1j41 + (1 = p)Vims15)},
0<j<m, m=N-1N=2 .10

Trinoommeetod

Trinoommeetod koosneb samuti identsetest tiheperioodilistest mudelitest,
kuid alusvara hind v6ib igal jargmisel sammul omada kolme erinevat vaartust,
kas US, S voi DS. Kui valida D = 1/U, siis hetkel 7' = N At saab alusvara hind
omada 2N + 1 erinevat vasrtust U’S,j = —N,—N +1,...,0,...N — 1, N (meenuta-
me, et binoommeetodi korral saab alusvara hind hetkel 7' = NAt¢t omada N + 1
erinevat vaartust). Trinoommeetodi parameetriteks saab votta naiteks

U = 60'\/2At D = 1/U — 670'\/2At

Y

ning sel juhul riskineutraalsed téendosused on kujul

erAt/Q_\/E 2 \/U_erAt/Q 2
pu = <W) , Dp= <W> , pm=1—pu—Dpp.

Siin py, pp, py on vastavalt hinna iiles- ja allaliikumise ning hinna samaks jaa-
mise toendosused.

4.5 Forwardid ja futuurid.

4.5.1 Forwardlepingud

Forward (forward contract) on kokkulepe osta voi miiiia mingit vara fiksee-
ritud kuupéeval tulevikus, edaspidi tarneajal (delivery time), lepingu so6lmi-
misel kokkulepitud hinnaga (forward price). Lepingu osapool, kes noustub miiii-
ma vara, votab nn. lithikese positsiooni (short forward position) ning osapool,
kes ostab vara, votab nn. pika positsiooni (long forward position). Forwardlepin-
gute kasutamise mote seisneb selles, et maandada riskantse vara ostu-miitugiga
seotud hinnariski. Tavaliselt on tegemist mingi toorainega vé6i péllumajandus-
tootega, aga samuti voib olla tegu naiteks aktsiatega voi valuutaga.

Olgu forwardlepingu s6lmimise aeg t = 0, tarneaeg t = 7" ning tahistame hetkel
t = 0 kokkulepitud forwardhinna tahisega F(0,7"). Olgu hetkel ¢ alusvara hind
S(t). Forwardlepingu pika positsiooni omanik saab lepingust tulu juhul, kui
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F(0,T) < S(T') ning kahju, kui F(0,7) > S(T), luhikese positsiooni omanik aga
saab tulu, kui F(0,7) > S(T) ning kannab rahalist kahju kui F(0,7) < S(T).
Oletame, et forwardlepingu solmimise hetkel lepingu osapooled rahavoogusid
ei vaheta (forwardlepingu vaartus (hind) ajal ¢t = 0 on null) ning uurime, milli-
ne peaks sel juhul olema forwardhind. Olgu r pidev annualiseeritud riskivaba
intressiméér. Siis juhul, kui vara pealt ei maksta dividende, on forwardhind

esitatav kujul
F(0,T) = S(0)e™. (4.15)

Uldjuhul, kui leping sélmitakse ajahetkel ¢ < 7, siis forwardhind on kujul
F(t,T) = S(0)e" T

Valemi (4.15) saab toestada arbitaazivabaduse noudest lahtuvalt.
Oletame esmalt, et F(0,7) > S(0)e"”.
Siis hetkel t = 0:

* Laename rahasumma S(0) kuni ajani 7’
* Ostame iihe ithiku alusvara hinnaga S(0);

¢ Votame lithikese positsiooni forwardlepingus, s.t. kohustume miitima het-
kel t = T alusvara hinnaga F'(0,7).

Ajahetkel t = T

* Miiime forwardlepingu kohaselt alusvara hinnaga F(0,7);
e Maksame tagasi laenu koos intressidega summas S(0)e"”;

e Kokkuvdttes saame riskivaba tulu summas F(0,7)—S(0)e"” > 0 ning stra-
teegia on arbitraazistrateegia.

Oletame niiiid, et F(0,7) < S(0)e"”. Siis hetkel t = 0:

* Miiiime iihe tithiku alusvara hinnaga S(0) (s.t. votame lithikese positsioo-
ni);

* Hoiustame miitigist saadud raha S(0) panka kuni ajani 7

e Votame pika positsiooni forwardlepingus, s.t. kohustume ostma hetkel ¢ =
T alusvara hinnaga F'(0, 7).

Ajahetkel t = T

e Saame pangast summa (koos intressidega) S(0)e"”;
* Ostame forwardlepingu kohaselt alusvara hinnaga F(0,7);

e Kokkuvéttes saame riskivaba tulu summas S(0)e"” — F(0,7) > 0.
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Mairkus 1. Kui lihikeseks miitimine on kitsendatud, siis vorratus F'(0,7") <
S(0)e" ei pruugi arbitraazivéimalust tekitada.

Mirkus 2. Kui pideva intressiméédra asemel kasutada aastast liitintressi-
madra r ning kapitalisatsiooniperioodide arv aastas on m, siis

F(0,T) = S(0)(1 + %)WT.

Kui alusvara pealt makstakse ajahetkel 1,0 < ¢t < T, dividende summas D,
siis arbitraazivaba forwardhind on esitatav kujul

F(0,7) = (S(0) —e " D)e™.

Niitame, et vérratuse F(0,7) > (S(0) — e " D)e’" korral saame leida arbitraa-
Zistrateegia.
Siis hetkel ¢t = 0:

* Laename rahasumma S(0) kuni ajani 7’
* Ostame iihe tihiku alusvara hinnaga 5(0);

¢ Votame lithikese positsiooni forwardlepingus, s.t. kohustume miitiima het-
kel t = T alusvara hinnaga F(0,7);

Ajahetkel t saame dividende summas D ning hoiustame summa panka ajani 7.
Ajahetkel t = T

Miitiime forwardlepingu kohaselt alusvara hinnaga F'(0,7);

Maksame tagasi laenu koos intressidega summas S(0)e’”;

Saame dividendide eest summa De""™";

Kokkuvottes saame riskivaba tulu summas

F(0,T) = S(0)e™ 4+ De"™=Y = F(0,T) — (S(0) — De™™)e™ > 0.

Ulesanne 4.1. Konstrueerida arbitraazistrateegia juhul F(0,7) < (S(0) —
efrtD)erT-

Kui alusvaralt makstakse pidevalt dividende méaéaraga r;,, siis

F(0,T) = S(0)elr—raw)T,

Forwardlepingu s6lmimisel on lepingu vaartus (hind) null. Kuid aja moéodu-
des, kui alusvara hind muutub, ei pruugi forwardlepingu (kus forwardhinnaks
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on F(0,7T)) vaartus (hind) enam null olla. Olgu V() sellise forwardlepingu vaér-
tus (hind) pika positsiooni votja jaoks. Siis forwardlepingu vairtus ajahetkel ¢
on esitatav valemiga

V(t) = (F(t,T) — F(0,T))e 7Y,

Niitame, et juhul V(¢) < (F(t,T) — F(0,7))e”"?~" saame konstrueerida arbit-
raazistrateegia:
Ajahetkel ¢:

* Laename rahasumma V' (¢) kuni ajani T’
* Saadud rahaga votame pika positsiooni forwardhinnaga F(0,7);

* Votame lithikese positsiooni forwardhinnaga F'(¢,T'); selle lepingu korral
kulusid ei ole.

Ajahetkel t = T

* Ostame alusvara hinnaga F(0,7);
* Miiime alusvara hinnaga F'(t,7);
¢ Maksame tagasi laenu koos intressidega summas V (t)e""=";

e Kokkuvottes saame riskivaba tulu summas
F(t,T) — F(0,T) = V(t)e"™ > 0.

Ulesanne 4.2. Konstrueerida arbitraazistrateegia juhul V(t) > (F(t,T) —
F(0,T))e T4,

Mirkus 3. Kui sdlmitakse forwardleping, kus forwardhinnaks on F(0,7)
asemel X , siis sellise lepingu vaartus ajal ¢ on
V(t) = (F(t,T) — X)e @

ja erijuhul t = 0 on véirtuseks V(0) = (F(0,7) — X)e "".

4.5.2 Futuurid

Uks forwardlepingu osalistest saab alati kahju ning seetottu on véimalus, et
see osapool, kes kahju kannab, ei suuda oma kohustust tdita. Futuurlepingud
on nn. standardiseeritud forwardlepingud, mis elimineerivad sellise riski. Vaa-
tame ajahetki t = n7,n = 0,1,2,..., N, tavaliselt 7 on vordne iihe pidevaga. Olgu
T = Nr. Nii nagu forwardlepingud nii ka futuurlepingud sélmitakse mingi va-
ra ostmiseks-miiimiseks kindlaksméératud ajal ja kindlaksméadratud hinnaga.
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Olgu f(n,T) futuuri hind ajahetkel ¢ = n7. Need hinnad ei ole teada ajahetkel
t = 0 (v.aa. hind f(0,7")) ning me saame neid hindu kéisitleda kui juhuslikke
suurusi. Forwardlepingute (forwardhinnaga F(0,7")) puhul ei maksa nende s6l-
mimine midagi (lepingu osapooled ei vaheta rahavoogusid) ning rahavoogusid
ei vahetata ka enne forwardtehingu 16ppu. Futuurlepinguga kaasneb aga iga-
pidevane nn. turumarkimise protseduur (marking to market) ning juhuslik
rahavoog igal ajahetkel t = n7,n = 1,2,..., N. Futuurlepingu pika positsiooni
omanik saab igal ajahetkel ¢ = n7 rahasumma f(n,7) — f(n — 1,7T), kui see on
positiivne ning peab maksma sellise summa, kui f(n,7) — f(n — 1,T) on nega-
tiivne. Sealjuures:

a) Futuuri hind f(7',T') tarneajal on vordne alusvara hinnaga S(7).

b) Igal ajahetkel t = n7,n = 1,2, ..., N on futuuri vaartus null.

Selleks, et kohustused, mis on seotud futuuride omamisega, oleks tiide-
tud, kasutatakse teatavaid regulatsioone. Iga investor, kes siseneb futuuride
turule, peab maksma deposiidi (initial margin), mida kasutatakse summade-
ga f(n,T) — f(n — 1,T) arveldamiseks igal perioodil. Pika positsiooni korral
f(n,T) — f(n — 1,7T) lisatakse deposiidile, kui f(n,7) — f(n — 1,7) > 0 ning
vastasel juhul voetakse deposiidist maha. Kui deposiit langeb alla mingisuguse
taseme (maintenance margin), siis tehakse investorile nn. margin call ning in-
vestor peab tegema deponeerima tdiendava summa. Deposiidi algtaset iiletava
summa voib aga investor vilja votta. Futuuriga seotud positsiooni voib investor
sulgeda igal ajahetkel ning sel juhul deposiit tagastatakse investorile. Eriju-
hul l16petatakse futuurleping automaatselt, kui investor ei vasta margin call-ile
ning ei deponeeri tiiendavat summat.

Naide 1. Oletame, et initial margin on 10% ning maintenance margin on
5% futuurhinnast. Jargmine tabel kujutab iiht véimalikku stsenaariumi futuur-
hindade kujunemisest

n  f(n,T) Rahavoog Deposiit perioodi Makse investori Deposiit perioodi

algul enne makset (pikk positsioon) 16pul
seisukohalt
0 140 Avamine 0 -14 14
1 138 -2 12 0 12
2 130 -8 4 -9 13
3 140 +10 23 +9 14
4 150 +10 24 +9 15
sulgemine 15 +15 0
Kokku +10

Futuuride turu oluline omadus on likviidsus. See on véimalik tédnu stan-
dardiseerimisele ja nn. arvelduskoja (clearing house) olemasolule, kes tege-
leb deposiitide hoidmisega. Reeglina on véimalik s6lmida vaid kindlate tarne-
aegadega futuurlepinguid. Samuti arvestatakse standardiseeritult ka alusvara
hoidmise ja tarnimisega seotud kulusid.
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Teatavatel tingimustel on forvardi ja futuuride hinnad samad. Nimelt, kui int-
ressimaér on ajas konstantne, siis saab toestada, et

f(0,7)=F(0,T)

ning f(t,T) = F(t,T) = S(t)e""~" ajahetkel ¢ > 0. Turul noteeritud futuuride
hinnad vé6ivad sellest erineda, kuna investorite ootused tuleviku intressiméé-
rade kohta muutuvad ajas.

Investor, kes oletab, et alusvara hind touseb riskivabast intressimééirast kiire-
mini, peab kasumi saamiseks votma futuuride turul pika positsiooni, kes aga
panustab alusvara hinna langusele, peaks votma liithikese positsiooni.

4.6 Riskide maandamine

4.6.1 Optsioonide vialjaandmisega seotud riskide maanda-
mine

Euroopa ostuoptsiooni vialjaandmisel (miitimisel) on miiija kasum/kahjum
Vee' = (S(T) — X)+

ning ndeme, et kahjum voib olla kuitahes suur kui alusvara hind S(7") kasvab;
Euroopa mitigioptsiooni viljaandja kasum/kahjum

Vee — (X = S(T))+

ei saa kiill olla 16pmatu suur, kuid voib olla ikkagi vdga suur vorreldes voimali-
ku tuluga. Seega optsioonide viljaandmisel on oluline riske maandada. Osutub,
et optsioonide vidljaandmisega seotud riske ei ole voimalik maandada iihe konk-
reetse vaartpaberiportfelliga, mida hoiame kogu optsiooni eluea, vaid portfelli
on vaja muuta pidevalt, kui alusvara hind muutub. Vaatleme portfelli, mis koos-
neb mingist derivatiivist (optsioonist), volakirjadest (riskivaba rahapaigutus)
ning aktsiast, mis on antud derivatiivi (optsiooni) alusvara. Uldsust kitsenda-
mata eeldame, et volakirja hind on 1. Siis portfelli vaartus on leitav valemiga

V(S)=aS+y+zD(9),

kus D(S) on derivatiivi (optsiooni) hind, S on alusvara hind ning z,y, z on vas-
tavalt aktsiate, volakirjade ning derivatiivide kogus portfellis. Kui me anname
tihe derivatiivi vélja, siis z = —1 ning

V(S)=zS+y— D(9). (4.16)

Kokkuvottes soltub selle portfelli viaartus aktsia hinnast. Aktsia hinna viikeste
muutuste (AS vorra) korral kasutame ligikaudset vordust

o edV(S)
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Suurust

av({s) . . . . .
% nimetatakse portfelli deltaks ning strateegiat, kus portfelli

.., dv(s . - .
muudetakse kogu aeg nii, et (5) = 0, nimetatakse riskide delta-maandamiseks

(L4
(delta hedging). Vordusest (4.16) saame
dv(sS) dD(95)
as ds
ning seega delta-maandamise korral tuleb aktsia kogus = portfellis hoida vord-

D(S)

d .. . . .
sena suurusega ————. Kuroopa optsioonide hind on leitav Black-Scholesi vale-

mitega ning saab nédidata, et ostuoptsiooni korral

dD(S)  dVe(S)
ds ~  dS

= N(dy)

ning miutigioptsiooni korral
dD(S)  dVp(S)
ds —  dS
Seega Euroopa ostuoptsiooni korral + = N(d;) ning aktsia hinna téustes tuleb
suurendada ka vastava aktsia kogust portfellis, miitigioptsiooni korral aga tu-

leb aktsia hinna toustes vihendada aktsia kogust portfellis. Volakirjade kogus
portfellis voime valida nii, et portfelli hind on null, seega ostuoptsiooni korral

y=D(S) — x2S =Vo(S) — N(d)S = —Xe " N(dy).

= —N(=d,).

Teame, et optsiooni hind ning seega ka riski maandava portfelli hind véib so6ltu-
da ka muudest parameetritest: iildjuhul V' = V (S, ¢, 0, r). Finantsmatemaatikas
kasutatakse vastavate osatuletiste tahistamiseks jargnevaid tahiseid:

Delta = g—g;
2

Gamma = %;
Theta = %—‘;;
Vega = g—‘;;
Rho = 68_‘;

Kasutades Taylori valemit, saame portfelli vaartuse muutuse esitada ligikaud-
se vordusena kujul

AV = Delta x AS + Theta * At + Vega x Ao + Rho * Ar + 0.5Gamma * (AS)>.

Koigi nende riskide puhul on portfell maandatud, kui muudame ajas portfelli
nii, et koik vastavad osatuletised on nullid. See on aga praktikas liiga keeru-
line, kuid praktikas voime vaadelda naiteks delta-gamma riskide maandamist
voi delta-vega riskide maandamist.
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Kasuma

4 K(X')

Kasum kokku

Joonis 4.6: Bull-spread

4.6.2 Spekuleerimine derivatiividega

Vaatleme niiiid moéningaid strateegiad kasumi saamiseks derivatiividega spe-
kuleerimisel, kui investoril on mingi kindel veendumus aktsia hinna kditumise
kohta tulevikus.

A. Investor usub, et aktsia hind kasvab moodukalt. Sellisel juhul on méistlik
teha jargmised tehingud (nimetus — bull-spread):
a) Osta ostuoptsioon tditmishinnaga X' ;
b) Miiiia ostuoptsioon tditmishinnaga X" > X'.

Siis investori kasumifunktsioon on kujul
K = [S(T) = X'}, — Vore™™ — ([S(T) = X"], = Voue'),
kus Vo < Vior. Seega juhul S(T') > X" saame
K=X"-X"+ Von —Ve)e'™;
juhul X' < S(T) < X" saame
K=8(T) = X'+ (Vou — Ver)e'™;
ning juhul S(7) < X' saame

K = (VCN — VC/)GTT.

Uksikute tehingute ning kogutehingu kasumifunktsioonid séltuvalt hinnast
S(T') (S(T) on kujutatud z-teljel) on toodud joonisel 4.6.

B. Investor usub, et aktsia hind langeb méddukalt. Sellisel juhul on méistlik
teha jargmised tehingud (nimetus — bear-spread).
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Joonis 4.7: Bear-spread

a) Miitia ostuoptsioon tiditmishinnaga X';
b) Osta ostuoptsioon tiditmishinnaga X" > X",

Siis investori kasumifunktsioon on kujul

K = —(S(T) = X'] = Vere'™) + ([S(T) = X"] = Vewe' ),
kus Vo < Vir. Seega juhul S(T') > X" saame
K=X —X"+ Vo — Ven)e'™,
juhul X' < S(T) < X" saame
K =X —S8(T)+ (Vor — Ven)e'™;

ning juhul S(7) < X’ saame

K= (VC/ — VCN)QTT.

Uksikute tehingute ning kogutehingu kasumifunktsioonid séltuvalt hinnast
S(T') (S(T) on kujutatud z-teljel) on toodud joonisel 4.7.

C. Investor usub, et aktsia hind jaadb enam-viahem samaks. Sellisel juhul on
moistlik teha jargmised tehingud (nimetus — butterfly):
a) Osta kaks ostuoptsiooni vastavalt tditmishindadega X' ja X" > X’;
b) Miiiia kaks ostuoptsiooni tditmishinnaga X" , kusjuures X’ < X" < X",

Siis investori kasumifunktsioon on kujul

K = (IS(T) — X'} — Vere') + ([S(T) = X" — Vouwe'™) = 2([S(T) = X"} — Vewe'™™),
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Kasums
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Joonis 4.8: Butterfly

kus Vo < Ve < V. Vaatleme kasumifunktsiooni ldhemalt kui X" = (X' +
X" /2. Seega juhul S(T') > X" saame

K = (2Ven — Vier — Vem)e™;
juhul X" < S(T) < X" saame
K =2X"—X"—S(T)+ (2Ver — Ve — Vem)e'™;
juhul X’ < S(T) < X" saame
K=8(T)— X"+ 2Ver = Vor = Vom)e'™;
juhul S(T') < X’ saame

K = (2V " — Vc/ — VC///>6TT

Uksikute tehingute ning kogutehingu kasumifunktsioonid séltuvalt hinnast
S(T) (S(T) on kujutatud z-teljel) on toodud joonisel 4.8.

Reverse butterfly - saame panustada sellele, et aktsia hind ei jdd enam-
vihem samaks.
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