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PEATUKK 0. TAHISTUSED. REAALARVUD

0.1 Tahistused

= definitsioon (vordub, rohutatult)

a € X |element a kuulub hulka X

a¢ X |aeikuulu hulka X

X C Y | hulk X sisaldub hulgas Y (NB! mitterange kuulumine)
mujal voidakse eristada C ja C, meil C=C

AU B | hulkade tihend

AN B | hulkade iihisosa

X \Y | hulgast X lahutatakse hulk Y’

= jareldub

& on samavédrne (molematpidi jareldumine)
Va kehtib iga x korral

Jx leidub selline x

N naturaalarvud 1,2, 3, ...

Ny naturaalarvud koos nulliga 0,1,2,3,...
7 taisarvud ..., —2,—1,0,1,2,...

Q ratsionaalarvud ]537 qg#0

I irratsionaalarvud

R reaalarvud

C kompleksarvud

n! faktoriaal 1-2---n




0.2 Kreeka tahestik

¢, p, ®

(LA
w, €2

alfa
beeta
gamma
delta
epsilon
dzeeta
eeta
teeta
10ota
kapa
lambda
muu
niu
ksii
omikron
pii

r00
sigma
tau
ipsilon
fii

hii

psil

oomega

0.2.



PEATUKK 0. TAHISTUSED. REAALARVUD

0.3 Reaalarvud

Arvud moodustavad mingis mottes matemaatika vundamendi. Erinevat
tiilipi arvudel voivad olla erinevad omadused ja kasutusvaldkonnad. Enne

reaalarvudeni joudmist peame tutvuma veidi lihtsamate arvudega.

,{Deﬁnitsioon 0.1}

Téhistame stimboliga N koigi naturaalarvude hulka \
N={1,2,...}
ja stimboliga Z koigi tdisarvude hulka
Z={.,-2-1,01,2...}.
\ J

Definitsioon 0.2]

Ratsionaalarvudeks nimetatakse arve z, mis on esitatavad kujul

T = 2, kus p € Z ja q € N. Koigi ratsionaalarvude hulga tahista-
q

me siimboliga Q.

Ratsionaalarvudeks on parajasti need arvud, mis on esitatavad loplike
kiimnendmurdudena (niiteks 3.895) voi 1opmatute perioodiliste kiim-
nendmurdudena (niiteks 15.98787 ..., mida kirjutatakse lithemalt kujul
15.9(87)). Kiimnendmurdude korral kasutatakse antud konspektis kiim-

nendkoha eraldamiseks punkti.

Niide 0.1 Ratsionaalarvuks ei ole v/2. Niitame seda.

Oletame vastuvaiteliselt, et V2 on ratsionaalarv, s.t esitub kujul V2 =
E, kus ¢ # 0 ja p,q € Z. Seejuures eeldame, et harilik murd % on
q

antud taandatud kujul (néiteks %, aga mitte %) Siit jareldub, et p ja ¢
el saa molemad korraga olla paarisarvud (muidu saaksime kahega 1dbi

jagada). Algsest vordusest saame ruutu tostmisel
ehk p? = 24°.

Siit jareldub, et p on paarisarv, kuna tema ruut esitub kahekordse arvu
¢® korrutisena. Kuna p on paarisarv, siis ta esitub kujul p = 2r, kus r

on mingi téisarv. Uuesti vaadates saame

Q:é ehk 2:4—7;2 ehk ¢ = 2r2.

q q
Viimane téhendab, et ka ¢ peab olema paarisarv (kuna paaritu arvu
ruut on ise ka paaritu). Saime vastuolu sellega, et ¢ ja p ei tohi korraga
olla paarisarvud. Jarelikult eeldus V2 e Q oli vaar.

SO0

Saksa matemaatiku Leopold
Kroneckeri (1823 - 1891) sonul
(vabas tolkes) on “naturaalar-
vud loodud Jumala poolt. Koik
teised arvud on loodud inimese

poolt.”

-
Negatiivsete arvude sissetoo-
esitada néiteks
Fitsik,

bioloog ja matemaatik nde-

misega saab

jargmise anekdoodi:

vad, kuidas tihja majja sise-
neb kaks inimest. Hiljem viljub
sealt aga kolm inimest. Futsik
motleb: “Tegemist on mootmis-
veaga.” Bioloog arvab, et ini-
mesed wvahepeal paljunesid ja
matemaatik tleb: “Praegu on
majas miinus ks inimest. Kui
niutd tdpselt iiks inimene sise-

neb majja, siis on maja wuesti

tiihi.”
\ J

rEksamil (ka praktikumi tun-
nikontrollis) voidakse néiteks
kiisida ratsionaalarvu definit-
siooni. Proovige seda sonastada
parajasti siis, kui konspekti
kéepéarast ei ole, ning nii, et teie
vanatddi ka asjast aru saaks.
Kas see, mille te sonastasite,
defineerib ikka kiisitud ratsio-

naalarvu moiste tiheselt dra?

Analoogiliselt voidakse kiisida
irratsionaalarvu, reaalarvu ja

kompleksarvu kohta.

\

~




Igapéevaelus saaksime hakkama ka ainult ratsionaalarve (murde) kasu-
tades, matemaatilises teoorias aga mitte. Nagu just v/2 niol niitasime,

leidub veel teistsuguseid arve.

Definitsioon 0.3}
Arve, mis on esitatavad lopmatute mitteperioodiliste kiimnend-

murdudena, nimetatakse irratsionaalarvudeks. Irratsionaalarvude

hulga tdhistame stimboliga I.

Irratsionaalarvudeks on niiteks 2 = 1.41421356237...,
3.14159265359..., e = 2.71828182846...

¢ = 1.61803398875 ... (kuldloike parameeter), jne.

T =

(naturaallogaritmi alus),

Definitsioon 0.4}
Koik ratsionaal- ja irratsionaalarvud moodustavad reaalarvude hulga.

Koigi reaalarvude hulga téhistame siimboliga R.

Reaalarvude hulga kirjapanekuks kasutatakse kirjutusviisi

R={z: —co<z <o} vdi R=(-00,00).

Iga loplikku kiimnendmurdu a = o,z ..q, (niiteks 8.765210448)

saab esitada lopmatu kiimnendmurruna kahel erineval viisil:
a=a,aas...0,00... Vol a=a,a1as...(a, —1)99....

Naiteks, 2.500... voi 2.499....

A Markus 0.1 ~

Edaspidi vélistame kiimnendmurru esitamise kujul, mis 16peb numb-
riga 9 perioodis. See eeldus voimaldab holpsamini defineerida reaalar-
vude vordlemise eeskirjad. Seega reaalarvudeks nimetame koiki 16pma-

tuid kiimnendmurde, mis ei 16pe numbriga 9 perioodis.

0.3. Reaalarvud

irratsionaalarvudel on

kiimnendkohti,

Kuna
I6pmatu  arv
siis on selge, et périselus ei ole
voimalik 16pliku aja jooksul
nende koiki komakohti vilja
arvutada. Mo6o6tmistel  voib

kasutada niditeks  jArgmist

lahenemisviisi:

3.14155 < 7 < 3.14165

voi

| — 3.1416] < 0.00005.

Arvuhulkade vahel valitseb seos

NCZCQCR,

ICR.

Siinjuures oo ja —oo ei ole
mingid arvud, nendega ei
saa sooritada aritmetilisi teh-
teid ning nad ei asetse kuskil
reaalteljel, vaid on matemaati-
kas abivahendina kaasatud kui
Hopmatuse* siimbolid, mida ka-
sutatakse reaalarvude ja nende
hulkadega seotud omaduste kir-
jeldamisel. Antud (,J6pmatuse®)
stimboli kasutuselevott pannak-
se inglise matemaatiku John
Wallise (1616-1703) arvele.

-,

Reaalarvude vordlemine. Reaalarve a = ja b =

B,61B2... B ...

A, 102 ...05...

nimetame vordseteks, kui

O‘:ﬁv 012252, ) anzﬂnv

alzﬁla

Utleme, et reaalarv a on suurem kui reaalarv b ja kirjutame a > b (ehk
b on viiksem kui a ja kirjutame b < a), kui on téidetud iiks jargmistest
tingimustest: 1) a > 3,

2) a =5 >0 ja leidub indeks k > 1 nii, et

ayp =p1, az=P2, ..., ar-1=Pk-1, o> Pk
3) a = < 0 jaleidub indeks & > 1 nii, et
aq :Bh OéQZBQ, ey a1 :ﬂk—lv Qg <Bka
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4) a = = —0 ja leidub indeks k£ > 1 nii, et

ay=p1, arx=P0, ..., op_1=PF-1, ar<p.

Reaalarv a on méaaratud, kui on teada eeskiri tema téiskoha ja iga kiim-
nendkoha leidmiseks. Praktikas kasutatakse irratsionaalarvude asemel nen-
de ratsionaalarvulisi 1ahendeid. Naiteks saab igat reaalarvu z € R esitada

tiheselt ahelmurruna (seda teemat antud kursus ldhemalt ei vaatle)

1
=0t 1

a] + —
as + ...

kus ag on mingi tdisarv ja ax (k > 1) on positiivsed tdisarvud. Ligikaudseks
arvutamiseks voib kasutada “piisavalt” pikka ahelat.

A Markus 0.2 ~

Reaalarve kujutatakse arvsirge punktidena. Arvsirge punktide hulga ja

reaalarvude hulga vahel on iiksithene vastavus: igale reaalarvule a vas-
tab parajasti iiks punkt A arvsirgel (reaalarvu a kujutis), igale punktile
A arvsirgel vastab parajasti iiks reaalarv a (punkti A koordinaat). See-

tottu kasutataksegi “reaalarv a” asemel ka viljendit “punkt a”.

| S B N B E— — f——fp————t———+—+—+—
9-8-76-5-4-3-2-1012345©6 7829

Reaalarvu absoluutvairtus. Reaalarvu a absoluutviartuseks nimeta-
takse arvu |a|, mis rahuldab tingimust
a, kuia>0,

la| =

—a, kuia<O0.

Absoluutvairtuse tahtsamad omadused:

1. |a| >0,

2. | —al| =lal,

3. +a <|al,

4. fla[ = [b]] < |a £ 0] < |a| + (0],
5. |ab| = |al|b],

6. m_lz: b+£0.

Alustades naturaalarvudest, laiendasime arvude valdkonda kuni reaalar-
vudeni. Sellisel juhul on niiteks vorrandil 22 — 2 = 0 kaks reaalarvulist
lahendit: 1 = V2 ja xo = —+/2. Mida teha aga vorrandiga x24+1=07
Sellisel juhul tekib arvu ruut z2, mille viifirtus on negatiivne: -1. Meil oleks
vaja, et kehtiks 21 = v/—1 ja xo = —v/—1. Kuna ruutjuur negatiivsest ar-
vust ei ole defineeritud, siis tulebki vélja, et puhtalt reaalarvudest ei piisa
ning meil tuleb arvude valdkonda veelgi laiendada. Osutub, et selline samm

on véga hésti kooskolas iildisema matemaatilise teooriaga.

(Vastaku reaalarvule a arvsirgc‘
punkt A ja reaalarvule b arvsir-
ge punkt B. Siis arv |a — b| on
vordne punktide A ja B vahelise
kaugusega. Erijuhul b = 0, saa-

me, et |a] on punkti A kaugus

knullpunktist.

J

-
Peame meeles, et iga reaalarvu

a € R korral
Va? = |al.
Néiteks, 25 = 5 ja mitte

—5, kuna juurimine on definee-
ritud alati iiheselt mittenega-
tiivse arvuna. Seda ei tohi se-
gamini ajada vorrandi lahen-
damisega. Vorrandil voib olla
rohkem kui iiks lahend, néaiteks
22 = 25 lahenditeks on 27 = 5

ja xo = —5.

\

N\




0.4. Reaalarvud

0.4 Summa sumbol

-

. . .. .. . ) Summa siimbol tuleb kreeka

Kui on vaja liita arvud aq,as,...,a,, n € N, siis seda saab lithidalt suurtihest sigma 3, mille viiike
maérkida sigma stimboli (ehk summamdrgi) abil taht on kujul o.

n
a+ax+...+a, = E a;,
i=1

kus a; on summa dldliige, i on summeerimisindeks (i =1,...,n).

Summamaérgi Y abil tdhistatakse iihelaadsete liidetavate summat, seejuu-

res stimboli ) jérel on nididatud, millse “kujuga” liidetavaid tuleb liita.

Naiteks .
Zai =y tam+1 + ...+ ap,

i=m
korral leitakse summa antud summa {ldliikme a; pohjal, kus koigi liideta-
vate saamiseks liidetakse jarjest lilkmed alates indeksist m kuni indeksini

n, lahtudes summeerimisrajadest m ja n.

Naiaide 0.2 Esimese 100 naturaalarvu liitmistehte saab kirja panna

kujul
100
1+2+...+100=Z¢.
=1
SO0

Niide 0.3 Kirjutame summa lahti

2 3 4
Sk L T (B
2. nis - 5t gt tEY

SO0

Naiide 0.4 Kirjutame summa lahti

90

> F(k) = f(5) + £(6) + ...+ f(90).

k=5

Naide 0.5 Keerulisem néide on Newtoni binoomvalem:

n __ . n! n—kik _ n n—1 n(n — 1)
(a+b)" = Z W= k)!a b” = a"+na b—l—i2

k=0

a" 2% 4. 4nab™ 140",

kus a,b € Rjan € N.

OO0
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Kontrollt66 teemad

1.

2.

Funktsiooni méadramispiirkond ja muutumispiirkond ning nende leidmine.

Pohiliste elementaarfunktsioonide graafikud (v.a. cot z, secx, cscx ja nende pdordfunktsioo-
nid).

Paarisfunktsioon, paaritu funktsioon, poérdfunktsioon, iiksiihene funktsioon.

4. Eksponent- ja logaritmfunktsiooni omadused.
\ J
4 ~

Eksamiteemad

1. Funktsiooni mdiste. Funktsiooni méa#ramispiirkond ja muutumispiirkond (véértuste hulk).

2. Paarisfunktsioon ja paaritu funktsioon.

3. Moisted: iiksiihene funktsioon, liitfunktsioon, péérdfunktsioon.

4. Péhilised elementaarfunktsioonid (moiste ja graafikud) ja elementaarfunktsioonid (mbiste).
\ J




PEATUKK 1. FUNKTSIOONID

1.1 Funktsiooni moiste

Kaks muutujat voivad esineda teineteisest soltuvatena voi teineteisest
soltumatutena. Néiteks, pileti hind kahe raudteejaama vaheliseks soiduks
ei soltu reisija kaalust, seevastu pagasi veohind samade jaamade vahel

soltub pagasi kaalust.

Jéalgides monda protsessi, ndeme, et selle kulgemine seisneb ikka, iithe moo-
detava suuruse muutumises teise moodetava suuruse muutumisel: 6hu tem-
peratuur muutub aja muutudes, ohurohk muutub korguse muutumisel,

soola lahustuvus vees muutub temperatuuri muutumisel jne.

,[Deﬁnitsioon 1.1] ~
Muutujat y nimetame soltuvaks muutujast x, kui z vaartustele

vastavad y vaartused.

Muutujat = nimetame soltumatuks muutujaks, muutujat y soltuvaks

muutujaks.

»Sinu eksamihinne on funkt-
sioon ajast, mida sa panustad

opingutesse.*

\. J

Moiste soltumatu muutujo asemel kasutatakse matemaatikas sona argu-

ment.

,{Deﬁnitsioon 1.2} N
Olgu antud hulk X C R. Kui igale arvule € X on vastavusse seatud

iiks ja ainult iiks reaalarv y, siis 6eldakse, et hulgal X on defineeritud

funktsioon f, mida méargitakse

y = f(=).

Elementi y = f(x) nimetatakse elemendi = kujutiseks, elementi x ni-

metatakse elemendi y originaaliks.

Oma olemuselt on funktsioon

mingi reegel (reeglite kogu,
algoritm, protsess), mis iga-
le sisendvéadrtusele leiab mingi
Selliselt voib

moelda igapéevases tegevuses.

véljundvaiartuse.

Matemaatikas formuleeritakse

funktsiooni moiste rangemalt.

N\

Kui 14bi punkti z tdmmata ver-
tikaalne sirge, siis joon y = f(z)
kujutab endast funktsiooni ai-
nult siis, kui tommatud sirge
loikab joont y = f(z) ainult
tthes punktis. Selline omadus
peab kehtima iga = korral funkt-

siooni maaramispiirkonnast.

\. J

Sellisel juhul raédgitakse reaalmuutuja reaalvdértustega funktsioonist voi,

lithemalt, reaalmuutuja funktsioonist.

Niide 1.1 Niiteks, seos u = £+/|v| ei kujuta endast funktsiooni, kuna
argumendile v on vastavusse seatud rohkem kui tiks vidrtus u (4/|v]
ja —+/|v|), kui v # 0. Kiill on aga funktsiooniks v = /v, v € [0, 00).

SO0

Niide 1.2 Valem (eeskiri)

4
V= 571'7'3

kujutab endast funktsiooni, mille vadrtuseks on raadiusega r kera
ruumala V.

SO0

10



1.1. Funktsiooni maiste

,{Deﬁnitsioon 1.3] N\ Y
Koikide elementide hulka X, mille puhul elemendile x € X seatakse )
funktsiooniga f vastavusse f(x), nimetakse funktsiooni f madramis- FX)
piirkonnaks.

Funktsiooni f koikide vdartuste hulka

{y | y = f(J?), = X} Joonis: [15].
nimetatakse funktsiooni f muutumispiirkonnaks ehk viértuste hul-
gaks ja seda tahistatakse f(X).
. J
f Mé&aramispiirkonna  piiramine )
Kasutatakse kirjutist f : X — R, kuid kirjutatakse ka f : X — Y, kui v5ib oluliselt muuta funktsiooni
f(X) CYCR. omadusi, kusjuures tulemuseks

on mingi teine funktsioon. N&i-

teks, sirge y = & — 1 vairtused

Niide 1.3 Funktsiooni on rangelt positiivsed argumen-

tide hulgal X = (1, 00), kuid ei
fa) = VI—a?

ole seda hulgal X = (—o0,1].
médramispiirkonnaks (reaalarvude hulgas) on 16ik [—1, 1], kuna kéiki-

de teiste reaalarvude puhul muutuks ruutjuure mérgi all olev avaldis
negatiivseks ja ruutjuure votmine viiks meid kompleksarvude hulka.

Funktsiooni f muutumispiirkonnaks on 16ik [0, 1].

SO0

Funktsiooni f saab defineerida (loomulikust) mé#dramispiirkonnast X
kitsamal hulgal Xy C X ning siis rddgitakse funktsiooni ahendist. Sel-

lisel juhul on oluline seda mainida.

A Markus 1.2 N

Kui reaalmuutuja funktsiooni korral on antud vaid teda méarav eeskiri,
médramispiirkond pole aga fikseeritud, siis loetakse méaramispiirkon-
naks nende argumendi vaartuste hulk, mille korral funktsiooni maérav

eeskiri omab métet (nn. loomulik mé#ramispiirkond).
\ J

Niide 1.4 Niiteks on funktsiooni y = v/22 — 4 méaéramispiirkond
X = (—00,-2]U[2,00) =R\ (—2,2).

SO0
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PEATUKK 1. FUNKTSIOONID

Funktsiooni f graafikuks nimetatakse xy-tasandi punktide hulka

G(f) ={(z,y) [y = f(x), = € X}.

A Markus 1.3

Funktsiooni pohilised esitusviisid on jargmised:

1. Analiiiitiline esitus valemi(te) abil;
2. Numbriline esitus tabeli abil;

3. Geomeetriline esitus graafiku kui joonise abil.

A Markus 1.4

Niide 1.5 Votame néiteks funktsiooni y = f(z) (esitus valemina)

y = 2.
Esitus tabelina (kasutatakse viga palju ligikaudses arvutamises, sta-
tistikas, andmetootluses)
el -10]-5]-1]0] 01|62
y | 10025 1 [o]o001]36 400

Kui selles néites analiiiitilises esituses on funktsiooni maaramispiirkond

R, siis tabel kirjeldab tegelikult vaadeldava funktsiooni ahendit mé&a-
ramispiirkonnaga Xy = {—10,—5,—-1,0,0.1,6,20}.

Esituses graafikuna nididatakse samuti vaadeldava funktsiooni ahendit,
samal ajal on moeldav, et graafikut kui joonist voib ette kujutada ka

selliselt, et argument x saab koik vaédrtused hulgas R.

Funktsioon voib olla antud ka ilmutamata kujul nagu néiteks ringjoon
(keskpunktiga (0,0))
22+ =1.

Ilmutamata kuju on tegelikult vorrand ithe voi mitme muutuja suhtes.
Sageli ei ole voimalik sellist vorrandit iiheselt lahendada ja seega ei ole
voimalik funktsiooni valemina avaldada. Ilmutatud kujul saaksime kaks
funktsiooni y = V1 — 22 ja y = —/1 — 22, molema méiramispiirkond
on loik [-1,1].

~

p
Mainimata mé&&ramis- v6i muu-

tumispiirkonda v6ib kaasa tuua
intsidendi Berkeley matemaa-
tikainstituudi seinale kritselda-

tud grafiti naol:

V3>2

piisavalt “suure” 3 korral. Siin

on siimbolile 3 antud huumori

mottes séltuva muutuja roll.

~
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1.2.

Eeldame, et funktsiooni f : X — R médramispiirkond X on siimmeetriline

nullpunkti suhtes, s.t iga x € X korral ka —z € X.

,{Deﬁnitsioon 1.5} N\
Funktsiooni y = f(x) nimetatakse paarisfunktsiooniks méiramis-

piirkonnas X, kui
f(=z) = f(z), igaxz € X korral.
Funktsiooni y = f(z) nimetatakse paarituks funktsiooniks, kui

f(=z)=—f(x), igax € X korral.

Paaritud funktsioonid on néiteks y = sinx ja y = x, paarisfunktsioonid on

niiteks y = cosz ja y = 2.

Maéarkus 1.5
Paarisfunktsiooni graafik on stimmeetriline y-telje suhtes. Paaritu

funktsiooni graafik on siimmeetriline nullpunkti suhtes.

1.2 Uksiihesus ja pealekujutus

Selles punktis vaatleme funktsioone, mille maaramispiirkond X on suvali-
ne hulk, samuti on suvaline hulk Y, kuhu kuuluvad funktsiooni vaartused.
Funktsioon f: X — Y tdhendab, et hulga X igale elemendile x on vasta-

vusse seatud iitheselt méédratud element f(x) € Y.

,{Deﬁnitsioon 1.6} N
Funktsiooni f : X — Y nimetatakse liksiiheseks funktsiooniks, kui

iga x1,r9 € X | x1 # xa, korral ka funktsiooni vaédrtused on erinevad

hulgas Y, s.t
f(@1) # f(2).
X Y
X Y
1 D
D
\ / 2 B
B
A 4

Joonis: 1) iiksiihene 2) iiksiihene 3) ei ole iiksiihene funktsioon (Wikipedia).

A Maéarkus 1.6 ~

Funktsiooni tiksiihesus tdhendab veel seda, et kui f(z1) = f(x2), siis
peab kehtima argumentide vordsus 1 = x». Uksiihese funktsiooni koh-
ta 6eldakse ka injektiivne funktsioon. Uksiihese funktsiooni f : X — Y
korral ei ole iihelgi elemendil y € Y iile iihe originaali. Seega v6ib va-
balt valitud elemendil y € Y olla parajasti iiks originaal voi originaali

mitte olla.

Paaris

Uksiihesus ja pealekujutus

Astmefunktsioonid, a>0

Paaritud

Astmefunktsioonid, a>0

Siinusfunktsioon y =

néaiteks tiksiihene osaldigul =z €
[7%,%}, kuid ei ole {iiksiihe-
ne tervel reaalteljel z € R. Sa-
muti ei ole teised perioodilised

funktsioonid iiksiihesed maéra-

sinx on

tuna reaalarvude hulgal R.

N

13




PEATUKK 1. FUNKTSIOONID

Niide 1.6 Konstantne funktsioon f(x) = 1 on iiksiihene tihepunk-
tilisel hulgal « € {a} ja ei ole iiksithene méadratuna mingil suuremal

hulgal. Lineaarne funktsioon f(z) = az +b (a,b € R,a # 0) on alati

iiksithene.
600
,[Deﬁnitsioon 1.7} N
Funktsiooni f : X — Y nimetatakse pealekujutuseks, kui f(X) =Y,
s.t iga elemendi y € Y korral leidub originaal z € X nii, et y = f(x).
X Y X Y
X Y
1 D
D
\ / 2
B
A 4

Joonis: 1) ei ole pealekujutus 2) pealekujutus 3) pealekujutus (Wikipedia).

Niide 1.7 Konstantne funktsioon f(x) = 1 on pealekujutus kui f :
R — {1}, kuid ei ole pealekujutus kui f : R — R.

Lineaarne funktsioon f(z) =az +b (a,b € R,a # 0) on pealekujutus
kui funktsioon f: R — R.

SO0

,[Deﬁnitsioon 1.8} N
Funktsiooni f : X — Y nimetatakse liksiiheseks pealekujutuseks

ehk iiksiiheseks vastavuseks, kui f on iiksiihene ja lisaks veel pealeku-

jutus, s.t igal elemendil hulgast Y leidub {iks ja ainult iiks originaal.

X Y X Y
X Y
1 D
D
\ / 2 B
B
l c 3 ©
A 4

Joonis: 1) ei ole 2) on iiksithene pealekujutus 3) ei ole (Wikipedia).

Matemaatikas Oeldakse peale-
kujutuse asemel ka strjektiiv-
ne funktsioon ning iiksiihese
pealekujutuse asemel bijektiiv-

ne funktsioon.

Siinusfunktsioon y = sinz on
pealekujutus vaadelduna

sin : R — [—1,1], kuid mitte
sin : R — R.

-~

1.3 Liitfunktsioon

Anname siin méiste iildisel juhul.

{Deﬁnitsioon 1.9} N
Eeldame, et on antud funktsioonid f : X — Y ja g :Y — Z. Funkt-

sioonide f ja g liitfunktsiooniks ehk kompositsiooniks nimetatakse

funktsiooni i : X — Z, mis defineeritakse vordusega

hz) =g(f(z)), = € X.

Kasutatakse kirjutisi A = gf voi h = g o f.

\. J

Funktsioonide liitfunktsioon on nendega jérjest teisendamine ehk nende

jarjest rakendamine.

Funktsioon
sin: [-%, %] — [-1,1] on iiks-
ithene pealekujutus, kuid

sin : R — [—1,1] ei ole.

14



Naide 1.8 Vaatleme funktsioone

fR>R, flz)=2+1,

g:R=R, g(z) =2

Siis saame moodustada liitfunktsioonid
(9/) (@) =g(f(x)) = (z+1)> =2+ 22 + 1,

(fo)(x) = flg(x)) =g(z) +1=2" + L.

Selle néite pohjal voib Oelda, et isegi kui X =Y = Z,siisgf : X —- X
ja fg: X — X ei tarvitse olla vordsed, mis tdhendab, et liitfunktsiooni
moodustamise tehe ei ole kommutatiivne.

SO0

1.4 Poordfunktsioon

Olgu antud funktsioon f : X — Y, mis on iiksiihene pealekujutus. Siis igal

elemendil y € Y on olemas parajasti tiks originaal x € X : f(z) = y.

,[Deﬁnitsioon 1.10} N
Uksiihese vastavuse f : X — Y poordfunktsioon f~! : Y — X

maaratakse vordusega
iy ==,

kus f(z) =y iga « € X korral.

\ J

Poordfunktsioon f~! seab igale elemendile y € Y vastavusse selle origi-
naali funktsiooni f mottes (see tédhendas, et f(z) = y). On arusaadav, et

(f~H~! = £, s.t funktsiooni f~! : ¥ — X poordfunktsioonon f: X — Y.

A Markus 1.7 ~

Margime, et kui f : X — Y ei ole iiksiihene, siis leidub y € Y, millel

on vahemalt vihemalt kaks originaali ja toodud viisil p66rdfunktsiooni
defineerida ei saa. Samuti, kui f : X — Y ei ole pealekujutus, siis
leidub y € Y, millel ei ole originaali ja jdlle pé6érdfunktsiooni ei ole.

Niisiis on funktsioon f : X — Y pooratav parajasti siis, kui on tegemist

1.4. Liitfunktsioon

f
<

=
Pg

Joonis: Wikipedia

Funktsiooni pdoratavus on eriti
oluline vorrandite lahendamise

uurimisel.

iiksiihese vastavusega hulkade X ja Y vahel.

Naide 1.9 Seame Celsiuse kraadidele vastavusse Fahrenheiti kraadid

y:f(x):§x+32.

Matemaatiliselt saab selle funktsiooni defineerida tervel reaalarvude
hulgal R ja on tegemist iiksiihese pealekujutusega f : R — R. Selle
jargi niiteks 30°C = f(30) = % -30 + 32 = 86°F. Leiame funktsiooni

f poordfunktsiooni.

\. J
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PEATUKK 1. FUNKTSIOONID

Selleks avaldame vordusest [E‘éiteks’ 86°Fr = f71(86) —J
9 5(86—32) = §54°C = 30°C.
muutuja
x = g (y — 32),

mis tdhendab, et

F W) =3 w-32), yer
Kui soovitakse kasutada tdhist z funktsiooni argumendina ja y véér-
tusena, siis voib kirjutada y = f~'(z) = 3 (z — 32), 2 € R. See vdi-
maldab funktsiooni ja tema podrdfunktsiooni graafikut kanda iihisele

xy-teljestikule, milles molema argumendiks on = € X.

Naide 1.10 Leiame funktsiooni \\

z+1

xT

poordfunktsiooni. Ndeme, et f: R\ {0} — R\ {1} on tiksiihene peale-

kujutus. Noudes, et x # 0, avaldame

1
zy—zrz=1 = x=—-0.
y—1
Seega podrdfunktsioon on f=1: R\ {1} — R\ {0}, kus

) = g w € R\ {1

SO0

Néide 1.11 Funktsiooni f : [0,00) — [0,00), f(z) = 2? poéordfunkt-
siooniks on

[ Hx) =V, x€l0,0).
Funktsioonil f=1: R — [0, 00), f(x) = 22, ei ole poordfunktsiooni, sest
ta ei ole tiksiihene.

SO0
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1.5. Pohilised elementaarfunktsioonid

1.5 Pohilised elementaarfunktsioonid

,[Deﬁnitsioon 1.1 1]

N
Pohiliste elementaarfunktsioonide all moistetakse jargmisi funkt-
sioone:

1. konstantne funktsioon y = c,
2. astmefunktsioon y = x¢,
3. eksponentfunktsioon y = a®, (a > 0, a # 1),
4. logaritmfunktsioon y = log, x, (a > 0, a # 1),
5. trigonomeetrilised funktsioonid
y =sinz, y =cosz, y = tanx, y = cotz,
6. arkusfunktsioonid
y = arcsinz, y = arccos x, y = arctanx, y = arccot .
\ J

Matemaatilises analiilisis enim
uuritud ja koige sagedamini esi-
nevad funktsioonid on elemen-

taarfunktsioonid.

¢ Konstantne funktsioon y = ¢ tdhendab seda, et igale reaalarvule

x € R seatakse vastavusse sama arv ¢ € R ehk f(z) =cigaz € R

korral. Selle graafikut saab ette kujutada jérgmiselt:

Konstantne funktsioon vaadelduna f : R — R on paarisfunktsioon,

ei ole iiksiihene; on pealekujutus vaadelduna f: R — {c}.

o Astmefunktsioon y = z%, a € R.

3

Niiteks funktsioonid y = x ja y = x° on iiksiihesed pealekujutused

ja paaritud funktsioonid vaadelduna f: R — R.

4

Funktsioonid y = 22 ja y = 2* on paarisfunktsioonid, ei ole iiksiihe-

sed kui funktsioonid f: R — R.

Kui a € (0, 1), siis saame juurfunktsioonid, y = 22 = /7 loomuliku

méadramispiirkonnaga [0,00); y = 23 = ¥z loomuliku méairamis-

piirkonnaga R. Kui a < 0, siis y = 27! = %, y=a"%= ﬁ ja

maaramispiirkonnast jadb kindlasti vilja punkt x = 0.

Astmefunktsioonid, sealhulgas
eriti tdisarvuliste astmenaitaja-
tega, on lihed pdhilistest alus-
funktsioonidest, mille abil moo-

dustatakse uusi funktsioone.
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1.5. Pohilised elementaarfunktsioonid

e Eksponentfunktsioon y = a*, a > 0, a # 1. Koige olulisem nen-

dest on y = €, mida kirjutatakse monikord ka

Siin e on Euleri arv.

kujul y = exp(x).

Tihti on tavaks eksponentfunktsiooni all moista kaht erinevat funkt-

siooni: y = €* jay = e * (x > 0). Seejuures

y = e” vadrtused

argumendi x suurenedes kasvavad kiiresti (eksponentsiaalne kasv)

x

ja y = e~ % vadrtused argumendi z suurenedes

(eksponentsiaalne kahanemine). Mingis mdottes y = e* ja y = e~

kirjeldavad oluliselt erinevaid protsesse.

kahanevad kiiresti

xT

Eksponentfunktsioonid y = e* ja y = e~® (z > 0) on olulisel ko-

hal loodusprotsesside kirjeldamisel (néiteks rahvastiku (populatsioo-

ni) eksponentsiaalne kasv voi kahanemine), intresside arvutamisel

finantsmatemaatikas jne.

Eksponentfunktsioonil on jargmised omadused:

a®=1, a®>0,
Tty T Yy =48 1
a =a"d’, a"=—,
a
xT
xTr— xT xT xT
a®V=—, (a")¥=a", (ab)

=a”b".

Eksponentfunktsioonid

Logaritmfunktsioonid

T
by

2m7 3%, e

5 a 2

Logaritmfunktsioon vy log,z, a > 0, a

log,pz, Inx

# 1. Koige oluli-

sem nendest on naturaallogaritm y = Inz (logaritmi alus on arv

e, y = log, x), laialt levinud on ka kiimnendlogaritm y = log, =.

Eksponentfunktsioon f(z) = a®, f : R — (0,00)
sioon g(x) =log, z, ¢ : (0,00) — R, on teineteise

f.

1

st fl=gjag™

, ja logaritmfunkt-

poordfunktsioonid,

Vastupidiselt kiirele eksponentsiaalsele kasvule ja kahanemisele, on

logaritmiline kasv ja kahanemine aeglased. Logaritmfunktsioonid on

samuti olulised reaalelu protsesside kirjeldamisel.
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PEATUKK 1. FUNKTSIOONID

Logaritmfunktsioonil on jargmised omadused:

log zy = log |x| + log |y], logg = log|z| — log|y|, (siin zy > 0),

1
log, x = 1n_337 logz® = alogz, x=a'°%® (siinz > 0),
na

In1=0, lne=1, Ine!=-1.

e Trigonomeetrilised funktsioonid sinz, cosz, tanz, cotx.

Siinus Koosinus

rKui tekstis ei ole midagi muud‘
tapsustatud, siis sageli voidak-
se kirjutise logz all moelda ka
naturaallogaritmi lnz. See on
eriti levinud teaduskirjanduses.
Paneme tdhele, et erineva alu-
sega logaritmid erinevad iiks-

teisest vaid konstandi kordsuse

poolest.
_

y=sin(ax)
yesing2)
y=sinlx)

y=cos(2x)
yecasa2)
y=cos(x)

cos 2z, cosxz/2, cosT

£0)

l 1

\

x /

2 H f@)=sin0
J' A ,/\

/8
/o
FEaAT) [ ‘ | | 0
2ay2=1 5 z z 251 %{ T

Joonis: http://www.theopencurriculum.org/articles/trigonometry/

Joonis: http://www.theopencurriculum.org/articles/trigonometry/

p

Siinusfunktsioon

sin : R — [—1,1] on paaritu
funktsioon, ei ole iiksiihene.
Funktsioon sin : [_T",%] —
[=1,1] on iiksiihene pealekuju-

tus.

\.

-

Koosinusfunktsioon
cos : R — [-1,1] on paa-

risfunktsioon, ei ole iiksiihene.

Funktsioon cos : [0,7] —

[—1,1] on iiksithene pealekuju-

tus.

\
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1.5. Pohilised elementaarfunktsioonid

Joonis: http://www.theopencurriculum.org/articles/trigonometry/

Py=sdecx |

'
I
0
I

-

T
P

I
|
I
N 2
:
I
|
i
i
|
I
|
!
i
|

g

H [LUF

Joonis: http://www.theopencurriculum.org/articles/trigonometry/

Tangensfunktsioon
tan : R\ {§ + km, k€ Z} = R
on paaritu funktsioon, ei ole

tiksiihene.

Funktsioon tan : (—%, %) —+ R

on iiksithene pealekujutus.

Tangensi saab esitada siinuse ja

koosinuse kaudu:

sinx

tanx = s
cos T

©# & +kn, kL

Kootangensfunktsioon
cot : R\ {mw + km, k € Z} - R
on paaritu funktsioon, ei ole

iiksiihene.

Funktsioon cot : (0,7) — R on

iiksithene pealekujutus.

Kootangensi saab esitada tan-
gensi voi siinuse ja koosinuse

kaudu:

1 cosx
cotx = = — s
tanx sin

™
cotxz = tan (7 71'),
2

r#mw+kn, k€L

e N

Seekans on koosinuse poord-

vadrtus:

1

)
cosx

secxr =

r# 5 +km, ke
Funktsioon

sec : R\ {§ + km, k € Z} —
R\ (—1,1) on paarisfunktsioon,

ei ole iiksiihene.
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Joonis: http://www.theopencurriculum.org/articles/trigonometry/

Markus 1.8

Kooseekans on siinuse poord-

vaartus:

1

csCx = — s
sinx

r#mw+ kr, k€EZ.

Funktsioon
csc: R\ {m+km, k€ Z} - R\
(—1, 1) on paaritu funktsioon, ei

ole iiksiihene.

N

avaldistes otstarbekam.

Funktsioonid cot x, secx ja cscz on avaldatavad sinzx ja cosx kaudu.

Seega saab ka nendeta hakkama, aga monikord on nende kasutamine

e Arkusfunktsioonid y = arcsinz, y = arccosz, y = arctanz ja

y = arccot x on vastavate trigonomeetriliste funktsioonide y = sin x,

y = cosx, y = tanx ja y = cotxz podrdfunktsioonid sobiva mééra-

mispiirkonna ja vadrtuste hulga korral.

Funktsioon arkussiinus arcsin :

pealekujutus. Funktsioon arkuskoosinus arccos

ithene pealekujutus.

Arkussiinus

20

05

0.0

0.5

Funktsioon arkustangens arctan : R — (

. e
Z] on paaritu, iiksiihene

: [-1,1] — [0, 7] on tiks-

Arkuskoosinus

) on paaritu, iiksithene pea-

lekujutus. Funktsioon arkuskootangens arccot : R — (0,7) on iiksiithene

pealekujutus.
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1.5. Pohilised elementaarfunktsioonid

Arkustangens Arkuskootangens

Funktsioon arkusseekans arcsec : R\ (—1,1) — [0,7] \ {5} on iiksiihene
pealekujutus. Funktsioon arkuskoosekans arcesc : R\ (=1,1) — [=5, 5] \

{0} on paaritu tiksiihene pealekujutus.

Arkusseekans Arkuskooseekans

A Markus 1.9 N

Kirjanduses kasutatakse arkusfunktsioonide t#&histamiseks ka kir-

1

jutusviisi sin~'z, cos™!'z, tan~'z ja cot~'z. Viimane on tulnud

f(x) poordfunktsiooni f~! tihistusest. Seda ei tohi segamini ajada

argumendi x poordvidrtusega ! = L.
x

Funktsioonide korral kirjutusviis f~!(x) ei tihenda avaldist ﬁ, vaid
poordfunktsiooni. Segaduse véltimiseks on kasulikum kasutada nime-
tusi y = arcsinz, y = arccosx, y = arctanx, y = arccotx vOi siis

y = asinx, y = acosz, y = atanz, y = acot x.
\ y,

A Markus 1.10 ~

Mbonikord laheb vaja vorduseid

. ™ s
arccos r + arcsinx = 3 arctan x + arccotx = 3

™
arcsec r + arccscr = 5




PEATUKK 1. FUNKTSIOONID

1.6 Elementaarfunktsioonid

Mittelementaarfunktsioone

T N
Definitsioon 1'12) leiab niiteks ridade poolt

Elementaarfunktsioonideks nimetatakse funktsioone, mis on saa- defineerituna.

davad pohilistest elementaarfunktsioonidest 1opliku arvu aritmeetiliste

tehete ja liitfunktsiooni moodustamise teel.

Niiteks on

sin( 14++/log(4+x2)
flay = o)
elementaarfunktsioon. Mitteelementaarfunktsioon on aga naiteks integ-

x
raalne siinus Si(z) = Of sint dt.

Markus 1.11

Elementaarfunktsioonid on sealhulgas funktsioonid, milledel on mate-

maatikas rida lihtsaid omadusi. SGnastame need hiljem vastavate tee-

made all, nagu piirviartus, pidevus, tuletise ja integraali leidmine.

'a ~\
]_ . 7 Jadad * Jadad on matemaatikas tahtsal
kohal. Nende abil on téestatud
. ~ cee . palju olulisi tulemusi ja kind-
Jada on oma sisult lopmatu jérjestatud arvude loend s .
lasti toestatakse veel uusigi.
A1,A2,y ... Qpy...y
1.0
millel on esimene element ja igale elemendile vahetult jargnev element. 08
0.6+
Néiteks:
0.4+
2,4,...,2n,.... ‘ n+1
024 ° 2rt
L]
RRELTTTTRON ecee
00 ; , ." ...T. o0
. . 5 10 15 20 25
,[Deﬁnltsmon 1.13] ~
Jadaks nimetatakse naturaalarvulise argumendiga funktsiooni Joonis: Wikipedia. Jada
graafiline esitus.
z=uz(n), n=1,2, L )
Tahistame (z,,). Arvu z,, nimetatakse jada (x,) tldliikmeks (ka ele-
mendiks). Kirjutame ka
(oo}
(@2) = (Bo)os = By B 000 By oo «
\ y,

Niide 1.12 Funktsiooni x = n? korral saame jada

() = 1,4,...,m% ... .
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Naiide 1.13 Voib-olla et koige tuntum voi vihemalt mingis mottes
erilisem jada on Fibonacci jada, mille kaks esimest liiget on iihed

ning iga jargnev liige on kahe eelneva liikme summa:
(Fn)=1,1,2,3,5,8,13,21,...,F, = F,_ 1+ F_o,... .

Jargnevalt on toodud graafiliselt Fibonacci spiraal, mis on viga

ldhedane ,kuldsele spiraalile:

13
21

Joonised: Wikipedia.

Fibonacci arvud on seotud kuldloikega, kus terve 16ik jaotatakse kaheks
osaks nii, et kogu 16igu pikkuse ja pikima osaldigu suhe on sama, mis

pikima ja lithema osaloigu suhe ehk

atb _a_Vh+1 Lo
a b 2

1.7. Jadad *

Leonardo Bonacci (1170-1250)‘
oli itaalia matemaatik, keda
tuntakse ka nime all Fibo-
nacci. Fibonacci jadaga seotud
arvud esinevad tsna tihti ka
looduses. Uheks pdhjuseks voib
olla see, et kahe jarjestikuse
Fibonacci arvu jagatise vaartus
laheneb kuldléike suhtele
VBl x 1.618... ja kuldlsige
on looduses erilisel kohal. On
tdheldatud, et kahe kohakuti

asuva (taime) lehe vahel on

tihti Fibonacci arv lehti.

Foto: Wikipedia. Fotol on
kollase kummeli 6is, mille sees
on struktuur, kus on 21
tumesinist ja 13 helesinist

spiraali.
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Peatukk 2

Funktsiooni piirvaartus ja pidevus

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

Jada piirvaartus * . . . . . . L L L e e e e e e e e e e e e e e e 28
Funktsiooni piirvidrtuse moiste . . . . . . . . . .. o 000 oo e e . 33
Uhepoolsed piirvairtused . . . . . o v v v i e e e e e e e e e e e 36
Funktsiooni piirviirtuse omadused . . . . . . ... ... 000000000 37
Funktsiooni piirvidrtuse arvutamine . . . . . . . ... ... . 000000, 39
Mboned erilised piirvadrtused . . . . . . . . . 0L L e e e e e e e e e e e 42
Pidevad funktsioonid . . . .. ... ... . o o o o ol o 45
Funktsiooni katkevusviise . ... .. ... ... L 0 0 o oo o e e 46

Pidevate funktsioonide omadused . . . . . . . . .. ... ... 000000, 48

Kontrollt66 teemad

1. Piirvaartuse tehetega seotud omadused. Piirvadrtuse arvutamine.
N . sinz . 1\* - .
2. Piirvaartuste lim —— =1, lim (1+ — =eja lim ¥/n =1 kasutamine.
qp n— oo

xz—0 T—>00

3. Funktsiooni pidevuse uurimine.

Eksamiteemad

1. Piirvaartuse intuitiivne moiste. Lopmatud piirvaédrtused, iihepoolsed piirvaértused.

2. Piirvdartuse omadused (teoreemide sénastused).
- . sinz
3. Piirvaartus lim —— =1.
x—0 o

4. Pideva funktsiooni moiste. Tingimused pidevuseks, funktsiooni katkevus.

5. Pidevate funktsioonide omadused. Elementaarfunktsioonide pidevus.




PEATUKK 2. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS JA PIDEVUS

2.1 Jada piirvaartus *

“Koigist suuruste muutumisviisidest on korgemas matemaatikas eriti taht-

sad kaks: suuruste tokestamatu kasvamine ja suuruste tokestamatu

kahanemine. Need kaks suuruste muutumisviisi on vahenditeks, mille abil

luuakse korgema matemaatika pohilised moisted, nagu piirvaartus, pide-

vus, tuletis, diferentsiaal ja integraal.”

Niide 2.1 Vaatleme naturaalarvude jada (vt. [30])

Antud jada esimene element on 1 ja sellel ei ole eelnevat elementi.

Koigil teistel elementidel on aga olemas eelnev ja jérgnev element.

Missuguse naturaalarvu me ka votaksime, ikka leidub veel temale

jargnev element. Seepérast naturaalarvude jadal pole viimast elementi,

sel jadal pole loppu, see jada on 16pmatu.

Jadas leidub koige vdiksem element, milleks on arv 1. Iga jérgnev ele-

ment on eelmisest suurem ning sellest ja veel 1opmatust jadast jarel-

dub, et antud jadas ei ole koige suuremat elementi. Ndeme, et suurus

n lletab kasvades iga etteantud tokke 7. Teisiti, pole toket, mida arv

n kasvades ei iiletaks ehk, lithemalt, arv n kasvab tokestamatult.

SO0

Naiide 2.2 On kerge niha, et samuti kasvab tokestamatult jada

=200 ®

SO0

,[Deﬁnitsioon 2.1]

N\
Kui jada ildliige x,, muutub nii, et ta oma vaartuselt saab, ja siis ka
jaab, suuremaks igast etteantud (positiivsest) arvust, siis iitleme, et
jada kasvab tokestamatult. Kirjutame

Ty — 0OO.
. J

~

\

“Igapdevases kones kasutame
sageli sonu ja ttlusi, nagu 16p-
matu, igavene, hetkeline, moot-
matult suur, kaduvviike jt. Nii
neid kui paljusid teisigi sonu ka-
sutatakse tavaliselt endale aru
andmata, mida nad Ooieti ta-
hendavad, missuguseid kujut-
lusi nendega tuleb siduda. Tea-
dust saab aga rajada ainult tap-

selt defineeritud maistetele. ”

~

-

-

Toodud
ja paljud
opikust [30], G. Régo. Korgem

sissejuhatav tekst

naited parinevad

matemaatika I.

Foto: Vikipeedia.

Gerhard Johannes Riégo (5.
1892 - 27.

1968) oli eesti matemaatik.

detsember juuni

Piirvadrtust vaatleme me ldhe-
malt alles jargmises peatiikis.
Kiill aga on jadade jaoks voima-
lik sellest radkida veidi varem.
Jargnev jada piirviddrtuse mois-
te tilesehitus périneb samuti G.
Réago opikust ja on veidi ,lee-
bem“, kui seda Opetatakse ma-

temaatikutele.

~
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2.1. Jada piirvddrtus

,{Deﬁnitsioon 2.2] ~
Kui jada tldliige x,, muutub nii, et ta oma vaartuselt saab, ja siis ka

jaab, viiksemaks igast etteantud (negatiivsest) arvust, siis iitleme, et

jada kahaneb tokestamatult. Kirjutame

Ty — —0O0.
\ J
Naide 2.3 Jada
—1,—4,...,—n?, ...
kahaneb tokestamatult.
®*e
™
°
™
™
°
= —200 °
.
.
™
™
°
000
,[Deﬁnitsioon 2.3] ~

Kui jada (z,) elemendid tokestamatult kasvavad voi kahanevad, s.t
ZTp — 00 VOL T, — —00, siis me iitleme, et jada (x,) piirvidrtus on
lopmatu. Viimast méargime vastavalt

lim z, =00 voi lim z, = —occ.
n—oo n—oo

A Markus 2.1 ~

Viimast Geldakse rangemalt ka nii: jada (z,,) piirvdirtus on oo, kui
iga (positiivse) arvu 7 korral leidub selline naturaalarv N nii, et iga

indeksi n > N korral kehtib
Ty > T.

Analoogiliselt jada (x,) piirviddrtus on —oo, kui iga (negatiivse) arvu

7 korral leidub naturaalarv N nii, et iga indeksi n > N korral kehtib

Ty < T.
4 J
Naide 2.4 Seega
. o . 2 . 2\ __
lim n =00, lim n°=o00, lim (—n%)=—oc.
n—oo n— oo n— oo
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PEATUKK 2. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS JA PIDEVUS

Naiide 2.5 Vaatleme naturaalarvude jada asemel nende p6érdvadrtus-
te jada (vt. [30])

Antud jada esimene element on 1 ja sellel ei ole eelnevat elementi.
Koigil teistel elementidel on aga olemas eelnev ja jargnev element. Ka

see jada on lopmatu, kuid seekord jérjestatud kahanevalt.

Jadas leidub koige suurem element, milleks on arv 1. Iga jargnev
element on eelmisest viiksem ning sellest ja veel lopmatust jadast
jareldub, et antud jadas ei ole koige vidiksemat elementi. Ndeme, et
arv % jaab n kasvades vidiksemaks igast etteantud tokkest 7 > 0
ehk, teisiti, pole positiivset toket, millest arv % suuruse n kasva-

des ei jadks vaiksemaks ehk, lithemalt, murd % kahaneb tokestamatult.
1
n

.
[ T=0.2

Viimast on lihtne ndidata. Olgu 7 suvaline positiivne arv (siin peetakse
silmas, et voib valida kuitahes viikese positiivse arvu). Koigi n viér-
tuste korral, kus
n > l,
.
kehtib vorratus .

—<T.
n

Seega iikskoik, millise positiivse tokke 7 > 0 me ka ette ei annaks, siis
mingist n vidrtusest alates on arvud % sellest tokkest 7 viiksemad.

SO0

,{Deﬁnitsioon 2.4} N

Kui jada iildliige x,, muutub nii, et ta oma absoluutvéiartuselt saab, ja

siis ka jaab viiksemaks igast etteantud positiivsest arvust, siis titleme,

et jada piirviidrtus on 0. Viimast mérgime

Tz, —0 voi lim z, =0.
n—oo

Mirkus 2.2
Viimast 6eldakse rangemalt nii: jada (x,,) piirvaédrtus on null, kui iga

arvu 7 > 0 korral leidub naturaalarv N nii, et iga indeksi n > N korral

kehtib |z, | < 7.
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Naide 2.6 Jada voib tokestamatult kahaneda ka negatiivsest suunast
voi ka siis, kui tema vadrtused on kord positiivsed ja kord negatiivsed.
Niiteks on selline jada

L=t =

1 11
n :_1,77_777%‘
(@) 2’734 n

,{Deﬁnitsioon 2.5}

2.1. Jada piirvddrtus

-
Vaadeldes

o
tasakaalust vélja
viidud rippuva laelambi edasi-
vonkumist,

tagasi nieme, et

vongete amplituudid (suurim

korvalekalle tasakaaluasendist)

on  vaheldumisi  positiivsed
ja negatiivsed, kusjuures
mingist arvust vongetest

alates amplituudi suurus jaab

pusivalt allapoole  kuitahes
viikesest etteantud tokkest.
Teoreetiliselt voiksid vonked

jérjest vahenedes kesta igavesti.
Tegelikult 16peb liikumine juba
monekiimne vonke jéarel, kuna
vonkuva laelambi energia kulub

ohutakistuse {iletamisele.

=

N\
Kui mingi reaalarvu L korral |z, — L| — 0, siis iitleme, et jada ()
piirvaartus on L. Viimast méargime

lim z, = L.
n—oo

. J

A Mirkus 2.3 ~
Viimast 6eldakse rangemalt nii: jada (x,,) piirvddrtus on arv L, kui iga
etteantud arvu 7 > 0 korral leidub naturaalarv N nii, et iga indeksi
n > N korral kehtib

|z, — L] < T.
\ J

Naide 2.7 Jada
0.3,0.33,0.333,0.3333, ...

piirvadrtus on %, kuna

3

xn—’ —0, z,=0.33...3.
——

n kolme

Intuitiivselt vo6ib modelda ka
nii. Jada (x,) piirvddrtus on
arv L, kui jada litkkmed aina
lahenevad ja ldhenevad arvule
ldhene

L, sealjuures ei aga

iihelegi teisele arvule.
Margime, et konstantse jada
korral on piirvadrtus ilmne, néi-

teks
nhﬁm@(—l) =—1.

Siin pole enam kuskile ldhene-

da, ,enam ldhemale ei saa‘.

N\

Piirviartuse tdhistusena kasu-
tatakse siimbolit lim, mis on
liihend ladinakeelsest sonast li-

mes, ja mis tdhendab piiri.

31



PEATUKK 2. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS JA PIDEVUS

Definitsioon 2.6]
Jada (x,) nimetatakse koonduvaks, kui tal eksisteerib 16plik piirvidr-

tus. Jada, mis ei koondu, nimetatakse hajuvaks ( lim z, = too voi
n—oo

piirvéédrtust lim x,, ei leidu).
n—o0

Naiide 2.8 Igal jadal ei pruugi olla piirvdartust. Naiteks jada

hajub, kuna jada elemendid on vahelduvate méarkidega ning need ei
jaa suuremaks etteantud positiivsest arvust ega jaad ka véaiksemaks

etteantud negatiivsest arvust.

T =200 .
. P (71)111]2
L ]
Py [ ] b
et
[ ]
[ ]
®
L
[ ]
L

000
Niide 2.9 Vaatleme jada (z,) = 1,0,1,0,.... Antud jada hajub,

kuna ei leidu piirvadrtust lim z,,. Koige lihtsam on moelda sellest nii,
n—oo

et antud jada korral tema liikmed ei ldhene {ihelegi kindlale arvule,

vaid hoopis vonguvad, olles vaheldumisi 1 ja O.

SO0

,[Deﬁnitsioon 2.7] N

Jada (z,) nimetatakse tokestatuks, kui leidub selline reaalarv M > 0

nii, et jada koik elemendid on absoluutvidrtuse poolest viiksemad kui
arv M, s.t
|xn| < M, n=1,2....

Vastasel korral nimetatakse jada tokestamatuks.
\ J

Niide 2.10 On selge, et jadad (n) ja (—n?) ei saa olla tokestatud,
kuna nad tokestamatult kasvavad. Jada (1/n) on tokestatud iga arvuga
M > 1. Samuti on tokestatud jada 1,—1,1,—1,... , kuigi see jada ei
ole koonduv.

SO0

32



2.2. Funktsiooni piirvddrtuse moiste

2.2 Funktsiooni piirvaartuse moiste

Paljud loodusteaduse ja tehnika kiisimused seavad meid vajaduse ette
uurida funktsiooni k#itumist argumendi ldhenemisel monele kindlale
vaartusele. Néiteks voib meid huvitada kiisimus, kuidas kditub vedeliku
ruumala temperatuuri lahenemisel keemispunktile, kuidas kditub teras-

varda venivus koormuse ldhenemisel elastsuspiirile jne.

Piirvddrtuse moiste on matemaatilise analiilisi liks alustalasid ja see
eristab matemaatilist analiilisi néiteks algebrast ja trigonomeetriast.
Sellele moistele baseerub enamus meie jargmistes loengutes vaadeldava-
test moistetest, nagu néiteks funktsiooni pidevus, tuletis, keha hetkkiirus,
integraal. Samal ajal, kui tegemist on olulise moistega, on tegemist ka
keerulise moistega. Sellest tingituna anname oma pohikursuses piirvéar-
tuse moiste pigem intuitiivselt, kui matemaatiliselt range eeskirja abil.

Viimase kohta voib lugeda lisas leiduvast materjalist.

Vaatleme néiteks ringjoone pikkuse arvutamist. Viimast saaksime ligikau-
du arvutada sirge joonlaua abil, mootes ringi sisse joonestatud korrapéa-

raste hulknurkade kiilgede pikkused.

N=10 N=20 N=200

Mida suuremaks ldheb hulknurga kiilgede arv IV, seda tdpsem peaks olema
meie poolt moodetud ja arvutatud ringjoone timbermoot. Seega on piir-
vaartuse leidmisel oluline ,protsess”, milleks antud olukorras on hulknurga
kiilgede arvu suurendamine. Praktikas tuleb mingil hetkel paratamatult
tunnistada, et mootetdpsusel on omad piirangud. Kiill aga saame prak-
tiliste mootmiste asemel jétkata teoreetiliste arvutustega. Saab nédidata,
et sellisel viisil koostatud hulknurkade kiilgede summa toepoolest laheneb

vaartusele 277, mis kujutab endast ringjoone iimbermootu.

(. N\
Newtoni aegadel ei olnud piir-

vadrtuse moiste veel péris selge,
korrektselt range definitsioon
puudus (see viimane ei seganud
Newtonil ja Leibnizil andmast

viga olulisi praktilisi tulemusi).

Kasutati umbes sellist lahene-
misviisi, et kui Az voolab nulli,
siis 2 + Az voolab arvuks 2.
Voi siis, kui Az on piisavalt
viike (samal ajal ei tohi Az
vorduda nulliga), siis 2 + Az
on piisavalt lahedane arvuga 2.
Paneme téahele, et need moisted
“piisavalt” ja “voolab” on iisna
udused moisted. Matemaatikas
on olukordi, kus sellisest kirjel-
dusest ei piisa. Kui me ei saa
Az votta vordseks nulliga, siis
me ei saa ka niisama lihtsalt
toestada, et protsessi 2 + Az

tulemus on toesti arv 2.

Niiteks 1797. aastal dritas
Joseph-Louis Lagrange tule-
tise moistet edasi anda ilma
piirvaartuse moisteta, liritades
1dbi ajada ainult algebraliste
vahenditega (astmeridadega).
Lagrange moistis, et tema
vaited ei olnud matemaatiliselt
alati korrektsed, kuid ei pida-

nud neid erijuhte eriti tdhtsaks.

Bernard Bolzano aastal 1817 ja
Augustin-Louis Cauchy aastal
1821 andsid (e, §)-tiitipi definit-
sioonid, mis hiilgasid geomeet-
rilise ldhenemise ja votsid kasu-
tusele analiiiitilise. Karl Weiest-
rass (1815 - 1897) andis definit-
sioonile kaasajal laialt kasutata-

va sonastuse.

/ﬂexua%nf /

Karl Weierstrass
Allikas: Wikipedia
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PEATUKK 2. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS JA PIDEVUS

Niide 2.11 Vaatleme funktsiooni f(x) = x — 1. Lihtne on niha, et
kui ldheneme argumendiga = tokestamatult arvule 1, siis funktsiooni

vaartused x — 1 lahenevad tokestamatult nullile:

v | 09| 099 | 0.99 | 0.9999 | ... | 10001 | 1001 | 101

f(x) | -0.1 | -0.01 | -0.001 | -0.0001 | ... | 0.0001 | 0.001 | 0.01

Antud juhul saab arvutada ka f véddrtuse kohal x = 1 ja selleks on

f(1) = 0. Viimane kujutab endast iihtlasi funktsiooni f piirvadrtust
argumendi x ldhenemisel arvule 1.

SO0

Naiide 2.12 Vaatleme jargmist funktsiooni

z?—1

z—1"
mis ei ole méaratud x = 1 korral. Viimane tdhendab, et me ei saa leida

funktsiooni védrtust f(1). Proovides argumendiga x minna arvule 1

kuitahes ldhedale, saame siiski arvutada

v | 09] 0990099 ... [ 1001 ]1r01]11
@) | 19| 100 | 1009 | ... | 2001 | 201 | 2.1

Voib tdheldada, et argumendi x ldhenedes arvule 1 funktsiooni vaértu-
sed f(z) lihenevad arvule 2. Oma arvutusi voiksime niimoodi jitkata,
vottes x vidrtusi arvule 1 jarjest lihemal ja 1dhemal. Osutub, et sel kor-
ral on argumendi = ldhenemisel arvule 1 funktsiooni f piirvéédrtuseks
arv 2, hoolimata sellest, et punktis = 1 ei ole funktsioonil véértust.

SO0

Definitsioon 2.8}
Olgu antud a € R ja § > 0. Punkti a imbruseks nimetatakse vahe-

mikku (a — d,a + 0), seda nimetatakse veel -limbruseks.

,[Deﬁnitsioon 2.9]
Hulga X C R kuhjumispunktiks nimetatakse punkti ¢ € R, kui

punkti a iga timbrus sisaldab vdhemalt iihte temast erinevat hulga X

punkti.
.

A Markus 2.4

Edaspidi vaatleme alati piirprotsesse, kus a on kuhjumispunkt, kus-
juures ta ei pruugi kuuluda funktsiooni maaramispiirkonda.

Esitame jargnevalt funktsiooni piirvdartuse iildise sonastuse, mis sele-
tab kiill &ra moiste sisu, kuid ei anna konkreetset eeskirja piirviirtuse
leidmiseks. Teisalt, viimane ei sega meid edaspidi piirvadrtust arvuta-
mast, kuna praktikas vajame me enamasti piirvaartuste omadusi, mitte

definitsiooni ennast.
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2.4. Uhepoolsed piirvidrtused

,{Deﬁnitsioon 2.10]

N\
Funktsiooni piirvaartus. Olgu a funktsiooni f mé&idramispiirkonna ( Argumendi 2 tokestamatu li- )
X kuhjumispunkt. Reaalarvu A nimetatakse funktsiooni f piirviar- henemine arvule a téhendab,

et vaadeldakse koéikvoimalikke
tuseks punktis a ja kirjutatakse jadade koondumisi z, — a.
Sellele vastavalt toimub funkt-
lim f(x) = A siooni vé#rtuste koondumine
z—a ’ Flan) = A.
kui punktile a piisavalt lahedastes maaramispiirkonna X punktides x
(vilja arvatud, voib-olla, punktis a eneses) erinevad vastavad funkt-
siooni viédrtused f(z) arvust A kuitahes vihe.
. J
y
w [

AMarkus 2.5 N\ Ave y=A+e

Funktsiooni piirvaédrtuse definitsiooni korrektne teine pool: ., A J
¢ y=A—c¢
kui iga reaalarvu ¢ > 0 korral leidub reaalarv § > 0 selliselt, et [
reX,0< |z —a|l<d = |f(x) — A <e.
\ y 0 a-6 @ a+s x
Geomeetriliselt.
Naiide 2.13 Funktsioonil
1
x) = cos —
f(x) = cos >
puudub piirviartus protsessis x — 0, kuna kuitahes ldhedalt nullile me
x vaartusi ka ei votaks, siis ikka leidub neid z vairtusi, mille korral
f véértus on 1 voi —1, s.t funktsiooni f vddrtused ei ldhene mingile Ll
konkreetsele arvule. f(z) = cos 1
x
Niide 2.14 Funktsioonil
204+1, z<1
f(z) =44, r=1 (2.1)
20 +3, z>1
puudub piirvadrtus protsessis x — 1, sest kui argumendi x vaértused
lahenevad arvule 1 vasakult poolt, siis f(z) ldheneb laheneb arvule 3, e s e e
) ) Funktsioon (2.1)
kui aga = vidrtused ldhenevad arvule 1 paremalt poolt, siis f(z) ldhe-
neb arvule 5. Seega ei saa protsessis ¢ — 1 toimuda f(x) ldhenemist
ithele kindlale arvule.
,{Deﬁnitsioon 2.11} N — -
. Albert Einstein: “Ainult kaks
Funktsiooni lopmatud piirvairtused. Oeldakse, et funktsioonil f asja on 16pmatud: universum ja
on piirvésirtus oo protsessis  — a, a € R, kui argumendi x lihenemine inimese lollus, ning ma pole kin-
del esimeses.”
arvule a toob kaasa f(z) tokestamatu kasvamise. Sel juhul kirjutame
lim f(z) = oo.
r—ra
Kui aga protsessis x — a toimub f(z) tokestamatu kahanemine, siis
iitleme, et funktsioonil f on selles protsessis piirvadrtus —oo ja kirju-
tame
lim f(z) = —o0.
r—a 35
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PEATUKK 2. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS JA PIDEVUS

Naide 2.15 Naiiteks

2.3 Uhepoolsed piirviirtused

s B 1

Uhepoolsed piirviirtused x
Vaatleme piirprotsesse:
1. £ — a, * > a, ldhenemine toimub paremalt, s.0 parempoolne

piirvaartus. Tdhistame

lim f(z) (voi  f(a+)).

r—a+
) o lim £06) | @)
2. * — a, * < a, ldhenemine toimub vasakult, s.o vasakpoolne xa- |

piirvaartus. Tahistame

lim f(x) (voi  f(a—)).

T—a—
Uhepoolsed piirvasrtused.
\ J

A Teoreem 2.1 N

Funktsiooni piirviirtuse eksisteerimine. Kui eksisteerivad iihe-

poolsed piirvaértused lim+ f(z) ja lim f(x), siis (nn. kahepoolne)
T—a T—a—

piirvadrtus lim f(z) = A eksisteerib parajasti siis, kui
r—a

lim f(z)= lim f(z)=A.

r—a+ rT—a—
8 J r N
1
NB! Funktsiooni f(z) = -—
a8
(graafikul) piirvdartus on kont-
Naide 2.16 Funktsioonil rolltéédes sageli valesti leitud.
1
flx) =~
x

on olemas ithepoolsed piirvaartused

1 1 ‘
lim — =00, lim — = —o0, : L

x—0+ 21 x—0— 1
kuid on selge, et ei eksisteeri kahepoolset piirvaartust lim —.

x—0

SO0

Naide 2.17 Funktsioonil

ei ole piirvadrtust lir{1 f(z), kuna sel juhul z — 1 < 0 ja ruutjuur ei
x—1—
ole defineeritud. Samas lim f(x) = 0.
rz—14

SO0

Uhepoolseteks piirviirtusteks loeme ka lim f(z) ja lim f(z), kui need
xr—r 00 r——00

on olemas.
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2.4. Funktsiooni pitrvddrtuse omadused

Naiide 2.18 Leiame piirvaartuse

. 3r+1
lim .
z—o0 20 — 1

Kirjutame

. 3x+1 . oz (3+L) 34
lim = lim —— %72 ,
z—o00 20 — 1 93%001'(2—%) x~>002—% 2

sest % — 0, kui z — oc.

OO0

2.4 Funktsiooni piirvaartuse omadused

Teoreem 2.2

Piirvisirtuse iihesus. Vaadeldavas protsessis (kas iihe- voi kahepool-

ses) saab funktsioonil olla ainult iiks piirvidrtus.

Téestus. Toestuse voib leida néiteks opikust [23]. O

Definitsioon 2.12]
Funktsiooni f nimetatakse tokestatuks hulgal X, kui leidub arv

M > 0 nii, et |f(z)] < M iga x € X korral.

Funktsioon f(z) = z on tokes-

tatud 16igus [—3,2], kuna néi-

teks M = 100 jaoks (tegeli-
kult iga M > 3 jaoks) kehtib
[f(@)] = |z| < 100 iga = €

[—3, 2] korral. Samas ei ole f to-
kestatud hulgal R.

A Teoreem 2.3

Piirvairtus tokestatud funktsiooni korrutisest funktsiooniga,
mille piirvdartus on null.
Kui funktsioon f on tokestatud punkti a mingis timbruses ja

lim g(z) =0,

r—ra
siis

lim [£ ()9 ()] = 0.

r—a

~

Niide 2.19 Leiame piirvaartuse

1
lim (xQ cos > .
x—0 €T

Siin lim 2> = 0. Samas piirviiirtust lim cos — ei eksisteeri (vonkuv
z—0 z—0 T
funktsioon). Kuna aga |cosz| < 1 iga z € R korral (s.t koosinus on

tokestatud), siis viimase teoreemi jargi

1
lim (x2 cos ) =0.
x—0 x
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A Teoreem 2.4

Tehetega seotud piirvidrtuse omadused.

Kui on olemas loplikud piirvaartused

lim f(z)=A

T—ra

lim g(x) = B,

r—a

ja
siis kehtivad jargmised tehetega seotud omadused:
L lim /(@) £ g(a)] = A% B;

2. lim [cf(z)] = cA,

r—a

ceR;

3. lim [f(2)g(a)] = AB:;

r—a

\.

A Markus 2.6

Teoreemi noue, et peavad eksisteerima 16plikud piirvidrtused lim f(z)

ja lim g(x), on olulised. Vastasel juhul niiteks f(z) =1— ﬁ jag(x) =
1

Tl korral

lim (f () + g(x))

z—0

= lim
z—0

1 1
l-—+— ) =liml=1,
lz[ |z ) a=0

aga kasutades valesti teoreemi esimest omadust, saaksime

(1_

Tehe co — 0o ei ole defineeritud, ei ole moistlik defineerida néiteks

lim
z—0

lim (f(z) + g(x))

_)
z—0 ~~

EI KEHTI

oo — oo vordseks nulliga, tegemist on méaramatusega.

\.

~\

Teoreemi eeldus 16plike piir-
védrtuste leidumise kohta on
oluline. Piirviaartused A ja B

peavad olema reaalarvud.

p

Naiide 2.20 Arvestades tehetega seotud omadusi, saame

lim (z — 2)2? = 2- 16 = 32.

z—4

A Teoreem 2.5

Kahepoolse tokke omadus (sindvits-teoreem).

Kui kehtivad vorratused

f(z) <g(x) < h(z), z€(a—10da)U(aa+0),

ja on olemas loplikud piirvaartused

lim f(z) = lim h(z) = A,

Tr—ra Tr—ra

siis on olemas ka piirvairtus lim g(«) ning
r—a

lim g(z) = A.

T—ra

L

Antud néiitest voime ka né-
ha, et lopmatute piirvaartuste
lim f(z) voi lim g(z) korral (voi
ka siis, kui neid piirvaartusi ei
eksisteerigi) voib funktsioonide
summal f + g antud protsessis
16plik piirvaartus ikkagi leidu-
da. Analoogiline on olukord va-

he, korrutise ja jagatise korral.

\

J

p

\

Kahepoolse tokke omadust ni-
metatakse ka ”Squeeze Theo-
rem“ voi ka “vbdileiva omadu-

seks” (”Sandwich Rule®).

Joonis: Wikipedia
Nullitimbruses, keskmine sinine
joon g(z) saab sama piirviaartu-
se, mis iilemine (roheline) h(x)

ja alumine (punane) f(z).

N
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2.5. Funktsiooni piirvddrtuse arvutamine

Niide 2.21 Kasutades omadust lim /n = 1, leiame piirvidrtuse
n—oo

lim /6.

n—oo

Paneme téhele, et n > 6 korral kehtib
1<6<n.

Samuti jadvad vorratused kehtima, kui neist votta mingit jarku juur,
V1< V6 < /n.

Kuna lim ¥1 =1 ja lim ¥/n = 1, siis kahepoolse tokke omaduse
n—oo

n—oo

tottu jareldub, et

lim V6 = 1.

n—oo

2.5 Funktsiooni piirvaartuse arvutamine

Uks voimalus on argumendi x asemele panna arvule a lihedasi arve ja
vaadata, mis edasi saab. Sellist votet kasutasime peatiiki alguses. Vote

voib nouda aga iilearuseid arvutusi ja on mitterange meetod.

A Teoreem 2.6 N

Teoreem elementaarfunktsioonide piirvaartustest. Kui f on ele-

mentaarfunktsioon ja punkt a kuulub tema maéa&dramispiirkonda, siis

lim f(x) = f(a).

r—a

A Markus 2.7 ~

Antud teoreem lubab paljudel juhtudel piirvaértuse leidmist lihtsusta-

da. Naiiteks,

2z — 3 . 3
lim ( cos ——— + e**3 ) =cos = + €5,
z—3 z+1 4

Samas ei saaks piirviadrtust niimoodi leida, kui protsessi z — 3 asemel

2z—3
r+1

mis tdhendab, et teoreemi ei saa rakendada. Protsessis © — —1 sellel

oleks protsess © — —1, kuna ei ole madratud punktis z = —1,

funktsioonil piirvasdrtust ei eksisteeri.

Argumendi asendamine. Asendame argumendi x suurusega a+ Aa, kus
Aa — 0, ja tiritame avaldist teisendada. Selline vote voib praktikas anda

héid tulemusi (kuigi ettevaatlik tuleb siiski olla).
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PEATUKK 2. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS JA PIDEVUS

Niide 2.22 Leiame piirvaartuse

oox?=9
lim .
x—3 T — 3

Tegemist on elementaarfunktsiooni piirvaartusega, kuid kahjuks = 3

ei kuulu tema médramispiirkonda. Asendame = = 3 + Aa ja leiame

(B3+Aa)*-9 . 9+6Aa+(Aa)?-9 B
si80 34 A3 s Aa =, A =6

SO0

Maaramatuse korvaldamine. Monikord on otstarbekas avaldist teisen-

dada nii, et algne méaramatus saab korvaldatud.

A Markus 2.8 ~

Kui piirvaértuse arvutamisel tekivad méaramatused

0 00

— = 0-00, oco—o00, 0° 1%®°, o°
07 007 b ) b 9

siis tuleb avaldist, millest leitakse piirvaartust, teisendada nii, et see

méaramatus saaks korvaldatud.
\ J

Naiide 2.23 Naiteks 12

iy %
arvutamisel ei saa kohe asendada z = 1, kuna tekib mé&aramatus %.
Jagamise korral voib vordseid nullist erinevaid avaldisi omavahel taan-
dada. Siin taandatakse i—j, kus z # 1 ehk « — 1 # 0 (piirvaértus
ei soltu sellest, milline on funktsiooni viartus punktis & = a ehk siin
x = 1, vaid vidrtusest punkti a lahedal). Seega
=lim(z—1)=0.

z—1 o —1 r—1

Poliinoomide uurimise ja kasutamise korral on kasulik meelde tuletada

jargmised vordused:

(a£b)? =a?+2ab+ b (a+b)?=a®+3a?b+ 3ab® + b3,
a?—b=(a—0b)(a+b), a®L£b®=(axb)(a®Fab+b?).

Sama astme poliinoomide ja-

Naide 2.24 Leiame piirvidrtuse gamisel protsessis x — a tu-

leks maéaaramatuse % korral

3_2 _ 2
im &2 gy @3@THBTHO) 2 g9y = o7,
xr—3 x—3 xr—3 :L'—?) r—3

voimalusel kasutada algebra-

lisi vorduseid.

SO0
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2.5. Funktsiooni piirvddrtuse arvutamine

Naiide 2.25 Leiame piirvaartuse

lim ——

z—0 \/m —1
Siin z = 0 ei kuulu vaadeldava funktsiooni méé&ramispiirkonda. Jérg-
nevalt kasutame korrutamise votet (idee on kasutada ruutude vahe
valemit (a — b)(a + b) = a® — b?),

im x ~ lim x Vi+aor+1
z—=0+/14+x—1 7I 014+ —-—1+V14+2+1

— lim “1+x+1)f1m0ﬂ+m+1)

x—0 1—|—J?—1

Naiide 2.26 Leiame piirvadrtuse

o Va2 +100 — 10

x—0 J,‘2

Viimast saame teisendada jargmiselt:

lim V2 +100 — 10 Va2 4+ 100 + 10 ~ lim 22 4100 — 100
z—0 x? Va2 41004+ 10  =—0 22 (/a2 4+ 100 + 10)
x? 1 1

= lim lm ———— = — =0.05.
250 22 (V22 1 100 + 10)  ==0 /22 + 100 + 10 20

SO0

Niide 2.27 Kui kahe muutuja « poliinoomi jagamisel protsessis © —
+oo tekib 22, siis voetakse lugejas ja nimetajas sulgude ette muutuja

x korgeima astmega liige. Néiteks

473 — 922 + 1 z3 4_2l+i
g P2t (4225 + )
T—00 2_’123—1 T—00 ;[;3 (2—?13)
4-214 L 4

= lim ’cle:f:?.
T—00 2— = 2

Niide 2.28 Vaatleme veel piirvaértust

lim (Va2 +z — ).

r—r00

Klassikaline viga on siin kirjutada, et co — co vordub nulliga. Selgub,
et viimane on vale vastus. Piirviaartuse leiame jargmiselt:

2

T)—F——— 1m —F—
Tr—r0o0 \/IL'2+117+.T T—r00 \/aj2+x+x

1 1

9”_”’03:( 1+§+1) moee Jiglyn 2

72 2 —
lim (Va2 42— a) Yl TEEE gy LT

Kui lugejas voi nimetajas on
ruutjuur, siis méaidramatuse
korral tuleks voimalusel sel-
lest irratsionaalsusest vaba-
neda. Tiiipiline vote selleks
on kasutada ruutude vahe va-

lemit

a® —b®> = (a—b)(a+b).

\

Poliinoomide jagamisel prot-
sessis * — +oo tuleks luge-
jas ja nimetajas sulgude ette
tuua = korgeima astmega lii-
ge ™. Sellisel juhul jaab sul-
gudesse alati tokestatud aval-
dis (kuna liikmed —» — 0,
kui x — £00).

~

41
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2.6 Moned erilised piirvaartused

Teoreem 2.7

Kehtib valem = A A
. sinx > VAR VR RY
lim =1. (2.2) AGAR\VAN Y.
z—0 X
Graafikud —Si‘;”” ja L‘;:I
Téestus. Vaatleme funktsiooni f(z) = #2Z Punkt z = 0 ei kuulu

funktsiooni f mé&aramispiirkonda, kuid mujal on f méératud.

sinx
=1.

Funktsioon f on paarisfunktsioon ja piisab néidata, et xl_i)r(r]1+ -
Vaatleme ringjoont raadiusega 1. Asetame I veerandisse ringjoonele punkti
P. Moodustame téisnurkse kolmnurga hiipotenuusiga 1, ringi sektori kuni
punktini P (kaarepikkusega x radiaani) ja taisnurkse kolmnurga kiilgedega

1 ja tanz (joonisel kasutatud 6 on meil x).

puey
puey

() urs

cos 6 1 1

1
5(:05951119 <

Joonis: [3].

Uhikringi pindala on 7 ja iimberméét 27, millest pindala avaldub poole
iimbermooduga. Sama suhe jadb kehtima, kui votame ringist sektori. Siit
saame, et loodud sektori pindala on 5. Jooniselt on selge, et moodustatud

kujundite pindalade kohta kehtivad vorratused

tanx . sinx
ehk coszsinz <z < .
2 cosT

coszsinz

<
5 =

x <

DO =

Kui 0 <z < 7, siis voime jagada vorratust positiivse arvuga sinx > 0,

1
<

cosT < — < .
sinx cosT

Kuna lim cosz = 1 ja lim = 1, siis kahepoolse tokke omaduse

z—0+ z—0+ COST
pohjal saame

lim — =1 ehk lim =
z—0+ SInx z—0+ z—0+ 5
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2.6. Moned erilised piirvidrtused

Jareldus 2.1
Kehtib

Niide 2.29 Leiame piirvaartuse

sin 2x
im .
z—0 bHx

Kui z — 0, siis ka 2z — 0 ja me saame muutujavahetuse u = 2x abil

kirjutada

sin 2x 2 . sinu 2 2
250 5z 5usd w5 5

Naiide 2.30 Oluline on jilgida protsessi, milles piirviartust leitakse.

lim (—3smx +4>
Tr—r o0 xT

korral on viga ahvatlev kasutada just vaadeldud piirvidartuse omadust

Niéiteks piirvadrtuse

(2.2), kuid kuna siin £ — oo ja mitte z — 0, siis me ei saa valemit
-3

(2.2) kasutada. Kiill aga mérkame, et lim — — 0 protsessis © — oo
x

ja kuna sin z on tokestatud, siis tegelikult

mn(_&mz+4):o+4=4

T—00 T

Samas voib mérgata, et kui oleks protsess z — 0, siis saaksime valemit
(2.2) kasutada ja piirvaértus oleks —3 +4 = 1.

SO0

A Lause 2.1

Eksisteerib piirvaértus

1 x
lim (1 + ) =e.
T—00 T

Arv e on irratsionaalarv ja e = 2,7182818.... T&his e on kasutusel

uldlevinult.
\

Toestus on toodud osaliselt pikus [34].

o

—
— (1
—

@

-

@

=

@
TN T T YT T N

w

Jéreldub vordusest

Floy=-3"0 4
z

| n

N\ —~. —
—— i{) AN D

—3sinz

f(z) =

Vordus kehtib ka protsessis
r — —Oo0.
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Naide 2.31 Vaatleme pideva intressi mudelit. Pideva intressi korral

arvutatakse intress pohimotteliselt igal ajamomendil.

Te olete votnud 500 eurot laenu intressiga 5% kuus (r = 0.05). Sel

juhul n kuu mé6dudes on summa kasvanud

Sp =500(1+7)"

euroni. Seega on iihe aastaga volg kasvanud
S1o =500 - 1.05" ~ 898 euroni.

Pideva intressi korral jaotatakse see 5% igale ajaiihikule laiali, ehk

r = 0'—]85, kus N — oo on iihes kuus toimunud intressi arvestamiste

. . . . NB! Hoolimata sellest, et tihel
arv. Sel juhul n kuu véltel arvestatakse intressi n IV korda ehk N i N
korral voetakse intressiks 16p-

N\ nT mata viike summa & — 0, siis

S 500 1 r\"N 500 1 1 " koik kokku liites (N — oo) saa-

n ’ + N - ’ + E : me ikkagi markimisvairse sum-
S

ma.

Kui N — oo, siis ka % — 00 ja me ndeme, et

lim S,, = 500e™".

N —o0

Seega pideva intressi mudeli jargi on laen iihe aastaga kasvanud
Seda on umbes 13 eurot rohkem

0.05.12 kui diskreetse mudeliga. Pideva
500e™ ~ 911 euroni. intressi mudel on alati kahjuli-
kum laenu votjale ja kasulikum

RS laenu andjale.

Néaide 2.32 Leiame piirvaartuse

. 2 z+3 . r—14+1 z+3 . 1 (z—1)+4
lim = lim ( — = lim (1+
Tr—r00 Jj—l T—>00 aj—l T—00 Z‘—l

1 rz—1 1 4 1 r—1
= lim {14 —— 1+ —— ) = lim (14+ — ,
T—00 x—1 x—1 T—00 rx—1

sest lim 1+

T—00 €T —

Jarelikult

SO0

Lause 2.2
Kehtib

lim /n=1.

n—oo

Tdestus on toodud opikus [23].
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2.7. Moned erilised piirvidrtused

2.7 Pidevad funktsioonid

Igapédevaelus on tuntud iitlused, nagu ,kiitusehinna hiippeline tous®, ,kat-
kematu siindmuste ahel“, ,pidevalt to6tav seadeldis“ jne. Me arvame, et
meil on enam-vihem selge, mida need sonad tihendavad. Utlused, nagu
Jfunktsioon katkeb“ ja ,funktsioon on pidev on matemaatilised moisted
ja vajavad seetottu téapset piiritlemist.

Vaatleme reaalmuutuja funktsioone y = f(z), v € X CR. Olgu a € X.

,[Deﬁnitsioon 2.13} N

Funktsiooni f nimetatakse pidevaks punktis a, kui

lim f(z) = f(a).

T—a
\ J

A Markus 2.9 ~

Selleks, et funktsioon oleks pidev punktis a, peavad olema taii-

detud koik jargmised kolm tingimust:

1. funktsioonil on olemas vaartus f(a);

2. funktsioonil on olemas piirvéértus lim f(x) protsessis © — a;

3. lim f(x) = f(a).
r—ra
Kui funktsioon f ei ole pidev punktis a, kuid on méaéaratud tema iimb-
ruses, siis celdakse, et funktsioon f on katkev punktis a (punkti a
nimetatakse funktsiooni f katkevuspunktiks). Katkevuspunktist a
radgitakse ka siis, kui funktsioon f ei ole médratud punktis a, kuid

eksisteerib lim f(x).
r—a

\. J

Naiide 2.33 Vaatleme funktsiooni

z2—4

—,  kui x # 2,
fla)y=q =72 _
4, kui x = 2.
Voib leida, et protsessis © — 2
24 -2 2
im &= gy @Z2EFD ) —a
T2 T — z—2 Tz —2 z—2

Seega eksisteerib piirvidrtus protsessis x — 2. Samuti f(2) = 4. Kuna
il_}mg f(x) = f(2), siis see funktsioon on pidev punktis 2.

Kui funktsioon f oleks defineeritud nii, et tal oleks punktis 2 mingi
teine vadrtus, siis tingimus ig f(z) = f(2) el kehtiks ja funktsioon
oleks katkev punktis 2.

SO0

Definitsioon 2.14}
Me iitleme, et funktsioon f on pidev hulgal X, kui f on pidev selle

hulga igas punktis. Kui X = R, siis iitleme, et funktsioon f on pidev
koikjal.

Praktikas on pidevad funktsioo-
nid olulised. Mitterangelt voi-
me pidevast funktsioonist moel-
da kui funktsioonist, mille graa-
fiku joonestamisel ei pea pliiat-

sit paberilt tostma.

45F

!
1 15 2

f(x) graafik.

\

Analoogiliselt tihepoolsete-
le piirvaartustele on olemas
moisted:

iihepoolse pidevuse

vasakult pidev ja paremalt
pidev. Sel juhul tuleb protsess
r — a vilja vahetada vasta-
va iihepoolse piirviartusega

r — a— vOoi x — a+.
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PEATUKK 2. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS JA PIDEVUS

Anname pidevuse definitsioonile teise kuju. On selge, et

lim f(x) = f(a)

r—a

kehtib parajasti siis, kui

lim (f(z) - f(a) = 0.

TrT—ra
Téahistame argumendi muudu Az = & — @ ning funktsiooni muudu Af =

f(z) = f(a). Siis saame

lim f(z) = f(a) < lim Af=0.

T—a Az—0

A Markus 2.10 ~

Funktsioon on pidev, kui argumendi z véaikesel muutmisel ka funkt-

siooni muut A f muutub vihe, ehk

A BF =0

Niide 2.34 Niitame, et f(z) = < on pidev igas punktis z # 0. Olgu
punktis x # 0 argumendi juurdekasv Az. Siis Az l&henemisel nullile
saame

. . 1 1y . —Ax B
A Af = Jim <x—|— Az x> = dim, z(z+Ax) 0

Jarelikult on funktsioon pidev igas punktis z # 0.

SO0

2.8 Funktsiooni katkevusviise

Korvaldatav katkevus. Vaatleme funktsiooni a5t

24
@)= ==

Punktis x = 2 ei ole funktsioon méaratud, kuid piirvadrtus protsessis 35

r — 2 siiski eksisteerib,

24 -2 2
limx :hmw:hm(gj—i—%:& 22 _
T2 r—2  x—2 Tz —2 T—2 flz) = graafik.
Funktsioon on katkev punktis x = 2, kuigi tal on olemas piirviartus

protsessis * — 2. Katkevus on korvaldatav, kuna saaksime vajadusel

defineerida f(2) = 4 ja siis oleks koik pidevuse néuded taidetud.

Hiippeline katkevus. Vaatleme funktsiooni

fz) =

|’

mis ei ole punktis z = 0 méaédratud. Leiame iithepoolsed piirvaartused: - -3 ’ E

lim — =1, lim — =—1. ||
20+ |z| 20— |z| 46



2.8. Moned erilised piirvidrtused

Kuna parem- ja vasakpoolsed piirvadrtused on erinevad, siis puudub
molemapoolne piirviartus protsessis x — 0. Sellel funktsioonil on punktis

0 hippeline katkevus, mis ei ole korvaldatav.

Lopmatu katkevus. Vaatleme funktsiooni

Funktsioon on médramata punktis = 0 ja piirvaértus vordub

1
lim — = oo.
z—0 12

Funktsioon on siin katkev seetottu, et punktis 0 ta ei ole médratud. See-
juures ei ole katkevust voimalik korvaldada. Margime, et see funktsioon

on katkev ainult punktis z = 0, mujal on ta pidev.

Ostsilleeriv katkevus. Vaatleme funktsiooni, mille graafik on

Joonis: Wikipedia.

Ilma et me teaksime selle funktsiooni avaldist, voib Gelda, et see funkt-
sioon ei ole pidev (joonise keskpunktis), kuna vonkumine toimub kons-
tantse amplituudiga ja keskpunktis ei ole funktsioonil piirvaartust. Seda

1
tiilipi funktsiooniks on néiteks f(x) = sin —, millel ei ole piirvidrtust prot-
x

1
sessis ¢ — 0. Vordluseks mérgime, et funktsioon f(x) = xsin — on koikjal
x

pidev, kui méaarata f(0) = 0.

A Markus 2.11 N

Toome iihe néite funktsioonist, mille pidevust uurida on suhteliselt
keeruline:
1 p .
- ,xe€Q, q¢>0, r = = taandatud kujul |,
NOERK 7
0 ,z¢Q.
Joonis: f(x) graafik [3].
\ J

1
f(z) = — graafik.
T

(Joonisel toodud funktsiooni |
konstrueeris saksa matemaatik
Carl Johannes Thomae (1840
- 1921) ja see on pidev irrat-
sionaalsetes punktides z, kuid
katkev koikides ratsionaalsetes
punktides z. Antud funktsiooni
nimetatakse ka popkorni voi siis

vihmapiiskade funktsiooniks.

Igapaevaelu praktikas selliste
funktsioonidega kokku ei puu-
tuta. Tegemist on matemaati-
liselt teoreetilise naitega. On
olemas ka funktsioone, mis on
koikjal defineeritud, kuid ei ole
pidevad mitte iiheski punktis,

naiteks

1 >
ﬂ@—{ vea
0 ,z¢Q.
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PEATUKK 2. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS JA PIDEVUS

2.9 Pidevate funktsioonide omadused

A Lause 2.3 ~

Tehetega seotud pidevuse omadused.
Olgu f ja g pidevad funktsioonid punktis « = a. Siis ka
Tehetega seotud omadused j&a-
f(x) + g(l’), f(x)g(x) relduvad piirvaartuste omadus-
test.
ja
f(z) ,
—=, kui g(a) #0
@) g(a) #0,
on pidevad funktsioonid punktis x = a.
\. J

Teoreem 2.8

Koik elementaarfunktsioonid on pidevad oma méairamispiir-

konnas.

Naiide 2.35 Viimase teoreemi jargi teame, et elementaarfunktsioon
f(x) = 22 on pidev kogu reaalteljel. Seega f(3.14) on piris hea lihis-
vadrtus tiapsele vidrtusele f(m). Argumendi muut Az = 7 —3.14 ei ole
suur, seega ka funktsiooni muut Af = f(7w) — f(3.14) ei saa olla suur.
Kui me tahame tépsemat tulemust, siis piisab votta argumendi 3.14
asemel rohkem arvu 7 komakohti.

Vordluseks vaatame kirja saatmise hinna funktsiooni

34 senti, 0 <z <100 grammi,
p(z) =
57 senti , 100 < z < 200 grammi.
Sellisel juhul p(99) = 34, aga p(101) = 57, s.t viike raskuse muutmine
toob kaasa suure hinna koikumise (punkti = 100 iimber voime votta
kuitahes vaikese raskuse muudu, aga hinna muutus jaidb ikka nullist
oluliselt suuremaks). Funktsioon p ei ole pidev punktis = = 100.

SO0

Lause 2.4
Loigus pideva funktsiooni vidrtused on tokestatud. )

Lause 2.5
Loigus pidev funktsioon omandab 16igu mingis punktis oma vahima ja

mingis punktis oma suurima vidrtuse koigi loigus olevate argumentide

korral omandatavate vaartuste hulgas.
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2.9. Moned erilised piirvidrtused

Naiide 2.36 Naitame, et punktis x = 2 katkeva funktsiooni

2
z¢4+x—6
fe)=—3—7"
saab jatkata pidevaks funktsiooniks punktis z = 2.

Esiteks mérgime, et f kui elementaarfunktsioon on pidev punktist 2

erinevates punktides. Leiame piirvéértuse

-2
limf(a:):lim%: limx+3 :E
r—2 r—2 ($+2)(£L’*2) z~>21‘+2 4

Jéatkatud funktsioon g on pidev punktis z = 2, s.t lirr12 g(z) = ¢g(2), kui
z—

defineerida
(2), = #2,

T = 2.

b

f
g(x) =19 5
4
000
Loigus pidevad funktsioonid asuvad nii teoorias kui praktikas tdhtsal kohal.

On palju tulemusi stiilis “kui funktsioon f on pidev mingis piirkonnas, siis

kehtib ...”. Toome néite, mis omab ka praktikas olulist rolli.

A Teoreem 2.9 N

Teoreem vahepealsetest vidrtustest (Intermediate Value Theo-
rem, vt. [3, 13]). Kui funktsioon f on pidev l6igus [a, b], siis tal on koik

vadrtused f(a) ja f(b) vahel. Kui niiteks

fla) <y < f(b),

siis on olemas x € (a, b) nii, et kehtib vordus f(x) = y. Analoogiliselt:
kui
fla) >y > f(b),

Viimane teoreem ei iitle meile,
kus asub see punkt z, et kehtiks
f(z) = y, ja ta ei iitle meile, kui
palju selliseid erinevaid vaartusi
z (et kehtiks f(z) = y) lildse on.
Kiill aga on omaette véartus ka
antud infol, me teame, et selline
(vihemalt iiks) punkt z on toe-

poolest olemas.

N

siis on olemas x € (a, b) nii, et kehtib vordus f(x) = y.

WHY DID THE CHICKEN CROSS THE ROAD?

y =
€1 88
. =H
o" ..'t, L=y
fb) — : e z
3
7?
f(a) —
[ R TR TR N R S SR
T T T 1 —T X
a b

THE INTERMEDIATE VALUE THEOREM.

Joonis: spikedmath.com

49



PEATUKK 2. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS JA PIDEVUS

50



Peatukk 3

Funktsiooni tuletis ja diferentsiaal

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
3.10

Keskmine kiirus ja hetkkiirus . . . ... ... ... .0 00000000,
Tuletise definitsioon . . . . . . . . ... . o oo oo o o
Pohiliste elementaarfunktsioonide tuletised . . . . . . . ... ... ... ...
Diferentseerimise reeglid . . . . . . . . . . . . . o i el e e
Liitfunktsiooni tuletis . . . . . . . ... ... ... o o o oo
Logaritmilise diferentseerimise vote . . . .. .. ... .. ... ........
Tuletisfunktsioon kui protsessi kiirus. . . . . ... ... ... .........
Korgemat jarku tuletised . . . . . . .. .. . oo 0o o oo oo
Joone puutuja ja normaali vorrandid . . ... ... .00 0000000

Funktsiooni diferentsiaal . . . . . . . . . . . .. . . . e e e e e

2.

Kontrollt66 teemad

1.

Tuletise definitsiooni kasutamine lihtsamal juhul.
Diferentseerimise reeglid ja nende rakendamine.
Liitfunktsiooni tuletise leidmine.

Pohiliste elementaarfunktsioonide tuletised.
Joone puutuja ja normaali vorrandite leidmine.

Diferentsiaali kasutamine ligikaudsetes arvutustes.

2.

Eksamiteemad

1.

Tuletise definitsioon ja geomeetriline tolgendus. Teist jéarku tuletise moiste.

Tuletise definitsiooni kasutamine lihtsamal juhul.

Diferentseeruv funktsioon. Teoreem punktis diferentseeruva funktsiooni pidevuse kohta.
Tehetega seotud diferentseerimise reeglid. Liitfunktsiooni tuletis.

Joone puutuja ja normaali vorrandid.

Diferentsiaali moiste. Diferentsiaali kasutamine ligikaudsetes arvutustes.




PEATUKK 3. FUNKTSIOONI TULETIS JA DIFERENTSIAAL

3.1 Keskmine kiirus ja hetkkiirus

Kui auto liigub iihtlase kiirusega, siis on auto liikumise keskmist kiirust
lihtne arvutada:

labitud teepikkus

keskmine liirus —
eskmine kiirus kulutatud aeg

Definitsioon 3.1]

Suhet
As

T At

nimetatakse materiaalse keha keskmiseks kiiruseks.

Uk

-
Oma olemuselt jaguneb mate-

maatiline analiiiis kahte suur-
de - sisuliselt viga erinevasse
- valdkonda: diferentsiaalarvu-
tus (muutumiskiiruse uurimine,
lokaalne omadus) ja integraal-
arvutus (kogumuutuse uurimi-
ne, globaalne omadus). Alusta-

me oma teekonda esimesest suu-

Seega, kui auto liigub iihe tunniga 50 km, siis tema liikumise keskmine

kiirus on v, = 22 = 50 km/h.

Tegelikkuses ei liigu auto tavaliselt kunagi pikemat ajavahemikku iihtlase
kiirusega. Keskmine kiirus ei iitle meile mitte midagi selle kohta, kuidas
auto vois litkuda néiteks 33. minutil. Teisalt, kui me tahame teada saada
auto liikumise kiirust just nimelt hetkel 33 minutit 0 sekundit, siis kuidas

seda teada voiks saada?

Uks voimalus on méota libitud teepikkust ja kulunud aega jérjest lithe-
mal ajaloigul. Naiteks, 30 sekundit enne ja peale 33. minutit. Kuid sellisel
juhul saame me teada ikkagi ainult auto liikumise keskmise kiiruse iihe
minuti jooksul. See on ilmselt tépsem ja iseloomustab liitkumist 33. minuti
iimber paremini, kui keskmine kiirus iihe tunni jooksul, kuid jaab ikkagi
ebatépseks. Edasi voiksime moota labitud teepikkust igal sekundil ... voi

koguni igal sajandik-, tuhandiksekundil.

Ajavahemik At | 1n | imin | 1sek | 0dsch
Labitud teepikkus As | 50 km 1km 15m 1.3m
Keskmine kiirus &2 50km/h | 60km/h | 54km/h | 46.8km/h

Selline idee auto puhul aitab ja praktikas see suuresti nii t66tabki.
Meil ei ole aga motet moota auto ldbitud teepikkust néiteks miljard
korda sekundis, tulemus oleks kiill tdpsem, kuid mootmiseks kulutame
rohkem energiat ja saadud iileliigsete komakohtadega ei ole meil vihemalt

spidomeetril midagi peale hakata.

Kuidas on lood aga {ildisemalt? Ajasammu tihendamine annab meile
tdpsema tulemuse, aga ega me hetkkiirust ennast ikkagi kétte ei saanud.
Votame naiteks kitarril noodi la, mis tekib, kui keel vongub 440 korda se-
kundis. Kui moodetav ajavahemik oleks sekund, siis ndeksime kitarrikeelt
pigem paigalseisvana. Nihtav valgus aga vongub 10 korda sekundis,
mis tdhendab, et valguse jaoks peaks moodetav ajavahemik At olema

viahemalt 10~15 sekundit...

rest valdkonnast.
.

(Matemaatilise analiiiisi (C'alcu—w
lus) loojateks peetakse inglise
fiisikut ja matemaatikut Isaac
Newtonit (1642 - 1727)

Allikas: Wikipedia
ja saksa matemaatikut ning fi-
losoofi Gottfried Wilhelm Leib-
nizi (1646 - 1716).

Allikas: Wikipedia

Nad toé6tasid teineteisest séltu-
matult vélja tuletisega seotud
seadusi, tehteid, lisaks integ-
raaliga seotud moisteid. Tosi,
see koik ei vastanud veel mate-
maatiliselt range teooria noue-

tele, kuid andis siiski palju viga

praktilisi tulemusi.
| J
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3.1. Keskmine kiirus ja hetkkiirus

Niipalju siis reaalsest maailmast. Kiill aga oleme me varem tutvunud
piirvdértuse moistega, miks mitte lasta moodetaval ajavahemikul minna
lopmata véikseks? Tosi, moningad paradoksid viitavad, et voib juhtuda,

et ajamoment ei saa reaalselt olla lopmata vaike.

Vaatleme néiteks keha litkumist kindla seaduse alusel. Olgu s = s(¢) selle
keha poolt labitud teepikkust viljendav aja ¢ funktsioon. Liikugu keha

mingist hetkest ¢ edasi aja At vorra.

s(t) s(t+ At)
L 4 L 4 > t
t t+ At

Siis saab funktsiooni s = s(¢) muudu ( tema muut annab meile 1dbitud

teepikkuse) arvutada jargmiselt:

As = s(t + At) — s(t).

Definitsioon 3.2}
Piirvaartust

@)= Jia =
o(t) = Jim 7=

nimetatakse materiaalse keha hetkkiiruseks antud ajamomendil ¢.

Niide 3.1
Liikugu auto seaduse s(t) = t? alusel. Siis auto liikkumise kiirus hetkel
t =15 on

25 + 10At + (At)?2 — 25

v(5) = lim At = A At
. 10At + (At)? . pikkusiihikut
= lim — = — Jim (10+At) =10 —
o — A, (10+ A7) ajatihikus
OO0

A Markus 3.1 ~

Kiiruse moistet saab kasutada ka teiste suuruste muutumise korral
(keha soojenemise kiirus, aine lagunemise kiirus, keemilise reaktsioo-

ni kiirus, aktsiahinna langemise kiirus, meeleolu muutumise kiirus jne).

Kui protsessi kirjeldav funktsioon on f, siis selle funktsiooni muudu A f
ja argumendi x, mille all moeldakse aega, muudu Ax jagatise piirvadr-
tus véljendab funktsiooni muutumise hetkkiirust argumendi z antud

vaartusel:

o _ flz+ Az) — f(x)
v(w) = Alalgrgo Az~ A0 Az ’

p
Newtoni ja Leibnizi nimega

vahendid.
|

on ajaloos seotud iiks pikk
vaidlus matemaatilise analiiiisi
esmaavastaja tiitli tile. Moned
Newtoni sobrad siitidistasid
Leibnizi plagiaadis: Newtoni
ideede varastamises ja oma

nime all esitamises.

See oli suhteliselt segane
vaidlus, milles ei ole ténaseni
tait selgust toodud. Newton
kasutas oma loodud moisteid
(naiteks fluzion) ja meetodeid
(nn. voolavusteooria) raamatus
“The Method of Fluzions and
Infinite Series”, mille ta sai
valmis 1671. aastal, kuid mis
avaldati alles pérast tema

surma 1736. aastal.

Leibnizi  esimsed  méarkmed
infinitesimals kohta on da-
teeritud aastast 1675, kuid
ta ei avaldanud midagi enne
1684. aastat. Tuleb siinjuures
mainida, et Newton ja Leibniz
olid omavahel tihedas kirjava-
hetuses ja loomulikult arutasid
ka iiksteise ideid.

Sellest suurest ja mottetust
vaidlusest kaotasid ilmselt
rohkem inglise matemaatikud,
samal aja kui Euroopa mandril
jatkati rahulikult teooria

arendamist.

Omaette teema oli veel teiste
matemaatikute (naiteks George
Berkeley) terav kriitika Newto-
ni ja Leibnizi esitatud moiste-
te kohta. Igal juhul m&jutas toi-
munu Newtonit niipalju, et oma
kuulsamais teoses “Printsiibid”
ta eriti matemaatilise analiiiisi
vahendeid ei kasutanud (kuigi
ta oli tulemused ise varem nen-
de abil tuletanud) ja valis alter-

natiivse variandina geomeetria

93



PEATUKK 3. FUNKTSIOONI TULETIS JA DIFERENTSIAAL

3.2 Tuletise definitsioon

Olgu antud funktsioon f : X — R, X C R. Anname argumendile a € X

muudu Az, nii et a + Az € X, ja vastav funktsiooni muut olgu

Af = fla+ Az) — f(a).

(Newton lahtus ajas muutu-

Tuletise definitsioon. Kui eksisteerib l1oplik piirvaartus

im Of _ fla+ Az) — f(a) e f(z) = f(a)

Az—0 Ax  Az=0 Ax z—a T—a

)

siis seda piirvaartust nimetatakse funktsiooni f tuletiseks punktis
a.

Téhistatakse kujul f/(a), %|x=a-

,[Deﬁnitsioon 3.3] N\

\ J

Niisiis

Az—0 Az ’

kui see piirvadrtus eksisteerib ja on reaalarv. Juhime tahelepanu sellele, et
tuletise olemasolu kiisimuse saab esitada vaid punktis z € X, kui

(x — 6,2+ d) C X mingi § > 0 korral. Seda néuab piirvairtuse moiste.

A Markus 3.2 N

kbolitest ja tehetest.

N

vatest suurustest, nimetades
neid voolavateks suurusteks
ehk fluentideks (fluens). Nende
muutumise hetkkiirusi nimetas
ta fluksioonideks (fluzus -
vool). Fluendi =z fluksiooni
tahistas ta & (vt. [27, 35]).

Kui vétta funktsiooni y = z?
viike muut o, mis “voolab” nul-

li, siis

(z +0)? — 2
o

= 2x + o.

¢

Seega suurus 2z + o ‘“voolab”

suuruseks 2z.

Leibniz t&histas sellist vaikest
nulli minevat suurust téhisega
dz (differentia, erinevus, va-
he). Kui Newton mdtles tuleti-
se all eelkdige seost fiitisikaliste
moistetega (liikkumiskiirus, 1dbi-
tud vahemaa), siis Leibniz 1dh-

tus rohkem algebralistest siim-

Lopmatu tuletis. Kui eksisteerib

flz + Az) — f(x)

Alal;rgo Az -
vOi
i J@ AR = f@)
Az—0 Ax

siis monikord Geldakse, et funktsioonil f on punktis z lopmatu tule-

tis.

\. J

Niide 3.2 Kui f(x) = ¢ = counst, siis Af = 0 ja jarelikult

f'(x)=c"= lim 0 =0.

= N1 —_— =
Az—0 Az

Niide 3.3 Olgu f(z) = 222 — z, siis
Af =2(x + Az)? — (z + Azx) — (227 — z) = daAx + 2(Ax)? — Az

ja

4xA 2(Az)2 — A
(22°—z)’ = lim Az +2(Az) x

=4x—1+ lim 2Ax = 4z—1.
Az 50 Ax Az—0

SO0
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Naide 3.4 Olgu f(x) = sinz, siis

Af =sin(z + Az) — sinz = 2 cos (:L’+ A;) sin%,

sinw
ja tuletise definitsioonist ning piirviartusest lin}J —— =1 jareldub, et
u—r u

cos (z + &%) sin &2
(sinz)’ = lim ( ) 2 = cosu.

Az—0 %

SO0

Teoreem 3.1

Punktis loplikku tuletist omav funktsioon on pidev selles punktis.

Toestus. Eeldades, et f’(a) on loplik, niitame, et }llin%) fla+ h) = f(a).
—

Kui h # 0, siis kehtib

fla+h) - fa)

h.
h

fla+h)=fla)+
Minnes piirile 1 — 0, saame

lim A
h—0

. . . fla+h)— f(a)
Jim fla+h) = Jim f(a) + Jim ——————

= f(a)+ f'(a) - 0 = f(a).

3.2. Tuletise definitsioon

p
Funktsioon f on pidev punktis

a, kui
lim f(x) = f(a),
mis on samavéirne tingimusega
Jim f(a+ h) = f(a).

Piirvaartust voib teoreemi toes-
tuses toodud viisil eraldi votta
vaid siis, kui leiduvad vastavad
I6plikud piirvéartused. Siin on

see tingimus tédidetud.

Definitsioon 3.4]

Funktsiooni f tuletise leidmist nimetatakse funktsiooni f diferent-

seerimiseks. Matemaatilise analiiiisi osa, mis késitleb tuletise leidmise

reegleid, omadusi ja rakendusi, nimetatakse diferentsiaalarvutuseks.

Definitsioon 3.5]

Me nimetame funktsiooni f diferentseeruvaks punktis x, kui eksis-

teerib tuletis f'(x).

Naide 3.5 Punktis x katkev funktsioon ei saa olla diferentseeruv.

y= x|

-3 -2 -1 0 1 2 3
Joonis: funktsioonid, mis ei ole diferentseeruvad.

Samuti ei ole funktsioon diferentseeruv nn. nurkade korral. Naiteks

f(z) = |z| on pidev, kuid ei ole diferentseeruv punktis = 0. Siin

vasakpoolne piirvaartus on

Af 0+ Az — 0]
lim = lim —m8 =

= = ~1
Az—0— Az Ax—0— Az

)

N

N\
On olemas pidevaid funktsioo-
ne, millel ei ole tuletist mitte

iiheski punktis.

f
i

i
!
i

Ao
wmﬂv’}
Py

Joonis: Wikipedia
Uheks selliseks on Karl Weierst-

rassi funktsioon (avaldati 1872.

aastal), mille formaalne kuju on

antud vordusega
oo
f(z) = Z a™ cos(b" 7 x),
n=0

0<a<1l, b=2k+1>0,

b>1+3
a —.
2

Seda tiitipi graafikuid v6ib ndha
ka aktsiaturgudel ja mujal, kus

on tegemist juhuslike suuruste-

ga.
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aga parempoolne piirvaartus on

. Af . |0+ Ax| — |0|
lim = lim —— =

— = 1.
Az—0+ Ax Az—0+ Ax

A
Seega ei eksisteeri piirvadrtust lim —f ja jarelikult ei eksisteeri tu-
Az—0 Az
letist punktis 0.

SO0

3.3 Pohiliste elementaarfunktsioonide tuleti-

A Markus 3.3

sed

N\
Eksisteerigu funktsioonil f tuletis hulga X igas punktis z. Siis vasta-
vus ¢ — f’(z) mé#rab funktsiooni f’, mida nimetatakse funktsiooni
f tuletisfunktsiooniks. Niiteks, funktsiooni f(r) = 22, € R, tuletis-
funktsiooniks on f(x) = 2z, x € R.

N J

é N
Konstandi tuletis on alati null, (const)’ = 0.
\ J
e N
Astmefunktsiooni tuletis:
(%) = ax® 1, a#0
Toome eraldi valja jargmised tuletised:
1’ 1 1
=1, z%) =2z =) === = ——.
( ) I T 1:27 f 2\/5
\ J
é N
Eksponentfunktsiooni ja logaritmfunktsiooni tuletised:
x\/ x x\/ x / 1
(e®) =e”, (a®) =a”Ina, (In|z|)" = —.
0
\ y
a2 N
Trigonomeetriliste funktsioonide tuletised:
(sinz)’ = cosuz, (cosz) = —sinz,
1 1
tanz) = , cotzr) =-— .
( ) cos? x (cot @) sin? x
\ J

Trigonomeetriliste  funktsioo-
nide (nt sinz ja cosz) korral
on oluline, et toodud tuletis-
funktsioonid on antud juhul,
kui argumenti = mododetakse

radiaanides.

Kui argumenti & maododetakse

kraadides, siis

Sel juhul liitfunktsiooni tuletise

reeglist saame, et

cos — =
180 180

U o
= —coszx .

180
Siit ka pohjus, miks trigono-
meetriliste funktsioonide korral
opereeritakse koikides tehetes

enamasti radiaanide abil.
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3.4. Pohiliste elementaarfunktsioonide tuletised

(" N
Trigonomeetriliste funktsioonide p66rdfunktsioonide tule-
tised:

(arcsinz) = L (arccosz) = S
V1—2% V1—a?
1 1
(arctanz) = 1122 (arccotz) = i
\ J

A Markus 3.4

Koikidel pohilistel elementaarfunktsioonidel eksisteerivad tuletised ko-
gu madramispiirkonnas, vélja arvatud funktsioonid y = arcsinz, y =
arccos x (médramispiirkonna otspunktides x = —1 ja « = 1 on 16pma-
tud tihepoolsed tuletised) ja funktsioon y = 2%, kus 0 < o < 1 (punk-
tis x = 0 on l6pmatu tuletis voi lopmatud erimérgilised {ihepoolsed
tuletised). Uhepoolse tuletise maistes voetakse iithepoolne piirvéirtus

. Af
avaldisest A

hésti edasi anda.)
\

rTwo polynomials walk into a‘

bar. The bartender, a deriva-
tive, asks them “Can I ta-
ke you order?” The polyno-
mials run out screaming “Help!
The bartender threatened to
kill me!” ("order” on siinjuu-
res ka poliinoomi jark, ruut-
poliinoom on kolmandat jarku,
kuuppoliinoom neljandat jne.

Seda nalja ei saa eesti keeles

4
a N
* Hiiperboolsete funktsioonide tuletised:
(shz)” = chz, (chz)’ = shz,
1 1
thz)’ = , cthx)’ =— ,
(the) ch’z ( ) sh’z
I 1 !/ ]'
(arshz) = ———, (archz)! = -——,
x?+1 x?—1
(arthz) = b (arcthz) = b
11— 1 — a2
\ J

A Markus 3.5

Teades pohiliste elementaarfunktsioonide tuletiste leidmise valemeid,

saab leida mistahes elementaarfunktsiooni tuletise.

Tuletame meelde, et suvaline elementaarfunktsioon saadakse pohilis-
test elementaarfunktsioonidest aritmeetiliste tehete ja liitfunktsiooni
moodustamise teel, nende operatsioonidega seotud diferentseerimis-

reeglitega aga tutvume jargnevas.
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PEATUKK 3. FUNKTSIOONI TULETIS JA DIFERENTSIAAL

3.4 Diferentseerimise reeglid

A Teoreem 3.2 N

Tehetega seotud diferentseerimise reeglid. Kui funktsioonidel

u = u(z) ja v = v(x) eksisteerivad tuletised punktis z, siis ka
funktsioonidel u +-v, u — v, uv ja ¥ (lisatingimusel) eksisteerivad tule-
tised punktis x, kusjuures

1. (utv) =u £,
2. (wv) = v+ w/,

3. (cu) = e/, ¢ = const,

’ Ty niayl
1 (B) = i 2o,
v v

Toestus. Toodud omadused tulenevad piirvadrtuse tehetega seotud oma-
dustest. Esitame toestuse korrutamise reegli kohta, teised on analoogilised

(vt. nt. [23, 34]). Eelduse jargi leiduvad 16plikud piirvadrtused

Au Av
/ o . . / _ .
= 0 e U = A A

Kirjutame

lim A(uv) lim u(z + Az)v(z + Azx) — u(x)v(x)
Az—0 Az Az—0 Az

lim u(z + Az)v(z + Az) — u(z)v(z + Az) + u(z)v(z + Az) — u(z)v(x)
Az—0 Az

u(z + Az) — u(z)
Ax +u(2) Az

z—0

= lim (v(m—l—Aw)

T . Ay . AU_ / /
B AI;IEOU(JC +Az) AlachEO Ar T u(@) Alslcrgo Ag _wvtUw

Siinjuures arvestasime, et Alimofu(:L’JrAx) = v(z). Viimane tuleneb sellest,
r—

et funktsioon v on diferentseeruv, jarelikult ka pidev punktis z. O

Naiide 3.6
Leiame funktsioonide u = z? + 2 ja v = 3 — 2z korrutise uv tuletise

muutuja x jirgi. Esiteks v’ = 2z ja v = —2. Kirjutame
(wv) = 22(3 — 2z) + (22 + 2)(—2) = —622 + 62 — 4.
Kontrolliks kirjutame lahti korrutise
uv = (2% 4 2)(3 — 22) = —22% + 327 — 42 + 6.

Leides siit tuletise muutuja z jérgi, on lihtne veenduda, et saame sama
tulemuse.

SO0
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8.5. Liitfunktsiooni tuletis

Niide 3.7 Odnessilindris olev rohk p avaldub pinge T, vilise diameetri
D ja sisemise diameetri d kaudu valemiga

~16DT

C w (DA —dby

Leiame réhu p muutumise kiiruse p’(D) vélise diameetri D jérgi.

Kirjutame jagatise tuletise leidmise reegli abil

dp 16Tn(D*—d")-16DTx4D® 16T 3D*+d*

dD w2 (D* — d*)? m (D*—d%)?’

SO0

3.5 Liitfunktsiooni tuletis

Kiésitleme siin reaalmuutuja funktsioone f: X — R, X C R.

A Teoreem 3.3 \

Teoreem liitfunktsiooni diferentseerimisest. Kui f : X — R on
diferentseeruv punktis z € X, f(X) C Y ja g : Y — R on diferentsee-
ruv punktis y = f(z), siis h = gf : X — R on diferentseeruv punktis

T ja

W(z) = (9f) (z) = g’ W) f () = ¢'(f (@) f' ().

Toestused leiab opikutest [23, 34].

Naiide 3.8

Leiame f'(z), kui f(z) = (2 + 3)?. Funktsioon f on vaadeldav liit-
funktsioonina funktsioonidest g, kus g(z) = 2z+3, ja h, kus h(y) = y2,
s.t. f = hg. Siis ¢'(x) = 2 ja h/(y) = 2y, mistottu

fl(@)=h'(g(x))g'(z) =202z + 3) - 2 = 4(2x + 3).
XX

Liitfunktsiooni diferentseerimise reegli voib teoreemis 7.3 toodud juhul veel

kirjutada
dh _ dg df
de  df dz
ja monevorra tinglikult
dg _ dg df
dz  df dz’

kus viimases peetakse silmas. et g argument y asendatakse funktsiooni f
vaartusega f(z) ja tekib funktsioon, mille tdhis on ikka g ja argumendiks

x.
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Naide 3.9
Leiame f'(x), kui f(z) = sin(bz + 1). Voime votta f(y) = siny, kus
y(x) = bz + 1. Seega

F'(x) = f'(y)y'(x) = cosy -5 =5cos(bx + 1).

3.6 Logaritmilise diferentseerimise vote

Logaritmilise diferentseerimise vote on viltimatu w(z)?®) tiiiipi funktsioo-
nide korral, kuid see on abiks ka siis, kui f sisaldab palju korrutisi ja ja-

gatisi.
Kirjutame
lyl = 1f (@)l

Seejarel votame logaritmi vorrandi moélemast poolest

Infy| =In|f(z)].
Votame tuletise, kasutades liitfunktsiooni diferentseerimise reeglit

1 ! 1 /

y = (n[f(z)]) "

Yy

Saadud seosest avaldame y’, seega

y' =y ([f(2)]) "

3.7 Tuletisfunktsioon kui protsessi kiirus

Oma sissejuhatavas tekstis vaatlesime keha keskmist liikumise kiirust ja

hetkkiirust. Toome veel iihe néite tuletise tdlgendamise kohta fiiiisikas [34].

Naide 3.10 Olgu Q = f(t) elektrilaengute hulk, mis 1&bib juhtme
ristldiget ajavahemiku [0,¢] jooksul. Siis keskmise voolutugevuse all

moistame suhet

AQ _ f(t+An - 1)

At At
Voolutugevuse I(t) ajahetkel ¢ defineerime kui piirvéértuse
AQ
0= dm 3 =@

Seega on voolutugevus elektrilaengute hulga muutumise kiirus.

SO0
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A Markus 3.6

\.

8.8. Liitfunktsiooni tuletis

Funktsiooni tuletise analoogsete rakenduste kohta voib tuua palju nai-
teid fiiiisikast, keemiast, bioloogiast jne. Uldiselt, moistes liikumist kui
mistahes ndhtuse muutumist looduses, tehnikas, ihiskonnas jt, voime
néiteks Gelda, et funktsiooni f tuletis aja ¢ jargi tihendab seaduse f(t)

alusel toimuva ndhtuse muutumise kiirust.

A Markus 3.7

Niide 3.11 Olgu meil vaatluse all néiteks maakera. Kiisime, mida
moista aine tiheduse all mingis maakera sees voetud kohas (vt. [30])?
Selle moiste juurde joudmiseks timbritseme ndidatud koha mingi kui-
tahes véikese ja mistahes kujulise kinnise pinnaga. Olgu selle pinnaga
piiratud ruumala AV ja sisaldugu ruumalas AV mass AM. Siis tuleb
selles ruumalas ruumalaiihiku kohta mass %. See suhe on keha aine
keskmine tihedus ruumalas AV. Laseme niiiid mottes ruumalal AV
tokestamatult viheneda ja médrame piirvaértuse, millele suujuures 1a-
heneb keskmine tihedus

. AM
= lim —.

T AVE0 AV

See arv on massi tuletis ruumala jérgi, ta annabki aine tiheduse vaa-
deldavas kohas.

OO0

Analoogiliselt saab ra#kida naiteks ohu tiheduse d(h) muutumise kii-
rusest §’(h) korguse h jargi, olle viskoossuse n(7T) muutumise kiirusest
7' (T) temperatuuri T jérgi, takistil eralduva soojushulga Q(R) muu-
tumise kiirusest Q'(R) takistuse R jargi jne.
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3.8 Korgemat jarku tuletised

Olgu funktsioon f : X — R diferentseeruv hulga X igas punktis z € X. Siis

vastavus  — f’(z) méadrab funktsiooni f tuletisfunktsiooni f’: X — R.

,[Deﬁnitsioon 3.6] N\

Kui eksisteerib (f')’(x), siis seda tuletist nimetatakse funktsiooni f

teist jirku (teiseks) tuletiseks punktis z, seega

[+ Az) - f/(z)

A4 — 1
(£)(=) Ao0 Ax
Funktsiooni f teist jarku tuletist tdhistatakse stimbolitega f”, Z%’;.
\ J

Analoogiliselt jatkates defineeritakse n-jarku tuletis

£ = (f<n71>>’,

mn

mida tahistatakse veel D™ f voi ——.
dz™

Niide 3.12 Leiame y*), kui y = 2° + 322 4 ¢*, a > 0. Kirjutame
y' =527 +624a®Ina,
y' = (52" +62+a"Ina) ' =202+ 6 +a"In’q,
Y =602 +a"In®a

ja lopuks
y™ =120 + o® In* a.

A Markus 3.8 N

mn
NB! Leibnizi tdhistust Fr tuleb kéasitleda kui muutuja x jérgi tuletise
v

d
votmise . korduvat rakendamist, s.t.
x

@5 _d (0 d(d (e
dz®  dx \dzn—')  dx \dz \ dx"—2 ’

2f d (df
dm_da:(dx)

Seega
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A Markus 3.9 ~

Korgemat jarku tuletise leidmisel {ildjuhul ei kehti Leibnizi téhistuse

liitfunktsiooni tuletise leidmise vote

d?sinu 2 d? SinudQJ
dz? d?u  dx?’

mis tootas edukalt esimest jarku tuletise korral. Selle asemel tuleks

kasutada diferentseerimise reegleid (kui u = u(zx))

d?sinu .

_ d (dsinu) _ d du

dxz2 T dx ( dx ) T dx (COSUdz)
_ d*u : du\ du
= COSUs + (f smu%) e
_ du : du 2
= COS UW — SImnu (%)

. J

Kui litkuva objekti kiirus muutub, siis Geldakse, et objekt liigub kiiren-
dusega. Kiirendus on kiiruse muutumise kiirus. Kiiruse muutus voib olla
positiivne (igapédevaselt moistame kiirenduse all seda juhtu, siis kiirus

suureneb) voi negatiivne (siis kiirus viheneb).

Liikugu objekt ajas ¢ seaduse s = s(t) alusel (s on labitud teepikkus). Siis
objekti hetkkiirus on v(t) = s’(¢). Analoogiliselt kiirusega, saab ridkida

keskmisest kiirendusest ja hetkkiirendusest.

,[Deﬁnitsioon 3.7] ~
Liikuva objekti keskmine kiirendus on vordne kiiruse muudu ja aja

muudu jagatisega ehk

_— Av ot + At) —v(t)

At At

Definitsioon 3.8}
Liikuva objekti hetkkiirenduseks hetkel ¢ nimetatakse piirviartust

() = Av
o) = Jm, 7y

A Maéarkus 3.10 ~\

Kokkuvotteks saame vordused

a(t)y=v'(t) = s"(t)

ehk
dv  d%s

3.8.

Korgemat jarku tuletis

.

\ J

~

Eraldi moistena on olemas veel
“touge” (inglise keeles “jerk”),
mis on kiirenduse muutumise
kiirus ehk

a'(t)=s""(t).

e 2

Uhtlast liikumist ei ole vimalik
isoleeritud  ruumis kindlaks
teha, kiirendust aga  kill.
Kiirenduse korral md&juvad
kehale survejoud. Tuget a’(t)
saab flisiliselt tunda selle

surve muutumisena.

Inseneriteadustes on touke uuri-
mine oluline inimestega seotud
seadmetes nagu néiteks liftid,
Ameerika mégede atraktsioon,
kuna liiga suur touge voib ini-

mesi fiitisiliselt kahjustada.

Kiirenduse méoju

lemmikloomale.

Allikas: funny.com
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3.9 Joone puutuja ja normaali vorrandid

Vaatleme funktsiooni y = f(z) graafikut xy- teljestikus.Votame punktile
A = (zo, f(x0)) lisaks punkti B = (xg + Az, f(zo + Az)).

Joonis: joone y = f(x) loikaja AB.

Siis 16ikaja AB tousunurga tangens (ka 16ikaja tous) avaldub tédisnurksest

kolmnurgast vordusega

t Ay
anq = —=.
Az

,[Deﬁnitsioon 3.9]

Joone puutujaks punktis A nimetatakse sirget, mis on l6ikaja AB

\

piirseisuks, kui punkt B ldheneb punktile A moéoda joont y = f(x).
Funktsiooni f tuletis f’(zp) on selle joone puutuja tous punktis

(20, f(x0)) ja puutuja vorrand avaldub jargmiselt:

y = f(xo) + f'(w0)(x — 20).

Siinjuures selgituseks, et kuna
tangens on pidev oma méia-
ramispiirkonnas, siis protsessist
a — 6 jareldub protsess

tan o — tan 6.

y = f(x0) + £(x0) - (x — x0)

Joonis: joone y = f(x) puutuja punktis A.
Seega, kui € on joone puutuja tousunurk, saame

. . Y /
tanf = lim t = lim — = .
= gy tene = I x, =)
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3.9. Joone puutuja ja normaali vorrandid

2
Naide 3.13 Paikese reflektor on parabool kujuga y = %7 mille fookus

asub punktis F = (0, 1). Vaatame, kas vertikaalsed valguskiired 1dbivad
punktis x = 2 parabooli siseseinalt peegeldumisel reflektori fookuse.

Kuna parabooli puutuja tous suvalises punktis on g (y’ = g), siis
ndeme, et selle tous punktis = 2 vordub tihega (ehk puutuja touseb
45° nurga all). Sel juhul tasub tdhele panna, et vertikaalne valguskiir
peegeldub vertikaalse telje suhtes taisnurga all (kuna kiire ja puutuja
vaheline nurk omakorda on samuti 45°). Viimane tidhendab aga seda, et
peegeldunud kiir on paralleelne z-teljega ja see 1abib fookust F' = (0, 1),

kuna korgus punktis = 2 on f(2) = 1. Leiame veel parabooli puutuja

vorrandi punktis x = 2:

y=f2)+ f(2)(x—2) ehk y=1+1-(x—-2)=z—1.

SO0

,[Deﬁnitsioon 3.10]

Joone y = f(x) normaaliks (ehk ristsirgeks) punktis (xo, f(zo)) nime- )
tatakse sirget, mis ristub seda punkti labiva puutujaga. Joone y = f(z)
normaali vorrand avaldub jérgmiselt:
1
y = f(zo) — m(fﬂ o)
\ J

joone puutuja

Joonis: joone normaal ja puutuja.

Kuna puutuja tous on f'(xg) ning on teada, et ristuvate sirgete tousude

korrutis on —1, siis normaali téus on ————, f'(zg) # 0.

f'(xo)’

Niide 3.14 Leiame parabooli y = z? puutuja ja normaali vorrandid
igas punktis xop # 0. Esiteks (22)" = 2z. Kui 2o = 0, siis puutujaks
on z-telg vorrandiga y = 0 ja normaaliks y-telg vorrandiga x = 0.

Ulejésnud juhtudel on punktis o puutuja vorrandiks
y= x% + 2x0(x — z9) = 2x0x — x%

ja normaali vorrandiks

1 1 1
— 2 _ _ - _ 2 -
Y = 2m0(m xo) Sae x+xg+ 5

SO0

fookus
.
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3.10 Funktsiooni diferentsiaal

,[Deﬁnitsioon 3.11]
Olgu antud punktis = diferentseeruv funktsioon f. Anname argumen-

dile  muudu Az. Korrutist
fl(x)Az

nimetatakse funktsiooni f diferentsiaaliks punktis . Téhistame dy

(kui kasutada soltuva muutuja téhist y ehk y = f(x)) voi df (x), seega

\

T
x T+ Az

Joonis: diferentsiaal on 16igu C'D pikkus.

A Markus 3.11

Olgu y = f(z) = x, siis saame
dy = dv = (z)' Az = Az.

Argumendi diferentsiaal vordub argumendi muuduga. Seepérast kirju-

tatakse do = Az ja {ildise funktsiooni y = f(x) korral

\.

Punktis A on tommatud

funktsiooni y = f(x) puutuja.

Funktsiooni muut on 16igu BD
pikkus ja diferentsiaal on 16igu
CD pikkus.

Diferentsiaali dy arvutamise va-
lemi voib tuletada kolmnurga
ACD tousunurga tangensi aval-
disest tana = %7 arvestades

veel, et tana = f'(x).

N\

Jooniselt voib tdhele panna,
et mida vdiksem on argumen-
di muut Az = dz, seda ldhe-
dasemad on funktsiooni muudu
Ay ja diferentsiaali dy vaartu-
sed. Praktikas kasutatakse ligi-
kaudset vordust Ay =~ dy, kui

dz on kiillalt vaike.

A Markus 3.12

Vorduse dy = f'(x)dx jagamisel arvuga dz eeldusel, et dz # 0, saame

fl(z) = dz

T

s.t diferentseeruva funktsiooni tuletist saab praktikas vaadelda kui

selle funktsiooni diferentsiaali ja argumendi diferentsiaali suhet.

\.

~\

Niide 3.15 Leiame funktsiooni f(x) = 322 + 41 diferentsiaali df (z)

vadrtuse punktis z = 2 argumendi muudu Az = dax = 0.1 korral,
df (z) = f'(z)dx = (6 +4)dz, df(2)=(12+4)-0.1=1.6.

Funktsiooni muut Af = f(2.1) — f(2) = 21.63 — 20 = 1.63.

SO0

Kui asendaksime muudu A f di-
ferentsiaaliga df(2), siis teeksi-
me arvutustes vea 0.03. Antud
juhul oli diferentsiaali arvutusli-
kult lihtsam leida kui funktsioo-

ni muutu.
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A Teoreem 3.4 N

Kui funktsioonid v ja v on diferentseeruvad punktis z, siis kehtivad
vordused

1. d(u £+ v) = du + du;
2. d(uv) = vdu + udv;
3. d(cu) = cdu, ¢ € R;

u vdu — udv .
4. d(;) :v—Q,kmU;AO.

Toestus. Toestame jagatise tuletise leidmise eeskirja. Kasutame arvutust,

mis tugineb liitfunktsiooni diferentseerimise reeglile:

1 d (1 d (1) dv 1 dv dv
dl )= 2 (2 Vage= L ( 2V %0 = - =Y = %Y
<v> dx <v> YT <v) dz ™" 2dz " v?

Selle abil leiame

1 1 1 -
d(2)=d(u-) = -du+ua(- _vdu  dv _ vdu—udv
v v v

v v2 v2 v?

Niide 3.16 Leiame
d(z®Inz) = (dr®)Inx + 23d(Inz)

=3z%dzlnz —I—x:%dx = (3952 Inx + x2) dx.

Kui Az on kiillalt viike, voime funktsiooni f muudu Af asemel

leida funktsiooni f diferentsiaali df,

Af ~ df. (3.1)

Naide 3.17 Soitva auto spidomeeter néitab kiiruseks 72 km/h. Kui

pika teekonna l&bib see auto jargmise sekundi jooksul?

Kiireks arvutamiseks saame kasutada ligikaudset vordust Af = df.
Arvestades, et auto keskmine kiirus on ldbitud teepikkuse ja kulunud

ajavahemiku jagatis ning hetkkiirus on teepikkuse tuletis aja jargi, siis

Meie andmete pohjal 1abib auto jargmise sekundi jooksul umbes

k—m-lsek: 72 -1000m

As ~ T2 o o
s T2 3600 sck

2
sek = %m:QOm.

Viimane arvutus on kaunis tdpne, kui auto liikus enam-viahem iihtlase
kiirusega. Paneme tahele, et antud juhul me ei pea teadma auto liiku-
mise seadust s = s(t) (funktsionaalset soltuvust) ennast.

OO0

Need leidmise

reeglid on otseselt tuletatavad

diferentsiaali

funktsiooni tuletise tehetega

seotud omadustest ja viljen-

davad diferentseerimise samu
omadusi.

- ~
Muudu asendamisel diferent-

siaaliga teeme vea, mille suurus

on 16igu BC' pikkus.

-

Meie joonistel on argumendi
muut voetud kiillalt suur, seda
oleks

selleparast, et joonis

jalgitav. Samas vo6ime naha,
et ligikaudse vorduse Af =~ df
kehtivuseks

peab Az olema

piisavalt vaike.

Miks sellist asendust iildse te-
ha? Osutub, et moéningatel juh-
tudel on diferentsiaali lihtsam
arvutada ja ka programmeerida
(kuna piisab puutujasirge vor-
randist). Niiteks poliinoomide
korral tuletis vdhendab polii-
noomi astet ja arvutusi on ka il-
ma arvutita lihtsam teha (arvu-

tiga arvutades ei oleks seda nii-

viga vaja).
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Naide 3.18 Arendame eelmist niidet edasi. Firma toodab ninasarvi-

kutele maiust, kusjuures x maiuse tootmise kasum on leitav funktsiooni
P(x) = —0.004 2% + 10 2% — 1000

kaudu. Kui suur oleks lisakasum, kui plaanitud 100 maiuse asemel

toodetakse iiks maius rohkem, (s.t 101 maiust)?

Voib leida, et P(101)—P(100) = 1888.796, kuid viimane sisaldab endas

opereerimist suurte arvudega. Arvestades, et
AP(100) = P(101) — P(100) ~ dP(100) = P’(100) - 1,
siis voime leida

AP ~ (—0.0122% + 20 ) = —120 + 2000 = 1880.
=100
Erinevus tapse ja ligikaudse vastuse vahel on umbes 89 iihikut, mis

vorreldes arvuga 1889 on kiillalt viike.

SO0

Niide 3.19 Toome niiiid iihe klassikalise diferentsiaali kasutamise
néite. Ringi raadiust r suurendatakse 10 tihikult 10.15 {ihikule. Umbes

kui palju suureneb ringi pindala S = S(r)?

Loomulikult saab siin arvutada téapselt,
AS =7-10.15% — 7 - 10® = 103.02257 — 1007 = 3.02257.
Teisalt, kasutades diferentsiaali
AS =~ dS = (7r?)'dr = 27 -10-0.15 = 3.

Viga on arvutuslikult 0.02257 ruutiihikut, kusjuures diferentsiaali leid-
mine oli lihtsam.

SO0

Olgu f punktis z diferentseeruv funktsioon. Siis voime kirjutada, et
flz+ Az) — f(z) = f'(2)Az

ehk f(z + Az) = f(x) + f'(x)Ax.

Funktsiooni uue viirtuse leidmine ligikaudselt diferentsiaali
abil
fla+ Ax) = f(z) + £ (@) Ax. (3.2)

Kui toodetakse = toodet, siis

1 toote juurde tootmisel on

lisakasum  ligikaudu  vordne
kasumifunktsiooni P(z) tuleti-
sega kohal z (Marginal Profit).
Analoogiliselt, kui toodetakse
z toodet, siis 1 toote juurde
tootmisel on lisakulu ligikaudu
vordne kulufunktsiooni C(z)
tuletisega kohal z (Marginal
Cost). See omadus laieneb
ka teistele moistetele, kus
argumendi muut Az on vordne

iihe ihikuga.

Néiteks, kui maja ruutmeetri
maksumus on arvutatav funkt-
siooni f(A) abil (A on ruut-
meetrite arv), siis kavandatud A
ruutmeetri asemel 1 lisamine 14~
heb umbes maksma f’(A) raha-
thikut.

N

Ligikaudse arvutamise kasulik-
kus tuleb veel paremini vélja
ruumala muutumise iilesanne-

tes.
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,{Deﬁnitsioon 3.12]
Valemi

f(@) = f(xo) + f'(0)(x — 20) (3.3)

kasutamist nimetatakse ka funktsiooni f lineaarseks ldhendamiseks

punktis z, sest f(x) leitakse ligikaudselt kui lineaarse funktsiooni vaér-

tus.
.

p
Valem (3.3) voimaldab ligikaud-

selt arvutada
flxo + Ax)

vaartuse, kui zp on selline,
et vidrtused f(zo) ja f'(z0)

on teada ja Axz on killalt

viike (kusjuures funktsiooni

Lo

Ax

Joonis: funktsiooni lineaarne lahendamine punktis z.

Niide 3.20 Arvutame ligikaudselt v/8.5. Antud juhul voime votta

f(m)—xl/?’, 0=28, Az=0.5
Siis f(zp) =2 ja
1 o5 1 1 11 1
A P —_ . = — e — = —
Filwo) = 37 3 Y 34 12
ja (3.3) pohjal
1 1 49
3 ~ / . = —_ e = — =
VBE~ f(8)+ £/(8)-0.5 =2+ - o = o0 = 2.04166..... .

Tipsem viirtus on v/8.5 ~ 2.04082755.

SO0

N&ide 3.21 Arvutame ligikaudselt f(0.005), kui
flx) =2 +52° — 8z +e” + 7.
Antud juhul voime votta

xo =0, Az =0.005.

Siis f(wo) = 8 ja f'(wg) = 21 230 + 452§ — 8+ €% = —7 ja (3.3) pohjal

fz) =8+ (=T7)-0.005 = 7.965.

Tépsem viidrtus on f(0.005) ~ 7.96501252. Kui siinjuures Az oleks

palju suurem, néiteks Az = 0.8, siis arvutus

f(0.8) ~ f(0)+ f'(0)- 0.8 =8+ (=7)-0.8 =8 — 5.6 = 2.4,

oleks palju ebatiipsem. Tépsem véértus on f(0.8) ~ 3.50585294.

OO0

tervikuna ei olegi

f

teada). Seejuures on ligikaudne

vaja

vordus (3.3) seda tdpsem, mida

viiksem on Az.

On néaha, et arvutamisel tehak-

se viga E(x) (vt. joonis).
.

-
Silma jargi on graafikul

isegi raske eristada puutu-

ja ja funktsiooni vaartusi.

75 8.0 85
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Naiide 3.22 Sodur sihib maapinnal kuulipildujast 100 m kaugusel ole-
vat vaenlase punkrit. Kui sodur keerab 5° kraadi kuulipilduja toru
horisontaalsendist iilespoole, siis kui korgele punkri seinal voib ta ta-
bada?

Kui s6dur on punktis A, siis

ta |BC|
noe=-—-.
[AC|
Siit |BC| = |AC|tan . Téhistame korguse h ja kirjutame viimase
funktsiooni kujul A °

h(a) = 100 tan c.

Maérgime, et 5° = 3% radiaani. Arvutiga saaksime kiiresti leida vastuse
0 T
h(55) =100 tan o ~8.75
36 36
meetrit, aga kui arvutit kiepérast ei ole, siis voime votta

d(tan ) 100
= / = 1 = .
ap =0, h'(a) 00 o ol a

Kuna cos0 = 1, siis h’(0) = 100 ja

T~ (0)do = T3 18
h(36) ~ h(0) +h'(0)da = 0+100- o2 ~ T = 810
Sellest saame vastuseks h ~ 8.7 meetrit.

SO0

Naide 3.23 Tihti liheb vaja /3 ligikaudset viidrtust. Niiteks siinuse,
koosinuse ja tangensi leidmisel nurkadest 30° ja 60° ldheb vaja arvu

V3. Jirgmised arvutused on ka peast tehtavad. Votame
flx)=+Vz, z0=24.

Sel juhul ligikaudne vordus

f(@) = f(zo) + f'(0)(z — o)

on antud juhul

1 1
V3 Vi+ ——(3—-4)=2—-=1.75.
2\/1( ) 1

Tépsem vaartus on V3~ 1.732, nii et tehtud viga on umbes 0.018.

Analoogiliselt voiksime leida v/5 ligikaudse vsrtuse

1 1
\/ngV\/ZI+75_4 =24 - =2.25.
2\/41( ) 4

Tipsem vidrtus on /5 ~ 2.236, nii et tehtud viga on umbes 0.014.

SO0
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PEATUKK 4. FUNKTSIOONI UURIMINE

4.1 Diferentsiaalarvutuse keskvaartusteoree-

mid

,[Deﬁnitsioon 4.1] N\
Olgu funktsioon f méératud hulgal D. Utleme, et funktsioonil f on

maksimaalne viirtus hulgal D punktis ¢ € D, kui
f(z) < f(c) iga x € D korral.

Analoogiliselt iitleme, et funktsioonil f on minimaalne vaartus hul-

gal D punktis ¢ € D, kui

f(z) > f(c) iga xz € D korral.

A Markus 4.1 N

Loigus [a,b] pidev funktsioon f saavutab oma maksimaalse ja mi-
nimaalse vadrtuse selles loigus. Paneme téhele, et néiteks vahemikus
(a,b) pidev funktsioon f ei pruugi saavutada maksimaalset ja mini-
maalset vaartust selles vahemikus. Naiteks funktsioon f(z) = x ei saa-
vuta maksimaalset (ega minimaalset) vidrtust vahemikus (0,1). Kui
néiteks arv a € (0,1) oleks selline, et f(a) oleks suurim vahemikus
(0,1), siis, et 152 € (0,1) ja f(152) > f(c), mis téhendab, et punktis

« ei ole funktsiooni f vddrtus maksimaalne.
4 J

A Teoreem 4.1 N

Fermat’ teoreem, vt. [23]. Kui vahemikus (a,b) diferentseeruval
funktsioonil f on olemas maksimaalne voi minimaalne védrtus punktis

c € (a,b), siis Fe=0

_f"[l.'-_] =0
f I(C) =0. N.:]ﬁ‘..y = fix)
\. J = !
| .

/

-
=

|
1
{h| [a Cy Cy Cy

=
f

Teoreem 4.2 Joonis: [37].
Rolle’i teoreem, vt. [23]. Kui 16igus [a, b] pideva ja vahemikus (a, b)
diferentseeruva funktsiooni f korral f(a) = f(b), siis eksisteerib ¢ €

(a,b), nii et f'(c) =0.

Toestus. Kuna konstantse funktsiooni korral on tulemus ilmne, siis voime
edaspidi eeldada, et leidub punkt z¢ € (a,b) nii, et f(xo) # f(a) = f(b).
Olgu néiteks f(zg) > f(a) = f(b). Loigus pidev funktsioon f saavutab
oma maksimaalse vadrtuse f(c), kus ¢ € (a,b) (juhul ¢ = a v6i ¢ = b
saaksime vastuolu tingimusega f(c) > f(xo) > f(a) = f(b)). Kuna mak-
simaalne vé#rtus saavutatakse punktis ¢ € (a,b), siis Fermat’ teoreemi
pohjal f/(¢) = 0. Juhul f(xg) < f(a) = f(b) on arutelu analoogiline mini-

maalset vaartust kasutades. O 79
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A Markus 4.2 ~

Olgu vaatluse all diferentseeruv funktsioon s = s(t), mis kirjeldab ob-
jekti litkumist modda sirgjoonelist teed aja ¢ kulgemisel. Eeldame, et
objekti keskmine kiirus ajaperioodil a <t < bon 0, s.t s(a) = s(b), mis
tahendab, et objekt jouab ajahetkeks ¢ = b samasse kohta, kus ta oli
ajahetkel ¢ = a. Siis Rolle’i teoreemi pohjal on olemas ajahetk
¢ € (a,b) nii, et s’(c) = 0 ehk ajahetkel ¢ on objekti hetkkiirus vordne

nulliga.

N

Joonis: Teepikkuse muutumine ajas objekti

litkkumisel

Rolle’i teoreemi idee omistatakse india matemaatikule ja astronoomi-
le Bhaskara IT (1114-1185), formaalne tdestus prantsuse matemaatikule

Michel Rolle’ile (1652-1719) 1691. aastal.

Naiide 4.1
Toome iihe lihtsa olukorra, kus Rolle’i teoreem voiks kasulik olla. N&i-
tame, et vorrandil

2 4+3c-6=0

on ainult iiks reaalarvuline lahend. Funktsioon f(z) = 23 4+ 3z — 6 on

diferentseeruv (seega pidev) kogu reaalteljel. Leiame tuletise
f/(x) =32% +3 = 3(2* + 1).

Kui vorrandil peaks olema kaks reaalarvulist lahendit (punktides a
ja b), siis peab kehtima f(a) = f(b) = 0. Rolle’i teoreemi pdhjal peab
funktsioonil f leiduma vahemikus (a, b) vihemalt iiks punkt ¢, et kehtib
f'(c) = 0. Kuna f'(z) = 3(22 +1) > 0 iga x € R jaoks, siis ei ole
voimalik vordus f'(c) = 0. Jérelikult vorrandil ei saa olla rohkem kui
ainult iiks reaalarvuline lahend.

OO0

A Teoreem 4.3 \

Lagrange’i keskvadrtusteoreem. Kui funktsioon f on pidev 16igus
[a, ] ja diferentseeruv vahemikus (a, b), siis eksisteerib ¢ € (a, b) nii, et

f(b) = f(a)

=18 o),
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Toestus. Vaatleme funktsiooni

Lihtne on niha, et g(a) = f(a) ja g(b) = f(a), s.t. gla) = g(b). Rolle’i
teoreemi pohjal eksisteerib punkt ¢ € (a,bd) nii, et g’(c) = 0.

Kuna funktsioon f on pidev 16igus [a, b] ja diferentseeruv vahemikus (a, b),
siis ka funktsioon g kui lineaarne kombinatsioon funktsioonist f on seda.

Leiame tuletise

Omadusest g’ (c) = 0 jareldub, et

f() = f(a)

0}

A Markus 4.3 ~

Kirjeldagu funktsioon y = f(x) objekti asukohta sirgel (v6i mingil ko-
verjoonel) soltuvana ajast z. Lagrange’i teoreem viidab, et teo-

reemi eeldustel on olemas ajahetk =z = ¢, millel objekti hetkkii-

rus f’(c) on vordne objekti keskmise kiirusega

Af _ 1) - f(a)
Ax b—a

ajaintervallis [a,b].

y
A
f(b) T
fla)+
0
Joonis: Objekti asukoha muutus ajas x.
Joonisel
tana = 2O _ gy priey),

b—a
Lagrange’i teoreem on midagi sellist, millega voiks politsei ennast va-
balt kohtus kaitsta trahvikviitungite véljakirjutamisel. Kui moota kesk-
mist kiirust mingil teeldigul, siis keskmine kiirus iile 90 km /h t&hendab,
et mingil hetkel pidi ka hetkkiirus reaalselt olema tile 90 km/h (s.t. et
ei ole tingimata vaja moota hetkkiirust). Kiirust saab moota ka kaud-

selt, lugedes néiteks sisenemise ja viljumise aega kiirteede anduritelt.

rLagrange’i teoreemi erijuhtu‘
kirjeldas esmakordselt india
astronoom
(1370-1460).

tildistuse andis

matemaatik ja
Parameshvara

Teoreemi
hiljem prantsuse matemaa-
tik  Augustin Louis Cauchy
(1789-1857) ning see on iiks
tédhtsamaid teoreetilisi tulemusi
matemaatilises analiiiisis (selle
abil toestatakse paljud teised

olulised tulemused).

Joseph Louis Lagrange.
Allikas: Wikipedia

Prantsuse matemaatiku ja ast-
ronoomi Joseph-Louis Lagran-
ge’i (1736-1813) nimi seostatak-
se tulemusega tavaliselt Taylo-
ri valemi jaakliikme Lagrange’i
kuju kaudu.

Lagrange’ist sai juba 19-
aastaselt Torino kuningliku
suurtiikivde kooli matemaa-
tikaprofessor. Aastal 1788
ilmus temalt mehaanikaopik
“Mécanique analytique” (Ana-
liititiline mehaanika), milles ta
esitas kehade ja punktmasside
litkumisiilesandeid diferent-

siaalvorrandite abil.

Viimati nimetatud raamatu ees-
sonas kirjutas Lagrange “Te
ei leia sellest tO60st jooniseid.
Meetodid, mida ma siin esi-
tan, ei vaja konstruktsioone
ega geomeetrilist v6i mehaani-
kalist pohjendamist, vaid ainult
algebralisi operatsioone, mille
tingivad materjali jarjepidev ja

iihetaoline esitus.”, vt [6].

\. J

\
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Niide 4.2

Kui funktsioon on esitatud analiititiliselt, néiteks
flx) =42 522+ 22,

siis monikord on voimalik tépselt leida ka see punkt ¢ € (a,b), kus

funktsiooni muutumise kiirus on vordne muutumise keskmise kiirusega.

Leiame ¢ € (0,2), nii et

f(2)—f(0)_ /
fo—f ().

2
Kuna f(2) =12, f(0) = -2 ja

f'(c)=12¢% —10c+1,

siis
12+ 2

5 =122 —10c+1

ehk
12¢2 —10c—6 = 0.

Viimase ruutvorrandi lahenditeks on
. 3 n ﬂ 5 EVIT
"1 Vi T T 12

Vahemikus (0, 2) on nendest ainult iiks vadrtus, ¢ = 5%@ ~ 1.237.

OO0

Niide 4.3

Lagrange’i teoreemi iiks voimalikke kasutusi on funktsiooni véértuste
absoluutse vea hindamine. Néitame, et iga x,y € R korral kehtib vor-
ratus

|sinz — siny| < |z — yl.

Kui x = y, siis vorratus kehtib. Olgu z # y. Siinusfunktsioon on pidev
ja diferentseeruv kogu reaalteljel. Lagrange’i keskvéidrtusteoreemi jargi

punktide z ja y vahel asuva mingi & korral

sinz —siny

— (sing)’ —
pra—y = (sinz) ‘zzg—cosf.
Siit
ST ZOMYL | cosg| < 1.
=Yy

Viimane tdhendabki, et
|sinz —siny| < |z — y|.
Paneme téhele, et y = 0 korral saame sellest vorratuse

|sinz| < |z|.
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Niide 4.4 Lagrange’i keskvaértusteoreemi abil saab toestada prakti-

listes arvutustes kasutatava Bernoulli vorratuse:

I+a)">14nz, neN, zx>0.

Miérgime, et vorratus kehtib « = 0 korral. Funktsioon f(z) = (1 + )"
on pidev ja diferentseeruv x > 0 korral. Siis Lagrange’i keskvéartus-

teoreemi pohjal on olemas ¢ € (0, ) nii, et

ehk

SO0

A Teoreem 4.4 N

Cauchy keskviirtusteoreem. Kui funktsioonid f ja g on pidevad

16igus [a,b] ja diferentseeruvad vahemikus (a,b) ning g’(z) # 0 iga

x € (a,b) korral, siis eksisteerib ¢ € (a, b) nii, et kehtib vordus

\ J

Tépse toestuse voib leida néiteks opikust [23]. Lagrange’i keskvédrtusteo-
reem on tegelikult jireldus Cauchy teoreemist, vottes g(x) = x. Cauchy
teoreemi toestuse idee on sarnane sellega, mille esitasime Lagrange’i kesk-

vaartusteoreemile.

A Markus 4.4 N

2012. aastal voitis Usain Bolt meeste 100 m jooksus kuldmedali ajaga

9.63. Tema keskmine kiirus vordus labitud teepikkus jagatud ajaga:

AF _ f(b) - f(a)
At b—a

100 m m km
=— — 1038 — =37.38 —.
9.63 s 0.38 S 37.38

Lagrange’i keskvadrtusteoreem iitleb meile, et leidus ajahetk t,, mil
Bolt jooksis just nimelt sellise hetkkiirusega f’(¢.) = 37.38 km/h.

Asafa Powell sai samas jooksus aja 11.99, mis on 1.245 korda aeglasem

kui Boltil,

Ag _ g(b) —gla)
At b—a

km
=

100 m m
11.99 s 8.3 S 30.03

Bolti keskmine kiirus oli sama palju, 1.245 korda, kiirem kui Powellil,
f(b)—f(a)
“—a 3738

g(bg—g(a) = 3003 1.245.

Cauchy keskvédrtusteoreem fitleb seda, et leidus selline ajahetk ¢, mil

Bolt jooksis just nimelt 1.245 korda kiiremini kui Powell,

Augustin Louis Cauchy.
Allikas: Wikipedia

Cauchy Oppis ehitusinse-
neriks ja tootas sadama ja
kaitserajatiste ehitusel. Usna
varsti valiti ta Pariisi teaduste
akadeemia litkmeks ja Cauchy
hakkas andma loenguid Pariisi
Poliitehnilises Koolis.

Cauchy muutis 1820. aasta-
tel matemaatilise analiitisi vald-
konda olulisel maéral, forma-
liseerides piirvaartuse, pidevu-
se, tuletise ja integraali mois-
ted. Lisaks rajas ta peaaegu tik-
sinda kompleksmuutuja funkt-
sioonide teooria alused. Aas-
tal 1821 ilmus teedrajav raa-

mat “Cours d’analyse” (Analiiii-

si kursus), vt [6].

J

fle)  Fb) = fla)  HH@
g'(c)  g(b) —gla)  alb=ale)”
\_ )
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4.2. L’Hospitali reegel piirvidrtuse arvutamiseks

4.2 L’Hospitali reegel piirvaartuse arvuta-

miseks

L’Hospitali reegel voimaldab tihti leida piirvaartust

lim 7]‘(30)
juhtudel, kus 1131 flx) = ligl g(z) = 0 (2 tiiiipi m#sramatus) voi

: o _ oo g
g}lg}l |f(x)] = g}lg}l lg(x)| = oo (2 tiiiipi médramatus).

A Teoreem 4.5 N

Kui mingis protsessis z — a (siin a € R|J{—00, c0})

lim f(z) =limg(z) =0 voi lim|f(z)| = lim|g(z)| = cc

ja eksisteerib (16plik voi l6pmatu) piirvaartus

lim 1 () =A,

g'(x)
siis selles protsessis kehtib vordus

f(z)

lim@ =

-
L’Hospitali reegli nimi tu-

Toestus. Detailsema toestuse sarnase tulemuse kohta leiab opikust [23].
Teoreem jareldub Cauchy keskvédrtusteoreemist. Esitame toestuse pohi-
idee juhul, kui f(a) = g(a) = 0 ja g'(x) # 0 iga @ > a korral. Cauchy
keskvéaartusteoreemi pohjal on valitud ¢ > 0 korral olemas £ € (a,a + 9)
nii, et

fla+8)~ f(a) _ £1(©)

gla+0)—gla) g'(&)
Sellest sailib f(a) = g(a) = 0 tottu vordus

fla+0) _ f'(§)

gla+0)  g'(€)’

milles minnakse piirile § — 0+. O
y = f(z) tous = ¢'(a)
tous — f'(a) y=9(x)
a

Joonis: L'Hospitali reegel f(a) = g(a) = 0 korral [13].

~

leb prantsuse matemaatiku
Guillaume Frangois Antoine,
Marquis de I’'Hépitali (1661-
1704) jargi.

Marquis de I’Hépital. Allikas:
Wikipedia
Arvatavasti toestas I’Hospitali
reegli Sveitsi matemaatik
Johann Bernoulli (1667-1748).
Markii ’'Hépital ise oli Bernoul-
li opilane ja thtlasi tédandja.
Lepingu jargi vois [I’Hépital
kasutada Bernoulli tulemusi
oma nime all. L’Hoépital avaldas
1696. aastal maailma esimese
triikkitud raamatu diferentsiaal-
arvutuse valdkonnas: “Lopmata
véikeste suuruste analiitis
koverjoonte moistmiseks”,
milles oli kasutatud péaris
mitut Bernoulli ja Leibnizi
tulemust (seda mainis eessonas

ka I'Hopital ise).

Naljatledes

PHospitali reegel on parim

oeldakse, et

(koige  kasulikum)  teoreem,

mida raha eest saab osta.

Johann Bernoulli. Allikas:

Wikipedia

Johann Bernoulli oli seejuures

ka Euleri 6petaja.
\
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PEATUKK 4. FUNKTSIOONI UURIMINE

L’Hospitali reegli voib kirjutada kujul
!
@) _ . S

lim —=% =
e gl@) e g(2)

vajalikel eeldustel funktsioonide f ja g jagatiste tiilipide ning piirvaértuste
kohta. Muidugi voib I’Hospitali reeglit kasutada ka korduvalt, néiteks voib
eelnevas vorduses jatkata

lim I'(z) = lim (@)

z—a g’(q;) z—a g”(q}) ’

kui vajalikud eeldused on tdidetud.

Naide 4.5

Leiame piirvaartuse

i 22 —4 o0 2z 4
im ——— = lim = -
2224+ —6 z—2 21 + 1 5
OO0
Naide 4.6
Leiame piirvaartuse
. l—cosz o/0 .. sinx 0
lim ———— = lim =-=0.
=0 T + 2 z—01 4+ 22 1
RS
Naiide 4.7
Leiame piirvaartuse
7
In(1+7 17z
lim M 0/0 lim 7= — 7.
z—0 €T x—0 1
RS
Niide 4.8

Leiame piirvaartuse

. ef—x—10/0 .. e 1
lim ——— = lim lim — = —.
z—0 x2 x—0 2x x—0 2 2

e —1 0/0

OO0

Naide 4.9

L’Hospitali reegli korral on oluline, et meil oleks vaja leida piirvadrtus

jagatisest g ((g Kui jagatist ei ole, voib selle ise tekitada. Leiame piir-
vadrtuse
. 0-(—o0) .. Inz —oo/oc0 .. % .
lim zInz =" lim —— =" lim —%- = lim(—z) = 0.
x—0+ z—0+ P z—0 — 23 z—0
000
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4.2. L’Hospitali reegel piirvidrtuse arvutamiseks

,J Markus 4.5 ~

On oluline kontrollida, et tekiks % vOi ‘%‘ tlilipi madramatus, vasta-
sel korral voib saada absurdse tulemuse. Naiteks, proovides kasutada

I’Héspitali reeglit

mis ei anna sugugi oiget piirvaartust oo.
\ J

Naide 4.10

L’Hospitali reegel ei ole alati kasutatav. Naiteks

.2 : 2\"
tim 35 = (5) =0

kuna % € (0,1). L’Hospitali reegliga saaksime

lim = lim ——— =
mida voime ka jatkata. Sellega ei saa me aga selgemaks, kuidas piir-
vaartust leida.

SO0

Niide 4.11

Maérgime, et kuigi I’Hospitali reegli kasutamisel on piirvaartuse

f(x)

2a g'(z)

olemasolu oluline, voib selle puudumisel piirvdaartus lim @) siiski
z—a g(x
eksisteerida. Naiteks,
T T —sinz 1 — sine
fim L&)y BT /oo x
T—00 g(,r) z—o00 T + Sin z—o0 1 4 M
x
sest
lim ST _ 0.
r—o00 I
Samas,
"(z 1—cosx
lim L) _ gy, Locose

z—oo g'(x) oo 1+ cosz

aga ei eksisteeri, kuna protsessis ¢ — oo on lopmata palju arve x, millal
cosx = 0 voi cosx =1 ja sel juhul murrul

1 —cosz

1+cosz
saab olema vaartuseid 1 ja 0. Trigonomeetrilistest valemitest saab kir-
jutada

fl(x) . l—cosx

= lim — 2% _ Jim tan? .
=00 g/(x) w0 l4cosx w0 2

Tangensi vaartustest protsessis x — oo piirvaartust ei eksisteeri.
00O
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4.3 Funktsiooni kasvamine ja kahanemine

,leadus loob meid iimbritsevast objektiivsest reaalsusest toetruu pildi,
vaadeldes seal toimuvaid n#htusi {iksteisega seostatuna, jélgides iihe néh-
tuse kulgemist teise ndhtuse taustal. Matemaatiliselt avaldub niisuguse
vaatlemise tulemus alati kahe suuruse teatava funktsionaalse seosena kujul
y = f(z). Ainsaks ndhtuse staatikasse puutuvaks kiisimuseks on seejuures
kiisimus: missugune on funktsiooni vadrtus argumendi etteantud véiirtu-
sel? Néhtuse diinaamikat puutuvate kiisimuste hulk on mérksa suurem.
Siia kuuluvad meile juba tuttavad kiisimused: kui suur on whg{ll f(z)? Kui
suur on funktsiooni muutumise kiirus f’(a)? Siia kuuluvad aga ka kiisimu-
sed, mis iseloomustavad funktsiooni muutumise kvalitatiivset kiilge, na-
gu néiteks kiisimused: kas argumendi l&biminekul viartusest a funktsioon
kasvab v6i kahaneb? Kas kasvamine v6i kahanemine toimub kiirenevalt voi

aeglustuvalt. “ (vt [30]).

{Deﬁnitsioon 4.2} N
Funktsiooni f : X — R nimetatakse kasvavaks hulgas X, kui su-

valiste 1,2 € X korral, kus 1 < xa, kehtib f(z1) < f(z2). Kui aga

x1 < xo korral f(x1) > f(x2), siis radgitakse kahanevast funktsioo-

nist.
\ y,

A Teoreem 4.6 N

Olgu funktsioon f diferentseeruv vahemikus (a,b). Kui f/(z) > 0 iga
argumendi vddrtuse z € (a, b) korral, siis funktsioon f on kasvav selles
vahemikus, ja kui f/(z) < 0 iga argumendi véirtuse € (a,b) korral,

siis funktsioon f on kahanev selles vahemikus.

Toestus. Toestame tulemuse kasvava funktsiooni kohta. Olgu f’(z) > 0
iga © € (a,b) korral. Valime suvalised punktid z1,z2 € (a,b) nii, et
x1 < x2. Kuna funktsioon on diferentseeruv vahemikus (a,b), siis on ta
pidev osaldigus [z1,x2] C (a,b). Kasutades Lagrange’i keskviirtusteoree-

mi, leiame punkti £ € (x1,x2) nii, et

f(z2) — f(z1)

DT pe).
Et f/(§) > 0, siis
o) = fl21) _
To — I
mistottu
f(@2) = f(z1) >0
ehk f(z1) < f(z2), s.t funktsioon f on kasvav vahemikus (a, b). O

80



4.4. Funktsiooni ekstreemumid

N&ide 4.12 Uurime funktsiooni f(z) = e=*". Leiame tuletise
2
fl(x)=—2ze ™.

Eksponentfunktsioon e* on iga arvu z korral positiivne. Jarelikult piir-

konnas = € (—o0, 0) kehtib f'(z) > 0 ja seetottu on funktsioon kasvav '

o _ _z2
ning piirkonnas z € (0, o) kehtib f'(x) < 0 ja seepérast on funktsioon Joonis:f(z) =™

kahanev selles piirkonnas.

SO0

A Maéarkus 4.6 ~\

Geomeetriliselt tdhendab tingimus f'(z) > 0 (funktsioon kasvab)

seda, et joone y = f(x) puutuja moodustab iga z € (a,b) korral a-
telje positiivse suunaga teravnurga ja tingimus f’(x) < 0 (funktsioon
kahaneb) seda, et joone y = f(z) puutuja moodustab iga = € (a,b)

korral z-telje positiivse suunaga niirinurga.

positiivsed tousud negatiivsed tousud
D q D q
Joonis: kasvamise ja kahanemise geomeetriline tdlgendus [20].
\. J

4.4 Funktsiooni ekstreemumid

,{Deﬁnitsioon 4.3}
Oeldakse, et funktsioonil f : X — R, X C R, on punktis (kohal) a € X

\

lokaalne maksimum, kui leidub selle punkti imbrus (a — d,a + 9),

0 > 0, nii, et
f(z) < f(a), igaxe XN(a—4a+ ) korral.

Oeldakse, et funktsioonil f on punktis (kohal) a lokaalne miinimum,

kui leidub selle punkti timbrus (a — §,a + ), 6 > 0, nii, et

f(x) > f(a), igaze XN (a—95a+0) korral.

\ J

Lokaalse miinimumi ja lokaalse maksimumi kohta 6eldakse kokkuvotvalt

ka lokaalne ekstreemum.

globaalne maksimum

lokaalne maksimum

lokaalne miinimum

globaalne miinimum
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A Markus 4.7 N

Diferentseeruva funktsiooni lokaalse ekstreemumi (maksimum v6i mii-
nimum) leidumiseks punktis a on Fermat’ teoreemi pohjal tarvilik, et
f'(a) = 0. Kui funktsioon ei ole punktis a diferentseeruv (kuid on siis-
ki médratud), siis punkt a voib ikka olla ekstreemumpunkt (néiteks

y = |z| korral on z = 0 miinimumpunkt).

L J

Funktsiooni f niisugust argumendi véértust a, mille korral funktsioon saa-
vutab oma ekstreemumi, nimetatakse selle funktsiooni ekstreemumkohaks

voi funktsiooni ekstreemumpunktiks.

Méédramispiirkonna punkte, kus f'(x) = 0, ja punkte, kus funktsioon
f ei ole diferentseeruv, nimetatakse funktsiooni f kriitilisteks punk-

tideks.

{Deﬁnitsioon 4.4} N

\ J

Olgu funktsioon f diferentseeruv vahemikes (a—d, a) ja (a, a+0) mingi
6 > 0 korral ning pidev kriitilises punktis a. Siis kehtivad viited:

1. Kui punkti a ldbimisel (positiivses suunas) f’(z) méirk muutub

+ — —, siis on funktsioonil f punktis a lokaalne maksimum

(funktsiooni kasvamine ldheb iile kahanemiseks);

2. Kui punkti a labimisel f’(z) mirk muutub — — +, siis on funkt-
sioonil f punktis a lokaalne miinimum (funktsiooni kahane-

mine ldheb tile kasvamiseks);

3. Kui punkti a ldbimisel f’(z) mérk ei muutu, siis punktis a

ekstreemumit ei ole.

4,,

Joonis: funktsiooni lokaalsed ekstreemumid [20].

A Teoreem 4.7 N

Niide 4.13 Funktsioon f(x) = z3 on pidev kogu reaalteljel, kuid ei
ole diferentseeruv punktis = = 0, s.t 0 on funktsiooni kriitiline punkt.

Leiame tuletise
21

Samas, f'(z) <0, kui z <0, ja f'(z) > 0, kui > 0. Seega on x =0

Wl

£@) = 30

funktsiooni f lokaalne miinimumpunkt.

OO0
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A Maéarkus 4.8 N

Peale lokaalsete ekstreemumite eristame veel globaalseid ekstree-

mume (funktsiooni suurim voi véikseim vadrtus mingis piirkonnas).
Viimaste leidmiseks voib leida koik lokaalsed ekstreemumid, kusjuures
eraldi tuleb arvutada funktsiooni viartused punktides, kus tuletist ei
ole, néiteks piirkonna otspunktides (kui tegemist on 16iguga). Saadud
suurim voi véikseim védrtus ongi funktsiooni globaalseks ekstreemu-
miks. Kui ei ole eraldi rohutatud, siis moistame ekstreemumite all

koiki lokaalseid ja globaalseid ekstreemume.
\ J

Naiide 4.14 Lennukompanii arvestab pileti hinnaks iga istekoha eest
300 eurot, lisades baashinnale juurde 2 eurot iga vélja miiiimata
istekoha eest. Mitu kohta tuleks 200-istmelises lennukis vélja miiiia, et

lennukompanii tulu oleks suurim?

Esmapilgul tundub, et tuleks miiiia 200 piletit ja tulu 200-300 = 60000
eurot voiks olla vastus, aga nii lihtne see périselt ei ole. Olgu x miitidud

piletite arv, 200 — z miiiimata piletite arv. Siis iihe pileti hind on

p(z) = 300 + 2(200 — x) = 700 — 2.

Koikide miitidud piletite pealt saab tulu

[ob)

T(x) =z - p(z) = 7002z — 22

2

Tulufunktsiooni T'(x) maksimumi leidmiseks leiame tuletise ja pane-

b0

me ta vorduma nulliga (kuna maksimum voib leiduda vaid kriitilises

punktis voi siis piirkonna otspunktides): g i w o
Joonis: funktsioon T'(z).

700 — 4z = 0.

Saame, et =z = 175 istekohta. Sel juhul teenib lennukompanii
T(175) = 175 (300 + 2 - 25) = 175 - 350 = 61250 eurot. Kuigi erinevus
ei ole vdga suur, saame siiski mingi ettekujutuse optimiseerimise

voimalustest.

Paris elus kogu mudel muidugi nii lihtne ei ole. Lisada tuleb veel te-

gurid, mis arvestavad turu olukorda, konkurentsi, tarbijate ostujoudu

jne. g (gal/h)

000 9| Téus = £ (gal/mi) —sd P
15

Niide 4.15 1 g

Teatud optimaalseid vaartusi voib vélja lugeda ka graafikult, ilma et

peaks teadma konkreetseid funktsioone. Olgu v auto liikumise kiirus

v (mi/h)

ja g kiituse kulu ajaiihikus. Vaatleme graafikut, kus {ihel teljel on v
v

ja teisel teljel on g. Oleme huvitatud kiitusekulust pikkusiihiku kohta

Joonis: kiituse kulu [14].

G=12 (siin gallonit miili kohta, néide parineb opikust [14]).
v
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Soovime leida G minimaalset vidrtust. Vottes graafikul joone peal
punkti P, tekib taisnurkne kolmnurk, mille iiks kaatet on g ja teine
v, iiks nurkadest asub nullpunktis. Seega hiipotenuus asub sirgel, mille

~ g . qg .. . Minimaalne kiitusekulu
tous on =. On lihtne aru saada, et G = = on minimaalne punktis, kus 1+
v v

!
|
|
|
;
|

vastava sirge tous on minimaalne (koige viiksem teravnurk). 3
|
|
|

Korvalolevat joonist silmas pidades saame, et kiiruse v = 50 korral 1

L1 |
20 30 40 50 60

v (mi/h)

on kiituse kulu miili kohta koige viiksem. Sedasi saab andmeid lugeda
f T Joonis: Minimaalne

) kohta suvalise funktsiooni f korral. Meie tehtud analiiiis on kiitusekulu [14].

f(x)

sisuliselt sama, mis leida funktsiooni ——= tuletis ja lahendada vorrand
x

(f(x))l = 0. See annab

xT

suhte

ehk

SO0

A Lause 4.1 N

Olgu funktsioon kaks korda diferentseeruv punktis c. Siis funktsioonil

f on argumendi vadrtusel ¢ lokaalne maksimum, kui

flleg=0 ja f"(c)<0,

ja funktsioonil f on argumendi vadrtusel ¢ lokaalne miinimum, kui

FO=0 ja f'()>0.

Naiide 4.16 Leiame antud ruumalaga V silindrikujulise kinnise anuma
mootmed nii, et anuma valmistamiseks kuluv materjali kogus oleks

minimaalne. Olgu silindri aluse raadius r ja silindri korgus h. Siis kahe

N Y
pohja pindala on 2772 ja kiilje pindala 27 k. Anuma kogupindala on K _
S = 27r® + 271 h.

v
Silindri ruumala on V' = 7r2h, millest h = — . Seda arvestades saame
wr

S:S(T):27TT2+¥ :

ja meid huvitab r viirtus, kus S on minimaalne. Leides tuletise

oV Joonis: Silinder.
S'(r) =dmr — —,
r

ndeme, et S’(r) = 0 parajasti siis, kui

2wr—%:0ehkr: Y K
r T
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4.5. Funktsiooni kumerus ja nogusus

Lisaks,
4V
" _
S (T)_47T+T‘73>07

mis tdhendab, et leitud r vAdrtus on miinimumpunkt. Seejuures

LV
mr2 s

ning h = 2r.

SO0

4.5 Funktsiooni kumerus ja nogusus

Olgu funktsioon f diferentseeruv vahemikus (a,b). Varasemast teame, et

igas punktis « € (a,b) on funktsiooni graafikul olemas puutuja.

,{Deﬁnitsioon 4.5] N

Funktsiooni f : (a,b) — R nimetatakse kumeraks vahemikus (a,b),

kui igas punktis € (a,b) funktsiooni f puutuja asub iilalpool graafi-

kut.

Funktsiooni f : (a,b) — R nimetatakse nogusaks vahemikus (a, b), kui

igas punktis z € (a,b) funktsiooni f puutuja asub allpool graafikut.
G J

kumer funktsioon nogus funktsioon

Joonis: puutuja asukohad kumera ja négusa graafiku korral

Teoreem 4.8

Olgu funktsioon f kaks korda diferentseeruv vahemikus (a,b). Kui
f"(xz) < 0igax € (a,b) korral, siis f on kumer selles vahemikus.

Kui f"(z) > 0 iga = € (a,b) korral, siis f on nogus selles vahemikus.

Geomeetriline télgendus. Kui

{Deﬁnitsioon 4.6} ~\ puutuja leidub, siis kd&nupunk-
Olgu funktsioon f diferentseeruv vihemalt vahemikes (a,c) ja (c,b) tis puutuja I5ikab joont. Puutu-
ja voib ka puududa, kui funkt-

ning pidev punktis ¢. Kui funktsioon f on kumer vahemikus (a,c) ja siooni tuletise graafikul on tera-

nogus vahemikus (¢, b) (voi nogus vahemikus (a, ¢) ja kumer vahemikus vad nurgad.

(¢, b)), siis punkti ¢ nimetatakse kdinupunktiks.
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Ka sellel joonisel on kddnupunkt vaatamata sellele, et tuletis ei ole pidev

funktsioon.

N&ide 4.17 Vaatleme funktsiooni f(z) = ze~*. Leiame kumeruse ja
nogususe piirkonnad ning kddnupunktid (kui need leiduvad). Esimest

jarku tuletis on
fllx)=e®—ze*=(1—-x2)e "
ja teine tuletis
fla)=—e"—(1-z)e®=(x—2)e "

Nieme, et f'(z) = 0, kui = 1. Siinjuures f”(1) < 0, seepérast asub
punktis = 1 lokaalne maksimum. Piirkonnas © < 2 on f’(z) < 0 ja
funktsioon on kumer. Piirkonnas > 2 on f’/(z) > 0 ja funktsioon on
nogus. Kuna punkt & = 2 eraldab kumerat ja nogusat piirkonda, siis

on punkt x = 2 kd&nupunktiks.

Kriitiline punkt,

lokaalne maksimum [ kahaneb,

puutuja iilalpool

Kéadnupunkt

f kasvab, f kahaneb,

puutuja iilalpool puutuja allpool
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4.5. Funktsiooni kumerus ja nogusus

Naide 4.18 Vaatleme logistilist koverat, mis iseloomustab populat-
siooni kasvu ajas, kusjuures populatsiooni piiriks on L ja kddnupunkt

~ L
asub korgusel 3.

Enne punkti % on joon nogus, s.t kasvamise kiiruse muutumise kiirus

(ehk kiirendus) on positiivne.

Seega nogus ja kasvav funktsioon néitab, et kasvamise kiirus on igas
jargmises punktis suurem kui eelmises ja koige suurem on see kddnu-
punktis % Edasi hakkab kasv aeglustuma, s.t kumer ja kasvav funkt-
sioon naitab, et kasvamise kiirus igas jargmises punktis on viiksem kui
eelmises (kiirendus ehk funktsiooni teist jarku tuletis on negatiivne).

OO0

populatsioon

L. 777777777777777

L)2

«— Kadnupunkt

Joonis: logistiline kover
[14].

A Maéarkus 4.9

Analoogiliselt voib analiiiisida koiki nelja pohitiitipi: kasvav-kiirendav,

kasvav-aeglustav, kahanev-kiirendav ja kahanev-aeglustav.

Y/ N

>0 =0 <0 fr<0
>0 <0 >0 <0

Joonis: neli pohitiitipi [3].

\

Naiide 4.19 Pildil toodud kujuga vaasi valatakse vett konstantse kii-
rusega. Vee taseme tousu kui aja funktsiooni graafikul on ndha funkt-
siooni nogususe (vaasi ristloike pindala véheneb) ja kumeruse (vaasi
ristldike pindala suureneb) piirkonnad, samuti kddnupunkt, s.o. aja-

hetk, kus vee tase vastab vaasi vihimale ristloike pindalale.

y (vee siigavus)

Puutuja

i ( Puutuja iilalpool
[ allpool Kéadnupunkt, vastab vaasi

/____ - ___-\ kitsaimale osale

- t (aeg)

Joonis: Vaasi vee taseme muutus ajas [14].

SO0
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PEATUKK 4. FUNKTSIOONI UURIMINE

4.6 Funktsiooni graafiku joonistamine
Uldjuhul on kasulik jilgida jirgmist skeemi:

1. Leiame funktsiooni médramispiirkonna (kui voimalik, siis ka muutu-
mispiirkonna) ja katkevuspunktid. Teeme kindlaks, kas funktsioonil
on iseloomulikke omadusi, naiteks paaris voi paaritu funktsioon, pe-

rioodiline funktsioon.

2. Leiame astimptoodid (sirged, millele funktsiooni graafik voiks mingis

protsessis 1&heneda, vt. allpool).

3. Leiame kasvamis- ja kahanemispiirkonnad ning ekstreemumid
(miinimum- ja maksimumkohad). Uldiselt, leiame info, mille annab

meile funktsiooni esimest jarku tuletis.

4. Leiame antud funktsiooni kumeruse ja négususe piirkonnad ning kia-
nupunktid. See on info, mida saab funktsiooni teist jarku tuletise

kaudu.

5. Joonistame saadud tulemuste pohjal graafiku.

,{Deﬁnitsioon 4.7] N

Sirget x = a nimetatakse funktsiooni f graafiku piistastimptoodiks,

On selge, et graafikul saab
piistasiimptoot olla vaid katke-

kui vuspunktides.
i, 1) = o0, lim flo) =0,
i, £2) = —e0 i _lim f(s) ==, |
\ J

Naide 4.20 Joone y = ﬁ vasak- ja parempoolseks piistasiimptoo-

diks on sirge x = 1, sest g 7 ¢
FO-) = Jim — = oo, f(14) = lm = |
=l gmy = S0 = lim Ty = $
000 .
Joonis: f(z) = 15
,{Deﬁnitsioon 4.8} N
Sirget

y=ax+b,a#0,

nimetatakse funktsiooni f graafiku parempoolseks (vasakpoolseks)
kaldasiimptoodiks, kui selle sirge ja funktsiooni graafiku vaheline

kaugus ldheneb 16pmatus protsessis nullile, mis tdhendab, et

xlglgo (f(z) = (az+0b)=0 (xEIPoo (f(z) = (ax+0)) = O) :
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4.6. Funktsiooni graafiku joonistamine

Lihtne on tuletada, et kaldasiimptoodi tous a peab vorduma piirvaér-

ot 1D (om 1),

r—00 I r——00 T

tusega

Siinjuures parempoolse kaldastimptoodi korral peetakse silmas prot-
sessi x — oo ja vasakpoolse kaldastimptoodi korral protsesi x — —oo.
Seejuures

b= lim (f(z) - ax) <b lim (f(x)ax)).

T—>00 T—>—00

Niide 4.21 Leiame funktsiooni f(z) = =z arctanz graafiku kald-
asiimptoodid. Esiteks leiame sirge tousu (molemad 16pmatud protses-

sid korraga)

X x arctanx . m
lim —— = lim arctanz = £—.
Tz—Foo x r—+oo

Parempoolse kaldasiimptoodi korral a = 5 ja

. T ., arctanz — §
lim (x arctanz — fa:) = lim ————=
T—00 2 T—00 T
1 2
%,L'H . 1422 . —X
= lim — = lim 5 = —
T—00 -2z z—oo 1 +x
Vasakpoolse kaldastimptoodi korral a = —3 ja analoogiliselt
. T . arctan + 5
lim (1‘ arctan r + —x) = lim ——=
T——00 2 r——00 <
1
L T
T——00 —%
T

Seega nii parem- kui ka vasakpoolne kaldasiimptoot on olemas ja on
vastavalt

yzgx—l, y:—gm—l.

OO0

Naide 4.22 Joonistame funktsiooni

flz) =

graafiku (vt. [23]).

1. Funktsiooni mé#ramispiirkonnaks on X = R\ (0,2]. Lihtne on
kontrollida, et funktsioon ei ole paaritu (f(—z) # —f(x)) ega paaris
(f(=z) # f(z)) ja f ei ole perioodiline. Kuna f(z) > 0 iga z € X

korral, siis funktsiooni graafik asub iilalpool x-telge.

"

Joonis: f(x) = x arctanz.
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2. Sirge z = 2 on funktsiooni f parempoolseks pilistasiimptoodiks

(f(24) = o0). Leiame kaldasiimptoodid y = ax + b. Selleks arvu-

tame
= B
. z—2 . T T
a= lim = lim — ,/—— =+1.
r—too T r—*oo I xr—2
Leiame

3 —\)r —
lim ( v —x) = lim r(ve z-2)
T—00 x—2 T—00 N — 2
2
= lim x =1

z—o0 \/x —2 (/T + 1 —2)

ja analoogiliselt

( v’ +x>— lim r(Ve - _ﬁ):—l.

lim
r——00

xr—2 e m

Saime, et parem- ja vasakpoolne kaldasiimptoot on vastavalt
y=z+1, y=-z—1

3. Leiame funktsiooni tuletise (logaritmilisest diferentseerimisest)

f(@) = f(z) <2ln|x|—;lnx—2|>l = $£_32 (2?;_2(551—2))

T

=/ —2 _(z-3).
Tuletis ei ole médratud punktis z = 0, kuid vorrandist f’(z) = 0
saame kriitiliseks punktiks * = 3. Lokaalseks miinimumiks saame

f(3) = V27, kuna f’(z) < 0 piirkonnas = € (2,3) (kahaneb) ja
f/(x) > 0 piirkonnas z € (3,00) (kasvab). Kui z < 0, siis f/(z) <0 ja
funktsioon on kahanev. Kuna f(0) = 0, siis < 0 jaoks asub punktis

x = 0 globaalne miinimum.

4. Leiame funktsiooni teise tuletise (logaritmilisest diferentseerimisest)

@) = ') (; In|z| +In |z — 3 — gln|x - 2|)

ﬁ(x_3)(%+ﬁ_ﬁ>
T 6 3
(m—2)3<x_3)2:ﬂ(x—3)(x—2)_ z(z—2)5

Piirkonnas « < 0 kehtib f’'(z) > 0 ning z > 2 korral "' (z) > 0 ja
funktsioon on noégus hulgal R\[0, 2].
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5. Joonistame graafiku, konspekti jaoks kiill arvuti abiga.

-5 —4 -3 -2 oo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

OO0
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Peatukk 5

Algfunktsioon ja maaramata

integraal

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

5.7

5.8

Sissejuhatus . . . . . ... 0 L o o oo s
Algfunktsioon . . . . . . . . . .. o 0 e e e e e
Mairamata integraal . . ... ... ... ... 0000,
Integraalid pohilistest elementaarfunktsioonidest . . . ..
Tehetega seotud integreerimisreegel . ... ... ... ...
Muutujavahetus . . . . . .. ... 00 ol e
Ositi integreerimine . . . . . ... ... ... ... . 00,

Ratsionaalfunktsioonide integreerimine ... .. ... ...

1

2

3

Kontrollt66 teemad

. Pohiliste elementaarfunktsioonide algfunktsioonid.
. Muutujavahetus méaramata integraali leidmisel.

. Ositi integreerimise valem ja selle kasutamine.

2.

Eksamiteemad

1.

Algfunktsiooni maiste. Algfunktsiooni eksisteerimise tingimus.
Méairamata integraali moiste. Tehetega seotud integreerimisreegel.
Maéaramata integraali muutujavahetuse valem.

Ositi integreerimise valem.

Lihtmurd, liigmurd. Lihtmurru osamurdudeks lahutamise eeskiri.




PEATUKK 5. ALGFUNKTSIOON JA MAARAMATA INTEGRAAL

5.1 Sissejuhatus

Vaatleme objekti liikumist seaduse s = s(t) alusel, kus s néitab labitud
teepikkust ajahetkel t. Funktsiooni s tuletis andis meile hetkkiiruse v(t) =

s'(t) hetkel t ja teine tuletis kiirenduse a(t) = s” (),
a(t) =v'(t) =" ().

Vaatleme niitid olukorda, kus me néiteks teame objekti kiirust v(t) igal
ajamomendil. Meid huvitab, kas kiiruse v(t) alusel saab teada objekti asu-
koha s(t) igal ajahetkel t. Osutub, et teatud tingimustel on see voimalik.
Sellist vastupidise suunaga info leidmist me nimetamegi maaramata integ-
raali leidmiseks (sonastame tépsemalt allpool). Kohe nideme, et kiirenduse

voi kiiruse teadmisel kehtivad skemaatiliselt jargmised omadused:

v(t) = /U'(t) dt = /a(t) dt, s(t)= /s’(t) dt = /v(t) dt.

5.2 Algfunktsioon

,{Deﬁnitsioon 5.1] N

Funktsiooni F' nimetatakse funktsiooni f algfunktsiooniks vahemi-

kus (a,b), kui

iga x € (a,b) korral.

Seos kiiruse, kiirenduse ja la-
bitud teepikkusega kehtib ran-
gelt vottes konstandi tapsuse-
ga. Téapselt korrektne oleks need

seosed anda jargmiselt:

Jo@)dt = s(t) + so,
[a(t)dt =o(t)+ vo.

N\

\ J

Niide 5.1 Funktsiooni y = 22 iiheks algfunktsiooniks on funktsioon

Y= %4, iildiselt iga funktsioon kujul

X
-2 4cC
y="7+6C

kus C' on suvaline konstant. Toepoolest,

F'(z) = (T +C>/ =

Naiide 5.2 Arvestades sissejuhatuses toodud kommentaare, on lihtne
néaha, et kiirenduse a algfunktsiooniks on kiirus v ja kiiruse algfunkt-
siooniks on teepikkus s. Matemaatiliselt kehtib vdide vihemalt siis,

kui a ja v on pidevad funktsioonid aja t jargi.

Olgu néiteks punkti litkumise kiirus konstantne v(¢) = 1. Sel juhul v
algfunktsiooniks on s(t) =t + C (sest (¢t + C)’ = 1). Kui me liikumise
kohta rohkem infot ei tea, siis v algfunktsiooniks voib olla iga sirge

t + C, mille tous on iiks, kuid loikepunkt y-teljega suvaline

N
Funktsiooni f algfunkt-

siooni leidmine on sama,
mis leida diferentsiaalvor-

randi

Y = f(x)

lahend y = y(z). Diferent-
siaalvorrandid on loodus-

teadustes modelleerimisel

véga levinud vahend.
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5.83. Mddaramata integraal

( a
Naide. Auto sdidab maan-

teel kiirusega 60 km/h.

Kui suur peab olema

auto konstantne aeglustus

(negatiivne kiirendus a),

|||||||||||||||||||||||||||||| etautopeatuks73meetri

-3 -2 1 2 3 parast?

Tahistame auto liikumise
seaduse s = s(t). Siis saa-

me diferentsiaalvorrandi

s'(t)=a

tingimustega s(0) = 0 ja

Joonis: sirged s(t) =t+ C, kus C = —1,0, 1.
ged s(t) /(0) = v(0) = 60.

. . . . . A Saadud diferentsiaal-
Kui me niiteks teame, et alghetkel ¢ = 0 objekti asukoht oli punktis - . .

’ vorrandi lahendamine

1, siis vordustest seisneb  algfunktsioonide

leidmises.

S(O) =1 ehk 0 + c=1 Esimesena saame

. . . . . s'(t) = at + C; ehk

saame, et C' = 1 ja punkti liikumisseaduseks on iiks konkreetne sirge W(t) = at + C1 ja seejirel

. . . . .o . . . 2

s(t) = t+1. Kui s(0) oli midagi muud, siis saame mingi teise paralleelse s(t) = §t° + Cit + Oy,

. kus C7 ja Cg on iildjuhul

sirge. suvalised reaalarvud. Tin-

OO0 gimus s’(0) = 60 annab

C1 = 60, seejarel saame
s(0) = 0 abil, et C2 = 0.
Mirkus 5.1 Niisiis toimub litkumine
Funktsiooni f koik algfunktsioonid avalduvad kujul F+C|, kus F eeskirja s(t) = £t° + 60t
kohaselt (siin aega modde-

takse tundides ja l&bitud

on funktsiooni f mingi algfunktsioon ja C' € R on suvaline konstant.

teepikkust kilomeetrites,

seda nditas algkiirus 60

km
h

5 . 3 Méérama‘t a int egraal Kiiruse muutumine nulliks

aja t jooksul annab vor-
randi v(t) = at + 60 = 0,

P N millest ¢t = - Selle aja
,{Deﬁmtsmon 5.2} ) jooksul labib auto 0.073
Olgu F funktsiooni f mingi algfunktsioon. Funktsiooni f koikide alg- km, mis viib vorrandini

9 9 - q q g — a42 —
funktsioonide iildavaldist F + C, kus C € R on suvalise konstandi s(t) = §17 460t = 0.075-
L . . . e . . Asendades siin t = ——,
tahis, nimetatakse funktsiooni f madramata integraaliks. Kasuta- saame N

takse kirjutist a 60\2 602
“(-=) -= =o0.073,

f(z)dz = F(z) + C. 2\ @ a
\_ Y, mille lahend on negatiivne

kiirendus a. Selle teisenda-

mine tavapérastesse 1iihi-

kutesse annab a = —1.95%

Definitsioon 5.3] L J
Funktsiooni méiramata integraali leidmist nimetatakse monikord selle

funktsiooni integreerimiseks.

Tihti kasutatakse sona “integraal‘ madramata integraali tdhenduses.

Naiide 5.3 Leiame
/ 20dr =22+ C.
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,l Markus 5.2 ~\

Madramata integraali definitsioonist jarelduvad jargmised vor-

dused:
L (f fx)dz) = f(z),

2. d([ f(z)dz) = f(z)dz,

3. [dF(z) = F(z) + C.

Seega diferentseerimine ja integreerimine on teineteise poordteisendus-

teks (konstantse liidetava tépsusega). Inglise keeles kasutatakse mones
kirjandusallikas tuletise jaoks véljendit “derivative” ja madramata in-

tegraali jaoks “antiderivative”, mis on loomulikum, kui eestikeelne "in-

tegraal”.
\ J

,l Markus 5.3 ~\

Funktsioonil f on olemas mairamata integraal parajasti siis,

kui sellel funktsioonil on olemas algfunktsioon.
\ y,

A Teoreem 5.1 ~

Igal vahemikus (a,b) pideval funktsioonil on olemas algfunkt-

sioon selles vahemikus.
\ Y,

5.4 Integraalid pohilistest elementaarfunkt-

sioonidest

Konstantne funktsioon

/cdxzcx—l—C’, kus c € R

Astmefunktsioonid

CCa+1
/xadx:a+l+0, kui o # —1

1
/—d:czln|1:|+C
5

Esimese vorduse erijuhtudena saame Joonis: (internet).

/mdm-xj—i—C /idaz——l—i-C /de—\/i—i-c
2 22 2/x

Eksponentfunktsioonid

/a””dx:a——i—C /e””dx:e””—i—C’

Ina
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5.4. Integraal pohilistest elementaarfunktsioonidest

Trigonomeetrilised funktsioonid

/sinmda::—cosm—&—C /cosxd:c:sinx—i—c

1 1
/ 5— dr =tanz +C / ——dr=—cotzx +C
cos? x sin”

Trigonomeetriliste funktsioonide p66rdfunktsioonid kui alg-

funktsioonid

dr = arcsinx + C' = —arccosx + C

= =t

1 1
/mdxzarctanm—l—c /de:—arccotx—kc

Hiiperboolsed funktsioonid

/thdw:chx—i—C /chxdmzshx—!—C
1 1

/ s—dr =thr+C / s—dr = —cthz +C
ch” x sh® x

Hiiperboolsete funktsioonide p66rdfunktsioonid kui algfunkt-

sioonid

x = arshz + C x = archx +C

| | 7=

1 1
/mdx:artthrC’ /1_x2da::arcthm+0

A Markus 5.4

Koikidel funktsioonidel ei pruugi olla algfunktsiooni elemetaarfunkt-
sioonidena (selliste funktsioonide véértusi leitakse tildreeglina ligikaud-
sete meetoditega). Naiteks jargmisi integraale ei saa esitada elemen-

taarfunktsioonide abil:

2 sinx
/e " dx, /cosx2 dx, / dx.
x

~\
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5.5 Tehetega seotud integreerimisreegel

A Teoreem 5.2 N

Tehetega seotud integreerimisreegel. Kui on olemas integraalid

[ f(z)dzja [ g(z) dz, siis koikide reaalarvude k, [ € R korral on olemas
integraal [(k f(z)+ lg(z)) dx, kusjuures

/(kf(m)+lg(x)) dx:k/f(x)dx—i—l/g(x)dx.

Toestus. Eelduse jargi leiduvad algfunktsioonid F ja G, nii et F/ = f ja

G’ = g. Tuletise leidmise omaduste pohjal
(kF+1G) =kF'+1G' =k f+lg.
Viimane iitlebki, et funktsiooni k f + [ g algfunktsiooniks on

EF+1G.

Naiide 5.4 Leiame méaaramata integraali

1
/<x5+1OSinx—2> dzr /x5d:t+10/sin:rdx—2/fd:r
T T

z%—lOcosx—21n|x|+C.
000

Naide 5.5 Auto soidab konstantse kiirendusega a. Leiame labitud
teepikkuse seaduse, kui auto algkiirus oli v(0) = vy ja esialgne asukoht

s(0) = sg.

Avaldame kiiruse

v(t)z/adt:at—l—c,

kus tingimusest v(0) = vy saame, et C' = vg. Leiame teepikkuse
2
s(t) = /v(t)dt: /(at+v0)dt:a5 +ut+C,
kus tingimusest s(0) = so saame, et C' = sg. Seega auto liigub seaduse

1
s(t) = §at2—|—vot+so

alusel. Kui liikumine ei ole konstantse kiirendusega, siis saaksime mingi
muu litkumise seaduse.

SO0
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5.6. Muutujavahetus

5.6 Muutujavahetus

A Markus 5.5 ~

Tuletise leidmisel kasutasime korrutamise ja jagamise reegleid, liit-
funktsiooni leidmise reeglit jne. Integraali leidmisel selliseid universaal-
seid reegleid eriti palju ei ole. Paljudel juhtudel taandub integreerimine
algfunktsiooni draarvamisele, mille jérel saab teatud abitulemustega

néidata, et vastus tuleb see, mis ta peab tulema.

Seoses sellega on integreerimise jaoks vélja tootatud palju erivotteid (mo-
nikord ainult kindlat tiiiipi funktsioonide jaoks), millest tutvustame siinko-

hal ainult kahte koige olulisemat: muutujavahetus ja ositi integreerimine.

ALause 5.1 N

[23, 37]. Kui ¢ on diferentseeruv funktsioon muutumispiirkonnaga U
ja f on pidev mé#dramispiirkonnas U, siis kehtib muutujavahetuse

valem

/ F (@) (z) dz = / £(u) du. (5.1)

Téestus. Funktsioon f on pidev, seega tal leidub algfunktsioon F ja jére-

likult
/f(u) du = F(u) + C.

Meie eeldustel saab moodustada funktsioonide ¢ ja F' liitfunktsiooni Fp,
mis on diferentseeruv (kui kahe diferentseeruva funktsiooni liitfunktsioon)

ja kehtib
(Fo)'(x) = F'(p(@))p'(x) = f(e(z)p ().

Saime, et funktsiooni (fp)¢’ algfunktsiooniks on Fp, mistottu

/ F(p(@)) o' (2) dz = (Fi) () + C = F(p(x)) + C.
Seega
/ f(p(@)) o' (2) dz = F(u) + C,
(5.1

mis annab vorduse (5.1). O
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Niide 5.6 Leiame integraali

/62:”73 dz.

Teeme muutujavahetuse u = 2z — 3. Sel juhul du = d(2z — 3) = 2dx /devil = evil + C

ja dr = 2. Jarelikult

2
1 ev
2x—3 _ (e —
/e dm—/eQdu 2+C.

Asendades u = 2x — 3 tagasi, saame

€2r—3
/621_3 dx = 5 +C.

Markus 5.6

Muutujavahetuse votte erijuhuks on diferentsiaali mérgi alla viimise

vote. Seda kasutatakse siis, kui on lihtne leida diferentsiaali du(x) =

u’(x) dx.

Naiide 5.7 Leiame integraali

/ cosdx dx.

Teame, et koosinuse algfunktsiooniks on siinus. On néha, et d(4x) =

4 dx. Seega voime kirjutada
1 1.
/cos4:vdx =1 /cos4xd(4:c) = 15111433 +C,
mille voib leida ka muutujavahetuse v = 4 x abil
1 1. 1.
cosdxdr = 1 cosudu = 1 sinu+ C = 1 sindz 4 C.

SO0

Naiide 5.8 Leiame integraali

/(x —3)2dx.

Teame, et ruutfunktsiooni algfunktsiooniks on teatav kuupfunktsioon.

On néha, et d(x — 3) = dz. Seega voime kirjutada

r—3)3
/(x—3)2dx:/(m—3)2d(x—3)Z%—FC,

mille voib leida ka muutujavahetuse u = z — 3 abil

3 _ 23
/(x—3)2d$=/u2du:%+czw+a
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5.7. Ositi integreerimine

Naiide 5.9 Leiame integraali
/sin2 x coszdx.

Néeme, et d sinx = cosx dz. Seega voime kirjutada

sin® x

/siancosxdx: /siand(sinx) =3 +C.

Kontrolliks voib leida, et

e / .
sin® 2 3sin’ x .9
3 +C) = 3 cos r = sin“ x cos x.

5.7 Ositi integreerimine

ALause 5.2

integraal
/u’(w) v(z) dz.
Siis eksisteerib ka integraal

/u(a:) v'(z) dx

ja kehtib vordus

[23]. M&dramata integraali ositi integreerimise valem. Olgu

funktsioonid u ja v mingis intervallis X diferentseeruvad ja eksisteerigu

~

Toestus. Tehtud eeldustel on korrutis uv diferentseeruv ja

(uwv) "' =u'v+uv’.
Eelduse kohaselt on olemas integraal [u’v dz. Muidugi
/(uv)’dx =uww+C
ja seepérast on olemas integraal [ v’ dz. Vordusest
w' = (uwv) " —u'v,

/uv’dmzuv—/u'vdw.

saamegi
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A Markus 5.7 ~

Vordust (5.2) nimetatakse médramata integraali ositi integreeri-

mise valemiks. Kuna u’(x) dx = du ja v'(x) dx = dv, siis esitatakse

/udv:uv—/vdu.

see vordus sageli kujul

Niide 5.10 Leiame integraali

z fdr= x ¥ — e’ dr =ze* —e*+C.
N~ e N N~

u dv u v v du

Niide 5.11 Leiame integraali

T coszdr.
~ ——

u dv

Kui integraali mérgi all on poliinoomi ja mingi funktsiooni korrutis,
siis on tihti lootust leida vastus ositi integreerimise teel.

Uldiselt voetakse funktsiooniks v selline funktsioon, millest on lihtne
leida integraali ja funktsiooniks w selline, mille tuletis lihtsustaks aval-
dist. Kuna tuletis alandab poliinoomi astet ja integreerimine tostab,

siis kasulik on valida
u=x, dv=cosxzdzr.
Siit
w'(z)=2"=1 ja du=dx
ning vorduse dv(x) = cosz dz integreerimisel saame
/dv(m) = /cosxdx, millest valime wv(z) =sinz.

Seega ositi integreerimise valemi abil leiame

/x cosxdx:xsinx—/sinmdx:xsinx+cosx+C.

Naide 5.12 Vaatleme iihte sageli esinevat integraali

/sin2 xdx.

Leiame selle integraali mitmel erineval moel. Esiteks ositi integreeri-

misega, vottes u = sinz ja dv = sinx dzx. Siis

du =cosxdr, v(xr)= —cosx.
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5.7. Ositi integreerimine

Saame
/sinzxdx = —sinzcosz + /costdx

1
~3 sin 22 + /(1 —sin® z) du.
Siit saab leida, et
.92 ]- . .2
/sm rdx = 7§SIDQ$+1’+C7 /sm xdx.
Viies f sin? = dz paremalt poolt vasakule, saame
. 9 1 .
2 | sin“xdx = —5 sin2x + x + C.

Jarelikult
/siandx— r_ }sin2x+C
2 4 '

. - C C . C
Maérgime, et lopptulemuses ei kirjutata 5 sest C' ja 5 omandavad
molemad suvalisi reaalarvulisi vaartusi.

OO0

Néide 5.13 Teine voimalus [ sin? z dz leidmiseks on kasutada trigo-

nomeetrilist valemit

1
sin?x = 5(1 — cos 2zx).

Siis

/Sin2 T dx =

1
/2s;in2 rdx = 5/(1 — cos 2z) dx

1
— Zsin2x+C.

R N

Niaide 5.14 Kolmas voimalus on kasutada siinusfunktsiooni kompleks-
arvulist esitust (imaginaariihik 4 (s.t. i> = —1) kiitub siin kui kons-

tant),

iz —iz\ 2 i2x —i2z
/sin2xdx:/ L dxz/ el o2 dz.
21 —4

Arvestades, et

/e’%dx:/ie”zd(mx) _ 6i2z +C
29 2 ’

siis

1 [el2r — i T z 1
.2 _ < Y TG
/sm T dr = 1 (21. )—|— 3 +C 5 4SIH2LL'+C.

Analoogiliselt leitakse eraldi [ cos® x dz, kuid praegu saame ka trigo-

nomeetrilise valemi abil leida

1 1
2 — _ gin? = — = -
/COS xdx—/(l sin” z) dx /(1 2—|—2c052m) dx

1
:g—i—zsin%c—l—c.
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5.8 Ratsionaalfunktsioonide integreerimine

Vaatleme jargnevalt lihtsamaid juhte poliinoomide P(x) ja Q(z) jagatise

P(z)
Q(z)

integreerimisel. Siinjuures eeldame, et murd on antud taandatud kujul

(lugejas olev z korgeim aste on viiksem kui nimetajas olev x korgeim

(z
Q(z)

voimalik, sest igat poliinoomi saab esitada korrutisena liikmetest kujul

esitada osamurdude summana. Viimane on

aste). Pohiidee on murd

z —a ja 22 4 bz + c. Tutvustame seda ideed niidete varal.

,{Deﬁnitsioon 5.4} N

Kui poliinoomi P(z) aste on viiiksem poliinoomi Q(x) astmest, siis
P(x)
Q(x)

ratsionaalfunktsiooni

nimetatakse lihtmurruks, vastasel korral

aga liigmurruks.

\ J

Lihtmurru osamurdudeks lahutamise eeskiri.

P(z) .. .
Olgu lihtmurd. Kui
oW

Qx) =alr —z)¥ (@ —x)' ... (@ +px+ ™. ..

(kus ruutpoliinoomidel ei ole reaalseid nullkohti), siis kehtib vordus

= +o—E
Q(z) T — T (x —x1)*
B B
Tt
T — Ty (x — x2)
(5.3)
Ciz + D, Chnx+ Dy,
22+ pr+q (22 + px +q)™ o
kus Ay,...,Ax,B1,...,B;,...,C1,...,Cpn,D1,...D,y,, ... on mingid

reaalarvud.

Kui nimetajas on poliinoom,
millel on kordsed nullkohad,
siis tuleb vilja kirjutada ka
koik madalama astmega polii-

noomid. Poliinoomil 2 on kord-

ne nullkoht z = 0 ja see-
ga peame kirjutama osamurrud
A . A

= J& 75

Kui nimetajas on ilma reaalse-
te nullkohtadeta ruutpoliinoom,
siis lugejas peab konstandi ase-
mel olema lineaarne funktsioon
Bz + C.

Margime, et esitatavad néited ei holma koiki tehnilisi votteid osamurdu-
de integreerimiseks, osa komplitseeritumaid juhte jaab vaatluse alt vélja
(vt. [17]). Jargnevas toome néiteid ratsionaalfunktsioonide osamurdudeks

lahutamise ja nendest integraalide leidmise kohta.
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5.8. Ratsionaalfunktsioonide integreerimine

Mboned tiiiipilisemad néited sisalduvad jargmises tabelis.

7

Uhekordsed nullkohad.

T—x A i B
2+r—-2 -1 z+2

62> 14z —11 A B C

(z+1)(z—-2)2x+1) z+1 tr 2ty
Kordsed nullkohad.

7= A B C D

2(z+3)3 =z +95—1—3Jr (95—}—3)2Jr (x+3)3°

Kui ei ole reaalseid nullkohti.

x3+3x2+2m+4_A+B Cx+ D
22(x24+22+2) & 22 224+2¢+2

1 Az + B Cx+ D

(z24+22+2)2  22+4+2x+2 (22+4+22+2)2

Naiide 5.15 Olgu vaja leida integraal

or —1
——dx.
/ 2 —x—2
Naeme, et integraalialuse ratsionaalfunktsiooni nimetaja on esitatav

2?2 —z — 2= (z + 1)(x — 2). Seepérast otsime lahutust

Sr—1 A n B
2_2-2 241 x-2

x
Arvude A ja B leidmine toimub madramata kordajate meetodil, esita-
des siin parema poole iihisel nimetajal

Alx —2)+ Bz +1)
(z+1)(z—2)

Vorreldes seda algse ratsionaalfunktsiooniga, saame vordused A+ B =
5 (muutuja x kordajate vordsus) ja —2A + B = —1 (vabaliikmete
vordsus), millest A = 2 ja B = 3. Seega

bz — 1 2 3 d(z +1)
S MV 2 gr=9 BT
/xz—x—de /x+1dx+/x—2dx / z+1

d(x —2
+3/%:21n|x+1|+31n|x72|+0.

SO0

Naiide 5.16 Leiame integraali

/ 2?2 +4x+1 e
(z—D(z+1)(z+3)

Integraalialuse ratsionaalfunktsiooni esitame

22 4+4r+1 A B C

(x —=1)(z+1)(z+3) x—1+x+1+:17+3.
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Parem pool iihisel nimetajal on

Alz +1)(z +3)+ Blx — 1)(x +3) + C(z — 1)(z + 1).

(z—1)(xz+1)(z+3)

Muutuja = astmete vordlemisel (alates kdrgemast astmest) selles mur-

rus ja algselt antud murrus saame vordused

A+B+C=1,

4A + 2B =4,

34-3B—-B=1,

millest saab leida A, B ja C'. Teine vGimalus on vGtta mélemas murrus

x vadrtuseks nimetaja nullkohad ja vorrelda saadud védrtuseid (sel-

liselt vorreldatakse tegelikult piirvadrtusi, tdpsemalt, vaartusi piirile

lahenemisel). Selle vottega saame a2 = 1 korral (tdpsemalt, kui  — 1),

et 84 = 6, millest A = 3;

43z = —1 korral —4B = -2 ehk B = %;

x = —3 korral 8C' = —2 ehk C = f%. Niisiis esitub esialgne integraal

3

1) z—1% 73

1 1 1 1 1
dx + = ——dx
r+3

c+1 T

1 1
:%ln|x71|+§ln|x+l|—zln|x+3|+0.

Naide 5.17 Leiame

Siin otsime lahutust

1
———dx.
/z(x2—|—4) .
1 A Bx+C
r(x2+4) 2 2244

Parem pool iihisel nimetajal on

A(m2+4)+Bx2+Cx
z (22 4 4) ’

millest muutuja x astmete vordsus annab vorrandid

ja sellest omakorda A =

e

OO0

1
=, B=
4

dr =
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Niide 5.18 Olgu vaja leida
222 +1
—— dz.
/ z2(x—1) *

222 +1 7& E C

22(zx—-1) =z a2

Lahutus tuleb siin

z—1
ja parem pool iihisel nimetajal on

Az(z — 1)+ B(z — 1) + Ca?
z2(x —1) '

Kordajate méaramiseks tulevad vorrandid
A+C=2, —-A+B=0, —-B-=1,
millest A =B = —1,C = 3. Niiiid leiame
222 +1 1 1 3
———dr = —_— - = d
/x2(ac—l)m /( x x2+x—1) v

1
=—ln|z|+—-+3n|z—-1/+C.
T

Naide 5.19 Leiame
[ s
——dz.
xz(x? +1)2
Ratsionaalfunktsiooni nouetekohane lahutus on siin

1 7é+Bx+C Dx+E
r(x2+1)2 =z 22+1 (224 1)%

Vorduse parem pool annab

A(z? +1)2 + (Bz + O)z(2® + 1) + (Dz + E)x
x(z2 +1)2 '

Valides z = 0 (ikka piiril), saame A = 1. Seepérast voime viimase

murru lugeja kirjutada
x* + 222 + 14+ B(2* + 2%) + C(a® + 2) + D2* + Ex.

Vorreldes vastavaid muutuja x astmeid algses ratsionaalfunktsioonis

olevatega, leiame B=—1,C =0, D = —1 ja F = 0. Seega

/ 1 d _/ r =z x d
x(z? +1)2 = x 22+1  (22+1)2 “

1 1 1 9 1 1 9
= | —dr— - +1)—= | ——= +1
/xdx 2/932 1d(m ) 2/(962 B d(x )

1 1
:ln|x|—§ln(x2+l)+m+0
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PEATUKK 6. DIFERENTSIAALVORRANDID

6.1 Sissejuhatus

Diferentsiaalvorranditel on teaduse arengus olnud suur moju. Kui Newton

avaldas oma tuntud seaduse
F=ma,

tekkis voimalus hakata protsesside kaitumist ette ennustama. Néiteks saab
vaadeldavale Newtoni seadusele tuginedes leida keha poolt ldbitud teepik-

kuse, teades kiirendust ja joudu, lahendades vorrandi

Sarnaselt on paljusid seadusi oluliselt lihtsam ja ldbipaistvam kirjeldada
kiiruseid voi kiirendusi kasutades kui kirjeldada neid funktsioonide abil,
millest ei ole voetud tuletisi. Sellised seaduste formuleeringud on oma si-
sult diferentsiaalvorrandid, kus otsitavaks on funktsioon, aga vorrandis

esinevad selle tuletised.

Naéaide 6.1 Vaatame iihte lihtsat protsessi, mida saab vaadelda kui di-

ferentsiaalvorrandit.

Analiiiitik teenib oma t66ga 10 eurot tunnis. Mitu eurot on ta teeninud
kahe t66pdeva ehk 16 tunni méodudes, kui alghetkeks oli tal teenitud
500 eurot?

See on kiill lihtne arvutus, kuid vaatame, kuidas seda diferentsiaalvor-
randi abil kirja panna. Olgu y = y(¢) analiiiitiku poolt teenitud summa
eurodes hetkel ¢ tundi, mis on méédunud alghetkest ¢ = 0. Antud 10
eurot tunnis saab vaadelda kui teenitud raha hulga muutumise kiirust
ajas (eurot/tunnis). Seega analiiiitiku teenistus muutub (konstantse)
kiirusega

y'(t) = 10.

Selle vorrandi lahendamiseks voime vorrandi molemat poolt integree-

rida (y on funktsiooni 3’ algfunktsioon):
y(t) = 10t + C.

Saime vorrandi lahendiks sirge, mis sisaldab tundmatut konstanti C'.
See lahend kirjeldab kéikvoimalikke teenitud summasid erinevate alg-
summade y(0) korral. Kuna meil on antud tingimus, et y(0) = 500, siis

y(0)=10-0+C ehk C =500,

mille asendamisel saamegi leida kiisitud summa

y(16) =10 - 16 + 500 = 660.

See tiahendab, et keha massiga
m liigub kiirendusega a, kui tal-
le mojub joud suurusega F'. Vii-
mast voib lugeda ka nii: selleks,
et keha massiga m liiguks kii-
rendusega a, peab talle mojuma
joud suurusega F. Newtoni sea-
dus antud kujul on iihe ajamo-

mendi kohta.

N

Selle néite korral ei olnud téh-
tis niivord see, et me ilmtin-
gimata peame antud protsessi
kirja panema diferentsiaalvor-
randi abil, kuivord pigem see,
et néaidata diferentsiaalvorran-
di olemust, ja kui lihtsalt te-
kivad diferentsiaalvorrandid kii-
ruste kaudu voi siis kuidas saab
protsesse kirja panna kiirus-
te abil isegi selliste protsesside
kohta, mille peale me igapdeva-

selt ei tule.

N
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Naiide 6.2 Jargmine néide on diferentsiaalvorranditele iseloomulikum.
Oletame, et votame laenu 1000 eurot (liit)intressiga 5% aastas. Soo-
vime teada, milliseks kujuneb antud intressi korral laenatud summa
suvalisel ajahetkel ¢ aastat (ehk kui suureks meie laen kasvab). Selle
suuruse arvutamine ei ole raske, aga enam mitte nii lihtne, kui eelmises

néites. Antud {ilesande saame kirja panna jirgmiselt.

Olgu laenu suurus hetkel ¢ tahistatud y = y(t). Laenu summa kasvab

kiirusega 5% iseendast ehk
y' = 0.05y.

Lisaks on antud y(0) = 1000. Sellisena on laenu summa suuruse arvuta-
mise seadust lihtne meelde jétta. Nagu hiljem selgub, on seda iilesannet
suhteliselt lihtne lahendada.

SO0

Niide 6.3 Bioloogilise liigi arvukus. Olgu y = y(¢t) mone liigi isendite

(néiteks teatud bakterite) arv ajamomendil ¢.

Malthuse seadus titleb, et liigi arvukuse muutumise kiirus y’ on vorde-

line isendite arvuga:
o d
y =ky voi teisiti d—? =ky,

kus k on vordetegur. Soltuvalt keskkonnast, néiteks toiduainete hea
kiittesaadavuse korral, on k positiivne (keskkond soodustab paljune-

mist). Kui néiteks toitu on vihe, siis k on negatiivne.

Antud vorrandiga y'(t) = k y(t) kirjeldatakse liigi arvukuse muutumise

kiirust igal ajamomendil ¢, otsitavaks on liigi arvukus y(t) ise.

Diferentsiaalvorranditel on tavaliselt 16pmata palju lahendeid. Selleks,
et iilesanne oleks korrektselt piistitatud ja saaks vélja valida mudelile
sobiva(d) lahendi(d), peavad olema antud veel mingid lisatingimused,
néiteks antud olukorras bakterite arv mingil algmomendil ¢ = t5. Tihti
voib algmomendi votta tyg = 0. Naiteks voib siis algtingimuseks olla

y(0) = 10° bakterit mingis keskkonnas.

Maérgime, et algtingimuse y(0) = yo korral on esialgse vorrandi lahen-
diks

y(t) = yoet".

Néeme, et £ > 0 korral toimub liigi eksponentsiaalne kasv ja k < 0
korral liigi eksponentsiaalne kahanemine.

SO0

6.1.

Protsendid kirjutame tihti skaa-
las [0,1] ehk siin 5% =
0.05. Seega esimese aasta 16-
puks muutub summa y eurolt

y + 0.05y eurole.

majandusteadlane.
&

-

Thomas Robert Malthus
(1766 - 1834)

Allikas: Wikipedia

Malthus oli inglise demograaf ja

J
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PEATUKK 6. DIFERENTSIAALVORRANDID

6.2 Diferentsiaalvorranditest tildiselt

Kui eelnevalt vaatlesime vaid lihtsamaid diferentsiaalvorrandite néiteid,
siis tegelikult on diferentsiaalvorrandite liike ja nendega seotud iilesandeid
palju ja neil koigil on oma olemuselt ja lahendamismeetoditelt olulised
erinevused.

A Markus 6.1 N

Diferentsiaalvorrandite korral peame paratamatult mainima mitme

muutuja funktsioone, mida me ei ole veel oppinud. Esituses teeme seda
nii vihe kui véimalik. Olgu 6eldud, et sarnaselt iithe muutuja funktsioo-
nile, nimetatakse antud eeskirja z = f(z,y) kahe muutuja funktsioo-
niks f, kui igale argumentide paarile z ja y seatakse vastavusse iiks ja

ainult iiks arv z.

Meie vajadusi rahuldab esialgu intuitiivselt tajutav, aga tegelikkuses tap-

sustamist vajav definitsioon.

,[Deﬁnitsioon 6.1] N\
Diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vorrandit, milles on otsitavaks

ithe v6i mitme muutuja funktsioon ning see vorrand seob otsitavat

funktsiooni ja tema tuletisi soltumatute muutujatega.
. J

,[Deﬁnitsioon 6.2] N\
Harilikuks diferentsiaalvorrandiks nimetatakse diferentsiaalvor-

randit, kus otsitav funktsioon on iithe muutuja funktsioon.

\ J

,[Deﬁnitsioon 6.3] N\

Hariliku diferentsiaalvorrandi lahendiks intervallis (a,b) nimetatakse

selles vahemikus médratud funktsiooni, mis on selles intervallis dife-
rentseeruv ning mille asetamine vorrandisse otsitava funktsiooni ase-

mele muudab vorrandi samasuseks soltumatu muutuja suhtes selles

intervallis.

A Maéarkus 6.2 ~

Antud kursuses tegeleme pohiliselt esimest jarku harilike diferentsiaal-

vorranditega. Seega koik vaadeldavad moisted kdivad esimest jarku
harilike diferentsiaalvorrandite kohta ning edaspidi kirjutame liht-

salt “diferentsiaalvorrandid”.

\. J

Diferentsiaalvorrandi jarguks nimetatakse otsitava funktsiooni

vorrandis esinevate tuletiste korgeimat jarku.
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6.3.

6.3 Esimest jarku diferentsiaalvorrandid

,[Deﬁnitsioon 6.4] ~

Normaalkujust iildisem on esi-

Esimest jarku normaalkujuliseks diferentsiaalvorrandiks nime- . o
mest jarku diferentsiaalvorrand

takse vorrandit F(z,y,y') = 0.

Y = flz,y),

kus otsitavaks on funktsioon y = y(z).
\ J

Naiide 6.4 Vorrandid
2 2

y
y=">-1, ¢y'==>-1
x X

on vastavalt esimest jarku ja teist jarku diferentsiaalvorrandid.

SO0

,{Deﬁnitsioon 6.5] ~

Ulesannet, milles otsitakse vorrandi

y' = f(z,y) (6.1)
sellist lahendit y = y(x), mis rahuldab algtingimust
y(zo) = Yo, (6.2)

nimetatakse Cauchy iilesandeks voi ka algtingimusega iilesan-

deks.
- J

Olgu vorrandis (6.1) funktsioon f méiratud mingis piirkonnas D C R2.

,{Deﬁnitsioon 6.6] N

Vorrandi (6.1) tildlahendiks piirkonnas D nimetatakse tihest para-

meetrist C' soltuvat lahendit (tdpsemalt, lahendite peret) y = y(z, C),

milles iga punkti (zo,yo) € D korral saab leida parameetri C' sellise

vaartuse Cp, et y = y(x, Cp) rahuldab algtingimust (6.2).
\ J

Definitsioon 6.7]
Esimest jarku diferentsiaalvorrandi y' = f(xz,y) erilahendiks nime-

tatakse mistahes funktsiooni y = y(x,Cp), mis saadakse tildlahendist

y = y(z,C), kui anda selles parameetrile C' konkreetne vadrtus Cjy.
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Naide 6.5 Vorrandi
!

y =8

iildlahendiks on y = 8z + C', kus C' on suvaline reaalarv. Siin iga C' € R
jaiga =z € R korral
y'(z)=Bx+C) =8

ning iga (zo,y0) € R? korral tingimus y(zg) = yo ehk 8x¢ + Co = yo
médrab parameetri C' sobiva véértuse Cy. Niisiis on tegemist iildlahen-
diga piirkonnas R?.

Kui votame néiteks C' = 1 ja C' = —1, siis saame erilahendid y(z) =
8x+1, y(z) = 8x — 1, mis graafiliselt on molemal juhul sirged tousuga
8.

OO0

,J Markus 6.3 ~

Kui lahendatakse konkreetset Cauchy iilesannet (6.1), (6.2), siis vor-

randi iildlahendi leidmisel ei p6orata tihti erilist tdhelepanu voimaliku
piirkonna D valjaselgitamisele, oluline on vaid, et oleks olemas mingi

piirkond D, kus (zg,yo) € D.
\ J

Naiide 6.6 Vaatleme Cauchy iilesannet
y' =y, y(0)=1.

Vérrandi y' = —y? ildlahendiks on funktsioon y(z) = z—i—%’ kuna

) e )

Konstandi C saame leida algtingimusest

1
vO =53¢ chk ¢
1
Seega Cauchy {ilesande lahendiks on funktsioon y(x) = ol mis on
médratud hulgal R\{-1}.
000
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6.4 Eralduvate muutujatega diferentsiaalvor-

randid

Definitsioon 6.8}
Eraldatud muutujatega diferentsiaalvorrandiks nimetatakse

vorrandit

f(x)dz + g(y) dy = 0. (6.3)

Kui algselt on antud normaalkujuline vorrand

,_ [l

9(y)

)

siis saab selle kirjutada kujul

f(z)dz —g(y)dy =0,

seejuures tuleb muidugi eraldi analiiisida punktihulka, kus g(y) = 0, sest
algvorrandis g(y) # 0.

Eraldatud muutujatega diferentsiaalvorrandi (6.3) lahendamiseks tuleb lei-
da méadramata integraalid ja lahendid saadakse (iildjuhul ilmutamatult)

vordusega
/f(x)dff + /g(y)dy =C,

millest médratakse (vihemalt lokaalselt) funktsioonid y = y(z) voi © =
x(y). Me ei anna siin formaalselt iildlahendi moistet, kuid see on analoogi-
line normaalkujulise vorrandi puhul antuga: teatava piirkonna igat punkti

lébiva lahendi saab parameetri C' konkretiseerimisel.

Naide 6.7 Vorrand
dr+dy=0

on eraldatud muutujatega vorrand. Selle lahenditeks on médramata

integraalide leidmisel saadud
r+y=C,

kus C € R on suvaline.

SO0

6.
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Niide 6.8 Eraldatud muutujatega vorrandiks on
xdx 4+ ydy = 0,

mille integreerimine annab

2 2
z Yy
172 0
2 T3 !
ehk
2+t =C,

kus C = 2C7 > 0. Siin on selge, et ei saa lubada ju

htumit C' < 0, aga

C' = 0 korral saadakse ainult punkt (0,0), mida ei ole maistlik lugeda

vorrandi lahendiks.

SO0

Naide 6.9 Vorrand
1
-y =x+1
Y

on eraldatud muutujatega vorrand kirjutatuna
1
—dy = (x + 1) dz.
Y

Integreerides saame

(.’E + 1)2 mingi bioloogiline protsess ajas
In |y| = T + C1, Cl S R, z). Siin suhteline kasvukiirus on
lineaarne. Lineaarse kasvukiiru-
millest sega muutujaks osutub selline
2 2 lahend, nagu me allpool saa-
C, (=+1) (z+1) )
lyl =e¥te 2 =Coe 2 , (C3€(0,00). me.
. 7/
Sellest omakorda tulevad lahendid
(@+1)?
y(z) =Ce 2z, CeR\{0},

mis on kooskolas sellega, et algvorrandis ei ole luba

SO0

Vorrandi vasakul pool on lii-

’
Y
ge

ta muutuja y suhtelist kasvu-

mille sisuks on naida-

kiirust (efektiivsus ennast taas

toota, kui y y(z) rollis on

N

tud juhtum y = 0.

Definitsioon 6.9

Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandiks nimetatakse

vorrandit

J1(x)g1(y) dx + fa(z)g2(y) dy = 0.

Eralduvate muutujatega vorrandi lahendamiseks teisendatakse see eralda-

tud muutujatega vorrandiks

fl(m) dw+92(y)d

o) T gy @Y

mille lahendamist juba késitlesime. Eraldi tuleb analiiiisida punktihulki,

kus fa(x)

fa(zo) = 0, siis sirge z

0 voi g1(y) = 0. Need voivad anda lisalahendeid, sest kui

xo on algvorrandi lahend, sest siis de = 0

(konstantse funktsiooni tuletis on 0), samuti g1 (yo) = 0 korral on lahendiks

Yy = Yo, sest siis dy = 0.

116



Naide 6.10 Lahendame vorrandi

, T2 42
zyy = .
y—1

Selles muutujate eraldamine viib kujuni

(y* —y)dy = (x+ i) de.

Integreerimine annab

2

3 2
v
Y L% 49 C
g~ g~ T2+

millest funktsiooni y = y(z) ilmutamine ei ole tehniliselt véiga elemen-
taarne.

OO0

6.5 Esimest jarku lineaarsed diferentsiaalvor-

randid

,[Deﬁnitsioon 6.10] N
Esimest jirku lineaarseks diferentsiaalvorrandiks nimetatakse

vorrandit
po(2)y' (z) + pr(2)y(z) = f(=), (6.4)

kus pg, p1 ja f on antud funktsioonid ning lahend y = y(z) on otsitav.

\ J

Funktsioone pg ja p; nimetatakse vorrandi (6.4) kordajateks, funktsiooni

f aga vabaliikmeks.

A Teoreem 6.1 N

Olgu vorrandi (6.4) kordajad pg ja p; ning vabaliige f pidevad funkt-

sioonid vahemikus (a, b), kusjuures po(z) # 0iga x € (a, b) korral. Olgu
xo € (a,b) ja yo € R mingid etteantud arvud. Siis on vorrandil (6.4)

olemas parajasti tiks lahend y, mis rahuldab algtingimust y(z¢) = yo.

\ J

A Markus 6.4 ~

Vahemiku (a,b) all voib siin moelda ka tokestamata intervalli, s.o

(a,0), (—00,b) voi (—o0, 00).

\. J

A Markus 6.5 N

Kui po(z) # 0 iga = € (a,b) korral, siis voib selle kordajaga esialgse

vorrandi 1dbi jagada ning sel juhul on esimest jarku lineaarne vor-

rand kujul
y'(z) + p(2)y(z) = f(2), (6.5)

kus p ja f on antud funktsioonid ning y on otsitav.

\. J

6.5.
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Jargnevas esitame vorrandi (6.4) lahendamise eeskirja, mille kidigus toes-

tame tihtlasi teoreemi 10.1.

f[Deﬁnitsioon 6.11} N

Vérrandile (6.4) vastavaks homogeenseks vorrandiks nimetatakse

vorrandit

poy’ +p1y =0

ehk peale jagamistehet (eeldusel, et po(z) # 0 iga = € (a,b) korral)

y +py =0, (6.6)

kus p = ]ﬂ.
Po

Vorrandit (6.6) vaatleme eralduvate muutujatega vorrandina, mis peale

muutujate eraldamist saab kuju

& + p(z)dx = 0.
Y

Selle integreerimine annab
In|y| = f/p(x)d:quC, C eR,

ehk
y=Ce JP@dz & c R\ {0}.

Siin kirjutises [ p(z)dxz all peame silmas iihte funktsiooni p algfunktsiooni.
Lisaks sellele on vorrandi (6.6) lahendiks y = 0, mis jii vaatluse alt vélja

muutujate eraldamisel. Seega on vorrandi (6.6) lahendiks
y=Ce JP@dr CeR. (6.7)

Selle aruteluga oleme saanud, et viimati toodud vorduses on esindatud
vorrandi (6.6) koik lahendid: iga lahendi y korral jouame esituseni (6.7).

Kirjutiste lihendamiseks tdhistame

yn = Ce I P@)dz,

Vaérrandi (6.5) lahenditeks on
y=yp+y.=Ce JP@ Ly CeR, (6.8)

kus y, on vorrandi (6.5) iiks konkreetne lahend.

Néitame, et iga C' € R korral on (6.8) vorrandi (6.5) lahend. Saame

(yn + y)" + (n +y=) = Y + pyn + Ys + 0y = f.

Vérrandi (6.5) lahendi y, leidmiseks on olemas nn. parameetri (voi kons-

tandi) C' varieerimise meetod: funktsioon y. leitakse kujul
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Yo = C(z)e JP@de

kus C' = C(z) on otsitav funktsioon. Asetades selle vorrandisse (6.5), saa-

me

(C(x)e—fp(x)dx)’ @) C@)e TP — ()
ehk
C/(x)e—fp(x)dz + C(x)e—fp(m)dm(_p(x)) +p(x)c($)e—fp(r)dr _ f(l‘),

millest jaab alles

O’ (@)e /7% = f(x)

ehk
C'(z) = el P@dz p (),

Selle integreerimisel (piisab iithest funktsioonist C' = C(x)) saame
C(z) = /efp(w)dmf(ac)dm
(ka siin peame silmas iihte konkreetset algfunktsiooni) ja
yo(z) = o= I o) / e 2@ (1)
Selle asendamisel esituses (6.8) saame
y = e Jp@)de (C’ + / efp(m)dxf(x)dx), CeR (6.9)

Kui néutakse vorrandi (6.5) (voi (6.4)) lahendit, mis rahuldab algtingimust

y(zo) = Yo, siis (6.8) annab vorduse

Ce™ fp(w)dw

+ y*(l'()) = Yo,

x=mz
millest C' saab iiheselt méirata, sest eksponentfunktsiooni véirtus ei vordu
nulliga. Teoreemi 10.1 toestamist silmas pidades oleme ndidanud algtingi-
mustega iilesande lahendi olemasolu iga viljavalitud zg € (a,b) ja yo € R
korral. Lahendi iihesuses veendumiseks oletame, et algtingimustega iiles-

andel on 2 lahendit y; ja yo, s.t

Y+ oy = f, Yo+ py2 = f,
y1(0) = Yo, y2(20) = Yo.

Siis y = y; — y2 rahuldab vorduseid

Yy +py=0,
y(ffo) = Yo,

milles diferentsiaalvorrandi lahend esitub (6.7) abil, aga C = 0, sest eks-
ponentfunktsiooni vidrtus © = z¢ korral erineb nullist. Niisiis y = 0 ehk
Y1 = Ya-

Teoreemi 10.1 arvestades voib Gelda, et (6.9) on vorrandi (6.5) iildlahend
piirkonnas (a, b) x R. Muidugi on ka (6.7) vorrandi (6.6) iildlahend samas

piirkonnas.

6.5.

Lineaarse vorrandi {ildlahend
on vastava homogeense vorran-
di tildlahendi ja algvorrandi {ihe

konkreetse lahendi summa
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Naide 6.11 Vaatleme vorrandit

y =ky,

mis on juba homogeenne kujul (6.6), kus p(z) = —k. Siis — [ p(z)dz =

kx ja vorrandi tildlahend on
y(x) = Ce” C eR,

ja seda piirkonnas R?. Nigime eespool, et vaadeldav vérrand kirjeldab
liigi arvukuse muutust.

SO0

Naiide 6.12 Lahendame lineaarse mittehomogeense vorrandi

2y
/_ — 13.
y r+1 (m+)
Siin
2 2dx
S dr = =1 1)
o)== = [pwe = [ 2 )
ja

effp(x)dx _ (LE + 1)2,
mistottu vastava homogeense vorrandi iildlahend on
y=C(z+1)% CeR. (6.10)

Algvorrandi iiks konkreetne lahend on

X 3 X 4
y*=(x+1)2/2x132dx:( ‘;1)

ning tildlahend

(z+1)*

y=Clz+1)"+

,C €R, (6.11)

ja seda hulgal (R\ {—1}) x R. Tapsemalt &eldes, (6.11) (ja ka (6.10))
esitavad kumbki kaks {ildlahendit vastavalt piirkondades {(z,y)|z >
—1LyeR}ja{(z,y)lr < -1,y R}

SO0

Niide 6.13 Keha temperatuuri 7' = T'(¢) muutumist ajas ¢ kirjeldab
ligikaudselt vorrand

T' =k(T-T,),

kus T, on timbritseva 6hu temperatuur, k aga konstantne kordaja.
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Siin vastav homogeenne vorrand on
T = kT
ja selle tildlahend on néites 10.11 toodu pohjal
T(t)=CeM, C eR.

Algvorrandi tiheks lahendiks sobib T'(t) = T, t € R, seega on vorrandi
iildlahend T'(t) = Ce* + T, C € R. Kui algmomendil ¢t = 0 on keha
temperatuur Tp, siis tingimus 7'(0) = Ty annab vorduse C' + T, = Ty,

millest C' = Ty — T ja algtingimusega {ilesande lahend on
T(t) = (Ty — T.)e™ + T..

OO0
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Kontrollt66 teemad

1. Maatriksid: omadused ja tehted.
2. Maatriksi miinor, elemendile vastav miinor ja alamdeterminant.
3. Determinantide omadused.

4. Determinandi védrtuse arvutamine, arendades determinanti rea voi veeru jargi.

Eksamiteemad

1. Maatriksid: moisted, omadused, tehted.
2. Maatriksi miinor, elemendile vastav miinor ja alamdeterminant.
3. Determinandi moiste ja omadused.

4. Determinandi arendamine rea voi veeru jargi.




PEATUKK 7. MAATRIKSID JA DETERMINANDID

7.1 Maatriksi moiste

,[Deﬁnitsioon 7.1} N
Maatriksiks nimetatakse timarsulgude vahele paigutatud m reast ja

n veerust koosnevat ristkiilikukujulist arvude tabelit

ail ai2 000 QA1n
a1 Q22 Q2n
)
aml  Am2 Amn
kus arve a;; nimetatakse maatriksi elementideks, i = 1,...,m ja
j=1,...,n. Sellisel juhul rafgitakse m x n maatriksist.
\ J

Maatriksi elemendi a;; esimene indeks ¢ néitab rida (reaindeks) ja teine
indeks j niitab veergu (veeruindeks), milles element asetseb. Tavaliselt
tahistatakse maatriksit ladina téhestiku suure tdhega (niiteks A, B,...)
ning maatriksi elemente tahistatakse indeksi(te)ga varustatud viikese ti-
hega (nditeks a;j,b;;,...). Lithidalt saab sama maatriksit A esitada ka
kujul A = (aij)an
voi veelgi lithemalt

A= (aij).

Naide 7.1 Maatriksiteks on naiteks

4 6 9
2
0o -1 3
A= , B=(5), C= , D=0
—2 2
9
3 0 -
Siinjuures a12 = 8, b11 = 5, Cq3 = —T ja d21 =0.
SO0
,[Deﬁnitsioon 7.2] N\

Kui maatriksi ridade ja veergude arv on vordne, m = n, siis nimetame

maatriksit ruutmaatriksiks voi ka n-jarku ruutmaatriksiks.

Kui maatriksis on ainult {iks rida voi veerg, siis nimetame seda maatrik-
sit ka vektoriks, tipsemalt reavektoriks ja veeruvektoriks. Uldine

m X n maatriks koosneb m reavektorist ja n veeruvektorist.

\ J

Naiide 7.2 Vaatleme maatrikseid
1 2 3
A:456,B:(1234), C =
7 8 9

Siin A on 3. jirku ruutmaatriks, B on reavektor ja C' on veeruvektor.

SO0
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7.2. Tehted maatriksitega

7.2 Tehted maatriksitega

f[Deﬁnitsioon 7.3] ~
Maatrikseid A ja B nimetatakse vordseteks, kui neil on vordne ridade

arv, vordne veergude arv ja koik vastavatel kohtadel olevad elemendid

on vordsed, s.t

A=B,kula;=bjigai=1,...,mjaj=1,...,n korral.

Naide 7.3 Vaatleme maatrikseid

A 1 2 . B= bi1 b1 o= 1 20
4 5 ba1  boa 4 5 0
Hoolimata sellest, et maatriksi C' viimase veeru elemendid on koik nul-
lid, ei ole maatriksid A ja C vordsed. Maatriksid A ja C ei ole omavahel
vordsed, sest neil on erinev arv veerge. Seejuures maatriksid A ja B on
vordsed ainult siis, kui b1y = 1, byo = 2, by = 4 ja by = 5.

OO0

f[Deﬁnitsioon 7.4] ~
Kui maatriksid A ja B on molemad m X n maatriksid, siis A ja B

summaks nimetatakse m x n maatriksit C', mille elementideks on
vastavate elementide summad, s.t

C:A+B, kuicij:aij—ksz, i:l,...,m, _]:1,,’/1

Maatriksite liitmisele sarnaselt saab defineerida ka maatriksite lahutamise.

f[Deﬁnitsioon 7.5] ~
Kui maatriksid A ja B on molemad m X n maatriksid, siis A ja B va-

heks nimetatakse m x n maatriksit C', mille elementideks on vastavate
elementide vahed, s.t

C:A—B, kuicij:aij—bij, 7::1,...,7’71, ]:1,,71

Naide 7.4 Vaatleme maatrikseid

1 2
3 -5 8 4 -2 3

A= y B = B C= 4 5
2 9 0 6 —4 9

0 1

Maatrikseid A ja C (ning B ja C) ei ole voimalik omavahel liita, kuna
A on 2 x 3 maatriks ja C on 3 x 2 maatriks. Kiill aga saame leida A
ja B summa ning vahe

7T =7 11 -1 -3 5

8 5 9 -4 13 -9
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,[Deﬁnitsioon 7.6} ~
Maatriksi A korrutiseks skalaariga ehk arvuga A nimetatakse maat-

riksit AA = B, mille elemendid saadakse maatriksi A koigi elementide

korrutamisel arvuga A, s.t

)\AZBZ(I)U), kui bijz)\aij, z':l,...,m, jZl, , .
. J
Naiide 7.5 Korrutame eelmise ndite maatriksit A arvuga 2:
3 -5 8 6 —10 16
A= , 24 =
2 9 0 4 18 0
Sama tulemuse saaksime, kui liidaksime A + A = 2A.
000
,[Deﬁnitsioon 7.7} N

Nullmaatriksiks nimetatakse maatriksit, mille koik elemendid vor-

duvad nulliga, s.t

p

Arv A on iildjuhul reaalarv,

kuid vo6ib olla ka kompleksne.

N\

J

0 0 0
O = , 055=0, i=1,...,m, j=1,...,n
0 0 0
. J
Nullmaatriksit tahistatakse sageli ka siimboliga 6.
a Y

Olgu maatriksid A, B, C ja nullmaatriks O koik samade mootmetega
maatriksid ning A € R. Sel juhul maatrikstehete jaoks kehtivad jarg-

mised omadused:

A+(B+C) = (A+B)+C, (liitmise assotsiatiivsus)
A+B = B+A, (liitmise kommutatiivsus)
AMA+B) = M+ B,
A+0 = A
\. S

Sageli on vaja antud maatriksi ridades esinevad arvud paigutada hoopis

veergudesse.

,[Deﬁnitsioon 7.8} N
Maatriksi A = (ag5), (i = 1,...,m, j = 1,...,n) transponeeritud

maatriksiks nimetatakse maatriksit A7, mis saadakse maatriksi A
ridade ja veergude dravahetamisel, s.t
AT = (a5),

1=1,....m, 5=1,...,n.

Maatriksi A wvastandmaatrik-

stks nimetatakse maatriksit
—A ehk arvuga —1 korrutatud

maatriksit A.

N

Uleminekut  maatriksilt A

maatriksile AT, kus maatriksi
A read kirjutatakse AT veergu-
deks, nimetatakse maatriksi A

transponeerimiseks.
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Naide 7.6 Vaatleme maatrikseid

1
2
A= , B= ., C=(1 2 3).
. ( )
4
Sel juhul
1 4 1
AT =1 2 5 |, BT:(1 2 3 4), cT=| 2
3 6 3
OO0

7.3. Maatriksite korrutamine

s 1
Olgu maatriksid A ja B samade mootmetega maatriksid ning A € R.
Sel juhul transponeeritud maatriksite jaoks kehtivad jargmised oma-
dused:

(AT =4,
(A+B)' = AT 4+ BT,

q (AA)T = \AT. )

s 1
Ruutmaatriks A on siimmeetriline, kui A7 = A.

Ruutmaatriks A on kaldstimmeetriline, kui A7 = —A.
\ J

7.3 Maatriksite korrutamine

Maatriksite korrutamine on samuti maatrikstehe, kuid on oluliselt keeruli-
sem ning seetottu pithendame sellele spetsiaalselt eraldi alapeatiiki. Maat-
riksite korrutamine ei ole kergesti tajutav. Vaatleme esiteks lihtsa niite
varal, miks korrutustehe niimoodi defineeritakse, nagu me selles peatiikis

seda teeme.

Vaatleme lineaarseid vorrandeid

2017 +  xy = 1,
71’1 + 3$2 = 5.
Selle siisteemi lahendiks on x7 = 2 ja zo = —3, mida saab kindlaks teha

vahetu kontrolliga. Margime siisteemi kordajad maatriksiks

2 1
A= ,
73

lahendi teiseks maatriksiks (veeruvektoriks) x ja slisteemi vabaliikme y

Tahvlil on nn. ,peegeldusmaat-

riks‘.
.

127



PEATUKK 7. MAATRIKSID JA DETERMINANDID

Teostame korrutamise jargnevalt:

2-2 4+ 1-(-3) 1
7 3 -3 7-2 + 3-(-3) 5
mille kirjutame lithidalt Az = y. Siin ndeme maatriksite A ja x korrutamise
eeskirja. Kui lisaks kehtib analoogiline vordus Bz = x, siis saame ABz =y
ehk Cz = y, kus C = AB. Tekkinud maatriksite korrutamise eeskirja

esitame jargnevas ja see holmab juba leitud korrutist Azx.

/Definitsioon 7.9} \

Kui maatriksi A veergude arv vordub maatriksi B ridade arvuga, siis

maatriksite A ja B korrutiseks AB nimetatakse maatriksit C, mille
i-nda rea ja j-nda veeru elemendi c¢;; saamiseks korrutatakse maatriksi
A i-nda rea elemendid maatriksi B j-nda veeru vastavate elementidega

ning saadud korrutised liidetakse, s.t

n
C=AB, ;= Z aikbrj = aibij + aizbaj + ... + ainbn;,

k=1
kus ¢ =1,...,m, j = 1,...,p, A on m X n maatriks ja B on n X p
maatriks.
\ J
4x4
[——

o | o | |
o | o | |
I | | |
i | | [
o | o | o | |
| | | -
| | | -
O
| i | o | |
OO
I | | |
I | | | -
| || -
I | | | |
I | o | | |
OO

-

Joonis: http://www.cmsoft.com.br/opencl-tutorial/case-study-matrix-multiplication/

Niide 7.7 Olgu antud maatriksid

1

A= ,B:(g 4), o[

8 9 10

N&eme, et maatriks A on 2 x 1 maatriks, B on 1 x 2 maatriks ja C on

2 x 3 maatriks. Seega saab maatrikseid A ja B korrutada jargmiselt:

1 1-3 1-4 3 4
AB = (3 4) -
2 2-3 2-4 6 8
ja

BA=(3 4) ; —(3-1+4-2)=(11).

Ei ole olemas korrutisi AC' ja C'A, kuna nende ridade ja veergude arv

omayvahel ei sobi. Kiill aga saab leida korrutise BC"
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7.3. Maatriksite korrutamine

5 6 7

BC:<34) 8 9 10

(35+4836+4937+4m)
=(w+w 18+ 36 m+m)=(u 54 m).

OO0

A Markus 7.1 ~

Viimasest néitest nigime, et AB ja BA andsid erineva tulemuse. Selle

kohta Oeldakse, et maatriksite korrutamine ei ole kommutatiiv-

ne ehk iildjuhul (ka ruutmaatriksite korral)

A B # BA.

Naiide 7.8 Olgu antud maatriksid

—_
>~
o
[

A= , B=
3 2 2 3

Leiame maatriksite A ja B korrutised:

1 4 0 1 1-0+4-2 1-1+4-3 8 13
AB = = = ,

3 2 2 3 3-0+42-2 3-1+2-3 4 9

0 1 4 0-1+1-3 0-4+1-2 3 2

2 3 3 2 2-143-3 2-4+43-2 11 14
SRR

Néiide 7.9 Maatriksitel on palju kasutusvaldkondi. Vaatleme {ihte nen-
dest. Olgu antud punkt tasandil koordinaatidega (z,y). Sel juhul
0 1 0 1 x
A= _ Y
-1 0 -1 0 Y —T
s.t veeruvektorit maatriksiga A (vasakult) korrutades saadakse tasan-
dil punkt, mille kohavektor on vorreldes punkti (z,y) kohavektoriga

pooratud 90° (z-telje suhtes kellaosuti liikumise suunas). Néiteks:

0 1 1 2
-1 0 2 —1

Kui tahame punktile vastavat vektorit péorata 270° kellaosuti liiku-
mise suunas, siis tuleb veeruvektorit korrutada maatriksiga A kolm
korda. Seega

3
0 1 1 0 -1 1 -2

-1 0 2 1 0 2 1
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(2v_1)

Sedalaadi teisendusi on rohkesti. Maatrikskuju voimaldab neid teisen-
dusi lihtsamalt kirja panna. Naiteks jargmine maatriks poorab punkti
kohavektorit kolmemootmelises ruumis 30° iimber x-telje kellaosuti lii-

kumise vastassuunas, kui vaadelda z-telje poolt:

1 0 0
_ V3 1
=10 % 3
1 V3
0 -3 %
SO0
4 N

Maatriksite korrutamise omadused. Olgu maatriksid A, B, C' ja
nullmaatriks O selliste moGtmetega, et allpool toodud iga iiksik tehe

on teostatav. Siis maatriksite korrutamisel on jirgmised omadused:

(AB)C = A(BO),

(korrutamise assotsiatiivsus)

(A+B)C = AC+ BC, (distributiivsus)
AMAB) = (M)B= A(\B), iga A € R korral
(AB)" BT AT,

AO o,
OA 0.
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7.4. Teist ja kolmandat jirku determinant

Enne iildise determinandi moiste juurde minekut vaatleme eraldi teist ja

kolmandat jarku determinante.

7.4 Teist ja kolmandat jarku determinant

Paljude sisult hoopis erinevate probleemide lahendamine viib sageli iihe
ja sellesama seaduse jargi koostatud avaldistele. Sellisel juhul tasub nende
avaldiste omadusi uurida omaette kiisimusena. Véaga paljud probleemid
viivad avaldisteni, mida nimetatakse teist jarku determinantideks. Olgu

meil néiteks neli arvu a, b ja ¢, d vordelised, s.t

siis ad = ¢b ehk
ad —cb=0.

Seda vordust on voimalik esitada teisiti kujul

a c

b d

=0.

,[Deﬁnitsioon 7.10} N
Teist jarku determinandiks nimetatakse avaldist

a c

b d

= ad — cb.

Toodud tabelit tuleb moista avaldisena, mis saadakse, korrutades tabe-

li peadiagonaalil seisvad arvud a ja d ning lahutades tulemusest korval-

diagonaalil seisvate arvude b ja ¢ korrutise.
\ J

Vaatleme naiteks vorrandite siisteemi

2 + y = 1,
5 — 2y = -—11.

Korrutades esimest vorrandit arvuga —2 , saame vorrandisiisteemi esitada
kujul
2-(=2z + 1-(=2)y = 1-(-2),
5-1lx + (=2)-1ly -11-1.

Lahutades esimesest vorrandist teise
(2-(-2)=5-1)z=1-(-2)—(—11) - 1,

nieme, et avaldades x, tekivad jagatises teist jarku determinantide avaldi-

sed

1 1
x_l-(—2)—(—11)-1_ —11 -2 —i——l
- 2.(=2)-5-1 |9 ¢ ] -9 7
5 =2
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,{Deﬁnitsioon 7.11] N
Kolmandat jarku determinandiks nimetatakse avaldist

a11  G12 a13
a1 Qo2 @23 | = 011022033 + 413021032 + 012023031 —

a3z asz as3

— 13022031 — 411023032 — 12021433

Ilma siisteemse ldhenemiseta on viimast avaldist pisut raske meelde jatta.
Seetottu kasutataksegi koolimatemaatikas pigem lihtsamat viisi: determi-
nandi parempoolse kriipsu jérele kirjutatakse esimene ja teine veerg. Sel
juhul tekib kuus diagonaali (suunaga vasakult paremale), millel on tépselt

kolm elementi.

Aq1 G2 Q3|1 Gqo
A1 o Gl A
Q31 Q32 Oz3|dgy, dzo

Jarjekorras tilevalt alla voetud diagonaali elementide korrutised liidetakse.

Jarjekorras alt {iles voetud diagonaali elementide korrutised lahutatakse.

Kolmandat jarku determinandi arvutamise eeskirja tegelik skemaatiline

esitus nieks vilja aga jargmine:

Naide 7.10 Arvutame determinandi

vadrtuse (n-6 kolmnurkadega graafilise esituse abil).
1 5 4
-2 3 —-1|=1-3-5+5-(-1)-2+4-(-2)-(-1)
2 -1 5
-4-3-2—-1-(-1)-(-1)=5-(-2)-5
=15-10+8—-24—-1+50 = 38.

rSeda determinandi arvutamise‘
eeskirja meeldejatmise reeglit
kutsutakse ka Sarruse reeg-
liks, mis on nime saanud prant-
suse matemaatiku Pierre Frédé-
‘ric Sarrus’i (1798-1861) jargi.

e N

Sellist lisaveergude abi ei saa

kasutada korgemat (alates 4.)

jarku determinantide korral.

\ J

Paneme téhele, et kolmnurka-
de viikseim kiilg on paralleel-
ne suure diagonaaliga. Niid
peaks valemi visuaalne tuleta-

mine olema iisna lihtne.
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7.5. Korgemat jarku determinant

Arvutades niilid lisaveergude abil (Sarruse reegel), ndeme, et tekivad

samasugused kolmeliikmelised korrutised:

9 3 —1|-2 3 =1-3-5+45-(=1)-2+44-(-2)-(=1)

~4:3-2—1-(-1)-(=1) = 5-(~2)-5 = 38.

SO0

7.5 Korgemat jarku determinant

Olgu antud n-jarku ruutmaatriks A = (a;;). Maatriksi A determinanti

tahistame
a1 ai2 N A1n
a1 a922 . agn
Al =
an1 An2 e Ann

Definitsioon 7.12}

Ruutmaatriksi A elemendile a;; vastavaks miinoriks nimetatakse

determinanti M;;, mis saadakse, kui maatriksi A determinandis jatta

vilja elementi a;; 14biv rida ja veerg.

Toome &ra determinandi rekursiivse definitsiooni.

,{Deﬁnitsioon 7.13} N

Esimest jarku ruutmaatriksi A determinant |A| = a1;.

Korgemat jarku ruutmaatriksi A = (a,;) determinandiks nimetatak-

se summat
n
14| =) (-1)"Ma;My;, i€{1,2,...,n}, n>2,

j=1
kus M;; on elemendile a;; vastav miinor ehk (n — 1)-jarku determi-
nant. Antud valemi kasutamist determinandi arvutamisel nimetatakse
determinandi arendamiseks i-nda rea jargi.
Determinandi vaartus ei muutu, kui maatriksi A determinanti arenda-
da mingi j-nda veeru jérgi. Determinandi t&histusi: detA, det(a;;) voi

Dy.
\ J

Naiide 7.11 Olgu antud determinant

13 17 4
2 -1 0
1 3 1

Elementidele a13 = 4, as; = 2 ja azp = 3 vastavad jargmised miinorid:

2 -1 17 4 13 4
Mz = , My = M3y =
3 3 1 2 0

SO0

Téapsemalt Geldes, determinant
on teisendus (teatud liiki funkt-
sioon), mis seab igale ruutmaat-
riksile vastavusse iihe kindla ar-
vu. Tiiipiliselt téhistatakse se-
da teisendust det A.

m X n maatriksi A k-jdrku
miinoriks nimetatakse sellest
maatriksist viljavalitud mingi k
rea ja mingi k veeru tihistest ele-
mantidest moodustatud k-jarku
alamruutmaatriksi determinan-
ti MIT j: (voi My, kui ri-
du ja veerge ei ole vaja rohuta-
da), kusjuures ridade ja veergu-

de jarjekord siilitatakse.

N\

On olemas ka teistsuguseid de-
finitsioone, kuid nende jaoks on
lisaks vaja teada mitmeid uusi

mobisteid.

133



PEATUKK 7. MAATRIKSID JA DETERMINANDID

Naide 7.12 Leiame determinandi

Arendame selle néiteks kolmanda veeru jargi:

1 0 4 3 -2 2
D=(-1)'"".0-| -3 1 2|+ (-1)*?-(-1)-| -3 1 -2
2 -1 -1 2 -1 -1
3 -2 2 3 -2 2
+(=1)¥*3.2.01 0 4 |[+(=D*".0-]1 o0 4
2 -1 -1 -3 1 -2

Esimene ja viimane liidetav on null. Edasi arvutame teise ja kolmanda

liidetava kolmandat jarku determinandid ning tulemuseks saame
D=7-16=-9.

OO0

A Markus 7.2 ~

Determinandi vaartuse leidmiseks arendame seda maatriksi mingi rea

voi veeru jargi (kasulik on valida selline, kus on palju nulle). Edasi saab
tekkinud iihe vorra madalamat jarku determinanti omakorda arendada
mistahes rea voi veeru jargi, jne. Siinjuures on enne arendamist kasulik
determinanti lihtsustada. Néaiteks determinandi arendamisel mingi rea
(voi veeru) jirgi on seda lihtsam teha, kui selles reas (voi veerus) on

ainult tiks nullist erinev element.

7.6 Determinantide omadused

Omadus 7.1

Maatriksi transponeerimine (ridade ja veergude vahetamine) ei muuda

maatriksi determinandi vaartust:

Al = |A"].
Naiide 7.13 Olgu
1 3 -1 1 2 -2
A= 2 0 4 |, AT= 3 0 5
-2 5 —6 -1 4 —6

Siis
|A] = 0-24—10—0+36-20 = —18, |AT| = 0—10—24—0+36—20 = —18.

© 00
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7.6. Korgemat jarku determinant

A Markus 7.3 ~

Esimesest omadusest jdreldub, et koik determinantide omadused, mis

kehtivad ridade kohta, kehtivad ka veergude kohta. Jargmistes determi-
nandi omaduste sonastustes moeldakse ridade ja veergude all maatriksi

ridu ja veerge.
\ J

A Omadus 7.2 N

Kahe rea (v6i veeru) vahetamisel muutub determinandi mérk vastupi-

diseks.
\ J

Naide 7.14 Leiame

b d

a c

a ¢

= ad — cb,
b d

=bc — da = —(ad — cb).

Omadus 7.3

Kahe vordse voi vordelise rea (voi veeru) korral on determinandi véér-

tus null.

Pohjendus (vordus). Olgu esialgne determinant |A|. Teise omaduse jargi
nende kahe vordse rea vahetamine muudab determinandi mérki, s.t |A| =

—|AJ. Viimane kehtib vaid juhul, kui |A| = 0.

Naide 7.15 Jargmisel determinandil on I ja III rida vordsed:

=24124+40-2-12-0=0.

_ O =

3
2
3

[

Kui determinandi mingi rea (voi veeru) koik elemendid on nullid, siis

determinandi vaartus vordub nulliga.

Pohjendus. Determinandi arvutamisel nullidest rea (voi veeru) jargi aren-

dades on kasutatava summa igas liidetavas olevas korrutises teguriks alati
0.

Naide 7.16 Kuna jargneval determinandil koosneb kolmas veerg nul-

lidest, siis determinandi vaartus vordub nulliga:

1 2 0
-3 5 0/|=0.
2 -6 0

000
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A Omadus 7.5 N

Mingi rea (voi veeru) koigi elementide korrutamisel arvuga k, korrutub
determinandi vadrtus arvuga k, s.t
ail . A1n a1 N A1n
kaﬂ RPN kam =k ;1 [N (0779
an1l . Ann (07 Ann
\ J

Naide 7.17 Teise rea elementide iihise kordaja 10 voime determinan-

dist valja tuua:

1 2 1 1 2 1
30 10 —-10|=10{3 1 -—11.
2 1 2 2 1 2

A Omadus 7.6 N

Kui determinandi mingis reas (voi veerus) olevad elemendid kujutavad

endast kahe liidetava summasid, siis see determinant vordub kahe sama
jarku determinandi summaga, millest esimeses on vastavas reas (vee-
rus) esimesed liidetavad, teises teised liidetavad, koik iilejadnud read

(veerud) on aga samasugused nagu lahtedeterminandis.
\ J

A Markus 7.4 ~

See omadus {itleb niiteks, et

a1 +b1 ax+by asz+bs ap ax as by by b3
C1 Co C3 = | C1 C2 C3 + C1 Co C3
dy do ds dy dy ds di dy ds

Naide 7.18 Omaduse 7.6 pohjal on voimalik arvutusi kolmanda veeru

korral teha néiteks jargmiselt:

1 3 2 1 3 141 1 3 1 1 3 1
2 0 4|=2 0 2+2|=|2 0 2|+|2 0 2
2 5 3 2 5 2+1 2 5 2 2 5 1

0+(0+124+10-0—-10-6) =6.

Saadud determinantide summa esimeses determinandis on kaks vordset
veergu, omaduse 7.3 pohjal on selle determinandi vaartus null.

SO0
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7.6. Korgemat jarku determinant

Omadus 7.7

Determinandi vadrtus ei muutu, kui mingile reale (voi veerule) liita

mistahes arvuga korrutatud teine rida (voi veerg).

A Markus 7.5

\.

See omadus titleb néiteks, et

ar b1 @ ai b1 C1
az b2 C2 == a2 + 5(13 b2 —+ 5b3 co + 503
azs bz c3 as b3 C3

Antud omadust kasutatakse arvutuste lihtsustamisel néiteks siis, kui

soovitakse teatud elemendid teisenduse abil nullideks viia.

Niide 7.19 Arvutame 2. jirku determinandi

1
3 4

D =

Teist jarku determinandi arvutuseeskirja pohjal teame, et D =4 —6 =
—2. Vaatame, kuidas toimib viimane omadus. Lahutame teisest reast

kolmekordse esimese rea:

1 1 2 1 2
_D = = = = —2.
3 4 3—3 4-6 0 -2
RS
Naiide 7.20 Arvutame determinandi
13 17 4 13 17 4 13 17 4
28 33 8 | 21 =|28—26 33—34 8—-8 |=| 2 -1 0

40 54 13| -31 40—-39 54-51 13-12 1 3 1

9 5 0
=2 -1 0|=-9-10=-19.
1 3 1

Omadus 7.8

-4 111

Sama jarku ruutmaatriksite korrutise determinant on vordne tegurite

determinantide korrutisega, s.t

|AB| = |Al|B|.
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Peatukk 8

Poordmaatriks.

Lineaarvorrandisusteemid

8.1 DMaatriksi p66rdmaatriks . . . . . . . L Lo 0L e e e e e e e e e e e 140
8.2 Vorrandisiisteemi lahendi leidmine p66rdmaatriksi abil . . .. ... ... .. 143
8.3 Po6o6rdmaatriksi leidmine determinantide meetodil . . . ... ... ... ... 146
8.4 Maatriksiastak . . . . . . . L e e e e e e e e e e e e e 148
8.5 Lineaarvorrandisilisteemid . . .. ... ... ... 000000 o e e e 150
8.6 Crameri peajuht . . . . . . . . . . . 0 e e e e e e e e e e 152
8.7 Gaussi elimineerimismeetod . . . . . ... ... . 00 o000 oL 153
8.8 Siisteemi iildlahend ja erilahend . . . ... ... ... ... . 00000, 155
8.9 Homogeenne lineaarvorrandisiisteem . . . . . . .. ... ... .00 0oL, 157

Kontrollt66 teemad

1. Poordmaatriksi moisted, omadused. P66rdmaatriksi leidmine valemiga ja ridade elementaarteisendustega.
2. Maatriksvorrandite lahendamine. Maatriksi astaku leidmine.
3. Gaussi meetod lineaarvorrandististeemi lahendamiseks. Siisteemi lahend, iild- ja erilahendi leidmine.
\
7
Eksamiteemad
1. Psordmaatriksi méisted, omadused. Uhikmaatriks. Regulaarne ja singulaarne maatriks.
2. Maatriksi astak ja selle leidmine.
3. Lineaarvorrandisiisteemi moiste, lahend, siisteemi maatriks ja laiendatud maatriks.
4. Kronecker-Capelli teoreemi sénastus. Crameri peajuht.
5. Gaussi meetod lineaarvorrandisiisteemi lahendamiseks. Stisteemi lahend, iild- ja erilahend.
6. Homogeenne lineaarvorrandisiisteem. Triviaalne lahend.




PEATUKK 8. POORDMAATRIKS. LINEAARVORRANDISUSTEEMID

8.1 Maatriksi poordmaatriks

Antud alapeatiikis eeldame, et maatriksid on n-jarku ruutmaatriksid kujul

aixp a2 ... Qin
a21 az2 e Qaon
A= , neN.
Qan1 an2 e Ann
Definitsioon 8.1}
Oeldakse, et arvud ai1,a99, ..., a,, asuvad maatriksi A peadiago-
naalil ning elemendid a1, a2,—1, ..., an1 asuvad korvaldiagonaalil.

,[Deﬁnitsioon 8.2}

Ruutmaatriksit £ nimetatakse (n-jarku) tthikmaatriksiks, kui tema

\

peadiagonaali elemendid vorduvad iihega ja koik iilejadnud elemendid

vorduvad nulliga

1 0 0
0 1 0
E =
0 0 1
\ J

A Markus 8.1 ~

Suvalise n-jarku ruutmaatriksi A korral kehtib

AE=A, FA=A,

kus F on n-jarku iithikmaatriks.
\ J

Naiide 8.1 Olgu

2 =3 1
A= . E=
4 1 1
Siis
2-1 -3)-0 2-0 -3)-1 2 -3
4-141-0 4.04+1-1 4 1
1-240-4 1-(=3)+0-1 2 -3
EA— (=3) _
0-241-4 0-(=3)+1-1 4 1
SO0
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8.1. Maatriksi péordmaatriks

,[Deﬁnitsioon 8.3] N\
Ruutmaatriksi A p66rdmaatriksiks nimetatakse sellist maatriksit

A~! millega antud maatriksit A korrutades saadakse iihikmaatriks

E, st
AAT' =E.
. J

A Markus 8.2 ~

Maatriksi korrutamine poérdmaatriksiga on kommutatiivne
AAT = AT A

Maatriksi A p6ordmaatriks, kui ta eksisteerib, on iiheselt ma&ratud
(vt. [28]).
4 J

On selge, et n-jarku nullmaatriksil O ei saa leiduda péérdmaatriksit, kuna

OA = O suvalise n-jarku maatriksi A korral.

Naide 8.2 Maatriksid

A= . B=
-2 7 2 1

on aga teineteise poordmaatriksid, kuna

7—6 3-3 1
AB = =
—14+14 —647 0 1

OO0

Omadus 8.1

Olgu A ja B sama jirku ruutmaatriksid, millel leiduvad péérdmaat-

riksid. Siis kehtib vordus
(AB)"' =pB~tA™%

Toestus. Naitame vorduse kehtivust, milleks kasutame maatriksite korru-

tamise assotsiatiivsuse omadust:
(AB)(B'A Y)Y = AB(B™'A™Y)) = A(BB HA ) = A(FA ) = AA" ' = F.

Seega poordmaatriksi definitsiooni pohjal kehtib toodud véide.
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Kui maatriksil A leidub poérdmaatriks, siis saab selle leida Gauss-
Jordani meetodiga, teisendades maatriksi A (ridade elementaarteisen-

duste abil) iihikmaatriksiks F ja iihikmaatriksi poordmaatriksiks A1

(A|B) — (B]ATY)

Paremaks eristamiseks on maatriksid A ja E eraldatud piistkriipsuga.

,[Deﬁnitsioon 8.4]

N
Maatriksi ridade elementaarteisendusteks nimetatakse iilemine-
kut maatriksilt uuele maatriksile jargmiste reeglite abil:

1. Maatriksi kahe rea dravahetamine.
2. Maatriksi rea korrutamine nullist erineva arvuga.
3. Maatriksi reale mingi arvuga korrutatud mingi teise rea liitmine.

. J
Naide 8.3 Leiame maatriksi

2 -3
A =
4 =7
poordmaatriksi A=1. Selleks kirjutame korvuti maatriksi A ja iihik-
maatriksi E (eraldades plistkriipsuga)
2 =-3|1 0
4 -710 1
Kuna soovime maatriksi A teisendada iihikmaatriksiks, siis alustame
elemendist a1; ja teeme sellest {ihe ning siis elemendi as; nulliks. Sel-
leks korrutame laiendatud maatriksi (A | E) esimese rea arvuga 3 ning
tekkinud maatriksis lahutame teisest reast 4-kordse esimese rea:
1 3|1
2 3/10) -5 (1 -3/50
4 =710 1 4 —-710 1 —47
kirjutame viimati mérgitud teisenduse siinkohal vilja
3 1 3| 1
1 32 2 0 |t 22 0
4-4-1 -7—-4-(-3)]0-4-12 1-4-0 0 -1|-21

Peadiagonaalile iihe saamiseks korrutame viimati saadud maatriksi

teist rida arvuga -1 ning jargmises etapis teisendame elemendi —% nul-

liks (selleks peame esimesele reale liitma %—kordse teise rea)

3 1 3 1 3
1 =311 0 ot 3]s 0 +311
0 —1|-2 1/ (-1 0 1|2 -1

Meetod tuleb saksa matemaa-
tiku Carl Friedrich Gaussi
(1777-1855) ja saksa geodeedi
(kaardistus-  ja

opetus) Wilhelm
(1842-1899) nimedest.

maamoodu-

Jordani

r

\

NB! Need teisendused on moel- )
dud millegi leidmiseks. Seega
on nad vahetehted, abivahen-
did, mis ei riku otsitava leid-
mist. Kui te aga rakendate
neid esialgsele maatriksile en-
dale, siis maatriks muutub, s.t
et néiteks tildjuhul maatriksis ei
ole lubatud kahte rida omavahel

vahetada.
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8.2. Vorrandisiisteemi lahendi leidmine poordmaatriksi abil

Esitame ka viimati kirja pandud teisenduse n-6 néhtaval kujul, seega

1+0 —3+3 1443 0+(-%) 1o/ -2
0 1 2 -1 0 12 -1

Néieme, et oleme maatriksi A viinud ridade elementaarteisenduste abil
ithikmaatriksiks. Seega A poordmaatriksiks on piistkriipsust paremal

pool olev maatriks

A7l =

(NI TR
N

On lihtne veenduda, et AA~! = E (voi A=*A = E). Seega definitsiooni
pohjal on maatriks A~! tdepoolest maatriksi A péordmaatriks.

OO0

8.2 Vorrandisisteemi lahendi leidmine

poordmaatriksi abil

Esitleme maatriksvorrandite ideed néite varal. Olgu antud kolm lineaarset

vorrandit
a1y + appry + aizry = by,
a2171  + aT2 + axsw3 = by,
as1x1 + aser2 + azzrzs = bs.

Otsitavaks on siin tundmatud z1, x5 ja x3. Maatriksite vordumise omadu-

sest saaksime selle siisteemi kirja panna kujul

a11%1  + G122 + Q13%3 b1
a21%1  + G222 + a23x3 = by
az1r1 + azr2 +  azzrs b3
Tahistades
ai; a2 ais T by
A= az1 Q22 Q23 y L= T2 , b= bo )
as1 asz ass x3 b3

néeme, et esialgne siisteem on esitatav kujul
Ax =b.

Kui maatriksil A leidub p&6rdmaatriks A~!, siis saaksime viimast

vordust korrutada (vasakult) poordmaatriksiga A1
A7 Az = A7 .
Kuna A='A = FE ja Ex = z, siis saamegi vorrandisiisteemi lahendi

x=A"1b.
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Naiide 8.4 Olgu vaja lahendada siisteem

T 4+ 4wy — wx3 = 4,
T + 3{E2 + r3 = 8,
21’1 + 61‘2 + x3 = 13.

Selle siisteemi voiksime lahendada ka asendusvottega nii, et avaldame
néiteks x1 esimesest vorrandist ja asendame ta teise ja kolmandasse
vorrandisse jne. Maatrikskujul lahendades ei pruugi t66maht olla vaik-

sem, kiill aga on lahendus iilevaatlikum. Té&histame

1 4 -1 1 4
A=|1 3 1 |, z=| 2o |, b= 8
2 6 1 T3 13

Kui leidub A~!, siis lahend avaldub kujul 2 = A~'b. Osutub, et siin

-3 =10 7
Att=| 1 3 =2
0 2 -1
Sel juhul
T -3 =10 7 4 —-12-80+91
To = 1 3 -2 8 = 4+24—26 =
T3 0 2 -1 13 0+16 —13
Vorrandisiisteemi lahendiks on 1 = —1, 2o = 2 ja z3 = 3. Voib
kontrollida, et toepoolest
1 4 -1 -1 4
Ax = 1 3 1 2 = 8 =b.
2 6 1 3 13

Niitame, kuidas saadakse podrdmaatriks Gauss-Jordani meetodiga:

1 4 -1/1 0 0 1 4 —1]1
AE)=113 1]0 10| -IT ~|0 -1 2 [-11
26 1]0 0 1) —2I 0 -2 3|-2 01

14 -1|1 0 0\ III
~1l o0 1 =21 -1 0 | 2111
00 —1]0 -2 1/ (=1

1 4 01 2 -1 —4I1
~1 01011 3 -2
00 1|0 2 -1

100|-3 -10 7
~1l o101 3 —2|=(EAM.

OO0
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8.8. Vorrandisiisteemi lahendi leidmine poordmaatriksi abil

Niide 8.5
Vaatleme tihte lihtsat ideed salakoodi loomiseks. Vastaku eesti (lihtsas)

tahestikus igale tdhele naturaalarv

Niiteks
(12 22 21 9>—> 16vi .

On teada, et tdhtedele vastavatest arvudest on koostatud sonum, mis
mahutatakse 3 x 6 maatriksisse S. Sonum korrutatakse ,kodeerijaga“

A (see on saatjale ja samuti teile teada)

N
I
o O =

2 3
1 4
6 0
Teile jouab kodeeritud sonum

90 91 93 87 81 132
AS = 82 79 66 89 96 113
137 154 213 99 44 231

Sonumi saate teada, kui korrutate viimast vordust vasakult poord-
maatriksiga A~!. Leidke poordmaatriks A~! ja ,muukige* esialgne so-
num lahti.

OO0
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8.3 Poordmaatriksi leidmine determinantide

meetodil

,{Deﬁnitsioon 8.5]

Ruutmaatriksit A, mille determinant ei vordu nulliga, nimetatakse re-

~

gulaarseks. Vastasel juhul nimetatakse ruutmaatriksit A singulaar-

seks.
\ J

ALause 8.1 N

Maatriksil eksisteerib poordmaatriks parajasti siis, kui maatriks on

regulaarne.
\ J

Olgu antud n-jirku determinant

al [N ayj ce A1n
D= a1 Qi [£279)
an1 N anj e QAnn

Definitsioon 8.6]

Elemendi a;; alamdeterminandiks A;; nimetatakse sellele elemen-

dile vastava miinori M;; korrutist tequriga (—1)"*7, s.t

Aij = (1) M.

Néiide 8.6 Olgu antud determinant

13 17 4
2 -1 0]
1 3 1

Elementidele a13 = 4, as; = 2 ja aze = 3 vastavad jargmised alamde-

terminandid:
Ay = (=1)'"3My3 = My,
Agr = (=1)*"1 My = — Moy,
Azy = (=1)*"? M3y = —M3y.
600

A Teoreem 8.1 N

Kui ruutmaatriks A = (a;;) on regulaarne, s.o kui |A| # 0, siis maat-

riksil A on olemas podrdmaatriks A~!, mis on leitav valemiga

T
A11 Aln
_ b
Apr .. App

Afl

kus A;; on maatriksi A determinandi |A| elemendile a;; vastav alam-

determinant.
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8.4. Vorrandisiisteemi lahendi leidmine poordmaatriksi abil

Niide 8.7 Olgu antud maatriks

3 0 -1
A=| -3 1 1
2 -1 0

Leiame esiteks maatriksi A determinandi | A|. Selleks teisendame eelne-
valt determinandis teist veergu, liites teisele reale kolmanda rea. See-

jarel arendame saadud determinanti teise veeru jargi:
3 0 -1

Al=]-1 0 1| =(CD¥(-1
2 -1 0

Kuna |A| = 2 # 0, siis maatriks A on regulaarne ja poérdmaatriks A~!

on olemas. Leiame maatriksi A koigile elementidele vastavad alamde-

terminandid
1 1 -3 1
Ay = (1)t =1, Ap=(-1)'" =2,
-1 0 2 0
3 1 0 -1
Az = (—=1)13 =1, Ay =(-1)*" =1,
2 -1 -1 0
3 -1 3 0
Agy = (—1)*+2 =2, Apy = (-1 =3,
2 0 2 —1
0 -1 f 3 -1
Agy = (—1)* =1, A= (-1)*" =0,
1 1 -3 1
3 0
Aszz = (—1)3+3 =3.
-3 1
Seega
T 101 1
1 2 1 111
1
A7l = 5|1 23 =11 0
1 0 3 i 3 3

Léhtudes poordmaatriksi definitsioonist teeme kontrolli. Selleks leiame

3.0 -1 i 11 100
AAT = -3 1 1 10 ]=l010]=E
2 -1 0 ; 22 001
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8.4 Maatriksi astak

Olgu antud suvaline m x n maatriks

a1 ‘e A1n

am1 .- - Amn,

,{Deﬁnitsioon 8.7}

Valime maatriksis A suvaliselt k rida ja k veergu, kus k < m ja k < n.

Moodustame nendes ridades ja veergudes olevatest elementidest maat-
riksi, sailitades ridade ja veergude jérjestuse. Selle maatriksi determi-

nanti nimetatakse maatriksi A k-jirku miinoriks.

\.

~

Naide 8.8 Vaatleme maatriksit

b
Il
— N

3 5 2
6 3 4
5 7 6
Maatriksi A esimest jarku miinoriteks on koik tema elemendid. Kui me

valime 2. ja 3. rea, siis teist jirku miinoriteks on néiteks

2 6
1 5

2 3|6 3
1 7115 7

3 4
7T 6

)

Teist jarku miinoreid on kokku 18. Kolmandat jarku miinoreid on 4

[ =

3 5
6 3|
5 7

[ -

3 2
6 4|,
5 6

[ I

5 2|3 5 2
3 41,16 3 4|
7T 6|5 7 6

Korgemat jarku miinoreid ei ole voimalik moodustada, kuna maatriksil
on ainult kolm rida.

SO0

Definitsioon 8.8]

Maatriksi A astakuks nimetatakse selle maatriksi nullist erinevate

miinorite korgeimat jarku, seejuures nullmaatriksi astakuks loetakse

arv 0. Tahistatakse rank A, rank(A) voi r(A).

Naide 8.9 Vaatleme maatriksit

10 -2 0
A= 3 0 -6 0
4 0 -8 0

Maatriksi A koik kolmandat jarku miinorid vorduvad nulliga, kuna neis

on vahemalt {iks nullidest koosnev veerg.

Igale maatriksile A seatakse
vastavusse iiheselt mé&&dratud
mittenegatiivne tdisarv — maat-
riksi A astak.
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8.4. Vorrandisiisteemi lahendi leidmine poordmaatriksi abil

Leiame teist jarku miinorid, kus nullveerge ei ole

1 -2
3 —6

1 -2
4 -8

3 —6
4 =8

=0.

)

Seega on koik nii teist kui kolmandat jarku miinorid vordsed nulliga.
Kuna esimest jarku miinoriteks on maatriksi elemendid ja tegemist
ei ole nullmaatriksiga, siis leidub nullist erinev esimest jarku miinor
(1,3,4,—2,—6 ja —8) ning maatriksi A astak on iiks ehk rank A = 1.
Néeme, et astaku leidmine miinorite abil voib olla té6mahukas protsess.

SO0

Efektiivsem viis maatriksi astaku leidmiseks on kasutada maatrik-
si ridade elementaarteisendusi, eesmérgiga teisendada maatriksis koik
elemendid iihele poole peadiagonaali nullideks.

Elementaarteisendusi kasutades maatriksi astak ei muutu.

Naiide 8.10 Leiame jargmise 4 x 5 maatriksi

1 -2 3 -1 -1
2 -1 1 0 -2
-2 -5 8§ —4 3
6 0 -1 2 =7

astaku ridade elementaarteisenduste abil.

1 -2 3 -1 -1

Ao 2 -1 1 0 -2 —2I
-2 -5 8 —4 3 +21
6 0 -1 2 =7 —61
1 -2 3 -1 -1 1 -2 3 -1 -1
0 3 =5 2 0 0 3 =5 2 0
- 0 -9 14 -6 1 +311 h 0o 0 -1 0 1
0 12 -19 8§ -1 —41T 0 0 1 0 -1 +I1I
1 -2 3 -1 -1
N 0 3 =5 2 0 _B
0 0 -1 0 1
0 0 0 0 0

Naeme, et maatriksil B on vahemalt iiks nullist erinev kolmandat jarku

miinor
1 -2 3
0 3 —5 | =-3,
0 0 -1

mistottu rank B = 3 ning samuti rank A = 3.

OO0
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8.5 Lineaarvorrandisiusteemid

Vaatleme vorrandisiisteemi kujul

a1x1 + ... + aipx, = by
(8.1)
am1T1 + .. A+ GpnTp = by,

milles on m vorrandit ja n tundmatut x1,...,x,.

,[Deﬁnitsioon 8.9] N\
Vorrandisiisteemi (8.1) nimetatakse lineaarseks, kuna tundmatud
Z1,...,%, esinevad ainult esimeses astmes. Etteantud arvud a;;, ¢ =
1,...,m, j = 1,...,n, on vorrandisisteemi kordajad ja b;,7 =
1,...,m, on vorrandisiisteemi vabaliikmed.

. J

Definitsioon 8.10}

Siisteemi (8.1) lahendiks nimetatakse sellist tundmatute z1,...,z,

vadrtuste komplekti, mille korral on rahuldatud kéik siisteemi (8.1)

vorrandid.

Stisteemi, millel lahend puudub, nimetatakse vastuoluliseks.

Definitsioon 8.11] J

Naiide 8.11 Vorrandisiisteem

r+y = 1

I
o

T+y

on vastuoluline, kuna molemad vorrandid ei saa korraga olla rahulda-
tud. Naiteks, kui asendada esimesest vorrandist x = 1 —y teise vorran-
disse, saaksime vééra lause 1 = 2. Seevastu iithest vorrandist koosneval

stisteemil
{ z+y = 1
on lopmata palju lahendeid.

OO0

Markus 8.3

Olenevalt vorrandite ja tundmatute arvust (ning kordajatest) voib siis-

teemil (8.1) olla iiksainus lahend, mitte iihtegi lahendit voi 16pmata

palju lahendeid.
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,{Deﬁnitsioon 8.12]
Stiisteemi (8.1) kordajatest moodustatud maatriksit

a1 N A1n

[027%% DN Amn
nimetatakse selle stisteemi maatriksiks. Veeruvektoreid

I

8
|

Tn

ja

nimetatakse vastavalt tundmatute ja vabaliikmete vektoriks.

Siisteem (8.1) on esitatav maatrikskujul

Az =b. (8.2)

A Teoreem 8.2

Kronecker-Capelli teoreem ([16, 18]). Siisteem (8.2) on lahenduv
(s.t omab viahemalt tihte lahendit) siis ja ainult siis, kui siisteemi maat-

riksi A astak rank A vordub laiendatud maatriksi
L= (Alb)

astakuga rank L. Teisiti deldes, siisteem (8.2) on lahenduv parajasti

siis, kui
rank A = rank L.

~

Teoreem on nime saanud saksa
matemaatiku Leopold Kronec-
keri (1823-1891) ja itaalia mate-
maatiku Alfredo Capelli (1855-
1910) jérgi.

Naiide 8.12 Vaatleme juba tuttavat vorrandisiisteemi

z+y = 1

Il
2

T+y
Siis
11
|A| = =0.
11
Seega maatriksi A astak saab olla vaid 1 (nullist erinevate miinorite

korgeim jirk). Laiendatud maatriksil leidub aga nullist erinev teist

jarku miinor M
1 1 1 1 1
(A|b) = , M= =2-1=1#0.
1 2

Kuna A ja (A]|b) astakud on erinevad, siis siisteemil ei ole lahendit.
Viimast négime juba eespool.

SO0

Antud teoreemi on lihtsam ra-
kendada siis, kui oleme tutvu-
nud Gaussi elimineerimismeeto-

diga.
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8.6 Crameri peajuht

,[Deﬁnitsioon 8.13} N

Oeldakse, et lineaarvorrandisiisteemi Az = b korral on tegemist Cra- Cramer (1704-1752).

Sveitsi matemaatik Gabriel

meri peajuhuga, kui

1) tundmatute arv n vordub vorrandite arvuga m, s.t n = m,

2) siisteemi maatriks A on regulaarne, s.t |4| # 0.

Lause 8.2
Kui lineaarvorrandisiisteemi korral on tegemist Crameri peajuhuga,

siis on sellel siisteemil tépselt tiks lahend [18].

Igat lineaarvorrandisiisteemi Ax = b, mille korral on tegemist Crameri
peajuhuga, on voimalik lahendada Crameri valemite abil

_ A
Al

Ty i:l,...,n,

kus A on siisteemi maatriks ning A; on maatriks, mis saadakse maat-

_ . . .. . Tegemist hkem teoreetili
riksist A tema i-nda veeru asendamisel vabaliikmete vektoriga b. ceermist on rohkem teoreetiise

véartusega, kuna praktikas osu-

tub Crameri valemite kasutami-

ne té6mahukaks.

Naide 8.13 Lahendame siisteemi

2r+y = 1
bx —2y = —11.
Arvutame
2 1
|A] = =—4—-5=-9
-2
Sel juhul
1 1
A -1 -2 -2+11 9 )
A -9 -9 -9
ja
2 1
|Ay] |® —11| 225 27
yziz = = :3.
| Al -9 -9 -9
00O
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8.7. Gaussi elimineerimise meetod

8.7 Gaussi elimineerimismeetod

Vaatame jargmist kolmevorrandilist slisteemi:

mr+bhiy+caz = dy r+3y—2z = -5
asx + by +coz = dy 20 —y+4z = 7T
azx + b3y +c3z = ds —3r+2y—3z = -—1.

Idee on teisendada see siisteem samavaarsele kolmnurksele kujule

r+biy+caz = dy x+3y—2z = =5
y+esz = ds -8 = U
z = dg z = 3,

kus kordajate uued indeksid néitavad, et need kordajad voivad muutu-
da. Niiiid saab viimasest vorrandist esimese suunas jark jargult muutujad

asendada.

-
Gaussi elimineerimismeetod. Olgu antud lineaarvorrandisiisteem

Ax =b.

1. Vorrandisiisteem esitatakse laiendatud maatriksina
ail ... Qip | b1
(A]b) =
Gml --- Qmn | bm

2. Laiendatud maatriks (A |b) teisendatakse ridade elementaar-
teisenduste abil kolmnurksele kujule, s.t maatriksi A peadia-
gonaalist allpool (véi iilalpool) olevad elemendid teisendatakse

nullideks.

\

Kui ridade teisendamisega saadakse nullid maatriksi A molemale poole
(pea)diagonaali, siis rddgitakse nn Gaussi taielikust elimineerimismeetodist

vol Gauss-Jordani elimineerimismeetodist.

Laiendatud maatriksi kahe rea vahetamine ei tdhenda midagi muud,
kui kahe vorrandi vahetamist. Nullist erineva arvuga korrutamine té-
hendab tegelikult {ihe vorrandi vasaku ja parema poole korrutamist
selle arvuga. Mingile reale mingi teise rea liitmine tdhendab aga iihele

vorrandile mingi teise vorrandi juurde liitmist.

Seega sisuliselt teisendatakse vorrandisiisteemi, jéttes tundmatud

T1,...,Ty ja tehtemérgid kirjutamata.

A Maéarkus 8.4 ~\

rMeetod tuleb saksa matemaa—\

tiku Carl Friedrich Gaussi
(1777-1855) jdrgi ja tootati
valja  19. sajandi alguses.
Sama meetod on lineaarsete
vorrandisiisteemide lahenda-
miseks kasutusel ka tédnapieva

arvutites.

Maali autor:
Christian Albrecht Jensen
(Wikipedia)

Gaussi panus matemaatikasse
on vaga markimisvaarne. Lisaks
tegeles ta astronoomiaga, geo-
deesiaga, optikaga, statistikaga,
magnetismiga jne. See on see
sama Gauss, kes esitas algebra
pohiteoreemi kohta esimese ar-
vestava tOestuse. Statistikas on
silani tuntud normaaljaotus ja
Gaussi kover. Kui meil kroonis
punasel 10-kupiiiirilisel kroonil
Jakob Hurt, siis sakslastel oli
kuulus 10-margane, kuhu pea-
le oli paigutatud Carl Friedrich

Gauss.

609674175N9

Gaussile omistatakse ilus lause:

Matemaatika on loodusteaduse

kuninganna, arvuteooria - ma-

temaatika kuninganna.
\
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Markus 8.5
Gaussi elimineerimismeetod véimaldab teada saada, kas antud vorran-

disiisteem on lahenduv ja kui on, siis ka leida selle lahendi.

Naide 8.14 Lahendame silisteemi

I
o

2 +y
3r—2y =

Kirjutame vélja laiendatud maatriksi (A |b) ja teisendame selle Gauss-

Jordani meetodi pohjal noutud kujule

2 1 |4 5 (1 3|2
3 203 ) =3I 0 —21-3) (-3
oz —;HN<10171
0 18 0 1|¢
Seega
z 3
v ] ?>'
OO0

Naide 8.15 Vaatame vorrandisiisteemi

r+3y—2z = -5
2v—y+4z = 7
—3rx+2y—3z = -—L

Kirjutame vélja laiendatud maatriksi (A | b) ja rakendame Gaussi téie-

likku elimineerimise meetodit

1 3 -2|-5 1 3 —2| -5
2 -1 4|7 -2 ~| 0 -7 8 | 17 (=1)
-3 2 -3|-1 31 0 11 -9|-16
1 3 —-2| -5 1 3 2| =5 2111
~lo0 1 -8|-L4 ~l o0 1 -§|-1 8111
0 11 -9|-16 —1111 00 2| n oL
1 3 01 —3I1 1 0 0]-2
~ 0 1 0]1 ~1 01 0|1
0 0 1|3 0 0 1|3
Seega
T -2
Y = 1
3
SO0
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8.8. Stisteemi tldlahend ja erilahend

Naide 8.16 Lahendame slisteemi

r + 2y = 5
3r. — y =1
4 + y = 6,
ehk
1 2 5
x
3 -1 = 1
4 1 Y 6

Kasutame teisenduste jaoks Gaussi meetodit

1 215 1 2 5 1 2|5
-1]1 -3 ~| 0 -7|-14 ~1 0 1|2
4 116 —47 0 —-7|-14 —II 0 0|0

Viimane rida muutus nullideks, sest kolmas vorrand osutus esimese
kahe summaks s.t viimane vorrand teisenes vorduseks 0 = 0. Nieme,
et rank A = rank L = 2 ja Kronecker-Capelli teoreemi tottu leidub
siisteemil vihemalt iiks lahend, milleks on y = 2 ja = = 1. Lahend on
ithene, sest rank A =2 =n.

SO0

8.8 Siisteemi iildlahend ja erilahend

,{Deﬁnitsioon 8.14]

\.

Lineaarvorrandisiisteemi iildlahendiks nimetatakse loplikust arvust
parameetritest soltuvat lahendite kogumit, millest parameetritele su-
valisi reaalarvulisi va&drtusi omistades saadakse koik silisteemi lahen-
did. Tundmatuid, mis on valitud parameetriteks, nimetatakse vabadeks

tundmatuteks.

\.

,[Deﬁnitsioon 8.15]

Lineaarvorrandisiisteemi erilahendiks nimetatakse sellist lahendit,
mis saadakse tildlahendist vabadele parameetritele (tundmatutele)

konkreetsete arvuliste viartuste andmise teel.

Niide 8.17 Lahendame Gaussi meetodiga siisteemi

by + z= 2 0 4 1 z 2
2r + 6y — 2z= 3 ehk| 2 6 -2 y | =
4 + 8y — Hz= 4 4 8 =5 z

Erinevate etappide teisendused paneme siinjuhul kirja jarjekorranumb-

rite 1),2), ... abil.

04 1|2\ I3l 1 3 -1 3
2 6 —2(3 | 2) [T+ 45 ~[ 0 4 1|2 2) - %
4 8 —5|4 3) —4I 0 -4 —1|-2 /) 1)II
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7
-1 ~311 I

=

10
~1 0 1
0 0

2
o O =
O N lw
O = O

3
1
0

(eSS

0

Néeme, et maatriksite A ja (A|b) = L astakud on rank A = rank

L = 2. Seega leidub lahend, mille kirjutame vélja vorrandite kujul

x =

y =

Néeme, et koik lahendid saab avaldada muutuja z kaudu, kusjuures
z voib olla suvaline reaalarv. Seetottu nimetataksegi muutujat z ka

vabaks tundmatuks. Vorrandisiisteemi tildlahendiks

7 1 1
ac:zq y:§—zc, z=c¢, ceR,
mis on ithe vaba tundmatuga lahend (vabade tundmatute arv on vordne

n —r=3—2=1). Uldlahendi vdib ka kirja panna kujul

7T 1 1
(z,y,2) = (40,240,(:), ceR.

Erilahenditeks on naiteks ¢ = 0, ¢ =1 ja ¢ = 2 korral

71 7

Zaivl)a (m,y,z)Z(f,O,Q).

1
(xvyaz):(oai»o)v (x,y,z):( 9

OO0

Naide 8.18 Vaatleme vaid iihest vorrandist koosnevat stisteemi
{236 + 6y — 2z= 3.

Siin on 3 tundmatut ja 1 vorrand. On selge, et lahendeid on 16pmata
palju. Antud juhul on vabade tundmatute arvuks n —r =3 — 1 = 2.

Olgu vabadeks tundmatuteks = ja y. Sel juhul
3
22 =-3+2x+6y <« z:f§+x+3y
ja siisteemi iildlahend on esitatav kujul
3
(z,y,2) = (c1, 2, ) +c1+3c2), c1,c0 €R.

Siisteemi erilahendid on néiteks

= (00-2). warn= (012), e (10-1).

SO0
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8.9. Homogeenne lineaarvorrandisisteem

A Markus 8.6

Lineaarvorrandisiisteemil Az = b leidub lahend, kui kehtib rank A =
rank L = r, kus L = (A|b). Lahendite arv soltub tundmatute arvust

n, astakust r ja vorrandite arvust m.
1. r = n korral on siisteemil tépselt iiks lahend
r = n = m korral on Crameri peajuht, r = n < m korral
m — n vorrandit iileliigsed (vorrandeid tundmatutest rohkem).
2. r < n korral on siisteemil 16pmata palju lahendeid, n — r vaba
parameetrit (tundmatut)

r < m < n korral on astak viiksem vorrandite ja tundmatu-

te arvust, r = m < n korral on vorrandeid tundmatutest vihem.

~

8.9 Homogeenne lineaarvorrandisiisteem

,[Deﬁnitsioon 8.16}

Lineaarvorrandisiisteemi

Ax =0»

nimetatakse homogeenseks, kui koigi tema vorrandite vabaliikmed
vorduvad nulliga, s.t kui b on nullvektor: b = 0. Vastasel korral nime-

tatakse vorrandisiisteemi mittehomogeenseks.
.

Markus 8.7

Homogeensel lineaarvorrandisiisteemil Az = 0 on alati lahend olemas.
Selleks on null-lahend x = 0 (nullvektor), mida nimetatakse triviaal-

seks lahendiks. Null-lahend aga ei pruugi olla ainuke lahend.

Markus 8.8

Kui vorrandisiisteemi maatriksi A determinant |A| = 0 (juhul n = m),
siis maatriksi A astak r on viiksem kui tundmatute arv n. Sellisel juhul

on siisteemil 1opmata palju lahendeid ning vabu tundmatuid on n — 7.

Naiide 8.19 Vaatleme homogeenset siisteemi

1 + 229 4+ a3 = 0
2¢0 + 32 + 3 = 0
3r1 + 4x2 + x3 = 0.

Elimineerimismeetodiga lahendades saame

1 2 10 1 2 110
2 3 1|0 -2 ~| 0 -1 —-1]0
3 4 110 -3I 0 -2 =20 —2I1
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1 2
~1 0 -1
0 0

PEATUKK 8. POORDMAATRIKS. LINEAARVORRANDISUSTEEMID

1 2 10
—1/0 | (<1) ~| 0 1 1]0
00 0/0

—II 1 1
~1 01
0 0

Néeme, et homogeense siisteemi korral ei ole vaja siisteemi maatrik-

sit laiendada, sest astakutingimus on alati tdidetud. Viimasest tei-

sendusmaatriksist on néha, et |A|

= 0. Kuna maatriksi A astak

r = 2 < 3, siis on slisteemil lopmata palju lahendeid. Vabu tund-

matuid on n — r = 3 — 2 = 1. Valime vabaks tundmatuks tundmatu

x3, s.t 3 = ¢, kus ¢ € R on suvaline reaalaarv. Sel juhul siisteemi
iildlahend avaldub kujul

T = ¢, T2 = —C,

Viimast voib kirja panna ka kujul

r3=c¢, c€eR.

1
r=c -1 |, ceR,
1
s.t. siisteemi lahend avaldub vektori = (1,—1,1)7 kordsena. Kui

fikseerida arv ¢, néiteks ¢ = 2, siis siisteemi iiheks erilahendiks on

SO0

A Teoreem 8.3

I = 2, o = —2, I3 — 2.

[18] Suvalise lineaarvorrandisiisteemi

Ax

b

iildlahend x vordub tema mingi erilahendi x, ning vastava homogeense

siisteemi

Al‘o:O

iilldlahendi zg summaga

T =Ty + X0.

Naide 8.20 Vaatleme vaid iihest vorrandist koosnevat siisteemi

{x+y+2:3.

Vastavaks homogeenseks siisteemiks on

{m + y + z= 0.

Lihtne on ndha, et esialgse siisteemi erilahendiks sobib vektor {ihtedest,

Tx = (1a la 1)T7

(1+1+1=3).

S = O

o o O

Monikord voib antud teoreem
osutuda viga kasulikuks ja lu-
bab silisteemi lahenduvuse uuri-
mist veidi lihtsustada. Meie

kursusel seda teadma ei pea.
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8.9. Homogeenne lineaarvorrandisisteem

Homogeensel siisteemil on kaks vaba tundmatut. Kirjutame selle iild-

lahendi kujul
zo = (c1,c2,—c1—c2)", c1,c2 €R.

Sel juhul esialgse siisteemi iildlahend avaldub kahe vektori summana:

T 1 c1
) =Tx +To = 1 + Co s Cl,CQGR.
1 —C1 — Cg
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