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1. Lausearvutus
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Tehete jarjekord: -, A, v, =, <.
Definitsioon. Lausearvutuse valemid on parajasti need, mida saab koostada jargmiste
reeglite abil:

a) igalausemuutuja on lausearvutuse valem;

b) tdéeviidrtused ¢ ja v on valemid;

¢) kui F on lausearvutuse valem, siis ka -F on lausearvutuse valem;

d) kui F ja G on lausearvutuse valemid, siis ka FAG, FvG, F = GjaF < G on

lausearvutuse valemid;
e) kui F on lausearvutuse valem, siis ka () on lausearvutuse valem.

Definitsioon. Lausearvutuse valemit F nimetatakse samaselt tdeseks, kui ta on igal vaar-
tustusel tdene. Valemit F nimetatakse samaselt vddraks, kui ta on igal vdartustusel véar.

Definitsioon. Lausearvutuse valemit F nimetatakse kehtestatavaks, kui ta on vihemalt
iihel vadrtustusel toene. Valemit F nimetatakse kummutatavaks, kui ta on vihemalt {ihe
vadrtustuse korral vaar.

1. Kontrollige, kas jargmised laused voivad olla lausearvutuse lauseteks. Kui méne lause
puhul ei dnnestu leida iihest vastust, siis piilidke formuleerida tingimusi v6i lisandusi,
mille rakendamisel voiks lauset lugeda lausearvutuse lauseks.

a) Elu kui kunstiteos. e) Selle lause kirjapanemiseks on kasuta-
b) Koik luiged on valged. tud vdhemalt kiimmet séna.

c) Moisa kois, las lohiseb. f) 1000000000 on koige suurem arv.

d) Oppida, 6ppida, 6ppida. g) Kbige suuremat arvu ei leidu.

2. Lugege jargmised laused (x, y, a, b ja @ on reaalarvud).

a) Yy, yt+4>0 e) Ja, tana * sina

b) Va,Vb,a-b=b-a cosa

c) Va,cos’a=1-sin’a f) Va,Vb,|a+b|<|a|+|b|
d) 3x,log,x=0 g dx, e =1



3. Kirjutage jirgmised laused siimbolite V ja 3 abil.

a) Igareaalarvu ruut on mittenegatiivne.

b) Leidub selline nurk a, mille koosinus on vordne arvuga 0,5.

¢) Igataandatud ruutvorrandilahendite korrutis on vordne vabaliikmega.

d) Mistahes kahe arvu korral nende summa ei soltu liidetavate jirjekorrast.

e) Iga nelja vabalt valitud naturaalarvu hulgas leidub kaks arvu, mille vahe jagub kol-
mega.

f) Igatdisarvu x korral leidub tédisarv y nii, et xy = 1.

g) Ei ole vahet millise tdisarvu sa valid, alati leidub teine tdisarv, mis on temast suu-
rem.

4. Madirake jargmiste lausete toevédirtused, kui n ja m on tdisarvud.

a) Vn,n+1>n. e) Vn, n’>0. i) Vn,dm, n’<m.
b) 3n,2n=3n. f) 3n, n’=2. j) 3n,Vm,n<m2.
c) dn,n=-n. g) Vn, n’>n. k) Vn,dm,n+m=0.
d) Vn,3n<4n. h) 3n, n®<0. ) 3In,Vm, nm=m.

5. Maddrake jargmiste lausete tdevadrtused, kui x ja y on reaalarvud.

a) Ex,xsz— . e) dx, x> =2. i Vx, Hy,xzzy.
b) 3x, < x? f) 3x, =-1. j) Ix,Vy, xy=0.
c) Vx, (—x)zzxz. g2 Vx, W+2>1.

d) Vx,2x>x. h) Vx, x°# x.

Kvantoreid V (iga) ja 3 (leidub) sisaldavates lausetes viite P(x) eitamine
(eitustehte — kasutamine):

-(VxP(x))=3x(-P(x)), -(3xP(x))=Vx(-P(x)),

-(Vx3yP(x,y)) =3xVy(-P(x,y)), —(IxVyP(x,y))=VYx3y(-P(x,¥)).

6. Moodustage antud lausete eitused ja méddrake nende toevadrtused.
a) 2024 jagub 3-ga.
b) Iga algarv on paaritu arv.
c) Pole dige, et 2 on algarv.
d) Diameetrile toetuv piirdenurk on sirgnurk.
e) Igal ruutvorrandil on kaks reaalset lahendit.
f) Leidub positiivne arv, millest ei saa logaritmi votta.
g) 3x,x2+1>0.
1

h) Va, cos’a = —_— .
l+tan“a

7. Eitage jargmisilauseid.
a) Leidub arv, mis on vordne oma vastandarvuga.

b) Iga kolmnurga kiiljed on vordelised vastasnurkade siinustega.
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¢) Igal kolmnurgal on timberringjoon.

d) Leidub kolmnurk, mille mediaanid ei 16iku {ihes punktis.

e) Igareaalarvu ruut on mittenegatiivne.

f) Leidub reaalarv x, mille jaoks y3 + x koikide reaalarvude y korral.
g) Leidub reaalarv a, mille jaoks a + x = x iga reaalarvu x korral.

8. Eitage jargmisilauseid.
a) Koik naised on emad.
b) Koikidel koertel on kirbud.
¢) Moned tudengid on lahendanud koik {ilesanded sellest {ilesannete kogust.
d) Siin klassis on keegi, kellel ei ole hea suhtumine.
e) Iga tudeng siit klassist on votnud kursuse kérgemast matemaatikast.
f) On olemas aus poliitik.
g) Koik ameeriklased s66vad juustuburgereid.

9. Eitage jargmisilauseid ja madrake nende toevadrtused.

a) 3xeR, e*<0. e) IxeZ,VyeZ, x>y. i) VxeR, VyeN, x+y>0.
b) Va,beN,a+b=1. f) VxeZ JyeZ, x+y=0. j) VxeR, JyeR, xy=1.
c) IxeN, x=x+1. g) VxeR, x° > x. k) IxeR, VyeR, xy=y.
d) VxeN, x+x=2x. h) Elxe@,xzzz. ) Vxe[R{,EIyeIR%,x:yz.

10. Sonastage jargmised laused, eeldades, et A tdhendab lauset "Mulle meeldib jditis"ja
B tdhendab lauset "Sulle meeldib Sokolaad".

a) AAB C) -B e) AV -B g) -Av-B l) ﬂ(A\/B)
b) -A d) AvB f) =(AAB) h) -AAB

11. Olgu lause A ="Hiir hiippab" ja B ="Kass kargab". Kirjutage siimbolkujul jargmised
laused.

a) Hiir hiippab v6i kass kargab. d) Hiir ei hiippa ja kass ei karga.
b) Kass ei karga. e) Pole tosi, et "Hiir hiippab ja kass
c) Pole tosi, et "Hiir hiippab vdi kass kargab".

kargab". f) Hiir ei hiippa voi kass ei karga.

12. Olgu lause P ="Hiir hiippab", lause Q ="Kass kargab" ja lause R ="Vana karu l66b
trummi". Loe jargmised laused.

a) P=Q d) -(P=Q) g (RvQ)=P
b) Q=P e) (PAQ)=R h) Rv(Q=P)
9 ~Q= P D PA(Q=R) ) (~PA-Q) =R

5



13.

Tahistagu suured ladina tdhed jargmisi lauseid:

A=,0n piihapdev®,

B =, Kristjan ldheb teatrisse®,

C =, Kristjan ldheb sobrale kiilla“,

D = Kristjan ldheb koeraga jalutama®“,
E = Kristjan istub kodus*.

Loe jargmised laused.
a A=B d) -BA-CA-D=E
b) DAA=>-B e) A=-EA(BvVCvVD)
c) ~A=-(BvC) f) (A=-E)A(-A==E)
14. Pange jargmised véited kirja valemitega, milles vordused ja vorratused on ithenda-
tud lausearvutuse tehete markidega. Muutujad a, b ja ¢ tdhistavad reaalarve.
a) a-b=0. b) a-b+0. ) %:0, d) |a|=3.
e) Punkt (a, b) asub koordinaattasandi I veerandis.
f) Punkt (a,b) asub koordinaatteljel.
g) Reaalarvud a, b ja c on mingi kolmnurga kiilgede pikkused.

h)

15.

Reaalarvud a, b ja c on mingi vordhaarse kolmnurga kiilgede pikkused.

Pange jargmised vdited kirja lausearvutuse valemiga. Andke ka teisenduse ,voti“,

see tdhendab, tabel, kust selgub, millised tdhed vastavad millistele lihtlausetele. Iga lause
puhul hinnake, millised tdhendusniiansid ldhevad valemiks teisendamisel kaotsi.

a)
b)
c)

d)
e)

f)

g

h)

i)

)
16.

a)
b)

Toas on kas isa voi ema vdi on nad molemad.

Anu armastab koeri, kuid Mart kasse.

Kui hr. Kask on onnelik, siis pr. Kask on 6nnetu, ja kui hr. Kask on dnnetu, siis pr.
Kask on 6nnelik.

Pole sellel tegelasel ei kaastunnet ega siidametunnistust.

Kui Kungla rahvas kuldsel aal kord istus maha s66ma, siis Vanemuine murumaal
léks kandlelugu 166ma.

Talvel padsevad laevad sadamast vilja ainult siis, kui jddlohkuja on neile tee raja-
nud.

Kui énnetusi tuleb, siis tuleb neid uksest ja aknast.

Kui ma niitid vangerdan, siis ma kaotan lipu, kui jdtan vangerdamata, siis saan ma-
ti.

Televiisori vea pohjus on mittekvaliteetne transistor voi on kaitse 1dbi pélenud ja
vool ei pddse toiteplokki.

Kommunism - see on ndukogude voim pluss kogu maa elektrifitseerimine.

Pange jargmised laused kirja lausearvutuse valemiga.
Selleks, et pdike tduseks idast, on tarvilik, et ta loojub ldénes.
Selleks, et pdike touseks idast, on piisav, et ta loojub lddnes.
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¢) Tarvilik tingimus, et ettevote oleks edukas, on see, et tema asutajatel on kiillaldaselt
algkapitali.

d) Teatrite korralikuks to6tamiseks piisab riigi toetusest.

e) Ilma riigi toetuseta lakkavad teatrid korralikult to6tamast.

f) Tarvilik ja piisav tingimus, et rida koonduks absoluutselt, on see, et rea kdik timber-
jarjestused koonduvad samaks summaks.

17. Leidke jargmiste lausete téevairtused.
a) Kui 20 jagub 10-ga, siis 20 jagub 5-ga.
b) Kui 20 jagub 5-ga, siis 20 jagub 10-ga.
¢) Kui 20 jagub 3-ga, siis 20 jagub 6-ga.
d) Kui 20 jagub 4-ga, siis 20 jagub 8-ga.
e) 20jagub 5-ga parajasti siis, kui 20 jagub 4-ga.
f) 10jagub 5-ga parajasti siis, kui 10 jagub 4-ga.

18. Leidke jargmiste vdidete tdevadrtused. Esmalt mé&drake kindlaks komponentide toe-
vadrtused ja nende jargi arvutage kogu lause toevaartus, kasutades lausearvutuse reege-
leid.

a) Vesinik on gaas ja kui elavhobe on gaas, siis ka kuld on gaas.

b) Pole dige, et Kuu ei ole immargune.

c) Keskerakond véitis valimised ja ei voitnud ka.

d) Narva asub Eesti loodeosas parajasti siis, kui Parnu asub Eesti kaguosas.

19. Laual on neli kaarti. Iga kaardi {ihele poole on kirjutatud tiht ja teisele poole tdisarv.
Kaardid paistavad nagu joonisel kujutatud:
AK74
Meil on vaja veenduda, kas kehtib véide ,Kui kaardi iihel pool on tédishiilik, siis teisel
pool on paarisarv.“ Millised kaardid tuleb kindlasti imber p6orata, et teada saada, kas
see vdide toepoolest kehtib voi ei?

20. Lausete Aja B tdevadrtused aja b onkas 1 (tdene) voi 0 (véddr). Leidke muutujaid a

ja b kasutavad aritmeetilised avaldised lausete
a) -A, b) AAB, c) AVB, d A= B, e) A=B

toevadrtuste arvutamiseks.

21. Jargmiste lausete kirjapanemiseks vajalikud valemid sisaldavad implikatsiooni voi
ekvivalentsi. Leidke nende lausete tdeviartused, kasutades implikatsiooni ja ekvivalentsi
toevadrtuse definitsiooni.

a) Kuil=1,siis2=2. f) 1=1 parajasti siis, kui2=2ja3=3.
b) Kuil=2,siis2=3.

c) Kuil=1ljal=2,siis1=3.
d) Kuil=2vdil=3,siisl=1. h) 1 eivordu 3-ga parajasti siis, kui 1 ei vor-
e) 1=2 parajastisiis, kui 2 =3. du 2-ga v6i 1 ei vordu 1-ga.

g) Kui 1 ei vordu 2-ga, siis 1 = 3.

22. Koostage valemite tdevéddrtustabelid.



a) (X=-Y)v(X=XAY) d) (XA-Y)=Y)=(X=Y)

b) «(X=-(YAX))=(XVZ) e) (XA(YV-X)A((-Y=X)VY)
o) (XA(Y=X))=-X ) (- X=-Y)=>((YrZ)=(X1Z))
g (X=>(Y=2))=((X=Y)=>(X=>2))

23. Kasjargmised valemid on kehtestatavad? P6hjendage vastust!

a) —-(X=-X) b) (X=Y)= (Y =X)

24. Naiidake, et valemid on samaselt toesed.

Q) Xv-X 0 X= (Y= (XAY))
b) X=(XVvY) d (X=Y)=(Y=2)=>(X=2))

25. Maiadrake valemi litk (samaselt toene, samaselt vaar, kehtestatav, kummutatav).

a) P= P o (P=Q)v(Q=P)
b) ﬂ(P:>—\P) d) P < -P

26. Lausearvutuse valemite kirjapanemiseks on kéibel ka poola kuju, mille vottis 1928.
aastal kasutusele poola loogik Jan Lukasiewicz. Selles ei panda tehtemérk mitte ithenda-
tavate osavalemite vahele, vaid nende ette. Poola kuju isedrasusena pole valemites va-
ja kasutada sulge. Valemid -A, AAB, AvB, A= B, A< B, on poola kujul vastavalt
Na, Kab, Aab, Cab, Eab (lausemuutujad kirjutatakse véikese tdhega). Keerukamaid vale-
meid koostatakse analoogiliselt. Nditeks valemile AA BV C vastab valem AKabc, valemile
AA(BvC) agaKaAbc. Alljirgnevatest valemitest teisendagepoola kujule ning

tavakujule.
a) ((AVB)A(BVC))A(AVC) d) EcNCbKad
b) ~AA(-A=B)=B e) AaCKNabc
c) (AvB)=(C<=D)AA f) KENAabcd



2. Valemite teisendamine

Definitsioon. Oeldakse, et valemitest F7,..., Fy, jareldub valem G, kui igal neis valemeis
esinevate muutujate vaartustusel, millel 7, ..., F, on tdesed, on ka G tdene.

Teoreem. Valemitest F7,..., F;, jireldub valem G parajasti siis, kui valem Fy A...AF,, = G

on samaselt tdene.

Definitsioon. Valemeid F ja G nimetatakse loogiliselt samavéérseteks, kui nende toevaar-
tused on vordsed igal neis valemeis esinevate muutujate viadrtustusel.

Olgu F ja G valemid.
1. Idempotentsuse omadused:
a) FAF=F,
b) FvF=F.
2. Kommutatiivsuse omadused:
a) FAG=GAF,
b) FvG=GVvF.
3. Assotsiatiivsuse omadused:
a) (FAG)AH=FA(GAH),
b) (FVG)VH=FVv(GVH).
4. Distributiivsuse omadused:
a) FA(GVH)=FAGVFAH,
b) FV(GAH)=(FVG)A(FVH).
5. Neelamisomadused:
a) FA(FVvG)=F,
b) FVvFAG=F.
6. De Morgani seadused (duaalsus):
a) ~(FAG)=-Fv-gG,
b) ~(FvG)=-Fnr-G.

7.
8.

10.

Kahekordse eituse omadus: -—F = F.

Liikmete elimineerimise reeglid, kus ¢ on
suvaline samaselt tdene valem ja v on suva-
line samaselt véddr valem:

a) FAat=F,
b) Fvre=t,
¢ FAv=vy,
d Fvv=F.

Implikatsiooni avaldis konjunktsiooni ja
disjunktsiooni kaudu:

a) F=G=-(Fnr-G),
b) F=G=-FVvg.

Konjunktsiooni ja disjunktsiooni avaldis
implikatsiooni kaudu:

a) FAG=-(F=-G),
b) Fvg=-F=4G.

. Ekvivalentsi avaldis teiste tehete kaudu:

a) FeGg=FAGv-FAr-G,
b) FoG=(F=G)A(G=F).

Definitsioon. Lausearvutuse valemi F tdielikuks disjunktiivseks normaalkujuks nime-
tatakse valemiga F samavédrset valemit, mis kujutab endast erinevate téielike lihtkon-

junktsioonide disjunktsiooni.



27. a) Kas valemitest A ja —B jireldub valem —( A = B)?
b) Kas valemitest A= B, B= C ja A jareldub valem C?
28.
a) On teada, et valem - A < B on tdene. Mida voib sellest jareldada valemi A = -B
toesuse kohta?
b) On teada, et valem —A < B on tdene. Mida vaib sellest jireldada valemi -(Av B)
toesuse kohta?

29. Kolme viite A, B ja C kohta on teada jargmist.
a) Kui A on tdene, siis ka B ja C on toesed.
b) Kui B on tdene, siis vihemalt {iks vdidetest A ja C on tdene.
¢) Kui C on toene, siis A on tdene ja B on vadr.

Millised viidetest A, B, C on toesed?

30. Pange jargmine arutlus kirja lausearvutuse valemitega ja tdestage, et see arutlus
kehtib, st tdestage, et eeldustele vastavatest valemitest jareldub viitele vastav valem.
Opilased on rd3msad siis ja ainult siis, kui ei toimu kontrollté6d. Kui dpilased on rédmsad,
siis on dpetajal hea meel. Ent kui 8petajal on hea meel, siis ta ei taha pidada tundi, ning
kui ta ei taha pidada tundi, siis toimub kontrollt66. Jarelikult dpilased pole r6dmsad.

31. Onteada jargmised faktid.
a) Kui Mihkel kohib ja on n#ost valge, siis ta kas on haige voi on kdinud nurga taga
suitsu tegemas.
b) Kui Mihkel pole kdinud suitsu tegemas ja ikkagi kéhib v6i on nédost valge, siis ta on
haige.
¢) Kui Mihkel on haige, siis ta kohib, aga pole ndost valge.
Pérast vahetundi klassi tulles oli Mihkel néost valge. Kas sellest jareldub, et ta kdis nurga
taga suitsu tegemas?

32. Onteada jargmised faktid.
a) Kui Jiiri vaatab korvpalli ja Eesti voidab, siis ta on onnelik ja joob olut.
b) Kui Jiiri ei vaata korvpalli ja on ikkagi 6nnelik, siis ta joob &lut.
c) Kui Eesti voidab, siis Jiiri on onnelik.
Ohtul oli Jiiri 6nnelik. Kas voib kindlalt viita, et ta joi 6lut? PGhjendage oma vastust.
33. Kui Siimule meeldiks Sokolaad, siis ta s66ks seda palju. Kui ta Sokolaadi palju s66ks,

siis kaoks tal sd6giisu. Kui tal kaoks s66giisu, siis ei meeldiks talle ka Sokolaad. Kas saab
jareldada, et Siimule ei meeldi Sokolaad?

34. Zen-budismi guru teatas oma dpilastele: ,Kui ma olen Buddha, siis ma ei ole Budd-
ha.“ Opilased olid seda kuuldes himmastunud. Viljendage viide valemiga, koostage toe-
vadrtustabel ja selgitage, millise lihtsama véitega on see vdide samavéérne.
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35. Toestage, et kuivalemid F ja F = G on samaselt tdesed, siis ka valem G on samaselt
tOene.

36. Keegilitles, et tal on niisugused lausearvutuse valemid F ja G, et valemist F jareldub
valem G ja valemist F jareldub valem —G. Kas selline olukord on voimalik?

37. Naiidake, et kehtivad samavaidrsused.

Q) (XVY)AZ=XANZVYANZ ) XeV=(X=>Y)A(Y=X)
b) X=Y=-XVvY

38. Teisendage jirgmised valemid nii, et nad sisaldaksid ainult eitust ja konjunktsiooni.

a) ~PAQ=>-QAP d) ~(P=Q)V(-P=-Q)
b) PvQ=(-P=Q)
c) (~A=B)=AVB e) (P<Q)VvP

39. Teisendage jargmised valemid nii, et nad sisaldaksid ainult eitust ja disjunktsiooni.

a) (P=R)=(Q=R) d) (P=Q)AP
b) -PAQ=-QAP
c) (P=Q)AP e) (A= B)A(B=-C))= (C=-A)

40. Leidke loogiliselt samavadrne valem, mis sisaldab véimalikult vdhe stimboleid.

a) -(-AvB)=((AVB)AB) e) (P=Q)A(Q=P)
b) ~(-PA-Q)vV((P=Q)AP) f) =((A=B)A(B=-A4))
c) (A= B)A(AVB) g (P=-Q)v-(PvQ)

d) (A=B)A(B=C))=(C=A) h) =(PAQA(P=-Q))

41. Eitage jargmisilauseid, viies eituse nii kaugele kui voimalik.
a) Kui a, b ja ¢ on kolmnurga kiilgede pikkused, siis kehtivad vorratused a+ b > c,
a+c>bjab+c>a.
b) Kui a, bja c on tdisarvud nii, et a = b, siis a jagub arvuga b ja a jagub arvuga c.
¢) Kui n on positiivne téisarv, siis n?+n+41on algarv;
d) Koigi tdisarvude a ja b korral kehtib véide, et kui a + b on paarisary, siis a ja b on
molemad kas paarisarvud v6i paaritud arvud.

42, FEitage jargmisi lauseid, viies eituse nii kaugele kui voimalik.
a) Igatudeng selles aines on kdinud Soomes v6i Rootsis.
b) Iga e-mail, mis on suurem kui iiks megabait, kompresseeritakse.
¢) Kui kasutaja on aktiivne, siis on vdhemalt iiks vorguiihendus saadaval.
d) Leidub siga, kes oskab ujuda ja kalu piitida.
e) Selles aines pole kedagi, kes oskaks prantsuse voi vene keelt.

11



f) Arv x on positiivne, aga arv y ei ole positiivne.
g) Kui x on algarv, siis \/} ei ole ratsionaalarv.
h) Kui x on paaritu arv, siis x on paaritu arv.
i) Kui x on ratsionaalarv ja x # 0, siis tan x ei ole ratsionaalarv.
j) Kuisinx <0, siis ei kehti 0 < x < 7.
k) IxTy (x+2y=2A2x+4y=5).
D VxIy (x+y=2A2x-y=1).
m) VxVy (((x20)A(y<0))=(x—y>0)).
n) Ix3Jy ((x<0)A(y<0)A(x—y>0)).
0) VxVy ((x#0)A(y+0) < (xy+0)).

43. Teisendage jairgmised valemid nii, et eituse mirk esineks ainult muutujate ees.

a) -(-PvQ) c) -(PAQVR)=-(PAQ)
b) -(PAQV=R) d) -(PA(-QV-R)AR)

44. Viige tdielikule disjunktiivsele normaalkujule.

a) (- X=>-Y)=>(YAZ)=(XAZ)) e (X=>-(YAX))=XVZ

b) (X=Y)=-X)=(X=(YArX)) ) (XA(Y=X))=>-X

) -((XAY)=-X)A=-((XAY)=>-Y) g (XA-Y)=Y)=>(X=Y)

d (X=Y)v(X=>XAY)=Z h) (XA(YV=-X)A((-Y=X)VY)

45. Konstrueerige valem, mis rahuldab tingimust.
a) Valem on tGene parajasti siis, kui X on tdene ja Y vddr.
b) Valem on véir parajasti siis, kui X ja Y on mdlemad tdesed.
¢) Valem on tdene parajasti siis, kui vahemalt kaks lausetest X, Y ja Z on tdesed
d) Valem on tdene parajasti siis, kui tidpselt kaks lausetest X, Y ja Z on toesed
e) Valem on tdene parajasti siis, kui tdpselt iiks lausetest X, Y ja Z on toesed

46. Leidke kolme muutuja valem, mis on tGene parajasti siis, kui tdpselt kaks muutujat

on vadrad.

47. Leidke kolme muutuja valem, mis on sama tdoevairtusega kui enamus muutujaid.

48. Komisjon, kuhu kuuluvad liikmed A, B, C ja D, otsustab olulisemaid kiisimusi h&a-
letades. Igal liikkmel on iiks héil, vélja arvatud komisjoni juht A, kelle héilel on kahekord-
ne kaal. Otsus loetakse vastuvoetuks, kui otsuse poolt antakse vihemalt 3 hailt. Leidke

valem, mis on tdene parajasti siis, kui otsus voetakse vastu.

49. Koostage valem, mis on tdene parajasti siis, kui kahendarvude AB ja CD summa on

iilimalt kahekohaline kahendarv.

50. Leidke iga kahe muutujaga toevaartuste veeru jaoks lihtsaim selliste toevadrtustega

valem.
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51. Tehke kindlaks, kas lausearvutuses kehtib
a) implikatsiooni assotsiatiivsus;
b) ekvivalentsi assotsiatiivsus;
¢) distributiivsus konjunktsiooni ja implikatsiooni vahel.

52. Avaldage iilejadnud tehted
a) eituse ja disjunktsiooni kaudu;
b) eituse ja konjunktsiooni kaudu;
c) eituse ja implikatsiooni kaudu.

53. Avaldage disjunktsioon implikatsiooni kaudu.
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3. Hulga moiste

Hulga all moistetakse iiksteisest erinevate objektide kogumit, mida vaadeldakse iihe ter-
vikuna ja kus iga objekti korral on véimalik tiheselt kindlaks mé&éarata, kas ta kuulub antud
hulka.

Hulki téhistatakse tavaliselt suurte ladina tdhtedega A, B, C, ..., hulga elemente védikeste
ladina tihtedega a, b, c, ... . Tiihi hulk @ = {} ei sisalda iihtki elementi. Tdhtsamad arvu-
hulgad on

* naturaalarvude hulkN ={1,2,3,...};

e tdisarvude hulk z={...,-2,-1,0,1,2,... };
* ratsionaalarvude hulkk Q = {gq| g = ﬂ, meZ, neN};
n

¢ reaalarvude hulk R;
» kompleksarvude hulk C={z|z=x+1iy, x,y€R, i2= -1}.
Intervallid on
* 16ik [a,b]={x|a<x<b};
¢ vahemik (a,b) ={x|a<x<b};
* poollgik [a,b) ={x|a<x<b};
¢ poollgik (a,b]={x|a<x<b}.
Kahte hulka loetakse vordseteks, kui nad koosnevad samadest elementidest.

Definitsioon. Hulka A nimetatakse hulga B osahulgaks, kui k6ik hulga A elemendid on
hulga B elementideks (ehk hulga A iga element kuulub hulka B). Sel juhul tdhistatakse
AcBvoiBoA.

Definitsioon. Hulka A nimetatakse hulga B piarisosahulgaks ja kirjutatakse A ¢ B, kui
hulk A on hulga B osahulk ja A+ B.

Hulga A koigi osahulkade hulka tdhistatakse tavaliselt P(A) = {X | X c A}.
54. Esitage hulk A kujul {x|P(x)}:

a) A={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}; c) A={0,5;1;1,5;2};

b) A={1, 1 i} d) A={1,4,9,16,25,...};

1
2’3
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1 1

1
e) A:{3,6,9,12,...}; A={1.-3 >85>\
g) {’21 ’4; 76; };
1 1 1 1 h) A=[a,b);
f) A={—,—, S b ) [a.b)
3:6 6:9 9-12 12-15

i) Aon paarisarvude hulk.

55. Esitage elementide loetelu abil jargnevad hulgad:

a) {(-1)"|neN}; e) {x|xeRA7x*-8x=0};

b) {n+(-1)":neN}; £) {(x,7):x,yeRAX* +y*=1ry-x=1};
o {neN|n?-13n+30<0}; g {x|xeRAx*+4=0};

d) {cosnm:neN}; h) {x|xeRAX*-5x+6=0}.

56. Kirjutage vélja antud hulkade koik elemendid ja kéik osahulgad:
a) {a,b}; b) {1,{1}}; c) {a,b,c}.

57. Otsustage, kas antud véited on tdesed:

a) 3¢{1,2,3}; i) {{3}}c{2,3,{3}};
b) {2}e{1,2,3}; i) {a,b}c{ab,c};
o fabc)=acb) b 3¢ ({1}, {2}, (3}
d) xe{x};

) {@}ew;
e) {1}c{1,2,3};
b (2} {{1),{2}, (3} ) m) i)
9 {1L2}c{1,2,{3}}; n gco;
h) {1,2}e{{1,2,3},{2,3},1,2}; 0 {o}=2.

58. Kirjutage vélja P(2), P({2}) jaP({2,{2}}).
59. Kujutage antud hulgad arvsirgel:

a) {x|xeRA3<x<7}; c) {x|xeRA|x-al<e};

b) {x|xeRAl|x|<c}; d) {xeR|2x*+9x+7>0};
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e) {2x*+9x+7|xeR}; K {xeR||2x*-9x+6|=2x*-9x+6};

2 _ .
f) {x*+2x+1|xe(-2,00)}; D {1-|x|xe[-2,1]};

g {¥*+2|x|+1|xe(-1,1)};

h) {xeR|\/[1-2x|>1+x};

m) {|1+x|+1]|x€[1,2]};

—_42 _ .
D {xe[R|\/m>x+0,5}; n) {yeR|y=-x"+6x-2nax€(0,00)};
j) {xeR||x|+2x>1}; 0) {yeR|y=x*-4x+3rx¢€(0,00)}.

60. Kujutage antud punktihulgad koordinaattasandil:

a) {(x,y)|x,yeRA2<x<5}; d) {(x,y)]|x,yeRAy>x*};
b) {(x,y)|x,yeRAa<x<bAac<y<d};
0 {(x.y)[xyeRAx®+)y* <4} e) {(x,y)x,yeRAlx|+|y=1}

61. Kirjutage vilja koik antud hulga elemendid:

a) {A|{1}cAc{1,2,3}}; c) {A|Ac{a,bcirnat Anbe A}.

b) {A|{a,b}cAc{a,b,cd}};
62. (Lewis Carroll’i iilesanne) Vanal ajal toimunud lahingus sai palju s6dalasi kanna-
tada. Lahingust osavotjatest 70% kaotas silma, 75% — korva, 80% — kde ja 85% — jala. Kui

palju sddalastest (minimaalselt ja maksimaalselt) jdid ilma nii silmast, korvast, kiest kui
ka jalast?

63. Toestage, et kui hulgas on n elementi, siis sellel hulgal on 2" osahulka.

64. Olgu A;, Ay,..., A, hulgad. Toestage, et Ayc Apc...cA,c A= A1 =Ay=...= A,.

16



4. Tehted hulkadega

tthend AUB ={x|x€ Av (vdi) x € B} (JAq ={x| 3 (leidub) a nii, et x € A}
a
ithisosa AnNB={x|x€ AA(ja) xe B} ()Aq ={x|V (iga) a korral x € Ag}
a
vahe ANB={x|xe€ AAx¢B} siimmeetriline vahe AA B=(ANB)U(B\ A)

Uhendi ja iihisosa omadused.
¢ idempotentsus: AUA=A, AnA=A

¢ kommutatiivsus: AUB=BUA, AnB=BnA

assotsiatiivsus: (AUB)uUC=AuU(BUC), (AnB)nC=An(BnC)

distributiivsus: AU(BNC)=(AuB)n(AuC), An(BuC)=(AnB)u(AnC)
* neelduvus: AU(ANB)=A, An(AuB)=A

Venni diagrammid.

thend thisosa

A B A B
AUB ANB
vahe summeetriline vahe

A B A B
A\ B AAB

17



Stimmeetrilise vahe omadusi.
e kommutatiivsus: AAB=BA A
* assotsiatiivsus: (AAB)AC=AA(BAC)
« distributiivsus iihisosaga: An(BAC)=(AnB) A (AnC)

Tihti on késitluses fikseeritud teatav hulk U ja kéik vaadeldavad hulgad on selle hulga
alamhulgad. Sellisel juhul nimetatakse hulka U universaalseks. Olgu fikseeritud teatav
universaalne hulk U.

Definitsioon. Hulga A tiiendiks A’ nimetatakse hulka, mille moodustavad koik need uni-
versaalse hulga U elemendid, mis ei kuulu hulka A, s.t

A'={xeU:x¢ A}=U~ A.

De Morgani seadused: (AuB) = A'nB’, (AnB)' = A’uB'.

Kahekordse tiiendi seadus: A” = A.

65. Olgu A suvaline hulk. Kirjeldage hulki

a) Aug; c) A\G; e) A\ A; g) AUuA’; i o',

b) Ang; d Arg; f) o\ A4; h) AnA’;

66. Leidke hulgad AuUB, AnB, ANB, B\ A, AA B, kui

a) A={-1,0,3,4}, B={0,4,6}; d) A=(-00,7], B=[2,4];
b) A=[0,2], B=[1,5]; e) A=g,B={1};
c) A=[0,2], B={0,4,6}; f) A={2}, B={2,{2}}.

67. Leidke hulgad Aja B, kui AuB={1,2,3,4}, AnB={2}, ANB={1}.

68. Kujutage antud hulgad arvsirgel:
a) {x|xeRA-2<x<1}u{x|xeRA0<x<3};
b) {x|xeRAx2-1}n{x|xeRA|x|<3};
c) {x|xeRAx>2} {x|xeRA3<x<5};
d) {x|xeRA1<x<5}A{x|xeRAXx<0}.
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69. Leidke hulga A tdiend A’ universaalse hulga U suhtes:

a) U={1,2,3,4,5,6,7,8}, A={2,57}; b) U=R, A=Q.

70. Millist tingimust peavad rahuldama hulgad A ja B, et kehtiks vordus:

a) AUB=A; c) AUB=AnNB; e) ANB=B; g) AAB=g.
b) AnB=A; d) ANB=A4; f) AAB=A;

71. Kujutage Venni diagrammil jairgmised hulgad:

a) AN(BuUC); d) An(B\C); g (ANB)AG
b) AN (BnC); e) (AAB)AG h) (AnB)n(AAB);
c) (AN(BnC))nB; f) (AuB)NC; ) (AnC)u(B~(AUQ)).

72. Kirjutage hulgateoreetiliste tehete abil jargmised Venni diagrammidel kujutatud
hulgad:

a) b) C)

73. Klassi 30 opilasest igaiiks tegeleb vihemalt ithe hobiga. Opilased saavad valida kol-
me hobi vahel: male, niitering, skautlus. Kuus 6pilast tegelevad ainult skautlusega. Viis
opilast jduavad igale poole. Kaks maletavad ja tegelevad skautlusega, aga ei nditle. Viis-
teist on skaudid. Kaks last tegelevad iiksnes malega. Kolm last kédib iiksnes niitetrupis.
Mitu last tegeleb male ja nditemédnguga, aga ei ole skaudid? Mitu last kuulub maleringi?

74. Uhe instituudi 100 tiliopilase kiisitlemisel selgus, et neist 28 6pivad inglise keelt,
30 saksa keelt, 42 prantsuse keelt, 8 inglise ja saksa keelt, 10 inglise ja prantsuse keelt, 5
saksa ja prantsuse keelt, 3 aga koiki kolme keelt. Mitu iilidpilast ei 6pi nimetatud keeli?
Mitu iiliépilast opib ainult prantsuse keelt, ainult inglise keelt, ainult saksa keelt?

75. Uhes sojavideosas mingivad 100-st sddurist 80 jalgpalli, 60 vorkpalli ja 40 korvpalli.
On teada, et 40 neist oskavad méngida nii jalgpalli kui ka vorkpalli, 30 jalgpalli ja korvpal-
li, 20 vorkpalli ja korvpalli. Kui palju neist 100-st s6durist oskavad méngida koiki kolme
mangu, kui iga s6dur oskab méngida vahemalt iihte méngu?
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76. Leidke ({{o}} 2 {o)\ ({2} 2 2).

77. Hulgad A, B ja Au B sisaldavad vastavalt m, n ja p elementi. Mitu elementi sisalda-
vad hulgad AnB, ANBja AA B?

78. Toestage jargmised vordused.

a) (AuB)uC=Au(BuUC) k) ANB=A\(ANB)

b) Au(BnC)=(AuB)n(AuC) ) AN(BNC)=(A~B)u(AnC)

c) (AnB)nC=An(BnC) m) (ANB)NC=(ANC)N(B~\C)

d) Au(AnB)=A n) An(B~C)=(AnB)\C

e) An(AUB)=A 0) An(BNA)=g

f) An(BuC)=(AnB)U(ANnC) p) ANB=AA(ANB)

g) AN(BuC)=(A\B)n(A~C) qQ (AAB)NnC=(AnC)A(BNnC)
h) AN(BNC)=(A\B)U(ANC) ) Ar(AAB)=B

i) AN(ANB)=ANB s) AAg=A

j) AU(BNA)=AUB t) AAB=(AUB)~(ANB)

79. Toestage jargmised vordused.
a) (A=A o (AnB)u(AnB')=A

b) (A'UB)nA=AnB d) (AuB)n(AuB')=A

80. Leidke hulgad.

o Uenm O I D 12727 A2 e0)
f) ([0,1+27") _pn gn o
b) XLEJR{X} IQ\I J) nerl: ] Il) Ol[z—n,oo)
“n ) 0,1+2" _
0 nLéJN[o,uz ] 8 nON[ I nLeJN[” Ln] ’g\l[n,oo)
d Ulo1+2"]  h N[-1,n'] D N [n-1,n] P ([n o)
neN n=1 neN neN
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neN neN

9 U{0,12,....2n}s) J{-nn} w 0[2].,2].+3] W) ﬁ{—j,j}
j=k j=k

n ({0,1,2,....2n} v ({-nn} no
neN neN v U{-7i} X ({-2n,0,2n}
=k

neN
81. Toestage,et AcB<= AuB=B< AnB=A< A\B=0.

82. Toestage, et kui A c B, siis suvalise hulga C korral kehtivad sisalduvused:

a) AUCCcBUG; c) (ANC)c(BN\C); e) B'cA.
b) AnCcBNC; d) (C\B)c(C\ A);

83. Niidake, et kehtib:
a) AUBcC< AcCABcC; c) CcAvCcB=CcAuUB.
b) CcAnB< Cc AACCB;

84. Avaldage

a) AuB tehetenja A abil; d) A~ Bteheteuja A abil;
b) A\ Btehetenja A abil; e) AUB tehete \ ja A abil;
¢) AnBteheteuja A abil; f) AnB tehte \ abil.

85. Olgu antud hulkade Ay, Ay, ..., Ay, ... jada, kusjuures A; c Ap c---c A, c.... Toesta-

ge, et selle jada 1opliku arvu liikmete drajatmine ei mojuta nende hulkade ithendit (_J A,,.
n=1

86. Olgu antud hulkade A;, Ay,..., Ay, ... jada, kusjuures A} 2 A, >---> A, >.... Toesta-

ge, et selle jada 16pliku arvu lilkmete drajdtmine ei majuta nende hulkade iihisosa [ Aj.
n=1

Definitsioon. Hulkade A ja B otsekorrutiseks nimetatakse koikide paaride (a, b) hulka,
kus a € Aja b e B, seejuures elementide jarjekord on oluline.

AxB={(a,b)|acAbeB}
Al><--~><An:{(a1,...,an)|611€A1,---,(1n’5An}

Ax-xA=A"
——
n

Otsekorrutise omadusi:

 otsekorrutis tithja hulgaga: Ax@ =2, g x A=g;
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* distributiivsus: Ax (BUC)=(AxB)U(AxC),
Ax(BnC)=(AxB)n(AxC),
Ax(B~NC)=(AxB)\(AxC).

87. Leidke antud hulkade otsekorrutis A x B:
a) A={1,2,3},B={1,2}; d) A={1,2,3}, B={3,4};
b) A={1,2,3},B={1,2,3};

e) A={x|xeN,x=5},
c) A={3,4}, B={1,2,3}; B={x|xeN,1<x<3}.

88. Olguantud hulgad A={xeR:|x|<3},B={xecR:0<x<4}jaC={yeN:1<y<5}.
Kujutage koordinaattasandil

a) Ax(BuUC), ¢ Cx(AuB), e) (AuC)xB, g (BnA)xC, i (CNA)xB,
b) (AAB)xC, d) Cx(BaA), f) Cx(BNA), h) Bx(CUA), j) Ax(BnC).

89. Hulgad Aja B sisaldavad vastavalt m ja n elementi. Mitu elementi sisaldavad hulgad
P(A), AxB,P(A)xP(B)jaP(Ax B)? Leidke need hulgad, kui

a) A={a,b}, B={c}; b) A=B={0,1}; c) A={a,b,c},B=2.

90. Toestage vordused.

a) Ax@=0,0xA=0 c) (ANB)xC=(AxC)\(BxCQC)

b) Ax(BUC)=(AxB)U(AxC) d) (AnB)x(CnD)=(AxC)n(BxD)
91. Niidake, et (AxB)u(CxD)c(AuC)x(BuD).
92. Toestage, etkui A+ @ ja B + &, siis Ax B = B x A parajasti siis, kui A= B.
93. Toestage, etkui A; #@,B; #@,i=1,...,n,siis

a) A1 xAzx...xAyc By xByx...x By parajasti siis, kui A; c By, A2 € By,..., A, C By;

b) A;x Az x...x Ap =B x By x...x By parajasti siis, kui Ay =By, A2 =By,..., A, = Bj.
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5. Arvuteooria elemente ja matemaatiline induktsioon

Definitsioon. Oeldakse, et tdisarv a jagab tdisarvu b (ja tihistatakse a | b), kui leidub sel-
line téisarv c, et ac = b. Fakti, et a | b voib tihistada ka kujul b a ehk arv b jagub arvuga

a.
Teoreem. Olgu a tdisarv ja b naturaalarv. Siis leiduvad {iheselt méaratud tédisarvud q (ja-
gatis) ja r (jadk) nii, et

a=bg+r ja 0<r<b.

Definitsioon. Algarvuks nimetatakse naturaalarvu p > 1, mille ainsad naturaalarvulised
jagajad on 1 ja p. Naturaalarvu, mis on suurem kui 1 ja mis pole algarv, nimetatakse kord-
arvuks.

Definitsioon. Tdisruuduks nimetatakse naturaalarvu, mis vérdub mingi tdisarvu ruudu-
ga.

94. Olgu a, b, cja d tdisarvud. Toestage jairgmised omadused:
a) a|a (refleksiivsus);
b) 1|a;
¢) 0| a parajasti siis, kui a = 0;
d) kuia|bjab|c,siis a| c (transitiivsus);
e) kuial|bjab=+0,siis|al <|b|;
f) kuial|bjaalc,siis a| xb+ yc suvaliste tdisarvude x ja y korral;
g kuia|bjaa|(bxc),siisalc;
h) kuia|bjab]|a,siis |al =|b;
i) kuia|bjaa=+0,siis (b/a)|b;
j) kui ¢ #0, siis a| b parajasti siis, kui ac | be.
k) kui a| b, siis a| be suvalise tiisarvu e korral.
) kuia|bjac|d,siis ac| bd;

95. Niidake, et kolmekohaline arv, mis on kirjutatud iihesuguste numbritega, jagub ala-
ti kolmega.

96. Toestage, et suvaliste tdisarvude a ja b korral vihemalt {iks arvudest a, b, a+ b ja
a— b jagub kolmega.

97. Viis tdisarvu a, b, ¢, d, j rahuldavad jargmisi tingimusi:
a) j|(ad-bc);
b) j|(a-b), ning
c) arvude b ja j iithised jagajad on +1.
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Toestage, et j | (c—d).

98. Toestage, et arvust 3 suuremate algarvude p ja g korral p2 - q2 jagub arvuga 24.

99. Pohjendage, et tdisarvu ruut ei saa loppeda numbritega 2, 3,7 voi 8.

100.

101.

a)
b)
c)

102.

103.

104.

105.

106.

107.

Nédidake, et kolme jdrjestikuse naturaalarvu ruutude summa ei jagu kolmega.

Toestage, et
Kolmest jérjestikusest arvust tdpselt tiks jagub arvuga 3;
Kahest jarjestikusest paarisarvust tapselt iiks jagub arvuga 4;
Viiest jarjestikusest arvust tdpselt iiks jagub arvuga 5.

Toestage, et iga naturaalarvu n korral 6 | n(n+1)(n+2).

Toestage, et iga naturaalarvu 7 korral 6 | n(n” - 1).

Toestage, et iga naturaalarvu n korral 30 | n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4).
Niidake, et kui 72 on naturaalarv, siis n” + 1 ei jagu 1l-ga.

Toestage, et kui (mn+pq):(m-p), siis (mg+np):(m-p).

Avaldis a+ b+ c, kus a, b ja c on tdisarvud, jagub arvuga 6. Ndidake, et siis ka

a+ b+ jagub arvuga 6.

108.

a)
b)
c)

d)

109.

Toestage, et mistahes tdisarvu ruudu jagamisel
arvuga 3 tekkiv jadk saab olla vaid 0 voi 1;
arvuga 4 tekkiv jadk saab olla vaid 0 voi 1;
arvuga 8 tekkiv jadk saab olla vaid 0, 1 vdi 4;
arvuga 7 tekkiv jadk saab olla vaid 0, 1, 2 vdi 4.

Naturaalarvu a jagamisel arvuga 8 tekkis jadk 7. Milline jadk tekib arvu a’ jagamisel

arvuga 8?

110.

5.

111.

112.
vOi 5.

113.

Naturaalarvu a jagamisel arvuga 5 tekkis jadk 4. Toestage, et a+a jagub arvuga

Toestage, et suvalise naturaalarvu n korral arv n®+3n*+2n jagub 6-ga.

Toestage, et mis tahes algarvu p > 5 jagamisel arvuga 6 tekkiv jadk saab olla vaid 1

Toestage, et mis tahes algarvu p > 5 ruudu jagamisel arvuga 24 tekkiv jaédk saab olla

vaid 1.
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114. Toestage, et mis tahes 12 naturaalarvu seast on alati voimalik vilja valida kaks
erinevat arvu nii, et nende vahe jagub arvuga 11.

115. Toestage, et kui p, p+2 ja p +4 on koik algarvud, siis p = 3.
Népundide. Vaadelda eraldi juhtusid arvu p jagamisel arvuga 3 tekkiva jdégi 0, 1 voi 2 korral.

Matemaatilise induktsiooni meetod. Olgu antud mingi seeria viiteid Si, Sa,...,Sy,....
Antud seerias iga vdide S, on tdene, kui

1. Induktsiooni baas. S; on toene, s.t seerias esimene vidide on tdene;

2. Induktsiooni samm. S; = Sj.1, s.t oletusest, et suvaline vdide Sy on tdene, jarel-
dub, et jargnev vdide Sy, on tdene.

Tugeva matemaatilise induktsiooni meetod. Olgu antud mingi seeria viiteid S3, S, ..., Sy, ...

Antud seerias iga vdide S, on tdene, kui
1. Induktsiooni baas. S; on tdene, s.t seerias esimene vidide on tdene;

2. Induktsiooni samm. S; A Sy A--- A S = Si,1, S.t oletusest, et koik eelnevad viited
S1,..., Sk on toesed, jareldub, et jirgnev vdide S, on tdene.

Téhtis! Tugeva induktsiooni baasi kehtivuse kontrollimisel on ménikord vaja tdestada
lisaks esimesele viitele veel moned jargnevad viited.

116. Toestage vordused, kasutades matemaatilist induktsiooni.

n n
a) Zizzé-n(n+1)(2n+l) VneN d) Z(Zi—l):n2 VneN

=1 i-1
1 2(n+1)? n
b) Zi3:w VneN e) Zi il—(n+1)!_1 VI’ZENU{O}
lzl 1 n an
0 2(21—1) (2i+1) 2n+1 vneN Z i?~i-2)=(n-1)n(n+2) VneN
1 :
g) 172+£+...+ nz — n(n+1) nEN
1-3 35 (2n-1)(2n+1) 2(2n+1)
h) (1 1)(1 1) (1 1) n+l o,
- — —_ ] — == — n>
22 32 n? 2n
+1
D 1-2243% -t (-1)" Tn? = (1)1 n2 ) Vnen
1 2
) 1-2+2-3+...+n(n+1):w Vns2
1)(2
) 1.3+2.4+...+n(n+2):w VneN

D 1®+22+33 44 n®=(1+2+3+--+n)® VneN

117. Toestage vorratused, kasutades matemaatilist induktsiooni.
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a) n22n VneN:n>2 h) 1 i+i ...+i<n_1 Vn>2

+ +
b) 2">2n VneN 22 32 42 n?
c) n">n! YneN o 1:3:5--(2n-1)
- 1) I Vnel\l

d) (n+1)!>3" VneN:n>4 2:4.6-----2n V2n+1
e) 13 2n-1__ 1 VneN j) n>2" VnEN n>4

z 41 an Vn+l k) —+1>Zf VneN
f) 1+-+—+-+—=<2-= VneN i=1!

n 4 91 1 n 1n
g —<l+=+—+-t <n VneN D ZﬁZ\/ﬁvnEN

2 2 3 2n-1 =

118. Toestage, et kui n €N, siis (1+x)” > 1+ nxiga x € Rkorral, kus x > —1.

119. Geomeetrilise jada n esimese elemendi summa valem. Toestage matemaatilise in-
1 _ x}’l+1
duktsiooni abil, et kehtib 1+ x + WP+ x= ——,kusn>0jax=1.

120. Toestage matemaatilise induktsiooniga, et kumera n-nurga sisenurkade summa
Sy avaldub valemiga S, = (n—2)-180°.

1 1
121. Olgu x reaalarv, mille korral x + — on téisarv. Toestage, et siis ka x” + — on tdisarv
xn

iga naturaalarvu n korral. Vihje: Kasutage tugevat matemaatilist induktsiooni.

122, Korvpalliliigas on n meeskonda (n > 2). Kéik meeskonnad kohtuvad omavahel pa-
rajasti tihe korra, kusjuures viigid ei ole lubatud (igas mingus selgitatakse véitja ja kao-
taja). TOestage, et pdrast liigahooaja 16ppu on véimalik meeskondi sedasi vasakult pare-
male rivistada, et kahe korvuti paikneva meeskonna korral paikneb omavahelise duelli
voitja kaotajast vasakul.

123. Ringmaanteel, mille pikkus on 100 km, seisab n {ihesugust autot. Neil on iihte-
kokku nii palju kiitust, et katta 101 km. Tdestage, et leidub iiks auto, mis, alustades oma
kiitusega ja kogudes teel kiitust tilejadnud autodelt, vaib ldbida tdisringi. (Kiitust tohib
votta ainult siis, kui autod on korvuti; autot liikata ei tohi)

124. Peol, kus viibib 27 inimest, tervitavad varasemalt tuttavad teineteist kdepigistuse-
ga. On teada, et peol ei leidu iihtegi kolmeliikmelist alamseltskonda, mille koik liikmed
oleksid omavahel enne pidu tuttavad. Toestage, et tervitavate kdepigistuste koguarv peol
on iilimalt n?.

125. Linnas elab n latatara, kusjuures n > 4. Koigil neil on telefon. Uhel pédeval samal ajal
saab igaiiks neist teada mingi uudise. Tdestage, et on voimalik korraldada telefonikéned
niiviisi, et pdrast 2n — 4 konet teab iga latatara iga iilejadnu uudist.

126. Malelaual, modtmetega 2" x 2" ruutu, vérvitakse iiks vabalt valitud ruut punaseks.
Toestage, et malelaua saab katta kolmeruuduliste L-kujuliste tiikkidega nii, et ndhtavale
jadb ainult punane ruut.
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127. Toestage jaguvused (n € N).

a) 3|nd+2n g 6|n(n+1)(n+2)

b) 5[n>—n h) 6|n(n®-1)

c) 7|n'-n : 5

d) 12[5-9"+3 ) 30[(n”~n)

e) 8]3%"-1 j) 30| n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)
f) 64(3°"-8n-1 K) 30| mn(m*-n*)

2 3
a a a . S
128. Toestage, et summa 3 + ) + r on tdisarv iga tdisarvu a korral.
n

129. Toestage, et (a+b)" =" (’?)ﬂ”‘i-bi (a,beR,neN)
i=o \ !

1
Vihje: esmalt veenduge, et( . nl) + (n) = (n * ) .
i—

i i

130. Toestage, et kehtib iildistatud De Morgani valem ehk
(XA AXoA XA AXp)=-X3V-Xo VX3V VaXy

iga naturaalarvu n > 2 korral, kus Xj,..., X, on mingid lausearvutuse valemid. Kuidas
sellest lihtsasti jareldada, et kehtib ka analoogiline valem

(X1 vVXov X3V v Xy) ==X A-Xo A-X3 A A= Xy
iga naturaalarvu n > 2 korral, kus Xj, ..., X, on mingid lausearvutuse valemid?

1
131. Olgu meil jada ay, a;, az,... elemendid defineeritud jargmiselt: ay = 1 ja an+1 =

2-ap(1-ay), kus n > 0. Ndidake, et kdikide n > 0 korral selle jada iildliige on esitatav
1-0,5%

valemiga a, = 5

132. Rekurrentne jada on defineeritud kujul a; =1, a, =2 ja n > 2 korral a,+; = a, +
2ay,-. Leidke asgg. Vihje: Kasutage tugevat matemaatilist induktsiooni.

Definitsioon. Arve Fy, F}, F, ..., kus Fy = 0 ja F; = 1 ning iga naturaalarvu n korral F;;; =
F,, + F,_1 nimetatakse Fibonacci arvudeks.

133. Toestage Fibonacci jada jaoks jargmised viited.
a) Iga n>0korral F3, on paarisarv.
n

b) Iga n >0 korral Z (F,-)2 =F, -Fpi1.
i=0
el

c) Igan>1korral ) F;=Fuu-1.
i=0
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d) Igan>1korral Fi + F3+ F5+ -+ Fop_1 = Fop.

e) Igan>0jam>1korral Fp,yp = FyFpyq + Frp—1 Fp.

f) Iga n > 1 korral Fo-Fi+F-F3+-—Fou_1+Fp=F,1-1.
g Igan>1korral F_1 Fpq —Fi =(-1)".

1 [(1+v5)" (1-v5)"
h) I 20k 1F,=— - .
) Iga n>0korral F, \/5[( > ) ( > )

134. Leidke viga viite ,Koik linnud on iihte vérvi“ tdestuses.
Baas. Kui 7 = 1, siis on meil tegemist {iheainsa linnuga ja vdide kehtib.
Samm. Eeldame, et vdide kehtib k linnu korral. Vaatleme k+1 lindu Ly, ..., Li,;. Jattes
esialgu viimase linnu vilja, saame induktsiooni eelduse pohjal, et linnud L, ..., Ly on
iihte varvi. Jattes vélja esimese linnu, ndeme, et ka linnud Ly, ..., L, on iihte vérvi. Siit
jareldub, etlind Lj,; on sama virvi nagu linnud Ly, ..., L, seega on kdik k + 1 lindu iihte
Varvi.

135. Leidke viga viite ,Koik positiivsed tdisarvud on omavahel vordsed“ tdestuses.
Mirkigu tihis max(x, y) arvude x ja y seast suurimat. Testame véite induktsiooniga ar-
vu max(x, y) vddrtuse jargi.

Baas. Kui max(x, y) =1, siis peab olema x = y = 1, sest tegemist on positiivsete tdisarvu-
dega.

Samm. Eeldame, et vdide kehtib arvude puhul, mille maksimum on k. Olgu niiiid arvud
x ja y sellised, et max(x, y) = k+ 1. Viimane vérdus on samavéirne vordusega
max(x—-1,y-1) = k. Induktsiooni eelduse pdhjal x—1 =y -1, millest x = y.

136. Leidke viga viite ,Iga n > 3 korral on F,, paarisarv“ tdestuses.
Baas. Kui n = 3, siis F3 = F» + F; =1+ 1 =2 ja vdide kehtib.
Samm. Eeldame, et m > 3 ja iga 3 < k < m korral védide kehtib. Niitid Fy;,41 = Fp, + Fip—1 ja
induktsiooni eelduse pohjal on F,, ja F,,—; paarisarvud. Seega on ka F,] paarisarv, sest
esitub paarisarvude summana.

137. Olgu x; ja x, ruutvorrandi x* + px — 1 = 0 lahendid, kus p on paaritu tiisarv, ning
tdhistagu y, = x{' + x' iga n=0,1,2,... korral. Toestage, et siis iga n korral y, ja y,+1 on
thistegurita tdisarvud.

138. Todestage (tugeva induktsiooni meetodil), et iga naturaalarv esitub arvu 2 erinevate
astmete summana.

139. Puslet pannakse kokku sammhaaval. Sammuks on kas tiiki ihendamine olemas-
oleva plokiga, voi kahe ploki ithendamine. Tdestage tugeva induktsiooni meetodil, et mis
tahes viisil sammusid 14bi viies, on n-tiikilise pusle kokkupanekuks tarvis n — 1 sammu.

140. Johann ja Kaido valmistasid endale suure kausitdie popkorni ja sé6vad seda filmi
vaadates. Nad votavad popkorni vaheldumisi, vottes alati vdhemalt ihe popkornitera ja
kuni peotéie. Toestage, et popkornikauss saab millalgi tiihjaks.
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6. Funktsioonid

Definitsioon. Olgu X ja Y mittetiihjad hulgad. Kui on antud eeskiri, mis seab hulga X iga-
le elemendile vastavusse tidpselt tihe hulga Y elemendi, siis 6eldakse, et on defineeritud
funktsioon f, ja kirjutatakse f: X — Y. Kui elemendile x € X seatakse vastavusse y € Y, siis
kasutatakse kirjutist y = f(x) voi y = fx voi f:x — y.

Definitsioon. Funktsioone f: X — Y ja g: Z - W nimetatakse vordseteks, kui X = Z,
Y =Wija f(x)=g(x)igaxeX(=Z) korral.

Definitsioon. Vaatleme funktsiooni f: X — Y. Hulka G(f) = {(x, f(x)) | x € X} nimeta-
takse funktsiooni f graafikuks.

Funktsiooni Iy : X — X eeskirjaga Ix(x) =x Vxe€ X nimetatakse samasusteisenduseks.

141. Skitseerige antud funktsioonide graafikud (x € R):

a) f(x)=1-|x|; x°, kui x <0,
1-x2, kui x <0, o f(x)=< 0, kuio< x<1,

b) f(x)=4 1/x, kui0<x<2, 2x,  kuix>1.
1/2, kui x> 2.

142. Olgu fi: X - Yja fo: X - Y. Toestage, et fi = f> parajasti siis, kui G(f1) = G(f2).

143. Olgu fi: X —> Y ja f>: X > Y. Ndidake, et G(f1) UG(f>) (samuti G(f1)nG(f2)) on
mingi hulgal X madratud funktsiooni graafik parajasti siis, kui f; = f>.

Olgu X universaalne hulk.

Definitsioon. Hulga A c X karakteristlikuks funktsiooniks nimetatakse funktsiooni
xa:X—{0,1}, kus
(x) = 1, kui xe A,
xalx)= 0, kui xe X \ A.
144. Olgu U universaalhulk ja A, B c U. Toestage, etiga x, y € U korral:

g X@((x)) :0(, x)u(x)(= l); ) ran(x) = ya(x) - xa(x)ys(x);
X xX)= Xx); .
O Tans ()= 1AC 0 B xa (%) =1-xa(x);
d) raus(x) = xa(x)+xp(x)=xa(X)xp (X)) xaxp((x,¥)) = xa(x)x5(¥)-
145. Niidake, et yu,  4,(x) = meg}xXAi(x), Xiesar () = meiInXAi(x)-

146. Avaldage y 4 p funktsioonide y 4 ja y p kaudu.
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147. Hulga karakteristliku funktsiooni abil tdestage, et kehtivad vordused:

a) (AnB)U(ANB)=4; d) AN(BNC)=(ANB)U(ANC);
b) An(BuC)=(AnB)U(AnC); e) (ANB)NC=A~(BuC);
c) Au(BnC)=(AuB)n(AUC); f) (AuB)xC=(AxC)u(BxC).

148. Toestage, et AA(BAC)=(AAB)AC.

Definitsioon. Olgu antud funktsioon f: X — Y ja olgu x € X ning y € Y. Kui y = f(x),
siis elementi y nimetatakse elemendi x kujutiseks ja elementi x nimetatakse elemendi y
originaaliks.

Definitsioon. Kui A c X, siis hulka
f(A)={yeY|leidubxe Anii,ety=f(x)}={f(x)eY|xe A}
nimetatakse hulga A kujutiseks.

Definitsioon. Kui B c Y, siis hulka
f1(B)={xeX| f(x)eB}
nimetatakse hulga B originaaliks.
149. Olgu antud funktsioon f ja element xy. Leidke elemendi xo kujutis f(xg).
a) f:N=N, f(x)=x*+x+1, x=3
b) f: {Riigid} — {Inimesed}, f(x) =riigi x riigipea, xo = Eesti
c) f:N~\{1} >N, f(x)=arvu x erinevate algtegurite arv, xy =360

x? x*-1
d f:72-72, f(x):z, kui x on paaris, f(x) =

, kui x on paaritu, xo=-5

150. On antud funktsioon f: R — R ja element y € R. Leidke kdik elemendi y, originaa-

Q) f(x)=4-x" 1) yo=0;ii) yo=4; iii) yo=2;
b) f(x)=3%1i)y9=3;ii)yo=1;iii)yo=5.
151. Leidke koik elemendi yy originaalid funktsiooniga f.
a) f:N=N, f(x)=[x], yo=2
b) f: R->R, f(x)=x(x-1), yo=6
¢ f:Z-Z, f(x)=x mod5 (s.t. f(x) on jéik x jagamisel arvuga 5), yo =3
d) f:RxR-R, f((r,s))=(r+2)*+(s-3)% y=4

30



152. On antud funktsioon f ja hulk A. Leidke hulga A kujutis f(A):

a f:R-R f(x)=x, A=[1,2]; d) f: R->R, f(x)=-3x, A=[0,3];
b) fiN-R f(x)=(-1)" A={2}; e f:R>R f(x)=|x—1|, A=[0,3];
of: N->Rf(x) = (-1)" A=

{2,4,6,8,...}; f) f:R-R, f(x)=(x-2)% A=[1,4];

153. Vaatleme funktsiooni f: R— R, f(x)=x*+2x+ 2. Leidke jirgmised hulgad.

a) f({-1,0,1}) o f([-22]) e) f((-00,0])
b) f([-1,1]) d f([-5-3]u[0,3]) H f(®)

154. On antud funktsioon f ja hulk B. Leidke hulga B originaal f~'(B):
a f:R->R, f(x)=cosx, B={0}; ¢ [:N=>R, f(x)=(-1)* B=(0,00);
b) f:N-R,f(x)=(-1)",B={1}; d f:R->R,f(x)=-3x,B=[0,3].
155. Vaatleme funktsiooni f: R— R, f(x) = x*+2x + 2. Leidke jirgmised hulgad.

a) b f([-2.2]) o f7([10,50])d) f~'((~c0,0])e) f7H(R)
f1{-10,1})

156. Olgu f: R—>R, g: R—>R, f(x)=|x|:=max{meZlm<x}. g(x)=[x]:=min{me
Z|m > x}. Leidke jirgmised hulgad.

a) 1 ({0}), g'({0}) o fl{x]o<x<1}), g ' ({x|0<x<1})
b) f({-1,0,1}), g '({-1,0,1})

157. Olgum, ke Z. Leidke f ' ({m}), f'({m,m+1}), f([k, k+1]), f([k, k+2]) jirg-
miste funktsioonide f: R — R jaoks:

Q) f()=[lx-5]+5] o f=T5-23]]
b) F() =15~ [+ 5] @ f()=12(2]+3)
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158. Olgu f: X - Y, A, Ay c X, By,B, c Y. TOestage, et kehtivad jargmised viited:

a) AjcAx= f(A1)c f(A2); d) f'(BiuB) = (B)uf T (Be);
b) f(A1UAz)=f(A1)uf(A2); e) fH(BinBy)=f""(B1)n [ (Bn);
) BicBy=f'(B1)c f(By); ) f7H(BiNBy) = f7 (B1)~ [ (B).

159. Toestage jargnevad vordused:

a) f(UA)=Ur(A); b f(UBo)=US ' (Ba)io) £ (NBa) =S (Ba).

160. Olgu f:X - Y,Bc Y. Toestage, et f'(Y~B) =X~ f ! (B).
161. Olgu f: X Y, Ac X. Leidke niiide, kus (X 4) § ¥\ f(A).

162. Olgu f: X - Y,Ac X,Bc Y. Tdoestage jirgnevad sisalduvused ja tooge néiteid, kus
need sisalduvused ei ole vordused.

a) Ac fU(f(A)) b) f(f'(B))cB

163. Olgu f: X —Y,Ac X,Bc Y. Toestage, et f(A) cB< Ac f'(B).
Definitsioon. Funktsiooni f : X — Y nimetatakse injektiivseks ehk iiksiiheseks, kui iga
paari x1, xp € X, x1 # X, korral f(x1) # f(x2).
Definitsioon. Funktsiooni f : X — Y nimetatakse siirjektiivseks ehk pealekujutuseks, kui
f(x)=Y.
Definitsioon. Funktsiooni nimetatakse bijektiivseks, kui ta on injektiivne ja siirjektiivne.

Definitsioon. Funktsioonide f: X — Y ja g: Y - Z korrutiseks ehk kompositsiooniks
nimetatakse funktsiooni g f : X - Z, mis maaratakse vordusega

(8f)(x)=g(f(x)), xeX.
Definitsioon. Substitutsiooniks hulgal M # @ nimetatakse mistahes bijektiivset kujutust
f:M—- M.

Kui funktsioon f: X — Y on bijektiivne, siis saab defineerida poérdfunktsiooni
f 1.y - X, mis igale elemendile y € Y seab vastavusse tema originaali x € X funktsioo-
niga f teisendamisel, st

') =xey=f(x).
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164. Otsustage, kas jargmised funktsioonid on siirjektiivsed.

a) g:N->N, g(x)=x+2 b) p: Z—7, p(x)=x+2

165. Maddrake, kas funktsioon f on injektiivne, siirjektiivne voi bijektiivne kujutus.
Pohjendage (tidhistame R, = {x|x€R, x> 0}):
a) f:R->R, f(x)=3x-2; g f:R->[-1,1], f(x) =sinx;

b) f:R-R, f(x)=2% h) f: [—7 g] [-1,1], f(x) =sinx;

c) f:IR—>IR+,f(x):x2;
i f: (—f 7)—>IR f(x)=tanx;

d) f:Ry >Ry, f(x)=x% 2
e) f:R-R, f(x)=x> j) f:R->R, f(x)=cosx;
f) f:R—>R, f(x)=sinx; K f:(0,m)—>R, f(x)=cotx;

166. Maddrake, kas funktsioon f on injektiivne, siirjektiivne voi bijektiivne kujutus.
Pohjendage.

a) f: Z->N, f(n)=1+n+3|n|; ¢ f:Z-7Z, f(x)=(-1)*x

b) f:N=>Z, f(n)=(-1)"n. d) f:N—>N,f(x)=l+%3|x|

167. Middrake, kas funktsioon f on injektiivne, siirjektiivne voi bijektiivne kujutus.
Pdhjendage.

a) f:R2->R f((x,y)=(x+y,x-y) © f:ZxZ-ZxZ, f((m,n))=(2m,m-n)
b) f:ZxZ—~2Z, f((mn))=m?-n

168. Téhistame tdhega E paarisarvude hulga. Iga jargmise funktsiooni f: Z - E korral
otsustage, kas f on injektiivne voi siirjektiivne. P6hjendage oma vastust.

2X, kui x on paaritu 4-2x, kuixon paaritu

2 £(x)- { b) F(x)= {

4-x, kuix on paaris 2Xx, kui x on paaris

169. Olgu funktsioon f: [0,1]x{1,2,3} - [1,4] antud kujul f ((x,y)) = x+ y. Nédidake,
et f on siirjektiivne, aga ei ole injektiivne.
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170. Olgu funktsioon g: [1,4] - [0,1] antud kujul g(x) = 7. Néidake, et g on injektiiv-
ne, aga ei ole siirjektiivne.

171. Olgu X =Nu{-1,3.5} ja Y =Nu{0}. Leidke funktsioon f: X — Y, mis on injek-
tiivne ja siirjektiivne ning f(2) = 3.

172. Olgu antud kahe muutuja funktsioon g: Z x Z - Z nii, et g ((m,n)) = m* - n.
a) Kas funktsioon g on iiksithene? Kas funktsioon g on pealekujutus?
b) Arvuta funktsiooni vddrtused g ((0,3)), g((3,-2)), g((-3,-2)) jag((7,-1)).

c) Leia funktsiooni g vddrtusele 0 vastav originaalide hulk. (Kasuta hulgastimbooli-
kat!)

d) Leia funktsiooni g vddrtusele 5 vastav originaalide hulk.

173. Olgu ¢: A — B bijektsioon. Toestage, et
a) ¢! on bijektsioon,
b o lp=1Is
c) <p(p_1 =Ip.

174. Toestage, et funktsioon f: X — Y rahuldab tingimust
f(AnB)c f(A)nf(B) VABcX
ning vordus f(AnB) = f(A) n f(B) kehtib parajasti siis, kui f on injektiivne.
175. Toestage, et f([)Aa) [ )f(Aa)- Tooge niide funktsioonist f ja hulkadest A4, kus
F(NAa) #() f(Ag). f\zTéipunéiic(lze: vaadelda projekteerimisteisendust.
a a

176. Toestage, et f(X N A)c Y\ f(A) VAc X parajasti siis, kui f on injektsioon.
177. Toestage, et f(X N A)> Y~ f(A) VAc X parajasti siis, kui f on siirjektsioon.
178. Tooge ndide funktsioonist f tdisarvude hulgast positiivsete tdisarvude hulka, mis
a) Oninjektiivne, aga ei ole siirjektiivne.
b) On siirjektiivne, aga ei ole injektiivne.
¢) On injektiivne ja siirjektiivne.

d) Eiole injektiivne ega siirjektiivne.
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179. Hinnake jargmist tdestust hindega A, C voi E kus hinne A antakse korrektse toes-
tuse eest, hinde C saab osaliselt dige tdestuse eest ja hinne F tdhendab, et tdestus on vale.
Pdhjendage oma hinde panemist.

-X, kui x e R\Q
2x2—\/§, kuixe@
Toestus: Olgu x # y. Siis 2x° — /2 #2y* — /2 ja —x # —y. Seega f(x) # f(y), mis testab,
et f on injektiivne.

Viide: Funktsioon f: R — R kujul f(x) = { on injektiivne.

180. Olgu A ja B mittetiihjad hulgad. Defineerime funktsiooni
p1: AxB— A, p1(a,b)=a,
iga (a, b) € Ax B korral. See on esimene projektsiooni funktsioon.
a) Kas funktsioon p; on siirjektsioon? P6hjendage oma vastust.
b) Kui B = {b}, kas funktsioon p; on siis injektsioon? PGhjendage oma vastust.

c) Millis(t)e tingimus(t)e korral ei ole funktsioon p; injektsioon? Koostage vastav véi-
de ja tbestage see.

181. Olgu C kaikide 16igus [0, 1] pidevate funktsioonide hulk. Defineerime funktsiooni
A: C— Rjargnevalt: iga f € C korral

A(f) =f1f(X)dX-

Kas funktsioon A on injektsioon? On see siirjektsioon? P6hjendage oma vastuseid.

182. Olgu A={(m,n)|meZ,neZjan+0}. Defineerime funktsiooni f: A — Q jirg-

nevalt: men
iga (m,n) € Akorral f(m,n) = .
n

a) Kas funktsioon f on injektsioon? P6hjendage oma vastust.

b) Kas funktsioon f on siirjektsioon? P6hjendage oma vastust.

Tihistame A® = { f:B - A| f on funktsioon}.

183. Olgu hulkade A ja A; vahel ning B ja B; vahel iiksiihesed vastavused (e. bijektsioo-
nid). Toestage, et siis on tiksiiheses vastavuses ka hulgad
a) AXBjﬁAl x By,
b) A% ja AP,
c) AUBjaA1 UBl,kuiAﬁB:@jaAlﬁBl =d.
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184. Korraldage iiksiihene vastavus jargmiste hulkade vahel:

a) AxBjaBxA,

b) Ax(BxC)ja(AxB)xC,

) (AxB)ja A x B®,

d) (AB)Cja ABXC'

e) ABYCja ABx AC kui BnC=o.

185. Olgu Aja B hulgad, B # @. Defineerime funktsioonid f: P(B) - P(BuU A),

g:P(B) — P(B) valemitega f(X) = XU Aja g(X) = X A. Mis tingimusel on f vdi g
injektiivne funktsioon? Mis tingimusel on f v6i g siirjektiivne funktsioon?

186. Olgu C # @ja A,Bc Cning f,g:P(C) — P(C) xP(C) funktsioonid, kus f(X) =
(XUA,XUB), g(X)=(XnA XnB)iga X eP(C).Mis tingimustel on f vi g injektiivne
funktsioon?

187. Olgu f(x)=3x, g(x)=x+1ja h(x) = x* + 2. Leidke

a) (fg)(3); ) (8f)(x); e) (fh)(x); 8 (gh)(x);

b) (fg)(-6); d) (fh)(2); ) (hf)(x); h) (hg)(x).
188. Olgu f(x)=x*—-1ning g(x) =3 - x. Leidke

a) (8)(1); b) (f8)(-4); o (f&)(x+1);  d (fg)(x+2).

189. Olgu f(x)=x*+3ning g(x) = x—4. Leidke (fg)(x) ja (g f)(x) ning lahendage
vorrand (fg)(x) = (8/)(x).

190. Leidke g f, fg, g% f°, kui
a) f(x)=2x+1ljag(x)=3x-1; b) f(x)=x*jag(x)=2"

191. Leidke £, kui

a) f(x)=3x-1; 0 f(x):i“S; e) f(x)=2x>+3;
b) f(x)=2"-3; d) f(x)=v3x-3 B f(x)= 25, x5,

5-x

192. Leidke g f, fg, g°, f°, kui f ja g on substitutsioonid hulgal X:

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
a) x:{1,2,3,4,5},f:(3 1 2 5 4)’ :(5 1 2 3 4)

)

123 456 123 456
b) X:{1,2,3,4,5,6},f:(6 1 5 3 4 2)’g:(6 5 1 4 3 2);

1 23 456 1 23 456
0) X={1,2,3,4,5,6}’f:(3 1265 4)’g:(6 5 43 2 1)
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193. Leidke f_l, g_l, g_zfg, f3g2, kui f ja g on substitutsioonid hulgal X:

1 2 3 4 1 2 3 4
) X:{1’2'3’4}’f:(2 1 4 3)'g:(4 1 2 3);

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
b) X:{1’2'3’4'5}’f:(2 315 4)’g:(3 2 1 5 4);

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
© X:{1’2'3’4'5}’f:(2 1 4 3 5)’g_(4 5 3 2 1);

194. Toestage, etkui f: X - Yjag:Y — X korral g f = Ix, siis f on injektiivne ja g on
stirjektiivne.

195. Toestage, etkui i: XY, r:X—>Y,g:Y —> Z, gfi =gf>ja g oninjektiivne, siis
h=fe

196. Toestage, etkui f: XY, g1:Y > 2Z,8:Y—>Z, g1 f=gfjaf onsirjektiivne,
siis g1 = go.

197. Olgu f: X —>Yjag:Y — Z.0Olgu h = gf. Toestage voi likkake timber jargmised
véited.
a) Kui f ja g oninjektiivsed, siis ka & on injektiivne.
b) Kui f ja g on siirjektiivsed, siis ka h on siirjektiivne.
¢) Kui f ja g on bijektiivsed, siis ka h on bijektiivne.
d) Kui & on injektiivne, siis ka f on injektiivne.
e) Kui & on injektiivne, siis ka g on injektiivne.
f) Kui h on siirjektiivne, siis ka f on siirjektiivne.
g) Kui & on siirjektiivne, siis ka g on siirjektiivne.

198. Olgu X, Y ja Z mittetiihjad hulgadja f: X - Y ning g: Y — Z funktsioonid. Toes-
tada véited:
a) Kui f onsiirjektiivne ja g f on injektiivne, siis g on injektiivne.
b) Kui g on injektiivne ja g f on siirjektiivne, siis f on siirjektiivne.
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7. Hulga voimsus

Definitsioon.

1. Oeldakse et hulgad X ja Y on sama voimsusega ehk ekvivalentsed ja kirjutatakse
|X| = Y| v6i X ~ Y, kui leidub bijektiivne kujutus f: X — Y. Kui hulgad X ja Y eiole
sama vdimsusega, siis kirjutatakse [X| #|Y|voi X + Y.

2. Oeldakse, et hulga X voimsus ei iileta hulga Y voimsust ja kirjutatakse | X| < |Y], kui
leidub injektiivne kujutus hulgast X hulka Y.

3. Oeldakse, et hulga X voimsus on viiksem kui hulga Y voimsus ja kirjutatakse
| X[ <[¥], kui [X]<|Y]ja |X|#[Y].

Definitsioon.
1. Oeldakse, et hulk X on 16plik, kui X = & voi leidub selline n €N, et | X| =|{1,..., n}|.
Oeldakse, et hulk X on Idpmatu, kui ta ei ole 16plik.
Oeldakse, et hulk X on loenduv, kui X ~ N.
Oeldakse, et hulk X on iilimalt loenduv, kui | X]| < |NJ.
Oeldakse, et hulk X on kontiinumi voimsusega, kui | X| = |R|.

o »n

Teoreem. Kui hulga A voimsus ei iileta hulga B voimsust ja hulga B voimsus ei iileta hulga
A vbdimsust, siis hulgad A ja B on sama voimsusega.

199. Otsustage, kas hulk on 16plik v6i Iopmatu. Kui hulk on 16pmatu, otsustage kas on
loenduv v6i mitte. P6hjendage.

a) X={-10,-9,-8,...,-1,0,1,2,...,5,6}; ¢) X=g;
b) X={10":xeN}; d) X=(1,2).

200. Esitage bijektsioonid f:N— M ja g: M — N jargmiste hulkade M korral (siin k € N)

a) M=17; d M=Nu{-k,1-k,...,0};
b) M on paarisarvude hulk; e) M=Nu{ay,ay,...,ar};
¢) M on paaritute arvude hulk; f) M=NxN.

201. Hilberti hotellis on loenduv arv tube, koigis kiilalised. Kuidas paigutada uued kii-
lalised, kui:
a) saabub rong miljoni kiilalisega;
b) saabub rongloenduva arvu kiilalistega;
c) saabub loenduv arv ronge, igas rongis loenduv arv kiilalisi.
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202. Kas hulk N on ekvivalentne enda mingi parisalamhulgaga?
203. Toestage, et iga lopmatu hulk sisaldab loenduva alamhulga.

204. Toestage, et hulk on 16pmatu parajasti siis, kui ta on ekvivalentne enda mingi pa-
risalamhulgaga.

205. Olgu Aja Bloenduvad hulgad. Toestage, et Au B on loenduv.

206. Olgu Aloenduv hulk ja B 16plik hulk. Tdestage, et Au B ja A\ B on loenduvad ja
An B on léplik.

207. Toestage, et naturaalarvude hulga koigi loplike alamhulkade hulk on loenduv.

208. Esitage koigi naturaalarvude hulk N kujul |_J Ay, kus hulgad Ay, A, ... on 1dpma-
n=1
tud ja paarikaupa Idikumatud.

209. Olgu A mittetiihi 16plik hulk. Nimetame teda tdhestikuks, tema elemente tidhte-
deks ja iga 16plikku tdhtede jérjestikust kirjutist sdnaks. Kui a, b, ¢ € A, siis sonad on néi-
teks a ja bacaa. Tdestage, et kodigi sonade hulk on loenduw.

210. Toestage, et koigi 1oplike binaarjdrjendite hulk on loenduv. Toestage, et koigi bi-
naarjadade hulk on kontiinumi véimsusega.

211. Toestage, et koikide ratsionaalarvuliste otspunktidega reaalarvude vahemike hulk
on loenduv.

212. Toestage, et hulkade A, B ja C korral kehtib: kui A~ Bja B~ C, siis A~ C.

213. Olgu Aja B hulgad. Toestage, et kui A\ B ~ B\ A, siis A~ B. Tuua ndide hulkadest
Aja B, mille korral vastupidine implikatsioon ei kehti.

214. Tooge ndide hulkadest A, B, C ja D, mille korral A~ C ja B~ D, kuid AuB+ CuD
jaAnB+CnD.

215. Olgu A, B,C ja D hulgad. Toestage, etkui A~ Cja B~ D, siis AxB~CxD.

216. Olgu X ja Y hulgad.
a) Toestage, etkui X c Y, siis | X| <|Y].
b) Toestage, etkui X ¢ Y ja Y on 16plik hulk, siis |X| < |Y].

217. Olgu X, Y ja Z hulgad. Toestage, et kui |X| <|Y|ja|Y|<]|Z], siis | X| <] Z].

218. Olgu A ja B hulgad. Toestage, et kui | B| < |A), siis iikski kujutus A — B ei ole injek-
tiivne.
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219. Toestage, et reaalarvude vahemik (0, 1) ei ole loenduv.

220. Esitage konkreetsed bijektiivsed kujutused f: A - B, g: B - A hulkade A ja B
vahel (siin a,b,c,deR, a< b, c< d):
a) A=(a,b), B=(c,d) e) A=(-o0,b), B=(c,0) i) A=[a,b], B=[c,d)
b) A=(a,b), B=(-o00,d) f) A=(-o0,b), B=R
j) A=[a,b], B=(c,d)
c) A=(a,b), B=(c,0) g A=(a,»), B=R

d) A=(a,b), B=R h) A=[a,b), B=(c,d) k) A=[a, o), B=(c, ).

221. Olgu X l6pmatu hulk ja Y iilimalt loenduv hulk.
a) Toestage, et XUY ~ X.
b) Tdestage, et kui hulk X \ Y on l6pmatuy, siis X \ Y ~ X.

222. Mis on koigi irratsionaalarvude hulga véimsus?
223. Leidke koigi naturaalarvuliste liikmetega jadade hulga voimsus.
224. Leidke koigi naturaalarvuliste liikmetega kasvavate jadade hulga voimsus.

225. Olgu X koigi selliste reaalarvude hulk, mis kuuluvad vahemikku (0,1) ja mille
kiitmnendesituses leidub number viis. Toestage, et X ~ (0,1). Toestage veel, et iga va-
hemiku (a, b) c (0,1) korral leidub vahemik (c,d) c (a, b) nii, et (¢,d) c X. Néidake, et
tdiendhulk (0,1) \ X on Idpmatu.

226. Olgu A,, n=1,2,...,hulgad. Téestage, etkuiigahulk A,,, n=1,2,..., on kontiinumi
o0

voimsusega, siis ka hulk (_J A, on kontiinumi véimsusega.
n=1

227. Tooge ndide kontiinumi véimsusega hulkadest A ja B nii, eta) AnB on (i) 16plik, (ii)
loenduy, (iii) kontiinumi voimsusega. Ulesanne b) sisaldab samu alamiilesandeid (i)- (iii)
nagu a), kuid hulga An B asemel on hulk A\ B.
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8. Seosed

Definitsioon. Olgu X ja Y hulgad. Seoseks ehk relatsiooniks hulkade X ja Y vahel nime-
tatakse otsekorrutise X x Y mis tahes osahulka.

Kui R c X x X, siis rddgitakse seosest hulgas X. Paari (x, y) € R korral 6eldakse, et elemen-
did x ja y on seoses R ning tdhistatakse ka xRy.

Definitsioon. Olgu X ja Y hulgad. Seost R c X x Y nimetatakse funktsiooniks, kui
a) iga x € X korral leidub y € Y nii, et (x,y) € R
b) kuixe Xjay,zeY onsellised, et (x,y) € Rja(x,z)€R, siis y = z.

228. Olgu A={1,2,3,4}. Milliseid jdrjestatud paare sisaldab seos R = {(a,b) : a|b}, mis
on médratud hulgal A?

229. Olgu A={1,2,3,4,5,6}. Esitage nooldiagrammi abil jirgmine seos
R={(x,y) € Ax A| x+ y on paarisarv }.

230. Esitage jairgmised hulgal X = {1,2,3,4} miiratud seosed maatrikskujul ja graafina.

a) R={(1,3),(2,1),(2,4),(3,2),(41)}; o R={(xy)|[x>y};
b) R=g; d) R={(x,y)|-(x=y)}.

231. Esitage jirgmiste maatriksitega antud seosed paaride loeteluna hulgal X = {1,2,3,4}.

0100 00 0 0
0110 01 0 1
A Me=ly 1 o of O Mr=ly o o0 of
1 00 1 01 0 1
01 1 1 01 1 1
00 1 1 1 01 1
by Ms=15 o o 1f dMp=ty 1 o 1|
00 0 0 1 110

232. Olgu X ={1,2,3,4} jaY ={a, b, c}. Esitage seos R hulga X x Y alamhulgana (ehk
paaride loeteluna), kui tema maatriksesitus on

00 1 010
11 0 010
A 1100 P fo1 ol
110 11 1
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233.

R xR.

a)
b)
c)

234.
tust.

a)

b)

c)

d)

e)

235.

a)
b)
c)

d)

236.

a)

237.

Esitage antud seosed visuaalselt tasandi punktipaaride hulgana. Eeldame, et (x, y) €
R={(xy)|x*+y* =1} d) R={(x,y)|4x*+y*=16};
R={(xy)|x*+y <1} e) R={(x,y)|lx=|y};
R={(xy)|x"+y">1} B R={(x,y)||x[+|y]=1}.

Tehke kindlaks, kas antud seos kehtib antud elementide vahel. P6hjendage iga vas-

Hulgal Z on antud seos R = {(m, n) | m ja n jaguvad sama algarvuga}. Kas kehtib
22 R 45?

Hulgal P({1,2,3,4,5}) (sthulga {1,2,3,4,5} kaigi alamhulkade hulk) on antud seos
R={(A,B)| Aja B elementide arv on sama}. Kas kehtib {2,3,4} R {3,4,5}?
Hulgal R x R on antud seos R = {((a, b),(c,d)) | sirge lébi punktide (a,b) ja (c,d)
14bib koordinaatide alguspunkti}. Kas kehtib (-6,9) R (8,-12)?

Koigi tahtedest a ja b moodustatud l6plike sonade hulgal on antud seos
R={(s,t)]|sjat algavad voi lopevad sama tihega}. Kas kehtib abbab R bbaba?

Koigi lausearvutusvalemite hulgal on antud seos R = {(F,G) | F ja G on mingil sa-
mal vidrtustusel tdesed }. Kas kehtib ~CA (B= A) RBvVC = -~AAB?

Olgu R={(a,b) ||a-b| <2} seos tdisarvude hulgal Z.
Tooge nditeid elementide paaridest, mis kuuluvad seosesse R.
Leidke koik tdisarvud x nii, et xR5 ja leia koik tdisarvud x nii, et 5Rx.
Kui voimalik, leidke arvud x ja y nii, et xR8 ja 8Ry, aga arv x ei ole seoses R arvuga
¥y
Kui a € Z, leidke koik tdisarvud x nii, et xRa.

Leidke arvupaarid, mis kuuluvad seosesse

R={(x,y)eZxZ|x+y=xy}; b) R:{(x,y)erZ|X+2x:0}.
x

Kujutage graafiliselt seost {(x, y) e RxR| | x| = | y]}, kus | x| tdhistab arvu x alumist

tdisosa, s.t. | x| € Z nii, et | x| < x < | x|+ 1.

238.
a)R=
b)R=
c)R=
d) R=

Otsustage, kas jargmised seosed R c {1,2,3,4,5} x N on funktsioonid:
{(1,1),(3,2),(5,3),(3,4),(1,5)},

{(1,1),(2,1),(3,1),(4,1),(5,1)}

{(3,4),(5,9),(1,9),(2,3)},

{(1,2),(2,3),(3,4), (4,5), (4,1)}.
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239. Otsustage, kas jargmised maatriksiga antud seosed R on funktsioonid:

100 0 01 1 1 1100
010 0 1 01 1 0110
Ao o010l Pl1 10192001 1)
000 1 1110 000 1
1000 1 0 10 1 1
010 0 0 0 01 0 1
DNo 100l Qoo 1o o] Pl
100 0 1 0 1 0 1 1

240. Otsustage, kas jargmised seosed R c R x R on funktsioonid:

a) R=RxR, e) R={(*t):teR},

b) R=Rx[0,00), f) R={(t,2"):te[0,00)}u{(t,~1):£<0},
o R=Rx{1}, ® R={(12):0¢[0,00)}{(1,-1):1 <0},
d) R={1}xR, h) Rz{(tant,t),te(—g,g)

Definitsioon. Seost R c X x X nimetatakse
o refleksiivseks, kui xRx Vx € X;
e irrefleksiivseks, kui x R x Vx € X;
* siimmeetriliseks, kui xRy = yRx Vx,y € X;
e antisimmeetriliseks, kui xRyAyRx=>x=y Vx,yeX;
e transitiivseks, kui xRy A yRz= xRz Vx,y,z¢€ X.

Definitsioon. Seose R c Ax B pédrdseoseks nimetatakse seost R™' ¢ B x A, mis mératak-
se samaviirsusega bR 'a < aRbehk R = {(b,a): (a,b) € R}.

Definitsioon. Seost A X = {(x, x) | x € X} nimetatakse diagonaaliks hulgas X.

241. Leidke koik seosed hulgas {a, b}, mis on:

a) refleksiivsed; b) siimmeetrilised; c¢) transitiivsed; d) antisimmeetrilised.
242. Olgu A ={1,2,3,4}. Milliseid omadusi (refleksiivsus, irrefleksiivsus, siimmeetrili-
sus, antisiimmeetrilisus, transitiivsus) rahuldab seos R = {(a, b): a|b} hulgal A?

243. Olgu A= {1,2,3} ja vaatame kolme seost hulgal A.

a) R={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3) };
b) R={(1,1),(1,3),(2,2),(3,2)};
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c) R={(1,2),(1,3),(2,3)}.
Milliseid omadusi rahuldavad need seosed?

244. Olgu A={1,2,3,4}. Tooge niide seosest R hulgal A, mis
a) on refleksiivne, aga ei ole antisimmeetriline ega transitiivne;
b) eiole refleksiivne, simmeetriline ega transitiivne;
¢) on siimmeetriline ja transitiivne;
d) eiole simmeetriline ega antisiimmeetriline;
e) on nii simmeetriline kui ka antistiimmeetriline.

245. Olgu X ={1,2,3,4}. Selgitage, kas seos R hulgal X on refleksiivne, siimmeetriline
voi antisimmeetriline ning esitage R hulga X x X alamhulgana (ehk paaride loeteluna),
kui tema maatriksesitus on

01 0 O 01 1 1 0 0 0 O
1 1 0 0 0 1 1 01 0 1
D lo1o00of P loooal 9 foo oo
1 0 0 1 0 0 0 O 01 0 1
246. Selgitage, kas seos on transitiivne, kui tema maatriksesitus on
1 01 O 01 1 1 01 1 1
1 01 O 0 0 1 1 1 0 1 1
Dl o010 P Joooal 9110 of
1 01 O 0 0 0 O 1 1 1 0

247. Kasreaalarvude hulgal antud seos xRy <> x + y = 0 on refleksiivne? Irrefleksiivne?

248. Uurige, milliseid omadusi (refleksiivsus, siimmeetrilisus, antisimmeetrilisus, tran-
sitiivsus) rahuldavad jargmised seosed R hulgas Z:

a) xRy=x=y; ¢) xRy x<y; e) xXRy<=x-yeN;
b) xRy < x<y; d) xRy < |x-y|>1; f) xRy < x*-y*=4.

249. Milliseid omadusi (refleksiivsus, siimmeetrilisus, transitiivsus, antisiimmeetrili-
sus) rahuldavad jargmised seosed R hulgas R:

a) nyc»x:yz; ¢) xRy < |x-y|>2; e) xRy =x-ye@;
b) xRy < |x|=1y|; d) xRy = x=-y; f) xRy < y<x°.

250. Olgu X # @. Milliseid omadusi (refleksiivsus, siimmeetrilisus, antisimmeetrilisus,
transitiivsus) omavad jagmised seosed hulga X k&igi osahulkade hulgas P (X):
a) (A, B) € R < hulgad Aja B on loplikud ning neil on iihepalju elemente;
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b) (AB)eR< AnB=g;
c) (AAB)eR< AnB#g;
d) (A B) € R < hulkadel A ja B on tipselt kaks iihist elementi.

251. Olgu X # @. Vaatleme seost c hulga X koikide alamhulkade hulgas P(X)={Y | Y c
X}. Milliseid omadusi rahuldab seos c hulgas P (X)?

252. Vaatleme seost R = {(a,d),(b,b),(d,a),(d,c)} hulgal A={a,b,c,d}. Leidke vi-
him seos, mis sisaldab seost R ja on
a) refleksiivne ja simmeetriline;
b) stimmeetriline ja transitiivne;
c) refleksiivne, siimmeetriline ja transitiivne.

253. Selgitage, millised omadused (refleksiivus, siimmeetrilisus, antisimmeetrilisus,
transitiivsus) on seostel R hulgal R x R:

a) (m,n)R(k,1)<= (m<kangl); d) (m,n)R(k, 1) m+nzk+1l;
b) (m,n)R(k,1)<= (m<kvngl);
c) (m,n)R(k,1) = m<k; e) (mn)R(k 1)< m+l=n+k.

254. Toestage, et kui seos on stimmeetriline ja antistimmeetriline, siis on ta ka transi-
tiivne.

255. Toestage, et seos onrefleksiivne, siimmeetriline ja antisiimmeetriline parajasti siis,
kui ta on diagonaal mingis hulgas X.

256. Leidke R™! ning uurige seose ja tema péordseose omadusi, kui

a) R={(a,b),(b,a),(b,b)}; c) R={(x,y)eRxR|x=~-y};
b) R={(54),(1,2),(3,1),(2,1),(4,3)}; d) R={(x,y)eZxZ|y-x=2}.

257. Olgu R c X x X seos. Toestage, et

a) R onrefleksiivne parajasti siis, kui A X c R;
b) R on siimmeetriline parajasti siis, kui R = R

258. Leidke jargmiste seoste poordseosed.

a) ({0,1,2},%<) b) (N,|) c) (P(z),<)

Definitsioon. Olgu Rc X x Y ja Sc Y x Z seosed. Seoste R ja S korrutiseks ehk komposit-
siooniks nimetatakse seost T c X x Z, kus T ={(x,z) | Iy € Y nii, et (x,y) e RA(y,2) € S}.
Tédhistatakse So R.
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259. Olgu X={1,2,3}ningR={(x,y) e XxX|x+y=3}jaS={(x,y) e XxX|x—y=1}
seosed hulgas X. Leidke Ro Sja SoR.

260. Olgu A={1,2,3,4}jaR={(1,2),(2,3),(2,4),(3,3),(4,1)} ja
$={(1,3),(2,2),(3,1),(3,3)}. Leidke R}, So R, RoSja RoR.

261. OlguR={(1,2),(3,4),(5,6),(7,8)} seoshulgast A={1,3,5,7} hulka B = {2,4,6,8}.
OlguS=1{(2,1),(4,3),(6,5),(8,7)} seos hulgast B hulka A. Leidke SoR ja RoS. Mida mir-
kate?

262. Tooge niide seostest R ja S mingis mittetiihjas hulgas X, mille korral Ro S = So R.

263. Olgu R ja S seosed mingis hulgas X. Toestage voi leidke kontrandide:

a) kuiseosed R ja S on refleksiivsed, siis on refleksiivne ka kompositsioon Ro S;

b) kuiseosed R ja S on siimmeetrilised, siis on siimmeetriline ka kompositsioon Ro S;

c) kui seosed R ja S on antistimmeetrilised, siis on antisiimmeetriline ka komposit-
sioon Ro S;

d) kuiseosed R ja S on transitiivsed, siis on transitiivne ka kompositsioon Ro S.

264. Olgu R ja S seosed hulgas X. Toestage, et (RoS) ' =5 1o R7L.
265. Olgu R c X x X seos. Toestage, et

a) R on antisiimmeetriline parajasti siis, kui Rn Rlcax ;
b) R on transitiivne parajasti siis, kui Ro R c R.

266. Olgu R refleksiivne ja transitiivne seos hulgas X. Téestage, et RoR = R.

267. Olgu seos R c X x Y funktsioon hulgast X hulka Y ning seos S c Y x Z funktsioon
hulgast Y hulka Z. Tdestage, et seos So R c X x Z on funktsioon hulgast X hulka Z.

268. Olgu seos R c X x Y funktsioon hulgast X hulka Y ning seos S c Y x Z funktsioon
hulgast Y hulka Z. Millistel tingimustel

1) po6rdseos R~ ¢ Y x X on funktsioon (hulgast Y hulka X),
2) seos So R c X x Z on liksiihene funktsioon (hulgast X hulka Z)?

269. Olgu R, Sja T seosed hulgas X. Toestage sisalduvus (RoS) \ (RoT) c Ro(S\T).

Definitsioon. Seost nimetatakse ekvivalentsusseoseks, kui ta on refleksiivne, siimmeetri-
line ja transitiivne.

270. Millised jargmistest seostest hulgal {0,1,2,3} on ekvivalentsusseosed?
a) {(0,0),(1,1),(2,2),(3,3)};
b) {(0,0),(0,2),(2,0),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)};
9 {(0,0),(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3) };
d {(0,0),(1,1),(1,3),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3) };
e) {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,2),(3,3) };
f) {(0,0),(0,2),(1,1),(1,3),(2,0),(2,2),(3,2),(3,3) };
g {(0,1),(1,1),(1,2),(0,2),(1,0),(2,0),(2,1)}.

271. Millised jargmistest seostest on ekvivalentsusseosed?
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a) R={(a,b)eZxZ|a+bon paarisarv }

b) R={(x,y) eRxR||x[=[y[}

c) R={(x,y)eRxR||x-y|>2}

d) HulkonR?ja (m,n)R(k,1) < (m<k)a(n<l).

e) Hulk onR*ja (m,n)R(k,1) < (m<k)v(n<l).

f) Hulk on R? ja (m,n)R(k,1) < |m—-1|=|k-n|.

g) X on Tartu elanike hulk ja xRy tdhendab, et inimesed on omavahel tuttavad.

272. Millised jargnevatest seostest R hulgas R on ekvivalentsusseosed?

a) XxRyex-yeQ b) xRy<=x-yeZ

273. Millised jirgnevatest seostest R hulgas R* on ekvivalentsusseosed?

a) (m,n)R(k,1)<=m<k b) (m,n)R(k, 1)< m+l=n+k

274. Selgitage, millised jargmistest seostest R hulgal X on ekvivalentsusseosed:
a) X onruumi koigi tasandite hulk ja xRy tdhendab, et tasandid x ja y on paralleelsed
voi tihtivad;
b) X onruumi kéigi tasandite hulk ja xRy tdhendab, et tasandid x ja y on risti;
¢) X=RjaxRy<=xy20;
d) X on Tallinna elanike hulk ja xRy tdhendab, et inimesed on omavahel tuttavad.

275. Toestage, et R on ekvivalentsusseos parajasti siis, kui R™! on ekvivalentsusseos.
276. Leidke nidide seosest, mis on refleksiivne ja simmeetriline, aga ei ole transitiivne.

277. Toestage, et lausearvutuse valemite samavdirsus on ekvivalentsusseos, st reflek-
siivne, siimmeetriline ja transitiivne.

278. Olgu R ja S ekvivalentsusseosed hulgal X. Millised jargmistest seostest on ekviva-
lentsusseosed?

a) RnS; b) RuUS; c) R\S; d) SoR.

Definitsioon. Klassijaotuseks mittetiihjas hulgas X nimetatakse hulkade siisteemi { X, & €
A}, mis rahuldab jargmisi tingimusi:
* iga a € Akorral X, # &;
e UXe=X;
acA

* Xo# Xg= XN Xp=0.
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Kui R on ekvivalentsusseos hulgas X, siis hulki X = {y € X | (3, x) € R}, x € X, nimetatakse
ekvivalentsiklassideks.

Definitsioon. Hulga X faktorhulgaks temas antud ekvivalentsusseose R jargi nimetatakse
koigi ekvivalentsiklasside hulka X/R = { X, | x € X}.
279. Pange kirja koikvoimalikud klassijaotused hulgal A= {a, b, c}.

280. Antud hulkadest Ay, ..., Ag moodustage sellised hulkade siisteemid, mis moodus-
taksid klassijaotusi hulgal Z kui A; = {0}, A, ={1}, A3={1,2,3,...}, Ay ={-1,-2,-3,...},
As={2,4,6,...}, As ={1,3,5,7,... }, A7 on kéigi algarvude hulk ja Ag on koigi kordarvude
hulk.

281. Kas poolldikude siisteem [n, n+1), neN, on klassijaotus arvsirgel R?

282. Leidke hulga R klassijaotusele {[k, k+1), k € Z} loomulikult vastav ekvivalentsus-
Seos.

283. Leidke hulgal X ={1,2,3,4,5} méairatud ekvivalentsusseose R ekvivalentsiklassid,
kui

R={(1,1),(2.2),(3,3),(4,4),(5,5),(1,3),(3,1),(3,5),(5,3), (1,5), (5,1)}.
284. Leidke ekvivalentsusseos R hulgal X = {1,2,3}, kui vastavad ekvivalentsiklassid on
{1,3}ja {2}.

285. Leidke ekvivalentsusseos R hulgal X = {1,2,3,4,5,6}, kui ekvivalentsiklassid on
{1}, {2,3}ja{4,5,6}.

286. Olgu A={a,b,c,d,e}.Olgu R ekvivalentsusseos hulgal A. Eeldame, et seosel R on
kaks ekvivalentsiklassi. On teada, et aRd, bRc ja eRd. Kirjutage seos R hulgana.

287. Olgu R seos hulgal N, mis on defineeritud nii, et mRn parajasti siis, kui m ja n
annavad {ihe ja sama ji#gi jagamisel arvuga 3. Leidke faktorhulk N/R.

288. Olguhulgal X = {a, b,c,d} antudseos R={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(a,c),(c,a)}.
Veenduge, et R on ekvivalentsusseos ja leidke X/R.

289. Leidke R/R, kui hulgal R on defineeritud seos R jirgnevalt:

a) (x,y)eR<|x|=y|; b) (x,y)eR<x-yeZ.

Definitsioon. Seost nimetatakse osalise jédrjestuse seoseks, kui ta on refleksiivne, anti-
siimmeetriline ja transitiivne.

Definitsioon. Hulka, millel on antud osalise jdrjestuse seos, nimetatakse osaliselt jirjes-
tatud hulgaks.
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Definitsioon. Osaliselt jarjestatud hulka nimetatakse lineaarselt jarjestatud hulgaks, kui
iga elementide paari a ja b korral a < b v6i b < a, s.t kaks suvalist elementi on omavahel
vorreldavad.

290. Vaatleme seost R hulgas N, kus suvaliste a, b e N korral aRb < a \ b (see tihendab,
et aRb parajasti siis, kui a jagab arvu b). Milliseid omadusi rahuldab seos R hulgas N? Kas
tegu on osalise jédrjestuse seosega hulgas N?

291. Millised jargmistest seostest hulgal {0,1,2,3} on osalise jérjestuse seosed?

{(0,0),(1,1),(2,2),(3,3)};
{(0,0),(1,1),(2,0),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3) };

a)
b)
c)
d)
e)
f)
2

292,
hulk ning inimesed a ja b on seoses R, kui

a)
b)
c)
d)

293.

a)

294.

a)

b)

{(0,0),(1,1),(1,2),(2,2),(3,3) };

{(0,0),(2,2),(3,3)};

(
(

{(0,0),(1,1), El,z), (1,3),(2,2),(2,3),(3,3) };
(

{(0,0),(1,1),(2,0),(2,2),(2,3),(3,3) };
{(0,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,0),(2,2),(2,3),(3,0),(3,3) }.

Kas hulk (H, R) on osaliselt jarjestatud hulk, kui H on kéigi Maal elavate inimeste

a on pikem kui b;
a ei ole pikem kui b;
a ei ole lithem, kui b;

inimestel a ja b on iihine sober;

e) inimestel a ja b ei ole {ihist sdpra;

f) akaalub rohkem kui b;
g) a=bvdiaon bvanem;

h) a=bvbiaon bjirglane.

Millised jargmistest on osaliselt jarjestatud hulgad?

(z,=

)

b) (Z,%);

o (Z,2);

d) (Z,+);

e) (R,<);

f) (R,<).

Otsustage, millised maatriksiga antud seosed on osalise jarjestuse seosed:

0

S =

1

1

c)

d)

O - - O O O =

1 0 0

1 10 e)
01 1/

0 0 1

0 1

1 0|, f)
0 1

1

- O

— o O =

—_ o = O o = O

—= o O

S = =

—_— -0 O

295. Tooge niiteid vorreldavatest ja mitte vorreldavatest elementidest osaliselt jérjes-
tatud hulgas (N, |).

296. Leidke kaks mitte vorreldavat elementi jargmistes osaliselt jarjestatud hulkades:
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a) (P({0,1,2}),c); b) ({1,2,4,6,8},]).

297. Olgu <~ ja <Y osalise jdrjestuse seosed vastavalt hulkades X ja Y. Defineerime
seose < hulgas X x Y selliselt, et (x1,y1) < (x2,¥2) < x1 <% x3 A y1 <¥ y5. Toestage, et
seos < on osalise jarjestuse seos hulgas X x Y.

298. Toestage, et kui R on osalise jdrjestuse seos, siis xRy A yRx < x=y.

m
299. Toestage, et seos (m, n) € R < — €N on osalise jirjestuse seos hulgal N.
n

300. Toestage, et R on osalise jarjestuse seos parajasti siis, kui R™! on osalise jérjestuse
Seos.

301. Millised jargmistest seostest hulgal {0,1,2,3} on lineaarse jirjestuse seosed?
a) {(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(2,0),(0,3),(2,3),(1,2),(1,3),(1,0)},
b) {(0,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,0),(2,2),(2,3),(3,0),(3,3) };
c) {(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(2,1),(0,3),(1,0),(1,3),(2,3),(2,0)},
d) {(0,0),(1,1),(2,2),(1,3),(2,0),(0,3),(2,3),(3,2),(1,2),(1,0)},
e) {(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(0,3),(2,1),(3,2),(1,0),(1,3),(2,0)},
£ {(3,3),(1,1),(2,2),(0,0),(1,0),(3,1),(3,2),(0,2),(3,0),(1,2) }.

302. Projekti teostamiseks on vaja tdita tilesanded A, B, C, D, E, F, millest méningad va-
javad eeltdid nagu joonisel ndidatud.

Naiteks tilesanne E tuleb teha enne iilesandeid B ja C, kuid {ilesandeid D, E ja F v6ib teha
iiksteisest s6ltumatus jarjekorras.
Olgu iilesannete hulgal Y = {A, B,C, D, E, F} antud osalise jirjestuse seos R, mis vastab
joonisel toodud olukorrale.

a) Esitage seos R elementide loeteluna voi maatrikskujul.

b) Leidke hulgal Y lineaarse jarjestuse seos S nii, et Rc S.

303. Toestage, et osalise jarjestuse seos R hulgal X on lineaarse jarjestuse seos parajasti
siis, kui RUR™" = X x X.

304. Olgu R ja S osalise jarjestuse seosed hulgal X. Millised jargmistest seostest on osa-
lise jarjestuse seosed?
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a) RnS; b) RuUS; c) R\S; d) SoR.

305. Pohjendage, miks ei saa jirgmised joonised esineda mitte {ihegi osalise jarjestuse
seose Hasse diagrammis.

et 13 =~
a b) a d ) a

306. Esitage hulgal {0,1,2,3,4} antud osalise jirjestuse seose R Hasse diagramm.
a) R={(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,0),(1,2),(1,3),(1,4),(3,2) };
b) R={(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,0),(1,2),(1,3),(1,4),(2,0),(2,3),(2,4),(3,0),
(4,0),(4,3)};
c) R={(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(0,2),(0,4),(3,1) };
d) R={(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(0,2),(1,0),(1,2),(1,3),(1,4),(3,2),(4,2) };
e) R={(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(0,1),(0,2),(0,4),(2,1),(4,1)}.

a)

307. Eeldusel, et jargmistel joonistel on kujutatud teataval hulgal X antud osalise jér-
jestuse seose R Hasse diagrammi, leidke

1. kdik hulga X elemendid, mis jirgnevad elemendile b;
2. koik hulga X elemendid, mis eelnevad elemendile c;
3. koik hulga X elemendid, mis on vérreldavad elemendiga a;

4. koik hulga X elemendid, mis eelnevad tépselt kahele hulga X elemendile.

a) b) c) d)
a f d a e
g b d Yy
a b b c c 4
f ¢ ° b h
e d c e d f e a

308. Leidke hulk X ja osalise jarjestuse seos R sellel hulgal nii, et iilesande joonis
oleks seose R Hasse diagramm.

Definitsioon. Osaliselt jérjestatud hulga (X, <) elementi xo nimetatakse vihimaks, kui
Xp < x iga x € X korral. Analoogiliselt, elementi xy € X nimetatakse suurimaks, kui x < xg
iga x € X korral.
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Definitsioon. Osaliselt jirjestatud hulga (X, <) elementi xo nimetatakse minimaalseks,
kui sellest, et x € X ja x < xo, jareldub, et x = xy. Analoogiliselt, elementi xy nimetatakse
maksimaalseks, kui sellest, et x € X ja xg < x, jareldub, et x = x;.

309. Olgu H ={1,2,3,4} ja vaatleme leksikograafilist jirjestust selles hulgas. Leidke
a) koik paarid hulgas H x H, mis on vdiksemad kui (2, 3);
b) koik paarid hulgas H x H, mis on suuremad kui (3,1).

310. Leidke osaliselt jirjestatud hulga ({3,5,9,15,24,45},|)
a) koik minimaalsed elemendid;

b) koik maksimaalsed elemendid;
c) vahim element, kui see on olemas;
d) suurim element, kui see on olemas.

311. Leidke osaliselt jirjestatud hulga ({2,4,6,9,12,18,27,36,48,60,72},|)
a) koik minimaalsed elemendid;
b) koik maksimaalsed elemendid;
c) vahim element, kui see on olemas;
d) suurim element, kui see on olemas.

312. Leidke osaliselt jarjestatud hulga ({{1},{2},{4},{1,2},{1,4},{2,4},{3,4},
{1,3,4},{2,3,4}},)
a) koik minimaalsed elemendid;
b) koik maksimaalsed elemendid;
c) vahim element, kui see on olemas;
d) suurim element, kui see on olemas.
313. Leidke osaliselt jarjestatud hulga ({{a,b},{a,b,c},{c, b, d,a},{b,d,e}},c)
a) koik minimaalsed elemendid;
b) koik maksimaalsed elemendid;
¢) vidhim element, kui see on olemas;
d) suurim element, kui see on olemas.

314. Tooge niide osaliselt jarjestatud hulgast, millel
a) on minimaalne element, kuid maksimaalset elementi pole;

b) on maksimaalne element, kuid minimaalset elementi pole;
c) eiole minimaalset ega ka maksimaalset elementi.

315. Tooge ndide osaliselt jarjestatud hulgast, millel on tdpselt iiks minimaalne element,
kuid vdhimat elementi pole.

316. Olgu R osalise jdrjestuse seos hulgal X ja x € X. Toestage, et
a) x on osaliselt jarjestatud hulga (X, R) minimaalne element parajasti siis, kui x on

osaliselt jarjestatud hulga (X, R_l) maksimaalne element;

b) x on osaliselt jirjestatud hulga (X, R) maksimaalne element parajasti siis, kui x on
osaliselt jirjestatud hulga (X, R~!) minimaalne element;

c) xon osaliseltjdrjestatud hulga (X, R) vihim element parajasti siis, kui x on osaliselt
jarjestatud hulga (X, R™") suurim element;

d) x on osaliselt jdrjestatud hulga (X, R) suurim element parajasti siis, kui x on osali-
selt jérjestatud hulga (X, R™!) viihim element.

52



	Lausearvutus
	Valemite teisendamine
	Hulga mõiste
	Tehted hulkadega
	Arvuteooria elemente ja matemaatiline induktsioon
	Funktsioonid
	Hulga võimsus
	Seosed

