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1. Uhe kahekohalise tehtega algebralised struktuurid.
Olgu antud hulk A (ka tiihi hulk on lubatud).
n-kohaliseks algebraliseks tehteks hulgal A nimetatakse kujutust f: Ax Ax...x A— A.
n tegurit
Kui * on kahekohaline tehe (s.t. #: A x A — A) kirjutatakse tavaliselt *(x, y) asemel x * y. Hulka A koos
temal defineeritud kahekohalise algebralise tehtega * nimetatakse rithmoidiks.
Olgu (A4, *) rihmoid.
(A, *) on poolriithm g VX, ,z€ A. (x*Y)*xz2=xx%(y*2).
(A, *) on monoid <d:‘3f> {Vx, y2eA (Xxy)wz=xx(y*a),
Jle A VxeA x*xl=1xx=x.

Lause. Monoidis element 1 (iihikelement) on iiheselt miaratud.

VX, y,z€A. (xx))xz=x%(y*2),
(A, *) on rithm g JdleA VxeA xxl=1lxx=x,

VxeA, JyeA. xxy=y*x=1.
Lause. Rithmas igale elemendile x vastav element y nii, et x * y = y * x = 1 (ehk elemendi x pdérdele-
ment) on itheselt mazratud. Téhis: x~ = y.
(A, *) on rithm,

def
(A, %) on Abeli rithm =
Vx,yEA x*y=yx*x.

1. Naturaalarvude hulgal N on defineeritud kahekohaline tehe * vordusega:

a) a*b=max{a, b}; d) axb=a’b? g) axb=a-b+1;
b) a* b=minla, b}; e) a*b=SUT(a, b);
¢ axb=a" f) a*b=VUK(a, b); h) a*b=a.

Uurige iga tehet, s.t. tehke kindlaks, kas see tehe on algebraline tehe, kommutatiivne, assot-
siatiivne, kas leidub selle tehte suhtes iihikelement ja millistel elementidel on olemas p66rd-
elemendid.

2. Positiivsete reaalarvude hulgal R* on defineeritud kahekohaline tehe * vordusega:



a) a*xb=Vab; c) a*b:ab; e) axb=1.

a
b) a*b=Vab; d) axb=;
Uurige iga tehet.

3. Olgu X # @ hulk ja 22(X) tema koigi alamhulkade hulk. Uurige tehet * hulgal 22(X), mis
on defineeritud vordusega:

a) A*B=AUB; c) Ax B=AnNB;
b) A*B=A\B; d A*B=AAB=(A\B)U(B\A).

4. Tooge niide algebralisest tehtest mingil hulgal, mille suhtes leidub mingil elemendil
a) kaks, b) kolm péoérdelementi.

5. Tehke kindlaks, kas jargmised hulgad on (Abeli) rithmad mainitud tehete suhtes:

a) taisarvude hulk Z (i) liitmise, (ii) korrutamise, (iii) lahutamise suhtes;

b) paarisarvude hulk liitmise suhtes;

¢) paaritute arvude hulk liitmise suhtes;

d) ratsionaalarvude hulk Q liitmise suhtes;

e) nullist erinevate ratsionaalarvude (reaalarvude) hulk korrutamise suhtes;

f) positiivsete ratsionaalarvude (reaalarvude) hulk korrutamise suhtes;

g) selliste ratsionaalarvude, mille nimetajad on 2 mittenegatiivsed astmed, hulk liitmise
suhtes;

h) hulga X # @ bijektiivsete teisenduste hulk S(X) teisenduste korrutamise suhtes;

i) naturaalarvude hulga selliste bijektiivsete teisenduste, mis ei jdta paigale ainult 16plik-
ku hulka arve, hulk teisenduste korrutamise suhtes;

j) tasandi poorete (limber fikseeritud punkti) hulk péorete kui kujutuste korrutamise
suhtes;

k) tasandi (ruumi) vabavektorite hulk vektorite liitmise suhtes;

1) ratsionaalarvuliste (reaalarvuliste, kompleksarvuliste) elementidega n. jirku regulaar-
sete ruutmaatriksite hulk (i) liitmise, (ii) korrutamise suhtes;

m) tdisarvuliste (ratsionaalarvuliste, reaalarvuliste, kompleksarvuliste) elementidega sel-

liste n. jarku ruutmaatriksite, mille determinant on (i) 1, (ii) +1, hulk korrutamise suh-
tes.

6. Toestage, et ratsionaalarvude jirjestatud paaride (a, b) hulk, kus a # 0, moodustab riih-
ma tehte suhtes, mis on defineeritud vordusega (a;, b1)(az, b2) = (ay az, a1 b2 + by).

7*. Olgu R 16plik monoid. Tdestage, et iga element, millel on olemas parempoolne p66rd-
element, on péoratav.

8*. Olgu G l6plik rithm, milles on paarisarv elemente. Tdestage, et vihemalt kahe elemendi
g € G jaoks kehtib vordus g2 = 1, kus 1 on G iihikelement.

9*. Olgu S poolrithm, milles on vasakpoolne iihikelement (st. element e € S omadusega,
etiga a € S korral ea = a) ning igal elemendil a € S leidub vasakpoolne p66rdelement, st.
element b € Snii, et ba=e.



a) Toestage, et S on rithm, tdpsemalt, et ae = a iga a € S korral, ning kui ba = e, siis ka
ab=e.

b) Kas samamoodi saaksime rithma, kui nduaksime vasakpoolse {ihikelemendi ning iga
elemendi jaoks parempoolse péérdelemendi olemasolu?

2. Uhe ja kahe kahekohalise tehtega algebralised struktuurid.
Olgu + ja - kahekohalised algebralised tehted hulgal R (ning hiljem hulgal K).
(R, +) on Abeli rithm,
(R, +, ) on ring g Vx,y,z€R (x+y)-z=(x-2)+(y-2),
Vx,,z€R x-(y+2)=x-y)+(x-2),
(R, -) on monoid.
Ringis (R, +, ) Abeli rithma (R, +) tihikelementi tdhistame 0 ja nimetame nullelemendiks. Téhis 1 jadb
monoidi (R, -) tthikelemendi jaoks.
K on vihemalt kahe-elemendiline hulk,
(K, +, ) on korpus et (K. +,) onring,
Vx,yeK x-y=y-x,
VxeK\{0} JyeK : x-y=y-x=1
Ringi (R, +, -) element x € R on péoratav g JyeR : x-y=y-x=1
Ringi R pooratavate elementide hulka téhistatakse U(R).

def
Ringi (R, +, -) element x € R\ {0} on nullitegur = Jye R\{0}: (x-y=0Vvy-x=0).

10. Tehke kindlaks, millised hulga R teisenduste hulgad on (Abeli) rithmad teisenduste kor-
rutamise suhtes:

a) {f:R—R|3a, beR: (aZ0AVXeR f(x)=ax+Db)};

b) {f:R—R|IbeR: VXeR f(x) = x+b};

¢ {f:R—R|3a, beR: (a<0AVxEeR f(x) =ax+Db)};

d {f:R—R|3a, beQ: (a>0AVxeR f(x) =ax+Db)};

e) {f:R—R|IkeZ: VxeR f(x)=2Fx}.

11. Geomeetrilise kujundi teisendust, mis viib kujundi iseendaks, nimetatakse selle kujun-
di siimmeetriateisenduseks. Kujundi simmeetriateisendusteks on tema poorded ja peegel-
dused ning siimmeetriateisenduste hulk on rithm teisenduste korrutamise suhtes.

Leidke a) korrapérase kolmnurga, b) ruudu, c) rombi, mis ei ole ruut, d) ristkiiliku, mis ei ole
ruut, simmeetriateisenduste rithma Cayley tabel.

12. Olgu G loplik mittetiihi hulk koos temal defineeritud algebralise tehtega *. Toestage, et
kui (G, %) on rithm, siis tehte * Cayley tabelis on igas reas koiki elemente tdpselt tiks kord ja
igas veerus koiki elemente tapselt {iks kord. Kas kehtib ka vastupidine implikatsioon?

13. Toestage, et kui A on monoid, mille iga elemendi a korral a® = 1, siis A on kommuta-
tiivne rithm (Abeli rithm).



14. Tehke kindlaks, millised hulgad on ringid v6i korpused. Iga iihikelemendiga ringi kor-
ral, mis ei ole korpus, leidke selle ringi kdigi podratavate elementide hulk. Ulesannetes
on teheteks arvude tavaline liitmine ja korrutamine.

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g

h)

Hulk 7;

paarisarvude hulk;

hulgad Q, R;

{a+bv2|a, bezy

{a+bv2|a, beQ};

{a+bV3|a, be27};

koigi ratsionaalarvude (taandatud ku-
jul) hulk, mille nimetajad ei jagu fik-
seeritud algarvuga p;

hulk Mat, (Q), kus n > 1, maatriksite
liitmise ja korrutamise suhtes;

i) hulk mZ ={ma|acZ}, kus meN;
j) reaalarvude hulk liitmise ja korruta-
mise suhtes, mis on defineeritud vor-

dustega
a®b = a+b-1,
a®b = a+b-ab;
k) reaalarvude hulgal defineeritud

lineaarfunktsioonide hulk funktsioo-
nide punktiviisilise liitmise ja funkt-
sioonide korrutamise (s.o. jdrjestra-
kendamise) suhtes.

15. Toestage, et jirgmised maatriksite hulgad on ringid maatriksite liitmise ja korrutamise
suhtes.
Tehke kindlaks, millised neist ringidest on kommutatiivsed ja millised on korpused.
Nendes iihikelemendiga ringides, mis ei ole korpused, leidke koik pdoratavad elemendid.

Nulliteguritega ringides leidke koik nullitegurid.

a)

b)

c)

d)

(4 )lavez)
s Jloveay
o JJeresz)
(4 )|avezh

a b c

e){(o a b)a,b,ceZ};

0 0 a

f) n-ndatjédrku (n > 1) reaalarvuliste ele-
mentidega diagonaalmaatriksite hulk;

g) koigi 2. jarku ruutmaatriksite hulk iile
@, mis kommuteeruvad maatriksiga

(20}

16. Olgu H € Mat; (R) fikseeritud maatriks. Otsustage, millal hulk Mat, (R) on ring maatrik-
site tavalise liitmise ja korrutamise suhtes, mis on defineeritud vordusega

A®B=AHB.

17. Toestage, et jairgmised funktsioonide R — R hulgad on kommutatiivsed tihikelemendi-
ga ringid punktiviisilise liitmise ja punktiviisilise korrutamise suhtes. Leidke nende ringide
pooratavad elemendid. Millistes neist ringidest leidub nullitegureid?

a) Loigus [—1, 1] pidevate funktsioonide hulk;
b) 16igus [—1, 1] paarisfunktsioonide hulk;

c) vahemikus (-1, 1) diferentseeruvate funktsioonide hulk;
d) 1digus [—1, 1] tokestatud funktsioonide hulk.
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18. Toestage, et hulga X # @ koigi alamhulkade hulk 22(X) on ring tehete A ja n suhtes,
kus A (hulkade stimmeetriline vahe) on defineeritud vordusega
AAB=(A\B)U(B\A),
A, B e P(X). Mis on selle ringi tihikelement?

19. Olgu n €N, n > 2. Oeldakse, et tdisarvud a ja b on kongruentsed mooduli 7 jérgi, kui
arv a— bjagub arvuga n. Tdhistatakse a = b (mod n). Kontrollige, et a = b (mod n) parajasti
siis, kui a ja b annavad arvuga n jagamisel sama jaédgi. Kontrollige, et kongruentsuse seos on
ekvivalentsusseos hulgal Z. Ekvivalentsiklassi @ = {b € Z: a = b (mod n)} nimetatakse arvu

a jécgiklassiks mooduli n jargi. Tahistame Z,, = {0, 1, ..., n—1} ja defineerime sellel hulgal
liitmise ja korrutamise vordustega
a+b=a+b, a-b=a-b.

Toestage, et Z, on ring nende tehete suhtes. Seda ringi nimetatakse jécigiklassiringiks moo-
duli n jargi.

20. Koostage ringide Z5 ja Zg liitmis- ja korrutamistehte Cayley tabelid. Kas need ringid on
korpused?

21. Toestage, et
a) kui n on kordary, siis ringis Z,, leidub nullitegureid;
b) @€ Z, on pdbratav siis ja ainult siis, kui SUT(a, n) = 1;
¢) Z, onkorpus siis ja ainult siis, kui 7 on algarv.

22. Leidke ringide Z, Z;2 ja Z7 koik pooratavad elemendid.
23. Toestage, et maatriksid
00 10 11 01
o=(55) ==(51) s=[135) 7=(71)

iile Z, moodustavad maatriksite liitmise ja korrutamise suhtes korpuse. Koostage selle kor-
puse liitmise ja korrutamise Cayley tabelid.

o

24*, Olgu R assotsiatiivne ring (voib-olla mittekommutatiivne, voib-olla iihikuta). Tdhista-
me C(R) ={a€ R: ab=ba Vb e R}. (Hulka C(R) nimetatakse ringi R tsentriks.)

Kehtigu ringis R iga elemendi a € R korral implikatsioon a? = 0 = a = 0. Toestage, et kui
element ¢ € R rahuldab tingimust ¢? = ¢ (st. ¢ on idempotent), siis ¢ € C(R).

Ndpundide: Uurige muuhulgas elementi bc — cbc.

25*. Olgu R # {0} 1oplik ring ning a € R\ {0}. Toestage, et a on pddratav vdi a on nullitegur.

26*. Toestage, et 16plik kommutatiivne nulliteguriteta (assotsiatiivne, aga mitte tingimata
iihikuga) ring R, milles on vdhemalt kaks elementi, on korpus.
Néipundiide: Vaadelge kujutusi r-: R\ {0} — R\ {0}, kusr-(x) =rx, r € R\ {0}.

27*. Olgu R ring (vdib-olla iihikuta), milles on vihemalt kaks elementi. Leidugu iga elemen-
di a € R\ {0} jaoks iiheselt médratud element b € R nii, et aba = a. Toestage, et R on (vdib-



olla mittekommutatiivne) korpus, see tdhendab, R-s on olemas iihikelement ning ringi R igal
nullist erineval elemendil on olemas p66rdelement.

28*. Ringi aksioom a(b + ¢) = ab + ac on asendatud aksioomiga a(b — ¢) = ab — ac. Kas te-
gemist on endiselt ringiga?

3. Kompleksarvud.

Kompleksarve (s.t. kompleksarvude korpuse C elemente) saab esitada algebralisel kujul: a + bi, kus
a, b € R. Kompleksarvu i nimetatakse imaginaariihikuks ja i2=-1. Kompleksarvudega arvutamine
toimub jargmiste reeglite abil:

(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i,
(a+ bi) - (c+di) = (ac— bd) + (bc+ ad)i,

(a+b)~ L= -(a-Dbi), kui a+ bi#0.

1
a® + b?

Iga kompleksarvu z on voimalik esitada ka trigonomeetrilisel kujul: z = r(cos ¢ +1sin ¢).

Téhistades e'? := cos ¢ +i sin ¢, saame kompleksarvu z eksponentkuju z = re'? = r exp(i¢p).

Lause. Kehtivad jargmised arvutusreeglid:

Vr1, 12 20Ve1,p2 €R ri(cos @y +isingy)-ra2(cos @2 +isin o) = ryra(cos(@r +2) +isin(@1 +¢2)),
Vr>0VpeRYneN (r(cos@+ising)” =r"(cos ng+isinng) (Moivre'i valem),

+2k +2k
Vr>20VpeRVneN \”/r(costp+isintp):{{'/7(cos(p n+isin('0 n) ke{O,l,...,n—l}}.
n n

def
OlguneN. zeCon n-astmeihejuur < z"=1,

29. Leidke reaalarvud x ja y vorrandist

a) 2x—5i+7y+2xi=-7-5ij; b) 2x-5yi—-x-3yi=1-2i

30. Arvutage:

a) (1+5i)(~2+3i); o L2 o A
1—521’ 2—i’ )
1 +1
b) (1-v2i) (2+v3i); d f _
) (1-v2i) (2+ v T L e
241  13+4i

31. Toestage vordus — = -,
3- 17-9i

32. Millal on a+ bi ruut puhtimaginaararv, st. kompleksarv kujul di, kus d € R?

33. Leidke antud kompleksarvude kaaskompleksarvud ning kujutage need arvud ja nende
kaaskompleksarvud komplekstasandi punktidena: a) 5; b) 2i; c) 2 + 3i.

34. Toestage vordused:



a) z+z=2Re gz € Z1—22=21—22; h) z2"=Z", neN;

b) z-z=2ilm z; ) Z122 =21 z; 0z
0 @=2 L D |z]=lzl;
woe )y (2 =2 2, o0 o )
d) z1+22 =21 +2; P j) zz=|zl"
35. Arvutage:
Q) —: b) i", kus n on tdisarv; d) i+i2+3+.. . +i", n>4;
i 0 i +iM it 43+ 4 e) i-i2-i3-it... 1%
36. Esitage jargnevad kompleksarvud trigonomeetrilisel kujul:
a) 1; p L3, [0, 2));
13 i 2 2 . i) 2(cos 10° —isin 10°);
d) V3-i; 8 —cos7+1sm ?; j) 4(— cos 15° —isin 15°).
e) 4-3i; h) sina+icosa (siin a €

37. Kujutage komplekstasandil selliste punktide hulk, mis vastavad kompleksarvudele,
mille moodul r ja argument ¢ rahuldavad jargmisi tingimusi:

a) r=1,(p=z; o) r<3; e) 2<r<3; g)og(pg%;
7
b) r=3; d) r>3; f) v="7 h) 0<g <.

38. Kujutage komplekstasandil punktide hulk, mis vastavad kompleksarvudele z, mis ra-
huldavad jargmisi vorratusi:

a) Rez>0; d) |Imz|<1,0<Rez<]1; g) lz—il<2;
b) Im z<2; e) |z| <1; h) 1<|z—-1+2i|<3;
c) |[Rez|l<1; f) |z+i|>1; D) lz—il+|z+i] <4;

39. Milline on jargmiste suuruste geomeetriline tihendus kompleksarvu z korral:
a) |zl; b) | Re z[; ¢ |Imz]?
40. Toestage, et mistahes kompleksarvude z; ja z, korral
|21+ 2% +121 — 22 =2 (121 + |221%) -
41. Millistel tingimustel a) |z; + z2| = |z1] + |221; b) |21 + 22| = |21| — | 22[?

42, Avaldage kompleksarvu moodul ja argument tema kaaskompleksarvu mooduli ja argu-
mendi kaudu.

43. Kirjeldage vorratuste abil jargmised komplekstasandi punktide hulgad:
a) imaginaarteljest paremal pool asuv pooltasand;



b) esimene veerand;

¢) punktid, mille kaugus imaginaarteljest on vdiksem kui 1;

d) poolring (ilma ringjooneta) raadiusega 1, mille keskpunkt on koordinaatide algus-
punktis ning mis asub imaginaarteljest vasakul pool.

44. Arvutage:

cos 140° +1i sin 140° ) 5(cos 109° +1 sin 109°)
cos 50° +1isin 50° ’ 3(cos 49° +1 sin 49°) ’
cos 130° —i sin 130° g = V/3i

cos 40° —isin 40° 1-i

45. Arvutage:
a) 3(cos 50° +1isin 50°) -4(cos 70° +i sin 70°);

T .. T 6r . . 67
b) 2(cos—+1sm—)-6 cos — +1isin — |;
7 7 7 7

3 . . 3m 2 . . 2m m .. In
c) COSIHSIHT -5 cos?+zsm? -71cos — +isin — |;

20 12 12 200
1 ] 1
d) 1+ e) ( +‘@) ; f (V3+D) g (é——i) :
1-1 2 2

46. Toestage, etiga n e Nkorral (1+1)%" =2%",
47. Leidke juure koik vddrtused ja kujutage nad komplekstasandi punktidena:

2 V1-iv3: o vV-1; f) Vi b o TLH

&) Y+ 1 "o

b) V2i; e) vV (1+D3; g V3+i

48. Leidke koik 2., 3., 4. 6. astme iihejuured ja kujutage nad komplekstasandi punktidena.

49. Toestage, et
a) n-nda astme iihejuure ja m-nda astme iihejuure korrutis on nm-nda astme iihejuur;
b) kui n ja m suurim tihistegur on 1, siis iga nm-nda astme {ihejuur on esitatav n-nda

astme iihejuure ja m-nda astme iihejuure korrutisena;
50. Leidke koigi n-nda astme iihejuurte summa.

51. Toestage, et
a) 1+CL+C2+...+Cl'=2"

n nit

b) 1-C2+Ch-C8+...=22 cos i
n nmn
o Cl-C3+C-Cl+...=22 sin —=.

52. Lahendage vorrandid:
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a) |z|-2z=-3+6i g) z°—(3+2)z+5+i=0.

8 _ ;.
b)f_;l),Jrl’ h) z'-1=0;
c) z=27; 1 i
d) zz—4z+5=0; ) Z2—-—-——=0;
e) 2z2—4z+3:O; V2 V2
f) z2-2z+1-2i=0; j) Z2+27=0;

53. Kasarvud 2+ 3ija 1 —ivoivad olla reaalarvuliste kordajatega ruutvorrandi lahendeiks?

54*,. Olgu z # —1 kompleksarv, mille moodul on 1. Tdestage, et ta on esitatav kujul z =

1+¢i
Tl kus t on teatud reaalarv.
—ti

55*. Kirjutage programm, mis leiab kéik 7z-nda astme juured kompleksarvust ja kujutab
neid komplekstasandil. Joonistamiseks voib kasutada programmeerimiskeele lisateeki.

4. Vektorruum. Vektorruumi alamruum.
Olgu V hulkja (K, +, -) korpus. Olgu hulgal V defineeritud kahekohaline algebraline tehe + ningiga k €
K jaoks tihekohaline algebraline tehe (tdhistame stimboliga k (jaitame korrutamismaérgi kirjutamata))
(V, +) on Abeli rithm,
VYa,beV VYkeK k(a+b)=ka+kb,
V on vektorruum iile K g YaeV VkleK (k+Da=ka+la,
YaeV Vk,1eK k(la)=(k-Da,
YaeV la=a.
Vektorruumi elemente nimetatakse sageli vektoriteks ning vastava korpuse elemente skalaarideks.
Uhe-elemendilist vektorruumi {0} tihistatakse sageli 0.
Olgu V vektorruum {ile korpuse (K, +,:).Olgug #U c V.

. def Va,beU a+beU,
U on vektorruumi V alamruum <<
YaeU VkeK kaceU.

Vektorruumi V suvalise otseastme V"' (kus 7 on mingi naturaalarv) elementi nimetatakse vektorite
stisteemiks ehk vektorsiisteemiks. Téhiseid: a1, ap, . .., a, voi (a1, ap, . . ., an). Vektorite siisteemidega
tootamisel on tdhtis vajadusel identifitseerida siisteemi iga elementi; kui see toimub jarjestamise abil,
on siisteemi vektorite jirjestus oluline! Uldiselt vaadeldakse ka vektorite siisteeme, mille elementide
arv on ldpmatu, enamasti sellised juhtumid véljuvad kédesoleva kursuse raamidest.

L(ay, ag, ..., an) dgf{klal +koar+...+kpan: ki, ko, ..., knp€K}
(vektorite siisteemi ay, ay, . . ., a, lineaarne kate ehk lineaarkate).
Lineaarset katet tdhistatakse veel (ay, ay, . . ., ay) vdi span(ay, az, . . ., an).
OlguX,YcV,kek.
X+Y % ai b aex, beyy,

def

kX ={ka: ae X}.

56. Millised jargmistest arvuhulkadest on vektorruumid iile R tavaliste tehete suhtes arvu-
dega:a)N,b) Z,¢) Q,d) R, e) C, f) R*?
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57. Olgu a vektor ja k skalaar. Toestage, et ka = 0 parajasti siis, kui k =0 voi a = 0.

58. Olgu a, b vektorid ja k, [ skalaarid. Tdestage, et ka+ b = la+ kb parajasti siis, kui k =/
voia=b.

59. Olgu K korpus. Defineerime hulgal K" = {(ky, ..., kn) | k1, ..., k, € K} liitmise ja ska-
laariga korrutamise vordustega

(k17'~~)kn)+(lly~'-)ln) = (k1+lly-~')kn+ln)r
k(kl,...,kn) = (kkl,...,kkn); kek.

Toestage, et selliste (komponenthaaval defineeritud) tehete suhtes on hulk K" vektorruum
ule K.

60. Tehke kindlaks, millised jirgmistest hulga R* alamhulkadest on vektorruumid iile R
komponenthaaval defineeritud liitmise ja skalaariga korrutamise suhtes:

a) {0,a,b,0)|a, beR}; c) {(a,b,~b,a)|a, beR};
b) {(1,a,b,c)|a, b, ceR}; d) {(a,b,c,d)|a,bc,deR, a+b=d}.

61. Kas jargmised vabavektorite hulgad on vektorruumid {ile R, kui vektorite liitmine ja
reaalarvuga korrutamine on defineeritud vektoralgebra reeglite abil:
a) koigi vektorite hulk V;, mis on paralleelsed fikseeritud sirgega;
b) koigi vektorite hulk V5, mis on paralleelsed fikseeritud tasandiga;
c) koigi vektorite hulk, mis ei ole paralleelsed fikseeritud sirgega.

62. Defineerime hulgal V = R? = {(a1, a2): a1, ay € R} tehted vordustega
klar, a) = (ka1, ap), (a1, az) + (b1, b2) = (a1 + by, az + bo),
kus ay, ay, by, by, k € R. Kas V on vektorruum iile R?

63. Tehke kindlaks, kas jargmised maatriksite hulgad on vektorruumid {ile R maatriksite
tavalise liitmise ja skalaariga korrutamise suhtes:

a) koigi reaalarvuliste elementidega f) Mat,;(R);
maatriksite hulk; g) Maty(0);
b) kéigi n-ndat jarku regulaarsete 0 a .
ruutmaatriksite hulk; hy b ¢ )|* b ceR;
c) koigi kolmandat jarku singulaarsete . 1 a b R
ruutmaatriksite hulk; ) b ¢ a b, CER;
d) Mat,, ,([R); . a b
e) Maty(R); ) {( b a ) a’bER}'

64. Reaalarvuliste funktsioonide summa ja korrutis reaalarvuga on defineeritud punktivii-
siliselt. Tehke kindlaks, kas jargmised funktsioonide hulgad on vektorruumid iile R:
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a)
b)
c)
d)

e)

hulkR® = {f| f: R—R};

koigi (tdpselt) n-nda astme poliinoomfunktsioonide hulk;

koigi tilimalt n-nda astme poliinoomfunktsioonide hulk;

koéigi poliinoomfunktsioonide f: R — R hulk, mille korral

() fO)=1; () f0)=0; §(i))2f0)-3fN)=0; (V) fFA)+f@) +...+ f(k)=0;
selliste 7-muutuja funktsioonide f: R"” — R hulk, mille korral

fl, ..., xp)=a1x1+...+apxp,+bkusay,...,a, beR.

65. Kas reaalarvude hulk R on vektorruum tiile Z, hariliku liitmise suhtes, kui korrutamine
skalaariga defineerida vordustega 1a = a, 0a = 0?

66. Olgu X mittetiihi hulk ja 22(X) tema koigi alamhulkade hulk. Defineerime hulga X
alamhulga A korrutised korpuse Z, = {0, 1} elementidega (skalaaridega) vordustega 1A = A,
0A = @. Kas hulk 2(X) on vektorruum iile Z, kui liitmise osas vaadelda siimmeetrilist vahet

A?

67. Tehke kindlaks, millised jargmistest hulkadest on vektorruumi V (iile R) alamruumid.

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g

h)

i)
)
k)

)

m)

n)
0)

fikseeritud tasandiga ortogonaalsete vabavektorite hulk, V = E3;
fikseeritud tasandiga paralleelsete vabavektorite hulk, V = Es;
fikseeritud sirgega ortogonaalsete vabavektorite hulk, V = E3;
fikseeritud sirgega paralleelsete vabavektorite hulk, V = [E3;
{(a,b,a, b a)a beR}, V=R

{(a,b,a,b,a)|a,beR, a+b=2}, V=R
{(a,bc,d,e)|ab,cd ecR a+e=b+d}, V=R

a b
-b a
1 a
{( b ¢ )a,b,ceR},V:Matg(R),

reaalarvuliste elementidega n-jarku siimmeetriliste maatriksite hulk, V = Mat, (R);
reaalarvuliste elementidega n-jarku kaldsiimmeetriliste maatriksite hulk, V =
Mat, (R);

0 21
{(Zz Zs)
a+bi c
(")
{a+bsin2x+ccoszx|a,b,c€R},V:[RR;
{a+bsinx+csin2x|a,b,ceR},V:RR.

a, be IR} , V. =Maty (R);

21, 22, 23 EC} , V. =Mat,(C);

a, b, ce IR} , V =Mat,(C);

68. Tehke kindlaks, millised jargmistest hulkadest on vektorruumi V (iile C) alamruumid.

a)
b)

c)

R, V=G
fa2-1)acR}, V=¢C

1 Z1 _
{( P )Zl,Zg,Zg€C},V—Mat2(C)
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a b+ci
d {( di ai )

e) {(a+bi,0,c+di)|a, b c deR};V=C.

a, b, cde [Rz}, V = Mat, (C);

69. Olgul; =L(ay,...,as)jaly=L(by,..., b vektorruumis V. Tdestage, et kehtib vordus
Li+Ly=L(a,..., as, bl, veay bt)

70. Olgu V vektorruum iile R. Kas vektorruumil V on nullist erinevaid 16plikke alamruume?

71*. Leidke hulgast {(0, 0)} ja tiihihulgast erinevad périsalamhulgad S;, S, ja S3 vektor-
ruumis R? nii, et

a) S1+ 851 C S (pole vordne!),

b) S C Sz + S, (pole vordne!),

c) S3+S3=3_Ss.

72%, Olgu L, Ly ja L3 vektorruumi V nullist erinevad alamruumid, kusjuures kehtigu vor-
dused L; N Ly = Ly N Lg = {0}. Toestage voi liikkake timber jargmine vaide:

Li+Ly=Li+Lsg - Ly =1L3.

5. Lineaarne soltumatus ja soltuvus.

Olgu V vektorruum {ile korpuse K. Olgu ay, az, ..., anp € V.
. .. . _ def

Vektorite siisteem ay, ay, ..., a, on lineaarselt soltumatu <~

def

— Vki,ko,...,kneK kiay+keax+...+knan=0=ki=kx=...=k;=0.
Vektorite stisteem ay, ay, . . ., a, on lineaarselt soltuv, kui ta ei ole lineaarselt soltumatu.
Lause. Vektorite siisteem ay, ay, .. ., a, on lineaarselt soltuy <

<~ 3se{l,2,...,n} 3k1,ko,...,kpeK: kyai+koar+...+kpa,=0 A ks#0.
Lause. Vektorite siisteem ay, ay, ..., a, on lineaarselt soltuy <

<~ 3dsef{l,2,...,n} 3Aky,...,ks-1,ks+1,..., kn€ K: as=kjar+koar+...+ks_1a5-1+
ksti1as+1+---+knan.
Lause. Vektorite siisteem 0, ay, . . ., a, on lineaarselt soltuv.
Vektorite siisteem ay, ay, ay, . . ., a, on lineaarselt soltuv.
Olgu V vektorruum {ile korpuse K. Olgu ay, az, ..., anp€ V.

X . def

ay, az, ..., ap on V moodustajate siisteem <= V=L (ay,ay,...,an)

Lause. Lineaarselt s6ltumatu siisteemi alamsiisteem on lineaarselt séltumatu.
Moodustajate siisteemile vektorite lisamisel saame moodustajate siisteemi.

def ay, as, ..., ap on lineaarselt s6ltumatu,
ay, as,...,agponV baas < i B
ay, ap, ..., ap on V moodustajate siisteem.
Lause.
ai, az, ..., amon V baas,
1,42 m = m=n.
by, by, ..., by onV baas
X def
dmV=n < 3ay,...,an,€V : ap,...,anponV baas.
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Lause.

dim V =mn,
. ~ = a,day,...,aponV baas,
ay, as, . . ., ap on lineaarselt sdltumatu
dim V =n,
. . = a,ay,...,ayonV baas.
a, az, ..., ap on V. moodustajate slisteem

73. Millist tingimust peab rahuldama arv k € R, et vektorruumi R® vektorid a = (k, 1,0),
a» = (1, k, 1) ja as = (0, 1, k) oleks lineaarselt soltuvad?

74. Millist tingimust peavad rahuldama arvud k, [, m € R, et vektorruumi R3 vektorid a, =
a, k, k%), a=(1,1, 12 jaas=(1, m, m?) oleks lineaarselt séltuvad?

75. Olgu a, b, ¢ vektorruumi V (iile korpuse K, mille karakteristika ei ole 2) vektorid. Kui
vektorid a, b, c on lineaarselt s6ltumatud, kas siis ka vektorid a+ b, b+ c ja c+ a on lineaarselt
soltumatud?

76. Ndiidake, et vektorruumi V (iile R) vektorite stisteem on lineaarselt soltuv, leides nende
vektorite mingi mittetriviaalse lineaarkombinatsiooni, mis vordub nullvektoriga:
a) al = (ly 2) S)r az = (5r 3r 1)) a3 = (_15r _2) Zl)r V = RS;
b) z1=2+5i,20=1-1,23=6+29i, V=C;

1 2 3 2 1 5 -3 6 -5
c) A1—(0 1 1),1‘12—(2 0 4)’A3_(—8 5 _11),V—Matz,3(R),

d) fi(x) = (sin x)?, fo(x) = (cos ¥), f3(x) = x, f1(x) =3, fs(x) =e*, V =RE.

77. Toestage, et jairgmised vektorite slisteemid vektorruumis V (iile R) on lineaarselt s6ltu-
matud:

a) ay = (5) 3» ]-)r 02:(]4 1r 1)) 03:(1,4, 2); V:R3;

9
b) a1=(x,¥3), a2=@2,x-}, 1),x,y€R,x¢6,y¢5,V=[R3;
Cc) z1=2+5i,2,=1-i, V=C;

0 kui x <1 x—1, kuix<l1
d X) = ’ LY X) = ’ R =RR.
) i) {x—l, kuil<x, fa(x) 0, kuil<x,
78. Olgu vektorite siisteem ay, . .., a,, lineaarselt séltumatu ja siisteem ay, .. ., any, x li-
neaarselt séltuv. Toestage, et vektor x avaldub {iheselt vektorite a, ..., a,, lineaarkombi-
natsioonina.

79. Uurige, kas vektorite slisteemid (vektorruumis [RR) on lineaarselt soltuvad ning jaatava
vastuse korral leidke mingi mittetriviaalne lineaarkombinatsioon, mis on vordne nullvek-
toriga:

a) x+2,x-2; d) &%, e?*, e, g 1,sin? x, cos? x;
b) 6x+9,8x+12; e) x,e*, xe*; }?) SILX, €08 %, Sinl 2%;
i) sin x, sin(x + 2), cos(x —5).
0 1,(x-1%x-1; f) sin x, cos x;
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80. Vaatleme funktsioonide hulka ZSZ3 ={f: 23— Z3 | f onfunktsioon}. On teada, et Z§3
on vektorruum tile Z3, kui tehted on defineeritud punktiviisi: (f + g)(x) = f(x) + g(x) ja
(Af)(x) = Af (x). Nullelement on 0, kus 6(x) = 0 iga x € Z3 korral.

Olgu ey (x) = 1, e1(x) = x, e2(x) = X2, e3(x) = x°. Tehke kindlaks, kas vektorruumi Z? vektorite
slisteem eg, e1, ez, e3 on lineaarselt soltumatu.

81. Olgu V vektorruum iile R. Milliste A vaartuste korral jareldub vektorite siisteemi a;, a,
lineaarsest soltumatusest vektorite siisteemi Aa; + ay, a; + Aa, lineaarne soltumatus?

82*, Vektorruumi R® (iile R) vektorid fi ja f> on sellised, etiga (cy, c,) € R? korral funktsioon
1 f1 + ¢ fo sdilitab marki, st.

Ve, €R (VXER a1 i) +2fo(x) =0 Vv YxeR ¢ fi(x)+c2fo(x)<0).
Toestage, et vektorite siisteem fi, f> on lineaarselt soltuv.
83*. Vaatleme vektorruumi R iile korpuse Q. Tehke kindlaks, kas vektorite siisteem
1, V2, V2

on lineaarselt soltumatu.

84. Iga vektorruumi jaoks iil-st o ) ), |61|a)|, |61b)l |6ﬂh)l |643)|. |6#)|. |6*)l |631}1)l |64k)l

[64)]leidke mingi baas ja moode.

85. Tooge ndide vektorruumi R* a) baasist, b) lineaarselt s6ltumatust vektorite siisteemist,
mis ei ole baas, c) moodustajate siisteemist, mis ei ole baas, d) vektorite slisteemist, mis ei
ole lineaarselt s6ltumatu ega moodustajate siisteem.

86. Leidke vektorruumi C (iile R) vektori —5 + 4i koordinaadid baasi —1 + 2i, 2 —i suhtes.
87. Leidke vektorruumi V={a+b sin® x + ¢ sin 2x | a, b, c € R} (iile R) vektorite
a) f(x) :§+3(Sin x)2+gc0s 2X, b) f(x)=5+sin2x
koordinaadid baasi 1, (sin x)z, sin 2x suhtes.

88. Tehke kindlaks, kas jargmised vektorite siisteemid on vektorruumi R® baasid ning leid-
ke vektori b = (3, 7, 13) koordinaadid iga baasi suhtes:

a) e1=(1,0,0),e2=(0,1,0),e3=1(0,0, 1);

b) a;=(1,0,0),a,=(1,1,0),a3=(1,1, 1);

o ar=00,1,1),a,=01,2,3),a3=(1,4,9).
a b )

89. Leidke vektorruumi V = {( b

ab,ce R} (iile R) vektorite A = ( _z 411 ) ja

B

( 25 )koordinaadid baasi

_ O )



suhtes.

90. On antud vektorruumi R® vektorid e1=2,1,-3), e2 =(3,2,-5) jaes = (1,-1,1).
Ndidake, et vektorsiisteem {ej, es, e3} on selle vektorruumi baas. Leidke suvalise vektori
x = (x1, X2, x3) ja konkreetse vektori a = (6, 2, —7) koordinaadid sellel baasil.

91. Olgu e, e2, e3 3-mdotmelise vektorruumi V (iile R) baas. Toestage, et ka vektorite siis-
teem e] = 5e; — e — 2e3, €, = 2e1 +3ey, €5 = —2e) + 2 + e3 on selle vektorruumi baas ning
leidke vektori a = e; +4e, — e3 koordinaadid selle baasi suhtes.

92. Olgu V kahemddtmeline vektorruum iile korpuse K. Tehke kindlaks, kas hulk V? =
{(v1, v2): v1, V2 € V} on vektorruum iile korpuse K tehete suhtes, mis on defineeritud vor-
dustega

(v1, v2) + (U1, Uz) = (V1 + 1, V2 + Un), k(vy, v2) = (kvy, kva).

Kui on, siis leidke selle vektorruumi mingi baas.

93. Iga alamruumi jaoks iil-st[67p); |67|D)l 670l 670l b7l 67l 67l [67h} o} b f67m}
D)} [63e)]|leidke mingi baas ja maode.

94*, Olgu V n-modtmeline vektorruum iile korpuse K. Olgu antud r-mo6d6tmeline alam-
ruum W < V, kusjuures r < n. Téestage, et W =Y, kus

=({U U on V alamruum,dimU=n-1, W U}.
Ndpundiide: Sisalduvuse W 2 Y toestamisel ndidake, et elemendi v € Y \ W olemasolu viib vastuoluni.

95*. Olgu antud lineaarselt sdltumatud vektorid fi,..., f € Rl®?] (I6igul [a, b] mddratud
funktsioonide vektorruum iile R). Toestage, et leiduvad punktid a,, ..., a, € [a, b] nii, et

det (( fila j))? jzl) #£0. Néipundiide: Matemaatiline induktsioon.
96*. Tooge niide pidevast funktsioonist v: R — R®, mis rahuldab jargmist tingimust:

suvalise kolme erineva reaalarvu t1, t,, t3 korral on vektorite stisteem v(t1), v(f), v(t3) ruumi
R® baas.

6. Determinant.

Olgu R ring.
all a2 e ai,n
def azi azy a,n
Maty,, n(R) = . . . . ail,..., Amn€R 7.
am1 Aam,2 - Amn

Maty, (R) := Maty, ,(R).

Lithem tdhistusviis: (ai'j)?;:l voi (aiyj).
Olgu (a,- j) (b j] € Maty, n(R), olgu r € R.
(@5) + (b1,5) =" (@i, + b1 ) € Matm,n (R,
r|a; ]] =|ra; ]) € Maty, 5 (R).
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Olgu (a; ;) € Matyy, » (R) ja (bs, j] € Maty, 5 (R).

m,p p.n 4 i
(airs]i,szl.(bs'j)s =1 = Z ai,3~bs,j €Matm,n(R).
= s=1 i,j=1
Lause. (Mat,(R), +, -) onring.
0o 1 - 0
Maatriksit | . . . . | tahistatakse sageli E, voi E ja nimetatakse iihikmaatriksiks.

OlguneNjao:{l,...,n}—1{1,...,n}

. def o
o on substitutsioon <= o on bijektsioon.

def . .
Sn = {o: o on substitutsioon hulgal {1, . . ., n}}.
Olgu o substitutsioon.
. . ., def|(,. . .. . .,
o inversioonide arv < H(l, Nefl, ..., n}2 i<jno(i)> U(])H.
sion o €f 1,  kuio inversioonide arv on paarisarv,
8 - —1, kuio inversioonide arv on paaritu arv.
def . . .
det AZ Z (signo)-aj g(1)-- .. an,g(n) (maatriksi A determinant).
geSy,
anl a2 e ai,n
. . o a1 axp - Ap
Determinanti det A tdhistatakse ka .
am,1 Aam2 - Amn

def
A on regulaarne & detA #0,

) def
Aon singulaarne < detA=0.
Teoreem. A, B € Mat, (R) = det(A- B) = (det A) - (det B).

Olgu se{l,..., n}. Kustutame maatriksis A mingid n — s rida ja n — s veergu. Saadud maatriksit nime-
tatakse maatriksi A alammaatriksiks ja tema determinanti maatriksi A s-ndat jarku miinoriks.
Teoreem (Laplace). Olgu I :={iy, ..., is} <{1,..., n}. Siis

det A= Z (_1)l1+...+l5+]1+,..+]5MI,]M;J'

J= 1w Jo}EAL et}
kus M ; on s-elemendilistele rea- ja veeruindeksite hulkadele I ja J vastav miinor ning M} jon(n—s)-
jarku miinor, mis vastab rea- ja veeruindeksite hulkadele {1, ..., n}\Ija{l,..., n}\J.
Arvu (=11 F s My nimetatakse ka miinorile My j vastavaks algebraliseks tiiendiks.

97. Leidke inversioonide arv permutatsioonis
a) 3,5,4,1,2 ¢ 510,71,3,28,6,9,4;

b) 2,4,8,3,7,5,6, 1; d 9,8,7,6,5/4,3,2,1.

98. Arvutage determinant, kasutades determinandi iildist definitsiooni
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1 3 0 -2 1 0 0 -2 2

a) 1 0 4 3 0 4 1 0
0 -1 1 57 byjo 0 -1 0 0.

1 2 0 1 0 0 O 0 -3

0 5 0 0 0

99. Tuletage tildvalemid (2 x 2)- ja (3 x 3)-maatriksite determinantide arvutamiseks.

100. Toestage, et tilemise kolmnurkmaatriksi (s.t. ruutmaatriksi, kus allpool peadiagonaali
on nullid) determinant vordub peadiagonaali elementide korrutisega.

101. Olgu A n-ndat jarku ruutmaatriks. Toestage, et det(kA) = k" - det A, kus k € K.

102. Kas suvaliste n-ndat jarku ruutmaatriksite A ja B korral kehtib vordus

det(A+ B) = det(A) +det(B)?
103. Olgu antud maatriksid
a b c -2g -2h -2i
A=|d e f| ja B=|la+d b+e c+f].
g h i a b c

Leidke det B, kui det A= -3.

Il
e

104. Leidke a vdirtus nii, et

[N G—
N W O

S R

105. Téhistagu E ithikmaatriksit. Millised alljargnevatest vdidetest on tdesed suvaliste sa-
made modtmetega ruutmaatriksite A ja B korral?

a) det(A— B) =det A—det B; d) det(-B) = — det(B);
b) det(AB) = (det A)(det B); e) det(A’ —E) = det(A—E) det(A + E);
c) det(AB) =det(BA); f) kuidet A = 1, siis det(A% — E) = 0.

2 0 0\(1 2 3
106. Leidke maatriksi A determinant,kuiA=|1 3 0]|0 1 2}].
4 2 1J\0 0 2

107. Arvutage determinant Gaussi elimineerimismeetodil

19



11 1 35 59 71 52
a) |1 2 3| 42 70 77 54|
1 3 6 ® 19 68 72 52/
29 49 65 50
-2 2 -3
b) -1 1 3§ 3/2 -9/2 -3/2 -3
2 0 -1 ) 5/3 -8/3 -2/3 -7/3|
4/3 -5/3 -1 -2/3|
L 7 -8 -4 -5
ola b cf
a b 27 44 40 55
i 4 . p [0 64 21 40
ol b 14p b 13 —20 -13 24/
b b 14D 46 45 -55 84
L1 11 3/4 2  -1/2 -5
Lo 1) ) 1 -2 3/2 8 :
O 1 _ 1f 5/6 —4/3 4/3 14/3
L1 1 -1 2/5 -4/5 1/2 12/5
01 1 1 V2 V3 V5 V3
¢ 0 0 1 1f 1 V6 V21 V10 -2v3
Y1 o0 1) V10 2V15 5 Ve |
1110 2 2v6 V10 V15

108. Millised alljargnevatest

an  as ays Gz c) |aas| a (asz a34)
a) |as1 ass asz  asy agy Qg
asr 443

on determinandi
ap diz a3 a4
azy dzp dz3 44
asy dsz da4sz dsa
asl 442 443 d4g

miinorid? Leidke nende tdiendusmiinorid ja algebralised tdiendid.

109. Arvutage determinant, kasutades determinandi arendamist rea voi veeru jargi

1 3 2 2 -5 4 3
a) -1 2 -1f; w3 4 7 5.
0 1 2 4 -9 8 5/
-3 2 -5 3
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3 -5 -2
S
914 -9 -3

2 -6 -3

3 -3 -5

3 2 4
D, 5 7

4 3 5

3 -3 -2
o2 5 4

5 5 8

4 4 5

3 -5 2

3 4 -5
Dls 7 _7

8 -8 5

_6.
5)

g

h)

i)

1 2 -1 -0,002
-3 8 0  —0,004|
2 2 -4 —0,003/

3000 8000 —1000  —6

128 256 384 512
1/4 3/8 1/8 1/4 |
1/64 1/64 1/64 -1/64)

2 0 -4 -12
1 10 100 1000 10000 100000
01 2 30 400 5000 60000
o 01 3 60 1000 15000
0 0 01 4 100 2000
0 0 0 0,1 5 150
0 0 0 0 0,1 6

110. Kasutades Laplace’i teoreemi leidke determinant

7 6 8

a)

N = 0w
oo w o
= O O O
(PR V]

5

oS O o O

b)

1 30 94 46 14 2
0o 7 6 9 4 0
o 0 3 5 0 0
0 0 2 3 0 of
0 5 1 4 3 0
2 7 47 23 15 1

111. Arvutage determinant antud korpuses K, valides ise arvutusmeetod (kui pole tdpsus-

tatud, siis K = R).

1 i 1+i
a) | -1 1 0

b)

~ = S o o~

I oo~ o
w

o~ oo

- o oo

c)

e N2 I\ ]

(K=0);

d)

e)

f)

21

1 l w 2 . . 21
1 1 o2 (wzcos?ﬂsm?,
0w o 1| K=0)
1 2 0
3 -4 5
0 6 O
0 -1 3
1 4 9 0
-2 1 3 -1/
4 0 3 2



P B | 1 1 11 1
9| 1 F+1 1 | |t 212
1 1 B+l 1 1 2 3/

1 1 1 4

7. Poordmaatriks.
Olgu A € Mat (K), kus K on korpus.

oo e . def
B € Maty, (K) on maatriksi A péérdmaatriks < A-B=B-A=E.

Tihis: AL .
An Az - A
Al A - A

Lause.det A0 = A~ l=(detA)! . . . " ,kus A; ; on elemendile g; ;
Am,l Am,2 : Am,n

vastav algebraline tdiend, st. méirgiga (—1) i+] varustatud miinor, mis on saadud, kui maatriksis A kor-
valdada i.ridaja j. veerg.
Maatriksi A pédrdmaatriksi leidmiseks saab kasutada tilaltoodud lauset v6i jargmist algoritmi.

Samm 1. Moodustage (n x 2n)-maatriks (A|E), kus E on tihikmaatriks.

Samm 2. Kasutades ridade elementaarteisendusi, viige maatriks (A|E) kujule (E|B).

Samm 3. Kirjutage vilja podrdmaatriks: Al=B.

112. Ldhtudes péérdmaatriksi valemist leidke {ildine valem teist jirku ruutmaatriksi
poordmaatriksi leidmiseks.

113. Olgu A, B € Mat,(K), kusjuures AB = E, kus E on n-jarku tthikmaatriks. Téestage, et
BA=E.

-1 1 0 1 1 1
114. Kasmaatriks| 1 -2 1 |onmaatriksi|2 1 1 |pédérdmaatriks?
1 -1 3 21

A

115. Millise A vaartuse korral maatriks A = (2 1-3

) ei ole regulaarne? Leidke A™! eel-
dusel, et A on regulaarne.

116. Millised alljargnevatest maatriksitest on pdoratavad:

1 0| 1 1) 1 -1, 1 0
Sl A T O 1 S B2
117. Millise k korral ei ole maatriks pooratav:
1 2 3 k 1 1
a) |4 5 6| b) |0 k 0]
7 8 k 1 1 k
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118.

119.

d)

e)

f)

g

120.

121.

122.

123.

Olgu A € Mat,(K) selline, et det (A4) =0. Kas A on pOoratav?

Leidke pﬁérdmaatriks antud Mat, (K) maatriksile:
2 -3 1
8 h)y |14 3 -2}
1 2 -1
cosa -—sina
(sma cosa)
1 4 2
; |2 3 2|
1 0 -1
—-14+2i 6
1+i 1—31)(K_Q’ -
L 1 4 =2
110 2 -1 3[K=2zs)
4 5 3|(K=Zn) -2 3 4
1 0 2
2 2 0 -1 — — — _
03 -1 -2| 1202
00 1 -2f [r 22 Yoz
2 1 2 2
1 0 0 0
01 0 0
0O 0 1 ... 0; 3 -9 1
R Djlo 9 -6
0 0 0 ... 1 -3 -3 7

Olgu A € Mat,, ,(R) ja r € R. Toestage vordus (rA)T =rAT.

Olgu A € Mat,,(K) pooratav ning k € K \ {0}. Toestage vordus (kA) ! = k

Leidke (AB)™!, BA)'ja (AT)™!, kui

1 25 3 -3 4
=3 1 6| ja B'=|5 1 3].
2 8 1 7 6 -1

Leidke regulaarne maatriks A, kui A?=AB+2A ja

2 1 -1
B=10 3 2].
-1 4 1
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124. Olgu A n-ndat jarku ruutmaatriks ja E n-ndat jarku iihikmaatriks. Millega vordub
avaldis
(E+ A HAE+A™"?

125. Olgu A, B ja C pdéoratavad sama jarku ruutmaatriksid. Lihtsustage avaldis

A 't ta s lo™.

126. Leidke korrutise

W N ==
B = o
— o O
S O~
S = N
— s W

poordmaatriks.

127. Olgu E ithikmaatriks ning A ja B sama jarku ruutmaatriksid. Tdestage, et kui maatriks
E + AB on p6oratavy, siis on pooratavka E + BA.
Ndpundide: Voib nédidata, et kui maatriks C on maatriksi E + AB pdérdmaatriks, siis maatriks
E — BCA on maatriksi E + BA p6d6rdmaatriks.

128. Leidke regulaarse maatriksi A p6drdmaatriks, kui

a) A>—4A+E=0; b) A3+542-3A-EFE=0; ¢) A>-A=0.

129. Toestage, et (E—A) ' =E+A+...+ A" ! kui A" =0.

130. Toestage, et tdisarvuliste elementidega maatriksi A péérdmaatriks on tdisarvuliste
elementidega parajasti siis, kui det A = +1.

131. Olgu A, B ja C sellised maatriksid, et korrutised AB ja AC eksisteerivad. Kas vordusest
AB = AC jéareldub vordus B = C?

132. Olgu Aja B regulaarsed ruutmaatriksid. Toestage, et vordused AB = BA, AB"' =B~ 1A
ja A"'B = BA™! on samaviirsed.

133. Olgu J, n-ndatjarku ruutmaatriks, mille koik elemendid vorduvad 1-ga. Toestage, et

1
(E-J) '=E———Jp.
n-—1

134*. Olgu A (4 x 2)-maatriks ja B (2 x 4)-maatriks, mille korral

2 0 -1 5
o 2 3 -7
AB = 2 0 -1 0
-4 3 0 -1

Leidke maatriks B A.
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135*. Olgu Aja B sama jarku ruutmaatriksid, mille korral AB+ A+ B = 0. Toestage, et AB =
BA.

136*. Leidke n-ndat jarku ruutmaatriksi

2 -1 0 0 0

-1 2 -1 0 0
A= :

0 0 0 2 -1

0 0 0 -1 2

poordmaatriks AL,

137*. Kirjutage programm, mis leiab tdisarvuliste elementidega ruutmaatriksi determinan-
di tdpse vairtuse, kasutades ainult tehteid tdisarvudega.

9. Astak.

Olgu V vektorruum {ile korpuse K ning olgu e vektorite siisteem vektorruumis V.

rank e def dim L(e) (vektorite slisteemi astak).

Lause. rank e = max{r: ¢’ on r-elemendiline alamsiisteem e-s, ¢’ on lineaarselt séltumatuj.
Olgu A= (a,;j) € Maty,n(K).

rank A % rank (@, .-, ai,n),---» @m1, - - » Gm,n)) (vektorruumis K" iile K).

Teoreem. rank A = max{r: M on A r-jarku miinor, M # 0}.

Olgu M ja M’ maatriksi A r- ja (r + 1)-jarku miinorid.

M’ ddristab M <d=ef> M’ on saadud M-st iihe rea ja ithe veeru lisamisel.

Lause.
M on A r-jérku miinor, M onA(r+ 1)-jdrku miinor,
M#0, = 3IM': M’ diristab miinorit M,
rank A>r M #0

138. Tdestage, et kui vektorid ay, . . ., as avalduvad lineaarselt vektorite by, . . ., b; kaudu,
siis esimese siisteemi astak ei ole suurem kui teise siisteemi astak.

139. Toestage, et vektor b avaldub vektorite stisteemi ay, . . ., a, lineaarkombinatsioonina
siis ja ainult siis, kui selle vektorite siisteemi astak ei muutu vektori b lisamisel.

140. Leidke maatriksi astak:
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a 0 0 O 1 1 0 0 1 2 -1 1 2 -6
a) 0 a 0 0 | 2 1 0 1 0 1 5 -2 3 4
0 0 a3 0 [ C) 3 1 1 0 0 |; e) 3 4 -1 5 7 |;
0 0 0 a 3 2 0 1 1 3 -7 4 1 -7
4 2 1 0 1 0 11 -5 4 -4
01 1 0 O 2 1 4 -4 7
1 1.0 0 O 0 0 5 =7 9 17 51 27 31
b) 1 01 0 0 |; d) 2 1 -1 3 -2 ;f) 93 25 14 121
0 0 1 01 21 9 -11 16 1 2 1 -1
1 0 0 1 1 8 4 1 5 1 35 104 55 61
141. Leidke maatriksi astak soltuvalt parameetrite reaalarvulistest vadrtustest:
a 1 1 4 a b 2 1 0 a+2 0
a) 1 b 1 3 |; c)|la-1+2b 3 1 ; €) 1 0 0 ;
1 2b 1 4 a b b+32b-1 0 0 a°-4
1 2 -1 1 a 1 1 3 1 6 3 1 2
4 -1 3 0 1l a 2 -4 5 1 2 -1 1
Dls 1 a1 1 Yaa 0 7 4l P51 a1
3 a 4 -1 1 1 0 10 3 3 a 4 -1

142. Kuidas voib muutuda maatriksi astak, kui muuta selle maatriksi ithte elementi?

143. Kuidas voib muutuda maatriksi astak, kui muuta selle maatriksi a) ithe rea; b) iilimalt
srea elemente?

144. Toestage, et kahe maatriksi summa astak ei ole suurem kui nende maatriksite astakute
summa.

145. Olgu A, B € Mat,,, ,(K). Millised alljargnevatest vdidetest on 6iged?
a) rank(A) = rank (AT);
b) rank(A) =rank(cA), kus c€ K;
¢) rank(A + B) > min{rank(A), rank(B)};
d) juhul m = n rank(AB) < rank(B).

146. Leidke koik r vaartused, mille korral vektor b avaldub vektorite a,, a,, as lineaarkom-
binatsioonina (vektorid aj, a, as, b on antud koordinaatidega mingi baasi suhtes):

a) -4=2,3,5,a,=3,7,8),a3=01,-6,1), b= (7, -2, 1);

b) a1=4,4,3),a,=(7,2,1),a3=(4,1,6),b= (5,9, 1);

¢ a1=@3,2,5),a,=2,4,7),a3=5,6,1),b=(1,3,5);

d a.=@3,2,6),a,=(7,3,9,a3=(5,1,3), b=(t, 2,5).

147. Leidke vektorruumi R* kaks erinevat baasi, mis molemad sisaldavad vektoreid a =
(1,1,0,0)jaaz =(0,0,1,1).

148. Leidke vektorruumi V (iile R) vektorite siisteemi astak ja lineaarse katte mingi baas:
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1 1 1 O 2 1
a) A1=(2 0)’A2:(—1 2),A3=(1 2),V=Matz([R):

b) z1=1+42i,2p=2-31,23=4+1i, V=C;
c)a=0,1,1,1),a=(1,-1,1, 1),613:(3,1,3,1),614:(2,0,2,0),V=|R4.

149. Leidke vektorite siisteemi lineaarse katte baas ja modde, kui vektorid on antud koor-
dinaatidega mingi baasi suhtes:
a a1=(1,0,0,-1),a,=2,1,1,0),a3=(1,1,1,1),a4=(1, 2, 3,4), a5 =(0, 1, 2, 3);
b) a,=(1,1,1,1,0),a,=(1,1,-1,-1,-1),a3=(2,2,0,0,-1),a,=(1, 1,5, 5, 2),
as=(1,-1,-1,0,0);
c)a1=(01,2,1,2),a,=02,1,2,1),a3=(0,3,0,3), a4 =(1,1, 1, 1).

150. Leidke vektorruumi V vektorite siisteemi lineaarse katte baas ja moode:
a) i=x8+xt o=x843x"—x fi=x0—2x1+x, fi = x®—4xt +2x, V= Rs[X];

1 2 3 1 -1 0 3 3 6 1 56
b) Al_(l 1 1)’A2‘(2 1 1)'A3‘(4 3 3)’A4‘(0 1 1)’

V =Mat, 3(R);
¢ ar=Q1,1,1,1),a=2,0,1,1),a3=4,2,3,5),a.=(0,2,1,3), V=R"

151*% Olgu X e Mat,(R), kusjuures X olgu poOodratav ja tema veeruvektorid olgu
X1, Xo, ..., Xp. Olgu Y maatriks, mille veeruvektorid on X5, X3, ..., Xj, 0. Tdhistame A =
X" 'jaB=X"1Y. Leidke rank A jarank B.

Niépundide: Leidke mingi maatriks J nii, et Y = XJ.

152*. Olgu A (m x n)-maatriks ja B (n x m)-maatriks, kusjuures n < m. Tdestage, et maatriks
AB ei ole pooratav. Kas maatriks BA voib olla péoratav? (Andke vastus koigi m ja n vdoima-
luste jaoks.)

10. Lineaarvorrandisiisteemid.
bl all N ain bl
Olgu A= (a; j) € Maty,n(K), b=| : |jaA'= : :

bm ami -.-- amn bm

Lineaarvorrandisiisteemi saab panna kirja kujul Ax = b, kus x on tundmatute veerg.
A — siisteemi maatriks,
b —vabaliikmete veerg,
A’ —siisteemi laiendatud maatriks.

.. . def
a € Maty, 1 (K) on siisteemi Ax = b lahend <= Aa=Dh.
Arvestades vektorruumide Maty, 1 (K) ja K ™ jsomorfsust, kirjutame sageli a € Matj, 1 (K) asemel a € K n

def
Siisteem Ax = b on vasturddkiv < sisteemil Ax = b puudub lahend.

def
Siisteem Ax = b on kooskolaline = stisteemil Ax = b leidub lahend.
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Teoreem.
A’ on Ax = b laiend. maatriks,

A’ on Ax = b laiend. maatriks, = VaeMat,(K) (Aa=b< Aa=Dh).
A’ on A’-st saadud ridade elem. teisenduste abil
Gaussi meetod: ridade elementaarteisenduste abil viiakse siisteemi laiendatud maatriks astmelisele

kujule.

Teoreem (Kronecker-Capelli). Siisteem Ax = b on kooskdlaline <= rank A =rank Al
. . . def m=n,

Siisteem Ax = b on Crameri peajuhul < { det A£0.

Crameri peajuhul lineaarvorrandisiisteeme saab lahendada Crameri valemite abil.

Stisteem Ax = b on homogeenne g b=0.

Lause. Olgu m = nja b =0. Siis

det A20 < VaeK'Aa=0=>a=0).

Teoreem. {a € K"': Aa =0} = V on alamruum vektorruumis K", kusjuures dim V +rank A = n.
Alamruumi V baasi nimetatakse siisteemi Ax = 0 lahendite fundamentaalsiisteemiks.
Teoreem. Olgu a; siisteemi Ax = b lahend (erilahend). Siis

{ae K" Aa=Db}={a) +p: AB=0}

153. Lahendage lineaarvorrandisiisteem Crameri valemite abil:

2x1 + X2 + x3 = 3 X1 + X2 + x3 = 6
a) X1 + 2x2 + X3 0; b -X1 + X2 + X3
X1 + Xo + 2Xx3 9 X1 — X2 + X3

Il
o

Il
[\

154. Lahendage vorrandisiisteem, kasutades podrdmaatriksi leidmise votet

3x1+x2+2x3=4 X1 +3xXp—x3=-5
a) <2x1—X2+x3=-3 ; b) < 2x1—xp+x3=9
X1 +3x,—x3=5 —X1+X2+2x3=5

155. Kasutades Gaussi meetodit leidke lineaarvorrandisiisteemi iildlahend ja tiks eri-
lahend:

5x1 + 3xp + 5x3 + 12x4 = 10 -9x1 + 6x20 + 7x3 + 10x4 = 3
a) 2x1 + 2xp + 3x3 + b5x4 = 4 b) —6x1 + 4x2 + 2x3 + 3x4 =2
X1+ 7x2 +9x3 + 4x4 = 2 -3x1 + 2x2 — 11lx3 — 15x4 = 1

156. Lahendage lineaarvorrandisiisteem Gaussi meetodil:

x+2y—- z=1 2z1 — (1+1)zy — 3iz3 = b
) {Zx +4y -2z =2 b) { —2z1 + 1 +i)zx + (1+3i)z3 = by

2X1 + X2+ X3+ x4 =3 2 = bs
0 3x1 +4x) — X3 — X4 =2

X1 +3x — x3+ x4 =4

5x1 — 3x2 + 6x3 + 3x4 =5
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157. Leidke kdik muutujate komplektid, mida v6ib valida vabadeks muutujateks:

—X1+2X2+ X3— Xx4=3, 1+i)x; + ixo + 7x3=17, _
) { 4%y +2x3 —2x4=1; b) { —2ix;+ (1-Dx2+ x3=8 (K=0).
158. Uurige lineaarvorrandisiisteemi kooskélalisust ja leidke lahendite hulk:
3x1 — X2+ x3+2x4= 7 X1 +4x) —6x3 + x4 =4
a) < 3x1 + 3x - 3x4 =9 b) 3x1 — X2 +3x3 —2x4 =1
X1 — 2xp — 3x3 + 9x4 = -1 6x1 +3x3 —3x4 =1
X1 + 2x —5x4 = 8 5x1 + 4xp — 2x3 + x4 =3
X1 — X — X4 +2x5 =1
. X1+ X — X3 — 3x4 + 4x5 = 2
6)C1 — X3 - 2)C5 =3
4x, — X3 — 2X4 + 2X5 = 3

159. Lahendage lineaarvorrandisiisteem 160. Lahendage lineaarvorrandisiisteem

3x + y + 2z = 1 2x + y - z = 1
X + 2y + 3z =1 X + 2y + z = 2
4x + 3y + 2z = 1 x + y - z = -1
a) tile korpuse Zs; b) iile korpuse Z;. tile korpuse Zs.

161. Leidke homogeense lineaarvorrandisiisteemi tildlahend ja lahendite fundamentaal-
slisteem:

2x1 — 2x, =0 2ix; + (1-i)xy — Bi+2)x3 + 13ix4 = 0

a) { X1 — X =0 i+Dx; + ix, — X3 + 2i+3)x4 =0
b)

(1-3)x; + (A—-4)x2 + (7i+Dx3 + (11-231)x4 =0
2ix; + @i+ Dxp + 1-2Dx3 + @i-7)x4=0

X1+ x =0 2x1 + 2x -— X3 + xg = 0
X1 + Xo + x3 =0 4x1 + 3x» -— X3 + 2x4 = 0 .
X2 + X3+ x4 =0 ©) 8x1; + b5x — 3x3 + 4x4 = 0 ’
2 3x, + 3% - 2x3 + 2x4 = 0
Xn-2 + Xp-1 + x5, =0
Xp_1 + X, =0 X1 + X2 + X3 + xg = 0
f) X1 + X2 - X3 — 2xy = 0 .
X3 — X3+ x5 =0 X1 + X2 — Tx3 — 1llxg = 0’
Xo = X4 + X6 =0 X1+ X2 — 9x3 - ldxg = 0
d) X1 — X2+ x5 —xg =0
Xo — X3+ x6 =0
X1 — X4 + x5 =0
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162. Lahendage vorrandisiisteem korpuses Z5 ning avaldage lahend iihe erilahendi ja vas-
tava homogeense siisteemi lahendite fundamentaalsiisteemi kaudu:

x - 2y + z = =3
-2x + y - 3z = 1,
x - 3y - =z =

163. Kasutades Gaussi meetodit leidke lineaarvorrandisiisteemi iildlahend ja iiks erila-
hend, ning avaldage lahend iihe erilahendi ja vastava homogeense siisteemi lahendite fun-

damentaalsiisteemi kaudu:

5y + 3x» + 5x3 + 12x4 = 10,
a) 2x1 + 2xp + 3x3 + bx4 = 4,
X1 + Tx2 + 9x3 + 4x, = 2;
-9x; + 6x» + 7x3 + 10x4 = 3,
b) —6x1 + 4xp + 2x3 + 3x4 = 2,
-3x;1 + 2xp — 1llxg — 15x4 = 1;
-9x; + 10xp, + 3x3 + 7x4 = 7,
c) —-4x7 + 7x, + X3 + 3x4 = 5
7x1 + 5% — 4x3 — 6x4 = 3;
12x; + 9x2 + 3x3 + 10x4 = 13,
d) 4x1 + 3x, + X3 + 2x4 = 3,
+ 6xp + 2x3 + bx4 = T
—-6x; + i+ 9))62 + 3- Zi)X3 + ZiX4 = 4— i,
e) 6i—-6)x; + (10-8i)x, + (1-5i)x3 + Ri+2)x4 = 3-5i,
(24i—-6)x; + (13-35D)x, — (14i+5x3 + Ri+8)xy = -17i

164. Lahendage maatriksvorrand X suhtes:
1 2 1 2 2 4
(—3 —G)X(—l —2)_(—6 —12)'

165. Toestage, et kui reaalarvuliste kordajatega homogeensel lineaarvérrandisiisteemil on
olemas nullist erinev kompleksarvuline lahend, siis on tal ka nullist erinev reaalarvuline la-

hend.
166. Leidke a) tihest vorrandist, b) kahest vorrandist, c) kolmest vorrandist koosnev homo-

geenne lineaarvorrandisiisteem, millele vektorite siisteem
Cl = (11 4) _27 27 _l)y CZ = (31 137 _1) 2) 1)! C3 = (2) 7) _8r 4} _5)
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on lahendite fundamentaalsiisteemiks.
167. Leidke reaalarvuliste kordajatega kuuppoliinoom f(x), kui

f2)=1, f(-1)=3, f() =13, f(2)=33.

168*. Olgu arvud a;; mingid tdisarvud, i, j = 1,..., n. Toestage, et vOrrandisiisteemi
1
Exl = anxy+...+apxn
1
Exn = Apn1X1+...+appXy

lahendiks on ainult null-lahend.
Ndpundide: Stisteem on homogeenne. Ndidake, et kui slisteemi determinant oleks 0, saaksime vastu-
olu.

169*. On antud téisarvuliste kordajatega lineaarvorrandisiisteem oma laiendatud maatrik-
siga. Kirjutage programm, mis, kasutades ainult elementaarteisendusi ja tehteid tdisarvude-
ga teeb kindlaks, kas stisteemil on null, iiks v6i rohkem kui iiks lahend. Kui lahendeid on
rohkem kui iiks, siis programm viljastagu iihe voimaliku vabade tundmatute komplekti.

11. Poliitnoomid.

Olgu R nulliteguriteta kommutatiivne ring. Olgu f € R[X], kus f = ap X" +...+ a1 X + ag,jaceR.
f©)=anc" +...+ayc+ay.
f=q-X-0+r,

Teoreem (Bezout). Vg € R[X] Vr € R[X] degr<1

} = r=f(0.
con f juur g flo=0.
Lause.con fjuur < X-cl|f.

def

con f s-kordne juur = (X —c¢) on f s-kordne tegur.

Olgu K korpus, char K = 0. Tahistame vajadusel n=1+...+1 € K, kus 1 on K iihikelement.
——
n liidetavat

fl=napnX" '+, +2aX +ai.

Lause. Olgu f € K[X]jace K.

fO=f©@=...=f Y=o,

9w #o.

Lause. Olgu f € Q[X], kus f = an X" +...+ a1 X + ag, kusjuures ag, a1, . .., a, € Z. Olgu 5 € Q polii-

con f s-kordne juur <« {

noomi f juur, SUT(p, q) = 1. Siis p | ag, q | an.

170. Leidke poliinoomi f € Q[X] kordajate summa, kui
a) f= (2_5X+X3)211(3—7X+9X2—5X3)135;
b) f =7~ 3X —3X5)100(5 — X2 _ 5x7)1000.
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171. Leidke kolmanda astme poliinoom, millel on ithekordne juur 2 ja kahekordne juur —1.

172. Leidke ringis C[X] jagatis ¢ ja jadk r, mis tekib poliinoomi f jagamisel poliinoomiga
g, kui

a) f=X'-2X3+4X*-6X+8,g=X-1;

b) f=2X°-5X3-8X,g=X+3;

¢ f=4X>+X% g=X+1+i;

d f=x3-X>-X,g=X-1+2i

173. Kasutades Horneri skeemi arvutage f(c), kui
a) f=X"-3X3+6X?-10X+16,c=4;
b) f=5X*-7X3+8X*>-3X+7,¢c=3;

1
¢ f=2X"+2Xx*-3Xx3+4X?-6X+5, c==3;

d) f=2X>+Q+20X* -1 +30)X*+7,c=-2-1i
e) f=2X"+(1-2D)X*—@B+DX*>+7,c=—-1+2i

174. Kasutades Horneri skeemi arendage poliinoom f poliinoomi X — ¢ astmete jargi, kui
a) f=X"+2X3-3X?-4X+1,c=-1;
b) f= X%, c=1;
¢ f=X"-8X3+24X%-50X+90,c=2;
d) f=X"+2iX3—(1+)X?-3X+(7+1), c=—i;
e) f= X'+ (3-8) X% - (21+18i) X% - (33— 201) X + (7 +18i), c = —1 + 2i.

175. Kasutades Horneri skeemi leidke poliinoomi f juure ¢ kordsus, kui
a) f=X>-5X*+7X3-2X*+4X-8,c=2;
b) f=X>+7X*+16X3+8X*-16X-16,c=-2;
¢ f=X*"-6X3+10X*>-6X+9,c=3.

176. Leidke a, kui —1 on poliinoomi X° — aX? — aX + 1 vihemalt kahekordne juur.

177. Milliste p, g ja r korral jagub poliinoom f poliinoomiga (X —2)° ringis R[X], kui
a f=X+pX°+qX+r o f=pX'+qX*+rX+1
b) f=X'+pX3+gX>+r

178. Milliste a vairtuste korral omab poliinoom f kordset juurt —2 ning milline on selle
juure kordsus, kui

a) f=X3+3X*+aX-4 o f=2X*+7X%+aX?-44X-40
b) f=X"+4X3+aX?>+4X+4
2 xn
179. Toestage, et poliinoomil f =1+ 1 + o +...+ " € R[X] ei ole kordseid juuri.

180. Leidke a nii, et
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a) poliinoomi 3X 3_63X+ac C[X] iiks juur oleks vordne kahekordse teisega;
b) poliinoomi X3 +12X? + a € C[X] kahe juure summa oleks vordne kolmanda juurega;
¢) poliinoomi 4X® — 80X + a € C[X] kahe juure korrutis oleks vérdne kolmanda juurega.

181. Leidke C[X] poliinoomide koik juured:

a) X°-7X*+13X-3; d X*+X3-15X2+7X +6;
b) X*+3X3-6X-4; e) X*-3x3-14Xx%+48X-32;
0 X*-3x3-X?+9X-6; f) 4x3-12X%+13X-6.

12. Lineaarkujutused ja -teisendused.

Olgu V1 ja V, vektorruumid iile {ihe ja sama korpuse K. Olgu ¢: Vi — V5>.
) . def Va,be Vi gla+b) =g@(a)+pb),
¢ on lineaarkujutus < { VaeV Yke K gp(ka) = kp(a).
Téhis: ¢ € Hom(V1, V») (kdigi lineaarkujutuste hulk V3 — V»).
Kui V1 = V,, 6eldakse lineaarkujutuse kohta lineaarteisendus. Hulga tahis: Hom(V, V) =: End(V).
Lause. ¢ on lineaarkujutus <= Va,be V] Vke K p(a+kb) =¢(a)+ ko).
Lause. End(V) on ring, kui tehetena vaadelda punktiviisilist liitmist ja kompositsiooni. End(V) on vek-
torruum, kui tehetena vaadelda punktiviisilist liitmist ja skalaariga korrutamist.
n

Olgu Vi = V2 =V.0lgue={ey, ..., ey} vektorruumi V baas. Olgu ¢(e;) = Z aije;.

i=1
Ag, = (a,- ])n 1 (lineaarteisenduse f maatriks baasi e suhtes)

i,j=

Teoreem. Olgu e vektorruumi V baas. Olgu f: End(V) — Mat (K), kus iga ¢ € End(V) korral f(¢) =
Ag,. Siis f on ringide isomorfism. Samuti on f vektorruumide isomorfism.

Olgu A, B € Mat (K).

T on regulaarne,
B=T7lAT
Teoreem. Olgu A, B € Mat (K). Siis

def o .
A~B << 3JTeMat,(K): { (maatriksid A ja B on sarnased).

eja e’ on V baasid,
A~B < 3Jvektorruum VIpeEnd Ve e cV:{ A=A,

B=A
0
Olgu V1 ja V» vektorruumid iile iihe ja sama korpuse K. Olgu ¢ € Hom(V7, V5).

f f
Ker o Diae vi 1@ =0, 1meip@acn.

Lause. Lineaarkujutuse ¢: V1 — V> korral on Ker ¢ ja Im ¢ alamruumid vastavalt vektorruumides V;
ja Vo.

Teoreem (teoreem tuumast ja kujutisest). Olgu V; 1oplikumdodtmeline. Siis dim Ker ¢ + dimIm ¢ =
dim V.

182. Olgu tasandil fikseeritud ihikristreeper {O; €1, €>}. Tehke kindlaks, kas tasandi poore
nurga a vorra iimber koordinaatide alguspunkti O on tasandi vabavektorite vektorruumi E»
lineaarteisendus. Kui on, siis leidke selle teisenduse maatriks baasi €7, &> suhtes.
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183. Tehke kindlaks, millised alljirgnevatest teisendustest ¢: E3 — [E3, kus E3 on
ruumi vabavektorite vektorruum, on lineaarteisendused. Leidke lineaarteisendus-
te maatriksid tihikristbaasi 7,7, k (parema kéde kolmik) suhtes. (Kui pole teisiti Gel-
dud, siis d ja b on ruumi E3 fikseeritud vektorid.) Iga ¥ = x17+ x2J + x3k € E3 korral

a) @ =0; e) p(X)=%+a; h) @) = (%, @) b;

b) ¢(X) =a; f) oX)=(%, a) X;

0 @) =2% ¢ N i) @(¥) =Xxa kus

d) e =%+7; g ¢(X) = < >x, a=27+7+3k.
184. Tehke kindlaks, kas jirgmised kujutused ¢ on vektorruumi R,[X] = {a,X" +

...+a1 X+ ay: a; € R} lineaarteisendused ning leidke lineaarteisenduste maatriksid baasi
1, X, X2,..., X" suhtes, kui iga f € R,[X] korral

a) (¢ (f)) X =f=X); e) (D(f)) (x) = f'(x), seda teisendust ni-
b) (¢ (f)) X)) =fX+1); metame diferentseerimisteisenduseks;
o (¢ () X) =f@x+b),kusa#0jabon ) (¢ (f)) (X) =Xf(X);

fikseeritud reaalarvud;

S
d (¢ (f) X = fF(X+1) - fX; 8 (o (f)) (X)=ff(X) dXx.

185. Leidke vektorruumi R, [X] diferentseerimisteisenduse maatriks

a) baasi X", ..., X?, X, 1 suhtes;

X -1)? X-1"
b) baasil,X—l,( 2 ) ,...,( ') suhtes.
n!

186. Konstrueerige vektorruumi R, [X] kaks erinevat lineaarteisendust, mis alamruumil
R,—1[X] langevad kokku diferentseerimisteisendusega.

187. Leidke vektorruumi {ksin x+/cos x: k, le R} < RR diferentseerimisteisenduse maat-
riks baasi sin x, cos x suhtes.

188. Kas lineaarteisendus viib alati lineaarselt s6ltuva siisteemi lineaarselt soltuvaks siis-
teemiks?

189. Kas lineaarteisendus viib alati lineaarselt sdltumatu siisteemi lineaarselt séltumatuks
slisteemiks?

190. Olgu vektorite slisteemid a,, ..., a;, ja by, ..., b, ekvivalentsed. Kas iga lineaartei-
senduse ¢ korral on ka stisteemid ¢(ay), . .., @(an) jap(by), .. ., ¢p(by,) ekvivalentsed?

191. Olgu ¢ : V3 — V; lineaarkujutus ja L;, Ly vektorruumi V; alamruumid. Kas kehtivad
vordused a) ¢(L; + Lz) = (L) + @(L2); b) (L1 N Ly) = ¢(L1) N(L2)?

192. Tehke kindlaks, millised vektorruumi R? teisendused ¢ on lineaarteisendused, kui iga
X =(x1, X2, X3) € R3 korral
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a) @(x) = (X1 — X2 + X3, X3, X2); ) @(x) = (x1 +3x3, X3, X1 + X3).
b) @(x) = (x1+2, x2 +5, x3);

193. Vaatleme vektorruumis Mat, (R) baasi (§§), (35),(99),(39).OlguA=(45)jaB =

(54)
gh)
Leidke selle baasi suhtes jargmiste vektorruumi Maty (R) lineaarteisenduste maatriksid:
a) transponeerimisteisendus, s.t. teisendus X — X T;
b) teisendus ¢4, mis on defineeritud vordusega ¢ 4(X) = AX;
c) teisendus y 4, mis on defineeritud vordusega y 4, 5(X) = AXB;
d) teisendus x 4 g, mis on defineeritud vordusega x 4 p(X) = AX + XB.

194. Vektorruumi R;[X] lineaarteisenduse ¢ maatriks baasi 1, X, X? suhtes on
0 0 1
01 0
1 0 0

Leidke selle teisenduse maatriks baasi

a) X—X%1+2X+X%1+3X+X% C) 3X2+2X+1, X*+3X+2,2X>+X+3
b) 3X%+2X,5X%>+3X+1,7X?>+5X+3;

suhtes.

195. Kui maatriksid A ja B on sarnased, siis leidub selline maatriks C, et B = C'AC. Kas
see maatriks C on tiheselt maddratud?

196. Olgu A € Mat,(K). Toestage, et hulk {C € GL,(K)| A= C ' AC} on riihm maatriksite
korrutamise suhtes.

197. Toestage, et kui vihemalt {iks maatrikseist A ja B on regulaarne, siis maatriksid AB ja
BA on sarnased. Tooge ndide kahest mitteregulaarsest maatriksist A ja B, mille korral AB ja
BAeiole sarnased.

198. Leidke koik maatriksid, mis on sarnased ainult iseendaga.

199. Toestage, et kui maatriksid A, B € Mat, (K) on sarnased, siis on sarnased ka maatriksid
a) A%ja B%;b) A™ja B™, kus meN; c) f(A)ja f(B), kus f € K[X].

200*. Vaatleme poliinoomide vektorruumi R[X] (iile R), kus liitmine ja skalaariga korruta-
mine on defineeritud, nagu ikka, komponenthaaval. Olgu T lineaarteisendus vektorruumis
R[X], kusiga f € R[X] korral Tf = f + f' (siin f’ tdhistab f tuletist). T6estage, et T on pdodra-
tav.

201. Leidke lineaarkujutuse ¢: Es — R, ¢ (X) = (X, d) (d € E3 on fikseeritud vektor), tuum ja
kujutis.
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202. Leidke lineaarteisenduse ¢: Es — E3, ¢(X) =X x d (d € E3\ {0} on fikseeritud vektor),
tuum ja kujutis.

203. Leidke vektorruumi R,[X] diferentseerimisteisenduse tuum ja kujutis.

204. Leidke lineaarteisenduse ¢: R — R® tuuma ja kujutise baas, kui iga x = (X1, X2, X3)

korral
a) @(x) =(x1+x2+x3, X1 + X2+ X3, X1 + X2+ X3);
b) @(x) = (2x1 — X2 — X3, X1 —2X2 + X3, X1 + X2 — 2X3).

205. Leidke lineaarteisenduse ¢ tuuma ja kujutise baas, kui ¢ maatriks mingi baasi suhtes
on

(1 1) 01 1 1000
a)A‘(1 2)’ o A=[1 1 1| 000 0
1 4 5 &A=l 5 5 0 1
2-1 1 1 100 1
1 2 -1 1-2 2
b)A:(g ); dA=t 5 1511
1 0-1 3

206. Kas vektorruumi Vj iga alamruum on mingi lineaarkujutuse ¢: V; — V5 tuum?

207. Olgu ¢ vektorruumi V pooratav lineaarteisendus. Toestage, et ¢ poordteisendus on
ka lineaarne.

208. Olgu ¢ vektorruumi V lineaarteisendus. Toestage, et Ker ¢ = 0 parajasti siis, kui ¢ on
injektiivne. Toestage, et kui V on loplikumo6otmeline, siis Ker ¢ = 0 parajasti siis, kui ¢ on
siirjektiivne.

209. Leidke lineaarteisenduse ¢ maatriksi tildkuju sellise baasi suhtes, mille k esimest vek-
torit moodustavad a) ¢ tuuma baasi; b) ¢ kujutise baasi.

210. Olgu ¢ vektorruumi V lineaarteisendus, L vektorruumi V alamruum ja LN Ker ¢ =
0. Toestage, et ¢ viib L iga lineaarselt soltumatu vektorite siisteemi lineaarselt séltumatuks
vektorite siisteemiks.

211. Olgu ¢ vektorruumi V pdoératav lineaarteisendus. Toestage, et ¢ viib lineaarselt soltu-
matu siisteemi lineaarselt sdltumatuks siisteemiks.

212. Olgu ¢ vektorruumi V lineaarteisendus ja L vektorruumi V alamruum. Toestage, et
a) kujutis ¢(L) ja originaal ¢~ 1 (L) on vektorruumi V alamruumid;
b) kui ¢ on pooratavija V on Ioplikumdadtmeline, siis dim ¢(L) = dim ¢! (L) = dim L.

213*. Olgu ruumi vabavektorite vektorruumis E3 fikseeritud vektorid a ja b. Olgu kujutus
¢: E3 — E5 defineeritud seosega ¢ (%) = @ x (% x b). Toestage, et ¢ on lineaarkujutus, leidke ¢
maatriks tihikristbaasi (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) suhtes, leidke ¢ tuum ja kujutis.
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214*,. Olgu fikseeritud reaalarv h # 0. Vaatleme vektorruumi R,[X] vaheteisendust
1
¢n: Ry[X] — R,[X], mis on antud vordusega (¢ (f)) (X) = 7 (f(X+h) - f(X)). Leidke ¢},

tuum ja kujutis.

215*. Olgu X, Y ja Z vektorruumid iile ithe ja sama korpuse. Olgu lineaarkujutus ¢: X — Y
iiksiihene ja lineaarkujutus ¥: Y — Z pealekujutus. Kehtigu Im ¢ = Ker v. Kirjeldatud olu-
korra kohta 6eldakse, et ruumid X, Y ja Z moodustavad liihikese tdpse jadaning tdhistatakse

o—xZyLz_o
Toestage jairgmine samavdaarsus: leidub lineaarkujutus U: Z — Y omadusega wo U =17 pa-
rajasti siis, kui leidub lineaarkujutus V: ¥ — X omadusega Vo =1x.

216*. Tdhistame iga M € Mat3(C) korral
Gy:={zeC|zM ~ M},
kus ~ tdhistab maatriksite sarnasust.

a) Leidke hulk Gy, kui

<

Il
o o o
o o o

4

0 | € Mat3(C).

0

b) Kas leidub maatriks M € Mat3(C), mille korral G, on 16plik hulk?

13. Lineaarteisenduse omaviirtused ja omavektorid.
Olgu V vektorruum {ile korpuse K ja olgu ¢ € End V.

def
A € K on ¢ omavdidirtus & JaeV\ {0}: p(a) = Aa.

def
a€ V\{0}on ¢ omavektor < 3TLeK: ¢(a)=A>Aa.
Olgu A € Maty, (K). Maatriksi A karakteristlik poliinoom: det(A— XE).

def
A € K on A karakteristliku poliinoomi juur = det(A—-AE)=0.
Lause.

e, € on V baasid, ,
p=p.

pjap on Ag ja Afp/ kar. pol.-d
Olgu e vektorruumi V baas.
Lause. 1 € K on ¢ omavéidrtus <= Aon Afp karakteristliku poliinoomi juur.
Olgu A € K teisenduse ¢ omavéartus.

def
A algebraline kordsus on s & Aon Afj, karakteristliku poliinoomi s-kordne juur.

- def .
A geomeetriline kordsusons < dim{ae V|¢(a)=Aa}=s.
Lause. Lineaarteisenduse maatriks mingi baasi suhtes on diagonaalmaatriks siis ja ainult siis, kui see
baas koosneb selle lineaarteisenduse omavektoritest.
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217. Olgu maatriksil A € Mat, (K) n omavéirtust korpuses K. Toestage, et maatriksi A oma-
vadrtuste summa ja korrutis on vastavalt vordsed A jédlje ja determinandiga.

218. Toestage, et 1oplikumdodtmelise vektorruumi lineaarteisendus on pédratav parajasti
siis, kui 0 ei ole tema omavéaéartus.

219. Toestage, et lineaarteisenduse tuum koosneb omavéirtusele 0 vastavaist omavekto-
reist ja nullvektorist.

220. Toestage, et lineaarteisenduse nullist erinevatele omavéértustele vastavad omavekto-
rid kuuluvad selle lineaarteisenduse kujutisse.

221. Toestage, et lineaarteisendusel ¢ — kly, kus k € K, on samad omavektorid kui vektor-
ruumi V (iile K) lineaarteisendusel ¢. Leidke seos nende lineaarteisenduste omavadrtuste
vahel.

222. Olgu ¢ vektorruumi V (iile K) lineaarteisendus. Toestage, et kui a on ¢ omavektor,
mis vastab omavairtusele A, siis a on omavektor ka lineaarteisendustele

a) ¢% b) ", meN; c) f(g), kus f e K[X].
Leidke vastavad omaviirtused. (Siinkohal métleme ¢?(x) = @(@(x)), ning kui f = a, X" +
.+ a1 X +ag,siis f(@)=ap, po...op+...+a1p+aply.)

———
n tegurit
223. Toestage, et kui ¢ on 16plikumdéotmelise vektorruumi pooratav lineaarteisendus, siis

teisendustel ¢ ja ¢! on samad omavektorid. Leidke seos nende teisenduste omaviirtuste
vahel.

224. Toestage, etkui A2 on vektorruumi V (iile K) lineaarteisenduse (p2 omavadartus, siis iiks
korpuse K elementidest A ja —A on teisenduse ¢ omavairtus. (Siinkohal métleme @ (x) =
Pp(x)).)

225. Leidke vektorruumi Mat, (R) lineaarteisenduse X — X! omaviirtused ja omavekto-
rid.

226. Toestage, et lineaarteisenduse omavektorid, mis vastavad paarikaupa erinevatele
omavéartustele, on lineaarselt séltumatud.

227. Leidke vektorruumi V (iile korpuse R) lineaarteisenduse ¢ omavéirtused ja omavek-
torid, kui ¢ maatriks mingi baasi suhtes on

2 -1 2 4 -5 2 4 -5 7
a) 5 -3 3 1|; c) 5 -7 3 1; e) 1 -4 9 |;
-1 0 -2 6 -9 4 -4 0 5
01 0 7 -12 6 3 -1 0 0
b) -4 4 0 [; d) 10 -19 10 |; f) 1 1 0 0
-2 1 2 12 -24 13 3 0 5 -3
4 -1 3 -1
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228. Leidke vektorruumi V, lile korpuse Z,, lineaarteisenduse omavéértused ja omavek-
torid, kui tema maatriks mingi baasi suhtes on
1 1 1 2

a) (1 1),p—2,3, b) (_2 1),;9-?;,5.

229. Olgu Ay lineaarteisenduse ¢ omaviartus. Toestage, et omavéartusele A vastavate li-
neaarselt soltumatute omavektorite arv (ehk A¢ geomeetriline kordsus) ei iileta A kui ¢ ka-
rakteristliku poliinoomi juure kordsust (ehk Ay algebralist kordsust).

230. Tehke kindlaks, millised vektorruumi V (iile R) lineaarteisenduse maatriksid saab viia
diagonaalkujule uuele baasile iilemineku teel. Leidke selline baas ja teisenduse maatriks selle
baasi suhtes:

1 -1 3 12 -4 1 11
2) ( -4 4 ) -1 -3 1| £ | -2 0
R R -1 -12 6 1 -1 0
) ( 1 2 ) 10 -3 -9
9 ( 2 -1 ) e) | -18 7 18 |;
4 —2 ) 18 -6 -17
231. Kas maatriksid
1 -1 1 -1 3 -1 00 0 1
al1 1 -1 b | -3 5 -1 | 00 1 0
0 -1 2 3 3 1 910 1 0 o0
100 0

on sarnased diagonaalmaatriksiga?

a b . . . -
232* Olgu A = ( c ) reaalsete positiivsete elementidega maatriks. Tdestage, et maat-

d

riksil A leidub omavektor ( ; ) € R? nii, et x ja y on positiivsed.

233*. Olgu antud l6pmatumdotmeline komplekssete jadade vektorruum
V={(an)9%|ancC, neN}.
Nihketeisendus S: V — V on defineeritud vordusega
S, az, az, ...) = (ay, a3, as, .. .), (a, a2, a3,...)€V.
Leidke teisenduse S omavéirtused ja igale omavéértusele vastavad omavektorid.

14. Eukleidiline ruum.
Olgu E vektorruum tile R. Olgu defineeritud kujutus E x E — R, (a, b) — (a, b).
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Ya,beE {a, b)=(b, ay,
Lo def Va,b,ce E {(a+Db,c)={a, c)y+(bc),
E on eukleidiline ruum <
VYa,be E VYkeR (ka,b)=k-{a,b),
Vae E\{0} (a,a)>0.
Kujutust (a, b) — (a, b) nimetatakse skalaarkorrutamiseks. Reaalarvu 1/ (x, x) nimetatatakse elemendi
x pikkuseks ehk normiks ning tahistatakse |x| voi || x||.
\4 , D, E y = ) y U7y
Lause. E on eukleidiline ruum = @b ce (@btc)=(a b+ c
Ya,be E YkeR (a, kb)=k-{a,b).

Olgu E eukleidiline ruum.

def
Vektorid a, b € E on ortogonaalsed = {a, b) =0.

Tahis: a L b.
def
Vektorite slisteem ay, . . ., a, on ortonormeeritud <=
def Vie{l,...,n} (a;,a;)=1,
@ . . . .
Vi,jell,...,n} i#j=(a;aj)=0.
Teoreem.
E vektorite siisteem ay, . . ., a, on lineaarselt soltumatu —
by, ..., by on ortonormeeritud,
— 3by,...,byeE : { ! n
L(ay,...,an)=L(by,..., by).
Stisteemi ay, ..., ap pohjal ortonormeeritud stisteemi by, . .., by leidmiseks saab kasutada Grami-
Schmidlti ortogonaliseerimisprotsessi:
» koigepealt voetakse by = ay;
* induktiivselt eeldades, et L(ay, ..., as) = L(by, ..., bs), valitakse bg11 nii, et bgy1 L b; iga i€
{1,..., s} korral, kusjuures L(ay, . .., as+1) = L(b1, . . ., bst+1).

* Lopuks normeeritakse vektorid, korrutades need oma normi pdérdarvuga.

Grami-Schmidti protsessi voib rakendada ka lineaarselt soltuvale siisteemile. Siis nende vektorite ko-
hal, mis astakut ei suurenda, annab protsess vélja nullvektori. Jattes nullvektorid korvale, saadakse sel-
lisel viisil algse siisteemi lineaarkatte ortonormeeritud baas.

Teoreem (Cauchy-Bunjakovski-Schwarz). Va, be E  [{a, b)| < ||lallllb||.

Olgu a, be E\{0}.

{a, b)

def
/(a, b) = arccos —————
lal-1bl

(vektorite a ja b vaheline nurk).

234. Olgu x = (x1, x2), ¥ = (1, y2) vektorruumi R? suvalised vektorid. Niidake, et sellel
vektorruumil voib skalaarkorrutamise defineerida vordusega

a) (x,y)=x1y1+X2)2; b) (x,y)=x1y1+ X1)2+ X2 )1 + 222 .
Arvutage molemal juhul vektorite x = (1, 1) ja y = (-3, 2) skalaarkorrutis.
235. Defineerige tilimalt n-nda astme reaalarvuliste kordajatega poliinoomide vektorruu-

2 n
mil R, [X] skalaarkorrutamine nii, et baas 1, X, ETRA oleks ortonormeeritud.
! n!
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236. Toestage, et kui eukleidilise ruumi vektor on ortogonaalne vektoritega ay, . . . , ap, siis
on ta ortogonaalne ka koigi lineaarkombinatsioonidega ki a; +. . . + ky, ap,-

237. Toestage, et kui eukleidilise ruumi nullist erinevad vektorid a ja b on ortogonaalsed,
siis vektorite siisteem a, b on lineaarselt séltumatu.

238. Olgu E eukleidiline ruum ortonormeeritud baasiga ey, .. ., e,. Toestage, etiga a € E
korral
a={a,ee +...+{a, ey ey.

239. Toestage, et 16igus [—m, 7] pidevate funktsioonide vektorruumis trigonomeetrilise
slisteemi 1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, . .., coS nx, sin nx, . .. suvalised kaks erinevat vekto-
T

rit on ortogonaalsed skalaarkorrutamise (f, g) = f f(x)g(x) dx suhtes.
-7

240. Toestage, et kui eukleidilise ruumi vektorite siisteem ay, . . ., a,;, on ortogonaalne, siis
lay+...+am ||2 =l|a; ||2 +...+lanm ||2 (iildistatud Pythagorase teoreem).

241. Leidke kolmnurga ABC kiilgede pikkused ja sisenurgad eukleidilises ruumis R, kui
kiilgede kohavektorid OA, OB, OC on
A=(2,4,2,4,2), OB=(6,4,4,4,6), 0OC=(5,7,57,2).

242. Toestage jargmised normi omadused:
YaeE |al|l=0sa=0,

VaeEVkeR kx|l =Ikl-lal,

VYa,beE lla+Dbl<lall+Ibl.

243. Veenduge, et vektorid a;, a; € R* on ortogonaalsed ning tiiendage siisteem a;, a, or-
togonaalseks baasiks:

a) a1=(1,-2,2,-3), a2 =(2, -3, 2, 4); b) a;=(1,1,1,2),a,=(1,2,3,-3).

244. Tiiendage vektorite siisteem a;, a, ortonormeeritud baasiks:
21 2 12 2 1111 11 1 1
a) =\ @=l %) b) a=|\-r-o-phb=l T2
33 3 33 3 222 2 22 2 2

245. Kasutades ortogonaliseerimisprotsessi, leidke ortonormeeritud baas tilimalt teise ast-
me reaalarvuliste kordajatega poliinoomide vektorruumis R, [X] vottes esialgseks baasiks
1, X, X? ja kasutades skalaarkorrutamist, mis on defineeritud vordusega

2 (1.8)= [ swgw ax
b) <f g> aobo+a1b1+a2b2,ku1f de +a1X+a0,g b2X2+b1X+b0

246. Kasutades ortogonaliseerimisprotsessi, konstrueerige vektorite a, . .., a,, lineaarse
katte ortogonaalne baas:
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a) a) = (11 2} 2) _l)) ap = (1) 1) _5) 3)! as = (3r 2r 8} _7);
b) a) = (1) ]-» _]-v _2), ap = (51 8) _2) _3)r as = (3r 9y 3) 8);
c)m=2,1,3 -1),a,=(7,43,-3),a3=(1,1,-6,0), a4 =(6,7,7, 8).

247. Olgu vektorruumil R* skalaarkorrutamine defineeritud vordusega
(X, y)=X1y1 = X1Y2 — X2 )1 +2X2Y2 — X2 3 — X3 Y2 + 2X3Y3 — X3 Y4 — X4 Y3+ 2X4 Vs
mistahes x = (x1, X2, X3, X4), ¥ = (¥1, Y2, V3, Ya) € R* korral. Kasutades ortogonaliseerimis-
protsessi, leidke vektorruumi R* ortonormeeritud baas lihtudes baasist

a) a) = (11 Or O) O)r ap = (Or 1! Or O)r as = (07 Or 1! O)r as = (07 07 Or 1);
b) ay = (1) _]-) 0) 0); as = (Oy ]-y _]-r O)r as = (Or Oy 1) _]-)) as = (]-, 0) 0; ]-)

248*. Otsustage, kas ruumil R? leidub selline skalaarkorrutis, et {(x, y), (x, y)) = (Ix| +]| yl)2
iga (x, y) € R? korral.

Ndpundide: Eukleidilise ruumi E skalaarkorrutis rahuldab r66pkiiliku vordust:

2(u, uy+2{v, vy =(u+v, u+v)+(u—v, u—v)igau, ve E korral.

249*. Olgu e = (a, b, ¢) iihikvektor eukleidilises ruumis R®. Olgu T ruumi R® lineaarteisen-
dus, mis teostab vektori e suhtes 180-kraadise péorde. See tdhendab, kui O on koordinaatide
alguspunkt, on vektori x = 0X otspunkt X ja vektori T'(x) = OX’ otspunkt X' iiksteise pee-
geldused sirge OE suhtes (kus e = OE).

Leidke lineaarteisenduse R maatriks iihikristbaasi e; = (1,0, 0), e, = (0,1,0), e3 = (0,0, 1)
suhtes.

15. Ortogonaalsed ja siimmeetrilised teisendused.
Olgu A € Mat, (R).

def T -1
Aon ortogonaalne — A" =A"".

def
Aon simmeetriline <> A=AT.
Olgu E eukleidiline ruum, olgu ¢ € End E.
def

¢ on ortogonaalteisendus & VacE (p(a), p(a)) =<a, a).

def
¢ on siimmeetriline = Ya, be E{p(a), by =a, p(b)).
Lause. ¢ on ortogonaalteisendus <= Va, be E (p(a), (b)) ={a, b).
Teoreem. ¢ on ortogonaalteisendus = iga ortonormeeritud baasi e korral Afp on ortogonaalne.

(EI ortonormeeritud baas e: A(‘;, on ortogonaalne] = @ onortogonaalteisendus.

Teoreem. ¢ on simmeetriline = iga ortonormeeritud baasi e korral Ag, on siimmeetriline.

3 ortonormeeritud baas e: Afo on sﬁmmeetriline) = ¢ on siimmeetriline.

Teoreem.
¢ on siimmeetriline,

A€ Con f omavéartus
Teoreem. Olgu dim E = n. Siis

} = AeR.

e on E ortonormeeritud baas,

onsiimmeetriline <= Je: - . .
¢ { koik e vektorid on ¢ omavektorid.
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250. Veenduge, et tegu on ortogonaalse maatriksiga ja kirjutage vilja pé6rdmaatriks:

1 0 1
21 o0
v2lo vz o

251. Leidke jargmiste maatriksite hulgast ortogonaalsed ja arvutage nende determinandid:

e (3h) sl

-2 0 0 1 2 2 3 1 V6

1 1
C=0\/§1,D=§21—2,F=Z 1 3 -v6
0 -1 V3 -2 2 -1 -v6 V6 2

252. Toestage, et ortogonaalmaatriksi determinant on 1 véi —1. Kas kehtib vastupidine vii-
de?

253. Olgu antud maatriks A € Mat, (K) nii, et AAT = E,. Toestage, et A on ortogonaalmaat-
riks.

254. Millisel tingimusel on diagonaalmaatriks ortogonaalne?

255. Toestage, et kui eukleidilise ruumi kaks vektorit a ja b on sama pikkusega, siis leidub
ortogonaalne teisendus ¢, mis viib vektori a vektoriks b.

256. Tehke kindlaks, kas vektorruumi R,,[X] lineaarteisendused

Q) (¢(f) 0= fl=x); b (0()) ) = &" f( )

1
X
on ortogonaalteisendused, kui skalaarkorrutamine on defineeritud valemiga
(f, g) =apb,+...+a1by+ aygby,
kus f=a,X"+...+a1X+agjag=b, X" +...+ b1 X + by.
257. Toestage, et

a) regulaarse siimmeetrilise maatriksi p66rdmaatriks on siimmeetriline;
b) iga maatriksi B korral on maatriks A = BBT stimmeetriline;
¢) siimm. maatriksite A ja B korrutis on siimmeetriline parajasti siis, kui AB = BA.

258. Maatriksit A nimetatakse kaldsiimmeetriliseks, kui AT = — A. Toestage, et

a) regulaarse kaldsiimmeetrilise maatriksi podrdmaatriks on kaldsiimmeetriline;

b) kaldstimm. maatriksite A ja B korrutis on siimmeetriline parajasti siis, kui AB = BA;

¢) kaldsiimm. maatriksite A ja B korrutis on kaldstimmeetriline parajasti siis, kui AB =
—BA.
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259. Toestage, et kahe simmeetrilise teisenduse summa on siimmeetriline. Kas sama oma-
dus kehtib ortogonaalteisenduste kohta?

260. Toestage, et siimmeetriliste teisenduste reaalarvuliste kordajatega lineaarkombinat-
sioon on siimmeetriline.

261. Olgu ¢ suvaline lineaarteisendus eukleidilisel ruumil E. Olgu ey, . . ., e, ruumi E ON
baas. Milline on ¢ maatriks selle baasi suhtes?

262. Olgu ¢ ja v suvalised lineaarteisendused eukleidilisel ruumil E. Toestage, et ¢ = ¥
parajasti siis, kui (p(a), b) = (w(a), b) iga a, b € E korral.

263. Toestage, et kahe siimmeetrilise teisenduse ¢ ja ¥ korrutis ¢y on siimmeetriline siis
ja ainult siis, kui ¢ ja ¢ kommuteeruvad.

264. Toestage, et kui ¢ ja iy on siimmeetrilised teisendused, siis ¢+ 1 ¢ on stimmeetriline
teisendus.

265. Olgu ¢ stimmeetriline teisendus ning a ja b tema omavektorid, mis vastavad erineva-
tele omaviddrtustele. Toestage, et a L b.

266. Leidke lineaarteisenduse omavektoreist koosnev ortonormeeritud baas ja teisenduse
maatriks selle baasi suhtes, kui teisenduse maatriks mingi ortonormeeritud baasi suhtes on

a)(11)_ 1 2 2 11 1 1
1 1) alz2 1 2| g1 1 -1
o, 2 2 1 1 -1 1 -1 )
b)(zg); 1 -1 -1 1
00 0 1
11 2 -8 17 -8 4 001 0
ol 2 2 10 |; e) | -8 17 -4 |; &1o1 0 0
8 10 5 4 -4 11 100 0

267*. Olgu v 16plikumdotmelise eukleidilise ruumi E ortogonaalteisendus. Ruumi E alam-
ruumi L nimetatakse v-invariantseks, kui w(a) € L iga a € L korral. Toestage, et y-
invariantse alamruumi L ortogonaalne tdiend on ka w-invariantne.
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Vastused ja lahendused

[1} [£)]On algebraline tehe, kommutatiivne, assotsiatiivne, leidub iihikelement, pooratavate elementide
hulk on {1}.

[6)]On algebraline tehe, kommutatiivne, assotsiatiivne, ithikelementi ei leidu.

[0)]On algebraline tehe, ei ole kommutatiivne, ei ole assotsiatiivne, ithikelementi ei leidu.

On algebraline tehe, kommutatiivne, ei ole assotsiatiivne, iihikelementi ei leidu.

[e)]Olgu a, b € N. Me kirjutame a | b, kui leidub k € N nii, et ak = b. (Analoogilise jaguvuse definitsiooni
saab kirja panna ka olukorras, kus N asemel on Z.)

Arv ¢ =SUT(a, b) on defineeritud jargmiselt:

cla, clb;

ii) kui mingi d korral d | aja d | b, siis d | c.

Kahe arvu a, b € N korral on SUT(a, b) alati olemas ja naturaalarv, selle leidmiseks saab niiteks kasuta-
da Eukleidese algoritmi (6pikus lk 205) vdi avaldist astendajate kaudu (lk 204).

On algebraline tehe, kommutatiivne, assotsiatiivne, ithikelementi ei leidu.

ArV ¢ =VUK(a, b) on defineeritud jargmiselt:

alc bl

ii) kui on naturaalarv d omadusega a | d, b| d, siis c | d.

Leidmiseks voib kasutada avaldist astendajate kaudu (lk 204).

On algebraline tehe, kommutatiivne, assotsiatiivne, leidub tihikelement, pooratavate elementide hulk
on {1}.

[8)]Pole algebraline tehe.

[)]On algebraline tehe, ei ole kommutatiivne, on assotsiatiivne, iihikelementi ei leidu.

[2)]On algebraline tehe, kommutatiivne, pole assotsiatiivne, iihikelementi ei leidu.

Sama nagu

[0)]On algebraline tehe, iilejédnu sama nagu iil. [[fc)]

[D]On algebraline tehe, pole kommutatiivne, pole assotsiatiivne, iihikelementi ei leidu.

[e)]On algebraline tehe, kommutatiivne, assotsiatiivne, ithikelementi ei leidu.

[2)]On algebraline tehe, kommutatiivne, assotsiatiivne, leidub iihikelement, pdratavate elementide
hulk on {®}.

On algebraline tehe, pole kommutatiivne, pole assotsiatiivne, iihikelementi ei leidu.

On algebraline tehe, kommutatiivne, assotsiatiivne, leidub iihikelement, pooratavate elementide
hulk on {X}.

On algebraline tehe, kommutatiivne, assotsiatiivne, leidub tihikelement, kdik elemendid on p6ora-
tavad.

[l Igatahes ei tohi tehe olla assotsiatiivne, vastasel korral oleks igal elemendil iilimalt iiks pdordele-
ment.

a) Olgu A = {e, a, b}. Anname iihe sobiva tehte jargmise tabeliga:

a
a
e

Siin a podrdelemendid on a ja b ning tabelisse voib ? kohale kirjutada mida tahes (kasvdi niiteks e).



b) Lahendusidee on analoogiline punktiga a).

B [@]G) on,

(i) ei ole (pooratavate elementide hulk on {-1, 1}),
(iii) ei ole (pole kommutatiivne ega assotsiatiivne),
[B)on,

ei ole (pole algebraline tehe),

[@)]on,

[&)]on,

Dlon,

[g)]on,

kui X on vdhemalt kolme-elemendiline, siis ei ole (pole kommutatiivne),
ei ole (pole kommutatiivne),

[)]on,

on,

(i) ei ole (pole algebraline tehe),

(ii) ei ole (pole kommutatiivne),

[m)]ei ole (pole kommutatiivne).

El Vahetu kontroll; ithikelement on (1, 0) ja elemendi (a, b) p66rdelement on [%, —%).

[@] mittekommutatiivne riihm,
[b)]Abeli rithm,

ei ole algebraline struktuur,
[@)]mittekommutatiivne riihm,
[e)Abeli riihm.

@ T#histame teisendused: samasusteisendus &; poorded 120° ja 240° vorra 71 ja 7o; péorded 90°,
180° ja 270° vorra 73, 74 ja 5 ning peegeldused 01, 02, o3 (kolmnurga telgede sihis), 04, 05 (ristkiiliku
telgede sihis), 0, 07 (rombi telgede sihis). Saame jargmised tabelid.

o £ Ty 7mp O1 02 03

£ £ T T g1 g2 o3
1 T T2 t 03 o1 g2
a) 7 | 7o £ Ty O 03 O]
01 o1 g2 g3 £ ] T2
g2 g2 g3 o1 T2 € 1
o3 o3 g1 g2 ] T £

T3 T4 s g4 [ O6 a7
& £ T3 7 5 04 g5 O g7
3 3 T4 1433 &€ Og a7 o5 04
T4 g 5 £ T3 g5 g4 a7 (o
b) 7n5 | 75 € T3 T4 O7 O 04 Os
04 (o} a7 o5 06 £ T4 5 3
g5 05 (o 04 o7 T4 € 3 5
¢ Og6 04 o7 05 T3 5 £ T4
a7 g7 o5 06 (o} T 3 T4 £




o £ T4 ¢ a7
£ € T4 (X a7
C) 7y | Mg £ o7  0Og
06 06 a7 € T4
o7 o7 (oX3 T4 £

4 04 05
€ & T4 04 05

d) 74 | 14 € 05 04

g4 04 o5 £ T4

g5 05 (o} T4 £
Olgu G rithm. Kui ménes reas oleks tihte elementi topelt, nt. x* y = x * z, siis kasutame dra elemendi
x~ ! leidumise. Koik elemendid kindlasti esinevad, sest vorrandi x * z = y lahendame x~1 abil.
Vastupidine véide ei kehti. Vt. nditeks

Uhikelementi ei leidu.

Valige tingimuses Va € A aa =1 elemendi a rolli x, y, xy, yx vmt.

[@)]kommutatiivne ring, ei ole korpus, pddratavate elementide hulk U(Z) = {-1, 1};

[b)]ei ole ring (puudub iihikelement);

[c)]korpused;

kommutatiivne ring, ei ole korpus, péoratavate elementide hulk {a+bv2: a®—2b% | a, a®>-2b% | b};
[e)]korpus;

[ ei ole ring (puudub iihikelement);

kommutatiivne ring, ei ole korpus, poratavate elementide hulk {$: a€ Z, beN, p ta, p { b};
mittekommutatiivne ring, ei ole korpus, U(Mat,(Q)) = {A € Mat, (Q): det A+#0};

[D]juhul m =1 vt. iil. [a)} juhul m > 1 ei ole ring (puudub iihikelement);

[]korpus;

ei ole ring (distributiivsus ei kehti).

[15} @) kommutatiivne ring, ei ole korpus, pdératavate elementide hulk

{( Z 3ab ) ca,bezZ, a®-3b° | a, a’ -3bh% | b}, nullitegurid puuduvad;

[B)lkorpus;
ei ole ring (puudub iihikelement), nullitegurid puuduvad;

a

b ) (a,b)eZ} kus Z =

kommutatiivne ring, ei ole korpus, péoratavate elementide hulk {(

Q

{(a, b) € 72 a #0, a? - b? | a, a? - b? | byu{(0, 1), (0, —1)}, kdik nullitegurid on kujul ( a Z ) ja

) : Ialzl}, koik

—a

a -a
( 4 ),kusa;éo,

o O
o
QT o

e)| kommutatiivne ring, ei ole korpus, péoratavate elementide hulk { (
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(=R )
oo

c
nullitegurid on kujul ( b ), kus |b| +|c| > 0;

0
[B]korpus;
[g)]korpus.
Uhikelemendi olemasolu tdhendab, et H on pdératav.
[@Hd]psoratavuse tingimus on f(x) # 0 Vx € [-1, 1], leidub nullitegureid.
[18] Uhikelement on X.
Vastavalt jadgiga jagamise lausele on jadk jagamisel naturaalarvuga n iiheselt madratud ja hulgast
{0,...,n=1}1.0lgua=qin+ryjab=qgan+ry.Kehtigua=b (mod n),siisn|a—b=n(q;—q2)+(r1—r2),
millest n | ry — 1o, jérelikult ry = ro. Vastupidi, kui r; = 19, siis a— b = n(q1 — g2) jagub n-ga.
Kongruentsuse seose refleksiivsuse, siimmeetrilisuse ja transitiivsuse kontroll on vahetu.
Tuleb veenduda, et jédgiklasside liitmine ja korrutamine on korrektselt defineeritud, see tdhendab, ei
soltu esindajate valikust. Olgu a = ¢ ja b =d. Niitame, et a+b=c+d j jaa- a-b=c-d. Selleks paneme
tdhele, et a€ a=—c, mistdttun|c—ajan|a-c, analoogiliselt n| b—djan|d—-b.Niid x€ a+b &
nla+b-x<o nla+b+(c—a)+(d—b):c+d—x©x€m.Samutix€ﬂ©n|ab—x@ n|
ab+b(c—a)+cld-b)—x=cd-x o xec-d.
Edasine ringi aksioomide kontroll on juba vahetu.

o _ o _ _
Z5,+) |0 1T 2 3 1 @) |0 1 2 3 1
0 0 1 2 3 4 0 0 0 0 0 O
1 1 2 3 4 0 1 0 1 2 3 14
2 2 3 4 0 1 2 0 2 4 1 3
3 3 24 0 1 2 3 0 3 1 4 2
1 4 0 1 2 3 1 0 4 3 2 1
Zg,+) |0 1T 2 3 4 5 Zs,) |0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 3 4 5 0 0 0 0 0 0 O
1 1 2 3 4 5 0 1 0 1 2 3 4 5
2 2 3 4 5 0 1 2 0 2 4 0 2 14
3 3 4 5 0 1 2 3 0 3 0 3 0 3
71 4 5 0 1 2 3 1 0 4 2 0 4 2
5 5 01 2 3 1 5 0 5 4 3 2 1

Ring Z5 on korpus. Ring Zg pole korpus.

iOlgu n kordarv, siis leiduvad a ja b, kus 1 < a, b < n, nii, et n = ab. Niiiid a-b=a-b=n=0 ning
oleme leidnud nulliteguri a.
Olgu @ pdoratav, see tihendab, leidub b nii, et @- b = 1. See tihendab, et a- b =1 ehk et leidub k € Z
nii,etab—1=kn.llmselt1 | ajal | n.Kehtigud | ajad | n,siisd | ab—kn = 1. Olemegi ndidanud,
etd | 1, mis annab, et 1 = SUT(a, n).
Teiselt poolt, kehtigu SUT(a, n) = 1. Siis Eukleidese algoritmi pohjal leiduvad u, v € Z selliselt, et 1 =
au+nv.Seegal=a-U+7n-V=a-u+0-T=a-u. Niisiis on @ péordelemendiks 7.
. Olgu Zj korpus. Siis on tema koik nullist erinevad elemendid pooratavad, mis osa 2) pohjal td-

hendab, et SUT(a, n) = 1igaa=1,2,...,n—1 korral. Vaja on niidata, et n on algarv. Oletame vi-
tevastaselt, et mingi k hulgast {2, ..., n— 1} on arvu n jagaja. Siis k | SUT(k, n), sest k | k, k | n. Kuna
SUT(k, n) = 1, siis k | 1, mis on vastuolus ndudega, et k € {2, . .., n—1}. Saadud vastuolu niitab, et n on
algarv.



Teiselt poolt, olgu n algarv.Olgu a€{2,...,n—1}.Ilmselt 1| ajal| n.Olgukad|ajad|n.Kunad | n,
siis d = 1 v0i d = n. Viimane juhtum on voimatu, sest d | a. Seega d = 1 ja jéarelikult d | 1. Oleme saanud,
et SUT(a, n) = 1, mis tdhendab, et @ € Z;, on pdoratav. Jarelikult Z;, kdik nullist erinevad elemendid on
pooratavad, mis tdhendab, et Z;, on korpus.

Ulesande [21p)] osa pohjal U(Z10) = {1,3,7,9}, UZ12) = {1,5,7, 11} ja U(Z7) = Z7 \ {0} (kuna osa
1K) iitleb, et Z7 on korpus).

+]|0 E s T |0 E s T
0|0 E § T 00 0 0 o
E|E o T s E|O E § T
s|s T 0 E slo s 1T E
T|r S E o T|o T E S
29, fa)|(x, ) = (0, ~1); (x »=(11)

l 17— 71E(2+\/')+(\/' 2v2)i[o] -2 + disfd)]- £ - 2isfe £ - Eip] & - &i.
31l Lahendus 1. Kontrolllme et 2+i)17- 91)—(3—1)(13+41)

1:, 1 _ 13+4i
Lahendus 2. Veendume, et £ 3 1 =5i+3= 1755

B2} juhul |al = [b] #0.
3 a) 5; b) —2i; ¢) 2—3i.

e)|—i.

. Kasutades tihiseid z = a+bi,Re z=a,Im z = b, |z| = V a? + b2, Z = a— bi, saab vahetult kontrollida
i—1, kuinmod4=2,
isin (% —a);[[2- (cos 350° +i sin 350°); )4 (cos 195° +i sin 195°

koigi vorduste kehtivust. Vordustef)Hh)|jaoks on mugavam kasutada trigonomeetrilist kuju.

1 kui n mod 4 =0, 0, kui n mod 4 =0,
)i i kuin mod4=1, .
-1, kuinmod4=2,
—i, kuinmod4=3; -1, kuinmod4—3'
a) cos 0 +isin 0; Cos3”+1s1n3” | V2 - (cos +isin J 2 (COS 1%3”+lsm lé”)
cos
r6ngas kahe ringjoone vahel, ringjoonte keskpunkt on 1 - 2i ja raadiused 1 ning 3;[)]fookustega
—ijaiellipsi sisepiirkond;

i, kuin mod4=1,
— arctan %] +1isin (— arctan %]); cos ?” +1isin %”; cos & 1 isin — h) cos — — a
- vahetu kontroll.

a) zp = /’lzl, kus A > 0, voi vastupidi; b) zp = Az1, kus —1 < A <0, voi vastupidi.
Rez> 0<(p\2,|lmz|<1|z|<1Rez<0.
1 H 3(cos 60° +i sin 60°);|d)| V2 exp (- 5 i).

12(cos 120 +isin 120°); p)] —12;[0] 35 ] 22 (1 + s [e)] 29 (1 - V3i); [P 2" (cos ZE +isin Z2); [g)

__+1:11)2
F“"p -6 Ve (] V2o 1, ) s 5. () o 3,
2 exp _27r 197

|
o] vZex

exp | 7i);/d) \/_eXp(lz) V2 exp (Tl _2”) (71, \/_exp(lll 1) p(ﬁ)
f) exp exp , exp (%”i]; % exp (%i], \L[ exp (23_7T ) %[ exp (49n ) a— exp ( % )
L exp (137: ), {% exp (347511} {31[ exp (617[ )

i.Olgu a =1, M =1, siis (@f)"" =1.
b)}

b)|Olgu SUT(n, m) =1ja a™" =1, siis 1 = un + vm mingite tdisarvude u ja v korral, tdhistame = a*"

(&)}



jay=a’™, siis ™ =1jay" =1ning fy = a.

B0 o.

m Kasutada binoomvalemit (1 +1)” ning (1 + i) jaoks.
Iz =4- 31,z € {K/'(eosTnﬂsm Lbkz) : ke(0,1,2,3,4,5, 6,7}};z € {0, £1, +i);

z Zil,ZZ fz€{1,2+1},z€{1—1,2+31},ze{il,ii};ze

{ 148k L8k 7 ke o, 1} Ize (cos L2k 7 4 jsin 142K J keio, 1,2}};

ei. (Viete'i valemid.)

56} a) ei, b) ei, c) ei, d) jah, e) jah, f) ei.

Kehtigu ka = 0. Kui k = 0, on implikatsioon tdestatud. Kui k # 0, siis leidub k1. Korrutame vorduse
ka = 0 skalaariga k™1, siis saame, et k™! (ka) = k=10, millest (k"1 k)a = 0, seega 1a = 0, mis annab a = 0.
Vastupidi, kui k = 0, siis kasutame asjaolu, et 0a = (0+0)a = 0a+0a, millest standardsel viisil jireldame,
et 0a = 0. Analoogiliselt kiditume olukorras, kui a = 0.

Vordus ka+ b= la+ kb on samaviirne vordusega (k—I)(a—b) = 0. Niitid kasutame iilesannet[57}
Kontrollida on vaja: et tegemist on algebraliste tehetega, et liitmine on assotsiatiivne, kommutatiiv-
ne, et liitmise suhtes leidub nullelement, et igal elemendil on vastandelement, et liitmine ja skalaariga
korrutamine on seotud distributiivsuse seadustega, et skalaaridega vektori korrutamine on assotsia-
tiivne, et ihikskalaariga korrutamine ei muuda vektorit.

a) jah; b) ei; ¢) jah; d) jah.

[a)]jah,[b)]jah, [c)] ei.

ei.

[2)]Ei (liitmine pole alati defineeritud);[b)]ei (maatriksi ja tema vastandmaatriksi summa pole regu-
laarne);ei (saab koostada singulaarsed maatriksid, mille summa on regulaarne); jah; jah; jah;
jah; [h)]jah; D] ei (elementide liitmisel tuleb iiles vasakule 2 # 1, seega liitmine pole algebraline tehe
antud hulgal);[j)]jah.

[a)]jah, [b)]ei, [O)]jah,

@] G) ei, (i) jah, (iii) jah, (iv) jah,

e)ljah

ei (noue (1+1)a =1a+ 1aannab vastuolu, kui a # 0).

[66} jah.

[67} [@)] on, [B)]on, [0} on, [d)] on, [)] on, [FY] ei ole, [g)] on, [W)] on, D] ei ole, [§]on, [K)]on, [ on, [m)]on, )] on, [0)]on.
[68 [a)ei ole, [b] ei ole, [c] ei ole, [d)]ei ole,[e)] on.

OlguxeLy+Lp,siisx=y+z kusyelL),zeLp.Seegay=A1a1+...+Asasjaz=pu1by +... utbhy,
millestx=y+z=A1a1+...+Asas+pu1b1+...+utbrelay, ..., as, by, ..., by).

Vastupidi, olgu x € (ay, ..., as, by,..., by), siis x = A1a1 +...+ Asas + p1by +. ..+ urby. Tdhistame
y=Ma1+...+Asasjaz=p1by+...+urby,siisye Ly jaze Lyningx=y+z€ Ly + L.

Olgu E vektorruumi V nullist erinev 16plik alamruum, siis leidub element x € E nii, et x # 0. Niitid
iga A € R korral Ax € E. Kuna reaalarvude hulk on 16pmatu (koguni mitteloenduv), siis peavad leiduma
erinevad 11, A2 € Rnii, et 11 x = Ao x. Niitid (11 —A2) x = 0, millest ﬁl.téttu A1—A2 =0.Seegad] = A,
vastuolu. Niisiis sellist alamruumi E ei leidu.

ke{-v2,0, V2.

74 k=1voik=mvoil=m

char K # 2 tahendab, et 1 + 1 # 0; jah.



[@]-5a1 +4az + a3,

—521+4Zz+Z3,

—5A1+4A2+A3,

|3/ +3f2— fa.
51 +A2+A3=0

77| a)/11a1+/12a2+/13a3:03{ 3A1+A2+4A3=0 =>A;=12=13=0,
AM+A2+213=0

xA1+222=0
b) /11a1+/12a2:03{ YA+ @x=-A2=0 =11 =212=0,
31 +A2=0
c)[A121 +1222=0=>{ ?iiiii ;(0) =>11=12=0,
D\ ALfL+A2fe =0 = ALfi(x) + Az fo(x) = OVx €R = { iiﬁgiiizg - { ﬁfiiﬁ 0
A1 =22 =0.
Kuna siisteem ay, . . ., a;;, x onlin-soltuy, siis leiduvad skalaarid A1, . . ., A, A selliselt, et nad koik
pole nullid ning A1 a; +. . .+ A am+Ax = 0. Muuseas A # 0, vastasel korral kehtiks A1 a1 +. . .+ Aam =
0, millest siisteemi ay, . .., a;; lin-s6ltumatuse tottu A} =...= A, =0.
Niisiis x= A" A1a1—...— A YA pamea, . .., am).
Naitame, et vektori x esitus slisteemi ay, . . ., a;, kaudu on tihene. Kehtigu x = A1a1 +...+ Amam =
piay+...+umam. Siis (A1 —upay +...+ Am —um)am =0, millest ay, . . ., a;, lin-sdltumatuse tottu

Ak —tp=0ehk A =prigak=1,..., mjaoks.
R fi(0) = x+2, fo00) = x - 2. Niisiis A1 fi +A2f> =0 © Vx e R(A1 fi + A2 o) (%) = 0(x) & Vx €

211 -2 =0,
R/llfl(x)+7L2f2(x)=0©Vx<—:[R/11(x+2)+/12(x—2):O:>{ 3Ai—/122:0

= A1 = A2 =0. Siisteem
f1, f> onlineaarselt sdltumatu. lin-s()ltuv, 411 -3fo,

[Olin-soltumatu, [d)]lin-soltumatu, [)]lin-sltumatu, [)]lin-s6ltumatu, [g)|lin-soltuv, fi — fo — f3,
[)]lin-soltumatu, )]lin-sdltuy, (cos 7) fi — (cos 5) f> + (sin 2) f3.

Kuna e = e3, siis on lineaarselt soltuv.

A# =+l

B6d) 1, dimR = 1;[56f) 1, i, dim C = 2; [6T)] sirge sihivektor, dim V = 1; [61p)| tasandi rihivekto-
rid, dim V = 2; selliste maatriksite siisteem, kus iihel kohal on 1 ja mujal 0, dim Mat;, »(R) =
mn; sama sorti baas, dim Maty(R) = 4; [f)| sama sorti baas, dim Mat; 1(R) = n; baasiks so-
bib maatriksite siisteem, kus tihel kohal on 1 v6i i ja mujal 0, dim Maty(C) = 8; |h)| baasiks sobib
( g (1) ) s ( (1) g ) , ( g (1) ),m()()deonS;baasikssobib ( (1) (1) ) s ( _01 (1) ),m()()deonz;
1, x, ..., x", mdode on n + 1 (Vandermonde);|64e)| x1, ..., x5, 1, modde on n+ 1.

Olgue; =(1,0,0,0),e2=(0,1,0,0), e3=(0,0,1,0), e4 =(0,0,0, 1).

a) e1, €2, e3, e4;b) e1;0) ey, €2, 3, €4, 0; d) 0.

1, -2.

B7 @14, 0, 0,

b5, 0, 1.

[@]on baas, b=3a; + 7ay +13as,

[B)on baas, b = —4a; - 6ay + 13as,

[c]on baas, b= a; + ay + as.



A=(3,4,-2),B=(2,5,0).
(=3x1 —8x2 —5x3, 2x1 +5x2 +3x2, X1 + X2 + x3), (1, 1, 1).
Niitame, et e}, e}, e; on lineaarselt soltumatu. A1e] + A2¢} + Azey = 0 & A;(5e; — ez — 2e3) +
A2(2e1 +3e2) + A3(—2e1 +e2 +e3) =0 © (5A1 +212 —2A3)e; + (—A1 + 342 + A3)en + (—2A1 + A3)e3 =
511 +212—2A3 =0,
0> -A1+342+A3=0, =>A1=A2=A3=0.
—2A1+A3=0
Nditame, et e’l, eé, eé on moodustajate siisteem. Valime suvalise vektori a = aj e; + az ez + azes. Vordus
a= e + uzel, + uzel on samavidrne vordusega (5u1 +2uz — 23 — ay)el + (—puy +3u2 + U3 — az)ez +
Sui+2uz—2uz = ay,
(—2p1+pu3—asz)ez3 =0, millest§ —py +3p2+p3 =ap, jérelikult (ug, po, 1u3) = 3ay —2ax+8as, —ay +
—2p1+u3 =as
ap —3as, 6a; —4ay + 17a3). Konkreetsel juhul, kui (aj, a2, a3) = (1, 4, —1), saame, et (uy, y2, U3) =
(—13,6, -27).
V2 on vektorruum iile K; olgu V baas ey, ey, siis V2 baas on niiteks (e1, 0), (2, 0), (0, e1), (0, e2).
tasandi normaalvektor, mddde on 1; [67b)] tasandi riht, mddde on 2; [67c)] suvalised kaks
sirgega ristuvat mittekollineaarset vektorit, mddde on 2; sirge sihivektor, modde on 1;
(1,0,1,0,1),(0,1,0,1,0), moode on 2;(1, 0,00, -1),(0,1,0,0,1),(0,0,1,0,1),(0,0,0, 1, 1), m0O-

1 0 0 1 _
de on 4;67h) ( ),( ),mﬁ()de on2;6;l) modde on ”("Tm;mﬁ(')de on w;

0 1 -1 0

0 1[0 0 01 66 . 10 i 0\ (0 1) __ .
(0 0),(0 0),...(0 i),moodeonG,G?m)(O 0),(0 0),(1 0),moodeon3,

fl (x) =1, fo(x) = sin? x, md6de on 2;[670)| 1 (x) = 1, f»(x) =sin x, f3(x) = sin® x, m6dde on 3;
(1,0,0), (0,0, 1), moode on 2.
[@17;[6)14;[c)]22;[d)]36.

[@]-12;[B)]15.
an  ap apn a2 a3
a1 ax = alagp —apazy, | a1 az az3 | = a11422a33 — A11a23432 — 412421433 +

azy as2 dass
aj2a23a3] +ay3az) azz — a13a24a31.
Vaatleme olukorda, kus peadiagonaali kohale jadvad elemendid on koik nullid. Tegur ay 5 (k) on
nullist erinev vaid juhul, kui o (k) < k. Valides jarjest k =1, 2, ..., n, leiame tdnu o injektiivsusele, et
koik lildetavad peale selle, mis vastab samasusteisendusele, on nullid.
Kui peadiagonaali alla jadvad elemendid on koik nullid, arutleme analoogiliselt; sel juhul on ay. 4k
nullist erinev vaid juhul, kui o (k) > k; valida tuleb jarjest k=n,n—-1,..., 1.
o1l
k-ga on korrutatud koik 7 rida.
Ei. (Néiteks A olgu n-jarku tihikmaatriks ja B olgu maatriks, kus iiks peadiagonaali element on 1,
mujal kogu maatriksis 0.)
[T03} |B|=-6.
@04 a=2.
[@)]véir;[b)] toene; [c)] toene; [d)] toene juhul, kui ridade (veergude) arv on paaritu;[e)] toene; [F)] vér.
12. (Moistlik on kasutada teoreemi maatriksite korrutise determinandist.)

[] ;)] 18;[0)] (b - @) (c - @) (c - b);[d)|1 + a+2b5[e)] -8; D] -2; )] - 10103 [] 1;[o)] 1; )] 15 0] 9 3O - 18 V5.
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a2
as

an
as

a) ei ole miinor; b) on miinor, , alg. tdiend sama;

arl
a21

109} [a)]9;[b]4 .27.18.90. i) -34: )] - ;|-
110} [2)] 120;[B)]3.
[] -2 b1l . s[e]-30;[0]-83;[g)] x6 (x® + 3);n)]3;

(au apz az —alz)
ax an

a2
a22

aiq

¢) on miinor, a24 , alg. tdiend selle vastandarv; d) ei ole miinor.

—
[
-

—
-
\*)

_ 1
as ) T anazp—apza ( —ap]
AB =E = (det A)-(det B) =det(A-B) =det E = 1. Seega det A # 0 ja A on pdoratav, mistottu leidub
mingi C nii, et AC =CA = E. Niilid B = CAB = C, millest jareldub, et BA=E.

114, jab.
-2
2)

El

— A =_1 A1 _ 1
A=gA=-LA = L

[@]on;[B)]on;[c)ei ole; D] on.
@lk=9b]ke{-1,0, 1}

Ei. (Kasutage teoreemi maatriksite korrutise determinandist ning asjaolu, et korpuses puuduvad
nullitegurid.)

115

A-3
-2

2 2 -1 . .
-6 -4 cosa sina 2i+1 3-3i
a) % ; |b) . ;10 % 2 -1 21 |d 1 3.0 18
-8 -5 —sina cosa 1 9 2 1 —-5—5i
[ 1 0 0 0
2 4 5 2 _22 _22 _85 0 10 0 1 -1 3
-1 -4 560 slo o 6 120 B [C 0! o |2 -3 8f P
-1 -2 -2 0 0 0 6 Do . 5 -7 18
o 0 0 ... 1
Qo h
% 4 -3 2 |;lj)|lpole pooratav;[k)|| = - = =[;|D|pole péoratav.
01 0 1
-3 4 -5 - - Z Z
1 1 0 2

120] Vorduse saab toestada vaadeldes elementide tildkuju vorduse vasakul poolel ja paremal poolel.
121} Kontrollida tuleb, et (k"1 A71)(kA) = E. Selle toestamiseks kasutage valemit A(kB) = k(AB).
[ ] 1 2 5
2 35 1 R 1 3 2
122, (AB)"'=|14 35 34[;eA'=|1 1 2f;aD)l=(2 1 8]
23 12 70 5 6 1
2 8 1
| 3 3 3
4 1 -1
123, A= 0 5 2.
-1 4 3
124} E.
125 E.



30 -22 5
—-22 17 -4
5 -4 1
Teame, et (E+ AB)C =C(E+ AB) =Eehk C+ ABC=C+CAB = E.Saame, et (E— BCA)(E+ BA) =
E+BA-BCA-BCABA=E+BA-BCA-B(E-C)A=E.
@lA =4E- 4;
Al = A2 +54-3E;

Imselt kui det A = +1, siis, kasutades A~! kuju adjungeeritud maatriksi kaudu, tulevad A~! ele-
mendid koik tdisarvud.

Olgu A~! elemendid tiisarvud. Siis det A, det A~! € Z, kuna nad avalduvad summana vastavalt A ja
A~! elementide korrutistest. Saame, et 1 = det E,, = det AA™! = det A-det A~L. Kahe tiisarvu korrutis
on 1 parajasti juhul, kui mdlemad tdisarvud 1 ja 1 v6i —1ja —1. Seega det A€ {1, —1}.

ei. (Aga jareldub, kui A on regulaarne ruutmaatriks.)

Kehtigu AB = BA. Siis (AB)"! = (BA)™!, millest B~ A™1 = A71B~1. Seega AB"1A™! = B~!, mil-
lest AB~! = B~1 A. K6ik sammud on péoratavad, mis annab samaviirsuse.

Analoogilise vottega AB=BA < A"1B=BA™L.

Vaja korrutada kokku ja veenduda, et tuleb iihik.

Meil kehtib L(ay, ..., as) S L(by, ..., by). Seegaka dim L(ay, . . ., as) < dim L(by, .. ., by).

Kehtigu b= A1aj +...+ Ay ay. Siis siisteemid ay, .. ., an jaay, ..., an, b on ekvivalentsed, seega
nende astakud on vordsed.

Vastupidi, olgu ay, ..., anjaay, ..., an, b astakud voérdsed. Olgu a, . . ., a, siisteemi ay, . . ., a; mak-
simaalne lin-s6ltumatu stisteem. Siis ay, . . ., ar, b on lin-séltuv. Siit leiame, et be L(ay, ..., ar).

| sgn a1l +1 sgn az| +| sgn agl + | sgn a4 ;[0)] 5;[0)]3; [D] 2; [)] 3; D] 3-

kui a=1ljab= %, siis 2, muidu 3;

b)lkui a = £3, siis 3, muidu 4;

[Olkui b =1v6i a=0jab=5,siis 2, muidu 3;

[d]4;

[&)kui a = -2, siis 1, kui a = 2, siis 2, muidu 3;

Blkui a = +3, siis 3, muidu 4.

voib muutuda hulgas {-1, 0, +1}.

a) voib muutuda hulgas {-1, 0, +1};

b) vdib muutuda hulgas {-s, -s+1,..., s}.

Olgu antud maatriksid A ja B oma veeruvektoritega Ay, ..., Ay ja By, ..., By. Vektorsiisteemi
Aj,..., Ay, By, ..., By astak on iilimalt rank A + rank B. (Kui oleks suurem, siis sisaldaks ta rank A +
rank B+1 vektorist koosnevat lin-soltumatut alamsiisteemi, mis sel juhul sisaldaks viahemalt rank A+1
vektorit Ay, ..., Ay, seast voi vihemalt rank B + 1 vektorit By, . . ., By seast, vastuolu.)

Vektorstisteemi Ay + By, . . ., Ap+ By, iga vektor avaldub siisteemi Ay, . .., Ay, B1, ..., By vektorite kau-
du. Seega iil.pc")hjal rank(A + B) <rank(Ay,..., Ay, By, ..., By) <rank A +rank B.

oige (miinorite vordumine vo6i mittevérdumine nulliga ei muutu transponeerimisel); vale,
kui ¢ = 0, muidu dige (elementaarteisendused ei muuda astakut); [c)] vale (vt. nditeks regulaarne ruut-
maatriks ja tema vastandmaatriks);[d)] 6ige (maatriksi AB iga rida on maatriksi B ridade lineaarkombi-
natsioon).

rank(ay, az, az) = 2, niiteks siisteem aj, az on lin-séltumatu. Meid huvitab t viirtus, mille
korral rank(ay, ay, as, b) = 2. Kuna a3 avaldub ay, ay kaudu, siis rank(ay, a», b) = rank(ay, ap, a3, b).
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Selleks, et rank(aj, az, b) = 2, on tarvilik ja piisav, et determinant ridadega a;, az, b oleks 0. See on
samavddrne noudega t = 15.
rank(al, ap, az) = 3, seega sobib iga ¢ (siisteem ay, az, az on R3 baas).
]uhul t # 12 onrank(ay, az, as) = 3, mistottu b avaldub ay, az, az kaudu. Juhul t =12 on
rank(aj, ap, a3) = 2, lin-sdltumatu siisteem on néiteks aj, ap. Kuna rank(ay, ap, b) = 3, siis sel juhul b
eiavaldu a;, ap, aga seega ka ay, ap, az kaudu.
rank(ul, ap, az) = 2, nditeks aj, ap on lin-sdltumatu. Arutledes nagu a)-osas leiame, et sobib iga ¢.
Alternatiiv: selgitame avaldumise voimalikkust lineaarkattesse kuulumise kaudu.
2A1+32+ 13 =7,
@)l b = Ara; + Apap + A3az on samavéddrne vorrandisiisteemiga < 31; +71p —6A3 =-2, Kas
511 +8Ax+A3=t.
Kronecker—Capelli teoreemi (stisteem on kooskolaline parajasti siis, kui maatriksi astak = laiendatud
maatriksi astak) pdhjal voi vahetul lahendamisel selgub, et siisteemi kooskdlalisus on samavéddrne tin-
gimusega ¢ = 15.
Olgue; =(1,0,0,0), e2=(0,1,0,0), e3=(0,0,1,0), e4 = (0,0, 0, 1).
Hmselt aj, az, e1, e, €3, e on R* moodustajate siisteem ja ei ole tema baas. Baasi saamiseks peame
eemaldama kaks vektorit. Saame néiteks baasid ay, ap, e1, e3 ja aj, a2, ez, e3.
Lineaarkatte baasi leidmiseks kas

* otsime silisteemi vektorite seast maksimaalse s6ltumatu komplekti (vajadusel kasutades teoree-
mi maatriksi astakust),

* lisame soltumatule siisteemile nii kaua vektoreid, kuni saame moodustajate siisteemi,
¢ eemaldame siisteemi vektorite seast vektoreid nii kaua, kuni saame séltumatu siisteemi,

¢ vdi teostame elementaarteisendusi vektoritega nii kaua, kuni on lihtne baas vélja valida (ele-
mentaarteisendused ei muuda lineaarkatet).

[@] A1 + A2 — A3 =0, seega rank(A;, A, A3) < 3. Kuna niiteks A1, Az on lin-sltumatu, siis
rank(Aj, A2, A3) =2ja A1, A sobib (Aj, A, A3z) baasiks.
2z1 +2zp—2z3 =0, seegarank(z], 22, z3) < 3. Kunanéiteks z1, zp onlin-séltumatu, siis rank(z;, z2, z3) =
2ja z1, zp sobib (zj, zp, z3) baasiks.
c)|lrank(ay, ap, a3, aq) =2 ja(ay, ay, az, aq) baasiks sobib ay, as.
Alternatiiv: kuna elementaarteisendused ei muuda lineaarkatet, teostame vektoritega elementaartei-
sendused. Leiame lineaarkatte baasid.
0 -1
Al,( _3 2 )
b)[1, i.
[©(1,0,1,0), 0,1,0, 1.
[@Irank(ay, a2, as, as, as) =3, (a1, az, as, as, as) baasiks sobib néiteks ay, a2, aa.
[B)rank(a;, az, as, as, as) =3, (a1, az, as, a4, as) baasiks sobib niiteks aj, az, as.
[OJrank(a1, a2, as, as) =2, (a1, az, as, as) baasiks sobib néiteks a1, az.
Alternatiiv: kuna elementaarteisendused ei muuda lineaarkatet, teostame vektoritega (kui maatriksi
ridadega) elementaarteisendused. Leiame lineaarkatte baasid.
@el =(1,0,0,-1),e2=(0,1,1,2),e3=(0,0, 1, 1).
el =(2,2,0,0,-1),e2=1(0,4,2,0,-1),e3=1(0,0,2, 2, 1).
[@le1=01,2,1,2),e2=(0,1,0, D).
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fi- fo+ f3— fa = 0, kusjuures nditeks f1, f2, f3 on lin-soltumatu. Seega ta sobib baasiks ja
modde on 3.
[bB)]rank(A1, Az, A3, As) = 2 ja baasiks sobib nditeks Ay, A;

rank(al, ap, as, ag) = 3 ja baasiks sobib niiteks ay, ap, as.

(0 36)@(321)
= 11v XZ—?%.-XB—II .x1 2, xo=-1, x3=4

[@ @(2 c1—9¢3, —5¢1 — ¢, 4c1,4¢2), €1, 2 €R, (2,0,0, 0),
% 801,—1102,802) c1, ¢ €R, (16,24, —11, 8).
Llsﬁ @I(-2c1+co+1,c1,¢2),¢1, 2 €R;

M b1+b42—b3y —b1+1312—7b3 + b]—bi—Sbg i, bg];

] (1) 0) _17 2)'

[ (x3, x4), (x2, X4), (X2, X3);
b)| x2, x1.

158 {3—11(107, ~27,-53,-39)};
b)| &;

{(—(,‘1 +2c2, —2c1 +4cp -1, —6¢1 +10c2 — 3, 1, €2): €1, c2 €R}.

a) vasturiikiv;

b) 2, 6,5).

2,1,2).

[@)]iildlahend on (¢, ¢), ¢ € R, LFS baasivektor on e = (1, 1) ning iildlahend on Ae, A € R;

[b)] iildlahend on (25¢1, (9i—13)cy, (16 + 12i)¢1 + (75 + 50i) ¢z, 25¢2), 1, €2, ¢3 € C, LFS baasivektorid on
e; =(25,91—-13,16+12i, 0), e2 = (0, 0, 3+2i, 1) ning iildlahend on 11 e1 + Aze2, 11, A2 €C;

kui n=23kvoin=3k+1,siis tildlahend on (0, 0, . . ., 0) ning LFS puudub, kui n = 3k+2, siis tildlahend
on(-1,1,0,-1,1,0,..., -1, 1), LFS baasivektoron e=(-1,1,0,-1, 1,0, ..., —1, 1) ning tildlahend on
Ae, LeR;

tildlahend on (¢} — ¢2 + c3, ¢1, €1 + €3, €1 + €3, €2, C3), C1, C2, c3 € R, LFS baasivektorid on e; =
1,1,11,0,0), eo = (-1,0,0,0,1,0), e3 = (1,0,1,1,0,1) ning tildlahend on Aje; + Azex + A3ze3,
A1, A2, A3 €R;

[&)1(0,0,0,0,0,0)}, eileidu;

Bl{(=c1 +c2/2, c1, —3¢2/2, ¢2) : €1, c2 €RY, (1, 1,0,0), (1,0, -3, 2).

@ L={(2,3c,¢): ce”Zs}=1{(2,0,0),(2,3,1),(2,1,2),(2,4,3),2,2,4)}=1{2,0,00+¢(0,3,1): ce Z5} =

2,0,0)} + L({(0, 3, D).
H {(cl,cz, a-9e-2 ’501{1”2“0] : cl,CZE[R}, 2,0,0,0), {(2,0,0,0) + ¢1(11,0,1, =5) +
¢c2(0,11,-9,1): c1, 2 €R};

{(Cl, C2, —33c1+22¢2—11,24c1-16¢c2+8): c1, c2 €R}, (-1, -1, 0,0), {(—1,-1,0,0)+c1(1, 0, —33, 24) +
c2(0,1,22,-16): c1, c2 €R};

[12;

{(0, 0,1,1)+¢1(1,0,-4,0)+¢c2(0,1, -3,0): c1, c2 €R};

e)

{((9+i)61+(3—212502+2163+(i—4)' c1, ¢, Cs) S¢1, ¢, 3 ec:}, (i%yoy 0, 0), { (i%;' 0,0, 0) + 00 -

1,6i,0,0) +c2(3—2i,0,6,0) +c3(1, 0,0, =30): ¢y, 2, €3 € C}.

@ {(2+b—20+2d b):b,c,de[R}.
c d

1165} Olgu z = x + iy vorrandisiisteemi Ax = 0 lahend. Seega Ax +iAy = 0, millest Ax = 0 ja Ay = 0.
Jarelikult x (ja'y) on samuti siisteemi Ax = 0 lahendid.
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Ilmselt tundmatuid on 5. Olgu siisteemi mingiks vorrandiks a; x1 + az X2 + azx3 + as x4 + asxs = 0.
Et c1, ¢, c3 on vorrandi lahendid, tekib kordajate aj, ap, as, as4, as médramiseks vorrandististeem

a; + 4day - 2a3 + 2a4 - as = 0,
3a; + 13apy - as + 2a4 + as = 0,
2a1 + 7a - 8a3 + 4a4 - 5as = 0.

Selle siisteemi tildlahend on (70c¢; —5¢p, —16¢1 + ¢2, 4¢1 — ¢2, €1, C2), €1, C2 ER.
a) On teada, et kui siisteemi tildlahendis on k vaba tundmatut, siis sisaldab LFS k vektorit. Seega praegu
peab siisteemi tildlahendis olema 3 vaba tundmatut. Uhe vérrandi puhul on siisteemi maatriksi astak
0 (kui vorrand on kujul 0 = 0) voi 1. Seega vabu tundmatuid jd&b kas 5—0 =5 vdi 5— 1 = 4, aga mitte 3.
Jarelikult noutavat siisteemi ei leidu.

70x;y — 16x2 + 4x3 + x4 = 0,
b{ §

-5x1 + X2 - X3 + x5 = 0.
¢) saame punktist b), kui lisame kolmandaks vorrandiks tilejaanud kahe vorrandi lineaarkombinatsioo-
ni (néditeks kordame ménd vorrandit vms).
fo)= X3 +3x2 +4x+5.
[a)]o; b1
(X-2)(X+1)2.
l]g=x3-Xx2+3x-3,r=5

I136 .286 o] 151 .37 851 —23i-29.
)]

Nf =X +D*- 2(X+1)3 3X+1D2+4X+1)+1;
=(X-D2+5(X-D*+10X-D3+10(X-1)2+5(X-1) +1;
=(X-2)*-18(X-2)+38;
= (X +D* - 21X +1)3 - 1 +D(X +0)%2 = 5(X +1) + (7 +50);
o) f=(X-2i+ 14— (X-2i+13+2(X-2i+1) + 1.
175} [a)]3; D) 4;[c)]2-
176 a=-5.
177} @] p = -6
b)p=-2,q=
lp=—d 9=}, r=-
[178] [a)]a = 0, kordsus 2;
[b) @ = 5, kordsus 2;
ic)la = —6, kordsus 3.

. . s 2 3 . 2
179 Oletame, et ¢ on poliinoomi f kahekordne juur, siis 1+ c+ 5 + & +.. .+ W =0ningl+c+5 +

— q = _8,
16
8,r=-13
1 4
3

n-1

(fl o1 =0 Vorduste lahutamisel selgub, et ¢ = 0, mis on véimatu (¢ = 0 ei ole poliinoomi f juur).

- [la=+54v3;
B)a=-216;
[O]a € {-100, —64}.
3, 2+ v3;
b)-2, -1, +v2;
1,2, +/3;
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=5+V17.
d)[1, 3, =517
1,2, +4;
DR

. . cosa -—sina
182, on lineaarteisendus, .
sin a cosa

183] [a)|nullmaatriks;
b)|pole lineaarteisendus, vélja arvatud juhul, kui é = 0;

2 0 0
c))l 0 2 0 |;
0 0 2

)| pole lineaarteisendus;

pole lineaarteisendus, vilja arvatud juhul, kui @ = 0;
pole lineaarteisendus, vilja arvatud juhul, kui @ = 0;
(ab) o 0

gl o (a E> o |

0 o (ab)

( al bl agbl a3b1 )

2|18

aby axby asb
arb3 axbs azbs

0 3 -1
| -3 o 2 |;

1 -2 0

1 0 O 0
0 -1 0 0
184] [a) 0 O 1 ... 0 ;
0 0 0 (=n"
1 1 1 1
1 2 n
b|| 0 0 1 @) |
0 0 O 1
1 b P p"
0 a 2ab nab"1
oll 0 0 & (a2 |
0 0 0 a
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o 1 1 1
0 0 2 n
0 0 0 Y
af ... .
0 0 O n
0 0 O 0
0 1 0 0
0 0 2 0
0o 0 0 ... O
el . . . . b
0 0 0 ... n
0o 0 0 ... O
D] pole kujutus R, [X] — R, [X];[g)]pole kujutus Ry, [X] — R, [X].
T[]0 o 0 ... 000
n 0 0 0 0 O
0 n-1 0 0 0 O
185 [a)|| O 0 n-2 ... 0 0 0 [
0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1 0
bf|
0o 0 0 O 0
0o 0 0 O 0
o 0 0 o ... 1
o 0 o0 o0 ... 0
Uks teisendus olgu D ise, teise maatriksiks (baasi 1, x, x2, . .., x" suhtes) sobib niiteks
o1 0 ... O
0o 0 2 ... 0
0 0 O 0
o 0 0 ... O
o 0 o0 ... 0
0 -1
187, ( L o )
jah.
ei. (vt. nullkujutust)
jah.

a) jah; b) ei. (vt. nt. L] = L(ey, e2) ja Ly = L(ez, e3) ning ¢(e)) = @(e3) = ez, p(ez) =0)
[@)]jah;B)]ei;[c]ei.
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1 0 0 O
0 0 1 0
193} |a) 010 0l
0 0 0 1
a 0 b 0
0 a 0 b
b) c 0 d o[
0 ¢ 0 d

) ce cg de dg ’
cf ch df dh
|/ a+e g b 0
" f a+h 0 b
c 0 d+e g
0 c f d+h
B 0 0 1
194 OlguA:( 01 0 )
1 00
] 0 1 1 -1 0 0
a)T:( 1 2 3 ),seegaT—lAT:( -5 1 0 );
-1 1 1 4 0 1
| 01 3 1 0 0
b)Tz( 2 35 ),seega T—lATz( -4 5 )
3 5 7 3 3 4
B 1 2 3 -+ 2 2
c)T:(Z 31 ),seegaT—lAT:( % % —% )
|| s 1 2 3 -3 3
@ Ei. Kui néditeks A = © (nullmaatriks), siis voib C olla iildse suvaline (regulaarne).

[196] vahetu kontroll.
m A regulaarne, siis A" ABA = BA. Sarnaste maatriksite astakud on vordsed, seega sobivad A =
(0 0),32(1 0)'
1 1 1 0
Maatriksid, mis kommuteeruvad kbigi regulaarsete maatriksitega. Kui A on selline, siis B = C"1 AC
annab, et C"1CA = B, millest A = B. Vastupidi, kuna A ~ C~! AC mistahes p6ératava maatriksi C korral,
siis juhul, kui A = C~1 AC iga p66ratava maatriksi C korral, saame CA = AC.
[199 vahetu kontroll.
(%) =0 tdhendab, et X L d. Seega Ker ¢ on tasand, mille normaal on 4. Kujutis Im ¢ =R, sest iga
A € R korral w(ﬁa) =
@(%) = 0 tdhendab, et % || 4. Seega Ker ¢ = (@). Im ¢ on tasand, mis on risti vektoriga 4.
203} Ker D = L1,Im D =R,,_1[X].
[@]Ker ¢ = L((-1,1,0), (-1,0,1),Im¢p =L(1, 1, 1);
b)Kero=L(1,1,1),Ime=L((2,1,1), (-1, -2,1)).
Kuna A on pooratav, siis Ker ¢ = 0 ning Im ¢ = R2. (Lihtne kontroll.)

16



Ker¢p =0, Imga:[Rg.
[D]Ker ¢ baasiks sobib niiteks (4, 0, -5, -3), (0, 4, 3, 1) ning
Im ¢ baasiks sobib nditeks (2, -1, 2, 1), (-1, 1, 1, 0).
Ker ¢ baasiks sobib nditeks (0,1,0,0),(0,0,1,0) ning Im¢ baasiks sobib niiteks
(1,0,2,1),(0,0,1,1).
Parajasti siis, kui alamruumi V] € V; korral dim V; —dim V] < dim V3. V6tame alamruumi V; <

Ker ¢ baasiks sobib niiteks (2, —1) ning Im ¢ baasiks sobib (1, 3).

V1 ning Vl’ baasi ay, .. ., aj. Siis saame ta tdiendada kogu ruumi baasiks ay, . . ., a,. Valime V>-s lin-
soltumatud vektorid by 1, . .., by ning defineerime ¢(a;) =...=@(ay) =0,¢9(a;) =b;,i=k+1,...,n.
n
Siis Ker ¢ = L(ay, ..., ai) = V|, kuna ¢ [ )" /ll-ul-) =0annab, et Y A;b; =0, mistdttu Agyq =...=
i i=k+1

n

An=0,ehk Y A;a;e V.

i=1
Kui dim V7 —dim Vl’ > dim V5, siis peab siisteem ¢(ay1), . . ., ¢(an) olema l-soltuv, mistottu leidub ¢
tuuma kuuluv ag 1, . . ., an kaudu esituv nullist erinev vektor. Jarelikult Ker ¢ 2 (a3, ..., ai) = Vl’ .
Olgu ¢ poordteisendus . Et ¢ on bijektiivne, siis iga x, y € V korral leiduvad u, v € V nii, et
W) =x,pv)=y.Niuidyx+Ay) =vw(@Ww) +ALp) =w(@u+Av)) =u+Av =y (x) + Ay (y).
Kui ¢ on injektiivne, siis ¢(x) = 0 = ¢(0) annab, et x = 0. Kui Ker ¢ = 0, siis olukorras ¢(x) = ¢(y)
saame, et ¢(x—y) =0, seega x — y € Ker ¢ = {0}, mistottu x = y.
Olgu dim V' = n. Vastavalt valemile dim Ker ¢ + dim ¢ (V) = n on Ker ¢ = 0 samavéérne sellega, et
dim (V) = n. See on samavédrne asjaoluga, et ¢(V) = V ehk ¢ on siirjektiivne.
a) k esimest veergu on nullveerud, iilejaénud 7 — k veergu on séltumatud;
b) k esimest rida on s6ltumatud ja iilejadnud 7 — k rida on nullread.
210} Kuiey, ..., ep on Llin-sdltumatu slisteem, siis A1 (e1) +. . .+ A p(er) =0 annab, etp(l1e1+. ..+
Aker) =0, millest A1e1 +...+ Arep =0,seegad; =... =1, =0.
Erijuht eelmisest: L = V ja Ker ¢ = 0, kuna ¢ on tiksiihene.
Kui x,y € Im ¢, siis ¢(a) = x, ¢(b) = y, mistéttu @(a+ Ab) = x+ Ay. Kui x, y € 91 (L), siis
@(x), p(y) € L, mistottu ¢(x+ Ay) € L.
pooratav lineaarteisendus viib baasi baasiks. Olgu ¢(ey), ..., ¢@(ey) vektorruumi (L) baas, siis
e1,..., e, onlin-sdltumatu siisteem alamruumis L. Tegemist on ka L moodustajate siisteemiga: oleta-
me, et leidub vektor ep ¢ ey, ..., ex), eg € L, siis e, . . ., ej on lin-sdltumatu, mistottu ¢(ep), . . ., @(ex)
on lin-sdltumatu ¢(L)-s, vastuolu.
Olgu ey, ..., e, vektorruumi ¢~ (L) baas, siis ¢(e1),..., @(e;) on vektorruumis L lin-sltumatu.
Tegemist on ka L moodustajate siisteemiga. Nimelt, kui oleks mingi ay € L omadusega, et ay ¢
{ple1), ..., pler)), siis ¢ pooratavuse tottu saaksime tdhistada ep nii, et ¢(eg) = ap. Niilid on
p(eo), ..., p(er) lin-sdltumatu, mis on véimatu.
Maatriksi A € Mat, (K) omavédrtused 11, . . ., A5 on parajasti poliinoomi det(A—AE) juured. Seal-
juures arendades seda poliinoomi, néeme, et ta on kujul (=1)”? A" — (=1)"(a11 +. ..+ anp) A" 1 +.. .+
det A. Viete'i valemite pohjal jarelduvad siit tilesande viited.
Element 0 on ¢ omavéartus parajasti siis, kui Ker ¢ # 0.
Olgu ¢ pdoratay, siis ¢ on injektiivne ja seetdttu Ker ¢ = 0, mistottu 0 ei ole ¢ omavéértus.
Vastupidi, kui Ker ¢ = 0, siis dim Im ¢ + dim Ker ¢ = dim V tottu on Im ¢ mddde vordne kogu ruumi
modtmega. Seega langeb Im ¢ kogu ruumiga kokku (st. ¢ on siirjektiivne) ning Ker ¢ = 0 tdttu on ¢
injektiivne. Jarelikult on ¢ p6oratav.
2191 Vahetu kontroll.
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Kui x # 0 on ¢ omavektor, siis ¢ (x) = Ax, kus A # 0. Niisiis x = (p(/l_lx) eIm .

Tdhistame ¢ = ¢ — kly. Olgu x lineaarteisenduse ¢ omavektor, siis mingi A korral ¢(x) = Ax.
Saame, et ¥ (x) = (A — k) x, mistottu x on ka ¢ omavektor, mis vastab omavéaartusele 1 — k.

Vastupidi (et ¥ iga omavektor on ¢ omavektor) on analoogiline.

Olgu ¢(a) = Aa, siis p(p(a) = p(Aa) = A% a. Analoogiliselt iilejianud osad.

Olgu ¢ pooratav, ¢(a) = Aa. Ulesandep(')hjal A #0. Saame, et (A~ a) = a. Seega ¢~ 1(a) =
A" a.

Teiselt poolt, kui 91 (a) = pa, siis a = pep(a), millest ¢(a) = u~ L a.

224] Olgu ¢(¢(a)) = A%a. Oletame, et A ei ole ¢ omaviirtus. Siis kehtib iga x korral implikatsioon
¢(x) = Ax = x = 0. Paneme tdhele, et p(¢(a) + La) = A(p(a) + Aa), millest jareldub, et p(a) = —Aa.
Olgu ¢ transponeerimisteisendus vektorruumil Mat, (R). Olgu X selline, et ¢(X) = AX mingi A
korral. Siis X = ¢(¢(X)) = A2 X, millest jéreldub, etkas X = 0v5i1 = A2. Seega A = 1 v6i A = —1. Esimesel
juhul sobivad omavéirtusteks koik siimmeetrilised, teisel juhul aga kaldstimmeetrilised maatriksid.
Induktsioon vektorite arvu jdrgi. Omavektor pole nullvektor, seega juhul n = 1 vdide kehtib. Ol-
gu X1, ..., Xk, Xk+1 sellised nullist erinevad vektorid, et ¢(x;) = 1;x;, i =1,..., k+1, kus skalaarid
A1, ..oy Ak, Agsq on koik erinevad. Teame, et xj, . . ., X; on sdltumatud. Nditame, et x1, ..., X, Xg+1
on sdltumatu siisteem. Olgu a1 x1 +...+ QX + Apy1Xks1 = 0, siis ¢ rakendamisel Zi‘:ll Aiaix; =0
ning Ay, -ga korrutamisel Zf:ll Ak+1a;x; = 0. Lahutame need kaks vordust, siis saame, et Zle A —
Ags1)aix; =0, seega (A; — Apiq)@; = 0, mistdttu a1 = ... = ap = 0. Nlilid muidugi ka a . =0, sest
Xi+1 7 0.

A1,2,3 = —1 (algebraline kordsus 3), vastav omavektor c(1, 1, —1) (geomeetriline kordsus 1,
ceR\{0});

/11,2,3 = 2 (algebraline kordsus 3), vastav omavektor cj (1, 2, 0) + ¢2(0, 0, 1) (geomeetriline kordsus 2,
lc1l+1c2] > 0);

1112 =0, A3 = 1, omavédrtusele 0 vastav omavektor on cj (1, 2, 3) ning omavéértusele 1 vastav oma-
vektoron c2(1, 1, 1) (c1, c2 € R\ {0});

/11,2 =1, A3 = —1, omavéirtusele 1 vastav omavektor on ¢y (1,0, —1) + c2(0, 1, 2) (kus |c1| + |c2| > 0),
omavairtusele —1 vastav omavektor on ¢(3, 5, 6) (kus c e R\ {0});

[&]A1 =1 (algebraline kordsus 1), vastav omavektor c(1, 2, 1), kus c € R\ {0};

A1'2'3’4 =2, vastav omavektoron ¢ (1, 1,1, 0) + ¢2(0, 0, 1, 1), kus |c1 | + |c2| > 0.

[@]juhul p =2 on omavéirtus 0 ning omavektor (1, 1); juhul p = 3 on omavéirtused 0 ja 2, oma-
vadrtusele 0 vastavad omavektorid (1, 2) ja (2, 1) ning omavédartusele 2 vastavad omavektorid (1, 1) ja
2,2);

juhul p = 3 omavéartused puuduvad; juhul p = 5 on omavéértused 0 ja 2, omavéértusele 0 vastavad
omavektorid on ¢(3, 1), kus ¢ € {1, 2, 3, 4} ning omavéirtusele 2 vastavad omavektorid on c(2, 1), kus
cell, 23,4}

[229] Olgu Ag geomeetriline kordsus d ning olgu ¢ maatriks mingi baasi suhtes A. Niitame, et
(x— Ao)d | det(A—xE).Olgu ey, .. ., ey lin-séltumatud omavektorid, mis vastavad omavédrtusele Ag.
Jatkates ey, .. ., eg kogu vektorruumi baasiks e, on ¢ maatriks e suhtes selline, et esimesed d diago-
naali elementi on A ning selles veerus mujal on 0. Sealjuures on A ja B sarnased, sest nad on sama
lineaarteisenduse maatriksid eri baaside suhtes. Kuna sarnastel maatriksitel on samad karakteristlikud
poliinoomid, siis det(A — xE) = det(B — xE). Arendades det(B — xE) esimese d veeru jérgi, saame, et
(x— Ag)d | det(B — xE), mida oligi tarvis.

d bl 1) S )
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kahekordsele omavairtusele 3 vastab ainult iiks s6ltumatu omavektor (1, 1), seega maatriksit diago-
naalkujule viia ei saa;
kahekordsele omavédrtusele 0 vastab ainult iiks sdltumatu omavektor (1, 2), seega maatriksit diago-

naalkujule viia ei saa;
] 1

3 8 2\ 3 12 -4 3 8 2 3 00
dff -1 -3 -1 -1 -3 1 -1 -3 -1 |=({0 2 0|
-3 -7 =2 -1 -12 6 -3 -7 =2 0 0 1

1

1 0 1) 10 -3 -9 1 0 1 1 0 0
e 0 3 -2 -18 7 18 0 3 2 |=[l0 1 o0 |;
1 -1 2 18 -6 -17 1 -1 2 0 0 -2

ﬂ|on ainult tiks iihekordne reaalne omavairtus 1, seega maatriksit diagonaalkujule viia ei saa.

[@)]ei (1 geom. kordsus liiga viike);

[b)]jah;

[O)jah.

skalaarkorrutise aksioomide kontroll on mélemal juhul vahetu;

[]<x, y) = -

b)(x, y) =

(f, & = agby + a1 by + @)% azhs + 3)2azbs +. . .+ (n)2anby, kui f = an X" +.. .+ ag, g = by X"+
..+ bg.

(a, kiay+...+kmam) =ki{a, a1) +...+km{a, am) =0.

Olgu Aa+ pub =0, korrutame seda vordust skalaarselt a ja b-ga. Saame, et A(a, a) =0ja u(b, b) =0

Siit A =pu=0.

Korrutage vordust a = A1e1 +. ..+ A ey skalaarselt jarjest koigi vektoritega ey, . . ., ej. Selgub, et

A =(a, eg).

240l (a1 +...+am, a1 +...+am)={a1, ;) +...+{am, am).

- AB=(4,0,2,0,4), BC— (-1,3,1,3,-4), CA=(-3,-3,-3,-3,0), |AB| = |IBC| = |CA| = 6, koigi

sisenurkade koosinused on 5 ]a nurgad on 60°.

- Esimene omadus Jareldub asjaolust, et ||all > 0, kui a # 0. Teine jareldub sellest, et @ € R korral

\/_2 = |a|. Kolmnurga vorratuse saame nii, et tdestame (a+ b, a+ b) < (|al + | bll)2 kasutades Cauchy

vorratust 2{a, b) < 2|lalbll.

{(ay, az) = 2+6+4—12 = 0, nduame iilejiéinud baasivektoritelt a = (a1, @y, a3, a4) omadust

(a, a1) =0, (a, ap) = 0, mis annab vorrandisiisteemi LFS-ga (2, 2, 1, 0), (-17, —10, 0, 1). Votame az =

(2,2,1,0)ningolgu a4 = (-17, —10, 0, 1)+ kay + lap + mag, kusjuures nduame, et a4 oleks ortogonaalne

aj, ap ja az-ga. Tarvis on saada ainult ortogonaalsus az-ga: —34 —20+ m(4 + 4 + 1) = 0, millest m = 6;

valime a4 = (-5, 2, 6, 1).

(ay,ap) = 0, a = (ay,a, a3, ay) midramiseks tekkiva vorrandisiisteemi LFS on

1,-2,1,0),(-7,50,1), siit a3 = (1,-2,1,0) ja as = (-7,5,0,1) + m(1, -2, 1, 0), millest tingimuse

(a4, ag) =0 abil m = %, seega a4 = %(—25, —4,17, 6).

[les=(-3. )
ploa=(-3. 3.-3. 3} au=(-3.3.1.-3)
e’ (x) = % (sest peab olema ka normeeritud),

normeerimata 82 x) =x+k-

\[, kus k m#drame seosest fl (x+k ) %dx =0, seega k =0 ja
ey(x) = f ,
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normeerimata e} (x) = k584 kus k médrame seostest f_ll (x2 +k-x+1- %) dx =0 ja

A \f’
fl (x2+k-x+l~%)-xdsz,seegakzO]alz—@,millesteg(x): 3x2v6 _ V5

2v2 22’
.el(x)—l

normeerimata ez(x) x+k, kus k=0, seega 6’2 x)=x

normeerimata es(x) x2+kx+1Lkusl=0 jak =0, seega eé(x) =X
@la=1,2,2,-1),a2=1(2,3,-3,2), a3 = (2, -1, -1, -2);
Blai=@1,1,-1,-2), a2 = (2,5, 1, 3);

a1 =2,1,3,-1),a2 =3, 2, -3, -1), az = (463, 1589, 342, 3541).
Tegemist on tdesti skalaarkorrutamisega, kuna (x; — xg)2 + (X9 — x3)2 +(x3— x4)2 + xi = 0 parajasti
juhul, kui (x1, x2, x3, x4) = (0, 0, 0, 0).

a)a; =01,0,0,0),a2=(1,1,0,0),a3=(1,1,1,0), a4 =(1, 1, 1, 1);

-1 _ -1 _ -1

=7 (1,-1,0,0), a2 = = (4,1,5,0), a3 = m(” =7, ar= 5 (10,9,7,4).
(1 -1 0)

1

L1lo o 2|

2

v2 1 1 0

ortogonaalsed on: B, D, F;
det A=5,detB=1,det C=-8,det D=1,det F=1.
(det A)? = (det A) - (det AT) = (det A)- (det A1) = det(AA™ ) =det E=1;

8| L wea 2 3)[2 3) (5 8
2|77% 1 2 )l 2) T s 13/

Kui AAT = Ey,, siis Aon regulaarne (teoreem maatriksite korrutise determinandist), seega leidub
AL Korrutades vordust AAT = E n vasakult A7l -ga, leiame, et AT =471,

254, Diagonaalmaatriksi diagonaalil olgu A1, ..., A, poérdmaatriksi diagonaalil on itl’l, Y
(seega need peavad eksisteerima, st. ;A2 ..., # 0). Noutav on, et diagonaalmaatriks transponee-
rituna (st. tema ise) langeks kokku poérdmaatriksiga, seega 11 = /lfl jne. Niisiis on diagonaalmaatriks
ortogonaalne parajasti siis, kui diagonaalil seisavad ainult arvud 1 voi —1.

Kui a = b, siis sobib niiteks samasusteisendus 1g. Kui a = —b, siis sobib —1g. Muul juhul on
rank(a, b) = 2. Vaatleme ruumi E alamruumi L(a, b) baasi a, b, teeme temast ON baasi ja jatkame selle
ruumi E ON baasiks. Tarvis on niitid vektorite a ja b poolt méédratud tasandil poorata vektor a vekto-
riks b (aga tasandiga ortogonaalsed vektorid jdtta paigale). Olgu cos ¢ = Tal ”bZ” , siis sellise teisenduse

vastupidine viide ei kehti, nditeks

cosgp —sing 0 O ... O
sinp cosgp 0 O 0
0 0 1 0 0
maatriks on A = 0 0 0 1 o |- Lihtne kontroll néitab ka, et tegemist on orto-
0 0 0o 0 ... 1

gonaalmaatriksiga, seetottu on vastav teisendus ortogonaalteisendus.

] (@M () = an(=1)"x" +...+ ag, seega (p(f), P(g)) = anbp(~1)?" +. .. agby = (f, &);
b)|(p())(x) = apx™ +. ..+ ay, seega (p(f), p(g)) = agby +. ..+ anby.

- kuna E = (AA 1)T (A~ l)TAT ja ka teistpidi, siis on (AT) 1 (A_I)T, seega (A_t)T =
(AT)~1 = A71 eeldusel, et AT = 4;

(BBT)T BT)TBT = BBT;

)

kui (AB)T = AB, siis BT AT = AB, millest BA = AB; kui BA = AB, siis (AB)T =BT AT =BA= AB.
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analoogiline eelmise tilesandega.
(@ +¥) (), y) = {p(x), ) + Y (x), y) = {x, @(¥)) +{x, () = <x, (p + ) (D).
Ortogonaalteisenduste jaoks vdide ei kehti. Toepoolest, kui vaadata ortogonaalteisenduse maatriksit
ON baasi suhtes, peaks determinandiga 1 maatriksite summa olema determinandiga 1 maatriks, mis
iildiselt ei kehti.
260} eelmise tilesande idee peale (vaja on skalaarkorrutamise aditiivsust ja homogeensust).
Ul.pf)hjal vektori x koordinaadid baasil ey, .. ., ez on {x, e1), ..., (X, en).
Olgu ey, ..., en ON baas. Et ¢ ja ¥ maatriksid sellel baasil on samad (vt. il. , on iga a korral
¢(a) koordinaadid samad, mis ¥ (a) koordinaadid (vt b rolli jdrjest ey, . . ., ey). Seega ¢(a) = v(a).
Alternatiiv: saame, et {(p(a), p(a) — y(a)) = (w(a), p(a) — w(a)), millest (p(a) —y(a), p(a) —y(a)) =0,
jarelikult ¢ (a) = y(a).
Olgu gy simmeetriline. Eelmise tilesande valguses piisab néidata, et {(¢pv)(x), y) = (W) (x), )
iga x ja y korral. Saame, et (¢ (¥ (x)), y) = {x, (@ (1)) = (@ (x), w(¥)) = (W (p(x), y).
Kommuteerugu ¢ ja y. Siis {(¢(y(x)), ) = (W (@(x)), y) = (@), ¢y (¥)) = {x, W ().
Alternatiiv: olgu A ja B vastavalt ¢ ja @ maatriksid mingi ON baasi suhtes. Siis AT = A, BT = B ning
iilesande viide on, et (AB)T = AB parajasti siis, kui AB = BA. Arvestades vordust (AB)T = BT AT, on
niilid védide ilmne.
{(py+yp@)(x), y) =y (X), »)+pe(x), y) = {W@(x), () +H@X), w(y)) = {x, pp(y)+{x, ow(y)) =
X, (@ + @) ().
Ka selle iilesande saab lahendada maatriksite keeles: (AB + BA) T —BTAT + ATBT =BA+ AB= AB+
BA, kus Aja B on vastavalt ¢ ja ¢ maatriksid mingi ON baasi suhtes.
Olgu ¢(a) = Aa, @(b) = ub, kus A # p. Siis (Aa, b) = {(a, ub). Kui oleks (a, b) # 0, saaksime A = ,
vastuolu.
2_T@|. Loeme algse ON baasi vektoriteks e, e2 jne, ning uue baasi esitame selle suhtes.

/

ol = -l ) a=( o )

-9
R 5 0 0
L T PN EI N
] 27 0 0
R PN N LY
Blet = (b —b—b ) 5= (L5, 25.0.0) ¢ = (5., 25,0} = (35, -5 5 535
-2 0 0 O
o ozl
0 0 0 2
Bt = (e 0.0~ &= (03 b = ([ 00 G =03 3 0)
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