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Eessona

Kiesolev analiiiitilise geomeetria praktikum on koostatud eeskiitt TRU
Matemaatikateaduskonna vajadusi arvestades (ning on moeldud kasutamiseks
koos U. Lumiste ja K. Ariva opikuga ,Analiiiitiline geomeetria“), kuid suurt
osa sellest saab kasutada ka teistes teaduskondades, kus opetatakse analiiiiti-
list geomeetriat kas iseseisva ainena voi korgema matemaatika kursuse osana.

Praktikumi I osa haarab valiku iilesandeid vektoralgebrast, reeperitest ja
punkti koordinaatidest. Edasi on kavandatud jdrgmised materjalid: II osa —
iilesanded sirgete, tasandite ja reeperiteisenduste kohta, III osa — iilesanded
teist jarku joonte ja pindade kohta ning IV osa — projektiivse analiiiitilise
geomeetria lilesanded.

Ulesandekogu kasutamist lihtsustavad vajaliku teoreetilise materjali lii-
hiesitused iiksikute aineloikude ees ning iilesannete vastuste juures esitatud
niapundited.






I peatukk

Lineaarne vektoralgebra

1. Lineaartehted vektoritega

1. Vektoralgebra pohimoisted

Skalaarsed ja vektoriaalsed suurused. Fiiiisikas eristatakse kaht liiki
suurusi: 1) skalaarsuurused, mis on téielikult iseloomustatud oma reaalar-
vulise vidrtusega, kusjuures viimast saab kujutada arvsirge punktina (néit.
aeg, temperatuur, maas jne.), 2) vektorsuurused, mille téielikuks iseloomus-
tamiseks on peale arvulise vairtuse tarvis teada veel sihti ja suunda (tung,
kiirus, kiirendus jne.).

Vektori moiste. Matemaatikas skalaar- ja vektorsuuruse vasteteks on vas-
tavalt reaalarv ja vektor. Vektori all moistetakse siin sirgloiku, millele on
omistatud suund; me kujutame teda noole abil. Vektori puhul koneldakse
tema sihist, suunast, ja pikkusest, samuti tema alg- ja lopp-punktist. Vek-
tor on médratud téielikult, kui on antud algus- ja l1opp-punkt, s.t. jirjesta-
tud (nummerdatud) punktipaar. Vektorit alguspunktiga A ja 16pp-punktiga
B téahistatakse f@ Vektori siht madratakse sirgega, millel asub vektor voi
mistahes sellega paralleelse sirgega. Vektori suund méiratakse otspunktide
jarjestusega ning néidatakse noole teravikuga. Antud sihi korral on suuna
valikuks kaks voimalust. Vektori 1@ pikkuseks (ehk mooduliks) nimetatakse
I5igu AB pikkust, tihistatakse |AB| ehk AB.

Vektorite hulk jagatakse klassideks tingimusega, et iihte klassi kuuluvad
koik iihise sihi, suuna ja pikkusega vektorid. Uhte klassi kuuluvaid vektoreid
nimetatakse vordseteks.
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Vektorite vordsuse tunnus. Kaks vektorid on vordsed siis ja ainult siis
(parajasti siis), kui neil on tihine siht, suund ja pikkus. Vektorite vordsust
tdhistatakse nagu skalaaride puhul mérgiga ,,=". Vordsed vektorid samasta-
takse, s.t. vordseid vektoreid vaadeldakse iihe ja sellesama vektorina erinevais
asen_()ieis. Vektoreid, mille algus- ja 16p_p)—punkt ei ole nédidatud, tahistatakse
@, b, ¢, ... ning nende pikkusi |@|, |b], |€],... ehk a, b, c, . . ..

Uhikvektor. Vektorit pikkusega 1 nimetatakse iihikvektoriks ehk normee-
ritud vektoriks. Uhikvektorit, millel on vektoriga @ sama siht ja suund, ti-
histatakse ag ja nimetatakse vektorile @ vastavaks iihikvektoriks.

Nullvektor. Vektorit, mille algus- ja lopp-punkt iihtivad, nimetatakse null-
vektoriks. Nullvektc_)y siht ja suund on méairamata ning pikkus on null. Null-
vektori siimbol on 0 (v6i 0, kui tdhendus on vahetult selge).

Vastandvektor. Kaht vektorit, millel on {ihine pikkus ja siht, kuid vas-
tupidised suunad, nimetatakse vastandvektoreiks. Vektori @ vastandvektorit
mirgitakse —a@ (,miinus @*).

Vektorite kollineaarsus. Vektoreid, mis parast iihisesse alguspunkti kand-
mist asuvad iihel sirgel, nimetatakse kollineaarseteks. Kollineaarseid vekto-
reid iseloomustab iihine siht, s.t. neid kandvate sirgete paralleelsus. Kasuta-
takse tahistusi:

o
M6 (vektorid @ ja
b

Nullvektorit voib lugeda soovi korral kollineaarseks iga vektoriga.

(vektorid @ ja b on kollineaarsed),

on samasuunalised),

8y 8 8

b
(vektorid @ ja b on vastassuunalised).

Komplanaarsed vektorid. Kaht voi enam vektorit, mis parast iihisusse
punkti kandmist asuvad iihel tasandil, nimetatakse komplanaarseteks. Komp-
lanaarsed vektorid voivad erineda nii sihilt, suunalt kui pikkuselt, kuid nende
sihid on paralleelsed iihe tasandiga. Kollineaarsed vektorid on alati komp-
lanaarsed. Kui kolme vektori hulgas on kaks kollineaarset, siis need kolm
vektorit on komplanaarsed.

2. Vektorite liitmine
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Roo6pkiiliku reegel: kahe mitte-
kollineaarsete vektori liitmiseks kan-
takse nad iihisesse alguspunkti: sum-
mavektori madrab liidetavaile vekto-
ritele ehitatud ro6pkiiliku diagonaal,
mis 1&htub iihisest alguspunktist (vt.
joon. [L.1)).

Seda reeglit ei saa rakendada kol- b
lineaarsete vektorite puhul, pealegi
on seda tiilikas kasutada suurema ar-
vu vektorite liitmisel. Vektorite sol-
tumatus alguspunktist lubab anda
praktilisema eeskirja.
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Joonis 1.3

Kolmnurga reegel: kahe vektori liitmiseks rakendatakse teine liidetav esi-
mese liidetavaga 1opp-punkti: summavektor viib esimese liidetava alguspunk-
tist teise liidetava 16pp-punkti (vt. joon. . See reegel sobib ka kollineaar-
sete vektorite puhul, mil kolmnurk kidub sirgléiguks (vt. joon. .

Kui vektoreid on enam kui kaks siis saab neid liita jarjestikku: liidetakse
esmalt kaks, nende summage liidetakse kolmas vektor jne. Sel viisil saab leida
mistahes 1opliku arvu vektorite summa:

al + @ + a = (@i +a3) + a3,
atmtata = (@i +a +a3) + as,
@+ @B+ +a, = (+@B+... +an)+a,

Liitmisprotsessis rakendatakse kor-
duvalt kolmnurga reeglit (vt. joon.
. . [L.4). Iga liidetav tuleb rakendada
talle eelneva liidetava lopp-punkti,

&

Joonis 1.4
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kusjuures summavektori méirab tek-
kinud murdjoone sulgeja. Siit saame
vektorite liitmise iildeeskirja.

Hulknurga reegel: lopliku arvu
vektorite liitmiseks kantakse iga
jargnev vektor eelneva vektori lopp-
punkti; summavektor viib esimese
liidetava alguspunktist viimase liidetava 1opp-punkti.
Komplanaarsete vektorite liitmisel on hulknurk tasandiline, mittekomp-
lanaarsete puhul — ruumiline.
Vektorite liitmine on:

1) kommutatiione (summa ei soltu liidetavate jarjekorrast), kahe liidetava
korral @ + b = d + b (vt. joon

2) assotsiatiivne (summa ei soltu liidetavate rithmitamisest sulgude abil),
kolme liidetava puhul (@ + b)+ ¢ =d + (b + ¢) (vt. joon. )

3. Vektorite lahutamine

N Vektorite lah)utamine on vektorite liitmise poordtehe. Kahe Xektori a ja
b vaheks @ — b nimetatakse vektorit, mille summa vektoriga b on vordne
vektoriga @. _ .

Vahe @ — b = 7 méiérab seega vorrand @ = b + 7, millel on parajasti
iiks lahend. Vektori lahutamiseks tuleb liita vastandvektor

T—b=T+(-Db)

Kahe vektori vahe geomeetriliseks konstrueerimiseks kantakse need vektorid
tihisesse alguspunkti: nende vahe on vektor, mis viib vihendaja (lahutatava)
16pp-punktist vihendatava 16pp-punkti (vt. joon. 1.6)).

@+b)+c=a+(b+7)

[0 a
-

)( —

Y C

1

—

b Joonis 1.6
Joonis 1.5

Kahe vektori summa ja vahe on méaratud neile vektoritele ehitatud roop-
kiiliku kahe diagonaaliga (vt. joon. [L.6).



1. LINEAARTEHTED VEKTORITEGA 9

4. Vektori korrutamine arvuga.

Vektorite summa @ +d +. ..+ @, milles @ esineb k korda, on kollineaarne
vektoriga @ ja omab moodulit k|d|. On loomulik nimetada seda summat
vektori @ k-kordseks ja tiahistada k'@ voi @k.

Antud vektori korrutiseks arvuga (skalaariga) nimetatakse vektorit, mis
on kollineaarne antud vektoriga, mille moodul vordub arvu absoluutviirtuse
ja antud vektori mooduli korrutisega ning mis on antud vektoriga sama- voi
vastassuunaline vastavalt sellele, kas arv on positiivne voi negatiivne.

Vektori @ ja arvu k korrutis k@ on seega vektori, mis rahuldab tingimusi:

2) |ka| = |kl|dl,

3) k@ 11 @, kui k > 0,
k@1 @, kui k < 0.

Vektori korrutamisel arvuga on jargmised omadused:

Vektori @, iihikvektori ag, ja vastandvektori —a vahel on jirgmised seosed:

1
7= [3NE, =

a
7 = (-1)7 = (-[2)@.

Vektorite liitmisel ja korrutamisel arvuga on distributiivsuse omadus:
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5. Vektori jagamine arvuga. Vektorite kollineaarsus.

Vektori korrutamisel arvuga on kaks pdordtehet. Antud nullist erineva
arvu k ja vektori @ _puhul vérrand k7 = @ médrab iihe ja ainult iihe vektori,

a
mida tahistatakse T ja nimetatakse vektori @ jagatiseks arvuga k. Jagatist

N
o : 1 a 1
arvuga voib vaadelda korrutisena arvu poéordviirtusega: — = — @

E ok

Antud ngtorlte a ja b korral voib moodustada vorrandi arvu z _Inaé-
ramiseks: b = d. See vorrand ei ole alati lahenduv (néit. kui @ H b voi
b =0 ja @ # 0); selleparast vastavat poordtehet pole olemas. Kui b ;é 0,
siis on vorrandi b = @ lahenduvuseks tarvﬂlk ja piisav, et @ || b. Sel
korral nimetatakse lahendit vektorite @ ja b subteks ja tdhistatakse @ : b
Seega saab konelda ainult kollineaarsete vektorite suhtest.

Iga kahe kollineaarse vektori @ ja b # 0 korral leidub parajasti iiks arv
x nii, et x b=q.

Tulemused voime kirjutada iildisemal kujul: kahe vektori kollineaarsuseks
on tarvilik ja piisav, et kehtiks seos

oz?L’—i—BE):O,

kus arvud « ja 3 ei ole korraga nullid (o® + 3% # 0).

Vektorite liitmine ja lahutamine (koordinaatideta).

—

1.1. On antud vektorid @ ja b Konstrueerida jirgmised vektorid: 1) @+ b;
2) @ —0;3) b—a;4)—-ad—b.

1.2. On antud |d| =

, Z) =19 ja ‘5’—1— B)‘ = 24. Arvutada ‘5’— 3‘

1.3. On antud | 7| = 11, 3) —923ja |7 — F( — 30. Leida | @ + ?‘.

1.4. On antud ristuvad vektorid @ ja 7;, kusjuures |d| = 5 ja ‘—I;‘ = 12.
Leida ‘E+ F‘ ia ‘3 _ F‘.

1.5. Vektorite @ ja b vaheline nurk on @ = 60°, kusjuures || = 5 ja
‘3‘ = 8. Leida ‘E’—I— _b)‘ ja ‘E’— 5)‘

1.6. Vektorite @ ja b vaheline nurk on @ = 120°, kusrjuures |@| = 3 ja

‘3‘ = 5. Leida ‘E’—F _b)‘ ja ‘E’— 7))‘
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1.7. Millist tingimust peavad rahuldama vektorid @ ja _b), et kehtiksid jarg-

mised seosed: 1) EL)—FZ)’: E’—F‘ 2) ZL’+3)> T—0];3) ZL)—F?))‘

R
H—b‘.

1.8. Missugust tingimust peavad rahuldama vektorid p ja ¢ selleks, et vek-
tor p + ¢ jaotaks P ja ¢ vahelise nurga pooleks (eeldusel, et koigil
kolmel vektoril on iihine alguspunkt).

Vektori korrutamine arvuga (koordinaatideta).

1.9. On antud vektorid @ ja b. Konstrueerida jiargmised vektorid: 1) 3a;
1> 1
b .

1> — — g

1.10. Kasutades vektoritele @ ja b ehitatud roopkiilikut kontrollida jargmis-
te vorduste kehtivust :

(@) (B+Db)+(T—1b)=2a:
(b) (G+b)—(T—1b)=20;
() T+ (b—-a)=1b;
T b T+b
d _ — .
(d) 5 +5 T
E—Tf - 3+3

1.11. Millist tingimust peavad rahuldama vektorid, et kehtiksid jargmised
seosed:
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1.12. Antud kolmnurga ABC' puhul tdhistatakse AB
m+ 7

; 2)
| 2
4) — . Vottes pikkusiihikuks 5 |77| konstrueerida vektorid: 5)

7|7+ || 73 6) | 7|7 — || 7

.
m

Konstrueerida jargmised vektorid: 1)

m+n

[\]

1.13. Toestada, et kolmnurga iga kiilje pikkuse ja selle kiiljega risti oleva
iihikvektori summa on null.

Midrkus. Eeldatakse, et ihikvektorid on koik suunatud kolmnurga sisse.

2. Vektorite lineaarne soltuvus ja soltumatus.

1. Vektori projekteerimine teise vektori sihile.

__Olgu antud vektorid @ ja b=
AB ning tasand 7, mis ei ole pa-
ralleelne vektoriga @. Asetame li-
bi punktide A ja B tasandid pa-
ralleelselt tasandiga m ja tdhistame
nende 16ikepunktid mingi @ sihilise
sirgega vastavalt A" ja B'. Vektorit

A’ B'nimetatakse vektori b kompo-
nendiks vektori @ sihile (tasandiga

. o . U — —Joonis 1~7 . - 7
7w madratud projekteerimisel) ja téhistatakse pg b (|| ) voi lihtsalt pz b
(vt. joon. . Vektori b projektsiooniks vektori @ sihile (paralleeleselt ta-

sandiga 7) nimetatakse komponendi ]_9’33) pikkust (moodulit), mis on varus-

tatud pluss- voi miinusmirgiga vastavalt sellele, kas Pz b on vektoriga a

sama- vol vastassuunaline. Projektsiooni tihistatakse pz b (|| 7) voi lihtsalt
P a b. Niisiis

Vektorite paralleelprojekteerimise puhul (paralleelselt iihe ja sama tasandiga
7) kehtivad jargmised omadused:
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Analoogiliselt defineeritakse projekteerimine tasandil sirgete abil; projek-
teerimise sihi maarab mingi antud sirge.

Seni késitlesime paralleelprojekteerimise iildjuhtu — kaldprojekteerimist.
Kui projekteerivad tasandid (sirged) on risti vektoriga @, siis koneldakse
ortogonaalprojekteerimisest, ortogonaalkomponendist T)’aj))ja ortogonaalpro-
jektsioonist pg b. Vastupidisel juhul ,jortogonaal-“ asemel tuleb ,kald-“.

2. Vektorite lineaarkombinatsioon. Summeerimiskokku-
lepe.

Vektorite lineaartehete abil defineeritakse vektorite lineaarkombinatsioo-
ni moiste.
Vektorite ay, as, ..., a, lineaarkombinatsiooniks nimetatakse avaldist

kiat + koas + ... + kpa,,

kus ki, ko, ..., k, on mingid arvud. N N

Niiteks k@ on vektori @ lineaarkombinatsioon, @ + b ja @ — b on
vektorite @ ja b lineaarkombinatsioonid. aj + a3 + ... + a, on vektorite
ar,as, ...a, lineaarkombinatsioon jne.

Lineaarkombinatsiooni kya; + keas + . . . + k,a, nimetatakse mittetriviaal-
seks, kui arvude ki, ko, . .., k, hulgas leidub vihemalt iiks nullist erinev (s.t.
k2 + k3 + ...+ k> #0). Vastupidisel juhul nimetatakse teda triviaalseks ning
tema vadrtuseks on siis nullvektor 0.

Summa liithidalt madramiseks kasutatakse sageli summeerimissiimbolt

Naéiteks lineaarkombinatsiooni kirjutame sellle siimboli abil liihidalt

Y ki@ = kadl + ke o+ Ky,
i=1

Maksimaalse lihtsuse saavutamiseks on otstarbekas jatta stimbol Z ara ja
kasutada Einsteini summeerimiskokkulepet: iga liiget, milles mingi tdhtindeks
(nn. summeerimisindeks) esineb kaks korda, tuleb summeerida; liidetavate ar-
vu médrab eelnevalt kokkulepitud (voi juurdemérgitud) summeerimisindeksi
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muutumispiirkond. Kui niiteks ¢ = 1,2, 3, siis k;a; = ky1a; +koas + ksas. Eins-
teini summeerimiskokkuleppe puhul on monikord vaja summeerimise keelu
mirki (1). Naiteks avaldis k;a; = 0 (!) on samavéiirne jirgmiste avaldistega:

k/’lch) = O, kQCTQ) = O, k’ga)g = 0.

3. Lineaarse soltuvuse moiste.

Vektoreid a7, as, . . ., a, nimetatakse lineaarselt soltuvaiks, kui leidub nen-
de mittetriviaalne lineaarkombinatsioon, mis on vordne nulliga. Vastupidisel
juhul vektoreid aj,as, ..., a, nimetatakse lineaarselt soltumatuks.

Sellest definitsioonist jireldub: vektorid ai,as,...,a, on lineaarselt sol-
tuvad, kui vihemalt iiks on avaldatav iilejadnute lineaarkombinatsioonina.

Lineaarsoltuvusel on jargmised omadused:

1) Kui osa antud vektoreist on lineaarselt soltuvad, siis ka koik antud
vektorid on lineaarselt soltuvad.

2) Kaks vektorit on lineaarselt soltuvad parajasti siis, kui nad on kolli-
neaarsed.

3) Kolm vektorit on lineaarselt soltuvad parajasti siis, kui nad on komp-
lanaarsed.

4) Tavalise kolmemootmelise ruumi iga neli vektorit on lineaarselt soltu-
vad.

Jareldused

1. Maksimaalne lineaarselt soltumatute vektorite arv ruumis on kolm, ta-
sandil — kaks, sirgel — iiks. Sellepérast deldakse, et ruum on kolme-,
tasand kahe-, sirge iihemootmeline (-dimensionaalne).

2. Sirgel saab iga vektorit avaldada selle sirge mistahes nullist erineva
vektori lineaarkombinatsioonina.

3. Tasandil saab iga vektorit avaldada selle tasandi mistahes kahe mitte-
kollineaarse vektori lineaarkombinatsioonina.

4. Ruumis saab iga vektorit avaldada mistahes kolme mittekomplanaarse
vektori lineaarkombinatsioonina.
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Vektorvorrand 7 = u? + v7 Antud mittekollineaarsete vektorite &
Ja T ning kahe reaalarulise muutuja u ja v abil madratud vektorvorrand
T =uk +v 1 seab igale arvupaarile (u, v) vastavusse teatud vektori, kusjuu-
res erinevatele arvupaarldele vastavad erinevad vektorid. Paari (u, v) muut-
misel jadvad vektorid k: T ja @ komplanaarseteks. Koneldakse, et vektorid
s J | médravad ruumis rihi. Viimane on iihine koigile vektorpaariga k: T
paralleelsetele tasanditele (samuti nagu siht on iihine paralleelsete su’gete
hulgale). Seega antud vektorvorrand esitab koik vektorid, mis on paralleel-
sed rihiga.

Vektorite lineaarne soltuvus ja soltumatus (koordinaatideta).

1.14. Milliseid tingimusi peavad rahuldama kordajad « ja 3, et kehtiks seos

«

SRR

[
b

+ =0,

kus X%Ojag#O.

1.15. Vektor ¢c=ud +v b on esitatud kahe mittekollineaarse vektori @ ja
b lineaarkombinatsioonina. Kas mélemad kordajad u ja v voi iiks neist
voib olla vordne nulliga?

1.16. Toestada, et kui I ja 7 on tasandi mistahes kaks mittekollineaarset
vektorit, siis selle tasandi iga vektor 7 on esitatay kujul 7 = u k +v 7.
Toestada, et arvud u ja v on vektoritega 7, k: T iiheselt miiratud.

1.17. Néidata geomeetriline konstruktsioon, mis voimaldab esitada antud
vektori kahe temaga komplanaarse liidetava summana, kui on teada:

a) iihe liidetava suund ja pikkus,

(c

(d) molema liidetava pikkused.

(a)

(b) moélema liidetava siht,
) iihe liidetava siht ja teise pikkus,
)

Teha kindlaks, millal on esitus voimalik ja kui palju on lahendeid, kui
kumbki vektor ei ole paralleelne antud vektoriga.

1.18. Toestada, et kui €7, €3, €3 on ruumi mistahes kolm mittekomplanaarset
vektorit, siis ruumi iga vektor @ on esitatav kujul 7 = wej + ye; + zé3.
Toestada, et arvud x, y, z on vektoritega 7, e, 3, e3 iitheselt mésratud.
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1.19.

1.20.

1.21.

1.22.

1.23.

PEATUKK 1. LINEAARNE VEKTORALGEBRA

Teades vektorite l m, n esitusi mittekomplanaarsete vektorlte a,
b ja ¢ hneaarkombmatsmomna kontrollida, kas vektorid Z m, T on
komplanaarsed, ning jaatava vastuse korral anda nendevahehne lineaar-
ne soltuvus:

) T=28-b-2C. m=2b-C—-a, n=20—-a—0b,
29) T =72, m=a-b-7, n=a—-b+7
) T=3+b+72, m=0b+7, R=-3a+7C.

Vektorid @ ja b avalduvad kolme mittekomplanaarse vektori €7, €3, €3
lineaarkombinatsioonidena jargmiselt:

. —> .
@ =ae, b=2>be, i=1,2,3.

Milliseid seoseid peavad rahuldama kordajad, et 1) @ = —b); 2) @ | —b);
3) [d|=0b].

Leida antud nelja mittekomplanaarse vektori

Q
I
=
|
ol

M=aT-b+7C; T=a+0b; Rn=0b+7¢

vaheline lineaarne soltuvus.

Eswada vektor s=a + ¢ b +7 koln_1)e mittekomplanaarse vektori m =
T+Db— 20,1 = ?L’ S ja P =2b + 37 lineaarkombinatsioonina

Kuidas asetsevad neh Vektorlt ruumis, kui nad on seotud lineaarse sol-
tuvusega a'd +Bb +~7C +6d = 0, kus

a#0,8#0,v#0,0#0;
a=0,8#0,v#0,0#0;
a=p=0,v#0,d#0;

a=p=v=0,0#07

1
2
3
4

— e e N

Kolmnurk ja vektorid.

1.24.

1.25.

Toestada, et korraparase kolmnurga keskpunkti tippudega iihendavate
vektorite summa on null.

Kolmnurga ABC raskuskeskmeks on punkt O. Toestada, et OA+OB+
OC = 0.
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1.26.

1.27.

1.28.

1.29.

1.30.

1.31.

1.32.

1.33.

1.34.

Kolm vektorit AD = BC’ =7 ja CA=T7 on kolmnurga kiilgedeks,
Avaldada kolmnurga medlaamdega iihtivad vektorid AM, BN ja CP
vektorite @, b ¢ kaudu.

Eelmises tilesandes antud kolmnurga mediaanid esitada ainult kahe vek-
tori @ ja b lineaarkombinatsioonidena.

Teha kindlaks, et vektorid, mis {ihtivad mistahes kolmnurga mediaani-
dega, voivad omakorda olla teise kolmnurga kiilgedeks.

Leida kolmnurgas punkt, nii et sellest punktist kolmnurga tippudesse
minevate vektorite summa oleks 0.

—>

Punktist O lihtuvad kaks vektorit OA = @, OB = b, Leida nurga
AOB poolitajal asuv vektor OM.

Kolmnurga kiiljed on AB = BC CA — . Leida selle kolm-
nurga nurgapoolitajatega kolhneaarsed Vektorld.

Kolmnurgas ABC on_voetud nurga A poolitaja AD. Avaldada vektor
AD vektorite AD ja AC kaudu.

Kolmnurga ABC' kiilg BC on jaotatud viieks vordseks osaks, kusjuu-
res koik Jaotuspunktld D, Dg, D_g_J)a D4 on iithendatud vastastlpuga
A Tahistades kiiljed AB=72 Ja BC' = @, leida vektorite DlA DQA
D3A ja D4A avaldised Vektorlte aja ¢ kaudu

Kolmnurgas ABC punkt D Jaotab kiilje BC suhtes m 'n, s_t)B—D) :

—

DC = m : n. Avaldada vektor AD vektorite AB = T ja AC = b
lineaarkombinatsioonina.

Nelinurk voi hulknurk ja vektorid.

1.35.

1.36.

1.37.

—

Rombi diagonaalvektoriks on AC = @, BD
vektorid AB BC CD j ja DA Vektorlte a ja

na.

. Esitada rombi kiilg-
li

=
b lineaarkombinatsiooni-

Roopkiiliku ABC'D diagonaalvektoreiks on AC = a ja BD=1. Aval-
dada réopkiiliku kiilgvektorid AB BC’ CD ja DA vektorite @ ja b
kaudu.

Roo6pkiilikus ABCD on AB=1¢ ja AD = b. Avaldada vektorid MA
MB, MC ja MD vektorite @ ja b kaudu, kui M on roéopkiiliku dia-
gonaalide 1oikepunkt.
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1.38.

1.39.

1.40.

1.41.

1.42.

1.43.

1.44.

1.45.

1.46.

1.47.

1.48.

PEATUKK 1. LINEAARNE VEKTORALGEBRA

Leida ro6pkiilikus punkt, nii et sellest punktist ré6pkiiliku tippudesse
minevate vektorite summa oleks 0.

Ro6pkiiliku ABC’D kiilgede BC' ja C'D keskpunktid on K ja L. Ayal-
dada vektorid BC ja CD vektorite k ja T kaudu, kui AK = & ja
AL=T.

Nelinurga ABCD kiilgede @) ja Qp keskpunktideks on punktid F

—  BC+AD
ja E. Toestada, et FE = + Tuletada siit teoreem trapetsi

keskloigu kohta.

Nelinurgas ABCD (tasandilises voi ruumilises) on AB = i1}, BC = 7,
CD = T);DA = . Leida diagonaalide AC ja BD keskpunkte iihendav
vektor K'F'.

Vordhaarse trapetsi ABC'D alumine alus AB = @, haar AD=10 ning
nendevaheline nurk ZBAD = g Esitada trapetsi iilejadnud kiilgedeks

ja diagonaalideks olevad vektorid @ ja b lineaarkombinatsioonidena.

Korrapérase viisnurga A ABCDE k_ul_gedeks olevad vektorid on AB =
BC = n, CD = D, DE = ¢ ja EA = 7. Konstrueerida vektorid:

i

—> — — — — - 1_) R N N
Dm—7+p—q+7; 3) 2m+§n—3p—q+2r.
—> - 1
2) m—i—2p+§ ;

Korraparase kuusnurga lahiskiilgedeks on vektorid AB = _p Ja BC =
q Avaldada selle kuusnurga kiilgedeks olevad vektorid AF, CD DE
EF vektorite 7 P ja ¢ kaudu.

Korrapirases kuusnurgas ABCDEF on AB=7,BC=7.
1) Avaldada vektorid A_C), AD ja AE vektorite 7 ja ¢ kaudu.
2) Leida vektorite suhted: BC @) BC ﬁ - OF A—é AB: BC.

Korrapérases kuusn_u_rgas ABCDEF on AB = mJa AE = 7. Avaldada
vektorid AC AD, AF ja EF vektorite i m ja m kaudu.

Toestada, et korrapdrase hulknurga keskpunktist tippudesse lihtuvate
vektorite summa on 0.

Toestada, et korraparase hulknurga keskpunkti kohavektor on hulknur-
ga tippude kohavektorite aritmeetiline keskmine.
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Hulktahukas ja vektorid

1.49. Rooptahukas on ehltatud kolmele mittekomplanaarsele vektorile AB =
g AD = q ja AA’ = 7. Avaldada selle rooptahuka iilejisinud serva-
deks, diagonaalideks ja tahkude diagonaalideks olevad vektorid p, ¢
ja 7 kaudu.

1.50. Rooptahukas ABCDA'B C'D’ on antud kiilgservadeks olevad vektorid:

g

AB = m, AD = 1, AA — P . Konstrueerida vektorid:

1) nps 3) M+ -7+ 7; 5) —-m—n+=Dp.
Lo 1. 2 2 2
2)m+n+§p; 4 m+n-—7p;

1.51. Tetraeedri ABCD tipust A lihtuvad servad AB = b, AC = 7 ja
AD = d. Avaldada antud vektorite kaudu tetraeedri ulejaanud serva-
deks olevad vektorid, tahu BC'D mediaan DM j ja vektor AQ, kus ) on
tahu BC'D raskuskese.

1.52. On antud tetraeeder OABC. Tahistades OA = a OB = b oC =72
avaldada @, b ja ¢ kaudu vektorid MN PQ ja RS kus M, P ja R on
servade OA, OB ja OC keskpunktid; NV, Q ja S aga vastavalt vastavate
servade keskpunktid.

1.53. On antud kolm paarikaupa ristuvat samas punktis rakendatud joudu
M, N ja P. Leida resultantjoud R, kui M = 2kG, N = 10kG ja
P =11kG.

3. Baas ja koordinaadid. Lineaartehted vekto-
ritega koordinaatkujul

1. Baas ja koordinaadid.

Vektorite koordinaatide defineerimisel kasutatakse vektorite lineaarse sol-
tuvuse moistet.
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Baas ja koordinaadid sirgel. Valime sirge vektorite hulgast mingi vektori
€ # 0. Iga vektor 7 sellest hulgast avaldub kujul 7 = z€. Oeldakse, et
€ moodustab sirge vektorite hulga baasi; skalaari x nimetatakse vektori @

ac
koordinaadiks baasil €. Bt ¥ = €, siis v = %, ehk
e
El D o
E, kui z TT e,
R RE o o
—®7 kui = 1] €.

s.t. vektori koordinaat vordub absoluutviartuselt vektori pikkusega, kui pik-
kusiihikuks sirgel valida baasi € pikkus (s.t. lugeda baasivektor iihikvekto-
riks), koordinaadi mérgi méédrab vektori suunad baasi suhtes.

Baas korraldab iiksiihese vastavuse sirge vektorite hulga ja reaalarvude
hulga vahel, kus vektorile vastab tema koordinaat. Baasi valik maéarab sirgel
kindla suuna; suunaga varustatud sirget nimetatakse teljeks.

Baas ja koordinaadid tasandil voi ruumis. Valime tasandi vektorite
hulgast vabalt kaks mittekollineaarset vektorit e7 ja e5. Iga vektor 7 vaadel-
davast hulgast on vektorite €] ja e, lineaarkombinatsioon:

7= xle_f -+ xze_g.

Oeldakse, et vektorid €] ja e moodustavad tasandi vektorite hulga baasi:

arve z' ja x? nimetatakse vektori @ koordinaatideks baasil 1, .
Analoogiliselt maaratakse vektori koordinaadid ruumis: fikseeritakse min-

gid kolm mittekomplanaarset vektorit ey, €3, €3 — vektorite hulga baas ruumis.

Iga vektor @ on baasi vektorite €7, €5, €3 lineaarkombinatsioon:

T =azle; + 2Pe) + 26,
ehk iiksikasjalikult
7 =gley + e + e,

Skalaare z', 22, 2® nimetatakse vektori 7 koordinaatideks baasil ey, é5, é3.

Nii tasandil kui ka ruumis on baasivektorid jarjestatud: sellepédrast on jar-
jestatud ka vektori koordinaadid. Baas korraldab iiksiihese vastavuse tasandi
vektorite hulga ja jarjestatud reaalarvupaaride hulga vahel, ruumis vektorite
hulga ja jirjestatud reaalarvukolmikute hulga vahel. Kui vektoril 7 on koor-
dinaadid 2!, 2?, 2%, siis kirjutatakse 7 = (2', 2%, 2*), tasandil analoogiliselt
7 = (24 2%) (voi @ = (2',2%,0)). Vektorite koordinaadid erinevate baaside
suhtes on erinevad.
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Baasi nimetatakse ristbaasiks (ehk ortonormeeritud baasiks), kui baasi-
vektorid €7, €3, €3 on paarikaupa ristuvad (ehk ortogonaalsed) uhlkvektorld
Ristbaasi vektorite puhul kasutatakse sageli spetsiaalseid tdhistusi i 7, k;
vektori koordinaate sellise baasi suhtes tahistatakse tdhtedega z, y, z ja neid
nimetatakse ristkoordinaatideks. Vektori ristkoordinaadid on vektori ristpro-
jektsioonid baasivektorite sihtidele.

2. Lineaartehted vektoritega koordinaatkujul.

Olgu vektorid 7 ja 7/ antud oma koordinaatidega mingi baasi ey, €3, €3
suhtes:

T = (v1,29,23) ja Y = (y1,Y2,93),

S.t.
T =mer; Y =wye; i=123.

(1) Vektorid on vordsed parajasti siis, kui vastavad koordinaadid on vord-
sed: @ =  siis ja ainult siis, kui z;e; = y;e; ehk (z; — yi)e; = 0, s.t.
kui

Ty =Y, T2=VY2, T3=Ys. (1.1)

(2) Kahe vektori summa (vahe) koordinaatideks on nende vektorite vasta-
vate koordinaatide summad (vahed):

Ty =me £yie = (v £y)er, st (12)
?:E_gjz(l’liyl,l'ziyg,l'giyg). ’

Nullvektori koordinaadid on nullid.

(3) Vektori korrutamisel arvuga korrutub selle arvuga vektori iga koordi-
naat:
7 = May) = (ke w
kT = (kxy, kxo, kxs).
(4) Vektorid on kollineaarsed parajasti siis, kui nende koordinaadid on vor-
delised. Kui 7 || ¥; ¥ # 0, siis Z = k. Jarelikult
T i) . I3

=k, st L =2=23 (1.4)
Y1 Y2 Ys

Vastupidi, seosest ([1.4) jareldub vektorite kollineaarsus.
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(5) Tunnus vektorite lineaarseks soltuvuseks. Kui

E?:1}16—1)7 yzylaa ?:ZZE’L)7 =1 273
mingi baasi suhtes ja
FiZ + kol + ks =0,

siis seoste (1.1)—(1.4) pohjal

Vastupidi, seosest koordinaatide vahel (L.5) jareldub seos vektorite va-
hel.

Juhul kui seoses (1.5) kordajatest ki, ko, k3 vihemalt iiks on nullist

. . . — —> —> q. ~
erinev, on tegemist vektorite =, y, z lineaarse soltuvusega.

Kolm vektorit on lineaarselt soltuvad parajasti siis, kui vektorite koor-
dinaatidest moodustatud determinant on vordne nulliga, s.t.

Ty T2 I3
yi Y2 y3| =0.
21 22 23

Lineaartehted vektoritega koordinaatide abil.

1.54. On antud kolm vektorit: @ = (2,4), b = (—3,1), © = (5, —2). Leida

1.55.

1.56.

1.57.

1.58.

vektorid
1) 2@ + 30 — 52,
2) @+24b + 147,

On antud kolm vektorit: @ = (3,—1), b = (1,—-2),

= (—1,7). Leida
vektori p = @ + b + ¢ koordinaadid baasil @ ja

—
C

-

b.

Tasandil on antud kaks vektorit: p = (2,—3), ¢ =
@ = (9,4) arenduse koordinaadid baasil 7 ja q.

(1,2). Leida vektori

Tasandil on antud kolm vektorit: @ = (3,-2), b = (-2,1), © =
(7, —4). Leida iga vektori koordinaadid iilejdéinud kahest vektorist moo-
dustatud baasil.

N
Esitada vektor ¢ vektorite @ ja b lineaarkombinatsioonina, kui
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1.59.

1.60.

1.61.

1.62.

1.63.

1.64.

1.65.

1.66.

1.67.

1.68.

1) @=(4,-2), b =(3.5), = (1,-7);
2) @=(54), b =(—3,0), T =(19,8);
3) @=(-6,2), b =(4,9), T=(9,-3).
On antud kolm vektorit: @ = (5, 3), b = (2,0), € = (4,2). Valida ar-

vud o ja B3 nii, et kolm vektorit a @, b ja 3¢ moodustaksid kolmnurga,
kui iga vektor rakendada eelmise lopp punkti.

Ruumis on antud vektorid @ = (3,-2,6) ja b= (—2,1,0). Leida
vektorid:
1) T+ b, 3) 2@, 5) 2@ +30;
N 1> 1 -
T —b: 4) ——b; 6) —a — 0.
2) a b, ) 2 2 ) 3
Ruumis on antud kolm vektorit: @ = (5,7,2), b= (3,0,4), ¢ =

(—6,1, —1). Leida vektorid 1) 3@ — 20 + 3 2) 53 +6b +47¢.
Ruumis on antud kolm vektorit: p = (3,—-2,1), ¢ = (-1,1,-2), ¥ =
(2,1, -3). Leida vektori € = (11, —6,5) koordinaadid baasil 7, ¢, 7.

On antud neli vektorit: @ = (2,1,0), b = (1,-1,2), ¢ = (2,2,-1),
d = (3,7,—7). Leida iga vektori koordinaadid iilejdéinud kolmest vek-
torist moodustatud baasil.

Vektorid AD = (2,6, —4) ja AC = (4,2, ﬂorﬂlmnnrga ABC kiilge-
deks. Leida kolmnurga mediaanvektorite AM, BN ja Cﬁ koordinaadid.

Leida, millistel a ja 3 viirtusel vektorid @ = —2 j + 0 % ja T —a

%
1 — 67 + 2k on kollineaarsed.

Niidata, et iga kolme VthOF;? b ja < nlng iga kolme arvu A, pu, v
korral vektorid A\d@ — p b vb —\¢, p¢ —vd on komplanaarsed.

On antud neli vektorit @ = (1,5,3), T = (6,—4,—-2), @ = (O —5,7),
= (—20,27, —35). Valida arvud o, B ja v nii, et vektorid a@, 8 b,

V7 ja ? moodustaksid kinnise murdjoone, kui iga jargnev vektor ra-
kendada eelmise vektori lopp-punktist.

%
Esitada vektor 7 vektorite 7, b ja Kl lineaarkombinatsioonina, kui

1) @ =(2,3,1), b = (5,7,0), @ = (3,-2,4), d = (4,12, -3);
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2) @ = (5,—2,0), T = (0,—3,4), @ = (—6,0,1), d = (25, —22, 16).
3) @ =(3,5,6), b =(2,-7,1), @ = (12,0,6), d = (0,20, 18).

%
1.69. Teha kindlaks, millistel allpool toodud juhtudel vektorid @, b ja <
on lineaarselt soltuvad ning esitada sel puhul vektor ¢ vektorite @ ja

b lineaarkombinatsioonina:

1) @ =521, 0 =(-1,4,2), @ = (—1, -1,6);
9) @ =(6,4,2), b = (-9,6,3), T = (~3,6,3);
3) @ = (6,—~18,12), b = (=8,24,—16), @ = (8,7,3);
4) @ =(2,-3,5), b = (~8,12,—15), @ = (6, -9, 10).



IT peatiikk

Reeper ja punkti koordinaadid

1. Punkti kohavektor

Punktihulkade kirjeldamiseks vektorite abil on tarvis korraldada vastavus
vektorite ja punktide vahel. Selline vastavus saadakse iithe suvalise punkti

fikseerimisega sirgel, tasandil voi ruumis.
B

@)

Joonis 2.1
Fikseeritud punkti O nimetatakse alguspunktiks (ehk pooluseks). Punkti

P Ekohavektoriks alguspunkti O suhtes nimetatakse vektorit O? Igale punk-
tile seatakse vastavusse tema kohavektor O suhtes. Seejuures (vt. joon.

AB = OB — OA.

Jarelikult vektor on oma lopppunkti ja alguspunkti kohavektorite vahe.
Kui punktide A, B, C,... kohavektoriisks on 7, b, 7, ... iihe ja sama
pooluse suhtes, kirjutatakse A(@), B(b), C(7), ...

—>
b) ja C(C) kollineaarsuseks.

b

2.1. Anda tingimus kolme punkti A(@), B(

2.2. Mida v6ib elda kolme punkti A(@), B(b ) ja C(@) vastastikuse asen-

%
di kohta, kui nende kohavektorid on seotud jargmiselt: od + b +
v? = 0, kusjuures a + g+~ =07?

%
2.3. Milline on nelja punkti A(@), B(b), C(7) ja D(j) komplanaarsuse
tingimus?

25
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2.4. Naidata, et kolmnurga tippude kohavektorite summa on null, kui koor-
dinaatide alguspunkt asub kolmnurga raskuskeskmes.

2.5. Kus peab asetsema reeperi alguspunkt, selleks et r6dpkiiliku koigi tippu-
de kohavektorite summa oleks null?

2.6. Roopkiiliku kolme tipu A, B, C' kohavektorid on (7), (
dada nende kaudu B vastastipu D kohavektor (7)

2.7. Toestada, et tetraeedri vastaskiilgede keskpunkte {ihendavad 16igud 16i-
kuvad {iihes ja samas punktis ning poolituvad selles.

2.8. Niidata, et n materiaalse punkti raskuskeskmest koikidesse nendesse
punktidesse suunatud vektorite summa on null (eeldusel, et koikides n
punktides on vordsed massid).

2. Afiinne reeper. Ortoreeper ja ristreeper

1. Afiine reeper.

Stisteemi, mis koosneb alguspunktist ja vektorbaasist, nimetatakse afiineks
reeperiks (ehk afiinseks koordinaatsiisteemiks). Igale punktile z saab seda
vastavusse tema kohvektori (77) = (O*X> ). Kohavektori koordinaate antud
baasil nimetatakse punkti x afiinseks koordinaadiks. Seega punkti afiinseteks
koordinaatideks antud reeperi suhtes on tema kohavektori koordinaaiigl sama,
ree eri_s>uhtes. Kui on antu(ﬁaks gunkti A ja B kohavektoritega OA = 7,
OB = b, siis 1@ = O? — OA = b — @ ning vektori koordinaadid on ots-
punktide koordinaatide vahed (16pp-punkti koordinaatidest tuleb lahutada
alguspunkti koordinaadid).

Afiine reeper sirgel koosneb iihest punktist O ja iihest vektorist e # 0.
Teda tihistatakse R = {0, €} (vt. joon. Sirge suvalise punkti X afiinse
koordinaadi z méirab vektorvordus.

OX =27

Joonis 2.2
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Punkti X koordinaadiga z téhistatakse siimboliga X (). Reeper R =
{0, €} korraldab iiksiihese vastavuse sirge punktide hulga ja koigi reaalar-
vude hulga vahel: X <> z. Reeperi fikseerimine muudab sirge arvteljeks.

Afiine reeper tasandil koosneb punktist 0 ja kahest mittekollineaarsest
vektorist e ja e3: R = {0, e, €_2>} (vt. joon. . Tasandi suvalise punkti X
koordinaatideks x; ja xo (ehk z ja y) on tema kohavektori O*)(z koordinaadid,
mis midratakse vordusest

O‘)_():mo‘a ja a=1,2,

ehk
072 = :1:16_1> —+ 1'26_5.

e
o
~

Joonis 2.3

Punkti X koordinaatidega x' ja 2 (ehk z ja y) tihistatakse X (x', 2?)
ehk X(z,y). Reeper R = {0, e{, 5} korraldab iiksiihese vastavuse tasandi
punktide hulga ja koigi jarjestatud reaalarvupaaride hulga vahel:

X & (z', 2?)

Reeper méarab tasandil kaks sirget, mis ldbivad punkti O ja on paral-
leelsed vektoritega i ja e3. Neil sirgeil on miisiratud reeperid {O,e_f} ja
{0, e_g}, s.t. nad osutuvad arvtelgedeks. Neid telgi nimetatakse reeperitelge-
deks: vektorile €, vastavat telge nimetatakse abstsissteljeks ehk x'-teljeks
(x-teljeks) ja vektorile €5 vastavat — ordinaatteljeks ehk z>-teljeks (y-teljeks).
Punkti koordinaate z* ja 2* (ehk z ja y) nimetatakse vastavalt abstsissiks ja
ordinaadiks.

Kui 2' = 0 (z = 0), siis punkt X asub ordinaatteljel; kui 2° = 0 (y = 0),
siis abstsissteljel.
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Reeperiteljed jaotavad tasandi neljaks reeperinurgaks (ehk ,veerandiks®),
mis nummerdatakse joonisel 2.3 ndidatud viisil.

Tasandi afiinse reeperi baasivektorite vahelise nurga suurust nimetatakse
reeperinurgaks ning tahistatakse sageli siimboliga w. Afiinset reeperit, mil-
le baasivektorid on iihikvektorid, nimetatakse kaldreeperiks. Kahe punkti
A(z1,11) ja B(z2,y2) vaheline kaugus on vordne vektori

B = (952 — X1,Y2 —3/1)

pikkusega ja arvutatakse kaldreeperi korral jairgmise valemiga

\ﬁ\ = AB = /(w2 — #1)> + (g2 — y1)? + 2(x2 — 21)(y2 — y1) cosw, (2.1)

kus w on reeperinurk.

Afiinne reeper ruumis koosneb punktist O ja kolmest mittekomplanaar-
sest vektorist: R = {0, e{, e, e3} (ehk R = {O,%¢/,i = 1,2,3} ) (vt. joon.

2.1).
)

v

Joonis 2.4

Punkti X afiinseteks koordinaatideks on punkti kohavektori 072 koordi-
naadid. Kui O*)(2 = 2, i = 1,2,3, s.t. OX = 2'e + 2%e5 + 2°¢3, (ehk
OX = Tl +yes + zej), siis kirjutatakse X (2!, 22, 2%) (ehk X (x,v, 2)). Ree-
per R =10, e, e, e_3>} korraldab iiksiihese vastavuse ruumi punktide hulga
ja koigi jarjestatud reaalarvukolmikute vahel: X & (zt, 22, 2%).

Reeper médrab ruumis kolm punktis O 16ikuvat reeperitelge ja kolm moo-
da neid telgi paarikaupa loikuvat tasandit — reeperitasandit. Telge, mille sihi
méirab vektor €3, nimetatakse aplikaatteljeks (ehk z°-teljeks, ehk z-teljeks),
koordinaati z® (ehk z)-punkti aplikaadiks. Reeperi tasandeid nimetatakse
nendel tasanditel asuvate telgede jirgi: 2'z*-tasand (ehk zy-tasand), zlad-
tasand (ehk wz-tasand) ja r’r’-tasand (ehk yz-tasand).
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Afiinse reeperi korral on vektorbaas iildjuhul téiesti suvaline, s.t. baasi-
vektorite pikkuste ja reeperinurkade kohta ei esitata mingeid kitsendusi peale
noude, et vektorid oleksid lineaarselt soltumatud, s.t. mittekollineaarsed (ta-
sandil) ja mittekomplanaarsed (ruumis).

Ka ruumis nimetatakse sellist afiinset reeperit, mille baasivektorid on
ithikvektorid, kaldreeperiks.

2. Ortoreeper ja ristreeper.

Afiinse reeperi (baasi) puhul eristatakse jargmisi erijuhte. Kui baasivekto-
rid on vastastikku risti (ortogonaalsed), siis koneldakse ortoreeperist ehk orto-
gonaalsest reeperist (ortobaasist ehk ortogonaalsest baasist). Kui baasivekto-
rid on iihikvektorid, siis koneldakse normeeritud reeperist(baasist). Normee-
ritud ortoreeperit (-baasi) nimetatakse ortonormeeritud reeperiks (baasiks)
ehk ristreeperiks (-baasiks), ka Descartes'{] rlstkoordlnaadlstlkuks

Rlstre perit tdahistatakse sageli R = {0, T ] k} tasandil vastavalt R =
{0, z I Punkti koordinaate ristreeperi suhtes nimetatakse ristkoordinaa-
tzdeks. Rlstreeperl kasutamisel rida valemeid oluliselt lihtsustuvad. Néiteks
kahe tasandil asuva punkti A(z1,y;) ja B(x2,y2) vaheline kaugus, mis on
vordne vektori AB = (zy — x1, ¥ — y1) pikkusega, arvutatakse ristreeperis

Valemigaﬁ

|AB| =v/(x2 — 1)2 + (y2 — 1) (2.2)
Markus. Kui iilesandes reeper (baas) on ristreeper, siis lihtsuse mottes me
seda edaspidi eraldi ei margi.

Punkti koordinaat sirgelt.

2.9. Konstrueerida punktid A(1), B(v2), C(—V3), D(2/3), E(v/5 — 1),
F(=0,(4)).
2.10. Konstrueerida punktid, mille koordinaadid rahuldaksid vorrandeid:
5x—2 20 — 1 3x+4_3; 5) x3—4x2+3x:0;
7 2 6) 22+ 4z +3 = 0;
7) 2 —x+6=0.

—

)
2) z?
3 I~ x| -~ 3
4) 2* + 1 — 6= 0;
'René Descartes [dekaart], lad. Renatus Cartesius (1596-1650).

2Kui iilesannetes esinevad tihistused 77, 7, k: on alati tegemist kas ristreeperi voi
ristbaasiga.

3Valem kehtib ainult ristreeperi korral ja on erijuht valemist (2.1), kui w = g
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2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

PEATUKK 2. REEPER JA PUNKTI KOORDINAADID

Kirjeldada punktide geomeetrilist asendit, kui nende koordinaadid ra-
huldavad jargmisi vorratusi: 1) z > 2; 2) || < 1; 3) 2 — 5 < 10; 4)
41 —12>0;5) 22+ —-12<0

Toestada samasus: XABXC’D“‘XACXDB‘l’XADXiC’) =0,kus A,B,C, D
on suvalised punktid arvuteljel, X 45 — vektori AB koordinaat jne.

Arvutada punkti A koordinaat, kui on teada:

1) B(3)ja AB = (5); 1) B(0) ja |AB| = 2;
2) B(2) ja AB = (-3); 5) B(2) ja |AB| = 3;
3) B(~5) ja BA=(-3); 6) B(-5) ja |AB| =2

Olgu sirgel antud kolm suvalist punkti A, B ja C’ Soltumata nende
vastastikusest asendist, kehtib seos: AB + BC = AC. Kontrollida selle
vorduse oigsust jargmiste punktide puhul:

a) A(=3), B(5) ja C(12);
b) A(4), B(1) ja C(6);

) A@B3), B(=7) ja C(-2);
d) A(z1), B(x2) ja C(xs)

Leida punktide A ja B vaheline kaugus d alljargnevatel juhtudel: 1)
A(1), B(=T7); 2) A(3), B(=2): 3) A(—6), B(~10).

Kontrollida tulemust joonisel.

Ristreeper tasandil.

2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

Konstrueerida punktid: A(2;7), B(3;0)
F<_4; _3)7 G(_2; 0)7 H(07 _3)7 K (_3%; 2%)7 L(2a _3>7 N(07 5)
1

Leida punktide A(2,-3), B(3,-1), C(—
projektsioonide koordinaadid abstsissteljel.

'—‘Cﬂ

Leida punktide A(—3,2), B(—5,1), C(3,-2), D(—1,1), E(—6, —2) pro-
jektsioonide koordinaadid ordinaatteljel.

Teha kindlaks, millises veerandis asub punkt M (z,y), kui 1) zy > 0;
2y <0;3)z—y=04) 24+y=0;5)z+y>0;6)z+y<0;7)
r—y>0;8) z—y<0.
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2.20.

2.21.

2.22.

2.23.

2.24.

2.25.

2.26.

2.27.

Olgu antud punkt M (z,y). Leida punktiga M siimmeetriline punkt

1) reeperi alguspunkti suhtes;

\V]

abstsissitelje suhtes;

4
5

)
)
3) ordinaattelje suhtes;
) esimese ja kolmanda reeperinurga poolitaja suhtes;
)

teise ja neljanda reeperinurga poolitaja suhtes.

Leida punktiga A(2,3), B(-3,2), C(—1,—1), D(—3,-5), E(—4,6),
F(a,b) simmeetrilised punktid z-telje suhtes.

Leida punktidega A(—1,2), B(3,—1), C(—2,—-2), D(-2,5), E(3 —5),
F(a,b) simmetrilised punktid y-telje suhtes.

Leida punktidega A(3,3), B(2,—4), C(-2,1), D(5,-3), E(-5,—4),
F(a,b) simmeetrilised punktid reeperi alguspunkti suhtes.

Leida punktidega A(2,3), B(5,—1), C(—3,4) siimmeetrilised punktid
esimese reeperinurga poolitaja suhtes.

Leida punktidega A(3,5), B(—4,3), C(7,—2) siimmeetrilised punktid
teise reeperinurga poolitaja suhtes.

Milline on iihel reeperinurga poolitajal asuva punkti koordinaatide va-
heline seos?

Punktide A(—2,5) ja M(z,y) vaheline kaugus on 3 pikkusiihikut. Leida
punkti M koordinaadid, kui 1) A ja M asetsevad x-teljega paralleelsel
sirgel; 2) A ja M asetsevad y-teljega paralleelsel sirgel.

Vektorid ja loigud

2.28.

2.29.

Leida vektori AB = (z,y) 16pp-punkti koordinaadid, kui

(z,
2) :U——l y—B,A(
3) x=0,y=-3, A(4,

)
)

Leida vektori AB pikkus ja sihikoosinused, kui
3) A(1,2), B(4,6).
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2.30.

2.31.

2.32.

2.33.

2.34.

2.35.

2.36.

2.37.

PEATUKK 2. REEPER JA PUNKTI KOORDINAADID

On antud kaks punkti A(3,7) ja B(5,6). Leida vektori AB projektsioo-
nid reeperitelgedel.

Konstrueerida reeperi alguspunktist ldhtuvad loigud, kui nende pro-
jektsioonid reeperitelgedel on: 1) x =3,y = 2; 2) x = 2, y = —5; 3)
r=-5y=04)r=-2,y=3;5)x=0,y=3;6) z=-5,y=—1.

Konstrueerida 16igud, mille alguspunktiks on punkt M (2, —1) ning nen-
de projektsioonid reeperitelgedel on: 1) z =4, y = 3;2) x = 2, y = 0;
Ner=-3,y=L4)r=—-4y=-2;5)zr=0,y=-3,6) =1,
y=—3.

Loigu M; M, projektsioonid reeperitelgedel on x = 5, y = —4 ning
alguspunkt on M (—2,3). Leida selle 16igu 16pp-punkti koordinaadid.

Loikude projektsioonid reeperitelgedel on: 1) x = 3, y = —4; 2) x = 12,
y =5; 3) x = —8, y = 6; Leida nende 16ikude pikkused.

Loigu pikkused on 5 ning ta projektsioon abstsisteljel 4. Leida selle
16igu projektsioon ordinaatteljel, kui ta moodustab ordinaatteljega: 1)
teravnurga; 2) niirinurga.

Loigu M N pikkus on 13, ta algus asetseb punktis M (3, —2) ning ta pro-
jektsioon abstsissteljel on 12. Leida selle 1oigu otspunkti koordinaadid,
kui ta moodustab ordinaatteljega: 1) teravnurga; 2) niirinurga.

Loigu M N pikkus on 17, ta I16pp-punkt on N(—7,3) ning projektsioon
ordinaatteljel 15. Leida selle loigu alguspunkti koordinaadid, kui ta
moodustab abstsissteljega: 1) teravnurga; 2) niirinurga.

Kollineaarsed punktid. Kaugused.

2.38.

2.39.

2.40.

Kontrollida, kas antud kolm punkti asetsevad iihel sirgel.

1) (0,5), (2, 1), (=1,7);

2) (3,1), (—2,-9), (8,11);

3) (0,2), (—=1,5), (3,4).

On antud punktid A(0,0), B(3,—4), C(=3,4), D(-2,2) ja E(10,-3).

Leida punktide 1) A ja B; 2) Bja C;3) AjaC;4) Cja D;5) Aja D;
6) D ja E vaheline kaugus d.

Leida z-teljel punkt, mis asetseb vordsel kauguselreeperi alguspunktist
ja punktist A(9, —3).
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2.41. Leida ordinaatteljel punkt, mis asetseb punktist A(4,—6) 5 iihiku kau-
gusel.

2.42. Leida punkti M ordinaat, kui ta abstsiss on 7 ning kaugus punktini
N(-1,5) on 10.

2.43. Leida punkt, mille kaugus z-teljest ja punktist A(—5,2) on 10.

2.44. Leida punkt, mille kaugused punktidest A(—5,1), B(3,—5) ja C(2,2)
on vordsed.

2.45. Leida antud kolmest punktist A(—5, 1), B(3, —5) ja C(2,2) vordsel kau-
gusel asuva punkti koordinaadid.

2.46. Millist tingimust peavad rahuldama punkti M (z,y) koordinaadid, et
see punkt asetseks vordsetel kaugustel punktidest A(7, —3) ja B(—2,1).

Kolmnurk, r66pkiilik, nelinurk.

5}
2.47. Naiidata, et kolmnurk on korrapérane, kui ta tipud on A(5,2), B (8, %)

) T
jaC <3, E)

2.48. Néidata, et kolmnurk tippudega A(6,5), B(1,10) ja C(3,2) on tiis-
nurkne.

2.49. Kolmnurga tipud on A(2,-3), B(1,3) ja C(—6,—4). Leida punkt M,
mis iihtib tipuga A, kui joonis murtakse kokku mdoda sirget BC.

2.50. Ruudu kiilg on 1. Leida ruudu tippude koordinaadid, kui reeperi tel-
gedeks on: 1) kaks mitteparalleelset ruudu kiilge; 2)kaks diagonaali;
3 ) sirged, mis on paralleelsed ruudu kiilgedega ning l6ikuvad ruudu
keskpunktis.

2.51. Reeperi teljed on paralleelsed rombi diagonaalidega. Punktid A(xq,y1)
ja B(xg,y2) on rombi ldhistipud. Avaldada iilejainud tippude koordi-
naadid antud tippude koordinaatide kaudu.

2.52. Roopkiliku ABC'D kolm tippu on A(2,3), B(4, —1) ja C(0,5). Mé&rata
neljas tipp D.

2.53. Roopkiiliku kolm tippu on:
1) A(47 2)7 B(57 7)7 C(_37 4)7
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2.54.

2.55.

2.56.

2.57.

PEATUKK 2. REEPER JA PUNKTI KOORDINAADID

2) A(3,-5), B(5,—3), C(—1,3). Leida tipu B vastastipp D.

Antud trapetsi ABC'D kolm jérjestikust tippu on A(—1,—-2), B(1,3)
ja C'(9,9). Leida trapetsi neljas tipp D, kui trapetsi alus AD = 15.

Vordhaarse trapetsi pikem alus AB = 8, korgus 3 ja alusnurk 45°. Vo6-
tame trapetsi pikema aluse abstsissteljeks, aluse keskpunktist ehitatud
ristsirge ordinaatteljeks, kusjuures positiivseks suunaks loeme trapetsi
sisemusse suunduva ristloigu suuna. Leida trapetsi tippude, diagonaa-
lide 1oikepunkti M ja haarade loikepunktide koordinaadid.

Korrapérase kuusnurga kiilje pikkuseks on 6 mootiihikut. Leida kuus-
nurga tippude ristkoordlnaadid, kui koordinaatide alguspunktiks on
kuusnurga keskpunkt ja x-telg ldbib kuusnurga kaht vastastippu.

Toestada, et korrapirase hulknurga tippude sama nimeliste koordinaa-
tide, aritmeetiline keskmine on vordne hulknurga keskpunkti vastava
koordinaadiga.

Ristreeper ruumis.

2.58.

2.59.

2.60.

2.61.

2.62.

2.63.

2.64.

Millistes oktantides voivad asuda punktid, kui 1) zy > 0; 2) xz < 0; 3)
yz > 0;4) zyz > 0; 5) zyz < 0.

Millistes oktantides voivad asuda punktid, mille koordinaadid rahulda-
vad jargmisi vorrandeid: 1) x —y =0;2) x +y =0; 3) x — 2z = 0; 4)
r+2z=0;8)y—2=0;6)y+2=0.

Olgu antud punktid A(4,3,5), B(—3,2,1), C(2,-3,0) ja

D(0,0,—3). Leida nende punktide projektsioonid:

1) zy-tasandii; 2) zz-tasandil; 3) yz-tasandii; 4) abstedseteljel; 5) ordi-
naatteljel; 6) aplikaatteljel.

Leida reeperi alguspunkti 0 kaugus punktidest A(4, —2, —4), B(—4,12,6),
C(12,—4,3), D(12,16, —15).

Antud on punktid A(1,—-2,-3), B(2,-3,0), C(3,1,-9),
D(—1,1,—12). Arvutada loikude AC, BD ja CD pikkused.

Abstsissteljel leida punkt, mille kaugus punktist A(—3,4,8) on 12.

Leida vektori @ = (3, —1,4) 1opp-punkt N, kui vektori alguspunkt on
M(1,2,-3).
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9.65. Leida vektori AB = (2,—3,—1) alguspunkt, kui ta 16pp-punkt on

2.66.

2.67.

2.68.

2.69.

2.70.

2.71.

2.72.

2.73.

2.74.

2.75.

2.76.

2.77.

2.78.

B(1,-1,2).

On antud punktid A(3,—1,2) ja B(—1,2,1). Leida vektorite A—B)ja BA

koordinaadid.

Kolmnurga tipud on: A(—1,2,3), B(5,—3,4) ja C(2,1,6).
kolmnurga kiilgvektorid reeperi iihikvektorlte vektorid

1
1

Avaldada
, 7, k kaudu.

Kas on voimalik lahendada eelmisele iilesandele vaetupidiet iilesannet,
s.0. teades kolmnurga kiilgvektoreid, leida kolmnurga tippude kohavek-

torid?

On antud kolmnurga tipp A(2,—5,3) ning kiilgvektorid AB =

Ja BC = (3,—2,5). Leida iilejadnud tipud ja kiilgvektor CA.

Toestada, et kolmnurk tippudega A;(3, —1,6), Ay(—1,7,—2) ja Az(1

on taisnurkne.

(4,1,2)

Toestada, et kolmnurk tippudega A(3, —1,2), B(0, —4,2) ja C(—3,2,1)

on vordkiilgne.

Toestada, et kolmnurga M (3, —2,5), N(—2,1,
gad on teravnurgad.

—3), P(5,1,—1) sisenur-

Kas kolmnurk tippudega M;(4, —1,4), M5(0,7,—4), M3(3,1,—2) on

teravnurkne, tdisnurkne voi niirinurkne?

Roopkiiliku ABC' D kolm tippu on A(3, —1,2), B(1,2,—4

Leida neljas tipp D.

Roopkiiliku ABC'D kolm tippu on A(3, —4,7), B(—5,3, —2) ja C(1,

Leida tipu B vastastipp D.

Nehnurga tlpud on maaratud kohavektorltega

)jaC(—1,1,2).
T =57 +2j — Z,

b= —3] +4k Z=-27 +] +3/<3 d=27 —i—6] —2k. Toestada,

et see nelinurk on roopkiilik.

Kontrollida, kas neli punkti A(3,—1,2), B(1, 2,
osutuvad trapetsi tippudeks.

Olgu antud kuubi neli tippu A(—a, —a, —a), B(a,

ja D(a,a,a). Madrata kuubi iilejadanud tipud.

—a,—a), C(—a,a,

-1),C(-1,1,-3), D(3,

_a)

) _37 2)

2, —3).

~5,3)



36

PEATUKK 2. REEPER JA PUNKTI KOORDINAADID

Afiinne reeper tasandil.

2.79.

2.80.

2.81.

2.82.

2.83.

2.84.

2.85.

2.86.

2.87.

2.88.

2.89.

Kaldreeperis, mille baasivektorite vaheline nurk on w = %, konstruee-
rida kolmnurk tippudega A(3,5), B(—4,7), C(5,5,—3,5).

Konstrueerida punktid A(3,2), B(—4,6), C(—2,—5), D(4, —1) kaldree-
s

peris, kui reeperinurk on w = —

Leida kaldreeperis jirgmiste punktide kaugus teineteisest:

1) A(1,10), B(7,2), w = 60°;
2) A(0,—4), B(7,-2), w = 30°;

3) A(=5,4), B(—1,-5), w = 45%

1) A(5,4,672), 3(7,5, 2.8), w = 120°.

Leida kaldreeperinurk w, kui punkti A(10, —4) kaugus punktist B(7, —1)
on 3 mootiihikut.

Kaldreeperis on antud punkt M (6,4), kusjuures reeperinurk w = 150°.
Leida selle punkti kaugus reeperitel jest.

Leida punkti M koordinaadid kaldreeperis, kui ta kaugused reeperitel-

gedest on vastavalt 1 ja 1,5 iihikut ja w = T

Leida loikude projektsioonid reeperitelgedel, kui 16igu pikkus d ja ree-

perinurk w on vastavalt: 1) d = 12, w = 37 2)d =6, w= —g; 3)

d=2 al
= W= ——,.

’ 4

Loigu projektsioonid reepertelgedel on X = 1, Y = —3. Leida selle

2
16igu projektsioon teljel, mis moodustab z-teljega nurga v = §7r

On antud punktid M; (1, —5) ja My(4, —1). Leida 101gu M My projekt-

sioonid teljel, mis moodustab z-teljega nurga v = _E'

On antud kaks punkti P(—5,2) ja Q(3,1). Leida Loigu PQ projektsioon
teljel, mis moodustab x-teljega nurga v = arctan T
On antud kaks punkti M; (2, —2) ja My(7, —3). Leida 16igu M; M, pro-

jektsioon teljel, mis 14bib punkte A(5,—4), B(—7, 1) ning on suunatud:
1) punktist A punkti B ning 2) punktist B punkti A.
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2.90. Rombi kiilje pikkuseks on 3 mootiihikut. Leida rombi tippude koordi-
naadid, kui rombi kiiljed on reepertelgedeks.

2.91. On antud korrapirane kuusnurk ABCDFEF'. Leida tippude koordinaa-
did kui koordinaatide alguspunktiks on punkt A, abtsisstelje positiivne
suund tihtib vektori AB positiivse suunaga ning ordinaattelje positiiv-

ne suund iihtib vektori AE suunaga, kusjuures iihikloiguks molemal
teljel on kuusnurga kiilg.

2.92. On antud kaks roopkiiliku lahistippu A(—1,3) ja B(2, —1). Leida kaks
iilejadanud tippu, kui reepertelgedeks on réopkiiliku diagonaalid.

2.93. Leida korraparase kuusnurga tippude koordinaadid, kui kuusnurga kiilg
on a, reeperi alguspunkt asetseb kuusnurga keskpunktis ning abtsisstelg
labib kaht vastastippu.

2.94. Trapetsi ABC'D alumine alus AB on kolm korda pikem iilemisest alu-
sest C'D. Reeperi alguspunktiks votame punkti A, abtsisstelje positiiv-
seks suunaks aluse AB suuna, ordinaadi positiivseks suunaks haara
AD suuna ning kiilgede AB ja AD pikkused iihikloikudeks nendel tel-
gedel. Leida trapetsi tippude, diagonaalide 16ikepunkt O ning haarade
16ikepunkti S koordinaadid.

3

2.95. On antud afiinne reeper, kusjuures reeperinurk w = arccos —1 ning

iihikloik abtsissteljel on 2,5 korda pikem iihikloigust ordinaatteljel. Konst-
rueerida selles reeperis punktid A(4,2), B(—2,1),C(-3,-3), D(2, —3).

3. Loigu jagamine antud suhtes

1. Lihtsuhe.

Kolme iihel sirgel asuval punktil A, B, C lihtsuhteks punktide antud jar-
jekorras nimetatakse arvu (vektorite suhet) A = AC' : CB ja téthistatakie>
(ABC). Olgu punktide A ja B kohavektorid alguspunkti O suhtes d ja b

(vt. joon. )Miiirame punkti C' kohavektori ¢. Et AC I C@, siis lihtsuhe
eksisteerib ja on iiheselt madratud vorrandiga

AC = \CE.

Avaldame 1@ ja C@ otspunktide kohavektorite kaudu: 1@ =7 - 7, C@ =
b — . Asendades saadud avaldised vorrandisse, saame

2 -7 =xT -72),
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B

o)
-

Joonis 2.5

ehk, kui 1+ X\ #0, s.t. A # B, siis

?_E@)\?

L+ (2:3)

Arvu A nimetatakse ka suhteks, milles punkt C jagab 16igu AB. Antud de-
finitsioon méirab selle suhte ka siis, kui punkt C' asub sirgel AB viljaspool

1oiku AB. Et sellisel juhul jﬁ 1T C'B, siis on loigu vélispunkti korral lihtsuhe
A < 0. Kui aga C' on 16igu AB sisepunkt, siis 1@ 17 C@ ja x> 0.

Erijuhul, kui C' on 16igu keskpunkt, A = 1, s.t. loigu keskpunkti kohavektor
on otspunktide kohavektorite aritmeetiline keskmine

%
?:7;b. (2.4)

Kui punktid on méératud koordinaatidega A(x1,y1, 21), B(22, Y2, 23), C(x3, y3, 23),
siis punkt C' jagab 16igu AB lihtsuhtes A\, kus A = AC' : C'B on vektorite /@
ja CB vastavate koordinaatide iihine suhe

Lo — T3 Y2 —Ys 22— %23

Kui punktid A, B ja lihtsuhe A on antud, siis jaotuspunkti C' koordinaadid
leitakse seosest (12.5)

T1 + T2 y1+y2 21+ %29
T3 5 ;Y3 5 <3 9 ( )




3. LOIGU JAGAMINE ANTUD SUHTES 39

ning loigu keskpunkti koordinaadid on vordsed otspunktide koordinaatide
aritmeetilise keskmisega
T1+ T Y1+ Yo 21+ 2

2,y32,232 ()

T3 —

Tasandil kasutatakse kahte esimest, sirgel ainult esimest seost. Valemid (12.5])—
(2.7) on afiinsed valemid ja ristreeperis ei lihtsustu.

2. Nelja punkti liitsuhe. Harmoonilised punktipaarid

Nelja iihel sirgel asetseva punkti A, B,C,D (A # D), (B # C) liit-
ehk anharmooniliseks suhteks nimetatakse arvu v, mis on vordne lihtsuhete
A= (ABC),u = (ABD) jagatisega

A

v = (ABCD) = (ABC) : (ABD) = .

Kui punktid iihel sirgel on maératud koordinaatidega A(z1,y1, 21), B(x2, Yo, 22),
C(xs,ys, 23), D(x4,Ys, 24), siis lihtsuhe arvutatakse valemiga:

_ 3T T4 —T1 Y3~ Y1 Ya— Y1 R3— R A4 R

Tog — T3 T2 — T4 Y2 —Ys Y2 — Ys Rg — 23 R2— 24

v = (ABCD)

Kui liitsuhe (ABCD) = —1, 6eldakse, et punktid C' ja D jagavad 16igu AB
harmooniliselt, ehk teisiti, et paarid A, B ja C, D on harmoonilised.

Loigu jagamine antud suhtes (sirgel).

M, M
2.96. Miirata lihtsuhe \ = M1z\42

M, (z) ja Ms(zx) piiratud 16igu M, Ms.

, milles punkt M(x) jagab punktidega

2.97. Leida lihtsuhe (ABC), kui:

1) A@2), B(7), C(5);

2) A(=3), B(=3),C(6);
3) A(=1),B(0),C(3);
4) A@3), B(2),C(3);

5) A(1), B(1),C(1).

2.98. On antud kolm punkti A(—7), B(—1) ja C(1). M#érata lihtsuhe A, mil-
les igatiks antud punktidest jagab tlejidnud kahe punkti vahelise loigu.
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2.99.

2.100.
2.101.
2.102.
2.103.

2.104.

2.105.

2.106.

2.107.

2.108.

2.109.

2.110.

PEATUKK 2. REEPER JA PUNKTI KOORDINAADID

Leida kolmest punktist A(1), B(3) ja C'(—2) moodustatud lihtsuhete
koik kuus vaartust.

Teades, et (ABC) = A, leida (ACB), (BAC),(BCA),(CAB),(CBA).

On antud (ABP) = X, (ABQ) = p. Leida (PQA) ja (PQB).

(
) =

On antud (ABP) = A\, (ABQ) = u, (ABR) = 7. Leida (PRQ).
) =

On antud (ABP) = A\, (ABQ) = p ning 16igu PQ keskpunkt R. Leida
(ABR).

Sirgel on antud kaks punkti A ja B, mis jaotavad ta kolmeks osaks:
loiguks AB; kiireks, mis jadb punktist B paremale, ja kiireks, mis jaab
punktist A vasakule. Samal sirgel on antud liikuv punkt X, mis jaotab
16igu AB suhtes A. Uurida, kuidas muutub A, kui punkt X paikneb
timber punktide A ja B vahel, kui punkt X iihtib iihega nendest punk-
tidest, kui kaugeneb piiramatult punktist B paremale voi punktist A
vasakule.

Maérata kahe antud punkti M;(x;) ja Ma(x9) poolt piiratud 16igu kesk-
punkti koordinaat x.

Leida loigu M M; keskpunkti koordinaat = jargmistel juhtudel:
1) A(3), B(9);
2) C(=5),D(2);
3) E(—6), F(6).
On antud kaks punkti Mj(zq) ja My(xs). Leida 16iku M; M, suhtes A

M X
(A= X ———) jaotav punkt X (z).

Leida punkti X koordinaat z, kui ta jaotav punktidega M;(3) ja My(6)
piiratud loigu suhtes:

2 1
HA=3 2) A= = ——;
3
Leida punkti B koordinaat, kui punkt C'(—2) jaotab punktide A(3,5)

5
ja B(z) vahelise 16igu suhtes A = 5
Leida punkti M koordinaat, kui on teada:

1) M1(3),M2<7) ja A= MlM : MM2 = 2,
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2) A(2), B(—5)ja A= AM : MB = 3;
3) C(—1),D(3) Ja)\:CM:MD:%;
4y A(-1),B(3)jaA=AM: MB = -2,
5) A(1),B(—=3)jaA=BM: MA=-3;
6) A(—2),B(— 1)ja/\:BM:MA:—%.

2.111. Toestada, et kui punktide O, FE ja M koordinaadid on vastavalt 0, 1 ja
z, siis . = —(MEO)

2.112. On antud kaks punkti A(5) ja B(—3). Leida:

1) punktiga A punkti B suhtes siimmeetrilise punkti M koordinaat;
2) punktiga B punkti A suhtes siimmeetrilise punkti N koordinaat.

2.113. Punktidega A(—2) ja B(19) piiratud l6ik on jaotatud kolmeks vordseks
osaks. Leida jaotuspunktide koordinaadid.

2.114. Leida punktidega P(—25) ja Q(—9) kolmeks vordseks osaks jaotatud
16igu otspunktide A ja B koordinaadid.

2.115. Punktidesse, mille koordinaadid on 1, 2, 3, ..., 10 on paigutatud vas-
tavalt massid 1, 2, 3, ..., 10. Leida siisteemi raskuskeskme koordinaat.

2.116. Kang on jaotatud sentimeetriteks ja millimeetriteks. Jaotusele 23,7 ja
74,3 cm vastavatesse punktidesse on rakendatud koormused 350 ja 475
kG. Leida kangil punkt, kuhu tuleb asetada tugipunkt, et kang oleks
tasakaalus.

2.117. Horisontaalne latt, mille pikkus on 3 m ja kaal 80 kG, toetub otstega
liikumatutele tugedele A ja B (joon. . Kui kaugele punktist A tuleb
paigutada koormus 200 kG, et rohk punktile B oleks 110 kG?

2.118. Varras, mille pikkus on 60 cm, on otstest iiles riputatud kahe n6ori
abil. Uks nendest ndoridest ei talu 20 kG iiletavat pinget. Kui kaugele
vastavast varda otspunktist voib rakendada koormuse 96 kG?

Liitsuhe. Harmooniline suhe.

2.119. On antud liitsuhe (ABCD) = v . Oletades, et punktid A, B, C, D on
paarikaupa erinevad, leida antud nelja punkti koik 24 liitsuhet, mis vas-
tavad antud punktide koigile permutatsioonidele. Vaadata juhtumeid:
1) v=—tan’a; 2)v=-1
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2.120.

2.121.

2.122.

2.123.

2.124.

2.125.

PEATUKK 2. REEPER JA PUNKTI KOORDINAADID

“«--eede_ L ¥

200 kG

Joonis 2.6

Leida nelja punkti A, B, C, D liitsuhted (ABC'D) jargmistel juhtudel:

1) A1), B(=3), C(1), D(4);

2) A(2), B(=6), C(0), D(5);

3) A(4), B(0), C(=3), D(4);

4) A1), B(1), C(3), D(2);

5) A(=3), B(=2), C(=2), D(6);
6) A(=1), B(6), C(—4), D(—4)

On antud kolm punkti A(—3), B(1) ja C(2). Leida igale nendest neljas
harmooniline kahe iilejainu suhtes.

On antud punktid A(1), B(2), C(4) ja (ABCD) = —1. Leida punkt D.

Toestada, et kui punktipaar C, D jaotab harmooniliselt punktipaari
1
A, B, sii = .
PSS I T A T AD
Toestada, et kui punkt O jaotab 16igu AB pooleks, kuid punktid C ja
D jaotavad 16igu AB harmooniliselt, siis OA% = OC - OD.

On antud punktide harmooniline nelik A;, As, A3, A4. Toestada, et 16i-
gu AsA, keskpunkt on 16igu A; As suhtes vilimiseks punktiks.

Loigu jagamine antud suhtes (tasandil).

2.126.

Toestada, et igal alltoodud juhul punktid A, B ja C asetsevad iihel
sirgel ja leida lihtsuhe (ABC):

1) A(2,1), B(-2,5), C(0,3);
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2.127.

2.128.

2.129.

2.130.

2.131.

2.132.

2.133.

2.134.

2.135.

2.136.

2.137.

Leida punktidega M;(2,3) ja Msy(—>5,1) piiratud 16iku M; M, suhtes A

jaotava punkti M koordinaadid, kui:

1 1
DA=2 2)A=—=; 3)A=—4; 4) ==

2 3
On antud kolm iihel sirgel asuvat punkti A(1,—1), B(3,3) ja C(4,5).
Leida suhe A, milles igaiiks neist punktidest jaotab kahe iilejaanud
punktiga piiratud loigu.

Leida loigu M; M, keskpunkti koordinaadid, kui:
1) M1(273)7 MQ(_47 7)7
2) Ml(—2,4), M2(27 —4),
3) M1(070)7 M2(171)

Uks 16igu AB otspunkte asetseb punktis A(2,3), 16igu keskpunkt on
M (1,—2). Leida 16igu teine otspunkt.

Loik otspunktidega A = (x,5) ja B = (—2,y) jaguneb punktis C' =
(1,1) pooleks. Leida punkti A abstsiss ja punkti B ordinaat.

Kolmnurga tipud on A(1,—-3), B(3,—5) ja C(—5,7). Leida kolmnurga
kiilgede keskpunktid.

Kolmnurga tipud on A(3,—7), B(5,2) ja C(—1,0). Leida kiilgede kesk-
punktid.

Leida kolmnurga tipud, kui kolmnurga kiilgede keskpunktid on:
1) Al(—Q, 1)7 Bl(2,3> ja 01(4, —1)7
2) My(2,4), My(—3,0) ja M;(2,1);
3) M(—2,—-1), N(—1,4) ja P(-2,2).

Arvutada kolmnurga mediaanide pikkused, kui kolmnurga tipud on
A(3,-2), B(5,2) ja C(—1,4).

On antud kolmnurga tipud A(1,4), B(3,—-9), C(—5,2). Leida tipust B
tommatud mediaani pikkus.

Kolmnurgas ABC: A(5,—4), B(—1,2), C(5,1) on tommatud mediaan
AD. Arvutada mediaani AD pikkus.



44

2.138.

2.139.

2.140.

2.141.

2.142.

2.143.

2.144.

2.145.

2.146.

2.147.

2.148.

2.149.

PEATUKK 2. REEPER JA PUNKTI KOORDINAADID

Leida kolmnurga mediaanide keskpunktid, kui kolmnurga tipud on:

2) A(0,0), B(15,-3), C(2,-9).
Teades réopkiiliku ABC'D kahte 1dhistippu A ja B ning diagonaalide
loikepunkti M, leida iilejadnud kaks tippu jargmistel juhtudel:

3) A(—43,-7), B(2,6), M (3,13).

Roopkiiliku iihe kiilje otspunktid on A;(2,1) ja As(—3,4) ning diago-
naalide 16ikepunkt M (—1,0). Leida roopkiiliku tipud Az ja Ay.

On antud kaks punkti A(3,—1) ja B(2,1). Leida: 1) punktiga A punkti
B suhtes siimmeetrilise punkti M koordinaadid; 2) punktiga B punkti
A suhtes stimmeetrilise punkti N koordinaadid.

Punktidega A(1, —3) ja B(4,3) piiratud 16ik on jaotatud kolmeks vord-
seks osaks. Leida jaotuspunktide koordinaadid.

On antud kaks punkti A(—4,2) ja B(8,—7). Leida punktid C' ja D, mis
jaotavad 16igu AB kolmeks vordseks osaks.

Punktid C1(1,2) ja Cy(3,4) jagavad 16igu AB kolmeks vordseks osaks.
Leida punktid A ja B.

Leida punktidega P(2,2) ja Q(1,5) kolmeks vordseks osaks jaotatud
16igu otspunktid A ja B.

Punktide A(3,2) ja B(15,6) vaheline 16ik on jaotatud viieks vordseks
osaks. Leida jaotuspunktide koordinaadid.

Leida kolmnurga mediaanide 1oikepunkti koordinaadid, kui kolmnurga
tipud on: (1,4), (=5,0) ja (=2, —1).

Leida kolmnurga mediaanide 16ikepunkt, kui kolmnurga tipud on A(1,2),
B(0,5) ja C(—2,3).

Kolmnurga tipud on A(1, —4), B(3,—8) ja C(5,0). Leida punktid, mil-
les mediaanid jagunevad kolmeks vordseks osaks.
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2.150.

2.151.

2.152.

2.153.

2.154.

2.155.

2.156.

Kolmnurga mediaanide loikepunkt asetseb abstsissteljel, kaks kolmnur-
ga tippu punktides A(2,—3) ja B(—5,1) ning kolmas tipp C' asetseb
ordinaatteljel. Madrata punktide M ja C' koordinaadid.

Kahel sarnasel kolmnurgal on iihine tipp A(3; —6) ja ithine nurk tipu A
juures. Leida suurema kolmnurga kaks iilejddnud tippu, kui viiksema

5
tipud on B(6,2; —3,6) ja C'(5;1) ning vastavate kiilgede suhe on 7

Roo6pkiiliku ABC'D tipp A on ithendatud kiilje BC' keskpunktiga M ja
tipp B — kiiljel C'D asetseva punktiga N, mille kaugus punktist D on

1
§OD' Millistes suhetes jagab 1oigud AM ja BN nende l16ikepunkt K.

Leida nelinurga A(3, —2), B(3,5), C(0,4), D(—1, —1) diagonaalide AC
ja BD loikepunkt M.

On antud nelinurga tipud A(—2,14), B(4,—-2), C(6,—2) ja D(6,10).
Leida diagonaalide AC' ja BD loikepunkt .

On antud nelinurga tipud A(—3,12), B(3,4), C(5, —4) ja D(5, 8). Maa-
rata, millises suhtes diagonaal AC jagab diagonaali BD.

On antud trapetsi kolm jérjestikust tippu A(—2,—3), B(1,4) ja C(3,1).
Leida neljas tipp D tingimusel, et alus AD on viis korda pikem alusest

BC.

Loigu jagamine antud suhtes (ruumis).

2.157.

2.158.

2.159.

2.160.

2.161.

On antud kolmnurga tipud: M;(3,2,—5), My(1,—4,3), M3(—3,0,1).
Leida kolmnurga kiilgede keskpunktid.

Kolmnurga tipud on A(2,—1,4), B(3,2,—6), C(—5,0,2). Arvutada ti-
pust A tommatud mediaani pikkus.

On antud ro6pkiiliku ABCD kaks tippu A(2,—3,-5), B(—1,3,2) ja
diagonaalide 16ikepunkt E(4, —1,7). Méarata roopkiiliku kaks iilejéé-
nud tippu.

Leida 16igu otspunktid, kui punktid C'(2,0,2) ja D(5,—2,0) jagavad
loigu kolmeks vordseks osaks.

Loik otspunktidega A(—1,8,3) ja B(9,—7,—2) on jagatud punktidega
C, D, E, F viieks vordseks oseks. Leida nende punktide koordinaadid.
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2.162. Homogeense kangi raskuskese asetseb punktis C(1,—1,5) ja iiks tema
otspunkt on A(—2,—1,7). Méédrata teise otspunkti koordinaadid.

2.163. Loigu otspunktid on A(1,1,1) ja B(1,2,0). Leida 16igu jaotuspunkt C,
mis jagab loigu suhtes 2 : 1.

2.164. Loigu AB jaotuspunkt C' jagab 16igu suhtes 5 : 2. Leida 16igu otspunkt
B, kui A(3,7,4) ja C(8,2,3).

2.165. Leida suhted Aq, Ao, A3, milles koordinaatrtasandid jagavad loigu ots-
punktidega A(2,—1,7) ja B(4,5,—2).

2.166. Loik AgAs on jaotatud viieks vordseks oseks, kusjuures jaotuspunkti-
dest A1(3, —5, 7) ja A4(—2, 47 —8) Leida A(), AQ, Ag, A5.

4. Polaarkoordinaadid

Polaarkoordinaadid on méaratud, kui on antud punkt O — nn. poolus
ja poolusest lahtuv poolsirge — nn. po_la)artelg. Punkti X polaarkoordinaati-
deks nimetatakse tema kohavektori OX pikkust — polaarraadiust p (punkti
kaugust poolusest) ja polaartelje ning kohavektori OX vahelist nurka — po-
laarnurka ¢ (vt. joon. 2.7). Kaks koordinaati (p, ¢) méiravad punkti asendi
tasandil iiheselt. Uksiihese vastavuse saamiseks tasandi punktide ja koordi-
naatide paaride (p, ¢) vahel on piisav, et polaarnurk ¢ muutuks vahemikus
0 < ¢ < 27 (positiivsed nurgad saadakse kohavektori poorlemisel vastu
kellaosuti litkumist). Kui sellist kitsendust ei tehta, siis iiks ja sama punkt
médratakse koordinaatidega (p, ¢ + 2nm), kus n on suvaline taisarv. Kui ka-
sutatakse iildistatud polaarkoordinaate, kus p voib olla ka negatiivne, siis
loetakse, et (p, ) ja (—p, ¢ + m) on iiks ja seesama. Kahe punkti A(ps, 1)
ja B(p2, ¢2) vaheline kaugus polaarkoordinaatide puhul arvutatakse jargmise
valemi abil (vt. joon. [2.8):

AB = \/p% + p3 — 2p1pa cos (2 — p1).

Joonis 2.7 O

Joonis 2.8
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2.167.

2.168.

2.169.

2.170.

2.171.

2.172.

2.173.

2.174.

2.175.

2.176.

2.177.

Konstrueerida punktid, mille polaarkoordinaadid on:

ABE). BLE). 06, D
G(3.3). H(3 -3

Konstrueerida punktid, mille polaarkoordinaadid on:
A(3,2), B(2,m), C(3,-%), D(4,3%), E(5,2) ja F(1,—-1)

(punktide D, E ja F asukohad leida ligikaudselt).

Kuidas asetsevad punktid, mille polaarkoordinaadid rahuldavad iihte
jargmistest vorranditest: 1) p =1; 2) p=15; 3)p=a; 4) p=F;
5)p=7%; 6)p=7%; T7)p=const?

On antud punkt A (5, 27”) polaarkoordinaatides. Leida: 1) punkt B,
mis on siimmeetriline punktiga A pooluse suhtes; 2) punkt C, mis on
siimmeetriline punktiga A polaartelje suhtes.

Leida punktidega (1, %); (3, %”), (%, —%), M (p, p) siimmeetrilised punk-
tid: 1) pooluse suhtes; 2) polaartelje suhtes.

Leida punktidega M, (3, %), My (2, —7—5), Ms (3, —%), My (1,2) ja M5 (5, —1)
polaartelje suhtes siimmeetriliste punktide polaarkoordinaadid.

Leida punktidega M, (5, g), M, (2, —%), M; (4, %7?), M,(3, —2) pooluse
suhtes stimmeetriliste punktide polaarkoordinaadid.

On antud punktid A (8, —%7‘(‘) ja B (6, —g) polaarkoordinaatides. Leida
punkte A ja B iithendava sirgloigu keskpunkti polaarkoordinaadid.

On antud punktid M; (12, gw) ja M, (12, —%ﬂ') polaarkoordinaatides.
Leida punkte M; ja M, iihendava sirgloigu keskpunkti polaarkoordi-
naadid.

On antud roopkiiliku ABC'D kaks tippu A (3, —%7?) ja B (5, 1i7r) po-
laarkoordinaatides, kusjuures poolus iihtib diagonaalide l16ikepunktiga.
Leida roopkiiliku kaks iilejaédnud tippu.

On antud korrapdrane kuusnurk, mille kiilg on a. Leida kuusnurga
tippude polaarkoordinaadid, kui iiks tipp on pooluseks je sellest ti-
pust ldhtuv kuusnurga kiilg on polaarteljeks eeldusel, et polaarnurk
rahuldab tingimust 0 < ¢ < 7.
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Kahe punkti vaheline kaugus.

2.178.

2.179.

2.180.

2.181.

2.182.

2.183.

2.184.

2.185.

2.186.

2.187.

2.188.

2.189.

On antud punktid M;(p1, ¢1) ja Ma(pa, p2) polaarkoordinaatides. Leida
nende punktide vaheline kaugus d.

On antud punktid M, (5, %) ja M, (8, —%) polaarkoordinaatides. Ar-
vutada nende punktide vaheline kaugus.

Arvutada punktide A (2, %) ja B (1,35); C' (4, %) ja D (6,%); E (3, 4F)

’ 12 718
ja F (4, %) vahelised kaugused.

Leida polaarteljel punkt, mis asetseb punktist A (4\/5, %), viie iihiku
kaugusel.

Ruudu ldhistipud polaarkoordinaatides on M, (12, —1—7[)) ja My (3, 1”—5)
Leida ruudu pindala.

7 1
Ruudu vastastipud polaarkoordinaatides on P (6, —Eﬂ'> ja@ (4, 677) .

Leida ruudu pindala.

Kolmnurga tipud polaarkoordinaatides on A (5, g), B (8, 5%), C (3, %T) :

Kontrollida, kas see kolmnurk on korrapérane.

Kolmnurga OAB iiks tipp asub pooluses ning teised kaks on A(py, 1)
ja B(p2, p2). Arvutada kolmnurga pindala.

Kolmnurga OAB {iks tipp asub pooluses O, kaks iilejaidnut tippu on
A (5, 2) ja B (4, %) . Arvutada selle kolmnurga pindala.

Kolmnurga iiks tipp asetseb pooluses, kahe iilejaédnud tipu polaarkoor-

5
dinaadid on (4, g) ja (1, 1—g> . Arvutada kolmnurga pindala.

1 7
On antud korrapéarase kolmnurga kaks tippu A (4, —Eﬂ') ja B (8, Eﬂ')

polaarkoordinaatides. Leida kolmnurga pindala.

4
Kolmurga tipud polaarkoordinaatides on A (9, %), B (12, 1—;) ja

C (10, 3%7?) . Leida kolmnurga pindala.
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2.190.

2.191.

2.192.

2.193.

5.

1.

1 7
Kolmnurga tipud polaarkoordinaatides on A (3, §7r>, B (8, —w) ja

C (6, %T) Arvutada kolmnurga pindala.

Konstrueerida koordinaatide alguspunktist ldhtuvad 16igud, kui nende
T
pikkused ning polaarnurgad on vastavalt: 1) d = 5, ¢ = w; 2) d =3,
4

) s
p=5m3) P =—334) =g

Loikude projektsioonid koordinaattelgedel on: 1) X =1, Y = V'3; 2)
X =3V2, Y = -3V2; 3) X = —2v/3, Y = 2. Leida nende 1ikude
pikkused ja polaarnurgad.

Leida loigu projektsioon x-teljel, kui on antud loigu pikkus ning nurk,

mille ta moodustab teljega: 1) d = 6, ¢ = %; 2)d =6, p = %; 3)

d:mp:g;@d:57¢:035)d=5,<ﬂ=m6)d=4,<p=_g'

Vorrandi geomeetriline sisu

Kovera konstrueerimine vorrandi jargi

Vorrand, mis seob kahte muutuvat suurust = ja y, omab lihtsa geomeet-
rilise sisu, kui vaadelda muutujaid x ja y kui xy-tasandi punkti koordinaate.
Kahte koordinaati x ja y siduv vorrand mddrab tasandil kovera.

Vorrandi jargi kovera joonestamiseks koostatakse harilikult tabel, andes
tihele muutujatest vddrtusi ja arvutades kiillaldase arvu (soltuvalt kovera
kujust) kovera punkte ja ithendades leitud punktid pideva joonega, saamegi
kovera ligikaudse kuju.

Enne kovera konstrueerimisele asumist punktide abil on soovitav kovera
omadusi uurida, ldhtudes kovera vorrandist. Siimmeetriliste koverate korral
konstrueeritakse punktide abil ainult kovera iiks osa ja koik siimmeetrilised
osad joonestatakse juba siimmetriaomaduste pohjal.

2.

Kovera vorrandi koostamine kovera geomeetriliste
omaduste pohjal
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Kovera xy-tasandil voib méarata
(x,y) kui mingit geomeetrilist omadust ra-
huldavate punktide hulga, kusjuures
antud omadus on ainult vaadeldud
hulga punktidel. Punktide geomeet-
riline omadus eraldab kovera punk-
tid tasandi iilejddnud punktidest.
Teatud geomeetrilise omadusega
madratud kovera vorrandi koosta-
misel tuleb viljendada analiiiitiliselt fakt, et koigil kovera punktidel on see
etteantud omadus.

P(=b,0) 0 Q(b0)

Joonis 2.9

Naiide. Cassiniﬂ ovaaliks nimetatakse tasandilist koverat, mille iga punkti
kauguste korrutis samal tasandil asuvast kahest kindlast punktist on kons-
tantne. Tahistame Cassini ovaali suvalise punkti X (z, y) kauguste konstantse
korrutise kahest fikseeritud punktist P ja @ siimboliga a* ja punktide P ja Q
vahelise kauguse 2b. Enne kui asuda kovera vorrandi koostamisele, tuleb vali-
da reeper, mis oleks geomeetriliselt koveraga voimalikult hésti seotud. Mida
paremini on reeper valitud, seda lihtsama kuju omab kovera vorrand. Antud
juhul valime ristreeperi a-teljeks sirge PQ (vt. joon. ja alguspunktiks
16igu PQ keskpunkti. Kuna punktid P ja ) on samavéirsed, voib oletada,
et kover on siimmeetriline ning reeperi valiku tottu on punktid P(—b,0) ja

Q(b,0) stimeetrilised y-telje suhtes.
Kovera vorrandi saame, kui viljenda-

me valemiga kovera geomeetrilise omadu-
se, et Cassini ovaali suvalise punkti X kau-

gus punktidest P ja @ on a?, s.t.
XP|XG| = a?

Joonis 2.10 ehk koordinaatides

V(@02 4y /(o —b)2 +y? =d’
Sellega ongi Cassini ovaali vorrand koostatud (vt. joon.[2.10). Jaib ainult
veel vorrandi lihtsustamine. Vabanedes radikaalidest (z° +y* + b* 4 2bx) (2 +
y* + b* — 2bz) = a* ja teostades lihtsustused, vdime Cassini ovaali vorrandi
esitada kujul

(xZ 4 y2)2 o 252($2 o y2) — a2 _ b2.
Koostatud vorrandist on vahetult ndha, et Cassini ovaal on siimmeetriline
nii z-telje kui ka y-telje suhtes.

! Cassini, Givannio Domenico (1625-1712), itaalia p#ritoluga prantsuse astronoom.
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Vorranditega mairatud punktihulgad.

2.194.

2.195.

2.196.

2.197.

2.198.

2.199.

2.200.

2.201.

Kontrollida, kas punktid A(0,5), B(—2,3) ja C(1,—1.5) asetsevad ko-
veral 222 — 32y +y — 5= 0.

Mis on iseloomulik kovera vorrandile, kui kover labib reeperi alguspunk-
ti?

Teha kindlaks, millised geomeetrilised kujundid on madratud jargmiste
vorranditega:

1) x—y=0; 6) y=a;
2) z+y=0; 7) (x—1)(x+3)=0;
3) 2% —y? = 0; 8) zy = 0;
4) 2° +y* =0, 9) z(z +1)(x —2) =0;
5) * +y* = a”; 10) (z+a)(y —b) = 0.

Konstrueerida koverad, mille vorrandid on: 1) 2x+3y = 6; 2) y = x —5;
Ny=a%4)y=(x—-1)>+2;5) y =2

Konstrueerida koverad, mis on médratud vorranditega: 1) xy = 4; 2)

1 2
y:E;B) (x* 4+ 1)y = 4x.

Konstrueerida kover, mille vorrand on 2y = 4a” - (2a — y). (See kover
kannab Agnesi| loki nime).

Konstrueerida kover (neljaleheline roos), mille vorrand on p = 10sin 2¢.

Teha kindlaks, millised koverad on médratud jargmiste vorranditega

polaarkoordinaatides: 1) p = 5; 2) ¢ = g; 3) o= —g; 4) pcosp = 2;
1 1
5) psing =1;6) p=6cosy; 7) p=10sinp; 8) sinp = % 9) sinp = 5

Teha joonised.

Kovera vorrandi koostamine kovera geomeetriliste omaduste poh-

jal.

2.202.

Konstrueerida kover, kui ta polaarkoordinaadid rahuldavad vorrandit
®
5

p=73 Archimedese spiraal).

! Agnesi [apnezi], Maria Gaetana (1717-1799), itaalia naismatemaatik.
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2.203.

2.204.

2.205.

2.206.

2.207.

2.208.

2.209.

2.210.

2.211.

2.212.

2.213.

PEATUKK 2. REEPER JA PUNKTI KOORDINAADID

Konstrueerida jargmised Archimedese spiraalid: 1) p = 2¢; 2) p = 5¢;
_ P __¥

) p==34)p=——.

T T

Leida poolusest lihtuval ning polaarteljega nurga p = T moodustaval

kiirel Archimedese spiraali p = 3¢ poolt eraldatud loikude pikkused.

5
Archimedese spiraalil p = —¢ on voetud punkt C, mille polaarraa-

s
dius on 47. Teha kindlaks, mitmeks osaks jaotab see spiraal punkti C
poraalraadiuse.

Konstrueerida kover p = T (hiiperboolne spiraal).
¥

1 )

Konstrueerida jiargmised hiiperboolsed spiraalid: 1) p = —; 2) p = —;

¥ ¥
T T
3)p=—4)p=——.
¥ ¥

6
Leida hiiperboolsel spiraalil p = — punkt P, mille polaarkoordinaadiks
2

on 12. Teha joonis.

Kons&rueerida jargmised logaritmilised spiraalid: 1) p = 2%; 2) p =
1

()

Leida logaritmilisel spiraalil p = 3% punkt, mille polaarraadius on 81.

Teha joonis.

Tsiikloidiks nimetatakse ringjoone mingi punkti trajektoori, kui ring-
joon veereb ilma libisemata méoda sirget. Leida tsiikloidi parameetri-
lised vorrandid, vottes parameetriks veereva ringjoone raadiuse poor-
denurga.

Konstrueerida kover: p = a(1 — cos ). (Kardioid).

Ristkiilik, mille kaks kiilge iihtivad reeperi telgedega, deformeerub nii,
et diagonaali pikkus a jdidb endiseks. Reeperi alguspunktis asuva tipu
vastastipust on tommatud ristloik ristkiiliku diagonaalile. Selle 16igu
alguspunkt joonistab ristkiiliku deformeerimisel kovera, mida nimeta-
takse astroidiks. Leida astroidi vorrand ning teha joonis.
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2.214.

2.215.

2.216.

2.217.

Niidata, et astroidi (vt tilesanne nr 2.213.) saab defineerida kui iihe
ringjoone sees ilma libisemata veereva teise ringjoone mingi punkti
trajektoori, kui veereva ringjoone raadius on 1 liikumatu ringjoone

raadiusest.

On antud ringjoone diameeter OD = 2a

ja puutuja DE (vt joon. [2.1I). Lébi Y,
punkti O on tommatud kiir OF ning vii- E
masel leitud punkt X nii, et 16ik OX on
vordne ringjoone ja puutuja vahelise 10i-
guga BFE. Kui kiir OF po6orleb iimber o 2a D
punkti O, siis punkti X trajektoor on

kover, mida nimetatakse Diokles’e tsis- i

Joonis 2.11

soidiks. Leida selle kovera vorrand ning
konstrueerida graafik.

HV

Leida evolvendsi, s.o. liikumatult poolilt mahakeritava pingul niidi ots-
punkti trajektoori parameetrilised vorrandid.

Lemniskaadiks nimetatakse Cassini ovaali erijuhtu tingimusel, et a = b.
Leida lemniskaadi vorrand ristreeperis ja polaarkoordinaatides. Konst-
rueerida lemniskaat, kui a = 5.

2.218. Punkt A asetseb kaugusel a sirgest z.
Igal punkti A ldbival ja sirget x loika-

2.219.

*
! /]\.4/ val sirgel y on nende sirgete loikepunk-
' B tist B konstantsel kaugusel b margitud
b punktid M ja M. Leida nende punktide
hulga vorrand. Sellisel teel saadud kove-
Joonis 2.12 rat nimetatakse konhoidiks. Joonestada

konhoid kolmel juhul: @ > b, a = ] ja
a <b.

On antud sirge = ning punkt A, mis asub sellest sirgest kaugusel a.
Punkti A imber poorleb kiir AB ning sellele kiirele on kantud punktist
B (kiire ja sirge x 16ikepunkt) mdlemale poole 16igud BM = BM; =
OB, kus O on punktist A sirgele x joonestatud ristloigu aluspunkt.
Kiire AB poorlemisel moodustavad punktid M ja M; kovera, mida
nimetatakse strofoidiks. Leida selle kovera vorrand ning konstrueerida
see kover.
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2.220. On antud ringjoon diameetriga

OA = 2r. Diameetri otspunktist b

O on joonestatud kool OB ning

selle otspunktist B on joonesta- o

tud ristldik diameetrile OA: sel- O -

le ristloigu aluspunktist C' on

joonestatud ristloik koolule OB.

Millise kovera moodustab teise

ristloigu aluspunkt M, kui kool ]

OB pé&orleb iimber punkti O? Joonis 2.13

2.221. On antud ringjoon (raadiusega a) ja ringjoone punkt O. Umber punkti
C poorleb kiir, mis 16ikab ringjoont muutuvas punktis A. Asetame kii-
rele positiivses suunas punktist A 16igu AX = AB, kus B on ringjoone
punkt, mis asetseb diametraalselt punkti O vastas. Milline on punkti
X trajektoor kiire poorlemisel?

2.222. On antud ringjoon, mille diameeter OA = 2r (vt
joon. [2.14)). Diameetri iihest otspunktist on joo-

yt C nestatud puutuja AT ning teisest otspunktist on
joonestatud kiir, mis loikab ringjoont veel punk-
A tis B ning antud puutujat punktis C'. Sellele kii-

|

|
O - = — . - .
T rele on alguspunktist O asetatud 16ik OM, mis
T on vordne loiguga BC'. Kiire poorlemisel punkti

O iimber loigu OM pikkus muutub ning punkt

Joonis 2.14 M joonestab kovera, mida nimetatakse tsissoi-
diks. Leida tsissoidi vorrand ning konstrueerida
see kover.

2.223. Muutumatu pikkusega 16igu AB = 2a otspunktid libisevad mooda tais-
nurga kiilge. Taisnurga tipust O on tommatud sellele 16igule ristloik
OM. Leida nende ristloikude aluspunktide geomeetriline koht.

Midrkus. Koigepealt tuletada otsitava kovera vorrand polaarkoordinaa-
tides.
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2.224. Joonise tasapinnale punkti O on kinnitatud
liugur, mis voib poorelda selle punkti timber.
Varras K L on pistetud liugurisse ja ta voib
selles vabalt libiseda ning po6orelda punk-
ti O iimber. Uhte varda punkti A on kin-
nitatud pliiats. Varda liikumisel joonestab
pliiats ringjoone raadiusega a. Millise kove-
ra joonistab samal liitkumisel suvaline varda
punkt X7

Mdrkus. Tahistades muutumatu kauguse
AX = b leida algul otsitava kovera — Pascali
teo — vorrand poolkoordinaatides. Vaadelda
kolme juhtumit: a < b, a = b, a > b.

Joonis 2.15

2.225. On antud kaks punkti P ja ) ning nendevaheline kaugus a ja funktsioon
f(X) =d® —ds kus d, = XP ja dy = XQ. Leida selle funktsiooni
avaldis, kui reeperi alguspunktiks on punkt P ning x-telg on suunatud
mooda loiku PQ).

2.226. Eelmise iilesande tingimuste kohaselt avaldada funktsioon f(X) nii va-
hetult kui ka koordinaatide teisendamise abil, kui 1) reeperi alguspunk-
tiks on valitud loigu PQ keskpunkt ja z-telg on suunatud médéda loiku
PQ); 2) reeperi alguspunktis on punkt P ja z-telg on suunatud moéoda
loiku QP.

2.227. On antud ruut ABC D kiiljega a ning funktsioon f(r) = di+d3+d3+d;,
kus di = XA, dy = XB, d3 = XC jady = XD. Leida selle funktsiooni
avaldis, kui reeperitelgedeks on ruudu diagonaalid (kusjuures z-telg on
suunatud mooda 16iku AC' ja y-telg modda 16iku BD).

2.228. Eelmise iilesande tingimuste kohaselt leida f(X) avaldis (nii vahetult
kui ka koordinaatide teisendamise abil, kasutades eelmise iilesande tule-
must), kui reeperi alguspunktiks on punkt A, reeperiteljed on suunatud
mooda ruudu kiillgi (z-telg moodda 16iku AB, y-telg mooda 16iku AD).
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I11 peatukk

Mittelineaartehted vektoritega

1. Areaalkorrutis

Tasandi kahe vektori & ja 3/ korral reaalarvu |Z||y] sin Z(Z, ) nimetatakse
nende vektorite areaalkorrutiseksﬂ ja tahistatakse T A 1

A G = |77 sin (7, 9). (3.1)
Areaalkorrutiste omadused:

1) antikommutatiivsus (ehk alternatiivsus)

2) distributiivsus

3) assotsiatiivsus reaalarvudega korrutamise suhtes
(aZ) Nj = a(Z N TY).

Siit jareldub, et
ITANY=0 (3.2)
parajasti siis, kui # || ¥. Samuti jareldub siit valem areaalkorrutise arvuta-

miseks, kui vektorid on méaaratud oma koordinaatidega. Olgu

r=z'e, g=9vy'e, i=1,2, (3.3)

'Lad. k. area — pindala.
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siis

1 2
ot lana. (3.4)
y oy

TAY = (T1y2 — Toy1)€1 N\ €2 =

Definitsioonist jireldub, et ristuvate iihikvektorite areaalkorrutis on vord-
ne iithega ja jarelikult ristreeperis valem areaalkorrutise arvutamiseks omab
kuju:

(3.5)

Kahele mittekolineaarsele vektorile Z ja 1 ehitatud r66pkiiliku pindala on
S(x,y) = |7 Agl. (3.6)

Areaalkorrutise Z A ¢ mérk soltub orientatsioonist tasandil. Seosed ({3.3) ku-
jutavad endast erijuhtu baasiteisendusvalemitest, kus teisendusmaatriksi

C:

determinandiks on parajasti areaalkorrutis ristreeperis
C=a'y*—2' =GNy

Seostest (3.4) jareldub, et iildiselt baasid {Z, y} ja {€1, €2} on sama- voi eri-
maérgilised.
Areaalkorrutise iildistuseks ruumis on vektorkorrutis (vt. §3).

3.1. Arvutada kolmnurga pindala, kui kolmnurga tipud on:

1) A(4,2), B(9,4) ja C(7,6);
K(2,-3), L(3,2) ja M(—2,5);
M(-3,2), N(5,—2) ja P(1,3);

)
)
)
) Mi(3,—4), Ma(=2,3) ja M3(4,5);
)
)
)

Gt = W N

A1(2, ].), A2(37 4) ja Ag(l, 6),
Bg(—2,4), BQ(O, —3) ja Bg(]_, 7),
C4(5,4), Co(11,0) ja C5(0,3).

(=)

7

3.2. Kolmnurga kaks tippu on A(5,1) ja B(—2,2), kolmas tipp C asub x-
teljel. Leida kolmnurga tipp C, kui kolmnurga pindala on 10.
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3.3. Kolmnurga pindala on S = 3, kaks tippu on A(3,1) ja B(1,—3) ning
kolmas tipp asetseb y-teljel. Leida tipp C.

3.4. Kolmnurga pindala on S = 3, kaks tippu on A(3,1) ja B(1,—3) ning
kolmnurga raskuskese asetseb y-teljel. Leida kolmnurga tipp C.

3.5. Kolmnurga tipud A(3,6), B(—1,3) ja C'(2,—1). Leida tipust C' joones-
tatud korgus.

3.6. Leida kolmnurga iimbermdot ja pindala, kui ta tipud on A(—2,1),
B(2,-2) ja C(8,6).

3.7. Rombi kiilg on 5v/10 ning kaks vastastippu on P(4,9) ja Q(—2,1).
Leida rombi pindala.

3.8. Rombi kiilg on 5v/2 ning kaks vastastippu on P(3,—-4) jaQ(1,2). Leida
rombi korgus.

3.9. Kontrollida kas punktid A(—3,8), B(1,5) ja C(4,1) on rombi tipud
ning arvuta selle rombi pindala.

3.10. Leida roopkiiliku pindala, kui on antud réopkiiliku kolm tippu: A(—2, 3),
B(4,-5) ja C(=3,1).

3.11. Roopkiiliku tipud on A(3,7), B(2,—3)ja C(—1,4). Arvuta tipust B
kiiljele AC' joonestatud korgus.

3.12. Roopkiiliku pindala on S = 12 ruutiihikut ning ta tipud on A(—1,3) ja
B(—2,4). Leida r66pkiiliku kaks iilejddnud tippu tingimusel, et r66p-
kiiliku diagonaalide 1oikepunkt asetseb abstsissteljel.

3.13. Roopkiiliku pindala on S = 17 ruutiithikut ning kaks tippu on A(2,1)
ja B(5,—3). Leida selle roopkiiliku kaks tilejaanud tippu, kui ta diago-
naalide loikepunkt asetseb ordinaatteljel.

3.14. On antud punktid: A(1,3), B(4,7), C(2,8) ja D(—1,4). Kontrollida,
kas nelinurk ABC'D on ré6pkiilik ning leida kiiljele AB joonestatud
korgus.

3.15. Arvuta viisnurga pindala, kui viisnurga tipud asetsevad punktides A(—2,0),
B(0,-1), C(2,0), D(3,2) ja E(—1,3).
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2. Skalaarkorrutis

Kahe vektori 7 ja ¥ skalaarkorrutisekﬂ nimetatakse reaalarvu
7y = |T||y] cos L(ZY). (3.7)
Skalaarkorrutise omadused:
1) Zy = yZ (kommutatiivsus);
V2 = 7+ yZ (distributiivsus);
3) M@Y) = (A\D)y = Z(\Y) (assotsiatiivsus arvuga korrutamise suhtes).

Skalaarkorrutist ZZ nimetatakse skalaarruuduks ja tihistatakse #2. Vek-

tori skalaarruut on vérdne vektori pikkuse |Z] = z ruuduga, s.t 7° = 7

ehk
z =7 = VI (3.8)

Punktide A ja B vaheline kaugus (16igus AB pikkus) vordub vektori AB

o /
(voi BA) pikkusega. Jarelikult \ﬁ| — /AR,
Skalaarkorrutise definitsioonist tuleneb valem vektoritevahelise nurga mas-
ramiseks. Kui ¥ # 0 ja ¢ # 0, siis

(T, 7)) = — = ——. 3.9
CcOoSs (x y) 2y /_:Z‘Q /_?]Q ( )

Skalaarkorrutis Zy on null jirgmistel juhtudel: 1) kui iiks teguritest on
null; 2) kui cos Z(Z,y) = 0, s.t, kui & L y. Kui skalaarkorrutises iiks voi
molemad tegurid on vordsed nulliga, siis skalaarkorrutis on vordne nulliga.
Arvestades, et vektori 0 siht on méidramata ja teda voib seega lugeda ristu-
vaks (ortogonaalseks) iga vektoriga, voib 6elda, et vektorite ortogobaalsuseks
on tarvilik ja piisav skalaarkorrutise vordumine nulliga.

Uhikvektorite 23 ja 4 skalaarkorrutis on vordne vektoritevahelise nurga
koosinusega

Toyo = cos Z(Zg, Yo)- (3.10)

Kollineaarsete vektorite vaheline nurk on 0 voi .
Kuna korrutis x cos Z(zp, yo) médrab vektori Z projektsiooni vektori ¥
sihile (mida t&histatakse pzZ) ja korrutis z cos Z(Zg,yo) médrab vektori ¢

!Skalaarkorrutist tihistatakse 7 - ¢ voi (Z - ) voi (#, 7). Kui tegurid on iiksliikmed,
siis tavaliselt eelistatakse esimest tdhistust, kui tegurid on hulkliikmed, kasutatakse teist
tahistust. Viimase aja kirjanduses eelistatakse kolmandat t&histust.
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projektsiooni vektori & sihile (tahistatakse pzy), siis skalaarkorrutist voime
defineerida veel kahe valemiga

Ty = |Zlpzy, Ty = |ylps?. (3.11)

Viimasest seosest leiame iihe vektori projektsiooni teise vektori sihile
LTy
. DT =— . (3.12)

Siit tuleb omakorda, et vektori korrutis iihikvektoriga ygo vordub vektori pro-
jektsiooniga iihikvektori sihile

T = pa . (3.13)

Kolme vektorit ei saa skalaarselt korrutada, sest juba kahe vektori ska-
laarkorrutis on arv. Suurus (Zy)z on vektor.

Kui ristbaasi {0,?,;', E} korral on antud kaks vektorit oma koordinaa-
tidega @ = (21, 22,23) ja § = (y1,v2,Y3), St & = @11 + x9) + 23k, § =
y15+ ygf+ yglg, siis

TY = 11y1 + T2y + T3Ys3. (3.14)
s.t. vektorite skalaarkorrutis ristbaasi korral vordub nende vektorite vastava-
te koordinatide korrutisega. Vektori pikkus vordub seega ruutjuurega koor-
dinaatide ruutude summast

|Z| = /2% + 25 + 3. (3.15)

Nurk kahe vektori vahel:
T1Y1 + Ty + T3Y3

cos Z (o, o) = (3.16)
Vi + a3+ a3v/yE + s + 3
Kahe vektori ortogonaalsuse tingimus:
T1Y1 + Toyo + x3y3 = 0. (3.17)
Nurga vektori ja baasivektori vahel:
cos (1) = o :
o L2
cos Z(Z,j) = ——, (3.18)
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Vektori projektsioon teise vektori sihil:

—_ Ty + Taye + T3Ys
bzy = 5 > 5

\Vx]+ 25+ 23
Tasandil kehtivad ristbaasi korral analoogilised valemid (tuleb votta vaid

7= (J;la T2, 0)7 g: (yla Y2, 0))
Olgu ¥ ja y mingid vektorid, mille koordinaadid antud dldise afiinse baasi
{0, €}, €, €3} suhtes on

(3.19)

T = (v1,m2,73), = (y1,Y2,93) st
flegl, g: y1€17 221,2,3

Kasutades skalaarkorrutise omadusi, saame vektorite skalaarkorrutise arvu-
tada jargmise valemi abil:

TY = (2161 + 2265 + x3€3) (Y161 + Y22 + y3€3) =
= T1Y1€; + ToY2s + T3Y3E5 + (T1Y2 + T2y1 ) €162 + (3.20)
+ (21y3 + x3y1)€1€5 + (T2ys + T3Yy2)€s

Kasutades summeerimiskokkulepet, saab tulemuse kirjutada liihidalt:

ehk tdhistades
9ij = €€}, (3.22)

saame kahe vektori skalaarkorrutise avaldada kujul
TY = T1Y;9ij- (3.23)

Erijuhuna valemist (3.23]) saame valemi vektori skalaarruudu (pikkuse ruudu)
arvutamiseks dldises afitnses reepers:

72 = TiT ;G- (3.24)
Kaldreeperis
€1 =& =& = Ligij = &¢; = cos £(¢;, €)) (3.25)
ja valem kahe vektori skalaarkorrutise arvutamiseks omab kuju

Tog=aly' + 2%y + 2%y + (2ly’ + 2%y cos £(61, &) +
+ (2'y® + 2%y") cos £(€1, &) + 22%2° cos £ (€, €3). (3.26)
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ning valemi (3.24)) skalaarruudu (pikkuse ruudu) arvutamiseks on jargmine

7= (') + (2%) + (2%)® + 22'27 cos Z (&1, &) +
+ 2223 cos £ (€}, €3) + 2233 cos £ (&, €5). (3.27)

Erijubul, kui afiinne baas on ristbaas (ortonormeeritud), s.t. g;; = €,€; = d;;,
omab vektorite skalaarkorrutise avaldis juba eespool antud kuju (3.14)) ning
skalaarruudu avaldised ja omavad kuju (3.15)).

Vektorvorrand 77 = c.

Arvude korrutamise poordtehe on jagamine. Vektorite skalaarkorruta-
mise poordtehtena ei saa ,skalaarsest jagunemisest® rdikida, sest ,jagatis®
ei ole iithene. Vorrandil 77 = ¢ on lopmata palju lahendeid: iiks vorrand
|Z||77] cos Z(Z, 1) = ¢ sisaldab kaht tundmatut |Z| ja Z(Z, 7).

Olgu @ selle vorrandi iiks lahend, s.t. (@, 7) = ¢, siis (¥, 7) — (a@,7) = 0 ehk
(¥ —d,n) =0,s.t. &—a L n. Tasandilisel juhul jareldub siit, et iga vektor
b L i miiirab vektoriga & — @ kollineaarse sihi: & — @ || b. Selle t6ttu kehtib
vordus

T=a+th, (3.28)

kus t on mingi skalaarmuutuja. Vatupidi, kui b L 7, siis koos vektoriga
Z = d on ka vektor x = a + bt vorrandi zn = c¢ lahend. Jarelikult, tasandil
on vorrand 1 = ¢ samavadrne parameetrilise vektorvorrandiga © = a + tl;,
kus @ on esimese vorrandi mingi lahend ja bL i

Ruumis iga vektorpaari b I e, b L n, ¢ L 1 korral on vorrand 7n = ¢
analoogilistel pohjsutel samaviéirne parameetrilise vektorvorrandiga

T =d+nb+ 0@ (3.29)

Vorrandi i = c {ildlahend ¥ on selle vorrandi iihe erilahendi ja vastava
homogeense vorrandi Z7i = 0 iildlahend (tasandil tb, ruumis ub + v€) summa.

Geomeetriliselt médrab vorrand Zn = c¢ tasandil sirge, ruumis tasandi.
Vektorit n nimetatakse vastavalt sirge voi tasandi normaalvektoriks.

3.16. Leida vektorite @ ja y skalaarkorrutis, kui

1) 2] =8, [g] = 5, £(Z,7) = 60%;
2) 7] =yl =1, £(Z,9) = 135
3) &L,

4) 2] =3, 1yl =6, 1 ¥

5) &) =3,y =1, TN ¥
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3.17.

3.18.

3.19.

3.20.

3.21.

3.22.

3.23.

3.24.

3.25.

3.26.

3.27.

3.28.

3.29.

3.30.

PEATUKK 3. MITTELINEAARTEHTED VEKTORITEGA

Leida skalaarkorrutis 7y, kui & = 3p'— 2¢'ja §/ = p'+ 4¢' ning p ja ¢ on
ristuvad iihikvektorid.

Leida skalaarkorrutis pg, kui p'= 3a + b— 2¢, ¢=a— 4b — 5¢, kus d, b
ja ¢ on paarikaupa ristuvad tihikvektorid.

Arvutada vektori p= ad + Bg—l— ~¢ pikkus, kui @, l;ja ¢ on paarikaupa
ristuvad vektorid.

Leida vektori @ = 3m — 4n pikkus, kui m ja 77 on paarikaupa ristuvad
ithikvektorid.

Vektorid § = §+ 2t ja ¢ = 55 — 4t on risti, Millise nurga moodustavad
ithikvektorid s ja t?

Kontrollida, kas vektorid 7’ = @(b&) — b(@c) ning  on teineteisega risti.
a(ab)

a?

Toestada, et vektor p'= b— on risti vektoriga a.

On antud, et |@ = 3, |b| = 5. Leida, millistel a viiiirtustel on vektorid
a + ab, d — ab teineteisega risti.

Leida, millisel o vaartusel vektorid p'= ad + 175ja qg=3a— b on risti,
. L2
kui |d@] = 2, b] = 5, £(db) = %

. 9 .
Vektorid @ ja b moodustavad nurga ¢ = 37 kusjuures |d| = 3, |b| = 4.
Leida 1) @b; 2) @% 3) b%; 4) (@ +b)%; 5) (3@ — 2b)(a@ + 2b); 6) (@ — b)?;
7) (3a + 2b)>.

Vektorid a, b ja ¢ moodustavad paarikaupa nurgad 60°. Leida vektori
p'=d+ b+ ¢ pikkus, kui |@| =4, [b] =2 ja |¢] = 6.

Arvutada 9m2 — 2(ma) + 472, kui |m| =

—

Arvutada @ +3(@b) —2(bé)+ 1, kui @ = 4m—7, b = m+27, & = 2m— 37

ning M2 = 4, % = 1, (i) = g

Vordkiilgse kolmnurga kiilgvektoriteks on iihikvektorid B? =a, CA=
b, ﬁ = (. Leida avaldis ab + bc' + ca.
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3.31. On antud kolm vektorit Z, 7/ ja Z, mis rahuldavad tingimust Z+¢+2 = 0.
Leida Zy + yZ + 2%, kui || = 3, |y] = 1 ja |2] = 4.

3.32. Kolmnurga AB%ﬁlgede pikkused on BC' =5, CA =6 ja AB =T.
Leida vektorite BA ja BC' skalaarkorrutis.

3.33. Vektorid d, l;ja ¢ moodustavad kolmnurga, s.t. @ + b+¢=0. Leida &
pikkus, kui vektorid @ ja b on teada.

3.34. Leida vektoritele ¥ = 5p’'+ 24" ja y = p — 3¢ ehitatud roopkiiliku diaho-
naalide pikkused, kui |p] = 22, 7] = 3 ja Z(pq) = %

3.35. Kolmnurga kiilgedeks on vektorid, mis avalduvad ristuia;te iihikvekto-
rite kaudu jargmiselt AB — 5d + 25, BC — 2d — 4b, CA — —7d + 2,
Leida kolmnurga ABC mediaani AM ja korguse @ pikkused.

3.36. Tahistades rombi iihest tipust ldhtuvad kiiljed @ ja l;, toestades, et
rombi diagonaalid on risti.

3.37. Joud P ja Q, mis mojuvad 120° nurga all on rakendatud iihte punkti.
Leida resultantjoud R, kui |P| =7 ja |Q| = 4.

3.38. Leida joud, mis on vordne viie komplanaarse, suuruselt vordse ning
samasse punkti rakendatud jou resultandiga, kui nurk iga kahe jirgneva
jou vahel on 72°.

Vektoritevaheline nurk. Projektsioonid (koordinaatideta).

3.39. Arvutada vektorite ¥ = 37+ 27 ja ¥ = ¥+ 57 vaheline nurk, kui 7 ja 7
on vastastikku ristuvad tihikvektorid.

—
3.40. Vektorid /@ = 21— 67, B? =14+ 77ja CA = —3i'— 7 moodustavad
kolmnurga, kusjuures 7 ja 7 on vastastikku ristuvad iihikvektorid. Leida

selle kolmnurga nurgad.

3.41. Leida vektori ¥ = 67— 27+ 3k pikkus ja nurgad, millised ta moodustab
ristuvate iihikvektoritega 2, 7 ja k.

3.42. Arvutada roopkiiliku ABC' D diagonaalide vaheline nurk, kui ré6pkii-
liku kiilgvektorite AB ja AD vaheline nurk p=cla |A§| = V3

AD| = 1.

3.43. Leida taisnurkse vordhaarse kolmnurga teravnurkade tippudest tom-
matud mediaanide vaheline nurk.
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3.44.

3.45.

3.46.

3.47.

3.48.

PEATUKK 3. MITTELINEAARTEHTED VEKTORITEGA

Leida vordhaarse kolmnurga tippnurk, kui aluse otspunktidest tomma-
tud mediaanid on risti.

Leida vektori ¥ = 107+ 27 projektsioon teljele, millel on vektoriga i =
57—12j'sama siht, kusjuures 7' ja 7'on vastastikku ristuvad iihikvektorid.
Arvutada telje ja iihikvektorite 7’ ja 7 vahelised nurgad.

Vektorite projektsioonid samal teljel on: pz = 5, py = —3, p» = —8
ja pg = 6. Kas voib sellest jareldada, et need vektorid moodustavad
kinnise murdjoone?

Kolmnurga ABC' kiilgvektoriteks on ﬁ = b ja 1@ = (. Avaldada
tipust B tommatud korgusvektor lﬁ vektorite b ja ¢ kaudu.

R66pkiilik on ehitatud vektoritele @ ja b. Avaldada vektor, mis on kiiljele
a tommatud korguseks.

Vorrandi tolgendamine. Jagamine antud suhtes (koordinaatideta).

3.49.

3.50.

3.51.

3.52.

3.53.

3.54.

Leida vektori Z lopp-punktide hulk, kui & alguspunkt on punktis A ja
Z rahuldab tingimust (Z,d) = «, kus @ on etteantud vektor ja « on
antud positiivne arv.

Leida vektori & 1opp-punktide hulk, kui Z on rakendatud punkti A ja
Z rahuldab tingimusi (7, @) = «, (Z,b) = 3, kus @, b on antud mittekol-
lineaarsed vektorid ja «, 8 on antud positiivsed arvud.

Taisnurkses kolmnurgas ABC' on tommatud @gus C'H hiipotenuusile
AB. Avaldada C"H} vektorite d = C@ ja b = C'A kaudu.

On antud ristkiilik ABC'D ja punkt M (mis voib asuda ristkiiliku ta-
sandil voi ka véljaspool seda). Naidata, et: 1) punktist M ristkiiliku
vastastippudesse kulgevate vektorite skalaarkorrutis on vordne samast
punktist M teistesse vastastippudesse kulgevate vektorite skalaarkor-
rutisega MAMC = MBMD; 2) iithe paari vektorite skalaarruutu-
de summa on vordne teise paari vektorite skalaarruutude summaga:

MA2 + MC? = MEB? + MD2.

Punkt D jaotub kolmnurgas ABC kiilje AB suhtes AD : DB = \.
Leida 16igu C'D pikkus kolmnurga kolme kiilje ja arvu A kaudu.

Toestada, et punktide ABC'D mﬂahes paigutuse puhul tasandil voi
ruumis kehtib vordus B? ﬁ +CA @ = 0.
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3.55. Toestada, et kui tetraeedris ABC' D kaks serva on vastavalt risti oma
vastasservadega, siis ka {ilejddnud kaks serva on teineteisega risti.

Algebraliste seoste kontroll.

-,

3.56. Toestada samasus (@ + b)> + (@ — b)*> = 2(a@ + b%) ning sclgitada ta
geomeetriline tdhendus.

3.57. Kuidas peavad iilisteise syhtes asetsema vektorid d, Z;ja c, selleks et
kehtiks vordus (ab)c = a(bc)?

3.58. Kontrollida, kas kehtivad jargmised vordused (kus a = |d|):

1) da = a*; 5

aa = a®; 6

[GSIEN V)

)
)
) —2 3.
4)
3.59. Teha kindlaks, miks samasus
a® — b = (a—b)(a® + ab+ b?),
mis on oige reaalarvude korral, ei kehti vektorite puhul.

3.60. Toestada, et kahe vektori skalaarkorrutis ei muutu, kui iihele vektorile
liitateise teguriga ristuv vektor.

Skalaarkorrutise arvutamine, kui vektorid on méiaratud koordinaa-
tide abil (tasandil)

3.61. Vektorite @ ja b koordinaadid on:

o
SN—r
Qy
I
—~
w
|
<3
SN—

Leida nende vektorite skalaarkorrutis.

3.62. On antud vektorid @ = (5,2), b = (7, —3). Leida vektor Z, mis rahuldab

—

samaaegselt kahte vorrandit ax = 38 ja bx = 30.
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3.63.

3.64.

3.69.

3.66.

3.67.

3.68.
3.69.
3.70.

3.71.

3.72.

3.73.

3.74.
3.75.
3.76.

PEATUKK 3. MITTELINEAARTEHTED VEKTORITEGA

On antud kolm vektorit @ = (3,—2), b = (=5,1) ja &= (0,4). Leida
1) 3@ — 4ab + 5b° — 6bc — 22;

2) 2(ab)c — 3(b%)d + (@c)b.

Leida punktide 1) A(11,4); 2) B(—3,—4), 3) C(—11,0); 4) D(5,12)
kaugus reeperi alguspunktist.

Leida punktide A(5,2) ja B(1,—1); C(—6,3) ja D(0,—5); O(0,0) ja
P(-3,4); Q(9,—7)ja R(4,5) vaheline kaugus.

Leida punktide A ja B vaheline kaugus, kui

1) A(4,3), B(7,7);
2) A(3,1), B(—2,4);
3) A(12,-1), B(0,4);
4) A(3,5), B(4,6).

Leida reeperitelgedel punktid, mis asetsevad punktidest (1,1) ja (3,7)
vordsel kaugusel.

Leida abstsissteljel punkt A, mille kaugus punktist N (2, —3) on 5.
Leida ordinaatteljel punkt M, mille kaugus punktist N(—8,13) on 17.

Leida y-teljel punkt, mis asetseb punktist (—8, —4) ja reeperi algus-
punktist vodsel kaugusel.

Leida reeperi telgedel punktid, mis asetsevad punktist M (—5,9) kau-
gusel 15.

Kolmnurga tipud on A(3,2), B(—1,—1)ja C(11,—6). Leida kiilgede
pikkused.

Toestada, et punktid A(2,2), B(—1,6), C(—5,3) ja D(—2, —1) on ruudu
tippudeks.

Ruudu ldhistipud on A(2,—1) ja B(—1,3). Leida kaks tilejddnud tippu.
Ruudu lahistipud on A(3,—7) ja B(—1,4). Leida ruudu pindala.

On antud ruudu vastastipud A(3,0) ja C(—4,1). Leida ruudu teised
tipud.
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3.77.
3.78.

3.79.

3.80.

3.81.

3.82.

3.83.

Ruudu vastastipud on P(3,5) ja Q(1,—3). Leida ruudu pindala.

Rombi vastastipud on A(8,—3) ja C'(10,11) ning kiilje AB pikkus on
10. Leida selle iilejadinud tippude koordinaadid.

Vektorite a ja b koordinaadid on:

1) @=(4,3), b= (1,7);
2) d= (6, 8), = (12,9);
3) d:(v5) g (7_7);
4) @=(2,-6), b= (—3,9).

Leida vektoritevaheline nurk.

Leida vektorite 1@ ja C@ vaheline nurk jargmistel juhtudel:

1) A(2,1), B(—2,3), C(1,0), D(3,4);

2) A(1,2), B(2,3), C(2,—1), D(~3,1);
3) A(1,1), B(2,4), C(5,~1), D(9,1);

4) A(2,3), B(3,6), C(3,5), D(1,9);

5) A(1,7), B(2,4), C(=3V3,3), D(1,V3);
6) A(0,0), B(2,1), C(0,0), D(~2,5).

On antud neli punkit A(—3,1), B(2,4, C(0,—5) ja D(—3,0). Toestada,
et 1@ 1 @

Toestada, et kolmnurk ABC' on tdisnurkne, kui:

1) A(0,0), B(3,1), C(1,7);
Selgitada, et kolmnurk on terav-, tiis- voi niirinurkne, kui kolmnurga
tipud on:
1) P(=2,1), Q(4,8), R(10,6);
2) A(3, ) B(7,5), C(5,—1);
3) Mi(1,1), M2(0,2), Ms(2, —1);
4) M(~1,3), N(1,2), P(0,4).
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3.84.

3.85.

3.86.

3.87.

3.88.

3.89.

3.90.

3.91.

3.92.

3.93.

3.94.

3.95.

3.96.

PEATUKK 3. MITTELINEAARTEHTED VEKTORITEGA

Roo6pkiiliku ABCD tipud on A(3,-7), B(5,—7), C(—2,5) ning nel-
jas tipp D asetseb tipu B vastas. Leida selle ro6pkiiliku diagonaalide
pikkused.

Kolmnurga tipud on A(5,0), B(0,1) ja C(3,3). Leida kolmnurga sise-
nurgad.

Kolmnurga tipud on A(—\/g, 1), B(0,2) ja C(—Z\/g, 2). Leida tipu A

juures olev vilisnurk.

On antud kaks punkti M (2,2) ja N(5,—2). Leida abstsissteljel punkt
P, nii et ZM PN oleks taisnurk.

On antud vektor (74 = (z,y). Leida vektori 0—121 nurga ¢ vorra poora-
misel saadud vektori O@ koordinaadid.

5
On antud kaks punkti A(2,1) ja B(5,5). Leida vektori AB nurga %
vorra pooramisel saadud vektori z@ lopp-punkt.

Vektorid @ = (—12,16) ja b = (12,5) on rakendatud iihes punktis. Leida
tihikvektor, mis on rakendatud samas punktis ning poolitab vektorite
d ja b vahelise nurga.

Leida vektori @ = (7, —4) projektsioon vektoriga b = (—8, 6) paralleclsel
teljel.

On antud vektor @ = (6, —8). Leida vektoriga a@ kollineaarse iihikvek-
tori dy koordinaadid, kui vektorid @ ja dp on 1) samasuunalised; 2)
vastassuunalised.

Leida korrapérase kuusnurga keskpunkt, kus kaks ldhistippu on A(2,0)

ja B(5,3V/3).

Leida korrapirase n-nurkse hulknurga tipu Aj koordinaadid, kui on
teada esimese tipu A;(z1,41) ja keskpunkti S(zo,yo) koordinaadid.

Vektorite AgA1, A1 A, AyAs pikkused on aq, as, az ning need vektorid
moodustavad x-telje positiivse suunaga vastavalt nurgad ¢, s, 3.
Leida vektori AgAs koordinaadid.

Vektorite AgAq, A1As, AsAs, ..., A,_1A, pikkused on vastavalt d;,
do, ..., d, ning need vektorid moodustavad z-telje positiivse suunaga
vastavalt nurgad 1, o, ..., p,. Leida punkti A,, koordinaadid, kui on
teada Ao(xo, yo)-
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Skalaarkorrutise arvutamine, kui vektorid on mairatud oma koor-
dinaatidega (ruumis).

3.97.
3.98.

3.99.

3.100.

3.101.

3.102.

Leida vektorite a ja Z;skalaarkorrutis, kui @ = 47+ 3Eja b= 37— 57+ k.

Leida vektorite a ja b skalaarkorrutis, kui

—

1) @a=(3,5,7), b=(—2,6,1);
2) a=(3,0,—6), b= (2,-4,0);

—

3) @=(2,5,1), b= (3,-2,4).

On antud vektorid a@ = (4, 4), b = (6,—3,2). Arvutada 1) a@b; 2)

Va2 3) Vi 4) (2d — 3 5>< 5)

On antud kolm vektorit @ = (5, —6,1), b = (—4,3,0), ¢ = (5, -8, 10).
Arvutada avaldised:

1) 3@ — 4db + 27,
2) 2a + 4b° — 5,
3) 3db — 4bé — 5ac.

On antud kolm vektorit @ = (3,1, 2), b= (2,7,4), ¢ = (1,2,1). Leida
1) (@b)& 2)a@>(bc); 3)a%b + b°¢ + &a.

On antud punktid A(—1,3,7), B(2,—1,5) ja C(0,1,—5). Leida

1) (2@ CB)(2BC + BA);

)

)

4) vektorite ﬂi@ Ja@ Bﬁ koordinaadid.

Vektori pikkus.

3.103.

3.104.

3.105.

Arvutada vektori @ = (6, 3, —2) pikkus.

-

Arvutada vektoritele @ = (3,4, —12), b = (—1,1, —4) ehitatud r66pkii-
liku diagonaalide pikkused.

Leida vektoritele @ = (3,4,—12), b = (6,—2,—3) ja & = (6,7, —6)
vastavad iihikvektorid ag, by ja .
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3.106. Vektori koordinaadid on X = 4, Y = 12. Leida kolmas koordinaat Z,
kui |d| = 13.

3.107. On antud punktid A(—1,5,—10), B(5,-7,8), C(2,2,-7) ja D(5, —4, 2).
Kontrollida, kas vektorid AB ja CD on kollineaarsed. Teha kindlaks,
milline vektor on pikem ja mitu korda, kas nad on sama— voi vastas-
suunalised.

3.108. Leida punkti A(4, —3,5) kaugus nullpunktist ja reeperitelgedest.
3.109. Leida punktide A;(—1,0,1) ja As(1,2,2) kaugus teineteisest.

3.110. Leida tetraeederi servade pikkused, kui tetraeederi tipud on A;(0,0,0),
As(—1,2,-3), A5(2, —1,3) ja Aq(1,2,1).

3.111. z-teljel leida punkt, mis asetseks vordsel kaugusel punktidest A(—4,1,7)
ja B(3,5,—2).

3.112. yz-tasandil leida punkt, mis asetseks vordsel kaugusel punktidest A(3, 1, 2),
B(4,-2,-2) ja C(0,5,1).

3.113. Leida kolmnurga pindala, kui kolmnurga tipud on A(0, 2, —3), B(4,4,1)
ja O(=1,0,-1).

3.114. Leida tetraeedri pindala, kui tetraeedri tipud on A(2,2,2), B(2,2,—2),
C(2,-2,2) ja D(~2,2,2).

Vektoritevaheline nurk (koordinaatidega).

3.115. Leida vektorite @ ja b vaheline nurk, kui
1) @=(2,54), b =(6,0,—3);

2) @=(1,1,-4), b =(1,-2,2).

3.116. Leida vektorite @ ja b vahelise nurga koosinus, kui
1) @ =(2,-4,4), b = (—3,2,6);

2) T =(8,4,1), b = (2,-2,1).

3.117. Arvutada vektori @ sihikoosinused, kui
1) @ =(12,—15,—16);

1
2) @ = 3,4,12
) T = 5(3.4,12)
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3.118.

3.119.

3.120.

3.121.

3.122.

3.123.

3.124.

3.125.

3.126.

3.127.

3.128.

3.129.

Kas vektor voib moodustada reeperitelgedega jirgmised nurgad:

1) a=45° f=060° v =120
2) a=45° p =135° v =60
3) a=90° 5 =150° v =60°7

Kas vektor voib moodustada reeperitelgedega jirgmised nurgad:
1) a=30° 3 =45°%
2) f=60° v =060
3) a=150° v =307

Vektor moodustab x- ja z-teljega vastavalt nurgad a = 120° ja v = 45°.
Millise nurga moodustab ta y-teljega?

Vektor @ moodustab z- ja y-teljega nurgad o = 60° ja = 120°. Leida
vektori koordinaadid, kui || = 2.

Leida punkti M koordinaadid, kui ta kohavektor moodustab reeperi-
telgedega vordsed nurgad ning pikkus on 3.

Leida punkt, mis asetseb z-teljega 30° nurga moodustaval sirgel ning
on punktist A(3,0) 8 iihiku kaugusel.

Kaks vektorit @ = (2,—3,6) ja b= (—1,2,—2) on rakendatud samasse
punkti. Leida vektorite @ ja b vahelise nurga poolitajat mooda kulgeva
vektori @ koordinaadid, kui | €| = 3v/42.

Vektorid @ = (—3,0,4) ja b= (5, —2, —14) lahtuvad samast punktist.
Leida iihikvektor, mis algab samast punktist ning jaotab vektorite a
ja b vahelise nurga pooleks.

Kolmnurga tipud on A(—1,-2,4), B(—4,—-2,0) ja C(3,—2,1). Leida
tipu B juures olev sisenurk.

Kolmnurga tipud on A(3,2, —3), B(5,1,—1) ja C(1,2,1). Leida tipu A
juures olev vilisnurk.

Arvutada kolmnurga A(1,2,1), B(3,—1,7) ja C(7,4, —2) sisenurgad ja
teha kindlaks, kas kolmnurk on vordkiilgne.

Nelinurga tipud on A(1,-2,2), B(1,4,0), C(—4,1,1) ja D(—5,—5,3).
Toestada, et ta diagonaalid AC' ja BD on teineteisega risti.
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3.130.

3.131.

3.132.

3.133.

3.134.

3.135.

3.136.

3.137.

PEATUKK 3. MITTELINEAARTEHTED VEKTORITEGA

Teha kindlaks, millisel a véartusel on vektorid @ = a7 — 37 +2 s ja
b=7 +27 — ak teineteisega risti.

Leida iihikvektor 7, mis on risti vektoriga 3 = (3,6,8) ja abstsisstel-
jega.

Vektoriga @ = (6, —8, —7, 5) kollineaarne vektor @ moodustab z-teljega
teravnurga. Leida selle vektori koordinaadid, kui |Z| = 50.

Vektoritega @ = 3T+27—|—27€)ja b= 187—227—5? risti olev vektor
7 moodustab y-teljega niirinurga. Leida selle vektori koordinaadid, kui
| 7| = 14.

—

Leida vektoriga @ = (2,1, —1) kollineaarne vektor 7, mis rahuldab
tingimust 7a@ = 3.

Leida vektoritega @ = (2,3,1) ja b= (1,—2,3) ristuv vektor 7, mis
rahuldab tingimust

(T.2T -7+ k) =—6.

On antud kaks vektorit: @ = (3,—1,5) ja b = (1,2,-3). Leida z-
teljega ristuv vektor 7, mis rahuldab tingimusi 7d =9, 7 b = —4.

On antud kaks samast punktist lihtuvat vektorit @ = (8,4,1) ja b=
(2, —2,1). Leida samast punktist 1ihtuv vektor ¢, mille pikkus on vord-
ne Vektorl _a pikkusega, on risti Vektorlga a ja komplanaarne vektori-
tega @ ja b ning moodustab vektoriga b teravnurga.

Projektsioonid (koordinaatidega).

3.138.

3.139.

3.140.

Leida vektori @ projektsioon vektori b sihil, kui

1)
2)

5), b =(2,-1,2);
1), b =(2,-2,1).

Leida vektori @ = (4, —3,2) projektsioon teljel, mis moodustab reepe-
ritelgedega vordsed teravnurgad.

SN

5,2
(8,4,

Leida vektori @ = (2, —3, —5) projektsioon teljel, mis moodustab z- ja
z-teljega nurgad o = 45°, v = 60° ning y-teljega teravnurga.



2. SKALAARKORRUTIS 75

3.141. On antud kaks punkti A(3,—4,—2) ja B(2,5,—2). Leida vektori AB
projektsioon teljel, mis moodustab z- ja y-teljega nurgad @ = 60°,
B = 120° ning z-teljega niirinurga.

3.142. On antud vektori pikkus |d| = 2 ning nurgad o = 45°, 8 = 60°,
~ = 120°. Leida vektori @ projektsioonid reeperitelgedel.

3.143. On antud kolm vektorit: @ = 37 —67 %k, b =7+ 47 — 5k,
C =37 —-47+12k. Leida p2(d + b).

3.144. On antud kolm vektorit: @ = (1, —3,4), b= (3,-4,2)ja ¢ = (—1,1,4).
Leida py, »d@

3.145. On antud kolm vektorit: @ = —27 + 7 + E, b= 7+ 57, C =
47 +47 —2k. Leida p2(3@ —20).

3.146. On antud kaks punkti M(—5,7,—6) ja N(7,—9,9). Leida vektori @ =
(1,—3,1) projektsioon vektori M N sihil.

3.147. On antud punktid A(-2,3,—4), B(3,2,5), C(1,—1,2) ja D(3,2,—4).
Leida pspAB.

Segaiilesandeid.

3.148. On antud kolm vektorit: @ = 27 — 7 + 3k, 0 = 7 — 3] 12k,
< = 37+27 —4%. Leida vektor 7, mis rahuldab t1ng1mus1 7d = —5,
7h =11, 77¢ = 20.

3.149. On antud kolm vektorit @ = (3,—2,4), b = (5,1,6), € = (-3,0,2).
Leida vektor 7, mis rahuldab samaaegselt kolme vorrandit: @z = 4,
b = =35 ¢7 =0.

3.150. On antud kaks vektorit @ = (1,1,1) ja b = (1,0, 0,0). Leida vektor <,
mis on risti vektoriga @, moodustab Vektorlga b nurga 60° ning on
suunatud nii, et y Vektorlte kolmik @, b ‘¢ on samuti orienteeritud kui
ristbaas {7, 7, k:}

3.151. Arvutada, millist t66d teeb joud F= (3, —5,2), kui ta rakenduspunkt
nihkub vektori M = (2, —5,7) alguspunktist 16pp-punkti.

3.152. Leida jou F= (3,—2,5) t60, kui ta rakenduspunkt liigub méoda sirget

punktist M;(2,—3,5) punkti My(3, -2, —1).
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3.153. Kolm joudu M = (3,-4,2), N = (2,3,—5) ja D = (=3, -2,4) on ra-

kendatud iihte punkti. Leida nende joududega vordse jou poolt tehtud

t60, kui see joud paikneb {imber punktist M;(5,3,—7) modda sirget
punkti My(4, -1, —4).

3.154. Vektoriga F= (1, —8,—7) médratud joud jaguneb kolmeks jouks, kus-
juures iiks neist on méiratud vektoriga @ = (2,2,1). Leida jou F
vektori @ sihiline komponent.

3.155. Kuubi tippu on rakendatud kolm joudu, millede suurused on 1, 2 ja
3 ning nad on suunatud sellest tipust lahtuvate tahkude diagonaale
mooda. Leida nende kolme jou resultantjoud.

Kaldreeper.

3.156. Leida kahe punkti M (3,0) ja N (1, —2) vaheline kaugus, kui kaldreeperi
reeperinurk w = 120°.

3.157. On antud kolmnurk A(0,0), B(7,4), C(—1,6) kaldreeperis w = 60°.
Arvutada punktist A joonestatud mediaani pikkus.

3.158. Punktid M(—3,—5) ja N(z,y) on siimmeetrilised z-telje suhtes. Leida
punkti N koordinaadid, kui kaldreeperi reeperinurk w = 60°.

3.159. Leida korrapédrase kuusnurga tipud, kui kuusnurga kiilg a = 1 ning ree-
peritelgedeks on valitud kaks ldhiskiilge selliselt, et reeperi alguspunkti
vastas asuva tipu koordinaadid on positiivsed.

3.160. Arvutada kolmnurga A(14,3), B(9,—2), C(4,1) kiilgede pikkused, kui
w=2/3m.

3.161. Kaldreeperis reeperinurgaga w = arccos(—3/5) on antud korrapérase
kolmnurga kaks tippu A(2,—2) ja B(7,1). Leida kolmnurga kolmas
tipp.

3.162. Leida kaldreeperi reeperinurk w, kui punktide A(10,—4) ja B(7,—1)
vaheline kaugus on 3.

3.163. Ringjoone keskpunkt asetseb punktis C'(—7,4) ning raadius on R = 6.
Leida reeperinurga poolitajatega paralleelsete diameetrite otspunktid,

2
kui w = =X
3
3.164. Kaldreeperis w = 150° kolmnurga tipud on O(0,0), A(3,1) ja B(—1,4).

Arvutada kolmnurga pindala.
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3.165.

Leida reeperinurk, kui kolmnurga A(—5,—1), B(3,—2), C(1,4) pindala
on 11,5 ruutiihikut.

Afiinne reeper.

3.166.

3.167.

3.168.

3.169.

3.170.

3.171.

3.172.

3.173.

3.174.

Konstrueerida afiinne reeper, kui

1) g22=1, g1 =4, g12 = 0;

)

1

2) gi1 = g2 =1, gia = 59

3) gu =4, g2 =8, ga2 = 25;
4) g1 =4, g12 = =8, ga2 = 25.

Leida vektori @ = (5, —10) pikkus, kui g1; = 4, g1» = 8 ja goy = 25.
Leida vektori b = (7, —8) pikkus, kui g11 =4, g12 = 8, goo = 25.
Leida vektoriga @ = (7,—8) risti olev iihikvektor 7, kui g;; = 4,
gi2 = 8, go2 = 25.

Reeperivektorite pikkused on |e7| = 2, |é2| = 3 ning nendevaheline nurk
w= g Leida g11, g12, go2 ning punktide A(1, —2) ja B(—3,4) vaheline

kaugus.

Afiinse reeperi vektorite pikkused on vastavalt |e7| = 4, |e5| = 2. Nende-
vaheline nurk on w = . Kolmnurga ABC' tippude koordinaadid antud

reeperis on A(1,3), B(1,0) ja C(2,1). Leida kolmnurga kiilgede AB ja
AC pikkused ning nende vaheline nurk A.

Afiinse reeperi vektorite pikkused on vastavalt |e1| = 2, |e3| = 3 ning

4 2
nendevaheline nurk w = % (voi ?ﬂ) Selles reeperis on antud vektorid

a = (1,2) ja b= (2,2). Leida esimese ja teise vektori vahelise nurga
koosinus.

On antud kolmnurk ABC tippudega A(1,1), B(5,3) ja C(3,5) afiinses
reeperis. Kolmnurga kiilgede pikkused on vastavalt AB = v52, AC' =
4, BC = v/28. Leida selle reeperi vektorite pikkused ning nendevaheline
nurk.

On antud kolmnurk ABC' tippudega A(1,0), B(0,1), C(3,2) afiinses
reeperis. Téisnurk asetseb tipu C' juures ning kaatetid on CA = 2,
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CB = 3. Leida kolmnurga A’ B’C" kiilgede pikkused ning nendevaheline
nurk, kui selle kolmnurga tippude koordinaadid on A'(1,1), B'(2,2) ja
C'(2,4).

3.175. Sirge, mis libib punkte A(4, 1) ja B(—2,y), moodustab vordsed nurgad
molema reeperiteljega. Leida punkti B ordinaat iildise afiinse reeperi
korral.

3. Vektorkorrutis

Kahe vektori 7 ja ¥ vektorkorrutiseks nimetatakse vektorit Z, mis ra-
huldab tingimusi:

1) 7 L 7,7 LY (sihi méiératlus);
2) 7,7, 7 on parempoolne kolmik (suuna méairatlus);
3) |7 =12]|¥|sin L(7, ) (pikkuse méaratlus).

Vektorite 7 ja 3 vektorkorrutist tihistatakse kas @ x o voi [7, ¥]. Vek-
torkorrutise pikkusel

7 x G| = [Z[|Y]sin £(T, 7)) (3.30)

on lihtne geomeetriline tiahendus: kui kanda tegurid 7 ja ¥/ iihisesse algus-
punkti, siis nendega madratud réopkiiliku pindala on

§=[Zh=[Z||J|sin £(Z,7) = |7 x V| (3.31)

<

Seega vektorite 7 ja 7 vektorkorrutis on vektor, mis vordub pikkuselt te-
guritele ehitatud roopkiiliku pindalaga, on risti selle r6opkiiliku tasandiga ja
suunatud nii, et tema 16pp-punktist vaatades lilhem p&dre 7 poolt ¥ poole
toimub vastassuunaliselt kellaosuti liikumisele.

Vektorkorrutise omadused:

1) antikommutatiivsus 7 X ¥ = =y x T;

2) assotsiatiivsus skalaarse teguri suhtes (A7 x ¥) = AM(Z x ¥) = @ X
(AY);

3) distributiivsus vektorite liitmise suhtes 7 x (¥ +72) =7 x ¥ + ¥ X
(P+Y)xZ2=0x7+7Y x Z.
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Kui antud baasi S = {¢;,i = 1,2,3} korral vektorid on méiratud koordi-
naatide abil @ = z1e] + 2965 + 7363 ja ¥ = y1€] + Y262 + y3€3, siis vektorite
vektorkorrutis arvutatakse jargmiste valemite abil.

To T3 Tr1 T3 1 T
XY= e1 X ey €1 X e3 + €3 X €3
Y2 Ys Y1 Ys Y1 Y2
ehk
—> — — — — —
e1 X ey e1 Xeg €9 Xes
- =
r X Yy = T To T3

Y1 Y2 Y3

Ristreeperi korral vektorite vektorkorrutise arvutamise valemid on jirgmised:

E’x@’:(xz 1'3’_33'1 1'37.%1 x2>
Y2 Y3 Y1 Ys| (Y1 Y2
ehk
T 7k
TXY = T, Ty X3
Y1 Y2 Y3

Ristreeperi korral vektorkorrutise @ x 3 koordinaatideks olevaid teist jir-
ku determinante on lihtne leida nn. Kéte reegli abil®: kirjutame vektorite
koordinaadid iiksteise alla

= (xlv X2, x3)7

T
Z—/) = (ylayQay?))‘

Vektorkorrutise Z x ¥ esimese, teise ja kolmanda koordinaadi leidmiseks
katame vastavalt kinni esimesed, teised ja kolmandad koordinaadid ja kin-

nikatmata koordinaatidest moodustame determinandid. Tuleb ainult meeles
pidada, et vektorkorrutise teise koordinaadi ees on méark miinus.

Vektorkorrutiste arvutamine (koordinaatideta)

3.176. Arvutada vektorite @ ja 7 vektorkorrutise pikkus, kui

=1

3.177. Arvutada skalaarkorrutis 77, kui | 7| = 3, |¥| = 26 ja | ¥ x ¥| = 72.

3.178. Teades, et |7 | =1,|y| =2ja L(Z,y) = 3™ arvutada:
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3.179.
3.180.

3.181.

3.182.

3.183.

3.184.

3.185.

3.186.

3.187.

3.188.

3.189.

3.190.

3.191.
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1) (T x¥)%
2) (27 +9) x (T +29))
3) [(T+3Y) x (37 + ¥)*.
Pohjendada, et kehtib jirgmine vordus: (77 x 7)? + (Z7)* = 2272
Niidata, et (7 x ¥)? < 2?7 Millal kehtib siin vordus?
Vektorite @, i/, ¥, U vahel kehtivad seosed ZX ¥ = U XV ja Z X U =

Y x U. Toestada, et vektorid @ — ¥ ja ¥ — u on kollineaarsed.

—

Millisel « vaartusel on vektorid P = ad@ +5b ja ¢ = 3@ — b kolli-
neaarsed, kui @ ja b ei ole kollineaarsed?

Niidata, et kui kolm vektorit @, b ¢ eiole kolhneaarsed siis vordus-
test @ x b = bxc:cxajareldubvordusa+b+c—OJa
vastupidi.

Millist tingimust peavad rahuldama vektorid 7 ja 7/, et vektorid 2+ ¥
ja @ — ¥ oleksid kollineaarsed?

Teades ristkiiliku kiilgvektorite @ ja b pikkusi |d] = 3 ja \7))] = 4,
arvutada ristkiiliku diagonaalvektorite pikkus.

Leida vektorkorrutis (7 4+ ¥) x (7 — ¥), kui 7 ja ¥ on mittekolli-
neaarsed. Anda tulemusele geomeetriline tolgendus.

=920 +3bjay =a—4b ehitatud ro6pkiiliku
on ristuvad tihikvektorid.

Leida vektoritele
pindala, kui @ ja

o8|

Leida vektoritele AB = i + 27 ja AD =
pindala, kui |m| =5, |7| = 3 ja L(m, )

37 ehitatud réopkiiliku

CDI>1|

On antud kolmnurga kaks s kiilge AB = 3p — 47 ja BC = D +57.
Leida kolmnurga korgus C’D kui 7 ja ¢ on ristuvad iihikvektorid.

Leida vektoritele @ = 2m+ 7 — P ja b =m-3n+ P ehitatud r66p-
kiiliku diagonaalide vahelise nurga siinus, kui m, 7 ja p on ristuvad

ithikvektorid.

Leida vektori @ = 3P —12°¢ +47 projektsioon teljel, mille sihivektoriks
on vektor ¥ = (P —27) x (P + 3¢ — 47), kusjuures p, ¢ ja 7 on
ristuvad tihikvektorid.
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3.192.

3.193.

3.194.

3.195.

3.196.

3.197.

3.198.

3.199.

3.200.

3.201.

3.202.

3.203.

—> — - —
T

Toestada, et vektorid 7 = P x 1, ¥y = ¢ X7 ja 2 =
komplanaarsed.

>
X 1 on

Uhest punktist ldhtub kolm mittekomplanaarset vektorit @, ?)), <.
Néiidzit)a, et nende vektorite otspunkte libiv tasand on risti vektoriga
X b+bxC+7Cxa.

Kas vasaku kie kolm esimest sorme moodustavad vasakpoolse voi pa-
rempoolse vektorite kolmiku, kui poial ja esimene sorm on vilja siru-
tatud peopesa tasandil ning keskmine sorm koverdatud peopesa poole?
Anda vastus parema kiie sormede kohta.

Niidata, et vektorite @, b, ¢ tsiiklilisel {imberpaigutamisel kolmikute
iseloom (vasak- v6i parempoolne) ei muutu.

Kontrollida, et vektorkolmiku kahe vektori iimberpaigutamisel vasak-
poolne kolmik muutub parempoolseks ja vastupidi.

Lihtsustada korrutised @ x 7/, ¥ x Z, Z X @ teades, et iihikvektorid 7,
Y ja Z on risti ning moodustavad 1) parempoolse voi 2) vasakpoolse
kolmiku.

Toestada, et vektorkorrutis ei muutu, kui iihele tegurile liita teise te-
guriga kollineaarne vektor.

Niidata, et vektori Z vektorkorrutis temaga ristuva iithikvektoriga 7 on
samavidrne vektori @ podramisega tiisnurga vorra kellaosuti litkumise
suunas iihikvektoriga ¥ ristuval tasandil.

Teha kindlaks, kas vektorite @ ja 7/ vektorkorrutist voib asendada kol-
me jargmise operatsiooniga:
1) vektori @ projekteerimisega vektoriga ¥ ristuvale tasandile;

2) projekteeritud vektori pooramisega tdisnurga vorra kellaosuti lii-
kumise suunas samal tasandil;

3) pooratud vektori korrutamisega teguri ¥ mooduliga.

On antud vektorid @ ja b. Leida " nii, et @ = b x 2. Kas iilesanne
on alati lahenduv ja kui palju on tal lahendeid?

Avalda vektor @ = (37+ 7—2?) X (7—7+5 E}) ristuvate iihikvektorite
i, 7, k parempoolse kolmiku kaudu.

Ristuvate iihikvektorite vasakpoolse kolmiku m, 7, P korral 7 =
(3m 447 +5p) X (M + 67 +47). Leia vektori @ pikkus.
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Vektorkorrutiste arvutamine koordinaatide abil.

3.204. Leida vektorkorrutis 7 x 7/, kui

1) Z=(2,3,1), 7 = (5,6,4);
2) T =(5-21), 7 =(4,0,6);
3) T =(-2,6,—4), T = (3,-9,6).

3.205. On antud vektorid 7 = (3,—1,—2) ja ¥ = (1,2, —1). Leida vektorkor-
rutised: 1) 7 x ¥;2) Q7+ ) x ¥;3) 27 — ) x Q7 + V).

3.206. On antud vektorid @ = (2,3, 1), b o= (=3,1,2) ja @ = (1,2,3).
Arvatada (T x D) x Cja @ x (b x ¢

3.207. On antud punktid A(2,—1,2), B(1,2,—1) ja C(3,2,1). Arvutada vek-
torkorrutised: 1) AB x BC; 2) (BC —2CA) x CB.

3.208. Arvutada vektoritele @ = (8,4,1) ja b= (2,—2,1) ehitatud ro6pkiili-
ku pindala.

3.209. On antud punktid A(1,2,0), B(3,0,—3) ja C(5,2,6). Leida kolmnurga
ABC pindala.

3.210. Kolmnurga tipud on A(1, —1,2), B(5,—6,2) ja C(1,3, —1). Leida tipust
B kiiljele AC langetatud korguse pikkus.

3.211. Leida vektorite @ = (2,—2,1) ja b= (2,3,6) vahelise nurga siinus.

3.212. Arvutada vektoritele @ = (2,1, —1) ja b= (=2, 1, 3) ehitatud roopkii-
liku diagonaalide vahelise nurga siinus.

—

3.213. Arvutada afiinses reeperis antud vektorite ¢ = (0,1,—1) ja d =
(2,0,1) poolt miiratud roopkiiliku pindala, kui |e7| = 1, |e3]| = 2,
lez| = 3, kui esimese kahe reeperivektori vaheline nurk on 30° ja kol-
mas vektor on risti molema eelnevaga.

3.214. Arvutada eelmises iilesandes antud roopkiiliku diagonaalidele ehitatud
roopkiiliku pindala.

3.215. Joud f = (3,2, —4) on rakendatud punktis A(2, —1,1). Leida selle jou
moment koordinaatide alguspunkti suhted]

'Kui vektor f kujutab joudu, mis on rakendatud mingis punktis M ja vektor @ ldheb
mingist punktist O punkti M, siis vektor @ x f kujutab endast jou f momenti punkti O
suhtes.
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3.216. Joud p = (2,—4,5) on rakendatud punktis My(4,—2,3). Leida selle
jou moment punkti A(3,2, —1) suhtes.

3.217. Joud P on rakendatud punkti A. Leida selle jou momendi suurus ja
sihikoosinused punkti C' sihtes, kui:

1) 7 =(3,4,-2), A(2,—1,-2), C(0,0,0);
2) D =1(2,2,9), A(4,2,-3), C(2,4,0).

3.218. On antud joud M = (3,—1,-3), N = (3,2,—1) ja b = (—4,1,3),
mis on rakendatud punktis C'(—1,4, —2). Leida resultantjou momendi
suurus ja sihikoosinused punkti A(2,3, —1) suhtes.

4. Segakorrutis

Kahe vektori 7 ja ¥ vektorkorrutise 7 x ¥ skalaarkorrutist (7 x ¥)Z
nimetatakse kolme vektori 7, i ja Z segakorrutiseks. Kolme vektori sega-
korrutis on reaalarv, mille absoluutvaartus vordub neile vektoritele ehitatud
rooptahuka ruumalaga ja on positiivne parempoolse ning negatiivne vasak-
poolse kolmiku puhul. Et kehtib samasus (7 x ¥)7 = Z(y x 2), siis sega-
korrutise tihistamiseks kasutatakse lihtsamat tihist, s.t. (77 72) voi 77 Z.

Segakorrutise algebralised omadused:

1) Soltuvus tegurite jirjekorrast. Segakorrutise absoluutvidrtus siilib te-
gurite igal iimberpaigutusel; mark muutub vastupidiseks kahe teguri
vahetamisel ja seega siilib tegurite tsiiklilisel iimbervahetamisel.

2) Segakorrutis on assotsiatiivne reaalarvuga korrutamise suhtes:
(@) ¥Z) = (F(ay)?) = (Y (7)) = (TG 7).
3) Segakorrutis on distributiivne vektorite liitmise suhtes:
(@1 +33)Y7) = (177 2) + (1Y ?),
(Zi+12)7) = (T ?) + (T4 ?),
(T +3) = (TTR) + (FT)
Kui baasi S = {&;,i = 1,2, 3} korral vektorid on méiiratud oma koordinaati-

de abil 7 = Ije;, ¥ = y,e;, Z = zpéy, siis vektorite segakorrutis arvutatakse
jirgmise valemi jargi

VRS

Ty T2 I3
o —>—>—>
= 1Y1 Y2 Ysz|e€Er€2€3.
21 22 23
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—>—>—>

Ristbaasi korral ejeses = i j k = 1 ja vektorite segakorrutise arvutamise
valem lihtsustub
Ty T2 T3
TYZ =y Y2 W
21 R2 %3
Vektorvorrand (5”?7) = 0 on samavéirne vektorvorrandiga 7 = @ + uk +
vl
O
7/\? Kui @ rakendada fikseeritud punkti O,
— nii, et ¥ = OX, siis lopp-punktid X
L\ tiidavad tasandi, mis Libib punkti C
kohavektoriga @ = OC' ning on méa-
X e ratud rihivektoripaariga &, [ .
Joonis 3.1

3.219. Toestada, et kolme vektori segakorrutis on null, kui kaks neist vekto-
reist on kollineaarsed.

3.220. Toestada algebraliselt, et kolme komplanaarse vektori segakorrutis on
null.

3.221. Toestada vektorite 7 x ¥, © x ¥ ja @ X W komplanaarsus.

— .

x T = 0, siis vektorid 7, ¥ ja 2

N
z

3.222. Niidata, et kui 7 x ¥ + ¥ x Z +
on komplanaarsed.

3.223. Toestada, et vektorite ¥, ¥ ja Z komplanaarsuse tarvilikuks ja piisa-
vaks tingimuseks on vordus a@ + BY +vZ = 0, kusjuures vihemalt
iiks arvudest «, 3, v peab olema nullist erinev.

3.224. Toestada, et |27 72| < |7]|Y|| 7] Millistel eeldustel on voimalik vor-
dus?

3.225. Toestada samasused 1) (Z+9) (¥ +2)(Z7+7) =227 7;2) Ty (7 +
AT +py) =277, kus X ja o on suvalised arvud.

3.226. Leida vektoritele @ = @+ b + €, T=a+b-CjaZ=0a-— b+
ehitatud réoptahuka ruumala.

3.227. Leida alljargnevatele vektoritele ehitatud r6optahuka ruumala:

1)

P-37+7,0=20+7-37jac=70+27+7 (kus

T =
D, ¢ ja 7 on ristuvad iihikvektorid);
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3.228.

3.229.

3.230.

3.231.

3.232.

3.233.

3.234.

3.235.

3.236.

3.237.

—> —> - 7 —> - — —> — —> 1 —

2) @ =3m+5n, b =m—2n, ¢ =2m+7n (kus |m| = 3 || = 3,
1

Arvutada vektorltele T =37 +2j —5k Y= 7 - j + 4% ja’s =

T -37 J+ ¥ ehitatud rooptahuka korgus, ku1 aluseks on vektoritele 2
ja ¥ ehitatud roopkiilik ( 7 ja % on ristuvad tthikvektorid).

Leida (7 x 7)- (7 + 7 + k).

—

Teha kindlaks, milline on vektorite kolmik @, b, @
poolne), kui

(parem- voi vasak-

1) 32?73:;:?:7; 5) 32_?4—7: 32 _Z) Ta
2)3:7,3:Z,?:7; c=17;
) d=i+j,b=7,C=k; 2=F;

Vektorid @, b ¢ moodustavad parempoolse ristuvate vektorite kol-

—>

miku. Arvutada ab?, kui|d| =4, ]b|—2 |2 = 3.
Vektor € on risti vektoritega @ ja b. Nurk vektorite @ ja b vahel on
30°. Leida @b € ckui |@| =6, 0] =3,|C| =3.
Arvutada segakorrutis 77y 7, kui
1) 7= (2,0,1), Y= (1,3,-2), Z = (4, —1,1);
9) Z=(1,-13), T =(-2,2,1), T = (3,-2,5).
Niidata, et vektoritele OA = @, OB = Z)ja OC = 2 rajatud tetraced-

ri ruumala on vordne iihe kuuendikuga nende vektorite segakorrutise
absoluutvéirtusest, s.o.

Tetraeedri tipud on A(2,—1,1), B(5,5,4), C = (3,2,—-1) ja D(4,1,3).
Leida tetraeedri ruumala.

Tetraeedri tipud on A(2,3,1), B(4,1,-2), C(6,3,7) ja D(—5,—4,8).
Leida tipust D langetatud korguse pikkus.

Tetraeedri ruumala on V' = 5 ja kolm tippu asetsevad punktides A(2, 1, —1),
B(3,0,1) ja C(2,—1,3). Leida neljanda tipu D koordinaadid, kui ta
asetseb y-teljel.
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3.238. Teha kindlaks, kas vektorid 7, @’, 7 on komplanaarsed, kui:
2) T =(3,-2,1), g (2,1,2), ?: (3,—1,—2);
3) T=(2,-1,2), 7 =(1,2,-3), T = (3,-4,7).

3.239. Léhtudes kolme vektori AB = (X1, Y1, Z1), AC = (X, Y, Zo) ja AD =
(X3, Y3, Z3) komplanaarsuse tingimustest, anda neljanda punkti A(z1, y1, 21),
B(xg,ya, 22), C(x3,Y3, 23) ja D(x4,ys, z4) komplanaarsuse tingimus.

3.240. Taestada, et neli punkti A(1,2,—1), B(0,1,5), C(—1,2,1) ja D(2,1,3)
asetsevad samal tasandil.

5. Topeltvektorkorrutis

Vektorkorrutise @ x ¥ ja vektori Z vektorkorrutis on jille vektor, mida
nimetatakse topeltvektorkorrutiseks.
Iga vektorkolmiku 77, 7/, Z korral kehtib samasus

(7% 7)x 2= F(F7) - T(T?)

Kahe vektorkorrutise skalaarkorrutise avaldis:

Kahe vektorkorrutise vektorkorrutise avaldis:
(Zx ) x (ZxD) = 2(FTD) -B(FT?) = T(FZD) - 2TZD).
Jacobi samasus:
(TXxYPIXxZ+ (G XxZ)xT+H(ZxT)x Yy =0.
3.241. Niidata, et kui 7 L i ja @ L Z,siis @ x (¥ x 2)
3.242. Millistel tingimustel kehtib (7 x ) x 2 =7

3.243. On antud, et @ = a@ + u7. Leida vektorite 7, 7/ ja Z vaheline seos,

mis ei sisaldaks kordajaid A ja p.

3.244. Kas on voimalik leida vektor 7, mis rahuldaks samaaegselt kahte vor-
randit: Tx @ =aja T x b = C, kus @, b, ¢ on antud vektorid ning
a - antud arv.
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—

3.245. Niidata, et kehtib vordus ajby +

mis

Y
= by.

03]
3
g
V VA
bm@
<5
St
m I
S
S x
18

N
a2

rahuldab samaaegselt kahte vorrandit

N
orrandite siisteemi 7@ =, b = 3

b, ¢ on mittekomplanaarsed vektorid.

=
o)
<
=
=
=
s
2!
SN
ts B
5
M -
o |l
>
< fe
T s
[<B]
_ .5
©
=t
N
o

Toestada samasused:

3.247.

= ts s g

%y/l\((

EREEN
=t =k
T x x x

X otg o e

%y(((
ot tetafsfo
X X A= A=
18 18 18 18

~— ~— ~—

Hx\ IR

N N TN N N N S

15) (ZF2) =

(1,2,1). Arvutada

—
z =

,1,2), 7 =(2,7,4) ja

~ (3
7 x (¥ x72).

3.248. On antud vektorid 2

- >

X

)

2

>
z

T X Y) X

(

1)

=

3.250. Lei
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Segaiilesanded (vektorarvutus).

3.251.

3.252.

3.253.

3.254.

3.255.

3.256.

3.257.

3.258.

3.259.

3.260.

3.261.

3.262.

Kas jargmised vordused on samavairsed:
1) Z=79jaa? =ay;
2) T=9jarlZ=19y7;
3 T=TjaTxT =T X
1) T=yjarl+Z=9+7.
Leida (7 + 7 + k) (1 + 7+ k)

Niidata, et vektorid @ = (1, —5,3) ja b = (—2,10,—6) on kollineaar-
sed.

Leida kordajad o ja v, kui vektorid Z=ai + 57 _% ja Y = 37 +
j + vk on kollineaarsed.

Niidata, et vektorid @ = (2,-3,0) ja ¥ = (3,2,1) on risti.

Leida zy-tasandil vektor x, mis oleks risti vektoriga y = (5, —3,4) ning
pikkuselt temaga vordne.

Niidata, et vektorid 7 = (=3,0,2), ¥ = (2,1, —4) ja 7 = (11, -2, —2)
on komplanaarsed.

Naldata , et Vektor AB on komplanaarne ithikvektoritega i ja k kuid
OA=67 +3] 14k JaOB—Qz —|—3] + k.

Kontrollida, kas kolm vektorit

(37 17 _1>7

1) @=(2,-1,3), b =(1,4,2),
7= (7,-18,2)

c
2) (1,6,5), m = (3,-2,4), &

on komplanaarsed.

Leida vektoritele @ = (2,—1,3) ja b = (1,-3,1) ehitatud ropkiiliku
pindala.

Leida vektori @ = (6, —2, 3) pikkus ja eihikoosinused.

Leida fihikvektori OF = (1,0) ja vektori AB vahelise nurga koosinus,
siinus ja tangens, kui
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3.263.

3.264.
3.265.

3.266.

3.267.

3.268.

3.269.

3.270.

3.271.

3.272.

3.273.

3.274.

3.275.

3.276.

1) A(-2,3), B(4,9); 4) A(5,3), B(5,—1);
2) A(2,1), B(3,0); 5) A(1,4), B(2,5);
3) A(3,2), B(~5,2); 6) A(1,4), B(2,1).

Iﬁigla vektori AB ristprojektsioon teljel, mille sihivektoriks on vektor
CD, kui A(—4,2), B(6,4), C(—6,—1), D(—1,—13).

Toestada, et kolmnurk tippudega A(5,—4), B(3,2) ja C(2,-5).

On antud vordkiigse kolmnurga kaks tippu A(2,1) ja B(6,3). Leida
selle kolmnurga kolmas tipp.

Vordhaarse kolmnurga aluseks on 16ik AC, kusjuures A(—4,2), C(4, —4).

Leida selle kolmnurga tipu B koordinaadid, kui alusnurgad on arctan 5

On antud kolmnurk ABC: A(2,—3), B(1,3) ja C(—6,—4). Leida punkt
M, mis on siimmeetriline tipuga A kiilje BC' suhtes.

Teades kolmnurga tippude kohavektoreid @, 3, 7, leida mediaanide
loikepunkti kohavektor.

Leida kolnurga ABC: A(2,2), B(—5,1), C(3,—5) timber joonestatud
ringi keskpnkt ja raadius.

On antud kolmnuga kaks kiilgvektorit AB = (2,1,-2) ja BC = (3,2,6).
Leida selle kolmnurga nurgad.

Leida eelmise iilesande andmete pohjal kolmnurga pindala.

Kolmnurga tipud on A(2,—-1,-3), B(1,2,—4) ja C(3,—1,—2). Leida
tipust A vastaskiiljele ehitatud korgusega kollineaarse vektori h koordi-
naadid, kui h moodustab y-teljega niirinurga ning ta pikkus on 2v/34.

On antud ruudu kaks korvuti asetsevat tippu A(—3,2) ja B(2,4). Leida
ruudu iilejddnud tipud.

On antud ruudu vastastipud A(—3,2) ja B(5,—4). Leida iilejadnud
tipud C' ja D.

Rombi vastastipud on A(8, —3), C'(10,11). Leida rombi teised tipud,
kui rombi kiilje pikkus on 10.

Roopkiiliku kolme tipu A, B ja C' kohavektorid on @, b ja ¢. Leida
neljana tipu D kohavektor d.
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3.277. Teades roopkiiliku ABC'D kolme tipu kohavektoreid o, T;, ¢, leida
roopkiiliku diagonaalide 16ikepunkti kohavektor 7.

3.278. On antud trapetsi kolm tippu A(@), B(—b)) ja C(?). Leida neljanda tipu
raadiusvektor d, diagonaalide loikepunkti raadiusvektor 7 ja kiilgser-

vade 16ikepunkti raadiusvektor p, teades, et alus AD on \ korda suurem
alusest BC.

3.279. Teades rooptahuka ABCDA'B'C’'D’ nelja tipu raadiusvektoreid @, Z),
2, d, leida iilejainud nelja tipu raadiusvektorid.

3.280. Rooptahuka kiilgvektoriteks on vektorid OA = @, OB = _b), oC = 2.
Leida tipust O ldhtuva réoptahuka diagonaali ja tippe A, B, C ldbiva
tasandi tasandi loikepunkti kohavektor.

3.281. Leida vektoritele P = (3,1,—2), Q = (—4,0,3) ja & = (1,5,—1)
ehitatud rooptahuka ruumala ning teha kindlaks, kas need vektorid
moodustavad vasakpoole voi parempoole kolmiku.

3.282. Massid my, mo, ..., m, on paigutatud punktides M; (1), My(73), . .., M, (7).
Leida selle masspunktide siisteemi raskuskeskme kohavektor.

3.283. Niidata, et n materiaalse punkti raskuskeskmest koikidesse punktidesse
suunduvate vektorite summa on null, kui koigis n punktid on vordsed
massid.

3.284. Kahte vektorkolmikur ay,as, a3 ja b_l), l;;,b_; nimetatakse kaaskolmiku-
teks, kui nende kolmikute vektorid on seotud jargmiselt:

S 1, kuii==k
aiby = .
0, kuii#k

Leida vektorkolmiku a7, a3, a3 kaaskolmiku vektorid by , by , by , kasutades
skalaar- ja vektorkorrutist.

3.285. Leida vektorkolmiku a7 = (2,1,—1), a5 = (=3,0,2), a3 = (5,1, —-2)
kaaskolmiku vektorid.

3.286. On antud kolme jou komponendid: a, = 5
by =3i,b,=67,b, =4k, ¢; =124, ¢, =
antud joudude resultantjou suurus ja siht.



Vastused

I peatiikk. Lineaarne vektoralgebra

1.1 Vt. joon.
1.2 - b] =22
1.3]|@ + | =20

b

(A"

Joonis 1.8

1.4]|2+ 0| =3 - b| = 13.

15|+ 0| =VI29~114; |- b|=7

1.6]|T+ 0| =V10~44; [T —b|=7

1.7.1) a L b. Selgitus. Vektorid E’—i—?ja @— b on vektoritele a ja b chitatud

roopkiiliku diagonaalid; kui ro6pkiiliku diagonaalid on vordsed, sis roopkiilik
on ristkiilik; 2) vektorite @ ja b vaheline nurk peab olema teravnurk; 3)
vektorite @ ja b vaheline nurk peab olema niirinurk.

Ip| = |q|, kuna ré6pkiiliku diagonaalid jaotavad kiilgedevahelise nurga
pooleks ainult rombi korral.

Vt. joon.

Vt. joon. [I.10]
1) AACE; 2) AACF; 3) AABD; 4) roopkiilik ABiM Dy; 5) AMBC'; 6) ja
7) AAPQ.

91
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Vo
~ A
/
36
Joonis 1.9

F 1)7ja?0n kol-
> lineaarsed. Roopkiiliku dia-
gonaalid on kollineaarsed ai-
nult siis, kui ta kiiljed on kol-
lineaarsed; 2) @ ja T on
samasuunalised, kuna nende
sihtide tihikvektorid on vord-
sed; 3) @ ja b on kollineaar-
sed ja samasuunalised; 4) ja

5) @ ja b on kollineaarsed,
kuid vastassuunalised.

Joonis 1.10 Markus. Iga kolmnur-

ga kiilje pikkuse korrutis te-

maga risti oleva iihikvektoriga on vektor, mille pikkus on vordne kiilje pik-

kusega ja suund on selle kiiljega risti. Seega selle vektori voime saada, kui

podrame kolmnurga kiilje tdisnurga vorra.

1) a =38 =0, kui @ ja b on mittekollineaarsed; 2) o = 3, kui @
ja b on kollineaarsed ning vastassuunalised; 3) o = —f, kui @ ja b on
samasuunalised. R

u=v=0kui ?=0;u=0jav#0, kui € ja b on kollineaarsed:;
u # 0 ja v =0, kui ¢ ja a on kollineaarsed.

1), 2) Esitus on alati voimalik ja lahend on iihene; 3), 4) Lahendeid
voib olla_k)aks, iiks voi mitte _iihtegi olenevalt a_I)ltud liidetavate pikkustest.
1) I +m+n =0;2) 21 +m—7 =0;3) [,m,7 — mittekomplanaarsed.
Mirkus. Et leida T, i ja 7 vahelist lineaarset sdltuyust, tuleb neid méara-
vast kolmest vordusest elimineerida abivektorid @, b ja C; kui seda teha ei
saa, siis on vektorid [, m ja 7 mittekomplanaﬁrsed ning antud vordusest

K
saame vektorite @, b ja € esitused vektorite [, m ja 7 lineaarkombinat-
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sioonidena. Nii néiteks juhul 3) saame @ = T-®"b=-1+2m—7m ja
C=1-m+mn.

d a2 3
1.20./1) o' = V', a® = b?, @ = b 2)_? =% =5 Mirkus. Kasutame

vektorite kollineaarsuse tingimust @ = 0. 3) Kordajate vahelisi seoseid, mis
ei soltu vektorite €7, es, e3 valikust, pole olemas.
[1.21]3m +27 — 3P +4¢ = 0.
Mirkus. Otsitav line@)arne soltuvus saa-
dakse vektorite @, b ja ¢ elimineeri-
mise teel antud vordustest.
1225 = 2+ 2 2
VT sm o sm 5P
1.23.| 1) Voib olla neli vektorit, kus-
juures ei ole iihtegi kahte kollineaarset
ja iihtegi kolme komplanaarset vektorit;
kui kaks antud vektorit on kollineaarsed,
siis koik neli vektorit on komplanaarsed;
kui kolm vektorit on kollineaarsed, siis
on kollineaarsed koik neli;_k)ui kolm _yek—
torit on komplanaarsed, siis on ka koik neli kollineaarsed; 2) b, € ja d on
komplanaarsed; 3) ¢ ja d on kollineaarsed; 4) d=0.

Mirkus. Nulliga vordumise tingimus tuleneb koige lihtsamast faktist,
et poorates koiki liidetavaid 120° (voi 240°) vorra, summa ei muutu.

Joonis 1.11

1.26. Vit. joon [1.11] AM = c+%v61AM: ¢ i BN = 7+ - voi
— > _ 2 N — ?)’__)

BN =~ Ci¢=b+§w&5?: 2%
1.27.m:_<3+§);m:3+%;@: i

1.28.[ Mdrkus. Et kolm vektorit m , B—]>\f ja C? oleksid kolmnurga kiilge-
deks, peab olema tdidetud tingimus m + B—]>\/ + (ﬁ% = 0. Selle oigsuses
veendume, kui viljendame iga mediaani pohikolmnurga kiilgede @, b ja @
kaudu pidades silmas, et @ + b + € = 0.
Kolmnurga mediaanide 16ikepunkt.

T b

1.30/00M = L 4+ 2
a b

—

> C
1.31. Kolmnurga sisenurkade poolitajatega kollineaarsed vektorid: p; = — —
N c
b . da ¢ , b a . . :
—, ¢ = — — —, 1 = — — —; vilisnurkade poolitajatega kollineaarsed
b a c b a
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vektorid: p; = < ,q2 a+£ Ty E—i_g'
a a
o %Vﬁuﬁm‘é
1.32.| AD = .
y,@y+yﬁ|
— - - > 2, 757 >, 357
1.33. DlA = —(C + 56,), DQA = —(C + 5—6,)7 D3A = (C + 5—6,)7 D4A =
4
Y] m - n
1.34] AD — b+ Z.
TrlH_nl m+n1 1 1 1 — 1 1
2a 20 2a_) bb IR 2a  92p 2a 92}
1.36.@:6”;17,@:“;1),075:b;“,ﬁ:_“‘;b.

T+ b -0 b+
1.37.VtJ00n1.12]\—/[1_4>1:—a—; ;JT@:“Z MO = ;“;J\ﬁ:
b—a

5
1.38.| Diagonaalide lglkepunkt N
41 — 2k 21 —4k
1.39.| BC — - CD = -
1.41.ﬁ:m;p_”;q.
b, - b— b, - .
1.42{BC =23+ b, 0D =7, AC="""3 4+ ¥, BD=-3+ .
a _a
1.44)DE = -3, EF = —7: (Tﬁ—?—p, FA= ﬁ’ a’
145 thoonhl ﬁ—p—l—q B_2q AE =2q — ;2)3?:1@:

= j}% ﬁ —1; ﬁf@ = —2. Suhtel BB? pole motet, sest vektorid

Onm

1.46.

1.49.

ttekolhneaarsed

3, 1, 1 1, 1_,
@:—m—l— zﬁ m—i—nﬁ - —|——n;ﬁ:—m——n.
2 2 2 2 2
E D
C
q
p B
Joonis 1.12 Joonis 1.13

BC = B'C' = §;CD = C'D = = AB = DC' = § + 7; AD' =
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ok
(S
[\
<
=l
I
S
+
| Q)
|
S
3l
I
_|_
| Q)
|
=
2
I
+
GRS
|
o}

T =l
=
=

&

=] =
O | O
b | ot

~— 2
—
(=}
~—

—
ot
ot
w o

ot
_[Y =

SR R At

—
v
(=)
S o)
Il
[\ N DO
+ o+
o
S
I

[y
[S)4
a

—
,—3); BN = 3); CP = (—3,1,0).

=50d +4 b d =47q —

on li neaarselt soltumatud; 2) vektorid @, b ja ¢
1 - .
5_’+ 3 b 3) vektorid @, b ja € on lineaarselt

8

1.69./1) Vektorid

, b
on lineaarselt soltuvad ¢ =

—

soltuvad, kuid vektor € ei ole esitatav vektorite a b lineaarkombinat-

sioonina, kuna nad on omavahel kollineaarsed, aga Vektor E’ el ole nendega

kollineaarne; 4) vektorid on lineaarselt soltuvad; ¢ = —d — b.

—>
a
— .

a
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IT peatiikk. Reeper ja punkti koordinaadid

(b —)=\N2C—a)voi (b — @) x (€ — @) = 0. Tingimus viljendab
vektorite zﬁ ja z@ kollineaarsust.

2.2. Kolm punkti on kolhneaarsed

2.3. (b —a)+6(¢ - a)—i—’y(d — @) =0, kus o® + 3 ++* £0.

1
2.4 Mirkus. Eelnevalt leida raskuskeskme kohavektor C' = §(a1 +ay + az),

kus a7, a3, a3 on kolmnurga tippude kohavektorid vabalt valitud alguspunkti
korral.

Roopkiiliku diagonaalide loikepunktis. Lahend on ainus. Mérkus. Iga
roopkiiliku puhul alguspunkti mistahes asendi korral kehtib seos a; + a3 =
a3 + a3, 8.0 a1 + a3 + a3 + ai = 2(a3 + a1).

2.6]d =T+7-0.

2.7.| Mdrkus. Koigi kolme loigu keskpunktidel on sama kohavektor C =

a1 +as + a3 + ay), kus ay, as, as, a; on tetraeedri tippude kohavektorid.

h Markus. Tahistame antud masspunktlde kohavektorid (vabalt valitud
koordinaatide alguspunkti korval) ay,as, as, . . ., a,. Toestame, et nende ras-

kuskese on méiratud kohavektoriga C = —(CTI +as+az+...+a,).
n

Vt. joon 2.16]

~<_ _ T T
~ < 2
~~__ |3
T~
1
1
V2
T F T C T
e —
Joonis 2.16
2.10.|1) 2 =2;2) 21 =2, 29 = —2; 3) &1 = =2, 29 = 4; 4) 11 = 2, x5 = —3;
5) 21 =0, x5 = 3, 3 = 1; 6) 1y = 29 = —2; 7) vorrandil on imaginaarsed

lahendid, imaginaarsete koordinaatidega punkte ei saa konstrueerida.
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[2.11]Punktid asetsevad: 1) punktist M (2) paremal; 2) 16igul [M;(—1), Ma(1)];
3) punktist M (5) vasakule suunduval kiirel [M(5), —o0); 4) viljaspool 1oiku
[M(—4), M2(3)]; 5) vahemikus (M;(—4), M3(3)).

2.13]1) —2;2) 5, 3) —8: 4) —2ja 2 5) —1ja5;6) —7ja —3.

2.15/1) 8 2) 5; 3) 4.

Vt. joon. 2.17]

A
N/
N{D !
Ky o % i
| ol o
G B
P He | L
‘
C
Joonis 2.17
2.17] A,(2,0), B.(3,0), Co(=5,0), Du(—3,0), Ey(—5,0).
.18 A,(0,2), B,(0,1), C,(0,~2), D,(0,1), E,(0,—2).
2.19/1),3) L IIT; 2),4) 11, 1V; 5) LIL IV; 6) 1L, 111, IV; 7) 1, IIL,IV; 8) 1, 11, 111
2.20./1) (—z,—y); 2) (z,—y); 3) (—z,9); 4) (y,2); B) (—y, —x).
2.22. 1) (172)7 ) (_37 _1); 3) (27_2); 4) (275)7 5) (_37 _5); 6) <_a7b)'
2.24]1) (3,2); 2) (—2.5); 3) (4, -3).
2.25]1) (=5, —3); 2) (=3,4); 3) (2,—7).
r=yjazr=—y.
2.27]1) Mi(1,5) ja My(—5,5); 2) Mi(—2,8) ja My(—2,2).
2.28.|1) B(5,0); 2) B(—2,3); 3) B(4,0).
5} 3
2.29.1) d = _ 2 Gno— —2 9y d— 3
; 1) d = 13, cosp 3 Slnj 3 2) d =10, cos¢p 7o Sing
~F 3)d=5,cosp=—,sinp = =
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pmA—B) =2, py@ = —1. Markus. Loigu projektsioonid telgedel on vord-
sed otspunktide samanimeliste koordinaatide vahedega. Projektsiooni méark
soltub sellest, kas projektsiooni suund langeb iihte telje positiivse voi nega-
tiivse suunaga.
1G,-1).
m 2.34.|1) 5; 2) 13; 3) 10.
E 2.35]1) 3; > ~3.
) (=9, ) 2) (=9, 7).
237 ) (—15,-12); 2) (1, —12).
8. 1) ja 2) asetsevad, 3) ei asetse.
5;
(

—_ =

2
9. 1) 5; 2) 10; 3) 5; 4)\/_ 5) 2v/2; 6) 13
M(5,0).
1) M, (0, —3); M>(0,—9).
2.| Ulesandel on kaks lahendust: y; = 11, yp = —1.
(1,10) ja (—11,10).
<_1v _2)'
M(-1,-2).
18x — 8y = 53.
2.47] AB = BC =CA = 4.
2.49) M (—5,4). Markus. Punkti M leiame tingimusest: AB = M B ja AC =

A RE
Lo [eo

2.4
2.4

2.50]1) (0,0), (1,0), (1,1), (0,1) véi (0,0), (=1,0), (—1,1), (0, 1) véi (0,0),
(—=1,0), (=1,-1), (0,—1) voi (0,0), (1,0), (1,—1), (0,—1) soltuvalt sellest,

1 1
millised ruudu kiiljed on voetud reeperitelgedeks; 2) (5\/5, O), (O, 5\/5),

1 1 11 11 1 1 1 1
(5v20): (0-22) 9 (3:3) (-33) (-2-3) (373)
C(2x2—x1, Y1) ja D(z2, 2y1 —y2) vOi C' (21, 2y2 —y1) ja D' (221 — 22, 42)-
D1(2,1), Dy(—2,9), D3(6,—3). Mdrkus. Neljas tipp voib olla iga tipu
vastastipp ning seetottu on iilesandel 3 lahendit.

2.53]1) D(—4,—1); 2) D(—3,1). Mdrkus. Kasutame abipunkti - diagonaalide
loikepunkti.
2.54] D(11,7).

2.55. A(—4,0), B(4,0), O(1,3), (—1,3),M<O,%),S(O,4).
(-

2.56.(6,0), (3,3V3), (=3,3V3), (=6,0), (=3, -3V3), (3, -3V3).
mm 111, V, VII; 2) IL, 111, V, VIIT: 3) 1,11, VII, VIIL; 4) 1,111, VI, VIII; 5)
11,1V, V, VIL

1) LIIL, V, VII; 2) 11,1V, VI, VIIL; 3) I, 111, VI, VIL; 4) 11,1V, V, VIIL; 5)
111, IV, VI, VII.
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2.60]1) (4,3,0), (—3,2,0) punkt C' asetseb xy-tasandil, jarelikult tema pro-
Jekts100n sellel tasandil iihtib punkti endaga (0,0,0); 2) (4,0,5), (—3,0,1),
(2,0,0): 3) (0,3,5), (0,2,1), (0, —3,0): 4) (4,0,0), (—3,0,0), (2,0,0), (0,0,0);
5) (0,3,0), (0,2,0), (0,—3,0), (0,0,0); 6) (0,0,5), (0,0,1), (0,0,0).

2.61]0OA=6;0B = 14;0C = 13;0D = 25.

2.62]7, 13, 5.

(5,0,0) ja (—11,0,0).

2.64]N(4,1,1).

m 2.65. A(—1,2,3).

[2.66] AL = (—4,3,-1), BA = (4,-3,1).

.67]AL = 67—57+?;B?* — 3T 44T 42k CA= 37T+ —3%.
Ei ole voimalik, kuna antud koordinaatidega vektorid on vabavektorid.

Kolmnurga paralleelnihkel ruumis tema kiilgede projektsioonid telgedel ei
muutu.

| B(6, -4,5),0(9, —6,10),CA = (-7,1, 7).

m / My M3M> on niirinurk.

Roopkiiliku neljas tipp voib olla iihes jirgmistest punktidest: Dy (—3,4, —4),
Da(1L, —2,8), Ds(5,0, —4).

D(9, —5,6).

Markus. ? S — 7 s.o. kiiljed AB ja DC on vordsed ja
paralleelsed.

(a,a,—a), (a,—a,a), (—a,a,a), (—a, —a,a).
Vt. joon.

B81]1) d ~ 721; 2) d ~
877 3) d ~ 6,79; 4) d ~
481
2.82.w = ~.

3

d1 = 27 d2 = 3. Mar-
kus. (Vt. joon. [2.19). d; =
MP = AMsin(r —w) =

1
Joonis 2.18 ysinw = 4-5 = 2
oonis 2. b = MQ = AL =
OAsin (mr —w) = xsinw =
1
6.~ =3.
2
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M1(372)7 MQ(_?’v 2)7
Mg(—3,—2) ja M4(3, —2) Mdr-
kus. Ulesandel on neli lahendit, kuna
pole méaratud, millises veerandis

punkt asub.
2.85./1) X = —6, Y = 6v3;2) X =
3V3, Y =-3;3) X =2,V = —V2.

26 -2
3V3—4
2.87. V3 .

2
2.88.

2.90.

4.
11) —5; 2) 5.
(£3, +3),

(0,+3),

2.91./ A(0,0), B(1

2.92. CE( 1,
) (!
0.¢(g1): 20

C(5,3),

<ao(

A(0,0), B

2.93.

7

2
2.94. D(0

r — I

2.96. \ =

2.97.

2.98.

A5 =

3

2.99. (ABC) = —=, (ACB) = -

o

DO o

2.100.| (ACB) = —1—), (BAC) =

>

(CBA)

2.101.

2.102.

(BCA) = g (BAC) = -2

VASTUSED

Joonis 2.19

()
4,-1).

) (—a,0), (—%a,—%?)a), (%a,—%Sa).
n.0(5.3)5(03)

AC

)\3:O—B:—4,)\4

1+/\ 1

(BOA) = ——=, (CAB) =
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A p 420

2.103. (ABR) = At

2.104.]Vt. joon. A=X;
A X B )\::ﬂzo
-— A XB AB

Joonis 2.20 ~ XB BB

—1.

xl—i—l‘g

2
3
2.106. 1) 6:2) —7. 3) 0.
1+ Axs
2.107|r = ——.
TR

21 21 9
2.108./1) R 2) = 3) 0; 4) 3; 5) 5

2.100. B(—4,2).

2.110]1) %7; %) _?; 3) %; 1) 7: 5) 3: 6) 0.

2.112.[1) M(—11); 2) N(13).

(5) ja (12).

BI14] A7) ja B(—11)

7.

2.116.]x ~ 52,8 cm (tépsusega kuni 1 mm). Mdrkus. Tugipunkt peab iihtima
kangi tasakaalupunktiga, s.t. mojuvate joudude rakenduspunktide vaheline
l6ik tuleb jaotada nende joududega poordvordelisteks osadeks.

x = 1,05 m. Mdirkus. Toele B mojub poole lati kaal, s.o. 40 kG.
Jarelikult koormusest 200 kG voib toele B langeda 110 — 40 = 70 kG ning
toele A iilejaanud 130 kG. Votame punkti A koordinaatide alguspunktiks
ning jaotame 16igu AB suhtes 70 : 130 = 7 : 13.

2.118.| Mitte ldhemale kui 47,5 cm.

2.105.|x =

v—-11 1 . v 9
— ja ;1) — tan” «,

2.119.[|Kuus erinevat viartust: v, v—1, 7
]/ JR—

v 'v1l—v

—sec? a, esc® a, — cot? @, cos

11
2.120./1) 0; 2) 3 3),5) ei ole médratud; 4) 1.

Za, sin®o; 2) —1, 2 ja 5

1 2 4
2.121.|C" <§>, B’ (35), A <1§> Mdrkus. Kui punkt C' jaotab loigu AB
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suhtes A, siis punktiga C' neljas harmooniline paari A ja B suhtes jaotab

sama loigu suhtes -\.

2.122.|D 5
5

2.125.| Mdirkus. Leida suhe, milles 1oigu A3 A4 keskpunkt jaotab loigu A; As.

1
2.126.(1) 1:2) —:3) —

2.1271) (§B§> %) (;1,.5)/;12) (-%%) 4) (ig)

BA 2
2.128.| )\ —2:\ A _Z
N To R 031133 AC T 7
2.129./1) (—1,5); 2) (0,0); 3) (5,5).
2.130.| B(0, —7).
13Tz =4,y = -3

Kiilgede AB, BC ja AC keskpunktid on vastavalt (2,—4), (=1, 1),
(_272)'

R.133] M(4,-2,5), N(2,1), O(1,—3.5).

1) <_47 5)7 (87 1)7 (07 _3); 2) (_37 3)7 (77 5)7 (_37 _3); 3) (17 _3)7 (37 1)7

—5 7).

\/_ VT ja V41,
2 136.

2,137, AD = Y201,

2.138.[1) Al(() 6)2 By (5,5),C1(1,7);2) Ay(4,25,—-3), B1(8,—3,75), C1(4,75, —5,25).
2.139.]1) C(10,9), D(4,-4); 2) (5,-3), (1,-5); 3) C(10,5,10), D(4,—3).
Mdirkus. Roopkuhku diagonaalid poolituvad loikepunktis. Kui on antud 16i-

gu teine otspunkt ja keskpunkt, voib otsitavaid tippe méaérata kui 1oigu ots-
punkte.

[2.140.] A3(—4, —1), Ay(1, —4).
S14T) 1) (1,31 2) N (13
21212 1) 6.1
5345 (0, 1), D(1, 1)
2.144] A(-1,0) JaB(5 6).
2.145] A(3,-1) ja B(0,8).

2.146. M;(5,4,2,8), Mx(7,8,3,6), M5(10,2,4,4), My(12,6,5,2). Mirkus. Jao-
2 2 4
tame 16igu AB neljas erinevas suhtes: A\ = e Ao = 3’ A3 = 3’ A = T

2.147.| (—2,1). Markus. Otsitav punkt jaotab iga mediaani tipust arvates
suhtes 2 : 1.

11
2.148. ——,—O .
(-5%)
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3150 M(—1,0) ja C(0,2).
2151] By(11,0), C4(8,11,5).

Markus. Otsitavad tipud jagavad loigud AB ja AC suhtes A = ——

2152 AR: KM =3, BE: KN = °

Markus. Votta vektorid E ja E afiinse reeperi baasivektoriteks.

M(1,2).
Markus. Téhistame suhte, milles otsitav punkt M (z,y) jagab diagonaali,
tdhega A. Seda suhet voib arvutada punktide A, C' ja M abstsisside voi
ordinaatide kaudu. Kuna molemad suhted peavad olema vordsed suhtega A,
saame vorrandi, mis seob koordinaate z ja y. Teise vorrandi saame, vottes
abstsisside ja ordinaatide suhted vordseks suhtega A;, milles punkt M jagab
diagonaali BD.

1
2.154. (4—, 1).
|\ 2
2.155.| —1 : 3, punktist B arvates.

2.156. D(8, —18). 4
(2, —1,-1), (=1,-2,2), (0,1, —2). D
2. 158 7. F R

2.159]C(6,1,19), D(9 — 5,12). %H

A( 1,2,4), B(8, 42) I

C(15.2), DE.21), EG.-10), C

F(7.—4,—1

B.I6%] 0 —

5.163] (0.1, —2).

2.164) B(10,0,2,6).

2.165. Alzz Agzl Ay = — =
2 5

14 4 1 11
2.166.|Ag | —, -8, 12|, Ay | =, —2,2 ), A3 —=,1,-3 ), As | ——,7,—13 |.
0(37 ) ); 2(37 7)7 3( 37a >7 5( 377 )

2.167. Vt. joon. 2.21]

1), 2), 3) ringjoontel, mille keskpunktid asetsevad pooluses ning raa-
diused on vastavalt 1, 5 ja a; 4), 5), 6), 7) — kiirtel, mis ldhtuvad poolusest
ja moodustavad polaarnurga 30°, 60°, 90°, .

2.170./1) B (5, %ﬂ) 2) C (5, 4%)

5) 51 2 5w T 47
2.171. 1 1, - 3, — - — : 2 1, — 3, —
) (74)7 (7 3)7 (37 6)7 (p7<10+7r)7 ) (7 4)7 <’ 3)7

)- Joonis 2.21
4, y=—1,2=3.
-2

7
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2.172.

2.173. (5,—f>, 2.2:).
2 3

2.174. (1,

2.175.

10/3

Ny==x

(S

Joonis 2.22

)

0
+1 | 1
+2 | 4
3 | 9
+l/| 1
+1/4

4

"H

Joonis 2.24

), (1,-2), (5,1)
4,—%% , (3,m—2).

2)y=x—-5

r 1Y WY

0 | -5 /{
1 | -4

2 | -3

5 0

6 1
—1| -6

Joonis 2.23

VASTUSED

Y)y=(r—1>+2

Y
3
2
3
6

—_

1

o -

2

Joonis 2.25
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5)y = a° 1
T |y t 2y = 22
0] 0 R4
1 1 x Y
2 | 8 +1 [ 1 |
3 | 27 +2 | 1/
T +3 | 1o
-1 —1 +4 | Y6
-2 =8 R R
—3| —27 +lp| 4
U I +151 9
Lo | s +1 16 | = | N7
Joonis 2.26 Joonis 2.27

3 0

2.178.|d = \/Q% + 05 — 20102 cos(p2 — ¢1).
2.179.)d = 1.

2.180.] AB = /3, CD =10, EF = 5.
2.181. M;(1,0) ja My(7,0).
2.182.[9(17 — 4/3).

2.183.[2(13 + 6v/2).

2184 AB=BC =CA=T.

1 .
2.185..5 = §P1P2[Sm(¢1 — 2)].

2177 (0,0), (V3. 7). (20.5). (v3.3), (o.37). (0.5

)

105

Madrkus. Kolmnurga pindala arvutamiseks kasutame trigonomeetrilist vale-

mit: S = %ngg sin(p; — @9).
5.

S =1.

2.188. 28V/3.

2.189.[ 5 = 6(5v/3 — 3).

Mdrkus. Teha joonis ja arvutada otsitav pindala, kasutades kolmnurki, mille

iiks tipp asetseb pooluses, s.o. kolmnurki OAB, OBC, OAC.
2.190.3(4 3 — 1).

6

2.193/1) 3; 2) -3; 3) 0; 4) 5; 5) -5; 6) 2.
2.194.| Punktid A ja C' asuvad koveral, punkt B mitte.

2.192. 1)d:2;¢:g;2)d:6790:—%;3)d:4,<ﬂ:—7r.
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1) zy =4
xz Y
1 4 Ay
1/ 8
1/ 16
r—0]y— o0
2 2
1 L
3 15
4 1
6 2/3
8 1/
1] 4
1/ —8
Joonis 2.28
4x
)y = x?2+1
“y

Y x Y

0 |—-1] =2

2 | =2 8

V&

/0| 1| 85
16/17 | 1/5 | 12/10

Tk W N~ OR
oo
o

Joonis 2.29
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Kovera vorrandis puudub vabaliige.
1) Reeperinurga poolitaja; 2) teise ja neljanda reeperinurga poolita-
ja; 3) molemad nurgapoolitajad; 4) imaginaarne kover, millel on iiks reaalne
punkt — reeperi alguspunkt; 5) ringjoon, mille keskpunkt asetseb reeperi al-
guspunktis ning raadius on a; 6) sirge, mis on paralleelne abstsissteljega; 7)
kaks sirget, mis on paralleelsed y-teljega; 8) kaks reeperitelge; 9) kolm sirget:
ordinaattelg (x = 0) ja sellega kaks paralleelset sirget; 10) kaks sirget: iiks on
paralleelne ordinaatteljega (x + a = 0) ning teine paralleelne abstsissteljega
(y—b=0).
Vt. joonised [2.22}2.26]
Vt. joonised 2.27H2.29

Vt. joon. 2.30]
Y Markus. Vorrandist jareldub vahe-
tult, et kover on siimmeetriline y-
telje suhtes ega loika z- telge (y = 0
ei rahulda vorrandit). Kui a > 0,

asub kover tervikuna3 iilemises pool-

x tasandil: y = 41(128;:—3:2' Viimasest
avaldisest ndeme, et abstsissi z kas-
Joonis 2.30 vades kahaneb ordinaat y. Kui x =

0, siis y = 2a. Peale esialgset uuri-

mist midrame veel arvutamise teel moned jooksvad punktid ning veendume,
et koveral on joonisel 2.30]esitatud kuju. Kovera konstrueerimiseks tuleb anda

konstandile a mingi vairtus.

2.200.] Vt. joon. 2.31]
2.201.[ 1) Ringjoon, mille keskpunkt asub pooluses ja raa-
dius on 5; 2) poolusest lahtuv kiir, mis moodustab polaar-

teljega nurga g; 3) poolusest ldhtuv kiir, mis moodustab

T
polaarteljega nurga _Z; 4) sirge, mis on risti polaarteljega

ning eraldab sellel 16igu a = 2 (arvestades poolusest); 5)
sirge, mis asetseb iilemisel pooltasandil, on paralleelne po-  Joonis 2.31
laarteljega ning asetseb sellest 1 iihiku kaugusel; 6) ringjoon, mille keskpunkt

on C1(3,0) ning raadius 3; 7) ringjoon, mille keskpunkt on Cj (5, g) ning

raadius 5; 8) joon koosneb kahest poolusest ldhtuvast kiirest, kusjuures iiks
: T . 5 :

moodustab polaarteljega nurga —, teine nurga —m; 9) joon koosneb kont-

sentrilistest ringjoontest, mille keskpunktid asuvad pooluses ning raadiused

. m . . .
arvutatakse valemiga r = (—1)" - — + 7n, kus n on suvaline mittenegatiivne

6
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taisarv.

(v, £33

0 0
/12
mfe | /2~ 0,26
T/a | 73 2 0,39
/3 | Tfe & 0,52
T | T4 0,79
27/3 | 7/3 &= 1,05
37/a | 378 = 1,18

VASTUSED

2.202.| Vt. joon. [2.32] ja tabel.

T | mha 157 Joonis 2.32
57r/4 e
47 /3
3m/2 | 37/a =~ 2,36
57r/3 R .
2m ~ 3,14
57 /2

3r | 37~ 4,71

4 | 21 ~ 6,28

o Joonis 2.33

Mdirkus. Kui anname polaarkoordinaatidele negatiivseid vaartusi, saame ko-
vera teise haru, mis on mérgitud punktiiriga. Konstrueerimisel pole vajadust
arvutada kohavektori ligikaudseid vaértusi, piisab, kui votta loik pikkusega

7 ning leida ndidatud osad.

2.203.| Vt. joon. [2.33] ja [2.34]

67 (vt. joon. [2.35)).

[2.205.] Viieks osaks (vt. joon.
2.206. Vt. joon. 2.37]

2.207.] Vt. joon. 2.3§ ja 2.39]

Vt. joon [2.40]

[2.210.] Vit. joon. 2.41] (81,4).

x = a(t —sint); y = a(l — cost). Lahendus.
Vt. joon.2.43l 1 = OA=0OB—-—AB=MB—-MP =

2.204.| Pooluse juurde jaava loigu pikkus on g ning iga jargmise pikkus on

=a(l — cosy)

Joonis 2.42
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109

p=3p
Joonis 2.34 Joonis 2.35
p=20
0 R o7
> p — ;
Na\ .
C
Joonis 2.36 Joonis 2.37
pP=73
p=-7

Joonis 2.38 Joonis 2.39
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VASTUSED

v

Joonis 2.40 Joonis 2.41

at —a-sint = a(t —sint); Y = AM = BC = PC =
a—a-cost=a(l—cost).

)
C
: P
OA B i

Joonis 2.43

2.212.| Vt. joon. [2.42] ja tabel.
2.213.| 2 + y*® = &*”, vt. joon. [2.44] Lahendus.

x=MB-cost = BP-cos’t = AB-cos’t = a-cos’ t;
y =AM -sint = AP -sin’t = AB -sin®t = a - sin® t.
Seega saime astroidi parameetrilised vorrandid: x =

a-cos’t jay =a-sin®t. Elimineerides nendest kahest vorrandist parameetri
t, saamegi vastuses antud astroidi vorrandi.
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%2 0
Ay
0 0
T
12
T
— B P
6 7
% t
T a S
3 2 Vi1 z
T O z
2 Joonis 2.44
27 3a by
3 2 o
3T
4
B P

2a
Y08 C
4
4 M T
3 O A |ID
3T a Joonis 2.45
2

Vt. joon. [2.45]

Miirkus. Ristkiiliku tipp P kirjeldab liikumatu ringjoone, mille raadius on
a

OP = a. Punkte P, M ja C labiva ringjoone raadius on — ja viimane veereb

ilma libisemata mooda esimest ringjoont. Et selles veenduda, on kiillaldane
toestada, et — MP =— PD.

Vt. joon. [2.46]

Vt. joon. 2.47 = = a(cost + ¢ - sint); y = a(sint — ¢ - cost).

Markus. Kuni mahakerimiseni niidi otspunkt asetseb punktis ). Mahakeri-
misel pingutatud niit {ihtib ringjoone puutujaga, kusjuures puutuja pikkus
on PM =— PQ = at.

2.217.
2.218.

(z° + y?) = 2a*(2* — y?) véi 0® = 2a” cos 2.
22y = (y + a)Q(b2 — y2). Markus. Et teha kindlaks seos muutuva-

te koordinaatide ja antud parameetrite a ja b vahel, kasutame kolmurkade
sarnasust.
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Joonis 2.46 Joonis 2.47

2.219.| y(z* + y*) = a(2® + y?). Vt. eelmine iilesanne.
2.220.| p = 2r cos® ¢ voi (2% + y*)? = 2ra’.
2.221.| Kahe ringjoone kaared on: 1) (z — a)® + (y — a)? = 2a*, kui y > 0 ja

2) (x —a)®>+ (y+a)* =2a% kui y < 0.
[2.222|Lahendus (joon.[2.48).
AY Vastavalt kovera definitsioo-
M nile: OX = 0OA + AX =
OA + AB. Avaldame OX,

OAja AB: OX = /2% + 12,
2ax

Y
OA =2acosyp = ,
Var+y?
2ay
¥ 2r B T AB = +2asinp = +——
) ! > /22§ 42

(+ kui ¢ > 0 ja jarelikult
y > 0; — kui ¢ < 0 ja jare-
likult y < 0). Asetades saa-
dud loikude avaldised pohi-
vorrandisse, saame2

5 ax
Joonis 2.48 VETY = aag

2ay
NeEaw
2ay = 0. Téaiendades x ja y
sisaldavad liikmed tdisruutu-
deks, saamegi vastuses antud

voi 22 +y? —2ax+
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33'3

ringjoone vorrandi. Vastus: y* = .
2r —x

0 = asin 2y voi (r*+y?)* = 4a*r*y®. Kover kujutab nelja kroonlehega
0it siidamikuga koordinaatide alguspunktis, s.t. koosneb neljast koordinaati-
de alguspunktist lihtuvast aasast.

0=acosyp+bvoi 2° + y* — ax)? = b*(2* + 9?). Kogu kdvera saame
ainult siis, kui punkt A joonestab kaks korda ringjoone.

2.225. f(x,y) = 2ax — a”.

2.226.1) f(z,y) = 2ax; 2) f(z,y) = —2az — a’.

2.227.| f(z,y) = 42* + 49° + 2d°.

2.228.| f(x,y) = 42° + 4y* — 4ax — day + 4a®.

III peatiikk. Mittelineaartehted vektoritega

27
{1) 7;2) 14; 3) 12; 4) 26; 5) 4; 6) X 7) 13.
. (327())7 (_87());
3.3] (0, —8) voi (0, —2).
5.2) v (2,2)

[3.5.] 5.

3.6] P =15+5v5; 9 = 25.

[3.7.] 150.

V2.

AB =BC; S =T.

[3.10. 20.

B.11.]74.

3.12. Cl(—7, —3), Dl(—6, —4) VOl 02(17, —3), D2(18, —4)

3.13. C1(—2,12), D1(—5,16) voi Cy(—2,2), Dy(—5,%).

3.14| AB = DC ja AB || DC; h = 2,2. Markus. Korguse arvutamiseks
avaldame pindala kahel erineval viisil.

12,5. Napunéide. Hulknurga pindala arvutamiseks jagame hulknurga
kolmnurkadeks.

2
3.16.{1) 20; 2) —\/7_; 3) 0; 4) 18; 5) —3.

ol s
b

3.17| 77 = —5. Lahendus. 27 = (37 — 27 = —5)(P +47¢) = 3> +
1297 — 2P ¢ —8¢? =3 — 8 = —5, sest vastavalt tingimusele p? = ¢% =1
jaPqd=1¢qp =0.

318 7] =

9.
3.19.|P| = v a2a® + B2? + 722
|d) =5
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3.21.

3.22.

3.24.

3.20.

VASTUSED

7
3 ' —>—>
Midrkus. Leida skalaarkorrutis p ¢ ning teha kindlaks, kas see on null.
a= j:i

)
a = 40.

1) —6;2) 9; 3) 16; 4) 13; 5) —61; 6) 37; 7) 73.
7| = 10.

143.

104.

3.30.

3.31.

3.32.

3.33.

3.34.

3.35.

3

12| = \/5’2 + 5228 cosy. Markus. Nurk Z(@ D) on kolmnurga

vilisnurk, tema tdiendnurk on téhistatud ~.

|Z + 7| =15; |7 — 7| = V/593.

12
’m‘ = 0; ‘E‘ = T\/g Markus. Koigepealt tuleb mediaani ja

—
korguse vektor iihikvektorite kaudu ning seejarel {ihikvektorite kaudu: AM =
ﬁ + %B? ja ﬁ = E + Bi%, kus A tuleb arvutada ﬁ ja B? ristseisu

tingimuse jargi.

3.36.| Mirkus. On kiillaldane niiidata, et rombi puhul, kui |@| = ‘3) diago-
naalide _s;kalaarkorrutis on null.
3.37. ‘R‘ — V37,
3.38.| Resultantjoud on vordne nulliga.
3.39.| (7, 7) = %.
25
3.40.[| A = z; B = arccosi ja C' = arccos —.
6 ’ 2 3
3.41.||7| =7, cosL(T i) = = Cos (2, 7)= — = cos (2, k)= 2
2
3.42.| o = arccos —.
VT
3.43.[cosp = %. Markus. Avaldada koigepealt mediaanid kaatetite kaudu.
3.44. cosa = %. Markus. Avaldada mediaanvektorid servvektorite kaudu.
3.45.pyp 7T = %, cosZ(yi)= L cos (Y, J) = BT
3.46.| Ei. Ulesande tingimustest jireldub, et vektor @ + % + Z 4 @ on risti
projektsioonteljega.
—> b —)_> —
3.47|BD = =7 — b
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— _’3_) —
3.48. I — Cﬁ,—2 Z—b.
3.49. Tasand mis on risti vektoriga @ ja eraldab sellel alates punktist A

loigu pikkusega iy
a -
m Kahe sellise tasandi loikesirge, mis on risti Vektorite a@ ja b sihtidega

ning eraldab nendel alates punktist A vastavalt 101gud — Ja —

b’
3.51. C—H> ; Mdrkus. Punkt II jaotab hiipotenuusi AB suhtes
AH - H @ A —/\a . \
3.53.|CD? = a2+ 2 %, kus a, b, ¢ on kolmnurga kolme

14+ A 14+ A (14 \)?
kiilje pikkused.

Mdrkus. Iga vektor esitada tema algus- ja lopp-punkti kohavektorite
kaudu.

[3.55.] Miirkus. Vt. eelmist iilesannet.

[3.56.] Roopkuliku diagonaalide ruutude summa on vordne kiilgede ruutude
summaga.

J Siin on kaks voimalust: 1) vektor b on risti vektoritega @ ja C; 2)
Vektorld @ ja ¢ on kollineaarsed.

1) Ei kehti, sest vektori @ korrutis arvuga a ei ole arv, vaid on vektoriga
a kollineaarne vektor; 2), 5), 6), 7) kehtivad; 3) ei kehti (vt.1); 4), 8) kehtivad
ainult kollineaarsete vektorite korral.

3.61.[1) —3;2) 0; 3) 1.

3.62.] 7 = (6,4).

3.63.[1) 181; 2) (—194,12).

3.64.1) V137; 2) 5; 3) 11; 4) V2.

3.65.|5; 10; 5; 13.

3.66. 1) 5: 2) V/34; 3) 13; 4) V2.

3.67.|(14,0) ja (0, %))

3.68. M1(6, 0) ja M2<_2, 0)

3.69.| M;(0,28) ja My(0,—2).

3.70. (0, —10).

3.71.(7,0), (=17,0), (0,9 + 10v/2), (0,9 — 10v/2).

3.72] AB = 5; BC 4 13; CA = 8V/2.

3.74. Ulesande tingimust rahuldavad kaks ruutu, mis on siimmetriilised kiilje
AB suhtes, iihe ruudu tipud on Cy(—5,0), D;(—2,—4) ning teisel ruudul
(C5(3,6) ja Do(6,2).

[3.75.] 137.

B(0,4) ja D(—1,-3).

34.
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3.78] B(2,5) ja D(16,3).
3.79./1) 45°; 2) 90°; 3) 135°; 4) 180°.
3.80./1) cosp =0, sinp = —1, ¢ = 270° 4 360°k;

2) cos 5 sin ! arccos ( ; ) + 2k
= ——, pr— —7 pr— —_—— 7-[-,
4 1\/ 58 4 1\/ 58 4 Vo8
3) cosp = —, singp = ———, ¢ = 315° 4+ 360°k;
V2 V2
1 : 1 o o
4) cosp = 7 sin p = 75 © = 45° 4 360°k;
1 3
5) cosp = 3 sinp = g, @ = 60° + 360°k;
6) 1 _ 12 .12 Y
CoS p———, sinp = ——, p = arcsin ——— TT;
SO\/ 145 4 V145 4 v 145

k omab koiki taisarvulisi vaartusi.

3.82.) AB = V10; AC = V/50; BC' = V40; AC? = AB* + BC*.

3.83.|1) Niirinurkne; kuna PR? > PQ*+ QR?; 2) tiisnurkne; 3) niirinurkne;
4) teravnurkne.

3.84] 13, 15.

3.85.| LABC = /BAC = %; /ACB = g
3.86.| Mdrkus. Arvutada kolmnurga kiilgede pikkused ning kasutada seejérel
koosinusteoreemi.
3.87. P1(1,0) ja P,(6,0).
3.88./7" = X cosp —Ysing, vy = Xsinp + Y cosp.
3v3 5

3.89./C

311
3.90. (@’ m)
3.91] 8.
3.92]1) (0,6,—0,8); 2) (—0,6,0,8).
3.93.| M,(8,0) voi My(—1,3V/3).
2n(k —1)

2wk —1
- 262D

2m(k — 1)

3.94.| (2o + (21 — w9) cos
2r(k — 1)

Yo + (z1 — o) sin + (y1 — yo) cos
[3.95. a; cosw; + as cosws + ag cosws, ay sinw; + as Sinwy + a3 sin ws.
3.96.| (g + dycospy + -+ + dp cOs P, Yo + dysin g + -+ + d,, sin ).
3.97) 3T = —20.

3.98]1) 31; 2) 6; 3) 0.

3.99. 1) 22; 2) 6, 3) 7; 4) —200.

3.100. 1) 716; 2) —721; 3) —353.

3.101.| 1) (21,42,21); 2) 280; 3) (115, 242, 137).
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1) —524;2) 13; 3) 3; 4) (AB, AC)-BC = (—70, 70, —350) ja AB(AC, BC) =

(78,104, —312).

3.103] |7| = 7.

3.104. ‘3+ ?‘ — 6, )3— ?‘
b

= 14.
3.105.[ dy = 1%(3,47 —12), = L
3.1006.| z = £3.
3.107.| Vektor AB on kaks korda pikem vektorist CA’ﬁ Nad on samasuunali-
sed.

[3.108]5v2; v/34; Va1; 5.

[3.109.1d = 3.

3.110. AlAQ = A1A3 = A3A4 = 14, A1A4 = \/6, AQAg = 3\/6, A2A4 = 2\/5
3.111. (0,0, ).

3.112. (0,1, —2).

B.113.9.
3.114.5 = 8(3 + V/3).
3.115. 1) 90°; 2) 135°.

3.116.[1) cosa =

1
?(6, —2,-3), €9 = —(6,7,—6).

0 11

W =

—: 2) cosa =
21
12
3.117.[1) cosa = —, cos f = —
25
12
cosy = —.
13
3.118.[1), 3) voib; 2) ei voi.
3.119. 1), 3) Ei voi; 2) voib.
[3.120.] 60° voi 120°.
3.121.)a = (1,—1,v2) véi a = (1, -1, —V?2).
3.122.) M, (V3,V/3,V3), Ma(—v/3, -3, —V3).
3.123. 71 = 3+ 4V/3; yp =4 vol x9 = 3 — 4V/3; Yo = —4.
3.124.[c = (—3,15,12).

3.125. (—%7—%,—%).

16 3 4
) €087y = — o 2) cosaw = —

ot Ww

3.126.] 45°.

4
3.127.| arccos (—5)
3.130) o = 6,
3.13L| T = +=(0,—4,3)
3.132) 7 = (—24,32,30)
3.133] 7 = (—4,-6,12)
3.134|7 = (1,1, 1)
3.135/ 7 = (-3,3,3)
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3.136.
3.137.

3.146.
3.147.

3.148.
3.149.

3.150.

3.151.
3.152]
3.153.
3.154.
3.155.
B.156.]
B.157]

3158,

3.159.
3.160.

3.161.
dama j
3.162.

3.163.
2V/3).

VASTUSED

17. Mirkus. Selle jou t66 avaldub valemiga w = 7?
31.

13.
X:—%, Y:—E,Z:—Z.
3 3 3
5.
d=2.
AM =T1.
r=—8, y=0>.
(0,0), (1,0), (2,1), (2,2), (1,2), (0,1).
AB =5; AC =2V21; BC =1T.
Ch <%, —%) voi (%, #) Mirkus. Otsitav tipp C peab rahul-
argmisi tingimusi: CA = AB ja CB = AB.
b

W= —.
3
My (=1,10), My(—13,=2), My(=7+2v/3,4—2v/3), My(=7—2V3, 4+

Midrkus. Koik otsitavad punktid asetsevad antud keskpunktist C' 6

ithiku kaugusel, peale selle iihe diameetri puhul ¢ = w — ¢ ning teise puhul
o=+ — )

3.164.
3.165.

3.166.

S = 3,25.
w = 30° vol w = 150°.

— — — — 4
Nw= g, ler] =2, les] = 1;2) w = g, let] =1, |es] = 1; 3) cosw = e

— —> 4 — —
let] = 2, |ez] = 5; 4) cosw = —5 let] = 2, |ez] = 5.
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3.167] |7| =
3.168) |7| = 0
- 4 1
3.169. ‘bl (-2 1),
55
— | 1
3.170. g1 = 61 =4, g = 622 =9, g12 = ’€l| ‘GQ‘COSUJ =23 5 =3

d=\/g117% + 29127y + gooy? = /4 - (—4)2+2-3 - (—4) - 6+ 9 - 62 = /244
3.171{AB = 6, AC = 4, /A = g
13
3.172. —.
14
3.173.||e1| = 2, |e3| = 1, Z(e], &) =

C)Tlﬂkw|l:\]l>

3.174|A'B' =1, A'C' =5, cos A’ =

3.175.| y = —5. Mdrkus. Lahendamiseks voib kasutada valemit 1oigu AB

pikkuse arvutamiseks iildises afiinses reeperis. Kui A(z1,y1), V(za, y2) ja loik

moodustab x-telje positiivse suunaga nurga ¢, siis valem omab kuju: 270 _
T2 — I

sin _ sinp
sin(w — )’

Sln

5.176] 1) 15
BITT) 77 -

B.078]1) 3: 2 )300

[3.180. Ve ktorlte T ja Y ristseisu korral.

B.182.] o = —15.
Vektorid 3 ja 7 peavad olema kollineaarsed.
B.185. 24.

3.186.)(7+ ) x(Z—¥) = 29 x 7. See samasus niitab, et antud roopkiiliku
diagonaalidele ehitatud roopkiiliku pindala on kaks korda suurem esialgse
roopkiiliku pindalast.

3.187. | @ x 6” ~11.
3188 37.5.
3.189]CD — 3.8,
3.190.|sinp = %
273

—

¢ ja 7 moodustavad parem- voi

3.191.[py 7 = £ olenevalt sellest, kas 7,

ahempoolse kolmiku
3.193. Mirkus. Kasutada samasust: (b — @) x (€ — @) = @ x b + b x
c+7xd
Vasaku kde kolm esimest sorme moodustavad vasakpoolse kolmiku,
parema kie samad sormed moodustavad parema kie kolmiku.
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BIOTI) T x =27 x 2= Zx T =712 TxT= -2, T x 7 =
— T, 2 X7 = —y

.| Ei ole lahenduv kahel Juhul 1) kui b =0 ja @ # 0 ja2) kui @ ja
b ei ole teineteisega risti. Kui @ ja b eiole teineteisega risti, siis rahuldab
iilesande tingimusi lopmata hulk vektoreid 2. Koik nad on risti vektoriga @.

Nende seas on lithim vektor (risti vektoriga T;), mille pikkus on | 7| = %; lile-

jadnud lahendid saadakse antud vektorist, liites talle vektoriga b paralleelse
suvalise vektori. N
[3.202] 7 =37 — 177 — 4%.
3.203.] | 7| = 21.
3.204.| (6, —3,—-3), (—12,-26,—-8), (0,0,0).
3.205.[1) (5,1,7); 2) (10,2, 14) 3) (20,4, 2@.

@ =(=

)

r—tH

(

3.206. (3 x ) x 7,14, -7); @ x (b x ©) = (10, 13, 19).
3.207. 1) (6,—4,—6); 2) (—12,8,12).

3.208.| 18v/2.
[3.209. 14.
3.210. 5.

517
3.211. Sin(p = T
3.212.13-107%%.

3.213.] 5 = V181.
3.214. S = 2V/181.
3.215. (2,11,7).
3.216.| (—4,3,4).

2 1
3.217.[1) 15; cosa = 3 cosff = ——, cosy = —

3
2 2) 28: = —=
; 2) 28; cosa 2

6 2
cos 8 = — cosy = -
3.218.|V66. cosa = L cos } = 4 cosy = T
.218.[ V66. N 755 N
3.220.| Mirkus. Kui vektorid 2, i/ ja 7 on komplanaarsed, siis segakorrutise
arvutamisel voib z asendada 7 Ja 7/ lineaarkombinatsiooniga.
3.224.| Juhul kui vektorid @, b ¢ on iiksteisega risti.

32260 = 4|70 7|
3.227. 1) v = 25; 2) v = 0. Mdrkus. Teise iilesande vastus on ilmne, kuna
vektorid @, b, ¢ on komplanaarsed.

49
3.228.|h = —.
V323
3.229./ 1.

3.230.[1),4) parempoolne; 2),3),6) vasakpoolne; 5) vektorid on komplanaar-
sed.
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3.231] 70 @ = 24.
3.232.| @ b ¢ = £27. Plussmirk on juhul, kui vektorite @, b, € kolmik on
parempoolne, miinusmark — kui vektorite kolmik on vasakpoolne.

3.233]1) —11;2) —7.
3.235.3

11.

3.237) D,(0,8,0); D;(0,—7,0).

3.238.|1), 3) komplanaarsed; 2) mittekomplanaarsed.

T —T1 Yo2— Y1 22— 21

3.239. T3 —T1 Y3 — Y1 <3 — 21| — 0

Ty —T1 Ya—W1 24— 21

3.242. Vordus kehtib siis ja ainult siis, kui on tdidetud vdhemalt iiks kahest
tingimusest: 1) vektor ¥ on risti vektoritega 7 ja Z7; 2) vektorid 7 ja Z on
kollineaarsed.

(Z x @)y = 0. Markus. On soovitatav mitte kasutada kolme vekto-
ri komplanaarsuse valmis tingimust, vaid lahendada iilesanne, elimineerides
vordusest 7 = A7 + py kordajad A ja p. A elimineerimiseks korrutame
vorduste molemaid pooli vektoriaalselt d-ga. p elimineerimiseks korrutame
saadud V(N)rdusg b-ga (skalaarselt).

L ab+ax7? . o -
3.244.| ¥ = =7 Lahendus. Korrutame vorduse @ x b = ¢ mole-
a —
maid pooli vektoriaalselt vektoriga @. Saame (7 X b) x @ = ¢ x . Edasi

— — —
(Zxb)xd=0b(Zad)-2Z(b7q) =
- —
= ¢ x . Arvestades, et 7@ = a, saame a b — 7 (b @) = € x d. Lahendades
e ~ . —>
viimased vorrandi = suhtes, saame toodud vastuse.

3046|770 x )+ B(€ xa)+y(axb)

. Lahendus. Korrutame esi-

=
abe

mest vorrandit arvuga [, teist arvuga « ja lahutame esimesest vorrandist
teise. Saame 7 (ab —B3@) =0,s.t. T L (ab — 5a). Analoogiliselt Z(5¢ —
vb)=0,st % L (82 —~Db). Kui 7 on risti kahe vektoriga, siis ta on kolli-
neaarne nende vektorite vektorkorrutisega @ = A(a'b — 8@) x (3T —~b) =
)\5[&(7)) X C)+B(Cxa)+~(d x _b))] Kordaja A leidmiseks korrutame vor-
duse molemaid gooli skalaarselt vektoriga b ja kasutame vorrandit Zh = B,
saame S\ = a b ¢C.

1) (—46,29, —12); 2) (=7,7,7).

(4,60, 32).

—80.

1) Kui a # 0, siis vordused on samavéirsed, s.o. vordusest 7 = ¥ ji-
reldub @ = o ja vastupidi. Teiste sonadega, vektorvordust voib korrutada
ja jagada nullist erineva arvuga; 2) esimesest vordusest jireldub teine, kui
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vastupidine ei kehti. Vordusest 772 = ¥ 2 jireldub vaid, et (7 — )7 =0,
s.t. (Z—79) L 7; 3) esimesest jireldub teine, kuid mitte vastupidi. Vordusest
T x Z =79 x 7 jiareldub vaid, et (7 — ) || Z; 4) vordused on samaviirsed.
3.

3.254.|a = 15; v = —1/5.

1 2
3.256. 7 = (—5_50> ja? = (__7 70)
17 V17 V17

— —

3.259.[1) @, b ja ¢ on mittekomplanaarsed; 2) [, m ja 7 on komplanaarsed.
3.260.| 3v/10.

6 2 3
3.261.a = T; cosal— = , cos 3 —1 — cosy = = 1
3.262.|1) cosp = —,sinp = —, tgp =1, o = 45°+360°k; 2) cos p = —,
) 190 75 sine = sitee =1y ) cos ¢ 7
sinp = ———, tgp = —1, p = 315° + 360°k; 3) cosp = —1, sinp = 0,

V2
tge =0, p = 180° + 360°k; 4) cosp = 0, sinp = —1, tgp pole midratud,
3

= 270°+360°k; 5) sama, mis 1); 6) cosp = ——, sinyp = ———, tgp = —3.
© ) ); 6) cos g S = g v
2.

3.265./C1 (4 — /3,24 2v3), Ch(4+ /3,2 — 2V/3).

57 5 13 —
3.266. B, (5,5), B, (—5,—3). Mirkus. Poorates vektorit AC' nurga

korda, saame vektori AB.

p = arctan 6 vorra ning muutes ta pikkust

Ccos
3.267. M(—5,4).
3.268. 7 = %
3.269.| Keskpunkt on (—1,—2), raadius r = 5.

2 9v/2
3.270./cos A = %; cos B =4/21; cosC = 1—\2_

3.271. S:g\/ﬁ.
3.272|] X = —-6,Y = -8, Z = —6.

3.273.| D(—5,7), C(O 9) voi D'(—1,-3), C'(4,-1).
8.274]C(4,3), D(—2, —5). Mirkus. OlguM diagonaali AB keskpunkt Tlppu—

de C' ja D ]eldmlseks poorame vektorit MB kord nurga § kord nurga —5

vOrra.

3.275] B(2,5), D(16,3).

3.276. 1) T+ 79 —T3.

3.277|7 =2 ;r ¢
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3.278.

3.279.

3.280.

3.281.

S o 7y GHAT T—AD

:a+(c— ),7“: 1+)\>p: 11—\

d=T-Vb+2, b0 =b-a+3 T =C-T+a,d =C—b+3d'
T+b+7C

r=——g

v = 6. Vektorid ]_5, @) ja R moodustavad vasakpoolse kolmiku, kuna

nende segakorrutis on negatiivne.

3.282. 7

3.284.

3.285.

3.286.

—> —> —>
_,7m1r1+m2r2+...+mn7"n

mi+mo+...+m,
— —> —> —> —
ap X as > az X ayp — ap X a
=S s oS50 S

a1ao0s3 alagag alagag_)
(_2/374/37 _1)7 by = (1/37 1/37 1)7 by = (2/37 _1/37 1)
= (20,9,12); R = 25; cosa = 20/25; cos f = 9/25; cosy = 12/25.

oS S
I
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