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1 Sissejuhatus



2 Tehted vektoritega

Uks analiiiitilise geomeetria tahtsamaid maisteid on vektori méiste. See méiste on
lugejale tuttav koolimatemaatika alggeomeetriast. Enne kui anname vektori tépse
definitsiooni, teeme moned iildisemad mérkused. Peame silmas seda geomeetrilist
ruumi, milles vektorid asuvad. Eeldame, et see ruum on Eukleidiline, see tahendab,
et selles ruumis kehtivad koik FEukleidese aksioomid. Sellest jarelduvad kaks olu-
list omadust, mida me edaspidi kasutame. Esiteks, iga 16igu korral on maaratud
selle pikkus, st mittenegatiivne arv, kusjuures see arv on null parajasti siis, kui
loigu otspunktid langevad kokku, st loik taandub punktiks. Teiseks, iga kahe iihest
punktist 1ahtuva kiire korral on méératud nende vaheline nurk ¢. Tépsuse huvides
eeldame, et nurgad moodetakse radiaanides. Kéesolevas kursuses moistetakse nur-
ga all seda nurka, mis tekib iihe kiire pooramisel teisega kokkulangemiseni liihimat
teed pidi. Sellest definitsioonist tuleneb, et nurk rahuldab vorratust 0 < ¢ < 7.

2.1 Vektori moiste

Tahistame Eukleidilist ruumi tdhega &. Olgu P ja @ selle ruumi kaks punkti.
Kaks punkti méaravad 16igu PQ. Kui sellele 16igule on méasratud suund punktist
P punkti @, siis nimetame 16iku vektoriks ja tdhistame seda kui P(). Seega on
vektori tdhises esimesele kohale kirjutatud punkt vektori alguspunktiks ning tei-
sele kohale kirjutatud punkt vektori lopp-punktiks. Voime Gelda, et vektoriks on
Eukleidilise ruumi punktide jéarjestatud paar, kus punktide jarjestus méaarab 16igu
suuna. Loigul P on olemas ka teine, esimesega vastassuunaline suund, nimelt
suund punktist ) punkti P. Seega saame moodustada ka teise vektori ()P, mis
erineb vektorist P() oma suuna poolest. Vektorit Q? nimetame vektorile P(Q) vas-
tandvektoriks. Juhul, kui punktid P ja @) langevad kokku, nimetame vektorit P
nullvektoriks, soltumata sellest, milline on punkt P.

Oluline l6igu omadus on selle pikkus. Vektori pikkuseks loeme teda méaratleva
16igu pikkuse ja tdahistame seda kui \ﬁj] Seega kehtib ]1@] > 0, kusjuures vek-
tori pikkus on vordne nulliga parajasti siis, kui tegemist on nullvektoriga. Lisaks
tuleneb vastandvektori Q? definitsioonist, et \]@| = |Q¢|

Vektoreid nimetatakse kollineaarseteks, kui nad asuvad kas iihel ja samal sirgel
voi paralleelsetel sirgetel. Kui 1@, S—}% on kollineaarsed vektorid, siis seda tahista-
me jargmiselt PQ || SR. Kaht kollineaarset vektorit nimetame samasuunalisteks
ja tahistame PC) 11 SR, kui neil on iiks ja sama suund, ning vastassuunalisteks
ja tahistame P(Q) 1) SR, kui neil on vastassuunalised suunad. On ilmne, et vektor
ja temale vastandvektor on vastassuunalised vektorid. Kuna nullvektoril puudub
suund, loetakse ta kollineaarseks mistahes vektoriga.

Veel iiks tahtis moiste on vektorite komplanaarsus. Vektoreid nimetatakse komp-



lanaarseteks, kui leidub tasand, millega nad on paralleelsed. Erijuhul, kui kompla-
naarsete vektorite alguspunktid iihtivad, tdhendab vektorite komplanaarsus seda,
et nad asuvad iihes ja samas tasandis. On ilmne, et vektorite komplanaarsusest
saab raakida ainult kolmemootmelises ruumis.

Joonis 1: Vektorite komplanaarsus

Uheks keskseks moisteks vektorarvutuses on vordsete vektorite moiste.

Definitsioon 1. Kaks vektorit @ ja ﬁ nimetatakse vordseteks, mida tahistame
PG = SE,
kui tdidetud on jargmised tingimused:

PG 115K, |PQ|=|SH.

See tdhendab, et vektorid on samasuunalised ja vordse pikkusega.

Maérgime, et vektorite vordsus erineb lugejale tuttavast arvude vordsusest. Kaks
vordsed arvu on sisuliselt iiks ja sama arv. Vektorite puhul see aga nii ei ole, kaks
vordset vektorit ei ole iildjuhul iiks ja sama vektor, kuna iihe alguspunkt voib
erineda teise alguspunktist. Seega on meil olemas hulk omavahel vordseid vekto-
reid. Selle hulga pohjal voiksime sisse viia abstraktse vektori moiste. Kuid sellise
kasitluse korral oleks vektorite teooria korrektseks iilesehitamiseks vaja kasuta-
da hulgateoreetilisi moisteid, nagu ekvivalentsiseos, ekvivalentsiklassid ja nende
omadused. Et seda viltida ja siilitada geomeetriliste konstruktsioonide naitlikus
ja konkreetsus, meie hakkame valima igast vordsete vektorite hulgast iihe kindla
vektori. Seda vektori valikut nimetame vektori rakendamiseks punktist. Selgitame,
mida see tdhendab. Olgu antud vektor ﬁ) Edaspidi tahistame vektoreii> vaikeste
ladina tdhtedega, mille kohal on nool. Nullvektorit tdhistame stimboliga 0 . T&his-
tame vektorit P() stimboliga 7, st @ = F@ Votame niitid mingi teise punkti P,
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mis erineb punktist P. On ilmne, et punktis P’ saab konstrueerida ainsa vektori
— —
P'Q)', mis on vordne vektoriga ]@ Kuna vektorid 1@ ja P'Q)' on vordsed, voime
kirjutada ad =P Q'. Nid iitleme, et vektor @ on rakendatud punktist P, kui me
peame silmas vektorit ]@, ja, et vektor P’—Q>’ on vektor 7, rakendatud punktist
P

Vektori rakendamine punktist on tihedalt seotud teise vektoritega tehtava ope-
ratsiooniga, mida nimetatakse vektor: paralleelliikkeks {ihest ruumipunktist teise.
Vektori @ paralleelliitkkeks punktist P punkti P’ nimetatakse sellist vektori tile-
viimist lihest punktist teise, mille kdigus séilib nii vektori suund kui ka pikkus.
Seega, kui teostame vektori P() paralleelliikke punktist P punkti P’, saame tema-

ga vordse vektori P'Q)'. Edaspidi kasutame monikord vektori rakendamise punk-
tist asemel sellega ekvivalentset operatsiooni - paralleelliiket iihest punktist teise.
On ilmne, et vektorit saab paralleelliikke abil viia likskoik millisesse ruumipunkti.
Peale seda, paralleelliikkel Eukleidilises ruumis on tahtis omadus, nimelt, paral-
leelliikke tulemus ei soltu sellest, millist teed mooda vektorit liikatakse.

Lopetuseks méargime, et vektorite vordsuse moiste voimaldab lihtsustada kol-
lineaarsuse ja komplanaarsuse moisteid. Vektoreid nimetame kollineaarseteks, kui
parast paralleelliiket iihte ja samasse punkti asetsevad koik vektorid iihel ja samal
sirgel. Analoogiliselt nimetame vektoreid komplanaarseteks, kui pérast nende pa-
ralleelliiket iihte ja samasse punkti asetsevad nad iihes ja samas tasandis. Sellise
kollineaarsete ja komplanaarsete vektorite definitsiooni korral voime viita, et, kui
kolmest vektorist vihemalt kaks on kollineaarsed, siis koik kolm vektorit on komp-
lanaarsed. Toepoolest, viime koik kolm vektorit paralleelliikke abil iihte ja samasse
punkti. Seejérel kaks kollineaarset vektorit asuvad iihel sirgel. Sirge, millele jaab
kolmas vektor (eeldades, et ta ei ole kollineaarne esimese kahega), 16ikab esimest
sirget. Kaks teineteist loikuvat sirget méaravad iiheselt tasandi, milles siis aset-
sevad koik kolm vektorit. Kui kolmas vektor on samuti kollineaarne esimestega,
asuvad koik kolm iihel sirgel ning iga tasand, mis selle sirge kaudu labib, sisaldab
koiki kolme vektorit. Seega on koik kolm vektorit igal juhul komplanaarsed.

Tuletame meelde, et vektorile P() vastandvektoriks on vektor () P. Kasutades
uusi tahistusi, voime vektorit P() tdhistada siimboliga . Sel juhul tema vastand-
vektorit, st vektorit Q?, tahistame stimboliga ~-d. Seega kehtib —d = Q?

Lopetame selle paragrahvi kahe vektori vahelise nurga moistega. Olgu antud
kaks nullvektorist erinevat vektorit d, b. Rakendame molemad vektorid suvaliselt
valitud punktist P. Siis nimetatakse vektorite @ ja b vaheliseks nurgaks viiksemat
kahest nurgast, mille haaradeks on vektorid a ja b. Vektorite a, b vahelist nurka
téhistame Z(a, b).
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Joonis 2

2.2 Vektorite liitmine
Olgu a, ? vektorid Eukleidilises ruumis &.

Definitsioon 2. Rakendame vektori @ suvaliselt Valit_1>1d punktist P ja téhistame
saadud vektori kui ]@ Seejarel rakendame vektori b pun_k)tist @ ja téhistame
saadud vektori kui (QR. Siis nimetatakse vektorite a ja b summaks vektorit
=P ja kirjutatakse @ + b = (.

R

QL
S

P a Q
Joonis 3: Vektorite liitmine

Juhime téhelepanu sellele, et esimese liidetava vektori @ lopp-punkt langeb kokku
teise liidetava vektori QR alguspunktiga. Seega moodustavad kolm punkti P, @), R
tildjuhul kolmnurga tipud, mistottu eeltoodud vektorite liitmise definitsiooni ni-
metatakse sageli kolmnurga reegliks.

Toome vilja vektorite liitmise moned olulised geomeetrilised omadused.

— —
e Kui vektorid 7, b ei ole kollineaigsed, siis vektor @ + _g) asub _samas ta-
sandis, kus asuvad vektorid a ja b . Seega vektorid 7, b ,E) + b on alati
komplanaarsed.

e Kui vektorid @ ja b on kollineaarsed, siis ka nende summa d+ b on

kollineaarne nii @ kui ka b .



Néitame, millised algebralised omadused on vektorite liitmisel.
1. Vektorite liitmine on kommutatiivne, see tdhendab, et suvaliste vektorite

korral kehtib
TLb =0 +7.

S a R

P a Q
Joonis 4: Roopkiilik

Vektorite liitmise kommutatiivsuse toestus on toodud joonisel 4. Sellel jooni-
sel naitab kolrnnui)k tippudega P, (), R, kuidas toimub liitmine 7+?. Selleks
et leida _Summa b+ d, jargime kolmnurga reeglit. Koigepealt rakendame
vektori b punktist P, saades vektori PSS, mis on vordne vektoriga QR. See-
jarel rakendame vektori a punktist S. Kuna rakendatav vektor peab olema
vordne vektoriga Pﬁ, siis vektori @, rakendatuna punktist S, 1opp-punkt

langeb kokku punktiga R. Seega on summa b + @ vordne sama vektoriga
7 = ﬁ, mis ka summa @ + b . On ilmne, et nelinurk PQRS on rédpkii-
lik. Nimetame sellist roopkiilikut roopkiilikuks, mis on ehitatud vektoritele
a ja ?, pidades seejuures silmas, et need vektorid on rakendatud iihest ja
samast punktist. Joonis illustreerib veel iiht geomeetrilist reeglit vektorite
liitmiseks, nii nimetatud réopkiliku reeglit. Selle reegli kasutamisel peavad
lildetavad vektorid olema rakendatud iihest ja samast punktist. Seejérel ehi-
tatakse nendele vektoritele ro6pkiilik ning selle réopkiiliku diagonaal PR,
suunaga punktist P punkti R, annab liitmise tulemuse. Mérgime, et kahe
vektori liitmisel ei ole sisuliselt vahet, millist reeglit kasutada, kas kolmnur-
ga reeglit voi roopkiiliku reeglit. Kill aga, kui liidetavate vektorite arv on
suurem kui kaks, siis on kolmnurga reegel mérksa lihtsam kasutada kui r66p-
kiiliku reegel.

2. Vekg)rite liitmine on assotsiatiivne, see tahendab, et suvaliste kolme vektori
E}, b ,? korral kehtib omadus

(T+ )+ =T+ (b +72)
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Joonis 5: Liitmise assotsiatiivsus

Assotsiatiivsuse toestus on ndidatud Joonlsel D. Toepoolest kui rakendada
jarjestikku kolmnurga reeglit summa ( a + b ) ¢ leidmiseks, saame murd-
joone, milleks on jarjestikused vektorid @ b ? Vektor, mis uhendab selle
murdjoone alguspunkti ja lopp-punkti, ongi Vektorlte summa ( a + b )+ ?
Joonisel on naha, et ka teise JarJestuse korral, st kui liidame esmalt b +7

ja SeeJarel d, st arvutame @ +( b +c ) viib kolmnurga reegli rakendamine

tapselt sama murdjooneni. Seega saame molemal juhul {ihe ja sama vektori,
mis toestab, et vektorite liitmine on assotsiatiivne.

3. Suvalise vektori @ korral kehtib @ + 0 d . See vektorite liitmise omadus
tuleneb otseselt nullvektori definitsioonist ning vektorite liitmise reeglist.

4. Suvalise vektori @ korral kehtib @ + (—7) = 6) See omadus tuleneb ker-

gesti vastandvektori definitsioonist ja vektorite liitmise reeglist.

Vektorite lahutamine ei ole iseseisev tehe ning tavaliselt deﬁneeritakse see liitmise

%
kaudu. Olgu @, b kaks vektorit. Vektori b lahutamist Vektorlst tahistame

- = = —
@ — b ja defineerime valemiga @ — b = @ + (— b ), kus — b on Vektorl b

vastandvektor.



Joonis 6: Graafiline esitus iithe vektori lahutamisest teisest.

%
Joonisel 6 on néidatud, kuidas toimub vektori b lahutamine vektorist 7, see on
graafiline esitus vektorite lahutamisest. Seega néitab joonis, et vahe d — b leid-
miseks tuleb molemad vektorid rakendada iihisest punktlst P. Seejérel on vektor,

mis iihendab vektori b 16pp-punkti (olgu see S) vektori @ 16pp-punktiga (olgu
see @), st vektor @ vektorite vahe, st

7 -1 =50

2.3 Vektori korrutamine arvuga

Teiseks algebralise tehteks vektoritega on vektori korrutamine reaalarvuga Seega
on vektori korrutamine reaalarvuga tehe, mis seab vastavusse paarile (a, @ ) kus
« on reaalarv ja @ on vektor, iitheselt méaratud vektori, mida tédhistame stimbo-
liga o @. Enne kui anname vektori korrutamise arvuga definitsiooni, markigem,
et vektor on iiheselt méaratud, kui on teada tema suund ja pikkus. See tuleneb
vahetult vordsete vektorite definitsioonist. Seega, kui me radgime vektori iihesest
madratusest, peame silmas, et vektor on maératud kuni vordsete vektoriteni.

Definitsioon 3. Vektori @ korrutiseks reaalarvuga o nimetatakse vektorit aﬁ,
mis on madratud jargmiste tingimustega:

1. Vektori a'@ pikkus on vordne vektori @ pikkuse ja arvu « absoluutvéartuse
p

korrutisega, st

@@ | = |af|@].



@ on kollineaarne vektoriga a ja samasuunaline

2. Kui a > 0, siis vektor «
temaga, st
ad M d.
Kui o < 0, siis vektor o’ @ on samuti kollineaarne vektoriga @, kuid vastas-
suunaline, st

ad 1 d.

Margime, et juhul kui o = 0, siis vektori korrutis arvuga 0 on alati nullvektor 0,
mis tuleneb definitsiooni esimesest punktist. Seega 0 a=70.

Nii nagu vektorite liitmise puhul, toome ka vektori korrutamise reaalarvuga
korral vélja selle olulisimad omadused. Kuna need omadused on kergesti toestata-
vad, siis me ei too toestusi, vaid jatame need lugejale endale labimotlemiseks.

1. Vektori korrutamine arvuga on assotsiatiivne, st (045)5> = 04(57). Selle
omaduse toestus on vektorite vordsuse toestus. Seega peame néditama, et
vektorid ()@ ja o(3@) on vordse pikkusega ja on samasuunalised. Kehtib

(aB)@| = |ap|[@] = |a| 18| [2],
ja

()| = |o| 18| = |o 18] ].
Seega, pikkused on vordsed.

Kuna vektorite ()@ ja (@) suund soltub arvude o ja 8 mirkidest,
peame labi vaatama kolm juhtumit:

a) Mélemad arvud on positiivsed a > 0, 3 > 0 Siis korrutis o8 > 0, mis-
tottu vektori (o) @ suund ei muutu vorreldes @-ga. Samuti, kui kor-
rutame esmalt @ arvuga [, ja seejarel tulemuse arvuga «, jadb suund
samaks, sest molemad arvud on positiivsed. Seega (ozﬁ)ﬂ> ™ 04(57),
millest jareldub, et vektorid (Ozﬁ)ﬂ> ja 04(67) on vordsed.

b) Uks arv on positiivne, teine negatiivne (nt o > 0,3 < 0). Siis a8 < 0,
mis tdhendab, et vektori (Ozﬂ)ﬂ> suund muutub E)—ga vorreldes vastu-
pidiseks. Kui korrutame a arvuga (3, saame vastassuunalise vektori;
edasine korrutamine positiivse arvuga « suunda enam ei muuda. See-
ga molemad vektorid jaavad vastassuunaliseks vektorile @, mistottu
(ap)@ = a(Bd).

¢) Molemad arvud on negatiivsed ae < 0, 8 < 0. Siis a5 > 0, nii et vektor
(ozﬁ)ﬂ> saab samasuunaliseks 7—ga. Kui esmalt korrutada @ negatiiv-
se arvuga 3, saame vastassuunalise vektori; jargnev korrutamine samuti
negatiivse arvuga « poorab suuna tagasi, ja tulemuseks on algse vek-
toriga samasuunaline vektor. Jarelikult (a8)d = a(87).
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2. Vektori korrutamine arvuga on distlﬂ))utiivne vektorite liitmise suhtes, st
suvaliste reaalarvu « ja vektorite @, b korral kehtib

— —
o(d+b)=ad+ab.

ab ad -+ ab

S
)
_l’_
S

P a Q ad S
Joonis 7: Distributiivsus

Toestame seda omadust juhul, kui o > 0, sest juhul @ < 0 toimub toestus
analoogiliselt. Kasutame toestamisel joonist 7 ja sellel ndidatud téhistusi.
Koigepealt nieme jooniselt, et vektorid a(@ + b ) ja od + &b on sama-
suunalised. Seega ja#b iile ndidata, et nende pikkused on vordsed. Vektori
korrutise arvuga definitsioonist jareldub, et

(@ + b)) =ald+ b,

kus absoluutvaértuse méargi o iimbert jatsime dra, kuna eeldame, et a > 0.
Niiiid leiame vektori o @ + o b pikkuse. Selleks méarkame, et kolmnurgad
PQV ja PST on sarnased (nad on samakujulised, sest vektoreid on lihtsalt
skaleeritud faktoriga «). Sellest jareldub

_>
0@ +ab|  |ad|
= = =
@+ b ||
Aga
@] _afd@| _
d|  |d]
Seega . .
lad +ab|=ald+ b,
— —
mis toestab, et vektoritel a(@ + b) ja a@ + «b on vordsed pikkused.

o,

Jarelikult nad on vordsed vektori



3. Vektori korrutamine arvuga on distributiivne arvude liitmise suhtes, st, et
suvaliste reaalarvude «, 3 ja vektori @ korral kehtib

(a+B)d=ad+p7d.
Selle omaduse toestuse jatame lugejale harjutuseks.

4. Vektori korrutamine arvuga iiks ei muuda vektorit. See tdhendab, et iga
vektori @ korral kehtib

1-d=1d.

Selle omaduse toestuse jatame lugejale harjutuseks.

Tuletame meelde, et vektori @ vastandvektorit tihistatakse siimboliga —d. Oluli-
ne on moista, et see on ainult siimboliline tahistus, kus miinusméark téhistab vektori
suuna pooramist vastupidiseks. Sellest jareldub, et kui poorame suuna kaks korda,
saame tagasi algse vektori —(—7) — @ Vektori korrutamine arvuga voimaldab
meil niiiid véljendada vastandvektorit ka algebraliselt. Kehtib —a@ = (—=1), kus
paremal pool on moeldud vektori @ korrutamist arvuga —1. Varem markisime, et
vektor ja tema vastandvektor omavad vordset pikkust. Vektori korrutamine arvu-
ga —1 el muuda selle pikkust, kuid péorab suuna vastupidiseks. Sellest jareldub,

—@ = (—1), nagu eespool viideti.
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3 Baas, reeper, koordinaadid

Kaesolev peatiikk on pilihendatud koordinaadisiisteemi moistele ruumis, mis on
analiiiitilise geomeetria pohistruktuur. Koordinaadisiisteemi sisseviimine ruumi
voimaldab igale ruumipunktile vastavusse seada reaalarvude jada, mis méarab
punkti tiheselt. See loob voimaluse uurida ruumi geomeetrilisi objekte — néaiteks
sirgeid, tasandeid, jooni ja pindu — algebraliste meetodite abil. Koordinaadisiistee-
mid voib jagada kaheks suureks klassiks:

e Sirgjoonelised koordinaadisiisteemid,
e Koverjoonelised koordinaadisiisteemid.

Alustame sirgjooneliste koordinaadisiisteemide kirjeldamisest. Nende siisteemide
konstrueerimine on koige mugavam vektorite abil. Selleks defineerime ruumi baasi
ja reeperi moisted. Koverjoonelistest koordinaadisiisteemidest késitleme polaar-
koordinaate tasandil ja sfadrilisi ja silindrilisi koordinaate ruumis.

3.1 Baas

Eelmises peatiikis defineerisime kaks vektoritega tehtavat algebralist tehet, vektori-
te liitmise ja nende korrutamise reaalarvudega. Neid tehteid jarjestikku rakendades
saame moodustada avaldisi kujul

— — —
a1a1+a2a2+...+akak,

kus aq, as, ..., ap on reaalarvud ja 1, E>2, ..., d} on vektorid. Selliseid avaldisi
nimetatakse vektorite lineaarkombinatsioonideks. Arve aq, s, ..., a; nimetatakse
lineaarkombinatsiooni kordajateks. Kui vektorit @ on esitatud kujul

a= 061671 +a262+...+&k6k,

siis Oeldakse, et vektor @ on arendatud vektorite @y, ds, ..., d, jargi ehk vektor @
on esitatud nende vektorite lineaarkombinatsioonina.
Kui vektorid 71, 72, e d}), on kollineaarsed, siis ka nende lineaarkombinat-

sioon on neile kollineaarne. Samamoodi, kui vektorid on komplanaarsed, siis ka
nende mistahes lineaarkombinatsioon on komplanaarne samade vektoritega. Selles
mottes voib Oelda, et kollineaarsete ja komplanaarsete vektorite hulgad on kinnised
lineaarkombinatsiooni moodustamise suhtes. Eelmises peatiikis toestatud vektori-
te liitmise ja arvuga korrutamise omadused voimaldavad lineaarkombinatsioone
teisendada nagu tavalisi algebralisi avaldisi, st avada sulud, viia lilkmeid vorrandi
iihelt poolelt teisele vastupidise margiga ja teha muid samalaadseid teisendusi.
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Definitsioon 4. Baasiks sirgel nimetatakse selle sirge suvalist nullvektorist erine-
vat vektorit. Baasiks tasandil nimetatakse kahte mittekollineaarset vektorit, mis
asuvad selles tasandis ja on voetud kindlas jarjekorras. Baastks ruumis nimetatak-
se kolme mittekomplanaarset vektorit, mis on samuti voetud kindlas jarjekorras.

Vektoreid, mis moodustavad baasi, nimetame baasivektoriteks ning tidhistame
neid stimboliga €, lisades alaindeksi, mis néitab baasivektori jérjekorranumbrit.
Sirge puhul koosneb baas iihest nullvektorist erinevast vektorist, mida téhistame
lihtsalt €. Tasandil koosneb baas kahest mittekollineaarsest vektorist, mis on antud
kindlas jarjekorras. Seetottu tdhistame tasandi baasivektoreid kujul €7, €5, kusjuu-
res nad peavad rahuldama tingimust €] }f €5. Ruumis koosneb baas kolmest mitte-
komplanaarsest vektorist, mida tahistame €, €3, €3. Baas ise mérgitakse, pannes
baasivektorid sulgudesse. Niiteks ruumi baas tdhistatakse kujul {é7, &, €3}.

Teoreem 1. 1. Olgu {€} baas sirgel ja @ sama sirgega paralleelne vektor. Siis
saab vektorit a esitada kujul @ = €, kus o on theselt mddratud reaalarv.

2. Olgu {1, >} baas tasandil. Siis voib iga vektor @, mis on paralleelne selle ta-
sandiga, olla esitatud kujul @ = a €1+ €3, kus aq ja an on tiheselt madratud
reaalarvud.

3. Olgu {éy, €, 3} baas ruumis. Siis voib selle ruumi iga vektor a@ olla esitatud
kujul @ = oy €1 + g €3 + aig €3, kus aq, ao, aiz on theselt madratud reaalarvud.

Toestus. Vastavalt sirge baasivektori definitsioonile kehtib € £ 0. Sellest jireldub,
et |e] # 0. Peale selle on vektor a kollineaarne vektoriga €, see tdhendab @ || €.
Maéadrame arvu « jargmise valemiga:

| , kuiatte, ja a=——=, kuiat]e.

| el

Toestame vektorivorduse @ = « €. Selleks néditame, et need vektorid on vordsed
pikkuselt ja samasuunalised. Arvutame vektori a€ pikkuse

al

2

o =

o

ol = ol - |1 = 1% - e = al.

Vektor «a € on kollineaarne vektoriga €, seega on ta kollineaarne ka vektoriga a.
Arvu « definitsioonist jareldub, et vektorid @ ja « € on samasuunalised. Seega on
nad vordsed vektorid.
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Joonis 8: Tasandi baas

Toestame niilid teoreemi teise viite. Koigepealt mérkame, et ilikski baasivektori-
test €1, > ei tohi olla nullvektor. Toepoolest, kui vihemalt iiks neist vektoritest
oleks nullvektor, siis oleksid nad kollineaarsed, mis on vastuolus baasi definitsioo-
niga tasandil, kus baasivektorid peavad olema mittekollineaarsed. Kuna vektor @
on tasandiga paralleelne, siis vektorid €71, €5, @ on komplanaarsed. Rakendame koik
kolm vektorit iihest suvaliselt fikseeritud tasandi punktist P. Seejarel asuvad koik
kolm vektorit €, €, a iihes ja samas tasandis ning neil on iithine alguspunkt P.
Joonestame ldbi vektori @ 1opp-punkti R sirge, mis on paralleelne vektorile €5, ja
tahistame selle 1oikepunkti sirgega, mis labib punkti P vektori €; suunas, tdhega
S. Markigem, et tehtud geomeetrilist konstruktsiooni nimetatakse vektori @ pro-
jekteerimiseks vektori €1 sihile paralleelselt vektoriga 5. Vektorit ﬁ nimetatakse
vektori @ = ﬁ projektsioonivektoriks vektori € sihile ja tdhistatakse siimboliga
Prg a. Vektori a projektsiooni defineeritakse valemiga
prog= 4 adh afte, 1)
—|Prgdl, @l é.
Samamoodi joonestame ldbi punkti R teise sirge, mis on paralleelne vektorile €7,
ning tahistame selle 10ikepunkti sirgega, mis ldbib punkti P vektori €5 suunas,
tdhega (). Jooniselt 8 on nédha, et

i=P3+ PQ. 2)

Lisaks on vektor ﬁ kollineaarne vektoriga €7 ja vektor @ kollineaarne vektoriga
é>. Eelnevalt toestatud teoreemi esimese véite pohjal saame kirjutada:

ﬁ =o€ ja @ = (1p€s,

kus

e
=
o
ST
o)
=
D
SH




Asendades need avaldised vorrandisse (2), saame

a= &151 + 04252.

—

€3 R

Joonis 9: Ruumi baas

Teoreemi kolmanda véite toestus on toodud joonisel 9. Rakendame baasivektorid
€1, €2, €3 ning vektori a@ iihest suvaliselt valitud punktist P ruumis. Projekteerime
vektori @ lopp-punkti R tasandile, mis on médratud baasivektoritega €; ja €,
paralleelselt vektoriga €3. Tahistame saadud projektsioonipunkti tdhega (). Kehtib

vektorvorrand
= PO+ QF. (4)

Vaatleme vektorit ]@ On ilmne, et vektorid €7, €, 1@ on komplanaarsed. Kuna
€1, €3 moodustavad tasandi baasi, siis teoreemi eelneva viite pohjal saab kirjutada:

P(j = &151 + 06252.

Vaatleme niitid vektorit Cﬁ (joonisel naidatud punktirjoonega). See vektor on

kollineaarne vektoriga €3, mistottu QR = aze3. Asendades need avaldised vorran-
disse (4), saame
a—= 05151 + OQE?Q + (1353. (5)

Antud juhul on meil samuti tegemist vektori @ projektsiooniga, kuid ruumis pro-
ejekteerime selle vektori €] sihile tasandi abil, mis on paralleelne tasandiga, mida
moodustavad vektorid €5, €3. Samamoodi nagu projekteerimisel tasandil, téhista-
me projektsioonivektorit siimboliga Prz @ ja projektsiooni prg d. Siis

pre a pre,a . pre,a
g =

(6)

o] = —— ——.
' |€1] =

Néitame niilid, et baasivektorite lineaarsete kombinatsioonide kordajad on iihe-
selt maaratud. Toestame selle ainult ruumi baasi puhul. Sirge ja tasandi juhtumi
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jatame lugejale harjutuseks. Oletame, et vektoril @ on olemas teinegi esitus baasi-
vektorite lineaarse kombinatsioonina

— /] — ] — ] —
a = aqer + ayes + ages.
Lahutame sellest vorrandist varem saadud vorrandi (5)
A AV A N
(n —a))er + (aa — agy)ér + (a3 — ag)és = 0.

Oletame, et vihemalt iiks kordajatest vasakul ei vordu nulliga, néiteks oy —a) # 0.
Siis saame avaldada baasivektori €7 baasivektorite €5 ja €3 kaudu jargmiselt:
= Qg — 0/2 = a3 — Olé -

€1 = — /62— €3.

ap —af
Kuid see on vastuolus teoreemi eeldustega, mille kohaselt vektorid €7, €5, €3 moo-
dustavad ruumis baasi. Toepoolest, sellisel juhul oleks vektor €; lineaarne kombi-
natsioon vektoritest €5 ja €3, mis tdhendab, et nad on koik kolm komplanaarsed.
Kuid ruumi baasivektorid ei tohi olla komplanaarsed. Tuletame meelde, et varem
mainisime, et komplanaarsete vektorite hulk on kinnine lineaarkombinatsioonide
moodustamise suhtes. 0

Toestatud teoreem on viga tahtis. See néitab, et suvalist vektorit saab avaldada
baasivektorite kaudu ning selle avaldise kordajad on iiheselt méaratud. Baasivekto-
rite lineaarkombinatsiooni kordajaid nimetatakse vektori koordinaatideks. Seega,
kui {é7, €} on tasandi baas, siis

62I151+$2€27

kus z1, 25 on vektori koordinaadid. Seda kirjutame kujul @ = (z1, x2). Analoogili-
selt, kui {é7, €, €3} on ruumi baas, siis ruumi suvalise vektori 7 korral kehtib

6:$151+$2€2+$353,

ja kordajaid z1, xo,x3 nimetatakse ruumi vektori koordinaatideks. Sellisel juhul
kirjutame @ = (21, x9,x3). Vektorite liitmise ja korrutamise reaalarvudega oma-
dustest jarelduvad koordinaatide arvutamise valemid nii vektorite summa kui ka
korrutamise arvudega jaoks

a= ($1,€U27$3)> [3: (ylay27y3)7 a-+ E: (I1 + Y1, T2 + Yo, T3 + ys),

—

ad=(ax,aryaxs), (7)

kus « on reaalarv.

Geomeetrilisest seisukohast on vektori koordinaadid tema projektsioonid baasi-
vektorite sihtidele, st koordinaattelgedele. Ulaltoodud valemid tulenevad projekt-
sioonivektori ja projektsiooni lineaarsuse omadusest

Prz(d + g) = Prod + PI‘gg, Prg(ad) = aPrza,
pre(d@+b) = pred + pryb, pro(ad) = apred.
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Definitsioon 5. Vektoreid @y, ds, . . ., d; nimetatakse lineaarselt soltuvateks, kui
vektorvorrand

al&’1+a2&'2+...+ak&’k:6, O[l,Ozg,...,OékER (8)

omab mittetriviaalseid lahendeid. Teisisonu, vektoreid nimetatakse lineaarselt sol-

tuvateks, kui leiduvad arvud aq, as, . . ., aj, mis ei ole koik korraga vordsed nulliga,
nii et tingimus (8) on tdidetud. Kui tingimusest (8) jareldub, et a1 = s = ... =
ar = 0, nimetatakse vektoreid a1, do, . . ., dy lineaarselt soltumatuteks.

Toome ilma toestuseta vélja lineaarselt soltuvate vektorite pohiomadused.

1. Kui vektorsiisteem a1, do, . . ., d; sisaldab nullvektorit, siis on see vektorsiis-
teem lineaarselt soltuv.

2. Kui vektorsiisteem @y, do, . . ., d; sisaldab lineaarselt soltuvat alamsiisteemi,
siis on ka kogu siisteem dy, do, . . . , d; lineaarselt soltuv.

3. Vektorsiisteem dy, ds, . . . , d; on lineaarselt soltuv parajasti siis, kui moni selle
siisteemi vektoritest on esitatav iilejadnud vektorite lineaarkombinatsiooni-
na.

Lineaarse soltuvuse moiste on kollineaarsuse ja komplanaarsuse moiste iildistus.
Kehtib jargmine viide:

Lause 1. 1. Siisteem, mis koosneb kahest vektorist, on lineaarselt soltuv para-
jasti siis, kut vektorid on kollineaarsed.

2. Siisteem, mis koosneb kolmest vektorist, on lineaarselt soltuv parajasti siis,
kui vektorid on komplanaarsed.

3. Neli vektorit kolmemaootmelises ruumis on lineaarselt soltuvad.

3.2 Reeper, koordinaadisiisteem

Selleks et konstrueerida sirgjooneline koordinaadisiisteem tasandil ja ruumis, vota-
me kasutusele moiste reeper. Reeper tasandil koosneb punktist ja tasandi baasist,
see tdhendab kahest mittekollineaarsest vektorist sellel tasandil. Seega on reeper ta-
sandil kujul {O; &}, é&>}. Reeper médrab tasandi sirgjoonelise koordinaadisiisteemi
jargmiselt. Tommatakse ldbi punktist O kaks sirget nii, et esimese sirge sihivek-
toriks on baasivektor €] ja teise sirge sihivektoriks baasivektor é5. Esimene sirge
on abstsisstelg ja teine on ordinaattelg. Molemal teljel on positiivne suund, mille
méaravad baasivektorid €7, €.
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Olgu niitid P mingi tasandi punkt. Vektorit 7 = O‘}% nimetatakse punkti P
kohavektoriks. Esitame kohavektori 7~ baasivektorite €, e jargi

77:33151+$2€_'2.

Arve 1, x5 nimetatakse punkti P koordinaatideks. Koordinaadid kirjutame sulgu-
desse vahetult punkti téhise jarele P(xq,x2).

Me toime sisse punkti koordinaadid, kasutades Teoreemi 1, milles véidetakse,
et suvaline tasandi vektor saab avaldada selle tasandi baasivektorite kaudu ning
et kordajad on iiheselt méasratud. See on koordinaatide algebraline késitlus.

Vaatame, kuidas koordinaadid méaratakse geomeetriliselt. Teoreemi 1 toestu-
sest ndeme, et geomeetriliselt méaratakse punkti koordinaadid tema kohavektori
projektsioonide abil baasivektorite sihtidele. Tavaliselt voetakse baasivektoriteks
tihikvektorid, see téhendab |ej| = |é5] = 1. Sel juhul on punkti esimene koordi-
naat tema kohavektori projektsioon baasivektori €; sihile. Samamoodi on teine
koordinaat punkti kohavektori projektsioon teise baasivektori €, sihile.

Sirgjooneline koordinaadisiisteem ruumis konstrueeritakse samal viisil. Reeper
ruumis koosneb punktist ja kolmest mittekomplanaarsest vektorist (ruumi baas),
st {O; €1, ey, €35}, kus O on reeperi alguspunkt ja vektorid €7, é;, €5 moodustavad
ruumi baasi. Sirged, mis ldbivad punkti O baasivektorite €1, €5, €3 suundades, on
koordinaatteljed. Sirget sihivektoriga €; nimetatakse abstsissteljeks, sihivektoriga
€y ordinaatteljeks ja sihivektoriga es aplikaatteljeks.

Kui P on mingi ruumipunkt, siis vektorit 7 = O? nimetatakse punkti P ko-
havektoriks. Esitame selle vektori baasvektorite kaudu jargmiselt

F:$1€1+$2€2+$3gg,

ning saame kolm arvu x, zo, 3, mida nimetatakse punkti P koordinaatideks. Seda
kirjutame kujul P(z1, s, z3). Nagu ka tasandi juhul, saadakse punkti koordinaadid
tema kohavektori projektsioonidena baasivektorite sihtidele.

Olgu ruumis antud reeper, st koordinaadisiisteem. Olgu P(xq, x5, x3) ruumi-
punkt ja @ = (ay,as,a3) vektor. Rakendame vektori @ punktist P. Tahistame
vektori lopp-punkti tdhega ). Kehtib vektorvordsus:

0G = OP + PQ.

Selles vordsuses on @ punkti ) kohavektor ja O_}>7 punkti P kohavektor. Vek-

torvordsusest leiame

@ = (21 + a1, 22 + az, 3 + az).

Seega Q(x1 + a1, 3 + as, x3 + ag). Jarelikult, kui rakendame vektori @ punktist P,
siis 1opp-punkti ) koordinaatide leidmiseks tuleb punkti P koordinaatidele liita
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vektori @ koordinaadid. Samast vektorvordsusest jareldub, et kui P(xy,x9,z3) ja
Q(y1,92,y3) on kaks ruumipunkti, siis nendega méaératud vektori koordinaadid
arvutame jargmiselt

@ = (?/1 —T1,Y2 — X2,Y3 — 353)-

3.3 Polaarkoordinaadid

Et mééarata tasandil polaarkoordinaatide siisteem, valime punkti O, mis on koordi-
naatide alguspunkt. Seda punkti nimetatakse polaarkoordinaatide siisteemi poolu-
seks. Seejarel valime poolusest 1ahtuva kiire, mida nimetatakse polaarteljeks. Niitid
on polaarkoordinaatide siisteem méaratud. Naitame, kuidas maaratakse punkt P
polaarkoordinaadid selles siisteemis. Koigepealt iihendame punkti P poolusega O.
Loigu pikkust |OP| nimetatakse punkti P polaarraadiuseks ja see on punkti esi-
mene koordinaat polaarkoordinaatide stisteemis. Téhistame r = |OP|. Nurka, mis
saadakse poorates polaartelge vastupéeva kuni see iihtib 16iguga OP, nimetatak-
se punkti P polaarnurgaks ja tahistatakse . See on punkti P teine koordinaat
polaarkoordinaatide siisteemis. Polaarkoordinaate kirjutatakse punkti taha sulgu-
desse kujul P(r, ).

Kui maédrata tasandil ristkoordinaatide siisteem x,y nii, et selle alguspunkt
asub polaarkoordinaatide pooluses, abstsisstelg on polaartelg ja ordinaattelg on
polaarteljega risti ning labib poolust, siis saab ristkoordinaadid x,y avaldada po-
laarkoordinaatide 7, ¢ kaudu jargmiste valemitega:

T =T Ccosy, Yy=rsinep. 9)
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4 Skalaarkorrutis

Olgu antud kaks nullvektorist erinevat Vektorlt a, b € E. Rakendame vektorid
a, b iihest ja samast punktist O ja olgu a = OA b= O? Vektorite d, b vaheline
nurk on nurk, mis tekib vektori OA péoramisel imber punkti O liihemat teed
pidi vektorile O Telslsonu kahest nurgast, mille moodustavad kiired OA ja

OB, loeme vektorite OA ja OB vaheliseks nurgaks selle, mis ei ileta nurka 7.
Vektorite @, b vahelist nurka téhistame w = Z(d,b). Seega 0 < ¢ < 7. Kui p =

T
29
tahistatakse @ L b. Nullvektor on risti mistahes vektoriga.

siis Oeldakse, et vektorid 6,5 on teineteisega risti ehk ortogonaalsed ja seda

-,

Definitsioon 6. Vektorite @, b skalaarkorrutiseks nimetatakse arvu |a| |b| cos Z(d,b),
kus |dl, |b| on vektorite pikkused. Skalaarkorrutist tihistatakse < @,b >. Seega

-

< @b >=|a||b| cos £(a,b). (10)
Kasutades vektorite vahelise nurga téhistust ¢ = Z(@ 5) skalaarkorrutist voime
kirjutada kujul . .
< d,b>=d||b| cos p.

Loetleme skalaarkorrutise olulisemad omadused:

—

Teoreem 2 (Skalaarkorrutise omadused). Suvaliste vektorite @,b,¢ ja suvaliste
arvude o, 8 € R korral kehtivad jargmised omadused:

@l

1. Kommutatiivsus. < d, b >= l;

A\

2. < d,a>=|d? >0, kusjuures < @,a >= 0 parajasti siis, kui @ = 0,

—

3.aLb parajasti sus, kui < a,b >=
4. Lineaarsus. < ad + 55,5>: a<ac>+p< E,E’>,
5. Kui {O;é),é,e3} on ristreeper, siis kehtivad vordused

< 51,51 >=< 52,52 >=< 53,53 >=1,
< 51,52 >=< 52,53 >=< 51,53 >= (.

(11)

Toestus. Esimene ja teine omadus tulenevad otseselt skalaarkorrutise definitsioo-
nist. Toestame kolmanda omaduse. Tarvilikkuse toestamiseks eeldame, et vektorid
aja b on risti. Tahame néidata, et sel juhul nende skalaarkorrutis on null. Mee-
nutame, et nullvektor on risti suvalise vektoriga. Kui iiks nendest vektoritest on
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nullvektor, siis skalaarkorrutis vordub nulliga definitsiooni kohaselt (sest nullvek-
tori pikkus on null). Oletame, et @ # 0 ja b # 0. Siis Z(&,b) = % (ristuvad vektorid)
ja skalaarkorrutise definitsiooni kohaselt saame, et

<a5>:umaaﬁg:o,

sest cos% =0.

Piisavuse toestame jargmiselt. Eeldame, et vektorite d ja b skalaarkorrutis on
null. Naitame, et need vektorid on risti. Kirjutame vélja skalaarkorrutise definit-

siooni
< d,b>=d||b| cos £(d@,b) = 0.

Kolme reaalarvu korrutis on null parajasti siis, kui vihemalt iiks neist on null. Kui
vektori @ voi vektori b pikkus on null, siis tegemist on nullvektoriga, mis on risti
suvalise vektoriga. Kui |@| # 0 ja [b] # 0, siis cos Z(a@,b) = 0, millest jareldub, et
/(a@,b) = 7 ehk vektorid on risti.

Toestame neljanda omaduse. Kui vektor ¢ on nullvektor, siis teoreemi 4 véide
on ilmne. Seetottu eeldame, et ¢ # 0. Konstrueerrime kolmemadtmelisse ruumi ba-
asi {€7, €3, €3}, vottes esimeseks baasivektoriks ¢, st €] = ¢. Vektorid €3, €3 valime
nii, et nad oleksid ortogonaalsed vektorile €] ja omavahel ortogonaalsed. Arvuta-
me vektori avad + 3 b esimese koordinaadi selles baasis. Selleks kasutame eelmise
paragrahvi valemit (6), st

(12)

Markame, et vektorite €7, €5, €3 ortogonaalsuse tottu on projektsioon ortogonaalne.
Seega
prg (d + D) = |acd + B b| cos g,

kus ¢ on nurk vektorite a @+ (3 b ja € vahel. Niisiis saame projektsiooni avaldada
skalaarkorrutise kaudu jargmiselt

. - <ad+ &€>
pré'l (O[ a+ 6 b) = |é»1/6|2 :

Vektori ad + b esimene koordinaat on niiiid esitatav kujul

m__<aa+5&a>
b €1 ]?

Sarnaselt arvutame vektorite @, b esimese koordinaadi. Saame

< a,ep > <aa>
e o el?
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Eelmise paragrahvi valemi (7) kohaselt tuleb vektorite liitmisel ja arvudega korru-
tamisel sooritada samad tehteid nende koordinaatidega. Sellest jareldub, et

<ad+Bbé > <ad.é > <bé& >
e1] [ &

Korrutades molemad pooled arvuga |e1|? ja asendades €) vektoriga ¢, saame
<ad+pbc>=<a,c>+<bc>.
O

Teisest omadusest jareldub, et vektori pikkuse voime arvutada kasutades vale-
mit |d| = /< @,ad >. Viimase omaduse vordused voime kirjutada kompaktsemal
kujul, kui defineerime kahe alaindeksiga suurust (nn Kroneckeri siimbol)

Lluii —
G =9 (13)
0 kui ¢ # 7.
Sellega saame kirjutada viimase omaduse vordused kujul < €;, €; >= ¢;;. Tuletame
meelde, et (ortonormeeritud) ristbaasi {€}, €, €3} korral kehtib valem (Loeng 2)
7= |7 cos L(7,€1) - €1 + |F| cos £(T, €3) - €5 + |T] cos L(T, €3) - €5.

Paneme téhele, et || cos Z(7,€;) =< 7, €; >, i =1,2,3. Seega

3
— = — — = —

r=< ,e1 > e+ <, 2>62+<7:;€3>€3:Z<F,é;'>é}.
=1

Jarelikult ortonormeeritud baasi korral vektori 7= (z,y, z) koordinaadid avaldu-
vad jargmiselt:

T=<T,€1 >, yY=<T,E> 2z=<Te5>. (14)

Olgu ruumis antud ristreeper vt = {O; €, €, €3 } ja kaks vektorid | = (x1, y1, 21),
Ty = (X2, Yo, 22), kKus (z4,¥i, 2:), © = 1,2 on vektorite ristkoordinaadid antud ree-
peri suhtes.

Teoreem 3. Vektorite 11, 75 skalaarkorrutis on vordne koordinaatide korrutiste
summaga, kus summa esimene litdetav on esimeste koordinaatide korrutis, teine
litdetav on teiste koordinaatide korrutis ja kolmas liidetav on kolmandate koordi-
naatide korrutis, st

< Fl, Ty >= X1Xg + Y1Y2 + z1%2. (15)

23



Toestus. Tanu koordinaatide definitsioonile kehtib vordus 7 = x1€7 + y1€5 + 21€3.
Kasutades skalaarkorrutise lineaarsust ja kommutatiivsust leiame

< FI,FQ > =< 13151 —|—y1€2 +Zl€3,FQ >

Y "2 o (16)
=21 <rg,e1 >ty < T, > +2z1 <Trag,e3>.

Eespool toestatud valemist (14) jareldub, et < 75, €] >= x9, < Th,Ey >= 1o ja
< T, €3 >= z3. Seega on vordus (15) toestatud. 0

Toestatud teoreemist jareldub, et ristkoordinaatides vektori ¥ = (z,y, z) pikkus

on vordne
1= Vg 2, a7)

Kui 71 = (21,91, 21), T2 = (%2, ya, 22), siis kahe vektori vahelise nurga koosinuse
arvutame kasutades valemit

X 22
cos £ (7, 7) = 172 + Y1y + 2122

- . (18)
Vet + i+ 22V s+ 2

Kui P(z1,91, 21), Q(x2, y2, 22) on ruumi punktid, siis kauguse punktide vahel saame
arvutada jargmiselt

1PQ| = |PQ| = /(w2 — 21> + (32 — 91)° + (2 — 21)*. (19)

NB! Valemid (17), (18) ja (19) kehtivad ainult ristkoordinaatides!
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5 Vektorkorrutis

5.1 Vektorkorrutise definitsioon ja omadused

Vektorkorrutamine on algebraline operatsioon, mis seab kahele ruumivektorile vas-
tavusse kolmanda vektori. Enne kui saame anda vektorkorrutise definitsiooni va-
jame moningaid abimoisteid.

Definitsioon 7. Olgu a, l;, ce E3 ruumiveﬁ)orid. Fikseerime ruumis punkti O ning
valime punktid A, B, C selliselt, et @ = OA, b = O? jac= O? (ehk rakendame
vektorid a, l;, ¢ punktist O). Me nimetame kolmikut {6, g, 5} komplanaarseks, kui
16igud OA, OB ja OC asuvad iihel ja samal tasandil. Vastasel korral iitleme, et

kolmik < a, 575 on mittekomplanaarne.

Anname niitid ruumi orientatsiooni moiste definitsiooni.

Definitsioon 8. Olgu da, l;, ¢ € E3 mittekomplanaarsed ruumivektorid. Kolmikut

{c?, b, 5} nimetatakse parema kdie kolmikuks (vasaku kde kolmikuks), kui punktist
—

C' vaadelduna toimub vektori OA po6dre lithimat teed pidi vektorini O? kellaosuti

litkumise suunale vastupidises suunas ehk vastupéeva (kellaosuti liitkumise suunas
ehk péripdeva).

Joonis 10: Parema kéie kolmik {EL’, l;, 5}

Paneme tédhele, et suunates parema kie nimetis- ja keskmise sorme vastavalt
vektorite @ ja b suunas néitab parema kde poial meile vektori ¢ suuna juhul kui

kolmik {c?, l;, 8} moodustab parema kie kolmiku.

Analoogiliselt, suunates vasaku kde nimetis- ja keskmise sorme @ ning b suunas,

osutab vasaku kéie poial ¢ suunas kui {EL’, g, E’} on vasaku kée kolmik.
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Joonis 11: Vasaku kie kolmik {6, l;, 5}

Definitsioon 9 (Vektorkorrutis). Ruumivektorite @,b € E* vektorkorrutiseks ni-
metatakse vektorit @ x b € E3, mis on méiratud kolme tingimusega:

=,

1. (pikkus) |@ x b| = |a@]|b| sin (@, b),

2. (siht) @x b L ajadxblb,

3. (suund) kui vektorid @ ja b on mittekollineaarsed, siis {EL’, I;, a x I;} on parema
kie kolmik.

Paneme téahele, et vektori @ x b suuna maédramiseks saame kasutada parema
kée reeglit.

Joonis 12: Vektorkorrutis

Definitsiooni esimesest tingimusest nieme, et kui @ = 0, siis |a x 5] = 0. Selge,
et ainus vektor, mille pikkus on 0, on nullvektor ehk a x b = 0. Niisiis nullvektori
vektorkorrutis mistahes vektoriga on taaskord nullvektor. Osutub, et tegelikult
kehtib isegi tugevam seos.

26



Teoreem 4 (Kollineaarsuse tarvilik ja piisav tingimus). Vektorid 7,7 € E* on
kollineaarsed parajasti siis kui & X y = 0.

Téestus. Eeldame esiteks, et vektorid Z ja ¢ on kollineaarsed, Z||y. Siis Z(Z, ) = 0
voi Z(Z,y) = 7 ja molemal juhul sin Z(Z,7) = 0. Siis aga |Z x | = |Z| - |y] -0 =0
ehk Z x 7 = 0.

Teisalt, kui @ x § = 0, siis vektrokorrutise definitsiooni 9 tingimuse 1. jargi
kas |Z| = 0, |y] = 0 voi sin Z(Z, ) = 0. Selge, et esimese kahe variandi korral on
iiks vektoritest nullvektor ja seega kollineaarsuse tingimus on taidetud. Kolmanda
tingimuse korral Z(,¥) = 0 voi Z(Z, ) = m ehk vektorid & ja i on kollineaarsed.

]

Jareldus 1. Mistahes ruumivektori © € E3 korral  x 7 = 0.

A

B

Joonis 13: Vektoritele a@ ja b ehitatud roopkiilik

Olgu vektorid @, b € E3 mittekollineaarsed vektorid. Fikseerime punkti O ning
leiame punktid A ja B nii, et @ = 0—121 ja b = O? Konstrueerides roopkiiliku,
mille ldhiskiilgedeks on 16igud O A ja OB iitleme, et saadud r66pkiilik on ehitatud
vektoritele @ ning b.

Teoreem 5 (Roopkiiliku pindala). Kui 7,y € E* on mittekollineaarsed vektorid,
siis vektoritele T, i ehitatud réopkiiliku pindala on vordne servavektorite vektorkor-
rutise & X y pikkusega, so

S = |7 x g

Toestus. Olgu ¢ mittekollineaarsete vektorite #, 4 € E? vaheline nurk. Ehitame
nendele vektoritele roopkiiliku OABC (vt joonis 14). Teame, et roopkiiliku OABC
pindala S on vordne réopkiiliku aluse O A pikkuse ja korguse h korrutisega

S = |0A|h.

Kuna |OA| = |Z|, siis S = |Z|h. Kolmnurk AOH B on téisnurkne ning h = |BH|,
seega
h =|BH| = |OB]|sin ¢ = |y] sin ¢.
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Joonis 14: Vektoritele ¥ ja ¢ ehitatud réopkiiliku pindala

Kokkuvottes oleme saanud
S = |7l = || sing = |7 x 7.
]

Eelnevas négime, et vektorkorrutise pikkuse geomeetriline tdhendus on ré6p-
kiiliku pindala. Kuid lisaks geomeetrilistele rakendustele on vektorkorrutis ka ma-
temaatiline tehe, millel on kindlad algebralised omadused. Nende omaduste tund-
mine on oluline, et vektorkorrutisega efektiivselt arvutusi teostada, ilma et peaks
iga kord geomeetrilist tolgendust rakendama.

Lause 2 (Vektorkorrutise algebralised omadused). Olgu 7,7, Z € E* ruumivekto-
rid ning o, B € R arvud. Vektorite vektorkorrutamisel on jargmised algebralised
omadused:

—

1. ¥ Xy = —y X &, vektorkorrutis on kaldsiimmeetriline,
2. (aZ + BY) x Z=aZ x Z+ By x Z, vektorkorrutis on lineaarne.

Toestus. Toestame ainult esimese omaduse, teine omadus jaab iseseisvaks tilesan-
deks. Esiteks méargime, et kui vektorid ¥ ja 3 on kollineaarsed, siis Teoreemist 4
jareldub, et vektorkorrutised & X ¢ ja ¢/ X & on nullvektorid, seega omadus kehtib.
Eeldame niiiid, et vektorid on mittekollineaarsed, st Z }f ij. Peame néitama, et vek-
torid & X ¥/ ja —y X & on vordsed vektorid, st peame néitama, et nende pikkused
on vordsed ja nad on samasuunalised.

a) Pikkus. Teoreemis 5 toestasime, et vektorite vektorkorrutise pikkus on vord-
ne nendele vektoritele ehitatud roopkiiliku pindalaga. On ilmne, et vektori-
tele ¥ ja ¥ ning vektoritele ¢ ja T ehitatud réopkiilikud iihtivad, st tegemist
on iihe ja sama roopkiilikuga. Jarelikult vektorite @ x 4 ja —¢ x & pikkused
on vordsed.

b) Siht. Vektorkorrutise definitsiooni kohaselt vektorid ¥ X ¢ ja ¢ X & on risti
vektoritega & ning ¢. Seega kehtib # x ¢/ || % & ehk vektorid on kollineaarsed.
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¢) Suund. Parema kée reeglist (vt joonis 10) jareldub, et vektorid Z x i/ ja ¥ X Z
on vastassuunalised.

Jirelikult kehtib & x § = —i x 7. 0

Vektorkorrutise algebralisi omadusi kasutades saame sageli olulisel méaral ar-
vutuskaike lihtsustada.
Niide 1. Olgu antud vektorid @b, |@ = 1,|b] = 2 ning Z(d,b) = 2. Leida
(2@ + b) x (@ + 2b)|2. Kasutades vektorkorrutise lineaarsuse omadust teisendame
Jargmiselt

(264 b) X (@+2b) =2a x @+ 4@ x b+ b x @+ 2b x b.

Niitid arvestame, et vektorkorrutis on kaldsiimmeetriline

20X A+4dx b+ (—a xb)+2bxb=2axa+3aAxb+2bxb
Niiiid kasutame Jéireldusest 1, mis titleb, et suvalise vektori korral kehtib #x @ = Q.
Seega

Qi Xa+3Gxb+2xb=0+3axb+0=23axb.
Jarelikult

2
- . - - 2
(2 + b) x (@ + 2b)|* = |3a@ x b]* = 9|a|?|b|* sin® g =9-1-4 (\?) =27.

Vektorkorrutamine on algebraline tehe, st vektorkorrutamine seab igale paarile
(%, y) vastavusse iiheselt méadratud vektori Z x ¢. Antud paragrahvis oli toestatud,
et vektorkorrutamine on mittekommutatiivne. Teame, et algebralise tehe iiheks
tahtsamaks omaduseks on assotsiatiivsus. Kas vektorkorrutamisel on assotsiatiiv-
suse omadus, st kas kehtib

(XY xZ=Tx(Yx2)7

Osutub, et vastus on eitav, st vektorkorrutamine on mitteassotsiatiivne, so
(X Y) x Z# T x (¥ x 2).

5.2 Vektorkorrutis koordinaatides

Jargnevas uurime, kuidas saab vektorkorrutise arvutada kui ruumis on antud rist-
koordinaadid. Selleks eeldame, et ruumis on antud ristreeper {O; €1, €3, €3}. Kuna
vektorkorrutamise korral on oluline ka vektorite orientatsioon, siis eeldame jarg-
nevas, et koik reeperid on parema kie ristreeperid.
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Teoreem 6 (Vektorkorrutise arvutusvalem ristkoordinaatides). Olgu meil parema
kie ristreeper {O; €1, €3, €3} ning

U= (21,91,21) Ja W= (T2,y2,22)

suvalised vektorid. Siis vektorkorrutise U X W koordinaadid avalduvad

—

U X W= (Y122 — Ya21, Ta21 — T129, T1Y2 — Tal1) (20)

Toestus. Viite toestamiseks arvutame esmalt vektorkorrutised €7 x €3, €3 X €3,
€3 X €1. Paneme téhele, et

lel X é3] = |e_i||e_§|sing =1- l-sing =1.

Vektorkorrutise definitsiooni 9. jérgi on vektorkorrutis €7 x €5 risti vektoritega é;
ja €, st €1 xé3 L éq, €1 x ey L é;. Seega peab kehtima €] x é3]|€3. Edasi, rakenda-
des definitsiooni kolmandat punkti, mis méaéarab vektorkorrutise suuna teame, et
kolmik {e7, €3, €1 X €3} moodustab parema kée kolmiku ning jarelikult €] x é5 11 €3.
Kuivord vektorite pikkused on samuti vordsed, siis oleme naidanud, et

— — —

e X ey = e3.

Analoogiliselt saame néiidata (iseseisvalt veendudal!), et

— — — . — —

€3 X €3 =€1 ja €3 X €] = €.

Vektorkorrutise kaldstimmeetrilisuse pohjal

— — — — — —

€9 X €1 = —eg, 3 X €y = —¢€q,

1

— —

1 X €3 = —€9.

o

Selle abil saame kirja panna baasivektorite korrutamistabeli:

e1 X e =0, €1 X ez = e3, e1 X e3 = —ea,
€y X €1 = —€3, €5 X ey =0, ey X €3 = €y,
€3 X €1 = €3, €3 X €5 = —€1, e3x ez =0.

Saadud korrutamistabeli, vektorkorrutise lineaarsuse ning -kaldsiimmeetrilisuse
kaudu saame arvutada otsitava vektorkorrutise ¢ x w ristkoordinaatides. Kuna
vektorite U ja @ koordinaadid on vastavalt (z1,y1,21) ja (z9,ys, 22), siis nende
vektorite esitus baasivektorite lineaarkombinatsioonidena on

U=x161 + Y163 + 2163 ja W = w961 + Y265 + 22€3.
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Saame

= 2172 (€1 X €1) + T1y2 (€1 X €3) + 122 (€1 X €3) +
Y172 (€3 X €1) + Y1y (€2 X €3) + Y122 (€5 X €3) +
219 (€3 X €1) + 21y2 (€3 X €3) + 2122 (€3 X €3) =

= 11y2 (€1 X €3) + 1122 (€1 X €3) +
Y12 (€3 X €1) + Y122 (€2 X €3) +
219 (€3 X €1) + 212 (€3 X €3) =

= (T1y2 — 1 72) (€1 X €3) +
(Y122 — ya21) (€2 X €3) +
(z109 — 20x71) (€3 X €1) =

= (T1y2 — Y172) €3 + (Y122 — Y221) €1 + (2172 — 2271) €.

Niisiis koordinaatides

UXW= (?JlZz — Y221, 2102 — 22T1, T1Y2 — y1x2) .

]

Toestuses panime muuhulgas kirja ka baasivektorite vektorkorrutamise tabeli.
Meenutame, et ristreeperi baasivektorite €7, €5, €3 skalaarkorrutiste valem on

< €, €5 >= 5@',

kusi,j € {1,2,3} jad;; on Kroneckeri stimbol. Osutub, et ristreeperi baasivektorite
paarikaupa vektorikorrutised on samuti voimalik kompaktselt iihe valemiga kirja
panna. Selleks kasutatakse Levi-Civita siimbolit

1, kui (4,7, k) on (1,2,3), (2,3,1) voi (3,1,2),
€k =4 —1, kui (i,7,k) on (3,2,1), (2,1, 3) vai (1, 3, 2),
0 kui vahemalt kaks indeksit on vordsed.

Siis on ristreeperi baasivektorite vektorkorrutiste tabel esitatud valemiga

3
€; X e; = E €ijk Ck-
k=1
Lisaks paneme tihele, et teoreemis esitatud valem (20) on voimalik samuti

monevorra kompaktsemalt kirja panna. Kui arvestame, et teist jarku ruutmaatriksi
A determinanti tahistatakse

aix Qaig
21

Al =

= a11Q22 — A120G21,
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siis saame valemi

UX W= (ZJlZZ — Y221, X221 — T122,T1Y2 — $2y1)

kirjutada kujul

<y
X
g
I

Yoz |T1 A [T U1
9 3
Y2 22 Ty Zo| |T2 Y2

S o 1 21 -  |T1 21| -, |T1 Y1| -
vxw:y €1 — ey + y es.

Yo 22 Ty 22 T2 Y2

vOi

Arvestades saadud valemeid ja teoreemi 4. kollineaarsuse tarvilikkuse ja piisa-
vuse kohta oleme toestanud jargmise vaite.

Teoreem 7. Kaks vektorit v = (x1,y1,21) ja W = (za,ys,22) on kollineaarsed
parajasti siis, kui
nh o« 1z 1 Y

Y2 22 To Z2 T Y2

Meenutame, et kolmandat jarku ruutmaatriksi A determinandi arvutamiseks
saame kasutada valemit

ailz a2 ais
|A\ = |A21 Q22 Q23| =
azyp azz Aas3
= (11022033 + Q12023031 + A13G21032
— A3022G31 — A120210A33 — A11A230A32.
Kasutades dra teist jarku determinandi arvutuseeskirja saame selle kirja panna
kujul
Qo2 Q23 ag1 A3 ag1 A22
|A| = an — a2 + a3
32 A33 az1 ass az1 ass

Arvestades ka eelnevas toestatud valemit

— - 1 21| - T Z1| - T 1| =
wa:y €] — €o + y €3,

1
Y2 Z2 To 22 Lo Y2

saame kompaktse valemi vektorkorrutise arvutamiseks koordinaatides, mis tugineb
kolmandat jarku ruutmaatriksi determinandi arvutamisele:

€1 €5 €3
UX W= 1 Y1 %1
T2 Y2 22
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5.3 Kahekordne vektorkorrutis

Varasemas juba nigime, et sulgude paigutamine kahekordse vektorkorrutise juures
on oluline ehk teisisonu vektorkorrutise korral ei ole meil assotsiatiivsuse tingimus
taidetud. Ent on siiski moned omadused, mis ka kahekordse vektorkorrutise juures
kehtivad.

Teoreem 8. Suwvaliste vektorite d, l;, ¢ korral kehtib valem
(@xb)xé=<ac>b—<be>a.

Toestus. On selge, et kui vihemalt iiks vektoreist d, Z;, ¢ on nullvektor, siis valem

kehtib. Niisiis tildsust kitsendamata eeldame, et @ # 0, b # 0 ja ¢ # 0.

Valime ruumi parema kée ristreeperi {O; €1, €3, €3} nii, et €3 11 ¢. Siis ¢ = |cle;
ja jarelikult ¢ = (|¢],0,0). Olgu

6:(951,91721) ja g:($27y2,z2).

1 U
T Y2

Leima vektorkorrutise @ x b kasutades vektorkorrutise arvutusvalemit koordinaa-
oz

tides:
B (?/2 22

Sama valemi teistkordsel rakendamisel saame

@xaxazm(a

1 21
To 29

S

a X , ,

r1 2
T2 22

1 Y

)
T2 Y2

Teisalt paneme téhele, et koordinaatides avaldub < @, ¢ > b— < I;, ¢ > a jargmiselt:

< 675> 5_ < g>5> a= |ax1(x27y2722) - ‘E‘xQ('xlaylazl) =

= |51 (07%3/2 — T2Y1, 122 — $221) .
Niisiis (@ X b) X ¢ = < d@,¢>b— < b,¢ > d, nagu tarvis. O]

Teoreemis toestatud valemis vektorite jarjestust muutes saame

(@xb)xé=<da,c>b—<b,c>d,
(bx &) xd=<bd>c— <¢&dad>b,

@Exa) xb=<&b>d—<adb>7

Liites vastavate vorrandite vasakud ja paremad pooled néeme, et skalaarkorrutise
siimmeetrilisuse tottu paremal pool koik liikmed koonduvad ning jérele jaab

(@xB) x4+ (bxd) xda+ (Exa) xb=0.
Saadud samasust nimetatakse Jacobi samasusesks.
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6 Vektorite segakorrutis

Varasemates peatiikkides oleme juba tutvunud kahe vektori korrutistega: skalaar-
korrutis andis tulemuseks arvu, mis kirjeldas vektorite omavahelist nurka ja pik-
kusi, ning vektorkorrutis andis tulemuseks uue vektori, mis oli risti molema algse
vektoriga ja mille pikkus vordus nende moodustatud réopkiiliku pindalaga. Jarg-
nevas vaatleme veel iiht vektorite korrutist, ent seekord on korrutatavaid vektoreid
kolm.

Segakorrutamine on matemaatiline tehe, mis iihendab endas nii skalaar- kui
ka vektorkorrutise, andes tulemuseks iithe arvu. Kuid see arv pole suvaline, vaid
kannab endas olulist geomeetrilist tdhendust. Kolme vektori a, b ja ¢ segakorruti-
se absoluutvaértus vordub nimelt ro6ptahuka ruumalaga, mis on moodustatud
nende kolme vektori poolt. Segakorrutis on niisiis otsekui laiendus vektorkorruti-
sele, mis aitas meil leida roopkiiliku pindala.

Segakorrutis pakub meile voimsa vahendi ruumiliste kujundite ja nende oma-
duste analiilisimiseks. Jargmistes alapeatiikkides opime tundma selle arvutamise
meetodeid, geomeetrilist interpretatsiooni ja praktilisi rakendusi, néiteks vektorite
komplanaarsuse (iihel tasapinnal paiknemise) tuvastamisel.

Definitsioon 10. Ruumivektorite Z, 7/, 7 € E3 segakorrutiseks nimetatakse relaal-
arvu

(—»—»—»

T, 2)=<Z,yYxZ>. (21)

Néitame niiiid, et kasutades segakorrutise definitsiooni on voimalik arvutada
kolmele vektorile ehitatud réoptahuka ruumala.

Teoreem 9 (Rooptahuka ruumala). Olgu vektorid Z, 1, Z € E* mittekomplanaar-
sed. Segakorrutise (¥,y,2) absoluutvddrtus on vordne vektoritele v,z ehitatud
rooptahuka ruumalaga ehk

V=|(7,7,2)] (22)

Vektorite segakorrutis on positiivne kui {Z,y,Z} on parema kde kolmik, ning
negatiivne kui {Z,y, 2} on vasaku kéie kolmik.

Toestus. Rodptahuka ruumala V' on vordne ré6ptahuka pohja pindala ning korguse
korrutisega. Seega

Kasutades teoreem 5. roopkiiliku pindala kohta teame, et roopkiiliku OBEC
pindala on vordne teda moodustavate vektorite vektorkorrutise absoluutvaértusega

SOBEC = ‘37)( 5‘
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Joonis 15: Rooptahuka OABC' ruumala

Jooniselt 15 ndeme, et rooptahuka korguse h = |DA| pikkuse saame leida
trigonomeetria abil:

h = |Z||cosb],
kus 6 on nurk vektori 7 ja vektorkorrutise ¢ x 2’ vahel. Kokkuvottes

V = Sogec - h = |y x Z||Z||cosl| = |Z||y x Z]|cosb|
=|<Z,ygxzZ>|=|(Z 72

Jareldus 2. Vektoritele 7,7, 7 € E® ehitatud tetracedri ruumala on
V= l(#7.9)]
6
Jareldus 3. Vektoritele 7,1, 7 € E® ehitatud prisma ruumala on
V=I5 )
2

Eelneva teoreemi alusel on meil voimas tooriist rooptahuka ruumala leidmiseks.
Tuletame meelde, et rooptahuka ruumala on null ainult siis, kui selle korgus on
null. Selleks peab vektorite i ja 2z" poolt moodustatud aluspind ning vektori &
16pp-punktis asuv tipp asetsema iihel ja samal tasandil. See tdhendab, et koik
kolm vektorit — Z, ¢ ja Z — on samal tasapinnal. Selliseid vektoreid nimetatakse
komplanaarseteks vektoriteks.

Seega, kui segakorrutise (', 1, Z) vadrtus osutub nulliks, peab ka vastava r66p-
tahuka ruumala olema null. See on aga voimalik ainult juhul, kui vektorid Z, ¥/ ja
7 asuvad samal tasapinnal.
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Teoreem 10. Vektorite T, 1, 7 € E3 segakorrutis vordub nulliga parajasti siis, kui
need vektorid on komplanaarsed.

Toestus. Téhistame vektorite ¥ ja ix 2 vahelise nurga § = Z(Z, i/x Z) ning vektorite
¥ ja 2 vahelise nurga ¢ = Z(y, Z). Viite toestamiseks meenutame, et kolm vektorit
on komplanaarsed, kui vihemalt kaks neist on kollineaarsed (vt alapeatiikk 2.1).

Tarvilikkus. Olgu (7,7, 2) = 0. Seega |Z||y % 2] cos @ = 0 ja jarelikult kehtib iiks
kolmest vaitest:

1. |7 =0,
2. |y x Z] =0, voi
3. cosf = 0.
Ilmselt esimese ja teise voimaluse korral on vektorid komplanaarsed, kuna kaks

neist on kollineaarsed. Kui aga cos# = 0, siis # on tdisnurk ehk © 1 ¢ x 2. Viimane
aga tahendabki, et vektorid on komplanaarsed.

Piisavus. Eeldame, et vektorid #, i/ ja 2’ on komplanaarsed. Sel juhul oz’ + Sy +
~vZ = 0, kus vihemalt iiks kordajatest «, 5,7 € R on nullist erinev.
Uldsust kitsendamata eeldame, et g # 0. Avaldame
. - . Q
Y=o +mz2, kus ay=——=, 11 =—

i
B B

Leiame (7,9, 2) =< &,y X Z >.
Paneme téhele, et vorduse paremal pool esinev vektorkorrutis on

— — —

UXZ=(Z@+NnZ) X Z=Z X Z+Z X Z=aT X Z.

— —

Kuivord 7 | & x 2| siis skalaarkorrutis < &,y x Z >= 0 ja kokkuvottes oleme
naidanud, et (Z,7,2) = 0. O

Jareldus 4. Kui seqakorrutises on vihemalt kaks vektorit kollineaarsed, siis sega-
korrutis vordub nulliga.

Lause 3 (Segakorrutise omadused). Segakorrutisel on jargmised algebralised oma-
dused.

1. Suwaliste vektorite ., 7 € E3 korral kehtib
(fu Zj? Z) = (Zj? 57 f) = (57 f7g) = _(_’7 f? E) = _(fa g7 37) = _(_’7 _’7 f)
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2. Segakorrutis on lineaarne, st iga o, € R korral
(agi + B3, 7, 2) = (@1, 7, Z) + B(22,, 2).

Toestus. Lause 2. omadus on vahetu jareldus esimesest omadusest ning segakor-
rutise definitsioonist.

1. omaduse toestamiseks mérgime, et segakorrutise absoluutvaértus on vordne
rooptahuka ruumalaga ning jarelikult ta ei soltu vektorite jérjestusest. Teisisonu,
kui vektorid segakorrutises iimber paigutada, siis segakorrutise absoluutvaartus
sellest ei muutu.

Lisaks paneme téhele, et vektorite tsiikliline permutatsioon ei muuda kolmiku
{Z, 7, Z} orientatsiooni, samas kui mittetsiikliline permutatsioon muudab kolmiku
orientatsiooni. Seega lause punktis 1. toodud vordused kehtivad. O

Siiani oleme segakorrutise moistet kasutanud né geomeetriliselt, vaadeldes selle
seoseid rooptahuka ruumalaga ja vektorite komplanaarsusega. Kuid matemaatilis-
te operatsioonide juures on tihti mugavam ja praktilisem kasutada koordinaatsiis-
teemi. Jargnevas uurime, kuidas arvutada segakorrutist, kui vektorid on antud
koordinaatide kaudu. Nagu selgub, annab ka segakorrutise tehe meile kompaktse
ja elegantse valemi, mis seob kokku koik kolm vektori komponenti iiheks arvuks.

Eeldame jargnevas, et ruumis on antud ristreeper {O; €7, €3, €3}.

Teoreem 11. Vektorite

1= T1€1 + Yy1€2 + 21€3,
az = Ta€1 + Yoo + 22€3,
3 = T3e1 + Yzeg + 23€3

segakorrutis on vordne koordinaatidest moodustatud 3. jarku determinandiga

Ty 1 oz
(G1>a2,a3) = (T2 Y2 Zz2f.
T3 Yz =3

Téestus. Leiame esmalt baasivektorite €7, €3, €3 segakorrutise (€7, €3, €3). Selleks
margime, et kehtib €3 x €3 = €1 ning jarelikult

(€1,63,€3) =< €1,63 X €3 >=< €1,€1 >= 1.
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Eelnevat vordust ning segakorrutise lineaarsust arvesse vottes saame arvutada vek-
torite aj, as, az vektorkorrutise koordinaatides:

(a1,a3,a3) = (2161 + Y165 + 2163, 1261 + Y265 + 2263, 1361 + Y365 + 2363) =
= T1%223 (€1, €2, €3) + y12273 (€3, €3, €1) + 2122y3 (€3, €1, €3) +
219273 (€3, €3, €1) + Y1T223 (€3, €1, €3) + T120y3 (€1, €3, 63) =
= (T1Y223 + V12223 + 2122Y3) (€1, €2, €3) +
(21923 + Y17223 + T122Y3) (€3, €2, €1) =
= (T1y223 + Y1223 + 2172Y3) (€1, €2, €3) —
(2123 4+ Y17223 + T122Y3) (€1, €3, €3) =
= (T1Y223 + Y122T3 + 21T2Y3 — 21Y2T3 — Y1T223 — T122Y3) (€1, €2,€3) =
(

T1Ya23 + T3Y122 + TaYz21 — TaYa21 — ToY123 — T1Y322) (€1, €3, €3) =

Ty Y1 21 rr Y1 oz
= |T2 Y2 22 (61762763) = |T2 Y2 Z2|.
T3 Yz =3 Tr3 Yz Zz3

]

Naiide 2. Olgu tetraeedri tippude koordinaadid A(2,1,—1), B(3,0,2), C(5,1,1) ja

D(0,—1,3). Leiame tipu C' kauguse pohjast ABD kasutades segakorrutist.
Ilmselt on otsitav kaugus vordne tetraeedri (voi vastava rodptahuka) korgusega

tipust C' réoptahuka pohjale ABD. Tdhistame selle korguse simboliga h. Korguse

h saame leida valemist h = %, kus S on vektoritele AB ja AD ehitatud réopkiiliku

pindala. Niisiis
(AB, 4D, AC)|
AL x AD)|

Tippude koordinaatide jirgi saame kiiljevektorid 1@ (3,0,2), zﬁ (1,-1,3),
ﬁ = (—2,—-2,4), mille pohjal

h:

13
(AB, AD, AC) = 2 4= -2
3 0 2
Jirelikult V = |(AB, AD, AC)| = | — 2| = 2.
Analoogiliselt
1 3 [1 -1
AB x AD = (‘ ) 4' ‘ , 4',‘_2 4‘):(2,—10,—4),
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mullest

AB x AD| = /22 1 (—10)2 = (—4)2 = /120 = 2/30
. ~y . - 2 o 1
Seega tipu C kaugus pohjast ABD on h = % = 75
Kahest eelnevast teoreemist jareldub vahetult teoreem, mis annab piisava ja

tarviliku tingimuse kolme vektori komplanaarsuse méaramiseks koordinaatides.

Teoreem 12. Kolm vektorit a; = (x1,y1,21), a3 = (T2,Ys, 22) ja a3 = (x3,Ys, 23)
on komplanaarsed parajasti siis, kui nende vektorite koordinaatidest moodustatud
determinant on vordne nulliga:

1 Y1 A
T2 Yz 29| = 0.
Vaatleme peatiiki 1opetuseks veel moningaid olulisi vektoralgebra samasusi.
Olgu @, b ja ¢ ruumivektorid, siis kehtivad

(1) Jacobi samasus

(3)

@ x b2 = |@)?|b)*— < @,b >? .

Toestus. Toestame neist Lagrange’i samasuse.

=(d,axb,¢) =
=< d, (@ xb)x &>=
=<d,<aq,é>b—<b,>ad>=
|<ae> <ad>
Cl<bé> <bd>
O
Mirgime, et kui samasus (3) on kirjutatud kujul < @b >2= |@|2|b|2 — |@ x b|%,

siis jareldub sellest Cauchy-Schwarz’i vorratus

| <@ b>|<|allb].
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7 Sirge vorrandid

Selles ja jargmises peatiikis tegeleme sirgete ja tasandite vorranditega. Sirge voi
tasandi vorrandi koostamiseks kasutame vektoreid ja tehteid vektoritega, st ka-
sutame vektorite liitmist, korrutamist arvudega, skalaarkorrutist, vektorkorrutist,
segakorrutist.

Sirge voi tasandi koige fundamentaalsem vorrand on selline, kus kasutame ai-
nult vektoreid ja tehteid nendega, st me ei kasuta reeperit voi koordinaadisiisteemi.
Sellist vorrandit nimetatakse sirge voi tasandi vektorvorrandiks.

Kui sirge vorrandis esineb reaalarvuline parameeter (muutuv reaalarv) nii, et
selle parameetri igale vaartusele vastab sirge iiks ja ainult iiks punkt, siis vorrandit
nimetatakse parameetriliseks vorrandiks. Kui sirge voi tasandi vektorvorrand on
koostatud ja uuritud, siis ruumi varustame reeperiga (koordinaadisiisteemiga) ja
leiame vektorvorrandi kuju koordinaatides.

Hermann Weyl'i aksiomaatikas sirge on punktihulk

S—{XCE:0X=0A+tAB, O,A,B€E,tecR},

kus E on Eukleidiline ruum, O on ruumi F mingi fikseeritud punkt, A ja B on
sirge fikseeritud punktid (kusjuures A # B), X on sirge muutuv punkt ja ¢ on

suvaline reaalarv (vaba parameeter). Téhistame § := AB. Sirge parameetrilise
vektorvorrand muutub jargmiseks
—
OX = OA +15

——
Vektorit § nimetatakse sirge £ sihivektoriks. Kui lisaks téhistame 04)() =7, 0A =

7o, Siis
7 =17+ t5. (23)

Joonis 16: Sirge vektorvorrandi tuletamine
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Sama vorrandit saab tuletada geomeetriliselt kasutades tehteid vektoritega (vt
Joonis 16). Olgu [ sirge, A selle sirge fikseeritud punkt ning 3§ sirgega [ paralleelne
vektor (sihivektor). Olgu X sirge [ suvaline punkt. Tdhistame punktide A ja X
kohavektoreid vastavalt 7o = OA ning 7= OX. Siis ¥ —rj = zﬁ) . Viimase vektori
kohta teame, et AX | §ehk 7—7r% || 5. Rakendame kollineaarsete vektorite tarviliku
ja piisava tingimuse, saame et leidub ¢ € R selline, et 7 — ry = t5 ehk ¥ = rj + t5.

Mirkus: Vastavus t € R <+ X € [ (reaalarv <> sirge punkt) on iiksiihene,
seega voime vaadelda parameetri ¢ sirge [ punktide koordinaatidena.

Definitsioon 11. Vorrandit (23) nimetatakse sirge parameetriliseks vektorvorran-
diks. Margime, et sirge vektorvorrandi kuju ei soltu ruumi dimensioonist.

Kui ruumis on antud kaks sirget [, ls sihivektoritega vastavalt §; ja Sb, siis
nende sirgete vaheliseks nurgaks nimetame nurka Z(37, S3). Niitid on lihtne leida
nurka kahe etteantud sirge vahel skalaarkorrutise abil
o < §1, §2 >

cos Z(81, 89) = EAIEA

7.1 Sirge vorrand ruumis

Kirjutame sirge parameetrilise vektorvorrandi kolmemootmelise ruumi koordinaa-
tides. Selleks fikseerime ruumi E3 reeperit R = {O; e}, €, 3} (siin me ei eelda,
et R on ristreeper). Olgu sirge vorrandis (23) esinevate vektorite koordinaadid
jargmised
7= (%972)7 7/_‘)0: (5130790,20), 5= (81a82783)'
Niiiid on lihtne néha, et sirge parameetriline vektorvorrand on
(2,9, 2) = (%o, Yo, 20) + t(s1, S2, 83) = (0 + s1t, Yo + Sat, 20 + S3t)
ehk
Tr =x9+ 51t
Y=o+ sat . (24)
Z = 2y+ s3t

Seda vorrandit nimetame edaspidi sirge parameetriliseks vorrandiks koordinaatides.
Eeldusel, et sirge sihivektori koordinaadid on nullist erinevad, st s; # 0, s9 # 0
ja s3 # 0 saame avaldada vorrandist (24), et

T—To Y—Yo
S1 S92 S3

zZ— 20
t= .

Vorrandit
x—iﬂozy—yo:Z—Zo (25)

S1 S9 S3
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nimetatakse sirge kanooniliseks vorrandiks.

Eelnevalt oleme eeldanud, et koik sirge sihivektori koordinaadid on nullist eri-
nevad. On ilmne, et suvalise sirge sihivektor on nullvektorist erinev, § # 0, st
koik tema koordinaadid ei saa korraga vorduda nulliga. Laiendame sirge kanooni-
lise vorrandi kasutamist ka juhule, kus sihivektori moned koordinaadid on nullid.
Néiteks, kui méone sirge sihivektor on kujul § = (s1, $2,0) (51,82 € R\ {0}), siis
kirjutusviis

T—To  Y—Y _ 22— %0

’
S1 S92 0

tdahendab olukorda, kus sirge vorrand on ekvivalentne jargmise vorrandisiisteemiga

T—To _ Y=Y
51 S2
Z =20

Sarnaselt voib késitleda iilejaanud voimalusi.

7.2 Sirge vorrand tasandil

Analoogselt eelmisele alampeatiikile kahemootmelises ruumis E? (ehk tasandil)
saab tuletada sirge parameetriline vorrand koordinaatides:

T = xg+ Sit

oo (26)
Y = Yo + Sat

Sirge kanooniline vorrand néeb vélja jargmiselt:

x_xozy_yo (27)

51 59

Seda saab tuletada sarnaselt vorrandile (25).

Uurime sirge vorrandit tasandil lahemalt. Kui eeldame, et vorrandis (26) s; # 0,
siis saame avaldada siisteemi esimesest vorrandist ¢t = % ning asendades teisse
vorrandi saame, et

52

y=yo=_(r—20) voi y=kr+b, (28)
1

kus k = 2 ja b := yo — *%. Samamoodi nagu koolimatemaatikas nimetame

kordajat k sirge tousuks. Juhime tdhelepanu, et sirge vorrand (28) omab métet
ainult tasandil ning ainult eeldusel s; # 0 (st. see vorrand ei kata juhtu x = xg).

Meenutame, et tasandiline sirge [ on iiheselt méaratud jargmiste geomeetriliste
andmetega:
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e sirge punkt A € [,
e sirge normaalvektor ﬁ

Tasandilise sirge normaalvektoriks nimetatakse vektorit ﬁ #* 0, mis on risti sirge
mistahes sihivektoriga. N

Fikseerime tasandi mingi punkti O. Olgu 7y = OA punkti A kohavektor ning
7=0X , kus X € [ on sirge suvaline (muutuv) punkt. Kui N on sirge | normaal-
vektor, siis kehtib 7 — 75 L N. Jrelikult (vt teoreem 2, 3. omadus)

<7 =Ty, N >=0. (29)

Vorrandit (29) nimetatakse tasandilise sirge vektorvorrandiks normaalvektori kau-
du.

Uurime selle vorrandi kuju koordinaatides. Esiteks, kasutades skalaarkorrutise
lineaarsust saame esitada seda vorrandit kujul < F,ﬁ > 4+C = 0, kus C =
— < 7, ﬁ >. Fikseerime tasandi ristreeper R = {O; ¢}, €}, olgu selles reeperis
7= (z,y) ja ﬁ = (A, B). Siis eespool kirjutatud vorrandi (29) kuju koordinaatides
on

Ax+ By+C =0. (30)

Vérrandit (30) nimetatakse tasandilise sirge uldvorrandiks.

Alapeatiiki 16puks vaatleme juhtu, kui tasandiline sirge [ ei ole iihtegi baasi-
vektoriga paralleelne, st sirge 16ikab nii abtsiss- kui ordinaattelge. Olgu vastavad
16ikepunktid z-teljel A(a,0) ja y-teljel B(0,b). Siis vektor §= AB = (—a, b) sobib
sirge [ sihivektoriks ning kasutades vorrandeid (27) (vottes §= (—a,b) ja A(a,0))
leiame, et sirge [ vorrand on

r—a Y Y T r oy
== & T=——41 & —+=-=1
—a b b a+ a+b
Vorrandit oy
T 31
— Tt (31)

nimetatakse sirge [ vorrandiks telgloikudes, sest sellest saame leida sirge [ loike-
punktid telgedega (nn telgloigud). Kui tasandiline sirge 16ikab ainult iihte teljet,
siis tema vorrand on kujul

r=a VOI y=b.

7.3 Punkti kaugus sirgeni

Peatiikki lopetuseks vaatleme {iht geomeetria iilesannet: on antud sirge / ja ruumi
punkt P. On vaja leida punkti P kaugus d = d(P,1) sirgest [.
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Lahendame {ilesannet vektorkujul. Olgu § sirge [ sihivektor, A mingi sirge
punkt. Kauguse d leidmiseks kasutame vektorkorrutise roopkiiliku pindala oma-
dust (teoreem 5; rohutame, et vektorkorrutist saame kasutada ainult kolmemodot-

melises ruumis). Vaatleme réopkiilikut, mis on ehitatud vektoritele s, ﬁ (vt. joo-
nis ?77?). Ndeme, et kaugus d on vordne selle roopkiiliku korgusega

_]§xﬁ|
_—lﬂ .

Vektori ﬁ saab avaldada punktide A, P kohavektorite kaudu kui ﬁ =7 —Tp.
Saame, et punkti P kauguse d sirgeni [ arvutusvalem vektorkujul on

d

L l5x =)
E

Kirjutame vilja seda valemit ristkoordinaatides. Olgu {O; €1, €3, €3} ruumi ristree-
per, §= (s1, S, s3) sihivektori koordinaadid, A(z4, Ya, 2a) ja P(xp, yp, 2,) puntkide
A ja P koordinaadid vastavalt. Valem (32) koordinaatides votab kuju

(32)

2 2

S1 53
Tp—Tq Zp— Za

ST+ s+ 83

S1 52
Tp—Ta Yp— Ya

(33)

Lahendame sama tilesannet tasandil. Olgu {O;¢é}, é;} tasandi ristreeper. Ta-
hame leida punkti P(z,,y,) kaugus sirgeni [. Olgu sirge antud tldvorrandiga
l: Az + By+ C =0, ehk N = (A, B) on selle sirge normaalvektor. Olgu punkt
A(zq,,y,) sirge [ mingi punkt.

Selleks, et kasutada valemit (32) tdiendame formaalselt reeperit vektoriga €
selliselt, et {O; €}, €, €3} oleks kolmemootmelise ruumi E? ristreeper. Uues reeperis
meil on uued punktide koordinaadid A(z4, Y4, 0), P(zp, yp, 0), seega 7"— 15 = (z, —
TayYp — Ya, 0). Sirge [ sihivektoriks valime vektorit § = (=B, A,0) (veenduge, et
see vektor on risti vektoriga = (A, B,0), mistottu see sobib vaadeldava sirge
sihivektoriks). Niiiid saame arvutada (1)

§x (r—1p) =(0,0,—Ax, — By, — C).

Seega valemi (32) voi (33) abil leiame

/024024 (Az, + By, + C)?  |Az, + By, + C|

d
VA B VA B
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8 Tasandi vorrandid

Selles peatiikis vaatleme kolmemootmelist Eukleidilist ruumi E3. Peatiiki uurimis-
objekt on tasand ning pohiline eesmérk on kirjeldada ja uurida tasandit vorrandite
abil mingis fikseeritud reeperis. Tasand on iiheselt maaratud, kui on antud:

e tasandi punkt A ,
e kaks mittekollineaarset vektorit 77, 7.

Leidub parajasti iiks tasand 8B selline, mis ldbib punkti A ja on paralleelne vekto-
ritega 77, 75. Vektorid 7, 75 moodustavad tasandi rihi.

8.1 Tasandi parameetrilised vorrandid

Tuletame tasandi B parameetrilist vektorvorrandit nende andmetega. Olgu X
suvaline tasandi punkt ja 7 selle punkti kohavektor. Olgu 7, punkti A kohavektor.

On ilmne, et vektor ¥ — 7 = AX on tasandi vektor. Seega

—

77—7“0 = U’Fl +U772,

kus u,v € R on iiheselt madratud parameetrid. Tasandi B parameetriliseks vek-
torvorrandiks nimetatakse vorrandit

— —

7= 7y + ury + vrs. (35)

Fikseerime ruumi mingi reeper R = {O; €1, €3, €5 }. Kui A(zo, yo, 20), X (x,y, 2),
™ = (x1,11,21), To = (Z2,Ys, 22), siis tasandi parameetriline vektorvorrand on
samavaarne vorrandisiisteemiga

T = X9+ ur| + vre
y=vyo+uy +vy2 - (36)
Z =29+ Uz + U2

Vorrandisiisteemi (36) nimetatakse tasandi parameetriliseks vorrandiks. Seda voi-
me kirjutada ka kujul

(u,v) = (zo + uxy + vx2, Yo + uy1 + VY2, 20 + uzy + V23).

Tasandi parameetrilised vorrandid olid tuletatud tingimusel, et on antud tasandi
B punkt A ja selle rihivektorid 77, 73. Kolmikut {A; 7,75} voib vaadelda tasandi
B reeperina. Sel juhul parameetrid u, v on tasandi punktide koordinaadid.
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8.2 Tasandi ilmutamata vorrandid

Kolmemodtmelises ruumis E? leidub parajasti iiks tasand B, mis libib etteantud
punkti A ja mis on risti etteantud vektoriga N. Vektorit ﬁ nimetatakse tasandi
B normaalvektoriks. Tuletame tasandi vektorvorrandi, kui on antud selle tasandi
mingi punkt A ja normaalvektor ﬁ

Olgu 7 suvalise tasandi punkti X € B kohavektor ja 7y punkti A kohavektor.
Normaalvektori definitsioonist jareldub, et 7" — 7y = B 1 ﬁ Jarelikult

<7 =Ty, N >=o0. (37)

Vorrandit (37) nimetatakse tasandi vektorvorrandiks normaalvektori kaudu.

Paneme téhele, et kui on antud tasandi B riht {7, 7}, siis selle tasandi nor-
maalvektoriks saab votta rihivektorite vektorkorrutist 7 x 75. Toepoolest vektor-
korrutis on risti nii vektoriga 77, kui ka vektoriga 5. Jarelikult ta on risti tasan-
di mistahes vektoriga (veenduge selles vorrandi (35) abil). Seega tasandi suvalise
punkti X korral kehtib

(7?_ F077?17 FQ) =0. (38)

Vorrandit (38) nimetatakse tasandi vektorvorrandiks rihi kaudu.
Fikseerime ruumi mingi ristreeper R = {O;é}, e, e3}. Olgu selles reeperis
punkti A kohavektori koordinaadid 7y = (x¢,¥o0,20) ja tasandi normaalvektori

koordinaadid ﬁ = (A, B, C). Vattes tasandi suvalise punkti X kohavektori koordi-
naatideks 7 = (x,y, z) saame tasandi vektorvorrandist normaalvektori kaudu (37)
jargmist vorrandit

Az — z0) + B(y — yo) + C(2 — ) = 0.
Leitud vorrandit saab kirjutada kujul
Az + By+Cz+ D =0, (39)

kus D := —Axy — Byg — Cz. Vorrandit (39) nimetatakse tasandi ildvorrandiks.

Kui ruumi kolm punkti P, ), R ei asu iihisel sirgel, siis need punktid méaravad
tasandit, st leidub parajasti iiks tasand, mis labib vastavaid punkte. Leiame selle
tasandi tildvorrandi, kui on antud nende punktide ristkoordinaadid P(xq, yo, 20),
Q(z1,y1,21), R(x2,y0,22). Tasandi iildvorrandi koostamiseks kasutame tasandi
vektorvorrandit rihi kaudu (38). Kuna P, @), R on tasandi vektorid, siis vekto-

rid 7 = Pﬁ ja Ty = ﬁ on paralleelsed otsitava tasandiga. Eelduse kohaselt
punktid P, @, R ei asu iihel sirgel, jarelikult vektorid 7 ja 75 ei ole kollineaarsed.
Seega vektorid {r}, 7} moodustavad tasandi rihi. Tasandi alguspunktiks votame
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punkti P ja selle kohavektorit téhistame 7. Suvalise tasandi punkti X(z,y, 2)
kohavektorit tdhistame tavapéraselt . On lihtne leida, et

7:»_7:»0: (x_x()ay_y()az_z())a
= (551—370;3/1—%721 _20)7

Ty = (xz — Zo, Y2 — Yo, 22 — Zo)-

Vektorvorrandi (38) vasakpool on kolme vektori segakorrutis, mida oskame lei-
da ristkoordinaatides kui kolmandat jérku determinanti (vt teoreem (11)). Seega
tasandi iildvorrand on

r—xo Y—Y <—%0
T1—To Y1 —Y 21— 2| =0.
Ty —To Y2 —Yo 22— 20

8.3 TUleminek iihelt vorrandilt teisele

Eelnevalt oleme selgitanud, kuidas teostada lileminek tasandi parameetrilisest vor-
randist (36) tildvorrandile. Nimelt peame leidma tasandi rihivektorite 7, 75 koor-
dinaadid, siis vektor 7] X 75 sobib tasandi normaalvektoriks ning vorrand (38)
lahtikirjutatuna annab tasandi tildvorrandti.

Niitid néitame, kuidas teostada iileminekut tasandi B iildvorrandist (39) ta-
sandi parameetrilistele vorranditele. Olgu Az + By + Cz + D = 0 tasandi B
tildvorrand. Parameetrilise vorrandi koostamiseks peame leidam selle tasandi iihte
punkti ja kaks mittekollineaaret vektorit (tasandi riht). Tasandi punktide koor-
dinaadid rahuldavad vorrandit Az + By + Cz + D = 0, seega peame leida selle
lahend.

Kuna tasandi normaalvektor N} = (A, B, C) on nullvektorist erinev, siis vihe-
malt {iks selle vektori koordinaat ei vordu nulliga. Uldisust kitsendamata eeldame,
et A #0 (kui B # 0 voi C' # 0 arutleme analoogselt). Olgu A # 0. Leiame tasandi
punkti, mille korral y = z = 0. Saame tasandi vorrandis Ax + D = 0, kust saame
avaldada, et x = —% Seega punkt P(—%, 0,0) on tasandi punkt. Leiame tasandi
kaks mittekollineaarset vektorit. Tasandi B mistahes vektor @ = (aq, s, a3) on

risti selle normaalvektoriga N = (A, B, C) ehk kehtib vordus (vt teoreem 2)
AOél + BO[Q + 0043 =0.

See tahelepanek on iipris kasulik tasandite uurimisel ruumis. Tegelikult just selliselt
leitakse tasandi rihi, kui on antud tasandi iildvorrand. Sonastame seda tulemust
eraldi lausena:
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Lause 4. Kui tasandi B ildvorrand on Axr+ By+ Cz+ D = 0, siis kaks mittekol-
lineaarset vektorit 71 = (B1, B2, B3), Te = (71,72, 73) sellised, et nende koordinaadid
rahuldavad vorrandit

AOél + BOJQ + COég =0

moodustavad tasandi B rihi.

Toestus. Eelnevas arutelus oleme néidanud, et iga tasandi vektori koordinaadid
peavad rahuldava seda vordust. Suvalised kaks mittekollineaarset vektorit tasandil
B moodustavad selle tasandi rihi. O

Eeldusel A # 0 leiame, et
B C

] = ——0g — —(Q3

A A

Arve «g, a3 voime vaadelda kui lahendi parameetrieid. Seega vottes nt a, =
1, a3 = 0 ja as = 0, a3 leiame kaks tasandi B mittekollineaarset vektorit m; =
(=2,1,0) ja @ = (—%,0,1). Vottes kokku tasandi punkti P(—2£,0,0) ja kaks
mittekollineaarset vektorit 7 = ( —%, 1,0), 7 = (—%, 0, 1) on lihtne koostada selle
tasandi parameetrilised vorrandid (36)

- _Db_B, C
=T T AU Zv

y=u

z =

Ulejésinud juthumite késitlemist jatame lugejale harjutuseks.

8.4 Tasandite vastastikune asend. Tasandite loikesirge

Kolmemodtmelises Eukleidilises ruumis E? suvalise kahe tasandi B, 8, korral on
kolm voimalust: need tasandid kas 16ikuvad (sel juhul saame kétte tasandite 16i-
kesirge) voi on paralleelsed (98, || 9B2) voi iihtivad (981 = B,). Kusjuures olukorda,
kui kaks tasandit iihtivat, saab teatud mottes vaadelda tasandite paralleelsuse eri-
juhuna (st voib Gelda, et iga tasand on paralleelne iseendaga). Jirgmine teoreem
annab tarvilikku ja piisava tingimuse sellele, et kaks tasandid oleksid paralleelsed.

Teoreem 13. Olgu antud kaks tasandit
281:A135+Bly—|—012+D1:0, ja %2:A2x+B2y+CQZ+D2:0.

Need tasandid on paralleelsed (B, || Ba) parajasti siis, kui leidub selline reaalarv
A, et

Ay = ANAy, By=AB;, Cy= (. (40)
Need tasandid tihtivad parajasti siis, kui lisaks vordustele (40) kehtib vordus Dy =
AD;.
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Toestus. Tarvilikkus: Olgu tasandid ‘B, B, paralleelsed. Siis nende tasandite nor-
maalvektorid on kollineaarsed, Ny || Na. Seega leidub selline reaalarv A, et ﬁQ =
)\ﬁl. Siit jarelduvad vordused (40).

Olgu tasandid B, B, iihtivad. Siis need tasandid on ilmselt paralleelsed ja téanu
eelmisele tulemusele teise tasandi B, vorrand on kujul A(A;z+ Byy+Ci2)+Dgy = 0.
Olgu P € B, = B, nende iihtivate tasandite punkt koordinaatidega P(zo, Yo, 20),
ehk kehtivad vordused

All‘o + Blyo + 0120 + D1 = 0, )\(All’o —+ Blyo -+ 0120) -+ DQ = 0

Nendest vordustest jareldub, et A\(—D1) + Dy ehk Dy = AD;.
Piisavus: Kehtigu vordused (40) (praegu me ei eelda, et Dy = AD;). Eespool
toestatud lausest (4) jareldub, et tasandite rihivektorid rahuldavad vorrandit

A2a1+Bga2+Cga3 =0 < )\(Ala1+Bloz2+Cloz3) =0 < A1a1+Bla2+Cla3 =0

Seega kui on leitud iihe tasandi rihivektorid, siis nad on ka teise tasandi rihivek-
torid. Seega tasandid on paralleelsed.

Kehtigu vordused (40) ja Dy = AD; mingi reaalarvu A korral. Siis suvalise
ruumi punkti P(zg, yo, 20) korral

Aoxg+ Boyg + Cozog+ Dy =0 & ANAjxg + ABiyo + A\Chizg+AD1 =0
<~ A(AL'L‘() + B1?J0 + 0120 + D1> =0
& Awxo+ Biyo +Cizo+ D1 =0

ehk P on tasandi ‘B, punkt parajasti siis, kui P on tasandi 8; punkt. Jarelikult
need tasandid iihtivad. O

Tasandite By, B, paralleelsuse tingimuse (40) voime kirjutada nende normaal-

vektorite ﬁl, ﬁg abil kujul ﬁl X ﬁz = 0. Arvutades koordinaatides leiame, et
kaks tasandit on paralleelsed parajasti siis, kui

=0

BQ CQ A2 02

B, Cy
AQ B2

_ ‘Al C,

. ‘Al Bl

Kui tasandid ei ole paralleelsed (ega iihti), siis nad loikuvad ja kahe tasandi
l1oikejoon on sirge. Kui loikuvate tasandite vorrandid on Az + Biy+Ciz+ Dy =0
ja Aox 4+ Boy 4+ Coz + Dy = 0, siis nende loikesirge punktid peavad rahuldama
vorrandisiisteemi

(41)

A1{E+Bly+012+D1:O
AQ.T"‘BQ?/"‘CQZ“‘DQ:O
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Vorrandististeemi (41) nimetatakse kahe tasandi loikesirge vorrandiks. Kui soovi-
me esitada selle sirge vorrandit kanoonilisel kujul, siis meil on vaja leida selle sirge
mingi punkt P ja sihivektor s. Esiteks leiame sirge sihivektori. Tuletame meel-
de, et vektorid ﬁl = (A1, By, () ja ﬁg = (Ag, By, Cy) on fikseeritud tasandite
normaalvektorid, st koik esimese tasandi vektorid on risti vektoriga ﬁl ja koik
teise tasandi vektorid on risti vektoriga ﬁz. Loikesirge sihivektor s osutub vekto-
riks, mis asub nii esimesel kui teisel tasandil, jarelikult § 1 N; ja § L ﬁQ. Siit
jareldub, et normaalvektorite vektorkorrutis ﬁl X ﬁg on kollineaarne loikesirge su-

valise sihivektoriga s. Seega vektor ﬁl X ﬁg ise sobib sobib loikesirge sihivektoriks.
Sonastame seda tulemust eraldi lausena:

Lause 5. Olgu sirge kahe tasandi loikesirge, st selle punktide koordinaadid rahul-
davad vorrandisisteems

A1$+Bly+ch+D1:0
Asx + Boy 4+ Coz + Dy =0

Vektor
B, ¢4

By Oy

A Oy
Ay Gy

Al Bl
A2 B2

Y

-

on loikesirge sthivektor.

)

Toestus. Selle lause toestuse idee on kirjeldatud eespool. Arvutused ja muud de-
tailid jatame lugejale harjutuseks. O

Y

Niiiid leiame 16ikesirge (41) mingit punkti. Sisuliselt peame leidma vorrandistis-
teemi (41) mingit lahendit, milleks on mitu erinevat viisi. Anname iiht voimaliku
eeskirja selle punkti leidmiseks. Eelduse kohaselt tasandid ei ole paralleelselt, seega
kehtib

2

A Oy A B
Ay O Ay By

ehk viahemalt iiks nendest teist jarku determinantidest ei vordu nulliga. Eeldame,
et

‘Bl CYl 2%0

By Cy

| ’

‘Al Bl 7& 0

Ay By
tilejadnud juhtumid voib késitleda analoogselt. Antud juhul fikseerime vorrandi-

stisteemis (41) muutuja z mingi vaértuse, nt z = 0. Siis vorrandisiisteem lihtsustub
kujule

Y

AliL’ + Bly = —D1
AQLU + Bgy = —Dg
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kusjuures lisaeelduse kohaselt selle siisteemi peadeterminant on nullist erinev. Ja-
relikult sellel siisteemil leidub lahend ja see on iihene. Olgu selle siisteemi lahend
X0, Yo, siis punkt P(xg,yo,0) on sirge (41) punkt. Teades 16ikesirge sihivektorit §
ja punkti P saame koostada selle sirge kanoonilist vorrandit.

8.5 Punkti kaugus tasandini

Olgu antud tasandi 8 vektorvorrand (7— 70, 7, 7) = 0 ja ruumi mingi punkt M ¢
9B kohavektoriga K. Leiame punkti M kauguse d := d(M, D) tasandini B. Selleks
moodustame vektoritele E — 7%, 7, 7 ehitatud rooptahuka. Selle ré6ptahuka pohi
on vektoritele 7, 75 ehitatud roopkiilik. Kaugus d on vordne ré6ptahuka korgusega.
Korguse leidmiseks kasutame valemit

d=—,
S

kus V on vaadeldava réoptahuka ruumala ja S on selle pohja (ré6pkiiliku) pindala.
Ro6ptahuka ruumala V' on vordne vektorite R — 7, 71, 75 segakorrutise absoluut-
vidrtusega (vt teoreem (9)) ja roopkiiliku pindala S on vordne vektorite 7, 7
vektorkorrutise pikkusega (vt teoreem (5)). Seega

—

|(R - FO? Fl? F2)’

’Fl X F2|

d:

(42)

Eelnevas oleme néinud, et vektorkorrutis 7, x 75 on tasandi normaalvektor, té-
histame ﬁ = 71 X 5. Kasutades normaalvektorit saame valemit (42) kirjutada
kujul

d:|<ﬁ—’§)l,ﬁ>| (43

Fikseerime ruumi ristreeperit {O;é7, &, €3}. Olgu selles reeperis normaalvektori
koordinaadid N — (A, B,C) ja punkti M koordinaadid M (z1,y1,21), st R =
(21,41, 21). Leilame skalaarkorrutise omaduste abil

< R—7) N>=<B N>—<y N >= Az, + By, + Cz + D,

kus D = — < 7y, ﬁ >. Seega kauguse arvutusvalem on

_ |Azy + By, + Cz + D)
VEI T

Juhime lugeja tahelepanu sellele, et antud juhul vorrand Az + By + Cz+ D =0
on tasandi B iildvorrand.

d

(44)
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9 Baasiteisendused

Selles paragrahvis uurime, kuidas tasandi punkti koordinaadid teisenevad iilemi-
nekul iihelt koordinaadisiisteemilt teisele. Antud paragrahvis me késitleme ainult
sirgjoonelisi koordinaadisiisteeme.

Tuletame meelde, et koordinaadisiisteem tasandil maaratakse reeperi abil R =
{O; €1, e}, kus O on reeperi alguspunkt, s.t. koordinaadisiisteemi alguspunkt, ja
€1, €5 on baasivektorid. Tuletame meelde, et kaks tasandi vektorit on reeperi baasi-
vektorid parajasti siis, kui nad ei ole kollineaarsed. Kui baasivektorid on teinetei-
sega risti €7 L €5 ja iihtlasi ithikvektorid |€7| = |€5| = 1, siis nimetatakse reeperit
R ristreeperiks. Sellisel juhul nimetatakse ka selle méaratud tasandi koordinaadi-
siisteemi ristkoordinaadisiisteemiks.

Me alustame tasandi mingi joone uurimist algebraliste meetoditega, valides
koordinaadististeemi ehk reperi R = {O;é}, é;}. Siis uuritav joon esitatakse vor-
randiga. Sisuliselt uurime me joone geomeetrilisi omadusi, uurides tema vorrandit.

Ometi voime valida teise reeperi R’ = {0’; €/, €5}. On ilmne, et koordinaadi-
siisteem muutub ja koos sellega muutub ka joone vorrand. Voimalik, et uue reeperi
valik osutub sobivamaks ning joone vorrand lihtsustub. Kuid selleks peame tead-
ma, kuidas joone vorrand teiseneb iileminekul iihelt koordinaadisiisteemilt teisele.

Koigepealt leiame, kuidas teisenevad vektori @ koordinaadid {ileminekul uuele
reeperile. Oletame, et meil on antud vektori koordinaadid reeperi R baasis, st
a = «q €] + g €. Meie iilesanne on leida selle vektori koordinaadid uue reeperi
R’ baasis, st @ = o} €] + a4 €3, kus af, o/, on vektori d@ uued koordinaadid. Selleks
peame andma uue reeperi R’ baasivektorite €7, €, koordinaadid algse reeperi R
baasis €7, €5. Olgu

—/ — —
€, = a11€1 + a1 €9,

(45)

—/

€9 = Q12€1 + A22€2,

kus aq1, as1, @12, aze on mingid arvud. Juhime tdhelepanu sellele, et uue reeperi
baasivektorite koordinaadid on nummerdatud kahe alaindeksiga, kus esimene néi-
tab koordinaadi jarjekorranumbrit ja teine baasivektori jarjekorranumbrit. Kahe
indeksiga suurusi on kasulik esitada maatriksi kujul. Kirjutame uue reeperi baasi-
vektorite koordinaadid teist jarku ruutmaatriksina

Q11 a2
T = .
Q21 A2

Maatriksit 7" nimetatakse dleminekumaatriksiks baasilt €1, e, baasile €/, €;. Baasi
definitsioonist jareldub, et maatriks 7" on iileminekumaatriks parajasti siis, kui
tema determinant on nullist erinev. Maatriksi 7' determinanti tdhistame siimboliga
|T|,s.t. |T| = ajyass—ajsaz; . Seega |T'| # 0. Tuletame meelde, et maatriksarvutuses
nimetatakse nullist erineva determinantiga maatrikseid requlaarseteks.
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Olgu o}, af, vektori @ koordinaadid uues baasis €7, €3, st @ = o} €] + a5 €5. Meie
eesmark on leida, kuidas vektori @ {ihed koordinaadid avalduvad teiste koordinaati-
de kaudu. Koigepealt leiame, kuidas koordinaadid «q, as avalduvad koordinaatide
oy, o, kaudu. Kehtib vektorvordsus

— — ! =/ ! =/
(1 €1+ gy = €] + g 6y,

Selle vordsuse paremal poolel asendame uued baasivektorid €7, €; nende avaldistega
(45) baasivektorite €7, €3 kaudu. Saame

— — / / — ! ! —
a1 €1 + Qg €y = ((111 aq + aq2 a2) €] + (CL21 (0%} + @99 a2) €9.

Kaks vektorit on vordsed parajasti siis, kui nende koordinaadid iihes ja samas
baasis on vordsed. Jarelikult eelnevast vektorvordsusest saame
_ / /
a1 = 411 Oy + a2 0y

(46)

/ /
Qo = Q21 Qi + Q22 Qy

Lahendades selle vorrandisiisteemi uute koordinaatide o}, af suhtes, leiame,
kuidas uued koordinaadid avalduvad «q, as koordinaatide kaudu. Selleks, et liht-
sustada valemite kirjapanekut ja muuta see kompaktsemaks, on mugav kasutada
maatriksarvutust, st selliseid moisteid nagu maatriksite korrutamine ja po&ord-
maatriks. Votame kasutusele iiherealised maatriksid (€7 ), (€] €3),(z y) ja
iiheveerulised maatriksid

)+ ()

Juhime lugeja tahelepanu sellele, et saadud valemite parematel pooltel on moeldud
iiherealiste maatriksite korrutamist teist jarku ruutmaatriksiga. Korrutades teise
vorduse molemad pooled podrdmaatriksiga 771, kus

- 1 Q22  —A12
T7'= — ,
T (—a21 a1

saame avaldada uued koordinaadid o}, o} koordinaatide a, ap kaudu jargmiselt

()= ()

93



Siit jareldub

1
o) = (a2 01 — arz az),
o = m(—am a1 + ayg o).

Niitid on meie eesmérk leida, kuidas tasandi punkti koordinaadid teisenevad
iileminekul ihelt koordinaadisiisteemilt teisele. Reeper koosneb kahest osast: esi-
mene osa on alguspunkt, teine osa on baas, mis tasandi korral koosneb kahest
baasivektorist. Oleme fikseerinud uue reepri R’ baasivektorite asendi algse reepri
R baasivektorite suhtes iileminekumaatriksi 7" abil ja see voimaldas meil leida
vektorite koordinaatide teisendusvalemid. Jiadnud on fikseerida uue reepri R’ al-
guspunkt O’ koordinaadististeemis, mida maéarab reeper R. Olgu ¢y, ca punkti O’
koordinaadid reepri R koordinaadisiisteemis. Siis saab selle punkti kohavektori
O?’ kirjutada kujul

O?/ = C 51 + Co gg. (49)

Olgu P moni tasandi punkt ning x,y selle koordinaadid reeperi R koordinaa-
dististeemis ja 2’, vy’ sama punkti P koordinaadid reeperi R’ koordinaadisiisteemis.
On holpsasti néha, et kehtib vektorvordsus

s
OP =00 + O'P. (50)

Punkti P kohavektorid avalduvad jargmiselt

OP = 28, + &, (51)
—
OP=u'¢ +yé (52)

—
Kasutades valemit (48), kirjutame kohavektori O’ P kujul

T> / I\ = / N =
O'P = (a1 2"+ apy') €1 + (an &' + axny') é. (53)
Asendades avaldised (49), (51), (53) valemisse (50), saame

T =a x'—l—a /—l—c,
11 / 129/ 1 (54)
Yy=a12T + ax»y + Co.

Need valemid saab kirjutada ka maatriksikujul

()= () (2) (=), -
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Kuna me ei eeldanud reeperil mingeid erisuguseid omadusi, on saadud valemid
tasandi koordinaatide teisendamise koige iildisemad valemid. Siiski edaspidi kasu-
tame me ristkoordinaadisiisteeme, st reeperi R baas €7, €5 on ortonormeeritud. See-
tottu vaatleme ainult neid reeperi teisendusi, millede korral ortonormeeritud baas
muutub ortonormeeritud baasiks. Sel juhul iilleminekumaatriksit 7" nimetatakse
ortogonaalmaatriksiks. Seega ortogonaalmaatriks teisendab iihe ortonormeeritud
baasi teiseks ortonormeeritud baasiks. See tdhendab, et teise baasi baasivekto-
rid €], €} on iihikvektorid ja nad on omavahel risti. Tuletame meelde, et nende
vektorite koordinaadid on tileminekumaatriksi veerud, st esimese baasivektori €]
koordinaadid asuvad iileminekumaatriksi esimeses veerus ja teise baasivektori e
koordinaadid asuvad teises veerus. Kuna algne baas €7, €5 on samuti ortonormee-
ritud, saame iilalnimetatud tingimused kirjutada kujul

al +ai =1, al, + a3, =1, ayy 1o + as; ag = 0. (56)
Need tingimussed on mugav kirjutada maatrikskujul
T'T =1, (57)
kus 7" tahistab maatriksi transponeerimist ja I on ithikmaatriks.

Lause 6. Maatriks on ortogonaalmaatriks siis ja ainult siis, kui ta rahuldab tin-
gimust (57). Ortogonaalmaatriksi determinant on kas +1 voi —1.

Toepoolest tingimusest (57) jareldub, et [T T'| = 1. Determinandi omadustest
jireldub |T*T| = |T||T| = |T|?. Seega |T|? = 1, kust jireldub lause teine osa.

Seejuures lubame, et baasi (reeperi) orientatsioon voib muutuda. Paralleellii-
ke, poore ja peegeldus on need tasandi koordinaatide teisendused, millede korral
ristkoordinaadisiisteem teiseneb ristkoordinaadisiisteemiks.

1. Olgu iileminekumaatriks 7" {ihikmaatriks, s.t. T = I. Uhikmaatriks on orto-
gonaalmaatriks. Jarelikult toimub iileminek {ihelt ristkoordinaadisiisteemilt
teisele ristkoordinaadisiisteemile. Valem (45) tihikmaatriksi korral on kujul
] = &1, = €. Seega algse reeperi baas langeb kokku uue reeperi baasiga.
Geomeetriliselt tdhendab see, et algse koordinaadisiisteemi koordinaattel-
jed nihutatakse paralleelselt punkti O" koordinaatidega (¢, c2) koordinaadi-
siisteemis R. Sellist tasandi koordinaatide teisendust nimetatakse paralleel-
likkeks. Sellel juhul teisenevad koordinaadid valemi jargi

r=a4+c, y=19y +co. (58)
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Joonis 17: Koordinaadisiisteemi paralleelliike: x = 2’ 4+ ¢1, y = ¢ + 2

. Teiseks baasiteisenduseks, mis séilitab baasi ortonormeeruvuse, on poorami-
ne. Motleme selle all, et baasivektorid €7, €5 on rakendatud alguspunktist O
ning neid pooratakse timber punkti O positiivses suunas (tasandi orientat-
siooni mottes) nurga ¢ vorra. Seejuures alguspunkt O jaab paigale. Koordi-
naadististeemi péoramise iileminekumaatriks on kujul

T (cosgo —singp)‘ (59)

sing  cosp

Lugeja voib veenduda, et maatriks (59) on ortogonaalmaatriks. Méargime, et
pooramine ei muuda tasandi orientatsiooni. Koordinaadisiisteemi p6éramisel
teisenevad punkti P koordinaadid jargmise valemi jargi

r=cospx —sinyy,

60
y=-sinpz’ +cospy. (60)

. Viimaseks teisenduseks, mis séilitab baasi ortonormeeruvuse, on peegeldus.
Peegeldust voib kirjeldada jargmiselt. Koigepealt valime tasandil sirge, mille
tahistame L. Olgu s sirge £ sihivektor. Eeldame, et see on normeeritud, st §
on iihikvektor |§] = 1. Olgu @ mingi tasandi vektor. Paigutame selle vektori
alguspunkti suvalisse punkti @) sirgel £ ning selle 1opp-punkti tédhistame P,
st @ = QP. Tahistame punkti P ortogonaalprojektsiooni sirgele £ tédhega
P’. Niiiid pikendame 16iku PP’ punktist P’ edasi sama pikkusega. Saadud
punkti tdhistame R. Siis vektorit Cﬁ nimetatakse vektori Cﬁ% peegelduseks
sirge L suhtes. Vektorit Cﬁ% saab avaldada jargmiselt

Ok =2(3,5) 5 a, (61)
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kus (@, §) on vektorite skalaarkorrutis. Olgu antud ortonormeeritud reeper
R ={0; ¢, e} jasirge £, mis 1dbib alguspunkti O ning mille sihivektoriks on
—/ =/

tihikvektor s. Moodustame uue reperi R’ = {O; ¢, €, }, mille baasivektorid
on baasivektorite €1, €5 peegeldused sirge £ suhtes. Siis

& =2(e,5 5—¢é,

& =2(8,3) 5— &.

(62)

Ei ole raske veenduda, et baas €/, &, on ortonormeeritud. Me ei hakka vilja
kirjutama iileminekumaatriksi ega koordinaatide teisenduse valemeid peegel-
duse korral sirge £ suhtes, sest need valemid on mahukad ja edaspidi meil
neid vaja ei ldhe. Vaatleme erijuhtu, kus sirge £ on koordinaadisiisteemi
esimese veerandi nurgapoolitaja. Siis

V2, V2

§=—€ + —éy,
o 1T g

ning asendades selle vektori valemisse (62), saame €] = &, &) = €. Vastav
koordinaatide teisendus on
/

r=y,
_ (63)
y==xa.
Seega koordinaadisiisteemi peegeldus esimese veerandi nurgapoolitaja suhtes
taandub koordinaattelgede timbernimetamisele, st z-telg muutub y'-teljeks
ja vastupidi.

Kolmemootmelises ruumis toimub tileminek {ihest reeperist teise baasivahetuse ja
koordinaatide alguspunkti nihutamise abil. Uleminekumaatriks 7', mis on sel juhul
kolmanda jarku maatriks, teostab baasi teisenduse jargmiselt

—/ — — —
€1 = G11 €1 + Qg1 €2 + a3y €3,

—/

€y = @12 €1 + Q232 €3 + a32 €3,
—/ — — —
€3 = Q13 €1 + Q23 €2 + G33 €3,
kus tileminekumaatriksiks nimetatakse maatriksit

11 a1z A3
T=|axa ae as

azy azz as3
Kui koordinaatide alguspunkt nihutatakse punkti, mille koordinaadid on ¢y, co, 3,
siis muutuvad suvalise punkti koordinaadid vastavalt valemitele
r=apnr +apy +az + e,
Y =anx +axy +as +cs, (64)

/ / /
Z=a3nT +azy +aszz +Cs.
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Joonis 18: Vektori peegeldamine sirge suhtes

Téapselt nagu tasandi korral, nimetatakse iileminekumaatriksit ortogonaalseks maat-
riksiks siis, kui ta teisendab iihe ortonormeeritud baasi teiseks ortonormeeritud
baasiks. Samuti voib néidata, et kolmanda jarku maatriks 7" on ortogonaalne
maatriks parajasti siis, kui ta rahuldab tingimust T7¢T = I. Sellest jireldub, et
ortogonaalse maatriksi determinant on kas —1 voi +1. Kui tileminekumaatriksi de-
terminant vordub +1, siis séilitab selline maatriks ruumi orientatsiooni ja méarab
koordinaattelgede poorde. Siiski on selle maatriksi struktuur kolmemootmelises
ruumis mérksa keerukam kui poordemaatriksi struktuur tasandil. Silmapaistev ma-
temaatik Euler néitas, et iga koordinaattelgede pooret kolmemootmelises ruumis
saab teostada kolmes etapis. Neid vastavaid poordenurki nimetatakse niiiid Euleri
nurkadeks ja tahistatakse 1,6, po. Nendele vastavad poordemaatriksite kujud on
jargmised:

cosp; —sing; 0 1 0 0
R.(¢p1) = |singp; coser 0|, R.(6)= |0 cosf —sind |,
0 0 1 0 sinf cos6
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cospy —sings 0
R.(ps) = | sinps cospy 0
0 0 1

Seega on kolmemootmelises ruumis ristkoordinaadisiisteemi podrdemaatriks vord-
ne kolme maatriksi R,(¢1), R:(0), R.(p2) korrutisega. Kokkuvotteks mérgime, et
Euler vottis poordenurgad esmakordselt kasutusele keerulise matemaatilise iilesan-
de - vurrliikumise uurimise kiigus. Tanapéeval kasutatakse Euleri nurki paljudes
rakendustes, mis on seotud keha pdorlemisega kolmemootmelises ruumis, néiteks
lennunduses.
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