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EESSONA

Kéesoleva 6piku koostamisel on lihtutud autori sellealastest
loengutest Tartu Riiklikus Ulikoolis ja arvestatud eelkdige mate-
maatika eriala programmi ndudeid. Raamatu iiksikud osad (ees-
kitt IT ja III peatiikk) on kasutatavad ka teistel tdppisteaduslikel
ja insener-tehnilistel erialadel. Lugejalt eeldatakse analiiiitilise geo-
meetria, kGrgema algebra ning diferentsiaal- ja integraalarvutuse
pohimaterjali tundmist. Kui kasitluses vajatakse monda iiksiktu-
lemust, antakse alati tipne viide eestikeelsele opikule, kust selle
leida vo6ib. Niiteks [1] v6i ([1], lk. 64) tdhendab viidet raamatu
Iopus toodud kirjanduse loetelu 1. opikule v6i selle lehekiil-
jele 64. Paragrahvide 18pus esitatakse harjutusiilesanded, mis kas
illustreerivad teoreetilist materjali vdi siivendavad seda.

Diferentsiaalgeomeetria tekkis 17. sajandi 16pul koos diferent-
siaalarvutusega. Esialgu oli tegemist selle arvutuse rakendustega
tasandiliste joonte ja nende parvede juures. Jirgmisel sajandil
laienesid rakendused ka ruumilistele joontele ja pindadele, kuni
19. sajandi teiseks veerandiks oli diferentsiaalgeomeetria, tanu eriti
G. Monge’i ja tema opilaste ning C. Fr. Gaussi téodele, arenenud
iseseisvaks uurimisvaldkonnaks. Uus kvalitatiivne muutus toimus
1870-ndail aastail, kui N. LobatSevski, B. Riemanni, F. Kleini jt.
to6des tekkisid mitteeukleidilised geomeetriad n-médtmelistes ruu.
mides. Uusi matemaatilisi kontseptsioone rakendas hiilgavalt
A. Einstein 20. sajandi esimestel kiimnenditel loodud eri- ja iildre-
latiivsusteoorias. Tahelepanu keskmesse tdusid tensorvéljad, Rie-
manni kéverruumi omadused ja uudse analiiiitilise aparaadina valis-
vormide arvutus, millele niiiid on leitud tihtsaid rakendusi teoree-
tilise fiilisika teisteski valdkondades.

Kéesolevas kursuses leiab koik see valgustamist. Joone- ja
pinnateoorias esitatakse kogu oluline materjal. Kéverruumi geo-
meetriaga tutvumine algab sfiirilisest ja elliptilisest geomeetriast;
arendatakse ka sfddrilist trigonomeetriat, mida vajatakse eriti astro-
noomias. Uhe mudeli — Minkowski aegruumis véetud pseudo-
sfddri — varal késitletakse {isna pdhjalikult Lobat3evski geomeet-
riat. Tensorite ja tensorvidljade iildkasitlust illustreerivad kaks
rakenduslikult tdhtsat pohijuhtu: Riemanni meetrika kui teatay
summeetriline tensorvéli ja vilisvormid kui kaldsiimmeetrilised
tensorviljad. Opiku mahtu ja kehtivat programmi arvestades on
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kaasaegsemate osade esitamisel piirdutud koige olulisemaga, kus-
juures kdsitlus on piiiitud teha algajale joukohaseks. Need vanemate
kursuste iilidpilased ja spetsialistid, kes vajavad aine siigavamat
tundmist (matemaatikud, fiilisikateoreetikud jt.), peavad kasutama
erikursuste ja tdiendava kirjanduse abi.

Autori varasem samanimeline 6pik (TIn., ERK, 1963) haarab
eelmirgitust iiksnes joone- ja pinnateooria. Vahepeal toimunud
programmi tunduv laiendamine ja kaasajastamine tingis rohke uue
materjali lisamise ja peaaegu kogu endise materjali uuestikirjuta-
mise. Sellega seoses tuli teha moningaid kdrpeid, mistdttu joone-
ja pinnateooria on varasemas &pikus esitatud kohati isegi pohjali-
kumalt (naiteks evoluudid, eri tiiipi jooned ja pinnad, joonevérgud,
pinna sfadriline kujutus, Petersoni valemid jm.). Ainest siigavamalt
huvitatud lugejal soovitame seda silmas pidada.

Eraldi tuleb rdidkida kiesoleva Opiku esimesest peatiikist. Dife-
rentsiaalgeomeetriat sclles veel pole, kisitletakse vaid n-modtme-
liste ruumide analiiiitilist geomeetriat ja isomeetriarithmi nendes
ruumides. Sellest materjalist on abi IV ja V peatiiki l4bitéétamisel
ning see annab iihtlasi teistest kisitlustest soltumatu aluse joone-
ja pinnateooria esitamiseks Il ja III peatiikis. Lugeja, kes on huvi-
tatud {iksnes dpiku viimati mainitud osadest, vdib kolmemddtmelise
ruumiga piirdudes kohe nende juurde asuda ning péérduda I pea-
tiiki poole ainult vajaduse korral. Muu materjali omandamisel on
kasulik juhinduda raamatu osade sBltuvuse skeemist.

Autori siiras tdnu kuulub &piku kisikirja retsenseerinud akad.
H. Keresele ja kolleegidele TPedl matemaatikakateedrist eesotsas
dots. R. Koldega. Nende mirkused aitasid oluliselt kaasa raamatu
16plikul viimistlemisel. Palju tdnu ka tookaaslastele TRU algebra
ja geomeetria kateedrist mitmete arutelude eest ning M. Lohmusele
plitidliku t66 eest kasikirja tehnilisel vormistamisel.

Tartu, 1983
Autor
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I. EUKLEIDILISED JA PSEUDOEUKLEIDILISED
RUUMID

§ 1. EUKLEIDILISE n-MOO:l'MELlSE RUUMI GEOMEETRIA

Kolmemootmeline eukleidiline! ruum Es, mille matemaatiliselt
range kisitlus antakse analiiiitilise geomeetria kursuses (vt. néit.
[6]), on reaalse fiiiisikalise ruumi kdige lihtsam matemaatiline
mudel. Ta kirjeldab selle ruumi geomeetrilist struktuuri igapaevase
praktika jaoks vajalikus ulatuses viga suure tdpsusega. Seejuures
on temas peidus veel paljugi huvitavat, mida esitame ka kiesolevas
kursuses, kui arendame joonte ja pindade {ildist teooriat.

Kuid matemaatika rakendused on ammugi tekitanud vajaduse
tundma Gppida ka korgema mootmega ruume. Algust on sellega tehtud
korgema algebra kursuses [1] vekiorruume kisitledes, samuti kasu-
tatakse mitmemootmelisi ruume matemaatilise analitiisi kursuses
([3], § 10) mitme muutuja funktsioonide juures. Need on osutunud
kasulikuks ka diferentsiaalvorrandite puhul [8] ja teoreetilises me-
haanikas [4]. Vdga olulisi rakendusi leiab neljaméétmelise ruumi
geomeetria fiiiisikalise aegruumi uurimisel (lahemalt vt. § 2).

Alljargnevalt esitame n-mootmelise eukleidilise ruumi E, liihi-
kdsitluse, milles lugeja voib leida mondagi tuttavat. Huvi voib
pakkuda asjaolu, et ruumi E, geomeetria esitatakse iiksnes reaal-
arvude aritmeetikale tuginedes. Loomuliku iildistuse saavad ruumi
Es sellised moisted, nagu punkt, sirge ja tasand, samuti kaugused
ja nurgad ning pind- ja ruumalad. Neid iildistusi rakendatakse ja
iildistatakse edasi kursuse jiargmistes osades.

Kuigi kéesolevas paragrahvis kéik geomeetrilised moisted defi-
neeritakse ning véited pShjendatakse, on esitus kohati jdetud tead-
likult fisna kokkusurutuks, sest eesmirgiks on siin mitfe ruumi E,
analiiiitilise geomeetria pd&hjalik arendamine (see nouaks eraldi
raamatut), vaid aluse kujundamine diferentsiaalgeomeetria edasi-
sele kisitlemisele (vt. «Eessona»).

1. Hiipertasandid ja vektorid. Eukleidilist ruumi E, on v&ima-
lik kédsitleda mitmeti, kuid koik kisitlused on taandatavad jargmi-
sele lihtsale mudelile, mis ei vaja oma iilesehitamiseks muud kui
reaalarvude tecoriat ([2], § 1 ja § 2). :

! Vanakreeka opetlase Eukleidese (—3. saj.) jirgi, kes oma teoses «Flememn-
did» andis plani- ja stereomeetria ulatusliku siistemaatilise kisitluse.



Téhistame reaalarvude jédrjestatud korpuse R ja moodustame
hulga
RP=RX...XR={(xy, ..., %) :x; =R, i=]1, ..., n}.
. N !

n korda

Punktihulka M,, mida saab iiksiiheselt kujutada hulgale R», s.t.

mille korral eksisteerib bijektsioon

(P . MTI. - Rn,
nimetatakse n-modtmeliseks algmuutkonnaks. Kui x = M, ja @ (x) =
== (X1, ..., Xp), siis reaalarve xy, ..., x, nimetatakse punkti x koordi-
naatideks koordinaatkujutuse ¢ korral.

Algmuutkonda M, koordinaatkujutusega ¢ nimetatakse n-mé6tme-
liseks eukleidiliseks ruumiks ja tdhistatakse E,, kui tema iga kahe
punkti ¥ ja y jaoks on defineeritud nende punktide vaheline kaugus
d(x,y) valemiga

d(x,y) =V (%1 —y1)24 ...+ (xn — yn)2, (1.1)

kus @ (%) = (%1, ..., *2) jag(y)=(ys, ..., Yn).

Hipertasandiks ruumis E, nimetatakse iga sellist ruumi E,
alamhulka, mida saab esitada mingist kahest erinevast fikseeritud
punktist a ja b vordsetel kaugustel olevate punktide hulgana

H={x:d(x,a)=d(x,b), as=b}.

Kui g(e)=(ay, ..., a,) ja ob)=(bs, ..., by), siis tingimus
d(x,a)==d(x,b) on (1.1) pdhjal samaviirne noudega

(x1 ——ai)z—l— et (xn -“an)2= (xl— b1)2+ .. ‘["(xn—bn)z;

millest omakorda tuleneb temaga ekvivalentne vorrand

A0+A1.’C1+ . +Anxn=0, (12)
kus
2Ao=(a2+...+a2)— (b2 ... 4b2),
Ai=bi—a;, i=1, ..., n. (1.3)

Et as£b, siis vihemalt iiks kordajatest A; on nullist erinev.

Vastupidi, iga vorrand kujul (1.2), kus vihemalt iks A; on nul-
list erinev, mddrab hiipertasandi H: tarvitseb vaid H definitsioonis
votta a ja b selliselt, et kui Ay5%0; siis

@(a)=(0,...,0), @(b)y=(4,, ..., Adn), kus
| A=—240(A2 4, . 442 ),
kui aga Ao=0, siis (@)= (44, ..., A,), @(b)= (—As, ..., —An).
Seejuures tuleb muidugi arvestada, et vérrand
(Ao} + (A1) x14. .. + (M) X0 =0, (1.4)

kus As%0, on samavididrne vdrrandiga (1.2) ning méiirab seetdttu
sama hiipertasandi.

Seoses hiipertasandi vorrandiga (1.2) on kasulik defineerida
jargmised uued mdisted, mis lihtsustavad hiipertasandite ja iildse
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ruumi E, geomeetria edasist uurimist. Seosed (1.3) viivad méttele

vaadelda punktide a ja b jirjestatud paari omaette objektina ab,
lugedes seejuures, et cd=ab alati, kui
di — ci=b; — ay; i=1, ..., n,

kus @(c)=(c1, ..., ¢n) ja @(d)=1(d,, ..., dn). Selline objekt maa-
ratakse antud koordinaatkujutuse ¢ korral tdielikult arvusiisteemiga

(1.3); seda nimetatakse vektoriks m=ab=cd=. .., kusjuures arve
Ai=b;— a;=d; — c;="... nimetatakse vektori m koordinaatideks.
Kui niiiid votta vaatluse alla selline punkt o e Es, et P (0) =

=(0, ..., 0), ja nimetada seda koordinaatide alguspunktiks, siis

saab punktiga x siduda vektori x=ox, mida nimetatakse selle
punkti kohavektoriks ja millel on samad koordinaadid X;i—0=ux;
mis punktil x endal. Vordused (1.3) kujutavad niiiid endast teata-

vaid seoseid vektori m=ab ja punktide a ja b kohavektorite @ ja b
koordinaatide vahel. Nende kompaktseks valjendamiseks on kasulik
vektorite 2 ja ! puhul defineerida nende summa k-1 ja vektori &
korrutis Ak reaalarvuga )\ jargmiselt: kui & ja 1 koordinaatideks on
vastavalt k; ja I;, siis summaks k-1 loetakse vektor koordinaati-
dega kRi+Il; ja korrutiseks Ak vektor koordinaatidega Ak;; i=
=1, ..., n. Arvestades vdimalust méiirata vektoreid punktipaaride

abil; saame jidrgmise lihtsa reegli: kui k=ab ja I=bc, siis k-+1=

=ac; toepoolest, sel korral ky=b;—a;, l;—c;— b; ja kit+li=
= (b; — a;) + (¢; — b;) =c; — a;. Juhul kui n<<3, tuleneb siit ana-
liiitilisest geomeetriast tuntud kolmnurga reegel vektorite liitmiseks
(joon. 1; [6], lk. 9, 31).

Vektorit k- (—1)! nimetatakse vektorite k ja 1l vaheks ning
tihistatakse B—1; selle koordinaatideks on Rit (—1) li=k;—I;;

t=1, ..., n. Seosed (1.3) niitavad niiiid, et vektor m—ab kujutab
endast punktide b ja a kohavektorite b ja @ vahet: m=b —aq.

Vorrandis (1.2) esinev avaldis A4 ... F+A,x, viib mottele
siduda iga kahe vektoriga kB ja I reaalarv

Rl="Fkili} ... k1, , (1.5)
kus k; on vektori k ja I; vektori I koordinaadid; i=1, ..., n. Arvu
C
[
K+l
* b
k
g

Joonis 1
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kl (mida sageli tdhistatakse ka <&, I) voi (k, 1)) nimetatakse vekto-
rite & ja I skalaarkorrutiseks; sel on samad (kergesti kontrollita-
vad) omadused mis reaalarvude korrutisel:

kl=Ik, (0MR)l=A(Rl), Fk(I4-m)—Fkl‘km: (1.6)

cesliidet «skalaar-» kasutatakse seepérast, et kI pole mitte vektor
nagu tegurid & ja I, vaid reaalarv (ehk skalaar). Erijuhuks on vek-
tori skalaarruut k2=Ekk.

Vahetu arvutusega on lihtne kontrollida, et kehtib nn. Lagran-
ge’it samasus

R —(Rl)2= 3> (kil; —kil))% (1.7)
1<<j

paremal pool on summeerimine {ile kdigi selliste naturaalarvupaa-
ride (i,7), kus 1<ti<<j<Cn. Tulemuse mittenegatiivsusest (summee-
ritakse teatavate reaalarvude ruudud) jdreldub nn. Cauchy? vér-
ratus :
(Rl)2<C k22, (1.8)

Lagrange’i samasusest tuleneb, et kui k212 — (kl)2=0, siis kas [=Ak
(kui £540) voi k=0, sest sel korral koik kil; — k;l;=0, jarelikult
vektorite k& ja I koordinaatidest moodustatud kaherealise maatriksi
koik teist jarku miinorid on nullid ja read on lineaarselt séltuvad
(vt. [1], lk. 64); siin 0 tdhendab muidugi vektorit koordinaatidega
0, ..., 0).

Skalaarkorrutamist kasutades saab niifid vorrandis (1.2) esineva
avaldise kirjutada jdrgmiselt:

Aixi_l" PR —l"Aan:mx

ja kogu vorrand (1.2) omandab kompaktse kuju: |
Ap-+mx=0. (1.9)

Hipertasand H on niisiis ruumi E, parajasti selliste punktide x
hulk, mille kohavektorid x rahuldavad vorrandit (1.9), kus m=s=0.
Fikseerime hiipertasandi [ mingi punkti x, kohavektoriga xo;
sel korral A¢-+mxy=0. Tehes siit asenduse Ay=—mx, vérrandisse
(1.9), saame sellele kuju
m(x — x,) =0, (1.10)
? —_—
mis on samavdirne tingimusega mxox=0.
Uldiselt, kui mingi kahe vektori & ja I korral k=0, siis deldakse,
et k ja [ on risti ehk ortogonaalsed ja tahistatakse k_L 1.
Vorrandiga (1.2) ehk (1.10) méaidratud hiipertasand on niiiid
kirjeldatav kui punktide x hulk ruumis E,, mis koos fikseeritud
punktiga xo méidravad nullist erineva vektoriga m ristuvad vekto-

! Joseph Louis de Lagrange [lagra®?] (1736—1813) — prantsuse mate-
maatik, Torino, Berliini ja Prantsuse TA lige.

? Augustin Louis Cauchy [ko3ii] (1789—1857) — prantsuse matemaatik,
Prantsuse TA liige.
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1id xox. Vektorit m nimetatakse selle hiipertasandi normaalvekto-
riks; koneldakse ka vektoriga m ristuvast ja punkti x, ldbivast
hiipertasandist. Et seos (1.4), kus A40, mdarab sama hiipertasandi,
siis voib delda, et koos vektoriga m on antud hiipertasandi normaal-
vektoriks ka iga vektor Am, kus A==0.

Sellest mddramatusest vabanemiseks on kasulik sisse tuua vek-
tori pikkuse mdiste ja viimase abil omakorda {ihikvektori mdiste.

Vektori k pikkuseks nimetatakse reaalarvu |k|=7k%. Kahe punkti x
ja y vahelise kauguse avaldis (1.1) on niiiid kirjutatav kujul

d(x,y)=|xy|=|x—y]|. (1.11)
Cauchy vorratusest (1.8) jdrelduvad kolmnurga vorratused
|d(x,2)—d(z,9) | <d(x, y) <d(x,2) +d (2, y). (1.12)

Toepoolest, suvalise kahe vektori k ja I korral on vérratus (1.8)
samavddrne vorratusega

— k| [l <<kI<<|R]]1].
Korrutades siin arvuga 2 ja liites k|22 saame

|k|2— 2]k | |1] 4 [1]2<<R24-2kI4-12<C | R|2H2) k| 1] 4|12
ehk ‘

(1] — JI])2<< (kD)2 (|| 1)),
millest "

[1B] — L < |k+I]| < | k| +1]. (1.13)

Vorratuse (1.12) saamiseks tuleb asendada k=x— z ja l=2—y,
mistottu k4I=x—y, ning arvestada vordust (1.11).

Vektorit pikkusega 1 nimetatakse dhikvektoriks. Nullist erineva
vektori m kordsete Am ‘seas on kindlasti ka iihikvektor, sest noue
|Am| =1, olles samavdirne noudega |A||m|=1, on rahuldatud nii
A=|m|~! kui ka A=—|m]|~! korral; seega on kdnesolevaid iihik-
vektoreid koguni kaks ja nad erinevad parajasti skalaarteguri —I1

oolest.

i Uldiselt nimetatakse vektoreid m ja Am samasihilisteks: vekto-
rite hulka {Am} fikseeritud m=£0 ja suvalise reaalarvu A korral
nimetatakse sihiks. Kui seejuures A>>0, siis vektoreid m ja Am nime-
tatakse samasuunalisteks, juhul A<<0 aga vastassuunalisteks; iihel
sihil .saab seega maédidrata kaks suunda. Uleminekut vektorilt m=40
temaga samasuunalisele iihikvektorile nimetatakse vektori- m nor-
meerimiseks.

Minnes niiiid vorrandilt (1.2) {ile vorrandile (1.4) ja valides
sobivalt A vdidrtuse, voime saada hiipertasandi sellise vdrrandi
nx--p=0, Kus uus normaalvektor n on juba iihikvektor ja p=CO0.
Niisugust vorrandit nimetatakse hiipertasandi. normaalvérrandiks.
Kerge on kontrollida, et punkt x, kohavektoriga |p|n asub sellel
hiipertasandil. o

I3



2. Sirged ja m-tasandid. Ruumj E, teooria arendamist on ots-
tarbekas jitkata esialgu erijuhul, mil n=3. Hiipertasandit ruumis
E; nimetatakse lihtsalt fasandiks.

Sirgeks ruumis E; nimetatakse iga mittetiihja punktihulka, mis
osutub mingi kahe erineva tasandj iihisosaks. Seega sirge iga punkti
¥ koordinaadid xi, xs, x, peavad rahuldama korraga mingit kaht

vorrandit
A5+A1x1+Agx2—|—A3x3=O, (2 1)
Bg—l—-Bixi—I—Bz)Cz—]—BaJCg:O, .

mis ei tohi olla samavidrsed. Viimasest noudest tuleneb, et ei saa
olla Bi==MAA;; i=1, 2, 3, sest siis peaks olema ka By=2A4, (muidu
oleks vaadeldavate tasandite ithisosa tiihi) ja tasandid iihtiksid,
mis praegu pole lubatud. Jirelikult determinantidest A;B;— A;B;,
{<{j vdhemalt iiks on nullist erinev. Vajaduse korral koordinaate
umber nummerdades v&ib saavutada, et A;By— A,B,;=%0 ning sel
korral on vdimalik siisteemist (2.1) avaldada (vrd. [6], lk. 204)

X1=g1-}A1Xs,
2.2
Xo== s+ Aaxs, (2.2)

M= (A2B3— A3B,) : (A1Bs — A3By),

7\,2= (AsBi-—AiBs) . (A:Bz—AzBi).
Seejuures uus siisteem (2.2) on samavidirne esialgse siisteemiga
(2.1), madrates seega sama punktihulga. Et taastada kdigi koordi-

naatide samavdarsus, on kasulik votta vabalt arv a; ning tihistada
A1By— AyBy=Fky=£0) Ja t==(x3—as)-ks~%. Siin # on uus muutuja,

kus

kusjuures
x3=a3+tk3.
Pérast asendust vérrandeisse (2.2) saame kokkuvottes
' Xi=a;+tk;, (2.3)

kus praegu i=1, 2, 3. Et siisteemid (2.2) ja (2.1) on samavairsed,
sils saadud avaldiste asendamisel vorrandeisse (2.1) saame ka siin
samasused. Seega uued vérrandid (2.3); kus t on vabalt kogu reaal-

Kui arvestame vérrandite (2.2) kordajate Ay ja A, iilalleitud
avaldisi, saame vordused

ki=A;B3 — A;B,, Rp=AsBy — ABs, ks=A;Bs— A,B,. (2.4)

Meenutame, et A; ja B i=1, 2,3 on vorranditega (2.1) antud
tasandite normaalvektorite m ja n koordinaadid. Nendest moodus-
tatud arvud (2.4) on teatava uue vektori & koordinaadid. Seda vek-
torit & nimetatakse vektorite m ja n vektorkorrutiseks ja tihistatakse

k=mXn (vt. [6], Ik 131). Vektorkorrutisel on jirgmised lihtsasti
kontrollitavad omadused:

mXn=—nXm; (m+4n)Xp=mXp-+nXp: (Am) X n=} (mXn);
mXnlm, mXnlin; (BX1)2=k2l2 — (k1)2, (2.5)
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Seejuures viimane neist iihtib Lagrange’i samasusega (1.7) juhul
n=23, mistottu tingimusest 2XI=0 jdreldub kas I=Ak (kui k40)
voi k=0. .

Vorrandite (2.3) jargi saab defineerida ka sirge ruumis E,.
Sirgeks ruumis E, nimetatakse iga punktihulka

s={x:x=a-tk}, (2.6)

kus x on punkti x kohavektor, @ ja k0 konstantsed vektorid ja ¢
parameeter, mis omandab koikvoimalikke reaalarvulisi vairtusi.

Seejuures a on viirtusele {=0 vastava punkti a =s kohavektor,
——

mistottu ax=x-—a=tk. Vektorit k, mis on samasihiline vektoriga

-

ax, nimetatakse vaadeldava sirge s sihivekforiks; vektorite hulka
{tk .t = R} — sirge sihiks.

Et sirge s definitsioonis (2.6) esinev vorrand on samaviirne
vorranditega (2.3), kus niiiid i=1, ..., n, siis voib sirge s méiirata
ka vorrandite (2.3) abil. _

-

Sirge s saab ruumis E. defineerida otseselt punktidevahelise kauguse kaudu.
Osutub nimelt, et
_ s={x: d(b,x)=\d(b,a)+td(a, x)|, as=b} (2.7)
{x tdhendab, et mirk voib olla kas - voi —).

Toestuseks esitame tingimuse (2.7) kujul

jx—b|=[la—b[L|x—a]]
uing arvestame, et vasakul pool vdib votta x —b=(x —a)4(a —b). Tdstes see-
jérel pooled ruutu, saame pidrast koondamisi
@—b(x—a)==x|a—0b||x—a|.

iPirast veelkordset ruutu tdstmist leiame, et vektorite k=a—b ja I=x—a
korral Lagrange’i samasuse (1.7) vasak pool on vordne nulliga; et praegu k=:0,
siis I=tk. Seega x —a=t(a — b) ja siit x=a+t(a—b).

. Vastupidiselt arutledes on kerge veenduda, et viimasest vordusest cmakorda
jédreldub tingimus (2.7). Seega (2.7) defineerib tdepoolest sirge s, mis ldbib
punkti a sihivekiori k==a — b sihis.

Sirge iildistuseks on m-ftasand ruumis E,, mis defineeritakse kui
punktihulk ‘

To= {x cx=a-tki+ ... +tmkn}, \ (2.8)

kus vektorid Ri, ..., kn on lineaarselt soltumatud (vt. [1], lk. 57)
ja &, ..., Im on parameetrid, mis omandavad iiksteisest soltuma-
tult koikvoimalikke reaalarvulisi vaartusi. |

Vektorite hulka Rn={HRi+...+lpkm:to =R, a=1, ..., m}
nimetatakse vaadeldava m-tasandi m-rihiks.

Vahetult on selge, et Ty=s ja et 1-riht on sirge siht.

Osutub, et Tn—y=H, s.t. (n— 1)-tasanditeks on parajasti hiiper-
tasandid.

Toestuseks votame vabalt x = T,—y, s.t.

x—a=tkit ... Ftnskn_s. (2.9)
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Maidrame vektorite ki, ..., Bps jargi uue vektori m, mis iildistab
vektorkorrutist jirgmises mottes: m koordinaadid A; méiidrame seo-
sest

| Ey Es cee En
At A= | R ke (2.10)
kn—i,i Rn—12 ... kn—i,n
kui algebraliste muutujate & kordajad; i=1, ..., n. Et nad on vek-

torite &y, ..., kn—y koordinaatide maatriksi (n—1)-st jarku miino-
rid, siis vektorite lineaarse saltumatuse tdttu vihemalt iiks neist
on nullist erinev, s.t. m=%0. Kui konesolevas samasuses §; asen-
dada vektori &k, koordinaadiga ky;, saame

mky=0; a=1, ..., n—1,

sest paremal pool tekib determinant, mille mingid kaks rida on
vordsed. Pirast seose (2.9) poolte skalaarkorrutamist vektoriga m
on tulemuseks vorrand m(x —a) =0, mis naitab, et x kuulub tea-
tavale hiipertasandile H. Seega xeTpy=xe H, mistdtty T, —
c H.

Votame vastupidiselt x e H: siis m(x—a)=0, kus ms40.
Koordinaate vajaduse korral iimber nummerdades vaib alati saavu-
tada, et A,550. Mididrame vektorid ko koordinaatidega

(kat; ko, .y Ban)=(0, ..., 0, —Ap, 0, ..., 0, 4y), (2.11)

kus —A, on a-nda koordinaadj kohal; a=1, ..., n—1. Vahetu
kontroll niitab, et mky=0, ..., mk,_1=0. Lisades siia H vorrandi
m(x —a)=0, saame n seost, mida v&ib vaadelda, kui nad kirjutada
valja koordinaatide abil, n vektori ki, evvy Bn1, x— a koordinaati-
dest moodustatud n)Xn-maatriksi veergude lineaarse soltuvuse tin-
gimustena. Selle maatriksi determinant on seega vordne nulliga,
mistottu ka read on lineaarselt sgltuvad. Et ki, ..., ki, on lineaar-
selt soltumatud (kontrollida!), siis ‘

X—a=hLR} ...ty ikns.

Seega x kuulub teatavale (n—1)-tasandile Tn_;, mistottu H — T,
Varasemast aga jireldub, et T'nyc H, sest (2.11) asendamisel
vordusse (2.10) tekib toesti samasus, nagu on kerge kontrollida.
Kokkuvottes Tp_y=H, mida oligi tarvis tdestada.

Veelgi iildisemalt v&ib ‘néidata, et iga m-tasand T,, on n—m
hiipertasand; iihisosa:

T=H'(H")...0 Ho-m;

erijuhul sirge s=7T, on n—1 hiipertasandj fihisosa.
Toepoolest, T,, on mairatud vorranditega

Xi— ai=hku+ ., . Flpkp;;  i=1, ..., n.

Mingist m vérrandist saab siit {iheselt avaldada suurused #, ...;
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kui mingi m koordinaadi x; lineaarfunktsioonid, sest vektorite
ki, ..., ky lineaarse spltumatuse t5tiy vihemalt iiks m-jarku deter-
minant nende vektorite koordinaatidest on nullist erinev. Saadud
avaldiste asendamisel filejidnud n— m vadrrandisse saame 1n—m
lineaarvérrandit, mis scovad koordinaate X1, ..., Xn. Igaiihes neist
vorrandeist on vihemalt iihe koordinaadi (vordusmaérgist vasakul
pool oleva) ees nullist erinev kordaja. Jirelikult m-tasand on nende
vorranditega méidratud n—m hiipertasandi {ihisosa.

Vastupidi, kui on antud n—m hipertasandit lineaarselt soltu-
matute normaalvektoritega, siis nende iihisosa on teatav m-tasand.
Téepoolest, nende hiipertasandite vérrandid

Al 4-m'x=0, Af4-m"x=0, ..., Agﬂ—m)+m<n—m)x=0

moodustavad x koordinaatide x,, ..., x, jaoks n—m lineaarselt
soltumatust vorrandist koosneva siisteemi, mille lahend x avaldub
(ihe erilahendi @ ja vastava homogeense siisteemi iildlahendi LR ...
.o« FImkm summana (2.8), kus ki, ..., Ry moodustavad lahendite
fundamentaalsiisteemi, s.t. on lineaarselt sdltumatud (vt. [1],
Ik. 76—79).

Osutub, et iga m-tasand T,, ruumis En on ise ruum E,,. Selles
veendumiseks teisendame monevérra vektorite Ry, ..., &k, siisteemi,
vorrandiga (2.9) méadratud punktihulka T, muutmata. Votame
li=k1, seejéirel lzzkz—'—xih l'lii, et lz_Lli ehk (kz-—;\dh) 11=0, nis-
tGttu Ar= (kol1) | 14| 2. Selliselt jitkates votame fildiselt

luc=koz'—7\.ili—7\:2lz—---"—Aoc—ilm—i; (123, ceey M,
nii et Iy L I, B<<a ehk

(Bo — Ady — holp— ... — Kq_ila_.i) Ip=0, p<<a,
mistottu

7\.5: (kalg) Ilﬁl_z. (212)‘

Niiviisi jarjest toimides leiame paarikaupa ristuvad (ehk ortogo-
naalsed) vektorid Iy, ..., I, selliselt, et ki, ..., k,, on nende tea-
tavad lineaarkombinatsioonid. Kirjeldatud protsessi nimetatakse
Gramil—Schmidti? ortogonaliseerimisprotsessiks (vt. [1], k. 421).
Seejuures ei saa iikski I, olla nullvektor, sest see tooks kaasa vek-
torite &y, ..., k,, lineaarse soltuvuse, mis on praegu voimatu. Vottes
nittd fo=|lo| =1, saame paarikaupa ristuvate iihikvektorite fi, ...
...y Im silsteemi, kusjuures ki, ..., k., on endiselt nende lineaar-
kombinatsioonid.

Tehes asendused vérrandis (2.9), saame sellele esialgsega sama-
vdidrse uue kuju

X—a=— u1f1+ cae —I—umfm.

Seades siin punktile x vastavusse R™ elemendi (44, ..., Um), s.t.
madrates bijektsiooni ¢ : T — R™ nii, et g ()= (s, ..., tn), muu-

I Jgrgen Pedersen Gram (1850—1916), taani matema‘atik. _
? Erhard Schmidt (1876—1959), saksa matemaatik, Tartu iilikooli kas-
vandik, Saksa DV TA liige.
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dame m-tasandi T, m-modotmeliseks algmuutkonnaks. Vottes veel

teise punkti y koordinaatidega vy, ..., Um, saame
d(x,y)=|x—y|=V[(w—v)fr+t ...+ (tn — Um)fu]®
ning ef siin f= ... =2 =1, fu-fg=0 (as=p), siis

d(x,y) =Y (t1—01)%+ ... + (4n— m)®.

Vordlus valemiga (1.1) nditabki, et {0esti m-tasand ruumis E, on
ise ruum E,. Erijuhul on ruumi E, hiipertasand H=T,_4 seega
teatav ruum E,a.

3. Kaugused. Olgu ruumis E, antud kaks alamhulka (kujundit)
M ja N. Votame vabalt punktid x=M ja y =N ning moodustame
reaalarvude hulga {d(x,y): x= M, y= N}. See on alt tdkestatud,
sest 0<Cd(x,y). Jérelikult sellel hulgal on olemas alumine raja
([2], k. 18). Alamhulkade M ja N vaheline kaugus defineeritaksegi
kui see raja

dM,Ny= inf d(x,y).

xeM, y=N

Sageli raja ka saavutatakse kui teatavate punktide xosM ja o= N
vaheline kaugus. Sel korral d(M,N)=d(xo, yo)= min d(x,Yy).

xeM, yeN
Vaatleme esimese néitena olukorda, kus M on punkt x, ja N on
normaalvorrandiga

nx+p=0

antud hiipertasand H. Niitame, et d(xo, H)=d(x, o), kus yo on
hiipertasandi H niisugune punkt, et yo— %o on samasihiline normaal-
vektoriga n, s.t. yo—xo=Ffon. Toepoolest, hiipertasandi suvalise
punkti y korral

d(x0, y) = |y — %o| = | (¥ — Yo) + (o — x0) | = | (¥ — yo) +ton|,
kus n(y—yo) =0. Seetottu
[d (x0, ) I*=[ (¥ — yo) +ton]?== (§ — yo)}*+12 =
=12 = (yo— %0)>=[d (%0, Y0) ]%,
kusjuures = asemel on = parajasti siis, kui y=go, s.t.
d (xa, yo) =k mind (xo, 4) =d (%0, H) .

Seejuures tingimusest nyo+p=0 ehk n(xo+fn)+p=0 jireldub, et
ty=—{nxo+p), mistottu

d (xo, H)=|to| = | nx0+p| (3.1)
(vrd. [6]; lk. 223, kus see tulemus on saadud ruumi E3 puhul).

Jirgnevalt vaatieme olukorda, kus M on endiselt punkt xo, kui
N on m-tasand T,, vorrandiga :

x—a=HkRi+ ... +lnkm.
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Koigepealt nditame, et leidub punkt yoe= T kohavektoriga y,=

=a-+tukit ... Flomkn selliselt, et xoyo=yo—x, on risti m-tasan-
diga Tm, s.t. (Yo—Xo) L Ry €hk (yo—Xo)Ro=0; a=1, ..., m. Siin
tekivad fo1, ..., fom leidmiseks vorrandid

[ (@—xo0) F-tiks+ ... F-tkp] k=0,
mis moodustavad lineaarvorrandisiisteemi
k%ti —I—kikztz + [P —[—kikmtm: (xO—a) ki;

kikzti -I— kgtg—l— s -l—kzkmtm‘= (xc)—-—a)kz,
(3.2)
Rikmts+kokmtot- ...+ kitn= (20— a)kn.

Selle siisteemi determinant on moodustatud paarikaupa voetud
vektorite Ry, Re, ..., R skalaarkorrutistest. Sellist determinanti
det |kaks| nimetatakse Grami determinandiks. Vaatleme niiid
m-tasandit Tn kui ruumi E,, ja votame kasutusele k, koordinaadid
Ray, ..., Ram Tuumis E,, (vt. eelmise artikli 16ppu). Meid huvitava
Grami determinandi saame, kui korrutame determinantide korruta-

mise eeskirja jérgi (read ridadega; vt. [1], 1k. 44) jirgmise deter-
minandi iseendaga:

Ri R ... Ram
e |t b
kmi kmz kmm

Siin a-nda rea korrutis p-nda reaga on

koaiRp1tkazkpet- . . . FRamkpm=F. ks,

mistottu toesti K2=det |kaks|.

Et meil praegu &y, ..., kB, on lineaarselt sdltumatud vektorid,
siis K0 ja seega ka det |kakp| 5=0. Siisteemi (3.2) puhul on niisiis
tegemist Crameri peajuhuga, mistottu ([1], k. 52—54)

D, D,

m
T T e T e e Wt L)

kus Dy on determinant, mis saadakse determinandist det |kakg|, kui
selle a-s veerg vahetatakse vabaliikmete veeruga. Sellega on soovitud
punkt yo=T, miiratud.

Edasi néitame, et d(x, Tm)=d(xs,1,). Selleks veendume, et
d (%o, Yo) = mind(xo, y). Vabalt voetud y = T, korral y=a-+tki-}...
yeT,,

oo FHlmkm, seega
Y — %o== (¥ — yo) + (Yo — Xo) = (Yo — %o) +[ (£1 — tor) k1 .. :
vor F (Em—tom) km],

ge 19



mistottu

d (x0, )2={ (Yo — %) +[ (t1—La) Rid- ... + (b — fom) R ] } 2=
= (o — X0) 24 [ (1 — tor) s+ . . . 4= (b — fom) ] 2=
== (Yo — X0)2=d (X, Y0)?,

sest (yo—x0)Re=0; a=1, ..., m. Seejuures ki, ..., Rm lineaarse
soltumatuse t6ttu on = asemel = parajasti siis, kui fi==fn, ..
wevy tm=tom, s.t. kui y=yo, mida oligi vaja néidata.

Uhtlasi selgub, et

d (.’Cg,’ Tm)2= (yo — xo)2= (yo— xo) [ (a - JCQ) —-l—fgikf—]— e ae "l"t()mkm] =
— (yo— %0) (@ — x0) = [ (@ — %0) +orkst- ... Hombm] (@ — o) =

= det lzakﬁl {det |kak|5| . (OJ —XU)2+D1k1 (a — JCo) —|— e
.. 4Dl (@ — %)} |

ja siit

d (Xo, Tm)2=
k% kikz .. Rk, ky (a —_ xo)
kiko k2 ... Rokp, k2 (a — xg)
kik., kok,, N Rm (@ — xo)
Ri(a—x) ks(@a—x0) ... kn(a—x)  (a—x0)?

—
—

det [kaky| » (34)

sest sulgudes {} on parajasti lugejas oleva determinandi arendis
viimase veeru elementide jargi.

Erijuhul, mil m=1, on tegemist punkti x, kaugusega sirgest
Ti=s ruumis En:
k21 ki(a——xg)
. k1 (a — xo) (a —_ x0)2

R

Kui lisaks n=3, saab lugejas olevale avaldisele Lagrange'i sama-
suse (2.5) pohjal anda kuju

k2 (@ — x0)2 — [ki (@ — x0) 2= [k X (@ — x0) ]2

ning tulemuseks on ([6], 1k, 220)

| 1< (@ — o) L
|1 '

d (0, )%= (3.5)

d(X{), S) =

(3.6)

Paljuski on analoogiline sellise juhu késitlus, kus M on p-tasand Tp ja N
-on g-tasand T; , mis olgu médiratud vastavalt vorranditega

x=a+t1k1+...+tpkp, x=b-|—v111+...+vqlq.

Tihistame p4+g=m, vi=—Ilp+y, ..., Vg==-—Im, lLi=Fkpiy, ..., ly=Fkn. Koige-
pealt nditame, et dldjuhul leiduvad punktid =Ty ja yOET’m_p, nii et

20



P e r—

gy
(Yo—yo) L kg, a=1, ..., m; s.t. nii el yoxy on risti nii p-tasandiga Tp kui

ka (m — p)-tasandiga T:n_p. Siin

X —Yo={(a —b)-toaki+ ... +igpkp-ttoprikpsit ... tombm,
mistottu tingimused (%o — Yo) k=0 viivad samuti siisteemini (3.2), kus niiiid on
xo asemel b. Uldjuhul det |k kg| <0 ja siisteemil on parajasti iiks lahend (3.3),

s.t. leidub parajasti {iks paar meie tingimusi rahuldavaid punkie x;e& Ty,

Yo = T’m_p.

Osutub, et d(xo, yo) = min d(x,y). Toepoolest, suvaliste x=T, ja
XETp YST o

yeT’m_p korral

x=x0+(f1 _ tOl)kl_l" . -I-(tp —_— top)kp,
y=to—(lp+1—lop+1) Rps1— ... —(tm — tom) Bm

_—— L

ja seeg _
d(%, y)*= (x — y)*={(%0o — Yo) + [ (i — tor) st . .. + (tm — Lym ) Bm]}2

Edasine kordab eelnevat ning viib d(Tp, Tm—p) jaoks samasuguse valemini nagu
(3.4), ainukese erinevusena on selle paremas pooles niiiid x, asemel b.

Naiteks juhul p=m — p=1 saame valemi kahe sirge s ja s’ vahelise kauguse
jaoks ruumis E,:

k2 K k(a—b)
ke b 1 g b) gty
, a— — a—
d(s, s") = ( ) kza 7 { ) (3.7)
kRl 12

Ruumis E; saab parema poole lugeja kui Grami determinandi esitada vekto-
rite k, | ja a—b koordinaatidest moodustatud determinandi ruuduna, nimetaja
aga on Lagrange'i samasuse (2.5) pohjal (kXI)2 Tekib lihtne avaldis d(s, s’) =h
jaoks ([61, 1k. 226).

4. Pindala ja ruumala. Jirgnevalt néiitame, kuidas valemi
(3.4) ja selle erijuhtude abil esmalt defineerida ning seejdrel ka
avaldada niisugused suurused nagu ré6pkiiliku pindala, rédptahuka
ruumala jne., iildiselt m-r66ptahuka m-ruumala.

Olgu ruumis E, antud punkt a ja kaks lineaarselt sdltumatut
vektorit %, ja B;. Ruumi E, alamhulka, mis koosneb punktidest x
kohavektoritega

x==a-ttik+hk,, 0<<H=C], 0<fh<], (4.1)

nimetatakse rodpnelinurgaks. Alamhulki, mille korral siin iithe <
asemel on ==, nimetatakse kilgedeks; kui kahe <C asemel on =,
siis saadakse punktid, mida nimetatakse fippudeks. Koigi nelja tipu
ja nelja kiilje iihendit nimetatakse réépkiilikuks.

Tahistame x®»==a--k;, see on teatava tipu x®  kohavektor.

Vaatleme kiilge, mis asub sirgel s; vorrandiga x=a--#k;. Valemi
(3.5) kohaselt

ke| - d (x®; s1) =VR2 RS — (ki) ? .. (4.2)
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Et siin parem pool %; ja k; vahetamisel ei muutu, siis on
sama omadus ka vasakul poolel, mistottu ta on samal ajal ka
| k2| - d (2P, s2), kus xD on tipp kohavektoriga x=a-+ky ja sy —
sirge vorrandiga x=a-6k; (joon. 2, millel xg') on téhistatud X;).

Mittenegatiivset reaalarvu (4.2) ehk <aluse» |k;| ja «kdrguse»
d (%, s:) korrutist, kus i on 1 v6i 2, nimetatakse vaadeldava réop-

nelinurga pindalaks ja tdhistatakse S(ki, k). Seega

E Rk

2
S (ky, ky)*= ik K2

: (4.3)

Ruumi Ej korral Lagrange’i samasuse (2.5) pohjal kfkg_(kikg)*‘%:
= (k1 X k)%, mist6ttu siin ([6], 1k. 124, 131)
S (ky, k2) = | ki X ko] (4.4)

Uldiselt ruumi E, alamhulka, mis koosneb punktidest x kohavek-
toritega

x=a—]—t1k1+ . =—~I—l'mkm—I—l(',fn.|.1’t’qfn.|.1, 0--<...t§--<... 1, (45)

kus @ on antud vektor, E=1, ..., m41 ja ky, ..., Emyq on lineaar-
selt sbltumatud fikseeritud vektorid, nimetatakse (m—+1)-réoptahu-
kaks (ka (m+-1)-paralleel-epipeediks).

Niitame, kuidas defineerida ja avaldada (m--1)-rééptahuka
(m—1)-ruumala eeldusel, et juba on defineeritud ja avaldatud
m-rooptahuka m-ruumala Vp, (ky, ..., kn) valemiga

Vin(ky, ..., kn)2=det |kaks]; o, p=1, ..., m, (4.6)
mis on valemi (4.3) iildistus (siimbol S samastatakse siimboliga
Vo; tihtlasi méirgime, et Vi(k)= |ki]).

Selleks vaatleme eespool defineeritud (m--1)-rodptahuka punkti
(tippu) xp kohavektoriga xo=a-Fkn,.i. Votame m-tasandil T,, vor-
randiga x=a--tiky}- ... +t,k,, m-rooptahuka, mis midratakse vor-

ratustega 0<Cfo<<1 ja mille m-ruumalaks on eelduse kohaselt (4.6).
Valemist (8.4) jdreldub, et

Seda suurust — «korguse» d(xo, Trm) ja <«alustahu» m-ruumala kor-
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rutist, mis, nagu nditab parem pool, ei muutu vektorite ki, ..., Bmst
vahetamisel (s.t. ei sOltu sellest, millisele (m--1)-réopta-
huka <alustahule» on <«korgus» voetud) — nimetataksegi vaa-
deldava (m--1)-réoptahuka (m—-1)-ruumalaks ja tihistatakse
Vi (R, ..., Bmt1). Seega

Vitt (By; ..., Rn1)2=det|Rekq|; & n=1, ..., mJ1.

Tulemus néitab, et valemi (4.6) kehtivusest m mingi konkreetse
vidrtuse korral jdreldub sama valemi kehtivus ka m-1 korral.
Alustades niiiid véadrtusest m=2, s.t. S(Ry, k2) =Va(ky, k2) avaldi-
sest (4.3) vGib tdesti samm-sammult teha kindlaks valemi (4.6)
kehtivuse m suvalise viirtuse korral, 2<<m<n.

5. Nurgad. Nurga moiste ruumis E, defineeritakse koéigepealt
kahe nullist erineva vektori k2 ja I jaoks. Vorratusest (1.8) jirel-
dub, et

|l <[] ]1]. (5.1)
Seega leidub parajasti tiks reaalarv g, nii et 0<Co<Cn ja
CosSp= kl (5.2)

k] 12]

Seda reaalarvu ¢ nimetatakse vektorite k%0 ja I540 vaheliseks
nurgaks (radiaanmoddus). Siit jéreldub, et & ja —k vaheline nurk

on @, ristuvate vektorite & ja I vaheline nurk aga g—

Selleks et meil ei tekiks loogiline ring, eriti n=3 puhul (s.t. et ruumi F,
geomeetria iilesehitamine ei tugineks selle geomeetria enda sees tuletatava koosinus-
funktsiooni mébistele), tuleb cosq defineerida niiteks reaksarendusega ([3],
lk. 76)

coS Q== —I)*k =] e,
¢ 5';( I om TRAT
Siit tulenevalt on cos @ kogu reaalteljel R méidratud pidev funktsioon ([3],
lk. 68), mis koos analoogiliselt reaksarenduse abil defineeritava funktsiooniga

¢ ¢
sinp=qp — -5'—-]—?-—- ... rahuldab samasust

cos? p+sin2 p=1

ning see{ottu ka vorratust —1<Ccos <<1; seejuures cos @ on 13igul [0, x] ran-
gelt monotoonne (kahanev), omandades koiki véartusi 1oigus [—1,1] parajasti
iiks kord ([2], lk. 29). Et vérduse (5.2) parema poole viirtused on (5.1) pdhjal
loigus [—1, 1], siis leidub tGesti parajasti iiks tingimust (5.2) rahuldav reaal-
arv @, nii et 0<p=<Im.

Kui =0 on antud sirge mingi sihivektor, siis koos temaga on
selle sirge sihivektor ka —k. Tédpselt samuti on antud hiipertasandi
normaalvektoriks koos vektoriga m ka vekior —m.

Nurgaks kahe sirge vahel nimetatakse nurka nende sirgete sihi-
vektorite & ja I vahel, kusjuures sihivektorid valitakse niimoodi, et
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kl=0. Nurgaks kahe hiipertasandi vahel nimetatakse nurka nende
hiipertasandite normaalvektorite m ja n vahel, eeldusel, et mn=0.
Kui nurk on 0, siis kahe sirge v&i kahe hiipertasandi puhul &el-
dakse, et nad on samasihilised (vastavalt samarihilised); kui nad
on ithispunktita, siis koneldakse, et nad on paralleelsed.

Nurgaks sirge ja hipertasand; vahel nimetatakse reaalarvu
n/2— @, kus ¢ on nurk sirge sihivektori & ja hiipertasandi normaal-
vektori m vahel eeldusel, et km=0,

Koikidel iilaldefineeritud juhtudel nurk kui teatav reaalarv on
16igus [0, w/2]. Kui nurk on n/2, siis koneldakse ristumisest (ehk
ortogonaalsusest).

Uhtlasi on defineeritud ka nurk m-tasandi T, ja temaga iihispunkti omava
sirge s vahel ruumis E,. Osutub nimelt, et sel juhul s ja Ty on teatavas (m-4-1)-
tasandis Tm+;. Toepoolest, kui iihispunki on @, siis s ja Tm on esitatavad vasta-
valt virranditega x=a+{tk ja x=a-+4k+ ... +tmkn. Kui niiiid vaadelda
(m-+1)-tasandit T+, mis on masratud vorrandiga

x=a+lk4- .. FimBnttm R,
kus lineaarselt sdltumatute Ry, ..., km, & korral vdetakse Bmii=Fk, soltuvuse
R=MRi+ ... +Amk, korral aga kmyy valik on vaba, siis T, ja s on tasandi
Tm+, alamhulgad, T, méidratakse tingimusega fmy,=0, s aga eraldatakse vas-
tavalt kas fj=...=fm=0 v0i fm41=0, ti=Mt, ..., Im=>Am! poolt. Samal
ajal Tm4yp on ruum Emyy (vt art. 2), mistSttu meil on tegemist sirge ja hiiper-
tasandiga ruumis En 4, ja me vdime rakendada iilaltoodud definitsiooni.

Vajaliku arvutuseeskirja saamiseks vaatieme veelgi iildisemat juhtu ning
vurime k-tasandi Tx ja [l-tasandi T; vahelisi nurki. Siin tuleb kasufada mifme
muutuja funkisiooni tinglike ekstreemumite tingimusi ([3], 1k. 225—227).

Votame Tw ja T, vastavalt &- ja l-rihtides vabalt iihikvektorid

k—'-——tlkl—i-..."[-fhkk, l=ulll+....—[—u1-lz.
Nendevahelise nurga ¢ puhul cos o=kl ja see osutub By ooy By Uy, oou, W
funktsiooniks lisatingimustel |k]=|i|=1.

Selle funktsiooni tinglike ekstreemumite leidmiseks (need on iihtlasi ka ¢
ekstreemumid) tuleb Lagrange’i meetodi kohaselt moodustada funkisioon

Q=kl4-A (k2 — 1)F+p (2 —1).
Et

oD oD
—— =Pkl 2\kk;, ——=Fkl;4-2pll;,
dt; ou;

siis statsionaarsete viirtuste korral
kil4-20kk; =0,

] 53
Korrutades esimeste vdrduste pooli vastavalt suurustega #;; i==1, ..., £ ja sum-
meerides tulemused, ning tehes sama teiste vordustega, ainult seekord korrutades
suurustega u;; j=1, ..., |, saame ¢ statsionaarse vairtuse andvad iihikvekto-
rid k ja I o
kl4-2)==0,
k1423 =0,

millest 2A=2p=—%kl=—cos .

Nagu selgus art-s 2, v@ib tildisust kitsendamata eeldada, et &, ..., ky on
vaadeldava k-rihi ja I, ..., I, on vaadeldava [-rihi paarikaupa ristuvad iihikvek-
torid (vajaduse korral tuleb eelnevalt rakendada Grami—Schmidti ortogonalisee-
rimisprotsessi). Sel eeldusel saab (5.3) esitada kujul

2 (Rils)u; — ti cos =0,
i

54
> (Ril;)ti — uj cos p=0. (5.4)
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Elimineerides siit kord &, eoo, , kord 4y, ..., t, saame

2 (kilj) (Rids)ter = ti cos? q, ‘
it (5.5)
Z' (kllj) (kiljr) Ujr=Uj cos? Q.

i,§

Selgub, et niimoodi méiiratav _k=§;tikf on k-tasandi T, k-rihis teatava siim-

meetrilise maatriksi A=|l4::| omaviirtusele cos® ¢ vastav omavektor, kus
Aii,“——-}; (kil;) (Bil;). Samamoodi saadud I= ¥ uil; on I-tasandi 7, [-rihis tea-
j

tava siimmeetrilise maatriksi B=1B;;/| samale omaviirtusele cos? ¢ vastav oma-
vektor. Seejuures meenutame, et cos p=~kI on siin nurga ¢ mingi statsionaarse
véddrtuse koosinus. Teatavasti stimmeetrilise maatriksi erinevatele omavéirtustele
vastavad omavektorid on risti (vt. [I], 1k. 434). Seega erinevate statsionaarsete
nurkade ¢ ja ¢ puhul on vastavad vektorid & ja k' ning samuti vektorid [ ja I’
risti, kusjuures Rl=cos ¢, k'l'=cos ¢’. Osutub aga, et ka LV, ¥ 1 1. Toepoo-
lest, (5.4) kohaselt
kcosqp =3 ki(kil),
i (5.6)
Ucos ¢'= T I;(k1;),
J

mistottu
(kl')cos @ cos "= 3 (k:l;) (kil) (R'L;).
£,j

Siin (5.5) jirgi
2 (kil;) (Ril) = u; cos? o,

S (ki) (k1) =¢ cos? ¢,
j i3

ja seega
(k") cos @ cos @"== (k'l)cos? p= (k'l) cos? ¢’
ehk
(R'l) (cos? ¢ — cos® ¢') =0,

millest B1=0. Tipselt sama saab teha vektorite & ja I’ puhul ja leida analoo-
giliselt, et kl'=0. .

Kokkuvottes kk'=Fkl'=Ik =1'=0, mistdttu (xk+Arl) (B +N1)=0 suvaliste
reaalarvude %, A, %" ja A’ korral. Niisiis rihid, milles realiseeruvad erinevad stat-
sionaarsed nurgad ¢ ja ¢’ tasandite T, ja T, vahel, on sellised, et iga vekior
thest on risti iga vektoriga teisest. Sellise omadusega rihte nimetatakse taielikull
ristuvaiks. Praegu saadud téielikult ristuvaid rihte nimetatakse &-tasandi Th ja
l-tasandi T, juhirihtideks. Alati voib lugeda, et k<<I, vajaduse korral vahetades
# ja [ osad. Uldjuhul on siis & erinevat statsionaarset nurka, millest igaiiks kuju-
tab endast nurka mingis juhtrihis asuvate ning tasandite T» ja 7, rihtidesse
kuuluvate tihikvektorite vahel. Kui statsionaarne nurk @40, siis juhtriht on 2-riht,
kui aga @¢=0, siis ==k ja vastav juhtriht kidub 1-sihiks.

Erijuhul voib olla tegemist kordse statsionaarse nurgaga, mille puhul vastav
juhtriht ei ole mddratud iiheselt. Sel korral muutuva juhtrihi {ihisosa kummagi
vaadeldava tasandi rihiga tdidab kummalgi neist g-rihi, kus ¢ on omaviirtuse
cos? @ kordsus. Erilist huvi pakub jirgmine darmuslik erijuht.

Kui kahe m-tasandi korral nende kdik statsionaarsed nurgad on vérdsed,
s.t. omavdirtus cos?q on m-kordne, siis nimetatakse neid m-tasandeid isokliin-
seteks ja statsionaarsete nurkade iihist vddrtust nemde m-tasandite vaheliseks
nurgaks ¢. Kui ¢=m/2, siis nimetatakse isokliinseid m-tasandeid fdielikult ristu-
vaiks. Nagu eespool selgus, on sellised niiteks juhtrihid.

Jdéb veel kindlaks teha, et eeltoodud k- ja [-tasandite vaheliste nurkade
kisitluse tulemused on kooskdlas sirge ja hiipertasandi vahelise nurga definitsioo-
niga. Viimasel juhul k=1 ja [==n—1; vektorid [, ..., ln.—, moodustavad siin
koos hiipertasandi normaaliihikvektoriga n=1, ortonormeeriiud baasi ruumi En
n-rihis ning on voimalik avaldada k==~ +4 ... +knl,, kus ky=kl;; J=1, ce., H.
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Et & on iihikvektor, siis l:kzl+...+ki_l+k2n. Stisteemi (5.5) pohjal, kus nitiid
{=1i"==1, on praegu tegemist itheainsa omavaartusega
cos? @= (kly)>4 ...+ (kla—)’=R2 ... k2  =1— K =1—(kn)?’,

millest
(kn)2=1— cos’ p=sin’ g,

nagu ongi fikseeritud sirge ja hiipertasandi vahelise nurga definitsioonis.
Analoogiliselt saab niidata késitluste kooskdla ka kahe hiipertasandi puhul,

kui eelnevalt valida vektorid ki, ..., Baney ja & ..., lncy, nii et ko=l ...
..., Rn_y=Ia—; on hiipertasandite iihisosa (n— 1)-rihis. Edasise jdtame lugeja
teha.

Harjutusiilesanded

1. Ruumis E; on antud punktid a ja b koordinaatidega vastavalt (—1,1,0,2)
ja (3,0,1,—1). Koostada a) nendest punktidest vdrdsetel kaugustel olevate
punktide hulga (hiipertasandi) vdrrand; b) neid punkte ldbiva sirge vorrandid.

2, Ruumis E; on antud kaks 2-tasandit, millest iiks 1dbib punkte (0,0,0,0),
(0,1,0,—1), (2,0,0,2) ja teine punkte (1,0,—1,0), (—1,2,2,0} ja (0,0,0,A).
Koostadz nende 2-tasandite vorrandid ja selgitada, millises vastastikuses asendis
on need 2-tasandid so6ltuvalt A viidrtusest.

3. Arvutada punkti (0,0,0,A) kaugus eelmise iilesande esimesest 2-tasandist.

4. Veenduda Lagrange’i samasuse (1.7) kehtivuses, tehes vajalikud arvu-

tused.
5. Kontrollida, et kuj seose (2.10) abil méiidratud vektor m tdhistada m==

= [k ky...kn—,], siis on rahuldatud vektorkorrutise omadustega (2.5) analoogi-
lised seosed:

[ky.. . ki.. . Ri.. . kny]=—Tk... kj...ki.. . Ro],
[k] . (Kk:) ...kn—}] ﬁ%[kl ...ki .. .kn—l],
(& ... (k’i+k’i’) ...kn_1]=[k1...k’i ...kn_l]-}-[kl...k’:...kn-l].

6. Niidata, et [k ky...Ra-]kn on vektorite &y, ..., kn koordinaatidest

moodustatud n-realine determinant.
7. Tolgendada geomeetriliselt Grami—Schmidti ortogonaliseerimisprotsessi,
rakendades k&ik vektorid mingist punktist a & Tm ning veendudes, et I, on selle

punkti ja vektoritega k,, li, ..., lo_, midratud a-tasandi T, (kui ruumi Ej)

teatava hiipertasandi normaalvektor.

8 Kui (m41)-roéptahuka definitsioonis (4.5) kdigi =C asemel peale {ithe on
=, siis nimetatakse saadavat punktihulka selle (m--1)-r6optahuka servaks., Kui
koik servad on paarikaupa risti, siis koneldakse (m+-1)-ristiahukast. Niidata, et
(m4-1)-risttahuka (m-41)-ruumala on servapikkuste korrutis.

9. Niidata, et ruumis E, antud 2-tasandi ja seda ldikava sirge korral ldheb
1dbi selle sirge iildjuhul kaks 2-tasandit, mis on isokliinsed antud 2-tasandiga.

L4
§

§ 2._ AEGRUUM JA PSEUDOEUKLEIDILINE GEOMEETRIA

Kolmemootmelise eukleidilise ruumi Ej; iildistustest on raken-
duslikult tdhtsaim neljamoGtmeline aegruum, mis moodustab geo-
meetrilise aluse ajas muutuvate ndhtuste késitlemiseks.

Kolmele koordinaadile ruumis E; lisandub neljandana aeg kui
uus reaalarvuline muutuja, seejuures eelissuunaga minevikust
tulevikku. Nahtusi kirjeldava mehaanika — kas klassikalise voi
relativistliku — valikust s6ltub aegruumile omistatav geomeetria.
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Kéesolevas paragrahvis arendame erirelatiivsusteooria aegruumi
geomeetriat, mis erineb eukleidilise ruumi E; geomeetriast selle poo-
lest, et kahe punkti vahelise kauguse valemis on neljandate koordi-
naatide vahe ruut mitte margiga -+, vaid mirgiga —. Vastavalt
sellele pole vektori skalaarruudu avaldis enam positiivselt mairatud
ruutvorm vektori koordinaatidest. Saadav ruum, nn. Minkowski?
ruum £, on erijuht iildmdistest «pseudoeukleidiline ruum *RE,».
Viimase erinevus ruumist E, seisneb selles, et vektori skalaarruudu
avaldises on tema puhul % viimase koordinaadi ruudu ees mirk -+
asendunud mirgiga —. Ruumj *E, geomeefriat (erijuhul Minkowski
ruumi £, geomeetriat) nimetatakse pseudoeukleidiliseks geomeet-
riaks. Alljdrgnevas kisitleme seda kiillaldase pohjalikkusega, kuid
meil ei ole voimalik pikemalt peatuda nendel fiitisikaprobleemidel,
mis on tinginud vajaduse pseudoeukleidilise geomeetria jarele.
Asjast sligavamalt huvitunud lugeja leiab lisamaterjali teosest [7]
ja selles soovitatud kirjandusest.

6. Aegruumi geomeetriad ja pseudoeukleidiline ruum. Aja lisan-
dumise] omalaadse neljanda koordinaadina kujuneb algmoisteks
elementaarsiindmus, mille all méistetakse ruumi E; punkti X ja
ajahetke { paari (X,?) — punktis X olemist hetkel ¢ Seejuures
ecldatakse, et ¢ vdib omandada koikvGimalikke reaalarvulisi viar-
tusi. Koigi elementaarsiindmuste hulka nimetatakse (klassikaliseks)
aegruumiks M;=FE3XR.

Vaatleme ruumi E; teatavat koordinaatkujutust ¢ : Es— R3, mille
puhul @ (X)= (%1, %, xs5) ning kahe punkti X ja Y vaheline kaugus
avaldub valemiga

d(X, ¥) =V (1 — y1)>+ (%2 — y2) 2+ (xs — ys) 2. (6.1)
Madrame aegruumi M, koordinaatkujutuse +:M;— Ré jargmiselt:
'lp (Xs t) = (xis X2, X3, xlt) ’

kus xi==ct; ¢ on teatav konstant, mis fikseerib ajaiihiku valiku ruu-
mis L3 méidratud kauguse suhtes. Nagu niha, kujutab aegruum M.
endast neljamédtmelist algmuutkonda.

Koordinaatkujutuse ¢ jaoks on teada ([6], lk. 248, 122, 123), et
kahe punkti vaheline kaugus avaldub valemiga (6.1) ka I5pmata
paljude teiste analoogiliste koordinaatkujutuste puhul. Kui niiteks

(P,(X) = (x’p x;’ x;): kus

3
X = X cijx;+cy, i=l1, 2, 3, (6.2)
i=1

ja maatriks C=l|ci;l on ortogonaalmaatriks, s.t. C-1=CT, siis,
tapselt samuti nagu valemis (6.1),

d(X, Y) =V (¥ — ¥+ (x,— ;) 3+ (x;—y;)2.

! Hermann Minkowski (1864—1909), saksa matemaatik ja fitiisik.
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Seetottu ei ole iihel koordinaatkujutusel ¢ mingit eelist teise sama-
laadse ¢” ees ruumi E; geomeetria arendamisel.

Aegruumi M, geomeetria kujundamisel on samuti oluline fiksee-
rida, missugused koordinaatkujutused 1 ja " loetakse samaviir-
seteks, missugused mitte. Ruumi E; geomeeiriast tuleb iile minna
mehaanikasse, sest haaratud on ka aeg. Klassikalises mehaanikas,
kus ruumile omistatakse absoluutne tidhendus ({7], lk. 47), siilita-
takse aegruumi M, lahutus ruumiks ja ajaks: My=E3X}XR. Ajakoor-
dinaat x; saab sel juhul teiseneda ainult omaette: kui ajaiihikut ei
muudeta, siis

X, =x+Cq, (6.3

kus ¢, moodab alghetke muutumist. Valemeisse (6.2) aga lisandu-
vad ajakoordinaadiga liikmed:

3
X = 3 cijxjtcuntc; i=1, 2,3, (6.4)

=1
mis, nagu osutub, nditavad ruumis E; toimuva liikumise Kkiirust.
Toepoolest, kui votta kaks elementaarsiindmust, mis ¢ seisukohalt
toimuvad samas punktis A(ay, a2, a3), kuid eri aegadel ¢ ja =,
nino tdhistada nende koordinaadid +’ puhul ihel siindmusel

(%7, %3, %5, %, ), teisel (y), 43,45, Y,), siis (6.3) pdhjal

2*73?
4 14 [— —
X, — Y, =x—Yp=ct — cr=c(t —1),

kuid (6.4) jargi
X — ) =cu(t—y) =cu-c(t—1).

Moodustades nitiid vektori

5 —y ' — x —
'0=( ; yj , ; yz ’ : yS ) — (CCM, CCay, 06’3!,),
_T —T —T
leiame, et v pikkus
|v| = X — 2+ K Yy 2+ Gy Y 4@
t—r t—7 t—r [#=]

on punktide vahelise kauguse d(X’, ¥’) ja ajavahemiku |¢— | suhe,
seega litkumise kiirus. Punkti A & E; valikust see vektor v ei soltu.
Teda nimetatakse kiirusvektoriks. Seejuures valemeisse (6.4) lisan-

dunud litkmete kordajad on, nagu néha, vektori --?-v koordinaadid.

Valemitega (6.4) ja (6.3) aegruumis M, mdiédratud teisendust
nimetatakse Galileil teisenduseks. Kbdik Galilei teisendused moodus-

! Galileo Galilei (1564—1642), itaalia fiilisik ja astronoom.
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tavad teisenduste rithma ([1], lk. 356; [6], lk. 277). Et konesolevad
teisendusvalemid on lineaarsed ja nende maatriks regulaarne, siis
on see rithm afiinsete teisenduste rithma alamrithm ([6], lk. 258,
597). Kleini printsiibi kohaselt ([6], k. 601) vdib delda, et Galilei
teisenduste rithm madrab aegruumi teatava geomeetria, mida nime-
tatakse Galile; geomeetriaks. See on aegruumi geomeetria klassi-
kalise mehaanika jaoks. Kdesolevas kursuses me sellel pikemalt ei
peatu.

Kui valemite (6.3).ja (6.4) puhul alghetk ja koordinaadid ruu-
mis E3 jatta muutmata, siis ¢,==0, ¢;=0 ning maatriks C on iihik-
maatriks. Piirdudes lijkumistega esimese koordinaattelje sihis,
saame need valemid jargmisel lihtsal kujul: |

Xy =x1Fvt, X,=x, X =x3, =1, (6.9)
Valemitega (6.5) méddratud aegruumi teisendust nimetatakse Galilei
eriteisenduseks ([7], lk. 50); v on liikumise kiirus.

Erirelatiivsusteoorias vaadeldakse aegruumi seostatud tervikuna
ning ei peeta ruumiks ja ajaks lahutust My=FE;XR absoluutseks.
Galilei eriteisendused (6.5) asendatakse Lorentzi! eriteisendustega:

-, X=X, X/ =x3

v
X1+Uf t_{—“CE *1
3

Ve BT

milles aeg on seatud soltuvusse ka ruumikoordinaadist. Mirgime,
et kui ¢— oo, siis valemid (6.6) annavad uuesti Galilei eriteisen-

,  (6.6)

duse valemid (6.5). Samal ajal nihtub valemist (6.6), et _:—<1;

s.t. v<Cc. Seega erirelatiivsusteooria jdrgi ei saa kiirused ruumis
iiletada teatavat toket ¢, mis kujutab endast koikvoimalike kiiruste
piirkiirust; fidiisikas on selleks piirkiiruseks valguse kiirus ([7],
k. 54).

Lorentzi eriteisenduste puhul on pohilise tdhtsusega asjaolu, et
kahe elementaarsiindmuse (xi, X2, X3,¢) ja (y1, Y2, Y3, t) puhul jadb
muutumatuks suurus :

(X1 — y1) 2+ (X2 — Y2)*+ (%3 — y3)* — 2 (t — 1) 2 (6.7)
Kahe keskmise liikme osas jareldub see vahetult kahest keskmisest
valemist (6.6). Kahe ddrmise litkkme summa puhul on kontroll jirg-
mine:
o 2T
(w—ypr—et —er=[1— (L) [ { [oa—v) 4ot —n1—

c

—cz[(fmt)-l—-.-vc-z- (X1 — 1) ]2}=

L (T {1 (2 T =)

= (X1 — )2 — 2 (t—r1)2

I Hendrik Antoon Lorentz (1853—1928), hollandi fiiisik.
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Ruutjuurt suurusest (6.7), kus voib veel asendada c?(f —1)2=
= (x;—y.)? tdlgendatakse erirelatiivsusteoorias iilademainitud kahe
elementaarsiindmuse kui aegruumi punktide vahelise kaugusenat

d(x,y) =V (xi — y1)*F (x2— 12)2+ (¥s— y3) — (xa— o). (6.8)

Erinevus, vorreldes kauguse valemiga (1.1) eukleidilise ruumi E;
juhul, seisneb selles, et mark -+ liilkme (x:— ¥4)? ees on niiiid asen-
dunud méirgiga —. Uldiselt vGib selliseid mérgivahetamisi lubada
ka rohkem. Me jouame jdrgmise definitsioonini, mis iildistab eukleidi-
lise ruumi E, moistet.

Algmuutkonda M, koordinaatkujutusega ¢ : M,—R" nimeta-
takse n-modtmeliseks pseudoeukleidiliseks ruumiks (indeksiga k)
ja tahistatakse *E,, kui tema iga kahe punkti x ja y jaoks on defi-
neeritud nende punktide vaheline kaugus d(x,y) valemiga

dx,y) ={(x1—y)?+ ...+ (Xnr — Yn-1)?—
i

— (Xn—rtt — Yn—pt1)2 — ---m(xn—yn)z}E, (6.9)

kllS ‘lIJ(JC)=(JC1, e xn)’ w(y)z(yi’ sy y")

Eukleidiline ruum E, on niisiis pseudoeukleidiline ruum indek-
siga 0, s.t. E,=0E,. Tavaliselt siiski kasutatakse nimetust «pseudo-
eukleidiline ruum» i{iksnes juhtudel, mil £>0, s.t. mil ruumi E,
kauguse valemis (1.1) on tdesti osa ~-méirke asendunud marki-
dega —; asjaolu, et valemis (6.9) on miinusmérk viimase k2 liikme
ees, pole siin oluline, sest vajaduse korral vdib koordinaadid sobi-
valt i{imber nummerdada.

Vastavalt relatiivsusteooriale on aegruumi geomeetriaks valemi
(6.8) pohjal ruumi !E, geomeetria. Seda ruumi 'E; — neljamoot-
melist pseudoeukleidilist ruumi indeksiga 1 — nimetatakse Min-
kowski ruumiks.

Alljargnevalt pseudoeukleidilisi ruume uurides piirdume ruu-
midega 'E,. Uleminek juhule, mil £>1, ei valmista erilisi raskusi,
kuid selle jargi meil kdesolevas kursuses vajadust ei teki.

Ruumis 1E, mddratud kaugusel on see isedrasus, et ta voib
osutuda puhtimaginaararvuks ([1], lk. 170). Kui néiiteks valemi
(6.8) puhul xi=py1, xo=ys, x3==ys, siis

d(x,y)y =V (o — pa)2=i| i — yu.

Et ruumi !E, uurimisel imaginaarsusest nagunii ei piise, siis on
otstarbekas viimase koordinaadi x, asemel kasutusele votta puht-
imaginaarne koordinaat

% __ 2
xn-zxn.

1 Seda kaugust nimetatakse sageli ka elementaarsiindmuste vaheliseks inter-
valliks (vi. [7], lk. 65, kus on f{iksikasjalikumalt selgitatud pohjusi, mis tingivad
sellise suuruse kasutuselevGiu aegruumi geomeetrias, ldhtudes erirelatiivsusteooria
nouetest).
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Sel juhul saab valemile (6.9), kus praegu k=1, anda sama algeb-
ralise kuju, mis on kahe punkii vahelise kauguse valemil ruumi
E, korral;

d(x,9) =V (i— 0> F ... + (Famt— i)+ (£,— 4,)%.  (6.10)

Selline samm voimaldab pseudoeukleidilise ruumi 1E, geomeetria
arendamisel kasutada sama teed, mis on meil juba 14dbi kdidud ruumi

E, puhul, muidugi silmas pidades, et koordinaadid x, ..., x,—; omn
kiill endiselt reaalarvud, kuid x, asemel on niiiid puhtimaginaar-
arv x*,

Vektorite sissetoomisel ei ole art-s 1 esitatuga vorreldes muid
erinevusi kui viimase koordinaadi puhtimaginaarsus. Seepérast
avaldub vektorite k ja I skalaarkorrutis reaalsete koordinaatide abil
jargmiselt:

Rl=FEyi4 ... Ao slnt — Enln, (6.11)

kusjuures tal on endiselt omadused (1.6). Vektoreid & ja I, mille
korral kl=0, nimetatakse endiselt ortogonaalseteks.

Kehtib ka Lagrange’i samasus (puhtimaginaarsete koordinaati-
dega k7 ja I'), kuid et selle paremal pool kéik arvud pole enam

reaalarvud, siis Cauchy vorratus (1.8) ei ole ruumi 1E, korral enam
iildkehtiv.

Oluliselt tuleb tdiendada vektori pikkuse ja ithikvektori kasitlust.
Skalaarruudu avaldisest

R=kid .. 4R —FR (6.12)

jareldub, et nullist erineva vektori B korral on voimalik k*=0 voi
koguni k%<0, néditeks kui vektori koordinaatideks on vastavalt

(0, ...,0,1, 1) voi (0, ..., 0,1). Seetottu voib pikkus |k|=Vk? olla
0 ka siis, kui 250, samuti voib |k| olla puhtimaginaararv.

Uldiselt vektorit 240, mille korral k2=0, nimetatakse isofroop-
seks vektoriks (ta on «pikkusega» 0), tema poolt midratud sihti
isotroopseks sihiks. Erirelatiivsusteooria aegruumi matemaatiliseks
mudeliks oleva Minkowski ruumi !E, puhul nimetatakse vektorit
k%0 ja tema sihti kas ruumi- voi ajasarnaseks vastavalt sellele,
kas kB>>0 voi k<0, s.t. kas ta on reaalse voi imaginaarse pikku-
sega.

Kahe punkti x ja y vaheline kaugus avaldub vektori xy pikkuse
kaudu tdpselt samuti nagu valemis (1.11):

d(x,y)=|xy|.

Seetottu voib kahe punkti vaheline kaugus olla puhtimaginaararv
(nagu juba eespool margitud), kuid ta vdib kahe erineva punkti
korral olla ka 0.

31



7. Sfidrid ja ortogonaalsus. Eukleidilises ruumis E, nimeta-
takse (m — 1)-sfddriks selliste punktide x hulka teataval m-tasan-
dil, et

d(c, x)=r, (7.1)

kus ¢ on selle m-tasandi fikseeritud punkt ja r on konstantne reaal-
arv; viimaseid nimetatakse vastavalt (m -—1)-sfdari keskpunktiks ¢
ja raadiuseks r. Et d(c,x) =0, siis (m —1)-sfddr on mittetithi hulk
tiksnes juhul, kui #==0, kusjuures r=0 korral on ta iiksainus punktec.

Ruumi E, (n—1)-sfdiri nimetatakse ka hiipersfddriks; sel kor-
ral iihtib n-tasand kogu ruumiga E,. Et m-tasand ise on ruum FEqy,
siis on tegelikult ka iga (n-— 1)-sfdédr iihtlasi hiipersidariks, ainult
ruumis £, < En.

Hiipersfaéri jaoks saame tingimusest (7.1) vorrandi

n
2 (xi—cq)t=r? (7.2)
i=1
ehk kohavektorite abil '
(x — €)2=12, (7.3)

Pseudoeukleidilises ruumis !'E, defineeritakse (m —1)-sfaér
tapselt samuti tingimusega (7.1), kus vasakul on kaugus ruumi
!E, punktide ¢ ja x vahel. Hiipersfddri puhul saame kohavektori x
jaoks endiselt vorrandi (7.3), mis aga koordinaatide abil véljendub
niifid kujul

n—1i

(oo — €)}— (¥ — Cp) 2=, (7.4)

=1

Koige olulisem erinevus eeltooduga vorreldes on see, et kaugus
tingimuse (7.1) vasakul pool v&ib ruumis !E, olla puhtimaginaarne,
mistottu (m — 1)-sfiddr on mittetiihi hulk ka siis, kui r==ig, e =R.
Seega vorrandites (7.3) ja (7.4) voib r2 omandada kdikvoimalikke
reaalarvulisi vadrtusi, ka negatiivseid, vastav hiipersfddr on ikka
mittetiihi punktihulk ruumis 1£5,.

Hiipersfddrid (iildiselt (m — 1)-sfdédrid) ruumis *E, jagunevad
niisiis reaalse raadiusega, imaginaarse raadiusega ja nullraadiu-
sega hiipersfdidrideks (vastavalt (m —1)-sfdédrideks).

Koigi nende juhtude jaoks, kaasa arvatud hiipersfddr ruumis
E., voib defineerida puutujahiipertasandi (vastavalt puutuva
(m — 1)-tasandi) méiste ja niidata selle seost ortogonaalsusega.
Valime hiipersfdéril punk%i xo kohavektoriga x, ja vaatleme seda
libivat sirget vorrandiga -

x=xo k. (7.5)

Selle sirge punkt x on hiipersfddril, kui tema kohavektor rahuldab
vorrandit (7.3):

[ (xo-+tkR) — c]2=r2
Pirast teisendusi saame siit ¢ suhtes vorrandi

12k2 -2tk (xo— ¢) =0, (7.6)
sest (xo— ¢)2=r2. Lahend f=0 midrab punkti x. Vaatame olu-
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korda, kus ka teine lahend méadrab sama punkti x,, s.t. see lahend
en samuti {=0. Sel juhul on tegemist sirgega, millel on hiipersfda-
riga kaks iihtelangevat ithispunkti. Sellist sirget nimetatakse hiiper-
sfaari puutujaks ja iihispunkti puutepunktiks (antud juhul on sel-
leks xp). Vorrandist (7.6) tuleneb, et niisuguse sirge puhul on
rahuldatud tingimus

k (x0 — ¢) =0. (7.7)

Korrutades selle vorduse pooli parameetriga ¢, asendades tk vor-
randist (7.5) ning tdhistades m=x,—¢, saame tingimusele kuju

m(x — x9) =0; (7.8)

siit ndeme, et koik puutujad puutepunktis x, on hiipertasandil, mis
madratakse vorrandiga (7.8) ja mille normaalvektoriks on seega

—-_—

m=xy—c=cxy. Seda hiipertasandit nimetatakse hiipersfddri puu-
tujahiipertasandiks punktis x,. Tingimus (7.7) ndiitab, et km=0,
s.t. iga puutuja ja seega ka puutujahiipertasand on risti ehk orto-
gonaalne hiipersfddri keskpunktist ¢ puutepunkti x, mineva vekto-
riga.

Ruumi E, korral on tulemus kooskélas nende néitlike kujutlus-
tega, mis on tuttavad juhtudest n=2 ja n=3 ([6], lk. 290). Olu-
korra analiifisimist ruumi !£, puhul on kasulik alustada just ana-
loogiliste lihtsate juhtude uurimisest. Kisitluse lihtsustamiseks
valime ¢=0; {ildjuhu saame pérast lihtsat teisendust, kus koik
punktid kantakse edasi konstantse vektori ¢ vorra, s.t. pirast tea-
tavat liikket (vrd. [6], k. 227).

Juhul kui n=2 ja ¢;=0, saame vérrandi (7.4) kujul

9 42— 2
—xl=r2

Tolgendades seda eukleidilise tasandi E, geomeetria termineis ([6],
lk. 337), voime oelda, et juhtudel r=p ja r=ig, kus ¢ on positiivne
reaalarv, saame teineteise kaashiiperboolid vorranditega X2 — x2 =

=g? x2—x2=—0? kui aga r=0, saame vorrandi (x;— x2)X

X (x14x2) =0, mis médrab nende iihiste asiimptootide paari.

Selliselt on siis télgendatavad reaalse, imaginaarse ja null-
raadiusega 1-sfdédrid (ehk «ringjooned») pseudoeukleidilisel tasan-
dil 1E;. Seejuures kaashiiperboolid oma iihiste asiimptootidega kuu-
luvad oOieti tasandi afiinsesse geomeetriasse; viimane ei sdltu iildse
sellest, kas tasand on d(x,y) teatava tdiendava méddramisega muu-
detud ruumiks Ep voi 1Es (vt. [6], 1k. 424, 429).

Juhul n=3 on vorrandil (7.4), kus ¢;=0, kuju

X2 4-x2 — X2 =12,
Toélgendus eukleidilise ruumi Es termineis ([6], lk. 347, 359) annab

poordhiiperboloidid, mis saadakse konesolnud kaashiiperboolide
poorlemisel selle telje iimber, mis I[oikab imaginaarse raadiusega
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1-sfddri kujutavat hiiperbooli. Asiimptootide paar tekitab seejuures
nende poordhiiperboloidide iihise aslimptootilise koonuse, mis vastab
vaartusele r=0.

Seega reaalse raadiusega 2-sfddr ruumis !E; on tolgendatav
ruumi E3; geomeetria termineis {ihekattelise p&ordhiiperboloidina,.
imaginaarse raadiusega 2-siddr kahekattelise p&ordhiiperboloidina.
Nullraadiusega 2-sfdir on pdoérdkoonus.

Vastavalt eeléeldule saab néitlikult tdlgendada ka ortogonaal-
sust pseudoeukleidilisel tasandil 1E» ja ruumis 1E;. Joonisel 3 kuju-

—

tatud vektor m=cx, ja puutuja sihivektor & on 1E; seisukohalt orto-
gonaalsed. Paneme téhele, et punkti x, litkumisega ringjoonel saab
panna k sihi ldhenema m sihile ja piirjuhul viia need sihid ithtima
asiimptoodi sihiga. See on kooskblas asjaoluga, et asiimptoodi

punkti x korral 1E, seisukohalt d(c, x) =|cx| =0, s.t. cx?=cx . cx==0;.

—_—

niisiis astimptoodi sihf, olles isotroopse vektori I=cx siht, on pseu-
doeukleidilisel tasandil iseendaga ortogonaalne.
Analoogilisi tblgendusi saab kasutada ka pseudoeukleidilise

—

ruumi 1E3; puhul. Kui I=cx on isotroopne vektor, siis d(¢, x)=

= |cx|==0 ja x asub nullraadiusega 2-sfdéaril, mis ruumi E; seisu-
kohalt on poordkoonus. Seetottu nullraadiusega 2-sfddri keskpunk-
tiga ¢ nimetatakse ka ruumi 1E; isofroopseks koonuseks punktis c.
Punktid x, mis on imaginaarsel (voi reaalsel) kaugusel punktist ¢,
on afiinse geomeetria seisukohalt selle koonuse sees (vastavalt
vilisosas), sest igaiiks neist on teataval imaginaarse (vastavalt
reaalse) raadiusega 2-sfddril, mis afiinse geomeetria teatava kahe-
(vastavalt iithe-) kattelise hiiperboloidina on oma asiimptootilise
koonuse sees (vastavalt vilisosas).

Tasandeid, mis ldbivad punkti ¢, saab liigitada selle jargi, kui-
das nad asetsevad punktis ¢ voetud isotroopse koonuse suhtes.
Neil, mis asetsevad vélisosas, on koik kaugused reaalarvud ja nad

osutuvad ruumideks E,. Sellise tasandi maéadrab néiteks vorrand
Xs=rc3, sest sellel

d(x,y) =7V (xs—y1) 24 (X2 — y2) >— (c3 — €3)>=7V (*1 — Y1) >+ (X2 — 12) %.

Seda tiiiipi tasandeid ruumis !'Es; nimetatakse eukleidilisteks (joon.
4,1); nende normaalvekforid on isotroopse koonuse sees ja seega
imaginaarse pikkusega. =

Kui 2-tasand on isotroopse koonuse puutujatasand puutepunktis.
X0, siis tema normaalvektor m=x,— ¢ on isotroopne: m?=0, sest
xo on nullraadiusega 2-sfdidril vorrandiga (x—c¢)2=0. Seetétiu
m(c—xg)=m(—m)=0 ja seega tasand vorrandiga m(x — xo) =0
labib ka punkti ¢. Tema normaalvektor m on iihtlasi tema kaht
punkti x, ja ¢ ithendav vektor, olles isotroopse koonuse selle moo-
dustaja sihivektor, mida moééda puutumine toimub. Olukorda voib
nditlikult illustreerida piirprotsessi abil, vottes niiteks imaginaarse
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Joonis 3 Joonis 4

raadiusega 2-sfddril punkti xo, mis tdkestamatult kaugeneb (ruumi
E; seisukohalt) modda seda 2-sfiiri, ja vaadeldes selles punktis xe
voetud puutujatasandi muutumist.

Tasandit isotroopse normaalvektoriga (s.t. isotroopse koonuse
puutujatasandit) ruumis 1£; nimetatakse isotroopseks tasandiks
(joon. 4,2). Selle vGrrandist m(x —x;) =0 nihtub, et temal asuv
isotroopne normaalvektor m on ortogonaalne iga teise vektoriga
sellel tasandil.t

Kui tasandil asetsevad isotroopse koonuse kaks erinevat sirg-
joonelist moodustajat, siis on tal punkte nii koonuse sees kui vilis-
0sas ja ta on seetdttu ruum 1E;. Sel juhul nimetatakse teda pseudo-
eukleidiliseks tasandiks (joon. 4,3); tema normaalvektor on reaalse
pikkusega. Sellise tasandi méiidrab niiteks vorrand xo=co.

Eelnevast analiiiisist selgub, et kui ruumis 1E; kahe nullist eri-
neva vektori k ja l ortogonaalsuse korral k on imaginaarse pikku-
sega, siis l on reaalse pikkusega, kui k on nullpikkusega (isotroop-
ne), siis 1 on reaalse véi nullpikkusega (viimast juhul kui I=2xk),
kui aga k on reaalse pikkusega, siis 1 véib olla nii reaalse, imagi-
naarse kui nullpikkusega.

! Valides selle tasandi rihis baasi {k;, &} nii, et ky=m ja k";=1, saame
tasandi suvalise vektori {=E &k -}-E#&, jaoks
P= (Biki+-Eoks) *=E2 k2 +281 5ok k-8 KD =B
Ja tasandi suvalise kahe punkti x ja y jaoks

d(x, §) =7 {t — 07) 7= [ty — vy,

Isotroopne tasand ruumis !E; pole seega ei E; ega !Ey; Seldakse, et ta on kidu-
nud meetrikaga.
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8. Minkowski ruumi geomeetriast. Ruumi £, puhul defineeri-
takse m-tasand tépselt samuti nagu art-s 2. Seejuures 2-tasandit
nimetatakse tasandiks, 3-tasandit hiipertasandiks. Iga hiipertasandi
saab esitada vorrandiga

. Aot+A-Asxa-+Asxs — Axi=0 (8.1)
ehk
Agt-mx—0. (8.2)

Selles veendumiseks tuleb analoogiliselt seose (2.10) kasutami-
sega madrata reaalarvud B; seosest

Er & & &

kii k12 ki‘3 k14
B oo BiE=
it S

ka1 ks kss Ra

ning seejirel votta Ay=B;, As=B,, As=DB;, A,.=—B,, vektorite
(2.11) asemel aga votta

Ri= (A, 0, 0, A)),

ko= (0, A, 0, A2),

k3= (0, 0, A4 As),

et saada mk,=0; a=1, 2, 3. Muus osas korduvad art-s 2 kasuta-
tud méttekdigud.

Iga hiipertasandi saab esitada kui ruumi 1E; alamhulga, mis.
koosneb mingist kahest erinevast fikseeritud punktist a ja & vord-
setel kaugustel olevatest punktidest x. Pohjendus kordab art-s 1
antut itheainsa erinevusega. Kui vorrandi (8.1) puhul A2 42 A2 —

—A?;—-—‘—-O ja Ao=%=0, siis ei saa kasutada art-s 1 esitatud votet:

A avaldise nimetaja tuleb 0! Sel puhul aga A,40 (sest vastupidisel
juhul oleksid kéik A; nullid; i==1, 2, 3,4) ning punktid a ja b voib
valida nii, et

@ (a) = (0! 0; 0; AUAZi)s
@ (b) = (A1, As, As, Ai-}-AcAY).

Vottes hiipertasandil punkti xo kohavektoriga x,, voime vorrandi

(8.2) esitada kujul
m(x — x) =0,

mis tdhendab, et vektorid m ja xpx=x — %y on ortogonaalsed.

Ruumi 1E; puhul ei ole enam voimalik ortogonaalsuse analiiii-
simisel kasutada naitlikke kujutlusi nagn eelmises artiklis. Null-
raadiusega hiipersfdidr vorrandiga (x —¢)2=0 on ka siin teatav
hiiperkoonus, mis koosneb punkti ¢ ldbivatest sirgetest. Toepoolest,.

kui punkt x, asub sellel hiipersfdiril, siis vektori k=cxo=x¢—c¢
korral k2=0 ja madirates niifid sirge vorrandiga x=c-}tRk, lciame,
et (x —c¢)2=1%k2=0, mistottu sirge iga punkt x on sellel hiiper-
sfddril. Seda hiiperkoonust nimetatakse isotroopseks hiiperkoonuseks
punktis c.
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Ortogonaalsete vektorite puhul esinevate voimaluste analiiiisi
alustame juhust, mil tingimuse mk=0 puhul m on imaginaarse
pikkusega ehk ajasarnane, s.t. m2<C0 ja k=s%0. Esitame tingimuse
kujul

m*k*"—‘mék!ezo, (8.3)

kus méark * tdhendab, et tegemist on ruumi E; vektoriga. Cauchy
vorratuse (1.8) jargi

(Muks)>= (m,k)2<m2k2 . - (8.4)

Kui niiiid m?<C0, siis m2— m2 <0, mistottu 0=<m2 <<m2. Praegu
ei saa olla k2 =0, sest siis oleks k.=0 ja (8.3) pdhjal ka k=0, s.1.

k=0, mis on lubamatu. Pérast viimase vorratuse poolte korrutamist
arvuga k2 >0 ja tulemuse arvestamist vorratuses (8.4), saame |

2 52 2 b2
m4k4<m4k*

ja siit £2 <k? ehk k?=k2— k2 > 0.

Seega nullist erinev vektor kR, mis on ortogonaalne imaginaarse
rikkusega vektoriga m, on alati reaalse pikkusega. Siit tuleneb, et
hiipertasand ruumis 1E,, mille normaalvekior on ajasarnane (s.t.
imaginaarse pikkusega), on ruum E;, sest vabalt véetud lincaarselt
soltumatute vektorite siisteemile ki, ks, ks vOib tema rihis rakendada
Grami--Schmidti ortogonaliseerimisprotsessi tépselt samuti, nagu
art-i 2 1opus. Seectottu nimetatakse teda eukleidiliseks hiipertasan-
diks.

Kui tingimuse mk=0 puhul m2=0, m=~0, siis ei saa k olla
imaginaarse pikkusega, sest m ja k osade vahetamisel tekiks vastu-
olu varasema tulemusega. Seega vekior k, mis on ortogonaaine
isotroopse vektoriga m, on kas isotroopne véi reaalse pikkusega.
Seejuures isotrcopne on ta parajasti siis, kui k=im. Toepoolest,
kui mk=m2=Fk>=0, siis m.k,=mky, m> =m2, k2 =Fk2; mistottu

(m.k.)2=m2k2=m2k% ja seega (1.7) pohjal k.==jim.. Niiiid aga
miki=m.k,=\m? =Am2 ja siit ki=Am.. Kokkuvottes tdesti k=

=\
Kui vorrandiga m(x — x0) =0 antud hiipertasandi puhul m on

isotroopne, siis vottes punkti ¢ nii, et m=xc=¢— x5, saame 0=
=m?=m (¢ —xy), s.t. ¢ on hiipertasandil. Teiselt poolt, isotroopsel
hiiperkoonusel punktis ¢ kui nullraadiusega hiipersfdiril vorrandiga
(x —¢€)2=0 on puutepunktis x; puutujahiipertasand vorrandiga
(xo—€) (x — x0)=0 ja see, nagu niha, iihtib antud hiipertasandiga.

Niisiis, isofroopse normaalvektoriga hiipertasand on isotroopse

hilperkoonuse puutujahiipertasand; teda nimetatakse isotroopseks

hiipertasandiks. Ta sisaldab oma normaalvektori m=uxoc kui tema
kaht punkti {ihendava vektori, kusjuures tema iga vektor & on selle
vektoriga m ortogonaalne ning kui ks=Am, siis reaalse pikkusega.
Valides viimast tiifipi vektorite seas kaks ortogonaalset iihikvektorit

37



ki ja kR ja lisades neile vektori k3=m, saame suvalise vektori k=
=Eik1+Eoko+Esks jaoks #2=E2}-E2 ning kahe punkti x ja y vahelise

kauguse jaoks

d (%, y) =V (U1 — 00)*+ (2 — va)®.
Oeldakse, et isotroopsel hiipertasandil on kidunud meetrika.

Kui vektorile x seatava tingimuse mx=0 puhul m2>>0, siis saab
ndidata seda tingimust rahuldava imaginaarse pikkusega vektori L
Selleks tuleb juhul m,=0 valida vektor {=(0,0,0, 1), juhul m;0
aga vektor l= (my, my, ms, m2 m;%); viimase skalaarruut on samuti

nagu eelmise I puhul negatiivne:

' C o2 2 2
my\> _ My . "
my m2 °t *

lzzmi — ( m2<Z0.

2

&
Et hiipertasand normaalvektoriga I on ruum E; ja sisaldab vek-
tori m, siis saab temas leida viimasega ortogonaalsed iihikvektorid

R: ja ke, mis on ka omavahel ortogonaalsed. Kui neile lisada vektor

l
ks— — , on tulemuseks selline vektorikolmik ki, k., ks hiiper-
tasandis normaalvektoriga m, et k2 =k =1, R:=—1, kik;=0
(i5%=j). Niiiid suvalise vektori k=Ek+E:ks}Esks korral k2=
=g +§—E ning viimase hiipertasandi suvalise kahe punkti x ja
y korral

d(x,y) =V (s — 1) 24 (tha— 02)® — (Us — V3) .

Seega hiipertasand ruumis 1E;, mille normaalvektor on ruumi-
sarnane (s.t. reaalse pikkusega), on ruum 1E; Seetdttu nimetatakse
teda pseudoeukleidiliseks hiipertasandiks.

Edasi on kerge jdreldada, et 2-tasand ruumis 1E, on kas eukleidi-
line (s.t. ruum Es), pseudoeukleidiline (s.t. ruum 1E;) v&i iso-
troopne, sest ta asetseb mingis hiipertasandis, mis on kas ruum Ej,
ruum !E; voi isotroopne. Esimese kahe ruumi 2-tasandite kohta on
koik teada (vt. art. 7), isotroopses hiipertasandis on aga iiksainus
isotroopsete vektorite siht, koik teised vektorid on reaalse pikku-
sega. Seega isotroopses hiipertasandis saavad olla ainult isotroop-
sed ja eukleidilised 2-tasandid. |

§

Harjutusiilesanded

10. Niidata, et koikvoimalikele kiirustele v vastavad Galilei eriteisendused
(6.5) moodustavad riihma ning et kahe sellise eriteisenduse jirjest sooritamisel
kiirused liituvad.

11. Kontrollida, et Lorentzi eriteisendused (6.5) moodustavad rithma, ning
tuletada kiiruste liitumise seadus erirelatiivsusteoorias:

L A
vo’

14 v

Veenduda, et kui siin v'=¢, siis ka v”==c¢ olenemata v viirtusest.
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12. Teha kindlaks, et kui pseudoeukleidilisel tasandil 'E; on antud kaks sir-
get, mis ldbivad teatava 1-sfddri keskpunkti, siis need sirged on ortogonaalsed
parajasti siis, kui iiks neist poolitab teisega paralleelsed 1-sfddri kdolud (s.t. kui
nad on kaassihilised).

13. Selgitada, missuguste A véadrtuste korral ruumis punkte (1,0,—1,0),
(—1,2,2,0) ja (0,0,0,2) ldbiv 2-tasand on eukleidiline, pseudoeukleidiline voi
isotroopne. Nipuniide: leida kaks ortogonaalset vektorit sellel 2-tasandil.

14. Veenduda, et geomeetria isotroopsel hiipertasandil Minkowski ruumis !E,
on seotud Galilei geomeetriaga selles mottes, et iileminekumaatriks iihell selle
hiipertasandi baasilt {&, k,, ks}, kus I’z2l =k22=1, k2 =0, kik;=0 (i=%]), teisele

taolisele on just seda laadi nagu aegruumi Galilei teisenduse (6.4}, (6.3)
maatriks.

§ 3. ISOMEETRILISED TEISENDUSED

Eukleidilise ruumi E, iilalantud késitlus tugineb itksnes kauguse
moistele, samuti nagu pseudoeukleidilise ruumi !£, oma. Paljudes
vorrandeis ja valemeis esineb kiill ka vektorite skalaarkorrutis, kuid
nagu peatselt selgub, on skalaarkorrutis avaldatav kauguste kaudu.
Koos sellega avalduvad siis iiksnes kauguste kaudu nurgad ning
pind- ja ruumalad. Koiki neid suurusi koos nimetatakse meetrilisteks
suurusteks.

Teisendus ruumis E, voi 1E,, mis sdilitab iga kahe punkti vahe-
lise kauguse, jatab muutumatuks ka ko&ik meetrilised suurused.
Sellist teisendust nimetatakse seetdttu isomeetriliseks teisenduseks.
Koik isomeetrilised teisendused moodustavad teisenduste riihma,
mis koos oma mitmesuguste alamrithmadega iseloomustab ruumi
sisemist siimmeetriat. Viimase arvestamisel kaotab oma erilise osa
see koordinaatkujutus, mis oli meil aluseks eukleidilise ruumi E,
v0i pseudoeukleidilise ruumi !E, defineerimisel kauguse valemeile
(1.1) v6i (6.9) tuginedes. Selle asemel omandavad tédhtsa koha
ristbaasi ja -reeperi moisted, mis annavad uue aluse vektorite ja
punktide koordinaatide defineerimiscks ning geomeetria arendami-
seks nende abil ruumis E, voi Ex.

9. Ristbaasid ja -reeperid. Nii ruumi E, kui ka ruumi 1E, puhul
on koigi vektorite hulgas defineeritud kahe vektori 2 ja I summa ja
vektori kB korrutis reaalarvuga A — vastavalt vektorid k41 ja Ak.
Seejuures on rahuldatud vektorruumi postulaadid ([1], 1k. 337; [6],
k. 489), mistottu nii E, kui !E, korral koik vektorid moodustavad
n-modtmelise vektorruumi V, (iile reaalarvude korpuse R; [1];
k. 341).

Vektorruumi V. baasiks nimetatakse iga jérjestatud hulka
{ei, ..., en}, mis koosneb n lineaarselt soltumatust vektorist ([11,
k. 345; [6], lk. 491). Vektorite skalaarkorrutis (1.5) voi (6.11)
voimaldab koigi baaside seast vilja eraldada ortogonaalsed baasid;
need on baasid, mille iga kaks vektorit on ortogonaalsed ([1],
k. 419).

Piirdume jirgnevalt modnda aega eukleidilise ruumiga Enr.
Et iikski baasivektor ei saa olla nullvektor ([1], lk. 340), siis voib
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koik baasivektorid normeerida (s.t. teha nad oma pikkusega jaga-

mise teel idhikvektoreiks). Tulemuseks on selline baas {es, ..., ex},
kus
1, kui i=j,
€:€j=01= {0, Kui i=&). (1)

Sel juhul koneldakse orfogonaalsest normeeritud baasist ehk liihe-
malt ristbaasist (vrd. [6], lk. 107, 121). Niisugune on nditeks antud
koordinaatkujutuse ¢ :E,— R" algbaas, mis koosneb vektoritest

iy, &3, ..., in vastavalt koordinaatidega
i (1,0, ...,0),
i :(0,1,...,0),

in:(0,0,...,1).
See pole aga ainus. Asendame iihikmaatriksi £=184;l], mille moo-
dustavad algbaasi vektorite koordinaadid, vabalt véetud n)XXn-orto-
gonaalmaatriksiga. Nii nimetatakse teatavasti ([1], lk. 440; [6],
k. 240) maatriksit A, mille transponeeritud maatriks AT (ihtib
péordmaatriksiga A1, teisiti deldes, mille korral AAT=E. Kui A=

=|[|A;ll, siis AT=I|lA;ll ning maatriksite korrutise definitsiooni
kohaselt ([1], k. 89)

AAT = ”P%Aihiqjh”-
Tingimus AAT=ZF on seega samavéérne vordustega
kgiAihAjk=6ij, (9.2)

mis naitavadki, et vektorid
ei: (Au, ..., Ain)

— ortogonaalmaatriksi A reavektorid — moodustavad ristbaasi.
Seejuures on ortogonaalmaatrikseid 16pmata palju, sest tingimused
(9.2), olles sitmmeetrilised indeksite { ja j suhtes, seavad maatriksi

A n? elemendile %n(n—]—l) seost, mistottu vabalt valitavaks jééib

nz——é{n(nﬁ—l):?ln(n—l) (9.3)

elementi. Mérgime lisaks, et vastavus ristbaaside ja ortogonaal-
maatriksite vahel on {iksiihene, sest tingimused (9.1) ja (9.2) on
samavadrsed. Seega (9.3) maéaarab ka ristbaaside valiku vabaduse.

Ortogonaalmaatriksid (ja vastavalt neile ka ristbaasid) jagu-
nevad kahte klassi. Selle jaotuse saamiseks tdhistame maatriksi A
determinandi |A|, edasi arvestame, et |AT|=|A]|, ning ldheme
seoses AAT=E iile determinantidele. Tulemuseks on |A|?=1, mis-
tottu iihte klassi satuvad ortogonaalmaatriksid A, mille puhul |A| =
=1, teise klassi need, mille korral |A}=—1.
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Kui niitid votta suvaline vektor x ja lisada selle koordinaadid
X1, ..., X, veel iithe reana mingi ristbaasi vektorite ey, ..., e, koor-
dinaatidest moodustatud ortogonaalmaatriksile A, saame n--1 reast
ja n veerust koosneva maatriksi, mille astak on n, sest |A]|=40.
Sel juhul on uus rida n varasema rea lineaarkombinatsioon, mis
tdhendab seda, et leiduvad reaalarvud &;; i=1, ...; n, nii et

x=E§ei+...JEnen. (9.4)

Seejuures kordajad &, ..., &, osutuvad vordseteks teatavate ska-
laarkorrutistega. Toepoolest, kui viimase vordluse pooli korrutada
skalaarselt vektoriga e;, siis tulemuse

xei=§1eiei—[— ce e —l—gnenei

paremal pool (9.1) pdhjal on ainus nullist erinev tegur e;e;=1, mis-
tottu toesti

Ei=xe;; i=1,...,n. (9.5)

Saadud reaalarve &y, ..., En, mis antud risthbaasi {es, ..., e,} kor-
ral on vektori x poolt iiheselt médératud valemitega (9.5) ja mis (9.4)
jargi ise madravad vektori x iiheselt, nimetatakse wvekfori x Eoor-
dinaatideks ristbaasil {ey, ..., en}. Vektori x koordinaadid art-i 1
mottes on vektori x koordinaatideks algbaasil {ii, ..., in}. Tepoo-
fest, kui x: (x1, X2, ..., X»), siis on vahetult niha, et

X= X1i1+x2i2+ e +xnin.

Punkti xeE, koordinaatide saamiseks tuleb ristbaasile
{es, ..., en} lisada alguspunkt a. Sel juhul defineeritakse punkti x

—_—

koordinaadid kui selle punkti kohavektori ax koordinaadid antud
ristbaasil. Tdpsemalt Geldes on siin tegemist punkti x koordinaati-

dega ristreeperis ehk -teljestikus {a; ey, ..., e,} — kordajatega
avaldises
ax==Ee1-}... +Enén. (96)
Punkti x koordinaadid art-i 1 moéttes on erijuht, mil a=o ja rist-
baas on algbaas {i1, ..., in}: kui @(x)= (x4, ..., Xa), siis
ox=x11- ... FXnin.
Ristreeperit {o; i1, ..., in} nimetatakse koordinaatkujutuse

algreeperiks.t

10. Eukleidiliste ruumide isomeetriad. Olgu antud kaks euklei-
dilist ruumi E, ja E7, (nditeks n-tasand ja n’-tasand mingis euklei-

dilises ruumis En; N>n,N>n’). Kujutust f:En—+E’n, nimetatakse

! Mirgime, et punkti koordinaadid saab defineerida ka sellise reeperi jargi,
mille puhul vektorite baas ei ole ristbaas (vrd. [6], lk. 44). Sel korral nimetatakse
iilalkésitletud koordinaate tédpsemalt ristkoordinaatideks (vrd. [6], lk. 121).
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isomeelriliseks Rujutuseks, kui iga kahe punkti x=E, ja y=E,

korral
d(f(x), 1(¥))=d(x,y), (10.1)

kus vasakul on kaugus ruumis E, ja paremal kaugus ruumis Ej’n,.
[someetriline kujutus on niisiis koiki kaugusi sdilitav kujutus. Kau-
guse definitsioonist (1.1) jareldub, et d(x,y)=0 parajasti siis, kui
x=y, mistottu (5.2) podhjal erinevate x ja y korral pole voimalik,
et f(x)=f(y). Seega isomeetriline kujutus on iiksithene kujutus ehk
injektsioon.

Jiargnevalt nditame, et kui n'<<n, siis isomeetriline ku]utus f on
stirjektsioon, s.t. iga " = E] on teatava x  E, kujutis ning n'=n.

Koigepealt teeme kindlaks, et isomeetrilise kujutuse korral jaab
muutumatuks suvalise kahe vektori x ja y skalaarkorrutis xy. Sel-
leks votame vabalt punkti a ja leiame punktid x ja y selliselt, et

—

x==ax, y=ay. Sel korral
d(x,y)?= (y — x)*=y* — 2yx+*2=d(a, y)* — 2xy-+d(a, x)*
ja siit
=__[d(a x)24-d(a,y)2—d(x, y)2]. (10.2)

Paremal pool on isomeetrilise kujutuse korral muutumatu suurus,
jarelikult on muutumatu ka vasak pool.

Vétame niiiid vabalt ristbaasi {e, ..., e,} ja vektori x, mis kuju-
tugu isomeetrilises kujutuses vastavalt vektorite hulgaks {e’i,

e’ } ja vektoriks x’. Skalaarkorrutise séilimisest ja valemeist
(9.1) jdreldub, et e;e’j=6i,-, s.1. ristbaas kujutub jille ristbaasiks,

mistottu n’=n. Seejuures vektori x koordinaadid g; sellel baasil —
kordajad avaldises (9.4) — on iihtlasi skalaarkorrutised (9.5). Ska-
laarkorrutise sédilimise t6ttu on nad vektori x’ ja ristbaasi {e], ...

, en} korral tépselt samad:
x’e’i=xei=§i,
ning jarelikult
x¥' =t + ... +En€’ .- (10.3)
Niisiis, kui teatava tsomeetrtltse kujutuse puhul iiheaegselt kujutada
vektorit ja ristbaasi, siis vektor:, koordinaadid sellel baasil jddvad

muutumatuks.
Suvalise vektori #' ruumis E’ saab avaldada kujul (10.3). M-

rates niiiid samade korda]atega g; vektori x ruumis E, valemiga
(9.4), leiamegi, et ¥ on x kujutis. Seega isomeetriline kujutus
f:En—E’ mddrab ruumi E, vektorite hulga siirjektsiooni ruumi

E’ vektorite hulgale.
Siit on lihtne jareldada, et ka f:E,—E’ ise on siirjektsioon.
Selleks votame vabalt punkti a = E,, ja tdhistame f(a) =a’. Ruumi
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£” suvalisse punkti x” kujutub niiiid niisugune punkt x & En, mille
korral ¥’ =a’x’ on x=ax kujutis.

Eespool on juba kindlaks tehtud, et iga isomeetriline kujutus on
injektsioon. Kokkuvdttes leiame, et isomeetriline kujutus f:En—E’
on bijektsioon.

Isomeetrilist kujutust j:E,—E’ nimetatakse sageli eukleidi-
liste ruumide E, ja E’n isomeetriaks.

Jargnevalt vaatleme olukorda, kus E; =FE,. Sel juhul nime-

tatakse isomeetrilist kujutust f: En— E, isomeetriliseks teisenduseks

ruumis E, ehk ruumi E, isomeetriaks. Tuletame valemid, mis antud

koordinaatkujutuse ¢:E,~>R® korral voimaldavad punkti xe E,

koordinaatide x; jargi arvutada tema kujutise j(x) koordinaate x7.-
Olgu niisiis

ox==tiist ... +¥nin, O (X)=itb...+¥ in.  (10.4)

Algbaasi vektorite iy kujutised i’, moodustavad, nagu eespool sel-

gus, uue ristbaasi, kusjuures esimesest vordusest saame pérast iso-
meetria f rakendamist seose

P —

fo)f (x)=xd 4+ ... Fxnil.
Seejuures
n
= 3 Aijij, (10.5)
j=1

kus A=|lA;;]l on ortogonaalmaatriks. Téhistades veel f(0) koordi-
naadid A;, saame kokkuvottes

of () =0f (0) -+ (O] (x) = 3} Asis+ 3 x:( 3] Asss) =

J =1 =1

= Zn (A5+§:xiﬂi5)ij

j=1i
ning et teiselt poolt (10.4) jargi of (x) = 3] ¥/ij; siis
=1
x; =Aj+2xiAij. (106)
f==1

Seega, ruumi E, iga isomeetria on koordinaatide abil maddratud
valemitega (10.6), kus maatriks A=|A;;|| on ortogonaaimaatriks.

Kehtib ka vastupidine védide: kujutus f:En— Ey, mis on mddra-
tud valemitega (10.6), kus A on ortogonaalmaatriks, on isomeetria,

Toepoolest, vottes punktile x lisaks teise vabalt valitud punkti y
ning kirjutades ka selle jaoks vilja valemid (10.6), saame

n
X, — Y= 2 (xi—yi) As.

i=f
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Niiiid

3 (@, =)= 3 (3 (v o) Ay

j=t =1 i=1 ‘
= 3 (3 (=9 An) (3 (00— ) Ar) =
=, ka:i(xi — Yi) (Xn— Y=) Jé: A?iAhJ'

ning et (9.2) pohjal
DA Apj =06,

=1

siis paremal tuleb Zn,’ (x; — yi)® Vottes molemast poolest ruutjuure,

i=1

leiame toesti, et d(f(x), [(y))=d(x,y), s.t. f on isomeetria.

Isomeetriaid kasutades saab lahendada jargmise pohimotteliselt
tdhtsa kiisimuse. Eukleidilise ruumi E, strukiuur algmuutkonnas
M, on mairatud teatava koordinaatkujutuse ¢:M,—R" vahen-
dusel (vt. art. 1). Viimaseks voib aga olla valitud ka mingi teine
bijektsioon " : Mn — R™. Millal see médidrab sama eukleidilise ruumi
struktuuri mis esialgne ¢?

Kahe bijektsiooni ¢ ja ¢’ abil saab méérata bijektsiooni f: M, —
— M, vottes f==¢—1-¢’. Sel korral ¢’=¢q-f, s.1.

@ (x) =9 (f(x)). (10.7)
Olgu (%) =(x1, ..., %) ja ¢'(x)=(x], ..., x7). Siin @ méiirab
ruumi En struktuuri valemi (1.1) kohaselt ja ¢’ maidrab ruumi E’
struktuuri valemiga

@ (5 ) =V, —y)*F 0 —g)T (108)

Samal ajal on (10.7) pdhjal punkti x ¢'-koordinaadid x {ihtlasi

punkti f(x) ¢-koordinaatideks ning samuti on see muidugi punkti y
korral. Valemi (10.8) jdrgi seega

d’(x, y)y=d(f(x), [ (9)).

Saadud seos koos tingimusega (10.1) annab niiiid jérgmise tule-
muse: ‘

bijektsioonid ¢ ja ¢’ mddravad sama eukleidilise ruumi struk-
tuuri (s.t. d'(x,y)=d(x,y)) parajasti siis, kui bijektsioon f=
=@~1ep” on isomeetria.

Iga bijektsiooniga ¢ on iiksiiheselt seotud tema algreeper
{0; &1, ..., in}. Vastupidi, iga ristreeper {a; e, ..., ex} miirab iihe
bijektsiooni ¢, nii et f=¢'-¢" on isomeetria. T6epoolest, tingimus-
test (9.1) jdreldub, et vektori (9.4) skalaarruut avaldub kujul

R=E ... 4B
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ning et d(x,y)= ¥ xy?, siis valemiga (9.6) méiratud bijektsioon
«’, mille korral ¢’ (x)= (&, ..., En), rahuldab seatud ndudeid.

Sellest jareldub, et valemite (10.5) tuletamisel kasutatud reepe-
reiks {o0; iy, ..., i} ja {05 ¥, ..., i}, kus o'==f(0); vGivad olla
kaks suvalist ristreeperit ruumis. Uhtlasi selgub siit; et iga kahe
ristreeperi korral ruumis E, leidub parajasti iiks ruumi E, isomeel-
ria, mis kujutab esimese neist teiseks — kordajad A; ja A;; vastavalt

— n

valemeis 00’= 3> Aji; ja (10.5) voimaldavad kohe vilja kirjutada
j==1
selle isomeetria valemid (10.6).
Ortogonaalmaatriksi A korral kas |A|=1 voi |A]=—1. Vasta-

valt sellele nimetatakse valemitega (10.5) seotud ristreepereid kas
samasuguselt voi erisuguselt orienteerituteks ning valemitega (10.6)
midratud isomeetriat kas orientaisiooni sdilitavaks voi muutvaks.
(Orientatsiooni moiste ldhem analiiiis juhtudel n=2 ja n=3 on
antud opikus [6], lk. 71—76, 246—247.) , A . :

Ruumi E, orienfatsiooni siilitavat isomeetriat nimetatakse ka
litkumiseks tuumis E,. (Liikumiste pohjalikum analiiiis juhtudel
n==2 ja n=23 on antud opikus [6], § 9.)

11. Afiinsete teisenduste riihm ja selle alamriihmad. Eukleidi-
lise ruumi E, isomeetria lihtne iildistus on bijektsioon [:E,— En,
mis miiratakse selliste valemitega (10.6), kus maatriks A=Al
i tarvitse enam olla ortogonaalmaatriks. R

Seame punktile x =E, koordinaatidega x; vastavusse punkti
f(x), mille koordinaadid x| avalduvad iildist laadi valemitega
(10.6), ning niitame, et saadud kujutus f:En,->E; on bijektsioon
parajasti siis, kui |A|=0. Toepoolest, kui |A|=0, siis siisteem
{10.6) on iga x korral tundmatute x; suhtes iiheselt lahenduv,
sest tegemist on Crameri peajuhuga ([1], lk. 54). Kui aga |A|=0,
siis sellel siisteemil kas pole lahendeid (kui astakutingimus pole
rahuldatud) voi neid on I16pmata palju ([1], lk. 70, 74). Seega
{ihese lahenduvuse korral, vastupidi, |A4|0. R

Uldiselt, mingi hulga M bijektsiooni f: M — M iseendale nime-
tatakse selle hulga feisenduseks. Teisenduste [ ja [ korrutis ['-f
defineeritakse valemiga (f'-f) (x)=F"(f(x)) ja teisenduse f pddrd-
teisendus [~ jargmiselt: [~1(x)=x" parajasti siis, kui [(x')=x.
Et teisenduste korrutamine on alati assotsiatiivne: 7 (f'-f)=
= (f”-f') -f, ja et teisendus e=f1-f, mis jatab koik punktid xre M
paigale, kaitub korrutamisel ithikuna ([1], lk. 355, [6], lk. 276—
277), siis hulga M koik teisendused moodustavad algebra mottes
rithma ([11, k. 132). N

Selle rithma iga alamriihma, s.t. teisenduste alamhulka, mis
‘1) koos iga oma kahe teisendusega [* ja f sisaldab ka nende kor-
rutise of ja 2) koos iga oma teisendusega f sisaldab ka selle
poordteisenduse {1, nimetatakse hulga M feisenduste riihmaks (vrd.
[6], k. 277, kus M on kas E; voi E3). ‘
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Veendume, et bijektsioonid f:E,—En, mis on antud valemitega
(10.6), kus |A|+0, moodustavad teisenduste rithma. Selleks vaat-
leme punkti koordinaatide siisteemi iitherealise maatriksina

E= (X1X2... %)
ning kirjutame valemid (10.6) kompaktsel kujul
§'=a+EA, (I1.1y

kus a= (A1 Az...An). Kui niiiid on antud veel teine taoline teisen-
dus valemiga £”=pB4-&'B, siis nende korrutamisel saadava teisen-
duse valemiks tuleb

£”=p+ (a+tA) B= (B+aB)+E(AB),

kus [AB[==|A||B|+0, sest |A|5:0, |B|#0. Valemiga (11.1)
antud teisenduse poordteisenduse midramisel aga leiame, et

§=—ad~14E/A,

kus |A~t|=|A|~15%0. Seega nduded 1) ja 2) on rahuldatud.

Et valemiga (11.1) ja tingimusega "|A|540 antud teisenduse
puhul on tegemist ainult koordinaatidega, mitte aga eukleidilise
ruumi struktuuri méidrava kaugusega, siis on see feisendus sisu-
liselt algmuutkonna M, teisendus (art. 1). Seda teisendust nimeta-
takse algmuutkonna M, afiinseks teisenduseks. Tekib afiinsete tei-
senduste riihm, mida tihistatakse Af M,.

Algmuutkonda M, sellel antud rithmaga AfM, nimetatakse
n-mootmeliseks afiinseks ruumiks ja tihistatakse A,. Selle ruumi
geomeetria ehk afiinse geomeetria moodustavad ruumi A, alam-
hulkade (kujundite) kéik need omadused ja neid omadusi siduvad
laused, mis jddvad invariantseks riihma Af M, teisenduste puhul.
Afiinse geomeetria {iksikasjalikum kisitlus mootmete =2 ja n=3
korral kuulub analiiiitilise geomeetria kursusesse ([6], §§ 6—S8, 10,
11, 17). Siinkohal piirdume méningate koige iseloomulikumate asja-
olude tutvustamisega, mis kehtivad iga mootme n puhul.

Afiinses geomeetrias saab kisitleda vektoreid tdpselt samuti

punktipaaridena nagu art-s 1. Niiteks kuj 2==xy, siis 2z koordinaa-
-did on :

Zi=lYi— Xi.
Afiinse teisenduse (10.6) korral kujutub z vektoriks 2/, mille koor-
dinaadid on -
. : n
2,= 2zl

i==q

ehk kbmp aktselt
. Z'=17A,

Selles teisenduses jddvad invariantseks kahe vektori summa z-+w
ja korrutise Az maisted, sest

(Z4W)A=ZA+WA, - (AZ) A= (ZA).
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Jérelikult on tegemist vektorite hulga lineaarteisendusega ([1],
1k. 359).

Eukleidilise geomeetria moistetest ja tulemustest jddvad afiin-
ses geomeetrias piisima koik need, mis on formuleeritavad vektor-
algebra dsjamdrgitud kahe tehte abil. Sellised moisted on néiteks
sirge ja m-tasand, sellised omadused aga nditeks kahe sirge oma-
dus olla iihes voi teises vastastikuses asendis. Samal ajal moisted
ja suurused, mida ei saa defineerida vektorite skalaarkorrutiste
abita, lihevad kaotsi, kui minna eukleidiliselt geomeetrialt iile
afiinsele. Niisugused on néiteks kaugused, nurgad, pind- ja ruum-
alad. Kaovad ka ristbaasi ja -reeperi mdisted, kuid néditeks kahe
reeperi sama- voi erisuguselt orienteerifuse moiste jddb piisima,
sest iileminekumaatriksi A korral on endiselt kaks voimalust: kas
|A| >0 voi |A| <O0.

Mirgime veel, et afiinne geomeetria sisaldab ruumi E, eukleidilise
geomeetria ja ruumi 1E, pseudoeukleidilise geomeetria {ihisosa.
Just see vdimaldaski pseudoeukleidilise ruumi teatavaid vahekordi
{0lgendada eukleidilise ruumi geomeetria termineis, sest kasutusel
oli tegelikult mdolema ruumi geomeetria ithine osa — afiinne geo-
meetria.

Afiinsete teisenduste riihmal AfM, on mitmed téhtsad alam-
riihmad. Uhe sellise moodustavad orientatsiooni sédilitavad afiinsed
teisendused, mille korral |A| >0, sest kui ka |B|>0, siis |[AB|=
=|A||B|>0 ja |A7!|=|A|1>0. Teise alamrithma moodustavad
need afiinsed teisendused, mille korral |A|==1, sest kui |B|=
=1, siis on |[AB|=|A||B|==1 ja |A-t|=]A|t==1. Seda
teist alamrithma nimetatakse ekviafiinsete teisenduste riihmaks.

Eukleidilises ruumis E, on ekviafiinseid teisendusi kerge éra
tunda, sest nad jatavad invariantseks n-réoptahuka ruumala. (Selle
véite pohjendus juhtudel n==2 ja n=3, mis on antud [6], lk. 264,
on art-te 3 ja 4 tulemusi kasutades ilma eriliste raskusteta iile kan-
tav ka suvalise n juhule.)

Et ruumi E, isomeetria (10.6) korral A on ortogonaalmaatriks
ja seega |A|==1, siis iga isomeetria on iihtlasi ekviafiinne tei-
sendus. Seejuures koik isomeetriad moodustavad riihma. See jirel-
dub otseselt isomeetria definitsioonist, sest kui ruumi E, kaks bijekt-
siooni iseendale siilitavad kaugused, siis teeb seda ka nende kor-
rutis ja kummagi bijekisiooni podrdkujutus. Sama jéreldus tuleneb
ka asjaolust, et ortogonaalmaatriksid moodustavad korrutamise suh-
tes rithma ([1], lk. 441).

Liikumiste kui orientatsiooni séilitavate isomeetriate ' puhul
leiab aset vordus |A|=1, mist6ttu ka need moodustavad rithma.

Alamriithmi saab méaédrata ka, ndudes ithe punkti, néiteks punktl
o paigalejdamist. Sel juhul peab vordustest x;==0 jarelduma x =0,
mistottu valemeis (10.6) A;=0; punkti o nimetatakse siin pust-
punktiks.

Afiinseid teisendusi piisipunktiga o nimetatakse ¢sentroafiinse-
teks teisendusteks; need moodustavad samuti rithma. Sellesse rithma
kuuluvaid ruumi E, isomeetrilisi teisendusi nimetatakse ortogonaal-
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teisendusteks (pilsipunktiga o), nende riihm on isomorfne ortogo-
naalmaatriksite riihmaga. Orientatsiooni siilitavaid ortogonaaltei-
sendusi, teisiti deldes, liikumisi piisipunktiga o, nimetatakse podre-
teks punkti o limber. Ka need moodustavad rithma.

Minkowski ruumi !E, isomeetriaid, nende rithma ja selle olulise-
maid alamriihmi, millel on suur tdhtsus nii geomeetrias kui teoree-
tilises fiiiisikas, uurime kahes jargnevas artiklis.

12. Minkowski ruumi isomeetriad. Eukleidilise ruumi E, iso-
meetriate kasitlust saab moningate modifikatsioonidega iile kanda
pseudoeukleidilise ruumi *E, juhule. Alljdrgnevas piirdume Min-
kowski ruumiga !E, kui aegruumi geomeetrilise mudeliga. Seejuu-
res ilmneb kiillalt selgesti, mis laadi modifikatsioonidega on siin
iildiselt tegemist.

Minkowski ruumi !E, isomeetriaks nimetatakse kujutust f:1E;—
—-1E,, mis sdilitab iga kahe punkti x ja y vahelise kauguse:

Valemist (10.2), mis kehtib ruumis £, tapselt samuti nagu ruu-
mis £, jdreldub, et isomeetria korral siilib ka suvalise kahe vek-
tori k& ja I skalaarkorrutis kL.

Monevorra tuleb modifitseerida ristbaasi moistet. Ortogonaalne
baas ruumis !E; defineeritakse samuti nagu art-s 9: tema iga kaks
vektorit peavad olema ortogonaalsed. Niisugused baasid on olemas:
nditeks vektorid:

i : (1, 0, 0, 0),
i2: (03 ls Os 0)’
is: (0,0,1,0),
i, : (0, 0,0, 1)

moodustavad iihe sellise. Siin (6.11) pdhjal tdesti iyiv=0, kui p==v;
p,v=1, 2,3, 4, ning samal ajal (6.12) jirgi P==it=], & =—1.

Néitame iildise meetodi ortogonaalse baasi konstrueerimiseks ruu-
mis !E,, Votame vabalt mitteisotroopse vektori ai, s.t. sellise, et
a% 0. Art-s 8 selgus, et niisuguse vektoriga ortogonaalne hiiper-

tasand on kas eukleidiline ruum E; (kui a? <<0) voi pseudoeukleidi-

line ruum 1E; Selles vdime valida jille mitteisotroopse vektori a»
ning vaadelda temaga ortogonaalset tasandit konesolnud ruumis Es
vOoi 1E; Jadb votta sellel tasandil mitteisotroopne vektor a; ning
viimasega ortogonaalse sirge mingi sihivektor a.

Konstruktsioonist on selge, et aua,=0, kui v=%4p ning a2 0.

Kui p mingi fikseeritud viartuse korral a’; >0, siis voib a, normee-
rimisega saada iihikvektori '

., ! - N .
! == au.
© 'Va?-
1]

48




Kui aga @® <0, siis tuleb normeerimine tcha jargmiselt:

. 1
Uy =———a. - (12.1)
J—a
Esimesel juhul i2=1, teisel juhul #2=-—1. Siin on teisel juhul i,

pikkus i. Uldiself vektorit pikkusega i nimetatakse imaginaariihik-
vekioriks; selline on néiteks ka i,.

Osutub, et i, i i’;, i; seas, tapselt samuti nagu ii, i, i3, i, seas,
ont kolm iihikvektorit ja {iks imaginaarithikvektor. Toepoolest, kui ole-
tada, et imaginaariihikvektoreid on niiteks kaks ja tadhistada nad
i’3 ja i;, siis nende lisamine fihikvektoreile #, 4, iz annab viis vek-

torit; mis on ruumis !E; lineaarselt sdltuvad. Sellele sdltuvusele voib

anda kuju
Mir-Aala-tAsis= pai’, +-pad’,. -

Vaatleme niilid vérduse poolte skalaarruute, mis on samuti vordsed.
Et hg=ipls=isiy =0, & = =& =1 ja i,i{=0, i2=i?=—1, siis

318 =—u2 — .

Et soltuvuse kbdik kordajad pole nullid, siis tekib vastuolu: vorduse
pooled on vastandmirgilised reaalarvud, kusjuures vihemalt iiks
neist ei ole null.

Teiselt poolt ei saa koik vektorid i’u olla iihikvektorid, sest siis
oleks suvalise vektori
P 274 Yt 73 27
x_x111+x2t2+x313+x214
korral x2=x’12+x'§—|—x;2+x;2>0, mis aga ruumi 1E, puhul on voi-
matu.
Niiviisi oleme joudnud jargmise tulemuseni. Kui ruumi 1E,
suvalise ortogonaalse baasi vektorid normeerida, siis saadud rist-
baas koosneb alati kolmest iihikvektorist ja iihest imaginaariihik-

vektorist. Seejuures voib selle baasi vektorid nummerdada selliselt,
et imaginaariihikvektor on i.. Eeltoodud konstruktsioonist selgub

iihtlasi, missuguse vabadusega on ristbaas ruumis !E, valitav.
Seda valikuvabadust voib selgitada teisiti. Avaldame saadud
uue ristbaasi vektorid esialgse ristbaasi vektorite kaudu:

4
v = 3 Apviv. (12.2)
v=1
Arvestades tingimusi
J 1, kui p=v+4,
i,nifvziapv= "—1,‘ kui l.l.='\?=4, (123)’
0, kui p==v,
mis kehtivad ka iy, i, i3 ja i, puhul, saame
3
ZAuiAvi —AuéAv4=16uv. (124)
i=1
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Neid seoseid saab kompaktselt esitada maatriksalgebra abil, analoo-
giliselt sellega, nagu seosed (9.2) viéljendavad maatriksi A ortogo-
naalsust. Selleks tuleb vorduste (12.2) kordajate maatriksi

A=Ayl
puhul defineerida uus maatriks
Aii A21 A31 —“‘Aéi
Ap  An  Ap —Aw
Ay A Az —Aws |’
—A 14 —Au —A 34 A &4

AT —

mis erineb A transponeeritud maatriksist AT selle poolest, et on
muudetud méirgid viimase rea ja viimase veeru elementide ees
(nende iihine element A saab siis tagasi esialgse margi). Nagu
kerge kontrollida, on seosed (12.4) niiiid samavédarsed seosega

AA'T=E.

Maatriksit A4, mis rahuldab saadud tingimust, s.t. mille korral
A-1=A'T nimetatakse pseudoortogonaalmaatriksiks.. Sellest tingi-
musest jareldub, et |A]|A'T|=|E| ning et |A'T|=]A]| ja |E|=1,
siis |A|2=1, seega |A|=2140.

Pseudoortogonaalmaatriksi voib {ihtlasi defineerida kui maat-
riksi A, mille abil korraldatakse valemite (12.2) jéargi ileminek
ithelt ristbaasilt teisele Minkowski ruumis 1E;. Vastupidiselt arut-
ledes saame, et kui algselt ristbaasilt minna pseudoortogonaalmaat-
riksi A abil valemite (12.2) jdrgi uuele baasile, siis see osutub
samuti ristbaasiks. Jirelikult on ristbaaside ja pseudoortogonaal-
maatriksite vahel korraldatav {iksiihene vastavus.

Pseudoortogonaalmaatriksi 4-4=16 elementi on seotud %-4-5:—

=10 seosega (12.4), seega vabalt valitavaks jddb 6 elementi. Sel-
line on siis ka ristbaasi valiku vabadus Minkowski ruumis !E..

Olgu niiiid antud mingi vektor x ruumis !E,. Selle saab tema
koordinaatide jiargi avaldada kujul

X= xiii—l—x2i2+x3i3+x4i4.

Kui viimase vorduse pooli korrutada skalaarselt baasivektoritega

iy ja i, ning arvestada seoseid (12.3) saame, analoogiliselt valemiga
(9.5), et t

xi=xii, . ‘X4=—Xi4; f=1, 2, 3. (125)

Ruumi 1E, isomeetria rakendamisel nii vektorile x kui ka algse
ristbaasi vektoreile saame skalaarkorrutise siilimise pohjal seoste
(12.3) jdrgi, et selle baasi vektorite kujutised 7 moodustavad

samuti ristbaasi, kusjuures (12.5) jargi vektori x kujutise x” koor-
dinaatideks sellel uuel baasil on samad

‘ S XY
Xi—=—Xl;j=X li’
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Xp=—Xi,=— —x’ii ,
seega

Y >/ 2/ =/
= X1l +Xob',+X5i, -1 . -

Edasi on lihtne tuletada valemid, mis Minkowski ruumi £, iso-
meetria f puhul voimaldavad iga punkti xe&!E, koordinaatide x.
jargi arvutada selle punkti kujutise f(x) koordinaate x', sama koor-

dinaatkujutuse puhul. Olgu niisiis

—_— 4 —— 4
. [ , -
ox= 2 xpiy, Of(x)=3 X in.
p=1 ‘ =1

Esimesest vordusest saame pérast isomeetria f rakendamist

—_——)

FO 3= 3 xd,

ning siit valemite (12.2) jargi

—_—— 4

f(o)f(x)= Exu(jAuviv)-

u=1 va=1
Kui tédhistada veel

——re &

of (0) = 37 Auiy, (12.6)

1
on tulemuseks

of (£) =07 (0) + (O)F (1) = 3 Avivt 3 5y

v={ Byv=1
4 ! _
= 21 (Av+ leuAuV)‘v-
v= =
Vordlus ;ﬂz varasema avaldisega annabki soovitud valemid:
&
x:, =Ay4 quAuv, (12.7)
=1

kus maatriks A=||4,,]] on pseudoortogonaalmaatriks. Selgub, et
Minkowski ruumi 1E, isomeetria on selle ruumi afiinse teisenduse
erijuht. ‘

Osutub, et ruumi 1E; isomeetria vdib defineerida kui afiinse tei-
senduse f, mille valemeis (12.7) kordajate A,, maatriks A on pseu-
doortogonaalne. Toepoolest, vottes punktile x lisaks teise vabalt
valitud punkti ¥ !E, ning kirjutades ka selle jaoks vilja valemid
(12.7), saame

& R
X, — Y, =3 (%u—Yu) Aps.

u=1
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Niid

3 &

2 (& —y)2— (x —y 2= 3 (X (¥u—Yu) Api)2—

i=1 =1 upn=1

— (3 (i) A= 3 (3 (1) A) (3 (v — ) Avi) —

p=1 =1 p=1

.y gi (= ) Ane) (3 (0 — 1) Ave) =

) =
= 2'1 (%u — Yu) (¥v— Yv) (:Ziz'Am'Avi — ApAv).
w== 1=

Rakendades seoseid (12.4) leiame, et vaadeldav avaldis on
L

3
21 (X~ Yu) (Xv — Yv) 1Opv= 2: (Xi— Ya)B— (Xu—Yu)2
H== 1=

Vottes arendise esimesest ja Vumasest poolest ruutjuured, saame
{6.8) pohjal, et d(f(x),f(y))=d(x, y) s.t. vaadeldav afiinne tei-
sendus f on ruumi 1£, isomeetria.

Samuti nagu eukleidilise ruumi E, korral nimetatakse ka siin

punktist o ja ristbaasist {i, i}, ¥, ¥} koosnevat siisteemi

{o; i, &, il; i’} ristreeperiks ehk -teljestikuks. Ruumi 'E; iga iso-
meetria kujutab ristreeperi teatavaks teiseks ristreeperiks. Seejuures
iga kahe ristreeperi puhul leidub parajasti iiks ruumi *£, isomeetria,
mis kujutab esimese neist teiseks — kordajad A, ja Ay, valemeis

(12.6) ja (12.2) voimaldavad kohe vilja kirjutada valemid (12.7).

[/

13. Poincaré ja Lorentzi riihmad. Minkowski ruumi !E, koik
isomeetriad — valemite (12.7) abil méédratud teisendused pseudo-
ortogonaalmaatriksiga A=A, — moodustavad rithma. Téepoo-
lest, kahe isomeetria korrutis kui kaugusi séilitav kujutus on jéille
isomeetria. Et valemeis |A|=21540, siis on neist avaldatavad x,,
seega igal isomeetrial on olemas pdoérdkujutus, mis samuti kaugusi
sdilitades osutub isomeetriaks.

Minkowski ruumi 1E, koigi isomeetriate riithma nimetatakse
Poincaré? rihmaks. Valemeist (12.7) selgub, missuguse vabadu-
sega on valitav selle rithma element: kuuele parameetrile, millest
soltub pseudoortogonaalmaatriks A, lisandub veel neli parameet-
rit — wvabaliikmed A, As, A3 ja A4 Kokku so6ltub .Poincaré rithma
element seega kiimnest parameetrist.

Samuti nagu art-s 11 feisenduse (11.1) analiiiisimisel voib ka
niiiid teha kindlaks, et ruumi 'E, kahe isomeetfria korrutamisel kor-
rutuvad nende valemites (12.7) olevad pseudoortogonaalmaatriksid
ning et {ileminekul isomeetrialt tema po6odrdkujutusele asendub
pseudoortogonaalmaatriks oma poé6érdmaatriksiga. Ef molemal juhul
on tulemuseks jélle isomeetria, siis jidreldub siit, et pseudoortogo-
naalmaatriksid moodustavad rithma.

! Henri Poincaré [puddkaree] (1854—1912), pranisuse matemaatik ja
[filisik, Prantsuse TA liige.
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Vaadeldes ruumi !E, isomeetriaid, mille valemeis (12.7) kdik
Ay=0, s.t. mis jdtavad paigale ristreeperi alguspunkti o, leiame,
et nad on iiksiiheses vastavuses kordajate pseudoortogonaalmaatriksi-
tega, kusjuures selliste isomeetriate korrutamisel korrutuvad need
maatriksid. Jérelikult pseudoortogonaalmaatriksite riihm on iso-
morine ruumi !£; punkti o paigale jdtvate isomeetriate rithmaga.
Viimane kujutab endast Poincaré rithma teatavat alamriihma, mida
nimetatakse Lorentzi iildrithmaks.

Omaette rithma moodustavad need Lorentzi iildriihma teisendu-
sed, mille korral |A|=1. (Pohjendus kordab art-s 11 toodud motte-
karke.) Seda ritlhma nimetatakse Lorentzi riihmaks, tema teisen-
dusi — Lorentzi teisendusteks. Lorentzi eriteisendus (6.6), kus

' 2\—1
niiiid tdhistame ct=ux, of'=x ja (V 1——.(—:?—) ) =A, on eri-
juht, mil

(13.1)

o O O
o =0 O
s ODQIQ

A

n|doo >

Nimelt voib vahetult kontrollida, et tingimused (12.4) on sellise A
puhul rahuldatud ning et |A|=1. _

Osutub, et Lorentzi iildrithmas saab lihtsa tingimusega vilja
eraldada ka sellised alamriihmad, millega analoogilisi ruumi En
ortogonaalteisenduste riihmas ei leidu. Nimelt, kui seoses (12.4)
votta py=v=4, saame

8
A= 343 +10 (13.2)

Seega kas Au>>0 vdi Au<<0. Osutub, et saadud tingimuste tihen-
dus on jdrgmine: [maginaarse pikkusega vektori x korral esimesel
juhul X’ : x>0, teisel juhul X 1 %<0,

Toestuseks votame valemeist (12.7) viimase, mil p=4, eeldades, et 4,=0,
nagu see on Lorentzi iildrithma korral:

x, =X Au+X2AutX3Asu4-XiA s,
Nagu &eldud, piirdume punktidega x, mille koha\;ektor x on imaginaarse

pikkusega, s.t. xﬁ+x22+x§—xi<0. Siit x40 ja 2§i<1, kus Ei=xi/x,
Eelmisest vdrdusest jdreldame, et =

X4 $
—-——=A44+ E EiAM. (133)
X4 i=]

Jargnevalt on vaja teatavaid seostega (12.4) analoogilisi vdrdusi. Nende
seoste maatrikskuju on AA'T=E. Korrutades siin vdrduse pooli vasakult maat-
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riksiga A-! ja paremalt maatriksiga A, saame A'TA=ZE, ning et A= (A'T)'T,
siis koos maatriksiga A on ka A'T psendoortogonaalmaatriks. Seega ka tema
ridade puhul kehtivad seosed (12.4), mistdttu

3

E:qiuAiv — A&;LA£V= lauv (13.4)

Siit p==v==4 puhul
3
3 A% — 42, =—1<0,

i==]

. 3
millest 3 A2, <<A?. Korrutades selle vérratuse pooled ldbi vorratuse 3§ <1

i=] i=]
3 3
; 2 2 2
(z2)(2m) <

vastavate pooltega, saame
2
Vasak pool ei saa Cauchy vorratuse jirgi olla viiksem kui ( > EiAu) , niisiis
i=1
3 2
(2 ) <,

ehk
3

— | A <_21§iAi4< |Au].
3 ===

3
Juhul A4u>0 saame siit Aut ¥ E:Au>0 ja (13.3) pohjal x‘;/x4>0, juhul

8
Au<<0 aga, vastupidi, Au+ 3 E:idis<<0 ja x;/x4<0.

i=|]

Tingimuste Au>0 voi Au<<0 ehk nendega samavdédirsete
%, /x>0 voi x/ /%<0 geomeetrilise tdhenduse selgitamiseks vaat-
leme hiipersfdéri, mille keskpunkt on o ja raadius puhtimaginaararv
r=1ip. Selle hiipersiddri vorrandist

2 2 2 __ y2 —_ 2
X3+ 22 x5 — X =—¢Q

jdreldub, et 2 —@?>==0, s.t. kas x>0 voi xi<<—@<<0. Hiiper-
siddr koosneb seega kahest eraldi seisvast osast; millest kumbagi
nimetatakse iiheks katfeks. (Vordluseks meenutame art-i 7 tulemust,
mille kohaselt imaginaarse raadiusega 2-sfdédr ruumis '£3; on selle
raumi afiinse geomeetria seisukohalt kahekatteline hiiperboloid;
joon. 9).

Lorentzi iildteisenduse kui ryumi !E; punkti o paigale jatva iso-
meetria korral teiseneb konesolév hiipersiddr — punktist o kaugu-
sel n=ip olevate punktide hulk — iseendaks. Niilid on selge, et
juhul Ax>0, mil eeltoodu pohjal x; ja x, on samamairgilised, tei-
seneb selle hiipersfddri kumbki kate iseendaks, s.t. katted séilivad,
kuid juhul Au<<0, mil x; ja x; on erimérgilised, need katted vahe-
tuvad. St ,

Koik esimese juhu alla kdivad Lorentzi iildteisendused moodus-
tavad ilmselt rithma, sest kui kate sédilib kahe teisenduse korral, siis
sdilib ta ka nende korrutise ja kummagi pddrdteisenduse korral.
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Seda riihma nimetatakse hiiperboolseks riihmaks; tingimus x,>0=>
=-x, >0, mis selle alamriihma Lorentzi iildrithmas méaarab, vil-

jendab vorduste x.==ct, xi-—:ct’ tottu lihtsat fiilisikalist tdode: aeg-

ruumis, mille mudeliks 1E, on, jddb aja suund muutumatuks. Mair-
gime, et Lorentzi eriteisendus, mille puhul maatriksil on kuju
(13.1), kuulub hiiperboolsesse riihma.

Hiiperboolne rithm toimib imaginaarse raadiusega hiipersidéri
kummalgi kattel selliselt, et selle katte iga punkti x vGib sobiva
teisendusega viia sama katte igaks teiseks punktiks x’. Selles veen-
dumiseks valime vabalt kaks ristreeperit {o0; & } ja {o; i} algus-
punktiga o selliselt, et ox=x=0¢#, ja ox'==x"=¢i]. Kummagi kor-
ral leidub ruumi 'E, isomeetria, mis viib lahtereeperi {o; i,} {theks
neist ristreepereist. Korrutades niiiid esimese podrdieisenduse tei-
sega, saamegi tulemuseks vajaliku hiiperboolse rithma teisenduse.

Viirib veel markimist, et vaadeldava reeperi kolm esimest

vektorit # (samuti #7); i=1, 2, 3, olles ortogonaalsed vektoriga ox
(vastavalt vektoriga ox’), asuvad art-i 7 {ihe tulemuse pohjal vaa-
deldava hiipersfdari puutujahiipertasandil puutepunktiga x (vas-
tavalt ). Nende valiku osas jddb meile tdielik vabadus. Konesolnu
leiab kasutamist art-s 56, kus k&sitleme vaadeldava hiipersidari
iiht katet kui Lobat8evski ruumi (ehk hiiperboolset ruumi) ja hiiper-
boolset rithma tolgendame kui selle ruumi isomeetriliste teisenduste
riihma.
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Harjutusiilesanded

15. Niidata, et maatriks

wl— el w|w

Wl w|o w|—
Wi w|—

on ortogonaalmaatriks. Avaldada vekior x=(1,1,1) selle maatriksi reavekforite
e;, €2 ja es — paarikaupa ortogonaalsete iihikvektorite — lineaarkombinatsiconina.
Kontrollida, et kordajad — koordinaadid baasil {e,, es;, es} — avalduvad skalaar-
korrutistena xe;; i=1,2, 3.

16. Kontrollida, et kujutus f : £3— E;, mis on midratud valemiga

Rt 2 2
X =—15—x1+-gx2+-3—x3+ 1,
x’ =_2_x1+._1_4_x2_i.x3__1’

2 15 15 3

x = 2x+1x—|—2x+2
-_— 31 32 33 ]

on ruumi £3; isomeetria. Kas ta osutub liikumiseks?
17. Ndiidata, et maatriks

3 41 5
4 31 5
5 5 0 7
7 7 1 10

on pseudoortogonaalmaatriks, Arvutada vektori x=(1,1,1,1) skalaarkorrutised
selle maatriksi reavektoritega i‘; , i’2 , i’3 , i’4 . Niidata, et saadud arvud (xi’i;

i=1,2,3 ja --—;!t:i’4 ) on kordajateks vekiori x avaldises lineaarkombinatsioonina
vektoritest i’u; n=l1,2,3,4.
18. Kontrollida, et kujutus [ : !E;—1E, mis on mairatud valemitega
x7 = 3%, +4X+X34-54s,
x; ==4x,+}3x,-Fx3+5x4,
x; =5x145xF  Txy
xi = Txl—}‘g?x2+x3+10x4
on nii Lorentzi rithma kui ka hiiperboolsé rithma element.




II. JOON EUKLEIDILISES VOI
PSEUDOEUKLEIDILISES RUUMIS

§ 4. JOON JA SELLE PUUTUJA

Eclmises, kdesoleva kursuse jaoks sissejuhatavas peatiikis késit-
lesime n-mootmeliste ruumide geomeetria lihtsamaid moisteid ana-
lititilisele geomeetriale omaste meetoditega — koordinaatide ja
algebra vahendusel. Kiesolevast peatiikist algab tutvus diferent-
siaalgeomeetriaga. Lihtsaim uurimisobjekt on siin joon. Nimetust
joon kasutatakse ka analiiiitilises geomeetrias (nditeks teist jarku
jooned), samuti matemaatilises analiiiisis diferentsiaalarvutuse geo-
meetriliste rakenduste juures (joon kui funktsiooni graafik jms.),
kuid joone kiillalt iildine késitlus antakse siiski alles diferentsiaal-
geomeetrias.

Esimeseks iildistuseks on iileminek tasandil asetsevatelt joontelt
kolmemootmelises ruumis Es paiknevatele joontele. Seejirel voetakse
vaatluse alla jooned ka #n-mootmelises ruumis. Viimase sammu
vajalikkus selgub nditeks feoreetilise mehaanika ithe osa, nimelt
punkti kinemaatika filesannetest. Kui punkt liigub ruumis Ej;, siis
tema jaljeks on joon, kuid iihtlasi tekib iiks hulk elementaarsfind-
musi (vt. art. 6) — punkti paiknemisi teatavatel hetkedel selle
joone vastavates punktides. See viimane hulk kujutab endast joont
juba neljamootmelises aegruumis.

Koiki eelmainitud erijuhte, samuti teisigi rakendusi silmas pida-
des alustame joone kdsitlemist {ildiselt vaatekohalt, et jargmistes
paragrahvides kontsentreeruda eriti tdhtsate iilesannete ja alajuh-
tude ldhemale uurimisele.

14. Joone mdiste ja vorrandid. Nii eukleidiline ruum E, kui ka
pseudoeukleidiline ruum *E, (sealhulgas Minkowski ruum !E, kui
aegruumi matemaatiline mudel) on eelmises peatiikis defineeritud
algmuutkonna M, mdiste abil. Ka joont on otstarbekas defineerida
algul kui algmuutkonna M, teatavat alamhulka.!

Algmuutkond M, on art-s 1 defineeritud punktihulgana, mille
puhul eksisteerib bijektsioon (koordinaatkujutus)

@: M, —>R".

Teiselt poolt on joone mdiste andmiseks vajalik meenutada, mil-

I Lugeja, kes on huvitatud {iksnes joontest harilikus ruumis, s.t. kolme-
mootmelises eukleidilises ruumis FEj, vO6ib jargnevas My ossa voita ruumi £
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list R alamhulka on lepitud kokku nimetada piirkonnaks ([2],
1k. 14): reaalarvude piirkond on kas

vahemik (a,b)={x:a<<x<<b} voi

Ioik [a,b]={x:a<<x<Cb} vOi

pooll6ik [a,b)={x:a<x<<b} vdi (a,b]={x:a<<x<Cb} VOi

I6pmatu vahemik (g, o) v8i (~—o0,b) v0i (—o0, 00) =R Vv0i

16pmatu poolldik [a, o] voi (—oc, b].

Niiiid voime defineerida joone moiste diferentsiaalgeomeetrias
kasutatavas mahus.

Olgu antud algmuutkond M, koordinaatkujutusega ¢ : M, —R"
ja piirkond T < R. Jooneks nimetatakse algmuutkonna alamhulka

Y= {x =My (%)= (x:(t), ..., % (f)), t =T}, (14.1)

mille puhul

1° funktsioonidel x;(f); i=1, ..., n on olemas kuitahes korget
jarku tuletised piirkonnas T;

2° iga t T korral vdhemalt iiks esimest jarku tuletistest x’ (f)

on nullist erinev.

See definitsioon iildistab tasandilise joone kisitlust parameetri-
liste vorrandite abil ([2], k. 268).

Naiteks ruumis E3 antud sirge, mis vorrandite (2.3) jdrgi on punktilnik
{x = Es : @(x)= (a1+th, ayttks as4-1ks), t = R},

kujutab endast joont.
Ellips ([6], 1k. 327; [2], lk. 269)

{xe E; : p(x)=(acost, bsint), t [0, 2n]}
ning hiiperbooli kumbki haru ([6], k. 338)

a oo
xe k. q:(x)=(-——-, btant), te(—--——, — (14.2)
cos ¢ 2 2

o wo= (o). (5. )
xe kb px)= 7 ant}, t | 53

on jooned tasandil Ej.
Kui ellipsi puhul a==b, on tegu ringjoonega ([6], lk. 285); sel korral ¢ on
—_—
punkti x kohavektori ox pddrdenurk x-telje suhtes.
Kui ruumis Es toimub pddrlemine x,x,-tasandil, millega kaasneb nihkumine
x3-telje sihis voOrdeliselt p66rdenurgagé, siis on liikuva punkti jaljeks kruvijoon

[x= E; : ¢{x)==(acost, asint, bf), t=R} (14.3)
(joon. 6). Suurust 2mb, mille vorra muutub x; parast tdispbret, nimetatakse

kruvijoone sammuks. Kui 6>0, siis koneldakse parema kde kruvijoonest, kui aga
b <0, siis vasakn kie kruvijoonest.

Joone iilalantud definitsioon ei keela kordseid punkte. On tdiesti
lubatav, et erinevate ti=T ja toeT korral xi(t)=uxi(l2); i=
=1, ..., n. Kuigi vdirtustele #; ja £, vastab sel korral joone kud
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Joonis 6

Joonis 7

alamhulga ¥ iiks ja seesama punkt x, voib viimast siiski vaadelda
kaks korda: iiks kord vastavana véidrtustele #, teine kord véértu-
sele f;. Punkti kordsus voib olla muidugi ka suurem kui kaks.
Huvitav nédide on roos ehk Grandi! joon
d={x=E,: p(x)={(asinktcost, asinktsint), t =T},

m
kus a=const>>0, k=— on positiivne ratsionaalarv ning kas T=[0,n], kui

n
m ja n on paaritud arvud, vdoi T=1[0, 2n], kui iiks neist on paarisarv (joon. 7).

i n
Niiteks k=2 korral viirtustele ¢=0, t=?, t=mn ja t=?— vastab iltks ja

1 Luigi Guido Grandi (1671—1742), itaalia matemaatik.
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seesama punkt o, kus @(0) = (0,0). Kui k=3, siis see punkt o vastab vairtustele

n 2m
(=0, l=— ja [=—.
3 3

Uldistatud polaarkoordinaatides ([6], 1k. 111) saab vaadeldava joone esi-

tada vorrandiga
r=asin ke.

Kui joonel ¥ kordsed punktid puuduvad, s.t. kui vastavus ¢j—x
on bijektsioon (ehk iiksithene pealekujutus) T—4, ning T on 1oik,
siis nimetatakse joont lihtkaareks.

Kui T on 16ik [a,b] ja ainsaks kordseks punkiiks joonel § on
punkt, mis vastab korraga 16igu molemale otspunktile a ja b, siis
nimetatakse joont § kinniseks lihtjooneks. Erijuhul, mil loigu ots-
punktides a ja b on sama vidrtusega mitte iiksnes funktsioonid
x; (f); millest oli juttu tingimuses 1°, vaid ka kéik nende tuletised,
koneldakse kinnisest siledast lihtjoonest. Selline on nditeks ellips
(erijuhul ringjoon). S

Joone ¥ punkte eristab joone definitsiooni kohaselt see, et nende
koordinaadid x; amtud koordinaatkujutuse ¢ :M,—>R"* korral on
tingimusi 1° ja 2° rahuldavate funktsioonide x;(f) véértused:

xi=xi(t); i=1,...,n; teT <R (14.4)

Seoseid (14.4) kaisitatakse kui joone § vorrandeid (antud koordi-
naatkujutuse ¢ korral). Argumenti ¢ nimetatakse parameetriks,
vorrandeid (14.4) — joone ¥ parameetrilisteks vorranditeks.
Erisugused parameetrilised vorrandid voivad madarata ihe ja
sellesama joone ¥. Néiteks voib vorranditega (14.4) antud joone &
puhul teha parameetri teisenduse t==(t), kus #(tr) on mingis piir-
konnas 7/ — R mdiratud rangelt monotoonne diferentseeruv funkt-
sioon vidrtuste piirkonnaga T. Kui liitfunktsioonid x;(Z(t})) tahis-
tada x% (1), siis on selge, et parameetrilised vorrandid
xi=X: ("L’) , te=T' R,‘. (145)

midravad sama joone mis vorrandid (14.4). Liitfunktsiooni dife-
rentseerimise eeskirja kohaselt

X = (14.6)

ning et f(t) range monotoonsuse tottu ¢ (t) %0, =T, siis funkt-
sioonide x%(r) korral on tingimused 1° ja 2° endiselt rahuldatud.

*

Niiteks hiiperbooli iihe haru (14. 2“)‘ puhul vdib votta f=arctan -12—( 1:——-}?) .
Sel korral tan t=i2 (1:_-_1_ ,
1 tan? t=1+l.(1:—2+1—) _—..l( +_1_)2,
cos? ¢ 4 2 4 T

mistoitu hiiperbooli selle haru saab esitada ka parameetriliste vorranditega

a 1 b 1
x1=—‘(1?—|"‘_‘)’ x2=—(T—_)r TE(O’ OO.)_
2 T 2 T
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Kui vOrrandite ¢14.4) paremates pooltes moni funktsioonidest
x:(f), nditeks funktsioon x;(¢), on piirkonnas T rangelt monotoonne,
siis vOib vOrrandist xi=x1(f) avaldada ¢=?¢(x:) samuti rangelt
monotoonse funktsioonina mingis piirkonnas "< R ([2], 1k. 52)
ning kasutada viimast seost parameetri teisendusvalemina ([2],
lk. 182). Sel juhul saame iilejddnud vorrandeist (14.4)

xa:foc(xi); a=2, ..., n. (147)

Tekkinud vorrandeid nimetatakse vaadeldava joone ¥ ilmutatud vor-
randiteks.

Juhul n=2 on neid iiksainus: x2=f(x1), ning joon ¥ on késitle-
tav funktsiooni f(x) graafikuna tasandil E,. Funktsioon f(x) voib
olla antud ka ilmutamata kujul vérrandiga

F(x, y) =0, (14.8)

mille korral piirkonnas T’ kehtib samasus F(x,f(x))=0. Ilmuta-
mata funktsiooni pohiteoreem koos oma tdiendusega (vt. [3], lk.
197—199) véidab, et kui

1) funktsioonil F(x,y) on olemas punkti (a,b) teatavas iimb-
ruses pidevad osatuletised Fy, ja Fy,

2) F(a,b)=0 ja

3) Fy(a, b)==0,
siis leidub niisugune vahemik 7T < R, mis sisaldab a, et vérrand
(14.8) médrab punkti (a,b) ldbiva joone § parameetriliste vorran-
ditega

x=t, y=f({), teTcR, (14.9)
kusjuures
_ F(LE(D)
Fy(t,f(1)) °
Vorrandit (14.8) nimetatakse joone § ilmutamata vérrandiks:

see vorrand médrab vaadeldava joone téielikult, kui on néidatud
ka x muutumispiirkond T kooskdlas iilalsGnastatud pohiteoreemiga.

i (f) = teT. (14.10)

Siit tuleneb vbdimalus joone iildisemaks moistmiseks tasandil E, voi iildiselt
kahemootmelises algmuutkonnas M, Olgu antud kahe muutuja funktsioon F(x,4),
millel on olemas koikjal pidevad osatuletised F. ja Fy. Sel korral jooneks vor-
randiga F(x, y) =0 nimetatakse M; alamhulka

{(x 9} : F(x,y)=0}.

Uldistus seisneb selles, et pGhiteoreemi tingimused 2) ja 3) ei tarvitse olia
rahuldatud. Néiteks funktsiooni x24-y241 puhul pole rahuldatud tingimus 2),
mistdttu vastav joon {(x,y) : x*+4+y*+1=0} on tihi alamhulk. Selline iildine
vaatekoht on omane algebralisele geomeetriale, kus eeldatakse, et F(x,y) on
kahe muutuja poliincom ([1], lk. 253) ja bijektsioon ¢ : M;— R? laiendatakse
bijektsiooniks Pt My— C% kus C*=CXC ja C on kompleksarvude korpus. Sel

korral nditeks vorrand x?+4-y°+1=0 ei midra enam tithja hulga, sest leidub teda
rahuldavaid kompleksarvupaare (x,y); niisugune on niiteks paar (i,0). Kuigi
algebralisel geomeetrial on moningaid kokkupuutekohti diferentsiaalgeomeetriaga,
on ta oma iilesamnetelt ja meetoditelt viimasest siiski erinev ja seetéttu me teda
kdesolevas kursuses ei vaatle. (Juhime siinkohal vaid tihelepanu algebralise
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joone ja selle jargu mdistele, nii nagu ueed on defineeritud &pikus [6],
lk. 384--385.)

Ka siis, kui on rahuldatud tingimused 1) ja 2), ei tarvitse tingimus 3) olla
rahuldatud. Olukord on lihtne, kui F«(a, b) =0; siis tuleb lihtsalt vahetada x ja y
osad ning vorrand F(x,y)==0 koos sobiva piirkonna néiitamisega (niiiid y muu-
tumiseks) mddrab teatava joone. Uldistus tekib juhul, kui Fx(a, b)=Fy(a, b)=0.
Sel korral nimetatakse punkti (@, b) isedraseks punktiks joonel vorrandiga
F(x,y}=0. Alamhuiga {(x,y) : F(x, y)=0} echitust sellise isedrase punkti iimb-
ruses on selgitatud raamatus [3], lk. 200—205,

Isedrastest punktidest koneldakse ka algmuutkonna M, sellise alamhulga
puhul, mis {ildistab joont ¥ jdrgmises mottes. Vaatleme M, alamhulka

F={xeM,: gx)=(x(), ..., ¥a(f)), t=T < R},

kus funkisioonide x:({) puhul on rahuldatud joone definitsiooni tingimus 1°,
kuid tingimus 2° ei tarvitse olla rahuldatud. Kui sel korral teatava f,e 7 puhul
x; ()=... =x’n(t9)=0,' siis punkti xo, kus (%)= (%:1(%), ..., ¥n (%)), nime-

tatakse alamhulga ¥* isedraseks punktiks. Iga kahe jédrjestikuse isedrase punkti
vahel alamhulk 3* osutub jooneks. Tema ehitust isedrase punkti i{imbruses, kui
selles punktis kohtuvad kaks joont, on uuritud raamatus [6], lk. 31—35 juhtudel,
mil Mn. on kas E; vGi Es.

15. Peano jooned ja Jordani jooned. Joone eespool antud definitsioon mii-
tab joone moiste diferentsiaalgeomeetfrias. Kuigi see mdiste on iisna avar, pole ta
siiski veel koige iildisem. Lisaks algebralises geomeetrias kasutatavale suhteliselt
lihtsale iildistusele, millest oli dsja juttu, on matemaatika teistes osades, niiteks
topoloogias, vaja tegelda ka joone palju tldisema késitusega.

Vaatleme algmuutkonnas M, alamhulka

F={reMn : o) =(1:(1), ..., xa(t)), t=T <R},

kus funktsioonid X:({) on pidevad piirkonnas 7. Kui nende puhul on rahuldatud
art-s 14 antud definitsiooni tingimus 1° kuid mitte tingimus 2° s.t. tegemist on
eespool vaadeldud punktihulgaga 3*, siis koneleme isedrasustega joonest. Kui aga
ka tingimus 1° pole rahuldatud selles mottes, et funktsioonid x:(#) on piirkonnas
I kiill pidevad, ent mitte diferentseeruvad, siis koneleme mittesiledast joonest!

Isedrasustega joone ehitus on kiillalt lihtne: ta koosneb joontest, mis on
{ihendatud isedraste punktidega. Mittesile joon on palju keerukama ehitusega

punktihulk, Nii tuntakse nditeks Peano jooni tasandil E,, mille puhul ¥ on terve
ruut P=={(x, %) : 0<xi<<1; i=1, 2}. Esimese sellise konstrueeris G. Peano 2
1890, a.; alljirgneva monevorra lihtsama konstruktsiooni idee andis 1891. a.
D. Hilbert.?

Votame piirkonnaks 7 < R {thikldigu /==[0, 1]. Vabalt valitud arvu ¢ < [0, 1]
voib esitada kujul

" 8 S2 Sn 0<"5,.<3 15.1
=—t—r 1., 005,38, :
4 42+ +4n+ o= ( )

s.t. 18pliku v6i 16pmatu neljandmurruna. Talle vastava punkti (x,(f), x:(8)) = %
midrame jargmiselt. '

l. samm. Jagame ruudu /* neljaks vordseks osaruuduks ja kirjutame osa-
ruutudesse positiivses suunas numbrid 0, 1, 2, 3 (joon. 8, n=1),

n-s samm. Vihendame (n—1)-se sammu jarel saadud kujundit homoteet-
selt kaks korda ning asetame ta 1. sammu jdrel saadud osaruutudesse jargmiselt:

e

! Eelmises artiklis defineeritud joon on niisiis sile joon. Et edaspidi mitte-
siledatest joontest juttu peaaegu ei tule, siis jdtkame siledate joonte nimetamist
lihtsalt joonteks. _

2 Giuseppe Peano (1858—1932), itaalia matemaatik.

3 David Hilbert (1862--1943), saksa matemaatik.
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X, X, | X\

[aY

7 ( TR a2
5 > 3| 032 RRREIRARE
I > Lolh ‘ 3101310 | H2]32
| e o [ 2 [0 [
1 i AARMEIZES
| : 2 37 013t0] 31247 [o-14
0-—-{-=-1 T : 32|10l 12| 32
0) 301 o 123t 3t
- 7 0 7 x
0 n=1 Tx 0 n=2 % n=3 !
Joonis 8
7
7
Joonis 9 v
Qonis O 7 X,
osaruutudesse 1 ja 2 rd6plitkkega, osaruutudesse 0 ja 3 — rédpliikkega, millele

eelneb peegeldamine vastavalt tousva voi langeva diagonaali suhtes.

Joonisel 8 on niidatud kujundid, mis tekivad pirast teist (n=2) ja kolman-
dat (n==3) sammu. Siinjuures tuleb kujutleda, et iga kujund joonisel katab
eelnevaid,

Sel viisil saame igale naturaalarvule n vastavusse seada {ihikruudu alajao-
tuse 47 osaruuduks., Osaruudud on varustatud numbritega 0, 1, 2, 3 niiviisi, et
koik need ruudukesed voib iiks kord 14bi kdia, kui alustada alumisest vasak-
poolsest ning sammuda ruudukesest 0, 1, 2 vdi 3 vastavalt ruudukesse 1, 2, 3
voi 0. (Joonisel 8 on liikumistee juhtudel n=1, 2, 3 ndidatud punktiirjoonega.)

Poordudes niiiid tagasi arvu ¢ esituse (15.1) juurde, votame pirast esimest
sammu (s.t. vddrtusele n==1 vastavas alajaotuses) osaruudu numbriga s, pirast
teist sammu (s.t. vddrtusele n=2 vastavas alajaotuses) eelmisest alajaotusest
valitud osaruutu kuuluva osaruudu numbriga s; jne. Joonisel 8 ja 9 on niidatud
osaruutude valik véirtustele n=1, 2, 3 vastavates alajaotustes arvu

4 36 36 64_(2|1 10)(1_1_1 1 )
7 63 64 63 \4' 16 ' 64 Yl 642+"' o

1 0o 2 I 0

et ettt

¢

2

pllhlll (S|=2-, Sog==1, §3=0, ...).

Valitud osaruutude kiilgede projektsioonid iikskdik kummal koordinaatteljel
moodustavad l6putult lihenevate 16ikude jada, milles iga jirgmine 15ik sisaldub
eelnevas. Vastava teoreemi kohaselt ([2], lk. 107) on otspunktide jadadel iihine
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piirvddrtus. Tahistame selle piirvddrtuse x-teljel x;(f), xg-teljel xo(f). Jooniselt
on naiteks néha, et '

x(4) (1+1 O)('1 1 ) 3 8 6 4) |
—)l=l—+t—+NHl+—+... | =——=—, = —)=—.
N7 ot T [\t 47 17 (7 2
Niitame, et sel teel saadud funktsioonid x,(f} ja x2(f) on pidevad Idigul
[0, 1]. Olgu lisaks arvule (15.1) antud veel teine arv t < [0, 1] neljandmurruna

03 Og ‘ an
TET+_45—+ e +4—n+ ceey o 0o 3,
nii et
1
OQL‘—TQF-
Sel juhul ([6], lk. 26) kas 1) ¢ ja T n esimest neljandkohta on iithesugused:
8,=0,, S0=02 ..., Sp=0n,
voi 2) mneljandkohtade esinevus tfekib juba varem, m-nda koha juures (ls<m<Cn),

kuid see erinevus on 1, ja suurema arvu, nditeks f, jirgmised neljandkohad kuni
jdrguni n (incl.) on 0, samal ajal kuj teise arvu © puhul on nad 3:

SI=01, ..., Sm—1=0m—1, Sm=0m1,
Sm+1= . =Sn=0, O'm_l_l: .. =0"n:3.

Sellest jédreldub, et punktid xe= (x,(f), x3(f)) ja x,= (x1(1), *2(t)) on naturaal-

arvule n vastava alajaotuse kas 1) iihes ja samas osaruudus voi 2) kahes korvu-
tises osaruudus, mistottu

1
lxi(f)——xi(f)l<;':l—'; l=1, 2,
Iga ¢>>0 korral saab niiiid leida >0 nii, et
|2 () — x:(0) | <,

niipea kui 0<Cf— t<<n. Selleks tuleb vdtta naturaalarv N, mille korral <&,

aN—1

1
ja lugeda T]:ZV" Seega funkisioonid x;({) on tdesti pidevad laigul [0, 1].

Samal ajal vastav mittesile joon

F={(x1 (1), %2(8)) : teI=]0, 1]}

tdidab terve iihikruudu /%2 Tdepoolest, iga x e I? korral vdib igas alajaotuses
feida osaruudu, milles sisaldub x; nende osaruutude numbrite jargi (15.1) koha-

selt moodustatud arvule ¢ vastab 3 punkt, mis {ihtib punktiga x. Mingi alajaotuse
nelja osaruudu ihine tipp vastab seejuures mitmele arvule. Nii niiteks esimese

I
alajaotuse osaruutude ithine tipp (—é-’ —2—) vastab arvudele (joon. 8)

t(1)=£_|_3_+_2__+ e +—2'—|— . ..—_-'—2—--:4—=—l—’

! 4 42 4 4n 4 3 6

2 4 4% 48 4n 4 4 3 2
t_(1)=i+-l__|__1-_|_ L. +_1_.+ .. ___.i.l_-l_i__f)_
3 4 42 ' 48 4n 4 42 3 6
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Naturaalarvule n vastava alajaotuse nelja osaruudu 0, 1, 2, 3 iihise tipu puhul
tekib analoogiline olukord neljandmurru (15.1) n-dast kohast alates — see tipp
vastab arvudele -

8 sn—l 1
(M= | . ! 'f(!); = ]_, 2, 3.
i 4 + i 4n-1 Rl 4n—1 i

Jarelikult dhikldigu I vaadeldav kujutus ithikruutu 7/2=% on kiill pidev, kuid
mitte 2ﬁksi‘1hene. Réhutame veel kord, et iihikligu 7 kujutiseks on siin terve
ruut /2,

Huvi pakub see, et kui endiselt vaadelda ldigu 7 pidevat kujutust ruutu
I < R?%, ent seada ndudeid ka iiksithesuse osas, siis muutub olukord tunduvalt.
Kui selline "kujutus on iiksiihene koikjal, vilja arvatud 15igu otspunktid, mis
kujutuvad iiheks ja sellekssamaks punktiks, siis kujutis osutub niinimetatud
Jordani! jooneks (ta voib muidugi olla ka mittesile). Uldiselt defineeritakse
Jordani joon kui ringjoone pidev iiksithene kujutis hulka R (s.t. ei nduta tingimata
tema sisaldumist ruudus /2).

Hulgateoreetilise topoloogia vanimaid teoreeme, C. Jerdani poolt 1893. a.
ioestatud teoreem vdidab, et iga Jordani joon tasandil R? jaotab selle tasandi
kaheks sidusaks osaks, millele joon on iihine raja. Uks neist osadest on tokes-
tatud ja seda nimetatakse Jordani joone sisemuseks (ka tokestatud iihelisidusaks
piirkonnaks; vrd. [3], k. 346), joont ennast selle rajaks.

Kui Jordani joon asetseb ruudus /%, siis ei saa ta eeltoodu pohjal tdita kogu
seda ruutu, sest viimases on koos joonega ka selle joone sisemus (vihegi keeru-
kamatel juhtudel aga pole see sisemus kuigi kergesti eristatav iilejddnusf; vt.

niit. joon. 10).

Joonis 10

Ruudus /2 paiknevaid Peanoc jooni ja Jordani jooni vérreldes tdheldame, et
molemad on késiteldavad 16igu [ pidevate kujutuste abil ruutu /2. Esimesed teki-
vad, kui kujutused on siirjektiivsed, ent pole injektiivsed, teiste puhul, vastupidi,
kujutlésed on injektiivsed, vilja arvatud 16igu / otspunktides, kuid pole siirjek-
tiivsed.

Kéesolevas kursuses Peano ja Jordani joontest rohkem juttu ei tule. Neid
jooni, samuti joone mbdiste veelgi {ildisemnaid kisitlusi vaadeldakse kaasaegses
topoloogias.

! Camille Jordan [Zordaa»] (1838—1922), prantsuse matemaatik, Pariisi
TA lLige.
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16. Joone puutuja. Diferentseeruva funktsiooni y=f(x) graafi-
kuna antud joone puutujat tasandil E; késitletakse matemaatilise
analiiiisi kursuses ([2], lk. 170), kus néidatakse, et puutuja tous
argumendi vdirtusele x, vastavas punktis on tuletise vairtus ' (xo)-
Parameetriliste vorranditega x=g (f), y=v9({) antud jeone puutuja
puhul ([2], 1k. 283) selgub, et puutuja sihivektoriks on k= (%, 7).

, _de .. dy
kus &= o lay=—_ -

Viimane asjaolu osutub lihtsaimaks erijuhuks iihest {ildisest
tulemusest, mis kehtib joonte puhul nii eukleidilises ruumis E, kui
ka pseudoeukleidilises ruumis £, ja mille késitlemisele me jarg-
nevalt asume. Mirgime kohe, et dsjamainitud ruumide meetrikat:
pole meil kdesolevas artiklis vaja, piisab lineaartehetest vektoritega,
mistottu esitatav joone puutuja kisitlus kuulub dieti afiinsesse geo-
meetriasse.

Olgu antud joon ¥ parameetriliste vorranditega (14.4) kas ruu-
mis E, voi ruumis 1E,. Joone punkti x kohavektor

ox=X=Xil-+ ...+ Xnin

ehk edaspidi enam kasutatavas liilhemas kirjaviisis
X== (X1, ..., Xn)

osutub vorrandite (14.4) kohaselt soltuvaks parameetrist £:

x=(x:(2), ..., X2 ().
Seda asjaolu méirgime lithidalt:

x=x(t);
seega
F={x: ;?=x(t), teT c R}.

Joone definitsiooni tingimuse 1° kohaselt eksisteerivad iga fo=T
korral tuletised x7 (). Tekib vektor koordinaatidega

(x; (fo), ey x; (fo)),

mida nimetatakse x(f) fuletiseks punktis # ja tdhistatakse x’(toi_.
Et matemaatilisest analiitisist tuntud definitsiooni kohaselt ([2
k. 172)

»-

xi () — xi(k)

x] (to) = lirh

it t—t ’
siis voib kirjutada:
f)—x(¢
¥ (t) = lim 2 —* ()
t>to t—to

Viimase vorduse paremas pooles on piirvddrtuse mérgi all vektor,
mille koordinaatideks on eelmise vorduse piirvddrtuse mérgi all
olevad avaldised, s.t. kahe vektori vahe x(¢)— x (%), mis on korru-
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Joenis 11

tatud reaalarvuga (f—#)—!. Muutuvate koordinaatidega vektori
piirvdartusena, kui f— ¢, moistetakse muidugi konstantset vektorit,
mille koordinaatideks on selle muutuva vektori koordinaatide piir-
véaartused, kuj f—1¢, (eeldusel, et need piirvdédrtused eksisteerivad,
nagu praegusel juhul on). Vorduse parema poole geomeetriline t5l-
gendus viib meid joone puutuja méiste juurde.

Siin x(f)—=x (%) kui joone kahe punkti x ja x, kohavektorite

—

0x=x(t) ja oxo=x(f) vahe on tdlgendatav vektorina xox (nn.

—_— — ey

kéodlvektorina), sest oxo+xo¥==o0x (joon. 11). Punkte x, ja x libivat
sirget xox on loomulik nimetada joone ¥ [dikajaks, kusjuures piir-
vdartuse margi all olev vektor (f—f)~—'xox on selle 15ikaja sihi-
vektor. Jidb veel anda tolgendus piirprotsessile #— #;. Selle kédigus
funktsioonide x;(#) pidevuse tottu x;(¢)— x; (f,), miststtu x(t)—=x(t)
ja jarelikult punkt x liigub mééda joont punktini x,. Defineerime
niitid joone § puutuja. -

Joone § puutujaks punktis xy = § nimetatakse selle joone loikaja
Xox piirasendit punkti x =% llikumisel médda joont punktini xo.

Eeltoodust selgub, et veklor x/(t) on télgendatav joone § puu-
tuja sihivektorina, vottes puutuja punktis xo = ¥ kohavektoriga x (to).

Joone § definitsiooni tingimus 2° on viljendatav ndudena, et

tuletisvektor
¥ ()= (x (1), ..., ¥ (1))

oleks joone igas punktis nullist erinev. Selle néude kaudu saab
tingimus 2° oma oOige geomeetrilise tdhenduse: ta garanteerib, et
joonel & on igas punktis x, olemas puutuja, mis mddratakse sihi-
vektoriga x’ (fo) #0. Uhtlasi on niiiid kdes kdik vahendid konesoleva
puutuja kui teatava sirge médramiseks jargmise punktihulgana:

I={y : y=x(t)+1x’ (L), T =R}. (16.1)
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Vektoritevaheline seos tdhendab siin oieti y —x(f) ja *'(fo)
kollineaarsust. Seega ruumi Es puhul vdib puutuja nn. kanoonilised
vorrandid ([6], 1k. 202) esitada kujul

yr—x1(te)  Ya—2x2(te)  ys— x3(to)
%, (to) %, (o) X!, (to)

(16.2)

Nditeks kruvijoone (14.3) korral x= (acos{, asint, bt), seega
x'=(—asint, acost, b)
ning kruvijoone puutuja vdrrandeiks on
yp—acosty Ys—asiniy . Y3 — bl

—a sin ?y & cos fy b

Mirgime, et puutuja sihivektori £’ ja vektori #==(0,0, 1) vahelise nurga « jaoks
saame
x’i3 b

BRI =
Seega ' kruvijoon [Gikab konstanise nurga all selle poordsilindri moodustajaid,.
millel ta asub (joon, 6).

COS o= ==const.

Tasandi E; juhul jdreldub eeltoodust matemaatilise analiiiisi
tuntud tulemus ([2], 1k. 283): vorranditega x=q (), y="y¢(f) antud
joone puutuja vorrandiks on

X—x Y—y

I
kus (X,Y) on puutuja suvaline punkt ja parameetril ¢ on mingi
kindel véddrtus fo; funktsiooni y=f(x) graafiku puutuja puhul x==1{,
y=7(t) ja puutuja vorrandiks on

Y —F (x0) =F' (x0) (X — x0).

Olgu tasandil E, antud joon vorrandiga F(x,y)=0. Sel korral
voib viimasesse puutuja vorrandisse teha asenduse valemist (14.10)
ja esitada see vorrand kujul (vrd. [3], 1k. 200)

Fx (%0, yo) (X — x0) +Fy (%o, Yo) (Y — o) =0. (16.3)
Siit on néha, et vektor!
V.F: (Fx (JC(], yO), Fy (xo-a yO) ) ’

olles risti puutuja kaht punktf iihendava vektoriga (X — xo, ¥ — o).,
on puutuja normaalvektor joone punktis (Xo, ¥o).

Mirgime, et isedrase punkti puhul VF=0 ja vorrandi (16.3)
vasak pool on samaselt null; sel korral see vorrand puutujat et
maara.

Samuti saab selgeks, mis mottes x'(#) =0 iseloomustab iseédrast
punkti joone iildistusel §*: ka sclles punktis vorrandid (16.1) voi
(16.2) puutujat ei mééra.

»

1 Siimbolit VF loetakse «nabla ef», selle kohta lihemalt vt. allviitest lk. 1220
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17. Jooneparve maihisjoon. Rakendustes on sageli tegemist
mitte itheainsa joonega, vaid mingis piirkonnas U < R muutuvast
parameetrist # s6ltuva muutuva joone ¢, asendite hulgaga, nn.
liheparameetrilise jooneparvega. Sellega puutume kokku naiteks
lilkkuva (ja {ildjuhul ka deformeeruva) joone puhul, kui parameet-
riks « on aeg, voi niiteks mingist valguspunktist ldhtunud ja kahe
keskkonna lahutusjoonel peegeldunud voi murdunud valguskiirte
puhul (kui vaadelda tasandilist {ilesannet, mil parameetriks « voib
votta langeva kiire tousunurga).

Uheparameetrilise jooneparve puhul leidub sageli joon, mis,
piltlikult 6eldes, «méhib» parve jooni.

Koneldakse, et kaks iihispunktiga joont ¥, ja & puutuvad, kui
nende puutujad iithispunktis iihtivad. Seda iihispunkti nimetatakse
joonte puutepunktiks; koneldakse ka, et jooned puutuvad selles
punktis. Joont § nimetatakse jooneparve {dx : u = U} mdhisjooneks,
kui ta igas oma punktis puutub iiht parve joontest, ilma et tal oleks
sellega iihist kaart (joon. 12).

Kasitleme jargnevalt G. W. Leibnizi?® poolt 1692. a. antud ees-
kirja méhisjoone leidmiseks sellisele jooneparvele, mis on esitatav
tasandil Es vorrandiga F(xi, xs, #) =0, kus vasakul on kodigi oma
argumentide jirgi pidevalt diferentsecruv funktsioon. (Vorrandiga
x=x (¢, u) antud jooneparve puhul kisitletakse méahisjoone leidmist
nii tasandi Es kui ruumi E; korral raamatus [5], § 4.)

Oletame, et kénesoleval jooneparvel {Ju :ue=U} on olemas
mahisjoon ¥, mis on méiidratav parameetriliste vorranditega xi=
=x1(t), x2=x2(f), t =T < R. Sel korral vastab parameetri ¢ igale
véaartusele piirkonnast T teatav punkt x; mihisjoonel ¥, sellele aga
omakorda teatav joon . vaadeldavas parves — nimelt see, mis
puutub maihisjoont punktis x;. Tekib vastavus ¢[-u, mis on méia-
ratud tingimusega x; =%, ja mis naitab, et siin u=u(f). Saadud

Joonis 12

15 Gottfried Withelm Leibniz {(1646—1716), saksa filosoof ja matemaatik.
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funktsiooni «(¢) maaramispiirkond on T ja muutumispiirkond sisal-
dub piirkonnas U. Seejuures tingimus x: =¥y tihendab jirgmise
samasuse kehtivust:

F(xi(t), x2(1), u(t))=0. . (17.1)
Edasine analiiiis on lihtne, kui eeldada funktsiooni u(f) diferent-

seeruvust piirkonnas T. Sel korral tekib viimase samasuse diferent-
seerimisel ¢ jdrgi samasus

Fx.;"x; +Fx,'x,2+Fu'u,EO. (17.2)

Niiiid tuleb arvestada, et parve joon ¥u.u ja oletatav mihisjoon ¥
puutuvad nende iihises punktis x; (joon. 12): esimese puutuja,
millel on normaalvektor VF= (Fy, Fy,), ja teise puutuja, millel on
sikivektor x'=(x],x/), on selles punktis iiks ja seesama sirge,

mistottu VF L x* ehk
VFx’=in-x’1 +Fxg-qc; ==,

Viimasest kahest samasusest jéreldub, et F,-u#’=0. Siin pole
piirkonna T iihegi osaldigu [a,p] puhul vdimalik, et u'=0 selle
osaloigu ulatuses, sest siis oleks u=uwuy=const ja x: = %u, t = [a, B],
s.t. mihisjoonel § ja parve joonel ., oleks ithine kaar {x: : ¢
& [a, 8]}, mis on mahisjoone definitsiooni jargi lubamatu. Siit
jareldub, et u’s<0 ja seega F,=0 peaaegu koikjal piirkonnas T.
Et Fu(x1(t), x2(f), u(t)) on eelduse kohaselt pidev, siis -

Fou(xs(2), x2(8), u(t)) =0,

kusjuures t = T.

Niisiis, mdhisjoone parameetriliste véorrandite paremad pooled
koos funkisiooniga u(t), kui eeldada selle diferentseeruvust, peavad
rahuldama jargmist kahe vorrandi siisteemi:

F (x4, %, 1) =0,

| (17.3)
Fu (xj[, XQ, U) =0.

Selline siisteem maéarab tasandil E, ildiselt teatava joone (kuigi
on voimalikud ka erandolukorrad); selle joone parameetrilised vor-
randid xy==x1(4), xa=xs(1t) voib saada niiteks siisteemi (17.3)
lahendamisel xy ja x, suhtes; ilmutamata vorrandi leidmiseks tuleb
kas neist parameetrilistest vorranditest voi siis otse siisteemi (17.3)
vorrandeist elimineerida parameeter u.

Oletame, et on onnestunud leida joon parameetriliste vérrandi-
tega x1=ux1(u), X2=1xa2(u), mille puhul siisteem (17.3) on rahulda-
tud. Nditame, et kui VF=(Fx, Fx,) on piki seda joont nullist erinev,
siis on tegemist méhisjoonega. Téepoolest, samasuse

F(x1(u), x2(u), u) =0

diferentseerimisel saame samasuse (17.2), kus praegu u'=1, ja
sellest siisteemi (17.3) teise vorrandi pohjal

Fy ¥ 4 Fap 2l =0
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ehk VFx’=0, mis tdhendabki parve joone %. ja vaadeldava joone
puutujate iihtimist nende iihises punktis, sest VF_L x’. Seega § on
méahisjoon.

Pole siiski vélistatud, et & voib olla méahisjoon ka siis, kui tema
punktides VF=0, s.t. kui § koosneb parve joonte isedrastest punk-
tidest.

Lahtine on seni kiisimus, kui oluline on siisteemi (17.3) saamiseks eeldus
funktsiooni u(f) diferentseeruvuse kohta. Kas selle eelduse #rajdtmisel ei lisandu
méihisjooni, mille punktides VF=40 ja siisteem (17.3) pole rahuldatud? Osutub,
et nii see pole.

‘ Tlc">estuseks oletame vastuviiteliselt, et kehtib kiill (17.1), kuid teatava f{, T
orra

Fu(x1(fo), X2(to), u(t)) 0
ja kas Fax (x1(f), *2(to), u(t))=0 Vi Fzx (%1(f0), x2(to), u(t))==0. Ilmutamata
funktsiooni olemasolu teoreemi kohaselt ([3], lk. 205) leidub niisugune ristkiilik
keskpunktiga (x;(fo), x2(%)), et vorrand F(x,, x5 u)=0 méidrab funktsiooni u=
=f (%1, Xg), mis on pidevalt diferentseeruv selle ristkiiliku sees ja rahuldab tingi-
must u () =[(x;(fo), x2(lo)), kusjuures

an (%1, Xo, F (%1, %2))

fxa (%1, Xp) =— P f:(xa, ) - a=Il,2.

Punktis (x;(f), *2(%)) on niiiid vihemalt {iks tuletistest fx, v0i fx, nullist erinev;
olgu nditeks fx (%1(%), %2(%)) 5=0. Vaatleme vorrandisiisteemi

y] - x1.=0s
Ys — (%1, X2) =0.

Et vorrandite vasakute poolte osatuletised x; ja x; jirgi moodustavad funktsio-
naaldeterminandi

(17.4)

1 0
e, fa,

mis on punktis (%;(fs), X2(fs)) nullist erinev, siis méérab see siisteem selle punkii
teatavas iimbruses muutujad x; ja x» muutujate y, ja y. pidevalt diferentseeru-
vate funktsioonidena ([3], lk. 215). Jérelikult siisteem (17.4) miirab vaadeldava
punkfi iimbruse sellise iiksiihese kujutuse tasandi teatavasse piirkonda, mille
iekitavad diferentseecruvad funktsioonid y;==x;, y.=[(%,%2) ja milles parve
jooned . kujutuvad joonteks vodrranditega y.=u, seega y-teljega paralleelsete
sirgete osadeks. Viimaste parvel ei saa olla mahisjoont, sest selle puutuja peaks
olema alati paralleelne y-teljega, mistdttu tema korral y, =0 ja seega ys==const,

‘—'“"fx,,

see aga tdhendaks mihisjoone {ihtimist parve iihe joonega, mis on mdéhisjoone
definitsiooni kohaselt Iubamatu. Nagu kerge kontrollida, siilitab vaadeldav kuju-
tus joonte puutumise, seepirast ei saa mahisjoont olla ka parvel {d. : u= U},
mis on vastuolus eeldusega méhisjoone olemasolu kohta.

Niisiis, méihjsjoone korral kas on rahuldatud siisteem (17.3) v&6i VF=0.
Tegelikult ka see viimane tingimus, mis koos samasusega (17.1) annab siisteemi

F(xy, %5, u)=0, Fx (%, %o, 0)=0, Fg (%1, %o, 1) =0,

viib mihisjoone korral {ildiselt F. (xy, Xs, u)==0 kehtivuseni. TGepoolest, kui see
yiimane siisteern toesti médrab mingi joone, siis on tema mingist kahest vorran-
dist voimalik iildjuhul avaldada nditeks x; ja u kui x; diferentseeruvad funkt-
sioonid. Kui asendada need siisteemi esimesse vorrandisse ning saadud samasust
diferentseerida x; jdrgi teisi vorrandeid arvesiades, on tulemuseks F,-u#'=0 ja
et mihisjoone korral peaaegu koikjal #'5~0, siis F,=0.
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Joonis 13

Kogu eelneva analiiiisi kokkuvdte: antud jooneparve {3 : us U}
puhul tuleb mdhisjoon leida siisteemist (17.3), aga kui sellest siis-
teemist saadud joone punktides VF=0, siis ei vdi kindel olla, et
tegu on mdhisjoonega, vaid vajalik on lisaanaliiiis.

Nédide Olgu jooneparv antud varrandiga
2(x), — u)® — 3(xy— u)?=0.
Lisame siia siisteemi (17.3) teise vorrandi
—6(X% — u)?4-6(xy — u) =0.
Sellest avaldame x;— u= (x¥; — )2 ning asendame esimesse vorrandisse:
(x1 — u)*[2 — 3(x, — u)] =0.

2 2\2

Seega kas 1) xy=u ja x,=u v6i 2) x1=u-|-—3- ja x2=u—[_—(—é—) .
Praegu VF= (6(xi —u)?, —6(x; —u)) ja seega esimesel juhul, mil on tege-
mist sirgega X, =%, on VF=0, kuid teisel juhul, mil meil on sirge

xl—x2—3=0, on VFz£0. Seega teine sirge on mihisjoon, samal ajal kuj

esimene sirge, koosnedes parve joonte isefirastest punktidest, ei ole maihisjoon
(joon. 13).

Harjutusiilesanded

*
19. Tuletada kruvijoone ilmutatud vorrandid, valides parameetriks xj.
20. Tasandil £, on antud punkt @ ja seda mitiesisalday sirge s. Pumkti a
imber pSorleval sirgel valitakse punktid x ja x’ selliselt, et d(x, y)=d(x, y)=
—_

=d(o,y), kus o=s, y=s ning a,x,y on iihel sirgel ja oa on sirge s normaal-

vektor (joon. 14). Punktide x ja x’ hulka nimetatakse strofoidiks (kr. k. otoopof —
keerduv). Koostada strofoidi parameetrilised vorrandid ja ilmutamata vérrand.
Veenduda, et strofoidil on olemas kahekordne punkt.

21. Joon tasandil E, mille kujundab mééda fikseeritud ring- voéi sirgjoont
libisemiseta veereva ringjoone kiilge kinnitatud punkt x, nimetatakse frokhoidiks
(kr. k. Toeyol — ratas). Koneldakse epi- vbi hiipotrohhoidist {(kr. k. emt — peal,

72




Joonis 14

vito — all} olenevalt sellest, kas veerev ringjoon on litkumatu ringjoone peal
voi sees. Kui x on ringjoonel, koneldakse epi- véi hiipofsikioidist (kr. k. xvxhol —
ring). Viimaste tdhtsamad erijuhud (R ja r on vastavalt Hikumatu ja veereva
ringjoone raadius; sirget késitatakse kui l6pmatu raadiusega ringjoont)}: R=o00 —
tsitkloid, r=co0 — ringjoone evolvent; hiipotsiikioid R=4r korral — astroid

)
(kr. k. aotgov — tiht); epitsiikloid R=r korral — kardioid (kr. k. ®agdia —
siida}). Koostada trohhoidi parameetrilised vorrandid nii {ildjubul kui ka ilaimai-
nitud erijuhtudel. Nididata, et ka ellips on hiipotrohhoidi teatav erijuht.

22, Tuletada astroidi ja kardioidi ilmutamata vorrandid, veendudes iihtlasi, et
tegemist on algebraliste joontega. Leida nende joonte isedrased punktid.

23. Joont ruumis Es, mis tekib sfddri ja selle raadiusele kui diameetrile ehi-
tatud podrdsilindri 16ikumisel, nimetatakse Viviani! jooneks. Koostada selle joone
parameetrilised vérrandid. Veenduda, et joonel on olemas kahekordne punkt.

24. Logaritmiliseks spiraaliks koonusel (kr. k. omewga — keerdunud) nimeta-
takse joont ruumis Es, mille kirjeldab punkt x jdrgmises liikumises: tasandi aob
iihtlasel pdorlemisel sirge oa fimber ning punkti x samaaegsel liikumisel médda
sirget ob kiirusega, mis on vdrdeline kaugusega d(o, x). (Erijuhul ob 1 oa saa-
davat joont tasandil nimetatakse logaritmiliseks spiraaliks.) Tuletada selle joone
parameetrilised vorrandid.

25. Mdirata nurk o, mille all Viviani joon ldikab iseennast.

26. Niidata, et logaritmiline spiraal koonusel 16ikab koonuse moodustajaid
konstantse nurga all.

27. Jooneparv tasandil E, koosneb sirgetest, mis I[8ikavad tdisnurgast vilja
konstanise pindalaga kolmnurga. Leida mihisjoon.

28. Konstantse pikkusega 16igu otspunktid libisevad modda kaht ristuvat
sirget. Leida tekkiva l6iguparve mahisjoon.

29. Tasandil E, asetseva joone normaalide parve mihisjoont nimetatakse
selle joone evoluudiks (vrd. [2], 1k. 291—293; [5], 1k. 94). Tuletada parameetri-
liste vorranditega X =x(f), x;=x3(f) antud joone evoluudi parameetrilised vor-
randid. Leida ellipsi evoluut.

30. Mingist punktist lastakse kindlas piisttasandis vilja miirsk konstantse
algkiirusega v, mitmesuguste nurkade o all rohtsihiga. Leida miirsu trajektoo-
ride parve méhisjoon (nn. ohufusjoon, millest kérgemale miirsk ei fduse iihegi
viljatulistamisnurga korral; 6hutakistust mitte arvestada).

31. Ring fikseeritud diameetriga veereb mddéda sirget. Leida diameetri asen-
dite parve méhisjoon.

32. Ringjoone suvaline raadius projitseeritakse kahele ristuvale diameetrile

I Vincenzo Viviani (1622—1703), itaalia matemaatik, G. Galilei ja
E. Torricelli opilane.
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ja projektsioonidele kui pooltelgedele ehitatakse ellips. Leida ellipsite parve mihis-
joon.

33. Lahtugu valguspunktist o kiirtekimp, mille kiired peegeldugu kimbu
tasandis asetsevalt joonelt. Peegeldunud kiirte parve mihisjoont nimetatakse sel
korral joone kaustikaks punkti o suhtes. Ndidata, et ringjoone kaustika ring-
joonel enesel asetseva punkti o suhtes on kardioid.

§ 5. KAARE PIKKUS

Tasandil E; antud joone kaare pikkuse mbistet ja arvutamist
kédsitletakse matemaatilise analiiiisi kursuses, kus vaadeldakse ka
sellekohaseid nditeid ([2], lk. 275—282, 414—415). Tulemused on
ilma eriliste raskusteta iilekantavad joonele n-mootmelises euklei-
dilises ruumis E,. Rakenduslikult eriti tdhtis on muidugi iildistuse
esimene samm — iileminek tasandilt E; ruumi E; (vt. [5], art. 16),
kuid ka edasisel {ildistusel on tidita oluline osa kaasaja geomeetri-
liste meetodite rakendustes. Kiesolevas paragrahvis kisitleme joone
kaar% pikkust kohe iildseades — n-moo6tmelises eukleidilises ruu-
mis En.

18. Kaare pikkuse mobiste. Olgu antud joon 3 eukleidilises ruu-
mis E,: |

T={x: o_x+=x(t), teTcR}
ning 16ik [a,b] <= T. Joone & kaareks J 10,51 nimetatakse alamhulka
‘J'[a’b]={x . Ox=x(t), tE [a_, b]};
punkte x; ja x» kohavektoritega x(a) ja x(b) nimetatakse kaare
10,61 Otspunktideks. ,
Jaotame 16igu [a, b] punktidega #1, %3, ..., t;—1 ¢ 0saks selliselt, et
a=1lg<li<la<Z ... <fq_.1<tq=b.

Joone § punkti kohavektoriga x(fy) tdhistame xy; .seejuur'e-s Xo=
==Xg, Xq=Xp (joon. 15). Positiivset reaalarvu

s(I') = Zq7 d (Xa—1, Xa) (18.1)

o=1

nimetatakse kaare §o5) k66!murdjoone T=1xox1 ... X, pikkuseks.

Joonis 15
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v ——r e — e =

Niitame, et sileda kaare §iqp kO0Imurdjoonte pikkuste hulk on
iilalt tokestatud.
Lagrange’i keskvadrtusteoreemi ([2], lk. 217) kohaselt

Xi (ta) — Xi (toc—i)‘=x; (Tg)) (ta o— toc—i_) ’
kus ™9 & (fa-1, ta), mistottu
x(ta)—x(ta.——i):Pa(ta“—ta-—i): (18.2)
kus
Po= (¥, (T0), ...5 X (1M} ).

Niiiid

d (Yamt, ¥a) = | % (ta) — % (fam1) | = 1 Pa] (fa — fa-1). |
Et x’ (¢) on pidev funktsioon piirkonnas T ja et iga loigul [a,0] =T

pidev funktsioon on selles 16igus tokestatud ([2], lk. 125), siis lei-
dub konstant C; nii, et |/ (#9) | <<Ci. Jérelikult

n n
el =) S <] Za=c
i=1 de==d
ning seega
d (X1, Xa) < C(la — ta-1),
millest

s(IN)= 'Z_q:d (Xa—t, Xa) <C é (lo — to—1) =C(b—a).

See ongi ithine toke koigi antud kaare a3 koolmurdjoonte pikkusfe
jaoks.

Igal iilalt tokestatud reaalarvude hulgal on olemas iilemine raja
([2], 1k. 16); seetditu ka kaare Fa) k86Imurdjoonte pikkuste huigal
on olemas ilemine raja; seda nimetatakse selle kaare pikkuseks ja
tdhistatakse siq,53.

Siin on oluline kaare siledus, sest muida ei saaks rakendada  Lagrange’i
keskviirtusteoreemi. Kuid ka mittesiledal joonel & (vi. arf. 15) vdib olla kaari

&[4,pp mille kodlmurdjoonte pikkuste hulk on fokestatud; niisugusel juhul nime-
tatakse kaart sirgestuvaks kaareks. Sellegi pikkus siq 3 defineeritakse kbnesoleva
hulga iilemise rajana. .
Huvipakkuv on, et sileduse ndue voib olla rikutud kasvdi kaare ithesainsas
pl_l‘l_‘ftkﬁs ning kaar voib osutuda mittesirgestuvaks. Selle kohta saab tuua jargmise
niite. ‘ .
-~ —_—
Vaatleme tasandi £, alamhulka 3pop={x : ox=x({), t= [0, 0]}, kus
9
b=— ja
by’

' 1 1
J(tcos-—;, tsin-t—-), kui ts5£0,

(0’ 0): kui #=0. e

x(f)=



Joonis 16

Siin x(f) on pidev 1digul [0, 4], sest tema koordinaadid on pidevad (isegi dife-
rentseeruvad) funktsioonid poolicigul (0, 4], kusjuures

' 1 1

limx(t) = ( lim¢cos —, lim tsin-—-) == (0, 0) ==x(0).
t-r(} t—0 ¢

Samal ajal aga x(f) ei ole diferentseeruv punktis =0, sest vektorfunkisioonil

x{f)— x(0) _(' 1 1 )

c0os —, sin—
t—0 t t

ei ole piirvddrtust, kui f—»0, s.t. kui ':T‘"’ oo, Jarelikult '5:[0'61 on punktis {=0
mittesile kaar (joon. 16).
Niitame, et see kaar “or[o,b] on mittesirgestuv. Jagame 16igu [O, %] q osaks
punktidega
2 2 1 2

fgmi=—, fy=—

fr=0, h=—ov» , ..., t, = -
? : qmn “ (@+l—o)n 't .

Vastava kddlmurdjoone pikkus on
q.
$(Ce)=[x(t) |+ 2 [*(ta)—*(fa—y) |.
o—=2

a=2, ..., q, mistottu x(f,_;) ja x(f,) on ristuvad vek-

Siin — L=
ty tyy 2
forid, seega

2
Xt )—x(Us_y) | =x(1y) | = N
l (a (oc 1)| l or.l (q+1—oc)n
Jdrelikult
S(I‘)>2 q | _2-(]1 l+l +1)
| q’na_i g1 -t “a\tptytety)

€t ([3], k. 27)
1 1 1
1+-2-+§—+ oo t—=lng+4-A,,
g

kus limAq=C=const>>0 (Euleri! konstant) ning Ing kasvab ¢ kasvades

g =00

! Leonhard Euler [oeler] (1707—1783), 3veitsi piritoluga matemaatik,
Peterburi ja Berliini TA liige.
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tokestamatult, siis s(I'q) voib kiillalt sunure ¢ vdidrtuse korral i{iletada igasuguse
tokke, s.t. vaadeldav kaar ei ole sirgestuv.

Mairgime, et art-s 15 konstrueerifud Peano joon on niisugune mittesile joon,
anille {ikski kaar ei ole sirgestuv.

19. Kaare pikkuse arvutamine. Olgu antud joon F={x : ox=
=x(t); t= T} ruumis En. Osutub, et selle joone kaare \ap; pikkus
avaldub valemiga

s[a,b]=f|x’(t ldt. (19.1)

Toestuseks kasutame suuruse s(I') hindamisel Taylori valemit
funktsiooni x;(¢) jaoks, vottes selles valemis jaédkliikme kohe jargul
2 ning Lagrange’i poolt antud kujul ([2], lk 232):

i (fa)— % (fat) =, (famt) Aab 5 ¥ (01) A2,
kus @¥ & (fa—1,ta) ja Aa=ta— a1 Vektorite jaoks saame siit

1
X (ta) — X (ta_.i)l=x’ (ta—-i) Aa—_l—'—z"—' rq,Ai s
kus
fo=(x] (@), ..., X (e{")).
Niiiid
1
d (xa_i, xa) = Ix (ta) — X (ta'..ui) l = ]x’ (ta_i)Aa+—2 ra,A%a I .

Selle suuruse hindamiseks rakendame vorratust (1.13), vottes k=

=x"(ta—1)Ac ja l:%raAi. Me saame

1 , 1
| % (fam1) | da — - [ 7] A2, <d (a1, %a) <12 (fam) |Bat—5- [ 7| A
ja seetottu -
g g
2% (fa1) | A — a(T) <5 (T) << Z; | X" (fa—1) |Aat+a(T'), (19.2)
kus
1 g
cr.(l‘)\=t—2—~2r |ra| A2 .
o==1

Siin |x7(¢)| kui pidev funktsicon on I5igus [a,b] tokestatud:
|27 (") | < Ki, mistottu

=Y S eor<) Tre=x

i—1 i=1
Tahistades max Aq=A(I') ja asendades A% =Aa-A, puhul esimese
feguri suurusega A(P) saame

0<a(l) < KA(I‘)Z’Aa_a——KA(I‘) (b —a). (19.3)
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Vorratused (19.2) ja (19.3) kehtivad suvalise k6dimurdjoone
pikkuse s(I') korral. Jirgnevalt niitame, et kaare pikkus S[g,p1==
=sup s(I') osutub ithe sellise jada s(Iy), s(I'2), ..., s(Ix) plirvddr-
tuseks, nii et lim A (I'x) =0. Selleks vétame vabalt mingi positiiv-

k00

sete elementidega nulljada &y, &g, ... y Ory oo (62>0, lim6,=0).
. ko0

Ulemise raja mdiste kohaselt vdib 6, korral leida S(I'x), nii et
Sta,b] — 0a {5 (T'k) <TS[ap]. Seejuures voib  alati saavutada, et
A(T'x) <<On, sest kui see nii veel pole, tuleb §(I'x) saamisel kasuta-
tud jaotuspunkte #, t, ..., ¢, tdiendada vajaliku arvu Idigu [a, b]
uute sisepunktidega. Seejuures §(I'y) avaldise (18.1) teatavad liide-
tavad asenduvad iihe v6i mitme taolise kauguse summaga, miststtu
s(I'x) saab kolmnurga vérratuse (1.12) pohjal ainult suureneda,
liletamata siiski iilemist raja, s.t. jdades ikkagi Spq51— 62 ja S[apt
vahele. Kui niiiid £— oo, siis vorduse lim 0r=0 tottu

H=r00

lim s (T's) =5S{q.3), lim A (T':) =0.
K00 ) :
Vorratusest (19.3) jéareldub niiiid, et lima(I'y) =0 ja vorratuse
h—oo
(19.2) pohjal

. . q
Ste,p1=lim [ 37 %’ (ta—1) | Aa].
hesoo =1

Paremal pool piirvidrtuse mérgi all tunneme ira pideva funkt-
siooni

n
f=1x0 =T 3= 0 (19.4)

i=1
Riemanni summa, mille abil defineeritakse funktsiooni f(¢t) médra-
tud integraal kui selle summa piirviirtus protsessis, kus max Aq—0
([2], 1k. 351, 352). Et mingis 16igus pidev funktsioon on integreeruv
selles 16igus ([2], 1k. 361), siis konesoleva avaldise parem pool osu-
tub just selleks méadratud integraaliks, mis on tdestatava valemi

(19.1) paremal pool, ja (19.1) seega toesti kehtib.

Erijuhul, mil n=2, s.t. kui tegemist on joonega ¥ tasandil E,,
jarelduvad valemist (19.1) matemaatilise analiiiisi kursusest tutta-
vad valemid ([2], lk. 414). Nimelt on siis vdrranditega x=q (1),
y=1 () antud joone korral x'— (£,9) ja |¥'|=V&+52, kusjuures
fu'rllktsiooni y=f(x) graafiku puhul x=¢, y=f(¢), mistottu vasta-
valt .

b , b
Swor=JVE+Gdt,  sop= [VIH3() dx.

Valemi (19.1) eelnevas tuletuses liks véja funktsioonide xi(?) tuletiste x;’ (%)

olemasolu ja pidevust. See valem jiib aga toeseks ka siis, kui eeldatakse ainult
tuletiste x’i (¢) olemasolu ja pidevust. .o . :
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Téestus ldhtub valemist (18.2) ja tugineb vahe
Po— x’(tm) =zm
hindamisele. Selle vahe koordinaadid on
X (t‘é’)-—x: (ta_)=z(o';).
€t # () kui Idigus [a, b] pidevad funktsioonid on seal ka ihtlaselt pidevad

([2], k. 136), siis vdib jadas {s(Tx)} kiillalt kaugele minnes saavutada, et o
iga viddrtuse korral lz(;>| on vijksem igast etteantud arvust e:>0 ja seetSttu

[2,] on viiksem igast etteantud arvust e>0. Samal ajal
x(ty)— %(fy 1) =% (1) Ay +2, Ay
Jarelikuit kehtivad vorratused -(19.2), kus praegu
q
al)= 3 |z,|A,.

=1
Jadas {s(T'r)} kiillalt kaugele minnes saame

0=sa(Tr) << g} eAy=¢e(b—a).

o=1

Siit jdreldub, et lima(T'x)=0. Edasine kordab iilaltoodud tGestust.

B—o0

20. Loomulik parameeter. Olgu eukleidilises ruumis E, antud
joon &. Lihtudes valemist (19.1) defineerime funktsiooni s(f)=
=S5(a,}, S-1.

s(t)y= f | % (v) |dt | (20.1)

(paremal pool olev integraal on muutuva iilemise raja funktsioon).
Sellel funktsioonil on selge geomeetriline tdhendus: kui t>a, siis
s () =Sjq,4] On joone kaare Fa,y) pikkus, kui aga t<<a, siis —s ()=
a
= [x'(t)dv="5[1,a; On kaare F1.a) pikkus. Selle funktsiooni vaar-
; ,
tustel
s=5(?)

on seega j‘oonelﬁ tdita samasugune osa nagu nditeks muutuva
abstsissi x vdirtustel x-teljel. Tekib vastav viartuste piirkond

S={s:s=s{t), teT<R}.

Funktsiooni (20.1) saab kasutada parameetri teisendamiseks joo-
nel ¥, sest s(f) kui integreeritava funktsiooni |#"(f)| algfunktsiooni
puhul

s’()y=|x"({)|>0 (20.2)
([2]. k. 371), miststtu nii ta ise kui ka tema podrdfunktsioon #==
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=1(s) on pidevalt diferentseeruvad funktsioonid. Seejuures ([2],
1k. 182)
1 1

d
& O T TemT

Kui joone ¥ vGrrandis x=x(#) teha parameetri teisendus f=
=1(s), s S R, siis on tulemuseks sama joone ¥ uus vorrand

x=x(s),

(20.3)

kus x(s) =x(f(s)) ja parameetril s on eespool selgitatud geomeet-
riline tdhendus. Seda uut parameetrit s nimetatakse joone § loo-
mulikuks parameetriks. Tema puhul jddvad vabalt valifavaks ainult
punkt, kus s=0 (parameetri s alguspunkt, mis esialgse parameetri
puhul vastab vidirtusele =a), ja kasvamise suund, iilejddnu mia-
rab juba joon ¥ ise. Seega koige iildisem teisendus iileminekuks
ithelt loomulikult parameetrilt teisele on jdrgmine:

8'=-+s-s,.
Loomuliku parameetri s puhul on joone ¥ punkti x kohavektori

x=x(s} tuletistel teatavad eriomadused. Liitfunktsioonij diferentsee-
rimise eeskirja kohaselt

X ()= (X, (5), -\ X, (8)) = (] () -£'(5), ..., &, (£) £ (s)) =

=x’(t) v (S) =x’ (t) W-tt—)-l— . (204)
Siit leiame, et
(5) | = [ (F) [ ol
IX (S)l_lx (t)l le(t)l 1:

seega joone punkti kohavektori tuletis loomuliky parameetr jargi
on iihikvektor. Sellest jareldub, et

=[x )| ={ 3 [x, (]} = { 3] 1im )20 P

38 S— 8¢
— tm Zﬂ, {ﬁ(s)—xi (S0) ‘]2 }'/2 — lim | x(5) — x (80) |
g8 Ny S -— 8o oS |'s — s0] )

Paremal lugejas on joone teatava kodlvekiori pikkus (e. koolu pik-
kus), nimetajas aga vastava, kaare pikkus; niisiis, joone hddbuva
kG0lu pikkus ja vastava kaake pikkus on ekvivalentsed hddbuvad
suurused — nende suhte piirvdirtus on 1. Erijuhul saame siit ring-
joone sama omaddust viljendava vordsuse (I2], 1k. 65)

i SI0 a'=1,

a0 O

sest ringjoone kadlu pikkus on 2rsina, vastava kaare pikkus aga
r-2aq.
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Koos tuletisega x” eksisteerib ka x” (viimane tdhendab teist
tuletist s jargi). Eespool saadud tulemuse jargi x?=1 ehk X2+ ...

... +x2=1. Siit saame s jirgi diferentseerimisel
L I T ’ ”
2x; Xt .. —|—2xn x =0

ehk x’x”=0, ehk x” _L x’. Seega joone punkti kohavektori leist jarku
tuletis loomuliku parameetri jargi on risti esimest jirku tuletisega
ehk joone puutuja sihiga.

Need tuletiste x’ ja x” eriomadused on tahtsad esmajoones teoo-
ria jaoks. Praktikas on {ileminek loomulikule parameetrile s ena-
masti seotud tehniliste raskustega, mis vdivad ilmneda nii integ-
raali (20.1) avaldamisel kui ka funktsiooni s=s(t) poéordfunkt-
siooni f="{(s) leidmisel, mistottu jooneteooria valemid tuleb edas-
pidi anda tingimata ka {ildise parameetri jaoks.

Harjutusiilesanded

34. Niidata, et logaritmiline spiraal koonusel on jargmise omadusega: tema

kaare pikkus on vbrdeline kaare otspunktide ja koonuse tipu vaheliste kauguste
vahega.

35. Ruumis E£;3 on antud joon parameetriliste vorranditega x;=acos??,
Xo=asin®f, xz==acos2t (joon projitseerub x;xs-tasandile astroidiks). Leida selle
joone kaare pikkus kahe jirjestikuse isedrase punkti vahel ning joone kogu-
pikkus.

1
36. Ruumis Es on antud joon parameetriliste vérranditega x;=f+7-, Xo==

1
=t——;—, ¥3=21Int (joon projitseerub xxo-tasandile vordhaarseks hiiperbooliks:
xf —xz =4). Avaldada selle joone punkti x kohavektor x loomuliku parameetri
kaudu ja veenduda, et [X’|=1, x” L x’.

§ 6. JOON KOLMEMOOTMELISES EUKLEIDILISES RUUMIS

Rakenduste seisukohalt tihtsaimad on ruumis’ E3 paiknevad joo-
ned. Neid ldheb vaja nditeks teoreetilises mehaanikas punkti kine-
maatika ja punktmassi diinaamika késitlemisel, kus joon esineb
litkuva punkti jidljena ehk trajektoorina ruumis, aga ka mehaanika
monede teiste kiisimuste kisitlemisel. Puutuja ja kaare pikkuse
korval on siin kesksed mdisted joone kooldumistasand, kéverus ja
vadne. Esmakordselt puutume kokku diferentsiaalgeomeetria iihe
viljakaima meetodiga — liikuva teljestiku meetodiga.

21. Kooldumistasand ja liikuv kanooniline teljestik. Joone puu-
tuja punktis x, on art-s 16 defineeritud kui joone loikaja xox piir-

asend punkti x liikumisel médda joont punktini x,. Seejuures selgus,
et kui joone

F={x:ox=x(t), teT =R}
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punkti x, kohavektor on x(fp), siis puutuja sihivektor on x’(f).
Sellega on saanud geomeetrilise tdhenduse joone punkti x kohavek-
tori x(¢) tuletis ¥’ (fy) — see vektor médrab puutuja sihi.

Kidesoleva artikli iilesandeks on leida geomeetriline tdhendus
teist jarku tuletisele x” (¢5). Kuigi saab anda ka selle {ilesande iildise
kéasitluse ruumi E, korral, jddme jirgnevas siiski pohiliselt ruumi
E; geomeetria piiridesse.

Definitsiooni kohaselt x”"= (x’)’, seega

x' (H)—x'(¢
#(to) = tim O =F L

(21.1)

Siin x’(fo) ja x'(f) on joonel kohavektoritega x(fo) ja x(f) mdééara-
tud punktides x, ja x vGetud puutujate sihivektorid. Vaatleme esi-
mest puutujat ldbivat tasandit, mis on paralleelne teise puutujaga
(joon. 17). See tasand 1ibib punkti x, vektoritega x'(f) ja x'(f)
maéaédratud rihis. Teise neist vektoreist voib asendada nende. vekto-
rite vahega x'(f) — %’ (4,), selle aga korrutada reaalarvuga (ft —f)~?,
ilma et me rihist vidlja ldheksime. Seega saab vaadeldava tasandi
rihi méadrata ka vektoriga x’(¢p) ja valemi (21.1) paremal pool piir-
viartuse mérgile jargneva vektoriga. Kui niifid teha selle mérgi all
ndidatud piirprotsess {—#, samasugune nagu puutuja defineerimi-
sel, mil punkt x liigub moédda joont punktini x,, saame vaadeldava
tasandi piirasendina 1abi punkti x, vektoritega x’(f) ja x” (fo) maa-
ratud rihis mineva tasandi. |

Seda tasandit — punktis x véetud puutujat ldbiva ja punktis x
voetud puutujaga paralleelse tasandi piirasendit punkti x liikumisel
moddda joont punktini x, — nimetatakse joone kooldumistasandiks
punktis xo.

Kooldumistasand on {iheselt mdédratud ainult joone sellistes
punktides, kus tema rihti maidravad vektorid x” ja x” on mittekolli-
neaarsed. Uldiselt see muidugi nii ongi. Kui joonel leidub punkt,
kus % (fo) [lx” (%), siis seda punkti nimetatakse joone sirgestuspunk-
tiks. Sirge puhul, mil x=a-+tk ning x¥’=Fk=const ja x"=0, on iga
punkt sirgestuspunkt. Oige on ka vastupidine véide: joon, mille iga
punkt on sirgestuspunkt, osutub sirgeks.

Toestuseks liheme joonel iile loomulikule parameetrile, uurides
eelnevalt, kuidas muutuvad tuletised x” ja x”, kui teha joonel para-
meetri teisendus f=f(1). Kooskdlas seostega (14.5) tédhistame
x(t(t)) =x*(v);. siis (14.6] pohjal

XM =x-1. (21.2)
Rakendades jdllegi liitiunktsiooni diferentseerimise eeskirja, saame
XM= (X ) =x" 24X -1 (21.3)

(vrd. [2], lk. 203). Siit ndhtub, et kui x’llx”, siis ka x*||x*”, seega
joone punkti osutumine sirgestuspunktiks on parameetrist soltumatu
asjaolu. Kui niifid eeldada, et v on joone loomulik parameeter s,
siis art-i 20 tdhistuste ja tulemuste alusel vektor x*=x" on iihik-
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Joonis 17

vektor ja vektor x*”=x" risti selle ithikvektoriga x’. Jarelikult sir-
gestuspunktis, kus see ristuv vektor x” on iihtlasi kollineaarne iihik-
vektoriga X’, on ainus voimalus x”=0. Kui joon -koosneb ainult
sirgestuspunktidest, siis kehtib samasus x"=0, seega x'=Fk=const
ja x=~ks+a, s.t. joon on sirge.

Vaatleme tasandil E, sellist joont, mis on funktsiooni y=F(x)
graafik. Sel korral ‘ '

x=(L1(0), ¥=(LF®), =0 ®).

Sirgestuspunktis peavad x’ ja x” koordinaadid olema vordelised,
see aga leiab aset iiksnes juhul, mil f”{#)=0, s.t. kui tegemist on
graafiku kddnupunktiga. Seega sirgestuspunkti mdoiste on graafikuy
kddnupunkti moiste ildistus kérgema modtme juhule. Edaspidisest
késitlusest jddvad sirgestuspunktid enamasti véilja (kui neist just
eraldi juttu ei tule).

Joone § — E; iga punktiga, mis pole sirgestuspunkt, oleme sidu-
nud teatava sirge — puutuja — ja teatava seda sirget libiva
tasandi — koondumistasandi. Nende alusel saab joone punktis
mddrata ristteljestiku, mille alguspunktiks on joone antud punkt,
esimene telg {ihtib puutujaga ja kahe esimese telje tasand iihtib
kooldumistasandiga selles punktis. Monevorra lahtiseks jddb tel-
gede suundade valik. Puutujal pole suund joone & kui punktihulga
poolt madratud. Kui aga arvestada seda, et meil on joone kisitluse
aluseks vorrand x==x(¢), mille paremal pool on parameetrist { sol-
tuv vektor; siis on loomulik suunaks puutujal vétta selle parameetri
t kasvamise suund; viimane on iihtlasi vektori x’(¢f) suund. Pirast
mond lihtsat parameetri teisendust, kasvdi naiteks teisendust t—
=—I{, muutub suund vastupidiseks ja seda asjaolu tuleb edaspidi
silmas pidada. Mis puutub aga teise telje suundd, siis see asutub
geomeetriliselt méddratuks. Toepoolest, valemist (21.3) néhtub, et x*”
avaldises on vektori x” kordaja #2 alati positiivne. See tdhendab,
et kui x” ja x*” rakendada joone punktist, siis suunduvad nad kool-
dumistasandil : alati {ihele poole puutujat. Seda “pooltasandit, mille
adreks on puutuja ja millesse suundub’ parameetri ‘valikust s&liis
matult ‘joone punkti kohavektori teist jarku tuletis, nimetatakse
joone kooldumispooltasandiks. Teise telje suuna valime niiiid mui-
dugi selliselt, et positiivne pooltelg’ oleks kooldumistasandil. -
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Kolmandal, kahe eelmise teljega ristuval teljel valime suuna
selliselt, et tekiks parema kie teljestik. Sellega on ristteljestik joone
iga punkti jaoks tdielikult fikseeritud (kui on teada parameetri
kasvamise suund). Punkti litkumisel médda joont puutuja ja kool-
dumistasand iildiselt muutuvad, mistottu liigub ka vaadeldav rist-
teljestik. Seda iilalkirjeldatud viisil saadud teljestikku nimetatakse
joone liikuvaks kanooniliseks teljestikuks.

Tema kolmest teljest esimene ldheb nagu 6eldud, mééda puu-
fujat, esimese kahe telje tasand on kooldumistasand. Puutujaga
ristuvat tasandit (s.t. teise ja kolmanda telje tasandit) nimetatakse
joone normaaltasandiks, iga sirget sellel, mis idbib joone punkti —
joone normaaliks. Kooldumistasandil asetsevat normaali nimeta-
takse peanormaaliks (see on teise telje sirge), normaali, mis on
risti kooldumistasandiga (kolmanda telje sirget) — binormaaliks.
Puutujat ja binormaali sisaldavat tasandit nimetatakse sirgestus-
tasandiks.

- Kanoonilise teljestiku baasivektoreid on lihtne avaldada siis,
kui parameetriks joonel on loomulik parameeter s. Art-s 20 selgus,
et tuletisvektoritel x” ja x” loomuliku parameetri jargi on jargmised
eriomadused: |x'|=1, x” L x’. Kui iihikvektorid telgedel — puutu-
jal, pea- ja binormaalil — tdhistada vastavalt ¢, n ja b, siis on kohe
selge, et

(21.4)

Uldise parameetri korral ei tarvitse x” olla iihikvektor. Et x” ja
x” on kooldumistasandi rihis ja x” suundub kooldumispooltasan-
disse, samuti nagu n, siis x"Xx” on binormaali sihivektor, seejuu-
res samasuunaline vektoriga & (joon. 18). Seega

% x!xx” . (xfxx”) Xxi
t=—, = p=bXl=-——=""——. (215
4 X7 XK=l ey - 31

Teades niiiid kanoonilise teljestiku telgede sihi- ja tasandite nor-
maalvektoreid joone antud punktis, saame vajaduse korral leida ka
nende telgede ja tasandite vorrandid.

22. Bartelsi—Frenet’ valemid. Joone § uurimisel ruumis E3; on
erilise tdhtsusega valemid, mis médravad kanoonilise teljestiku tel-
gede sihtide hetkpdorlemise punkti nihkumisel médda joont. Nende
tuletamiseks arvestame kdigepealil, et baasivektorid £, n ja & on
valemite (21.4) jidrgi loomuliku parameetri s funktsioonid, sest
nende valemite paremad pooled on seda. Kui need vektorid raken-
dada mingist fikseeritud punktist o, siis nende vabad otspunktid
kirjeldavad ithiksfdédril kolm joont, mille punktide ¢, n ja b koha-
vektorid on ¢, n ja b (joon. 19). Telgede sihtide hetkpdérde nditavad
. sel juhul nende joonte puutujate sihivektorid #, n’, b’ (neid voib
tolgendada punktide £, n ja b kiirusvektoritena, kui joone loomulikku
parameetrit s késitada ajana). Ulalméirgitud valemid, mille tule-
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Joonis 18 Joonis 19

tamisele kohe asume, annavad nende vektorite #, n’ ja b’ avaldised
baasivektorite ¢, n ja b lineaarkombinatsioonidena. On selge, et nii-
sugused valemid on olemas (sest iga vektori ruumis Es saab aval-
dada ¢, n ja b lineaarkombinatsioonina), kiisimus on ainult selles,
milline on nende konkreetne kuju. Et t=x’, sils ¥=x", kuid (21.4)
jérgi x”=|x"|n. Tahistades

k=|x"| =0, (22.1)
saame esimese valemi kujul

' =kn.

Jargnevalt tuletame kolmanda valemi, s.t. b avaldise. Et b=
=1Xn, slis on vaja eelnevalt leida vekforkorrutise diferentseerimise
eeskiri.

Olgu antud z=2z(f) ja w=w(t). Valemite (2.4) pdhjal

wa= (Zz'ﬂ?)g —_ -2‘31@2) 11—|— (2’36?)1 —_ 21'(@3) lz—l— (Zﬂ?)z — Zgwi) i3,
mistottu
(zXw)'=[(2, ws+2zw;) — (z; w2250, ) | i+
+ [ (Ziwitzw] ) — (2 wst+2107) |2+
+ [(7|wet2w; ) — (2, wi+-2w,) Jiv=
=[ (2, ws— 2 w2) i1} (25 @ws — 2/ Ws) ip- (2 we — 2[ w1) is] +
+ [ (22w] — 25w ) iy (23] — W) b (210, — 2w )is] =

=2 Xw-+t+zXw,

Sellest
b=tXn+tXn'= (kn) Xn+tXn'=tXn’
ja siit & _L £ Teiselt poolt |b|=1, seega b2=1 ja 2bb'=0, s.1.
b _Lb. Jarelikult &, olles risti vektoritega ¢ ja b, on kollineaarne
vektoriga £XXb=—n ja seega leidub kordaja %, nii et

b= —xn. (22.2)
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Teise valemi saab tuletada jargmisel viisil:
n'= (bX1) =b"Xt+-bXt' = (—xn) Xt-+bX (kn) =—kt+xb.

Esitame saadud valemid oiges jérjekorras:

= kn,
n—=—Fkt ~+xb, (22.3)
b= —nn

ning podrame tédhelepanu kordajate maatriksile

1 0 0
—k 0
‘ 0 —x 0].

Siin on tegemist kaldsiimmeetrilise maatriksiga, milles ka kdrval-
diagonaalil on nullid. See tdhelepanek lihtsustab tunduvalt vale-
mite (22.3) meelespidamist.

Valemid (22.3) on tuntud Frenet’ valemite nime all, kusjuures
liikuvat kanoonilist teljestikku nimetatakse sageli ka Frenet’ kolm-
tahuks.! On aga selgunud, et juba 1831. a. ilmus Tartus iilikooli
matemaatikaprofessori Martin Bartelsi (1769—1836) juhendamisel
kirjutatud K. E. Senffi auhinnats, milles joonte kisitlemisel ruu-
mis E; leidis esmakordselt kasutamist Bartelsi poolt viljatéstatud
litkuva kanoonilise teljestiku metoodika.2 T6d sisaldab ka valemi-
tega (22.3) samavididrsed valemid

tn=—nt==k, nWb=-—bn=x% bBt—=1b—=0.

Seda arvestades nimetame valemeid (22.3) Bartelsi—Frenet’ vale-
meiks.

Joonega seotud lijkuva kanoenilise teljestiku ja Bartelsi—
Frenet’ valemite kasutamine kujutab endast liikuva teljestiku mee-
todi rakendamist lihtsaimal erijuhul — jooneteoorias.

23. Koverus. Bartelsi—Frenet’ valemid sisaldavad joone liikuva
kanoonilise teljestiku baasivektorite #, n ja b ning nende tuletiste
t', n’, b’ korval kaht kordajatena esinevat suurust k ja . Et need
baasivektorid ja loomulik parameeter, mille jirgi on voetud tuleti-
sed, on joonega geomeetriliselt seotud, siis peab geomeetriline
tdhendus olema ka kordajail & ja .

Selle selgitamist alustame kordajast k. Seose (22.1) pohjal

k#lx’!] =|t,|,
seega =

E(sy=1# (s0) | = | tim 210 |

8>5) S - SG

! Prantsuse matemaatik Jean Frédéric Frenet [frenee] (1816—1900)
avaldas need valemid 1847. aastal. ' :

? Vi. Lumiste U. Tartu ilikool ja XIX sajandi geomeetria. — Teaduse
ajaloo lehekiilgi Eestist II. Tallinn, Valgus, 1976, lk. 36—68 (eriti lk. 41—43).
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Joonis 20

Uldiselt, kui on tegemist muutuva vektoriga 2(s), siis

| limz(s) |=V[ limzy(s) ]34T lim 22( s)]2—|—[ 111’1’123(8 ]2——

S50 Lo 1) g 211
= lim Y [21(s) |2+ [22(s) ]2+ [23(s) ]2= lim |2 (s) |,
mistotiu ° et |
. §)—1(So
kwﬂ):lsﬂ. |S-——SUI .

Kui nurk vektorite #(so) ja #(s) vahel tihistada ¢, siis, nagu selgub
jooniselt 20,

|#(s)—t(s0) | =|ToT | =2sin 3,
sest |#(s50) |==|t(s)| =1, seega
QSin*—-(E— sin%- ¢
kwo):?—»ﬂm: lﬁ:( _(?“. . | s — so| )
2

Kui s— so, siis £(s) pidevuse tottu #(s)—#(se) ja seega ¢ — 0. Piir-
vadrtuse omadusest saame k(so) kahe piirvddrtuse korrutisena, mil-
lest esimese véidrtuseks on 1 ([2], lk. 65); niisiis

E(so) = lim———. (23.1)

8§59 IS—'SOI

Siin @ on nurk, mille moodustavad puutujate sihid joone para-
meetri vddrtustele so ja s vastavates punktides. Selle nurga suhet
nende punktide vahelise kaare pikkusse |s—So| nimetatakse kaare
keskmiseks koveruseks, sest ta moddab selle kaare kéverdumist
keskmiselt kaareiihiku kohta. Suurus k(so) on kaare keskmise koOve-
ruse piirviddrtus protsessis, kus x(s) pidevuse t{ottu joone punkt x
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kohavektoriga x(s) liigub mééda joont punktini x. Seetdttu seda
suurust k£(so) nimetatakse joone kdveruseks punktis x,. Vektorit

X" =1"=kn, (23.2)

mille pikkuseks on kdverus, sihiks peanormaali siht ja suund on
joone punktist kooldumispooltasandisse, nimetatakse joone kdverus-
vekloriks vaadeldavas punktis. Et £>0, siis tema sihi ja suuna
madrab vektor r, mille leidmiseks on eespool saadud valem (21.5).

Selleks et saada iildine valem kdveruse £ arvutamiseks, meenu-
tame seost (20.4):

X =x"-f
ja leiame siit, et -
x71= (x[)"t"l-_{_x,.t’,:xff.t’2+xf.t").
Valemi (22.1) pohjal k= |x”|. Avaldise lihtsustamiseks on aga
kasulik arvestada, et |x”|=|x"Xx"|. See vordus tdesti kehtib, sest
|X'| =1 ja x”_Lx’, mistottu |{x"Xx”| on ristkiiliku pindala, mille iiks
kiillg on 1; see pindala |x’Xx”| on niisiis vordne teise kiilje pikku-
sega |x”|. Et seejuures
XXX = (% 1) X (&7 -F242 1) = (x/Xx") - 19

ja (20.3) pohjal t’=~I;—,I-, siis kokkuvattes

. ,erx/fI
=
Kui jooneks on funktsiooni xa=f(x:) graafik xixe-tasandil, siis
x = (t, [(t), 0),
x"= (1: fly ’ ’
xlf:= (0’ f/f, 0)’
xl><xll= (0, 0’ ) f!l)

(23.3)

ning

k= ] (23.4)
(14f2)% '

nii nagu see on tuttav matemaatilise analiifisi kursusest ([2];
lk. 287). Erinevus on vaid selles, et joone korral tasandil E, saab
koveruse varustada mairgiga, lugedes ta negatiivseks, kus s kasva-
misel puutuja siht pdérleb negatiivses suunas; nii enamasti tehak-
segi ja sel korral tuleb viimase valemi lugejas 4ra jitta absoluut-
vaartuse mérgid. Ruumis Ej3 ei saa rddkida sihi pédrlemisest posi-
tiivses vOi negatiivses suunas ja seetdttu sel puhul £>0.

Kéverusel on suur rakenduslik tdhtsus. Niiteks punkti kinemaatikas ([4],
§ 8), kus vaadeldakse punkti liikumist ruumis ja kus punkti kohavektor x on aja ¢
X (4-At)—x (1) _
funktsioon x=ux(f), nimetatakse vektorit v=x’= lim N kiirusvekto-
A0

riks ja vektorit
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Joonis 21

v{{4-Af)— v (f)

W=x"== ]im

At->0 At
kiirendusvektoriks.
Seejuures punkimassi diinaamikas kehtib Newtoni teine seadus ([4], lk. 127):
F=muw,

mis seob selle kiirendusvektori massiga m ja kiirendust esilekutsuva jGuvekto-
riga F.

Valemite (21.2)—(21.4) ja (23.2) jargi
U_—_—:x’=x’-s"=t-s’_, (235)
W=x"=x"§24x 5" =1s"}-n (kv?), (23.6)

kus v=|s’| on lilkumise kiirus. Seega litkuva punktmassi puhul on temale
mojuva jou tangentsiaalkomponent F;=mw, kus w=—s” on tangentsiaalkiirendus,
normaalkomponendis Fn=mkv? aga esineb tegurina kéverus k; seejuures mdjub
see normaalkomponent piki peanormaali ja_ suundub kooldumispooltasandisse.
Tegurit kv? nimetatakse normaalkiirenduseks ([4], k. 119).

Koverusega tuleb tegemist teha ka staafika iilesannetes. Olgu nditeks piki
mingit joont (nditeks kdveras tunnelis vai rennis) témmatud painduv ja prakti-
fiselt kaalutu ning venimatu niit, mis asetsegu teatava pinge all tasakaalus.
Oletame lihtsuse mottes, et pinge suurus T on niidi igas punktis {ihesugune
(8. t. puudub niidi hddordumine aluse vastu). Méidrame, milline on niidi réhumine
alusele joone mingis punktis x,.

Vastaku punkt x, loomuliku parameeiri viirtusele so. Vaatleme mdnele tei-
sele védartusele s vastavat punkti x, eeldades, et §>>8p. Punktides x, ja x mojuvad
niidile joud — Tx'(sp) ja Tx'(s) (joon. 21). Kui need joud kanda iihte punkti, siis
resultantjouks on T[x'(s)—x"(ss)]. Meid huvitay rohumine p on keskmiselt
kaarefihiku kohta tuleva j5u piirvéértus, s. t.

p=T lim = ($)—x'(s) _ Tx" (50) =T,

58 §— 8§

RGhumine p on niisiis suunatud piki peanormaali kooldumispooltasandisse, tema
suurus on |p|=Tk,

24, Vidne. Bartelsi—Frenet’ valemeis esinevat teist kordajat
nimetatakse joone vddndeks vaadeldavas punktis. Vddnde geomeet-
rilise tdhenduse selgitamiseks niitame koigepealt, et kui suurus x
on vordne nulliga joone igas punktis, siis joon on tasandiline.
Toepoolest, kui x=0, siis Bartelsi—Frenet’ kolmandast valemist
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b’'=0, s.t. b=bo=const. Samasus bf=0 laseb end niiiid, tinu seo-
sele f=x’, kirjutada kujul
d
'—&;- (box) =0_,
millest
box (5) =p==const.

Siit ongi nédha, et joon asetseb iihel kahest tasandist, mis on risti
fihikvektori by sihiga ning paiknevad koordinaatide alguspunktist
kaugusel |p|, sest joone punkti kohavektor x(s) rahuldab para-
meetri s iga viirfuse korral selle tasandi normaalvorrandit

boX — p=0.

Olgu joone teatavas punktis x==0. Bartelsi—Frenet’ kolmandast
valemist leiame, et

|%|=18"].
Et |b|=1, siis analoogiliselt valemiga (23.1)
|%] = lim—2

§—>Sp IS'_S(ll ’

kus ¢ on praegu nurk vektorite b(s) ja b(so) vahel (joon. 22)‘

Et vektorid b(s) ja b(so) on risti kooldumistasanditega, mis on
voetud parameetri véédrtustele s ja so vastavates joone punktides x
ja xo, siis ¥ on samal ajal ka nende kooldumistasandite vaheline
nurk. Mis puutub nimetajasse |s— So|, siis see on nende punktide
vahelise kaare pikkus.

Kogu piirvddrtuse méargi all olev avaldis kujutab endast seega
suurust, mis moddab, millisel madral keskmiselt kaarefihiku kohta
on joon, niitlikult kdneldes, vilja vddnatud tasandilisest asendist.
Suuruse % absoluutvddrtus osutub selle avaldise piirvadrtuseks
s—§p korral ning nimetus «vddne» on seega téiesti Gigustatud.

Kokkuvottes, vddnde absoluutvddrtus |w| punktis x, on joone
punktides x ja x, voetud kooldumistasandite vahelise nurga ¢ ja
nende punktide vahelise kaare pikkuse suhte piirvddrius punkti x
litkumisel médda joont punktini x,. Vidnde x mérgi geomeetriline
ldhendus selgub art-s 25.

Joonis 22
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Jargnevalt tulevad lahendada vidinde x arvutamisega seotud
kiisimused. Selleks pédrdume Bartelsi—Frenet’ valemite (22.3)
poole, millest saame loomuliku parameetri s korral joone punkti
kohavektori x tuletiste jaoks jirgmised avaldised:

X =t

X' == kﬂ,

xn”=k5n+kny=k’n+k (_kt_l_%n);_—.. (24.1)
= k2L B’ n-Lkyb.

Arvutame segakorrutise x'x”x’”. See suurus avaldub kolme sega-
korrutise summana, millest kaks esimest on vordsed nulliga, sest
kummaski neist esineb kaks vérdset tegurit. Seetdttu

1,17,

| XXX =R¥% (tnb).
Et thb=1, siis

' I1 117,11

X'x"x xX'x"’x
> == S o (24.2)
See ongi valem vidinde arvutamiseks loomuliku parameetri
korral.
Uldise parameetri korral kasutatava valemi saamiseks liheme
koigepealt iildiselt parameetrilt iile loomulikule parameetrile:
x =x(l(s)),
x =x'-t,
x!? =xl/-t’2+xl't”,
xanzx.r”.tvq_l_Sx”.tats-:_l_xf.tus.

Suurus xX’x”’x"” avaldub niiiid kuue segakorrutise summana, mille
seast nullist erinev on ainult {iks, sest tilejddnud korrutised sisalda-
vad vidhemalt kaht virdset tegurit. Seega,

1.1 b2 2]

x'x’x -=_(x,x”x,”) . tie,

kus valemij (20.3) pdhjal '= J:, - Kui tuletame meelde veel kove-

ruse & avaldise (23.3), saame l6puks soovitud valemj vidinde arvu-
tamiseks:

L xfx”x’”

- (xlxx”)'g .
Joone punkti; kus »==0, nimetatakse joone tasandumispunktiks:

see on punkt, kus vektorid x’, ” ja x” on komplanaarsed. Eespool

selgus, et joon, mille iga punkt on tasandumispunkt, osutub tasan-
diliseks jooneks.

X (24.3)

Valemite (23.3) ja (24.3) rakendusniitena arvutame kruvijoone (14.3) kdve-
ruse ja vadnde. Siin

x =(acost asint, bt), x'Xx"= (absint, —ab cos {, a?),
x' = (—asint, acost, b), X?=a%| b2

x” = (—acost, —asint, 0), (" Xx")2=a*(a%+4-b?),
x”=(asint, —acost, 0), xX'x" %" = (2 Xx")x" =qa?b,
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seega

=const, x==——on0u _=const.
a.2+b2 a.2_{_b2

Tdhendab, nii kruvijoone koverus kuj ka vddne on konstanised. Art-s 26
nditame, et kruvijoon on ainuke selline joon, mille korral k=const, x==const.
Uhtlasi on ndha, et parema kéde kruvijoone (b>>0) viidne on positiivne, vasaku
kde kruvijoone (b<C0) vididne aga negatiivne,

25. Joone lokaalne ehitus. Joone antud punktis voetud puutuja
ja kooldumistasand, mille alusel méédratakse joone kanooniline
teljestik, on art-tes 16 ja 21 defineeritud teatavate piirseisudena.
Puutuja seost joonega on lihtne nditlikult kujutleda, kuid kooldu-
mistasandi geomeetriline tdhendus on seni ldhemalt selgitamata.
Seetottu on kasulik uurida joone asendit antud punkti mingis timb-
ruses selles punktis voetud kanoonilise teljestiku suhtes. Uurimise
kdigus selgub iihtlasi vddnde médrgi geomeetriline tdhendus.

Uurimine tugineb matemaatilise analiiiisi kursusest tuttavale
Taylori valemile ([2], lk. 230), mille kohaselt saab joone punkti x
kohavektori x(s) koordinaadid x;(s) avaldada antud punktis xo
voetud kohavektori x(so) ja tuletiste x’(so), X" (So), ... vastavate
koordinaatide kaudu jargmiselt:

X1 (8) =Xi(S0) +X’, (So) As—l—%— X7 (0) (.As)z—}-%- X’ (S0) (AS)3+
RV (s) (As)%
kus s; & [so, s]; i=1, 2, 3. Jarelikult

K (5) = (50) 1 (50) As-mg X (50) (AS) e X (50) (A8)3ok—r 2 (85)";

(25.1)
siin
2 = (xliv(si) , szv (S2), ng (S3))

on vektor, mille koordinaadid on x%V(s) pidevuse tottu igal 16igul

tokestatud.

Seame niitid eesméirgiks vurida joont kanoonilise teljestiku suh-
tes. Mirgime koigepealt, et feljestiku alguspunktiks on joone punkt
xo kohavektoriga x(so). Joone suvalise punkti x kohavektor selles

teljestikus on seega vektor xox=x(s)—x(S0). Uleminekuks selle
teljestiku baasivektoritele ¢, n, b tuleb kasutada valemeid (24.1),
mille alusel saab arendisest (25.1) jdreldada, et

J;;C):tAs-l—% kn (As)2+=—311- (—k2%+-k'n-J-kyb) (As)3—|—-%- 2(As)4,
(25.2)
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kus paremal pool on kirjutise lihtsustamiseks jdetud dra argumendi
So tédhis. Avaldades

Xox =8t Ean-|-EsD,
2=zit+tzon+23b
ja arvestades, et kordajad vastavate baasivektorite t, n ja b ees

—_—
peavad Xox molemas avaldises olema vordsed, saame jargmised
seosed:

Ei—AS _-glrkz (.Asm-.-zllT 21 (As)4, - (25.3)
1 1, 1 _

Lo= 5 k(As)2 4 ETh kR’ (..As)3—|—.-z}—!- 22 (AS)*4, - (25.4)

Ea= -%l—kx (AS)-B—I—?.} 23(As)*. - (25.5)

Vasakul on joone punkti x koordinaadid punktis x, véetud kanoo-
nilise teljestiku suhtes, mistottu saadud seosed on kisitletavad
kui joone parameetrilised vorrandid selles teljestikus; parameetriks
on As, kusjuures vorrandite paremates pooltes olevad funktsioonid
on antud Taylori valemi abil, s.t. oma teatavate ldhenditega.

Jargnevas késitluses eeldame, et joone punkt x, ei ole sirgestus-
ega tasandumispunkt, s.t. et selles punktis

k=0, w340,

Kui niiiid punkt x liigub médda joont punktini xo, s.t. kui As—0,
sils madratakse punkti x koordinaatide &, & ja & kiitumine pealiik-

mete, vastavalt As, 17"*’(53)2 ja %I—kx (As)?® kiitumisega, sest jdrg-

Joonis 23
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mised liikmed kui korgemat jiarku hddbuvad suurused ei saa neid
oluliselt mojustada.

Siit jdreldub, et kui punkt x, liikudes mééda joont, 1dbib punkti
xo, mille tulemusena As muudab marki, siis koordinaadid & ja &;
muudavad samuti méarki, kuid & seda ei tee. Geomeetriliselt tdhen-
dab see, et joon Idbib oma normaaltasandi ja kooldumistasandi
punktis x,, kuid sirgestustasandist jddb ta selle punkti x, ldhemas
imbruses iihele poole (joon. 23), millel =&, n=E8 ja {=E;.

Parema ettekujutuse saamiseks asendame joone niisuguse teda
punkti xp {imbruses ldhendava joonega, mille vorrandid on

B=As, L= k(AS)? Eamgr b (AS)S

siin on vorrandite (25.3) —(25.5) paremates pooltes piirdutud ainult
pealiikmetega,

Vottes kolmanda vorrandi asemele E:=0, saame ldhendava joone
projektsiooni kooldumistasandil:

1
Ei—=As, §2=t-32—k(As)2, E3=0,
mis, nagu niha, kujutab endast parabooli
1
T

(joon. 24). Siit saab selgeks kooldumispooltasandi geomeelriline
tihendus: see on pooltasand, millele projitseerub joon oma punkti
Xy timbruses, kui projitseerida paralleelselt binormaaliga.

Vottes teise vorrandi asemel E3=0, saame ldhendava joone pro-
jektsiooni sirgestustasandil:

Ei=As, E2=0, §3=“317 kx (As)3,

milles tunneme dra kuupparabooli

1
ggzﬁkng, Ez=0

Et £>0, saame siit vddnde xgméirgile jargmise geomeetrilise tdhen-
duse: kui »>>0, siis konesolev projektsioon on tousev kuupparabool,
kui aga =»<C0, siis langev kuupparabool (joon. 29).

Lihendava joone projekisiooni normaaltasandil méédravad vor-
randid

1

—=—-k(As)?, gsz»—l—k%(AS)3,

Ei=0, & 3]

millest
'E‘szagf;".
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Sellise vorrandiga joont nimetatakse poolkuupparabooliks. Siin

£2==0, % £ =-% aglg_ =0, 8.t joone puutujaks alguspunk-

tis on &»-telg, mille suhtes joon on siimmeetriline (joon. 26).

Juba eeltoodust selgub, et joon on eri asendis kanoonilise teljes-
tiku iga kolme tasandi suhtes. Veelgi tdpsemalt saab seda asendit
selgitada puutumisjirgu moiste abil.

Vaatleme joone punkti x, ldbivat tasandit ja tdhistame joomnel
lilkkuva punkti x kauguse sellest tasandist tdhega A (joon. 27).
Vordleme kaugust # punktide x ja x vahelise kaare pikkusega As.
Kui punkt x liigub motda joont punktini xo, siis As—0 ja A—0.

Oeldakse, et joonel on vaadeldava tasandiga punktis x, p-jdrku
puutumine, kui i on As suhtes (p-+1)-jarku hadbuv suurus, s.t. kui

h h |
Bsjz > Tasyp 070
Rakendame seda definitsiooni juhul, kui tasandiks on joone
punktis xo voetud kanoonilise teljestiku mingi tasand. Sirgestus-
tasandi korral A= |&| ning et valemi (25.4) pohjal

Ea Ea 1
as 0 s g R
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siis joonel on oma sirgestustasandiga esimest jdrku puutumine.

Kooldumistasandi korral A=%&s], kusjuures
& Es Es 1
As =0, (As)? ~0, (As)? EE]

kw0,

seega kooldumistasandiga on joonel teist jdrku puutumine. Normaal-
tasandiga ei ole joonel mingit puutumist (definitsiooni pohjal on
siin «0-ndat jarku puutumine», kuid see muidugi tegelik puutumine
pole).

Selgitame tiiendavalt, millal iildse on joonel mingi tasandiga esimest voi

—_
teist jarku puutumine. Kui tasandi normaalithikvektor tahistada m, siis h=rmxx
mng seega (25.2) jargi

1
h= (mt) As-{—? k(mn)(As)?-...
kus ... tihendab As suhtes kdrgema astme liikmeid. Siit

— — mt;
As

jarelikult joonel on tasandiga vihemalt esimest jarku puutumine parajasii siis,
kui mt==0 ehk m _L ¢, see aga tahendab, et tasand ldheb l&bi joone puutuja. See-
juures

h 0 h L

— =0, — k(mn),

As Aoz 2 )

seega joonel on tasandiga vihemalt teist jarku puutumine parajasti siis, kui
mn—=0 ehk m L n, mis aga tihendab, et tasand ihtib kooldumistasandiga. Nii-
siis, kooldumistasand on ainus tasand, millega joonel on vdhemalt teist jdrku
{(kui kx#0, siis tdpselt teist jérku) puutumine, Niitlikult deldes on kooldumis-
tasand see tasand, millele joon antud punkti %, iimbruses koige tihedamalt
liibub — ta on xp, vdikeses iimbruses «peaaegu» sellel tasandil, jaades puutujast
arvates kooldumispooltasandisse.

926. Joone loomulikud vdrrandid. Joon ruumis Es on eespool
defineeritud punktihulgana

% {x : ox=x(t), te TR},

.

kus x(f) omab k jdrku pldevad tuletised ja x'(¢) 70 piirkonnas T.
Sellisel joone esitamisel on mitmete heade omaduste korval ka olu-
lisi puudusi. Praktikas tuleb x(f) anda enamasti koordinaatide
kaudu, selleks on vaja aga peale alguspunkti o fikseerida ka vek-
torite baas ehk teatav teljestik. Seda saab mitmeti teha, mistottu
koordinaatide x;(¢) abil antud kahe joone korral on raske otsustada,
kas meil on tegemist iihe ja sellesama vO0i kahe erineva joonega
ning kas erinevus on ainult asendis voi ka kujus. Lisaks tuleb mar-
kida, et ka parameetrit ¢ v6ib antud joone ¥ puhul valida mitmeti,
mis teeb otsustamise veelgi raskemaks.
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Nii nditeks kaks joont, mille puhul ox=x avaldub kord kujul
x={(achf asht at), t=R,
kord aga sellest {isnagi erinevalt |

a
x=-(-:t, alnt, —
' ¥2 ty2

on tegelikuit iiks ja seesama joon, ainult kahes eri asendis ja erinevalt paramet-
riseeritud. Toepoolest, tdhistades e!==1, saame:

hi ! et4-e—t) l(—]-l) ht . (et —e—t) l(r 1)
chf=— =) = —| —], shi=— —_— Y — ] T — —
5 { 2 \" ¢ 2 2\ 7

ning tehes niifid esimese joone puhul koordinaaditeisenduse

). telw,

I
xt=—— (X1-%2),

V2

x;‘=x3,

x;‘:—" (x; — x5),
V2

leiame tema jaoks, et

a a '’

x*m(—_—r, alnt, W), T [0, o0).
V2 TY2

Seega podratud teljestikus ja teisendatud parameetri puhul on esimesel joonel

tépselt samad parameetrilised vorrandid mis teisel. Esialgsete vorrandite jirgi
aga on seda raske ette niha,

Pakub huvi meetod, mis lubab alati selgitada, kas kaht joont on
voimalik sobiva liikumisega iihtimisse viia vdi mitte. Teatava idee
annab valem (25.2), mille parema poole esimese rea liikmetes vek-
torite ¢, n ja b kordajad soltuvad iiksnes loomulikust parameetrist
s=8§p+AS, joone koveruse ja selle tuletise ning vdinde viirtustest.

Kui xox avaldamisel Taylori valemi ja Bartelsi—Frenet’ valemite
abil minna edasi ja leida ka

XY= (—R2t+k'nt-kub) =
= —2kk't — k2 (kn) 4k n+-k (—kt4-nb) +
+ (Rnu+-k’) b+kn (—un)

ning analoogiliselt jargmised tuletised, siis selgub, et nende aval-
damiseks kanoonilise teljestiku baasil pole samuti vaja teada midagi
muud peale &£, » ja nende tuletiste. See lubab arvata, et funktsioo-
nid %(s) ja x(s) madravad taielikult joone kuju. Et asi tdepoolest
nii on, seda néitab jirgmine teoreem.

Kui kahe joone punktide vahel on vdimalik korraldada selline
liksiihene vastavus, et 1) joonte kdverused ja vdinded vastavates
punktides ihtivad ja 2) suvalise kahe punkti vahelise kaare pikkus
Zihel joonel vordub vastavate punktide vahelise kaare pikkusega
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teisel joonel, siis voivad need jooned erineda ainult oma asendi
poolest ruumis.

Toestus. Oletame, et teoreemi eeldused on tdidetud. Teise ecl-
duse pohjal voime kasutusele votta loomulikud parameetrid selli-
selt, et parameetrite vddrtused joonte vastavates punktides on vord-
sed. Valime vddrtusele s, vastavad punktid ja méddrame nendes
joonte kanoonilised teljestikud. Art-i 10 thest tulemusest jdreldub,
et leidub selline ruumi isomeetria, tdpsemalt liikumine, mis viib:
need teljestikud iihtimisse. Olgu jooned pérast sellist liikumist esi-
tatavad kujul

x=x1(8), x=2x2(8).
Et joonega geomeetriliselt seotud suurused &, »x ja s ei muutu lii-
kumisel, siis esimese eelduse kohaselt
Ri(8)y=ka(s), x1(S)=wn2(S). (26.1)
Peale selle, tidnu tehtud liikumisele,

X1 (S0) =xX2(S0), 191 (So) =1 (So) , n (So) =2 (So) )

b4 (S0) =b2(50).
Moodustame niiiid funktsiooni
8(8) =11(8)ta(s) +n1(S) n2(8) +b1(5) ba(5) (26.3)
ja naitame koigepealt, et see funktsioon on seoste (26.1) korral

konstantne. Selleks arvutame tema tuletise, kasutades Bartelsi—
Frenet’ valemeid ja jdttes lihtsuse mottes kirjutamata argumendi s:

0= (kim1) b1 (Ranz) 4 (—Rits-21by) na-
—+ ny (—Roto-Fu2b2) 4 (—nints) ba---by (—uantz) .

Seoste (26.1) abil on kerge veenduda, et paremal pool koik liikmed:
vastastikku koonduvad ja seetottu toepoolest

& (s) =c=const.

(26.2)

Konstandi ¢ middramiseks méirgime, et 6(so) osutub (26.2) ja (26.3)
jargi kolme iihikvektori skalaarruudu summaks, tdhendab, c=3.

Téhistame vektorite #:(s) ja £(s), ni(S) ja n2(S), bi(s) ja ba(s)
vahelised nurgad vastavalt a(s), B(s) ja y(s). Siis seose (26.3)
parem pool osutub skalaarkorrutise definitsiooni kohaselt nende nur-
kade koosinuste summaks ning kokkuvottes

COS O (s3_+c-os B (s)+cos y(s) =3.

Saadud samasus on aga vorratuse cos x<<1 pohjal voimalik ainult
siis, kui ‘

cos a(s)=cos B(s) =cos y(s) =1,

o a(s)=B(s) =y(s) =0,
Siit jareldub, et
ti(S)Etz(S), ni(S)Enz(S), bi(SI)Ebz(S’).

s. t.
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Esimene samasus tdhendab, et
v

X, (8)=x; (s),

mistottu x:(S) =xz(s)4-¢1. Et aga x:(Se)=x2(s0), siis e1=0 ja
X1 (S) =Xz (S) ]

s.t. jooned on pérast liikumist ldinud {ihtimisse. Teoreem on tdes-
tatud.
Teoreemist jéreldub, et funktsioonid

k=k(s), xu=u(s) (26.4)

maaravad tadielikult joone kuju, jittes lahtiseks ainult tema asendi
ruumis. See asjaolu annab meile diguse nimetada seoseid (26.4)
selle joone erilisteks vbrranditeks. Nendes sisalduvad suurused &,
% ja s on joonega puhtgeomeetriliselt seotud ega s5ltu mingitest
meelevaldsetest teguritest.

Vorrandeid (26.4) nimetatakse joone loomulikeks vérrandeiks.
Teoreemi jéreldus iitleb, et iihiste loomulike vdrranditega jooned
voivad erineda ainult asendi poolest ruumis ning on seega kon-
gruentsed.

Téhtis on ka vastupidine viide: iAtivatel véi itksnes asendi poo-
lest erinevatel joontel on samad loomulikud vérrandid. See jareldub
vahetult asjaolust, et loomulikud vérrandid sisaldavad ainult joo-
nega puhtgeomeetriliselt seotud suurusi: kéverust (art. 23), viinet
(art. 24) ja loomulikku parameetrit (art. 20).

Eespool (art-s 24) selgus, et kruvijoone x= (acost, asint, bf) kéverus ja
vddne on konstandid:

a b

’ H= .
a2+b2 a2+b2

Niid on kerge ndidata, et iga konstantse kdveruse ja viidndega joon osutub
kruvijooneks. Toepoolest, oletame, et joone loomulikud vorrandid on

k=ky wn=xn,
Kerge on veenduda, et kruvijoonel, mille puhul
o ko %
o kZ 4

on tdpselt samad loomulikud vorrandid. Sellest ndemegi, et uuritav joon vdib
erineda kruvijoonest ainult oma asendi poolest ruumis ning on seega samuii
kruvijoon.

27. Uleminek loomulikelt vérranditelt parameetrilistele. Joone
x=x(t) loomulike vérrandite leidmine eji valmista mingeid pohi-
mottelisi raskusi. Meil on ecespool antud valemid loomuliku para-
meetri ning koéveruse ja vddnde arvutamiseks parameetri ¢ funkt-
sioonidena. Loomulike vorranditeni joudmiseks tuleb seostest s=
=s(t), k=Fk(f), n=x(f) parameetri ¢ elimineerimise teel jduda
seosteni R==£k(s), u=w(s). Raskused vdivad siin olla vaid tehnilist
{aadi.
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Selgitame jadrgnevalt, kuidas joone loomulike vdrrandite (26.4)
jargi leida tema parameetrilisi vorrandeid. Seejuures saame iiht-
lasi vastuse kiilsimusele, kas vorrandid (26.4) osutuvad igasuguste
paremate poolte korral teatava joone loomulikeks vérranditeks.

Nende kiisimuste lahendamiseks tuleb péorduda Bartelsi—Frenet”
valemite poole:

t'=PRk(S)n,
n'=—=k(s)t4+x(s)b, (27.1)
b'=—un(s)n.

Neid valemeid voib vaadelda lineaarsete diferentsiaalvorrandite
susteemina vektorite #(s), n(s) ja b(s) méaidramiseks antud funki-
sioonide k(s) ja »(s) korral. Siinjuures voib selle siisteemi integree-
rimise taandada harilike skalaarsete vorrandite siisteemi integree-
rimisele, kui koigi vorrandite pooli korrutada skalaarselt mingi
konstantse iihikvektoriga e. Sel korral saame skalaarkorrutiste
t(s)e=1(s), n(s)e=v(s), b(sye=p(s) jaoks siisteemi

dv |

75 =R (S)v,

dv

dp

'—d?-——%(S)*V.

Diferentsiaalvorrandite teooriast on teada, et igal seda laadi

siisteemil — lineaarsel homogeensel diferentsiaalvorrandite siistee-
mil — on vahemikus (a,b) pidevate kordajate korral etteantud

algtingimustel ©(So)==70, v(So) =wo, B(S0)=0PBo, kus so = (a,b), {iks
ja ainult {iks lahendite siisteem {t(s), v(s), $(s)}, mis on méira-
tud kogu vahemikus (a,b) (vt. [8], k. 207). Kui me iihikvektoriks.
e votame {ihe mingi koordinaadistiku kolmest baasivektorist ey, es, es,
siis skalaarkorrutised t(s), v(s), p(s) osutuvad teatavasti vektorite:
1(s), n(s), b(s) vastavateks koordinaatideks. Sel viisil véime leida
nende vektorite koik koordinaadid ja seega ka need vektorid ise.
Siinjuures tuleb silmas pidada jargmist: algtingimused on vaja

valida selliselt, et vektorid £(so)==t, n(So) =rno, b(S0) =0y oleksid
vastastikku ristuvad tihikvektorid. Kerge on veenduda (jdtame selle
lugeja teha), et sel korral vektorid #(s), n(s), b(s), mis rahuldavad
stisteemi (27.1) vorrandeidy on s iga vadrtuse korral samuti vastas-
tikku ristuvad, sest suurused £2(s), r2(s), b%(s), t(s)n(s) jne. osutu-
vad siisteemi (27.1) vorrandite pohjal konstantideks. Joone x=x(8)
leidmiseks tuleb analoogilisel viisil kéasitleda vorrandit

dx

ds =1(s),

millest etteantud algtingimuse x(s¢)=x, korral saame f{ihe ja
ainult iihe vektorfunktsiooni x=x(s). Vastava joone loomulikeks
vorranditeks osutuvad parajasti etteantud vorrandid k=£k(s),
x=ux(S), nagu kerge ndidata (ka selle jdtame lugeja hooleks).
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Pohilist osa esitatud mottekdigus mangib siisteem (27.2). Tema
lahenduvuseks, aga koos sellega ka joone olemasoluks, on kiillalt
eeldada ainult funktsioonide £(s) ja =(s) pidevust. Ainuke lisatin-
gimus on funktsiooni &2(s) mittenegatiivsuse noue, mis tuleneb sel-
lest, et joone koverus on definitsiooni kohaselt igas punktis mitte-
negatiivne. Muus osas voivad funktsioonid olla valitud vabalt ja
teineteisest téiesti soltumatult.

Mirgime, et siisteemi (27.2) lahendi ainsusest etteantud algtin-
gimustel jareldub ka eelmise artikli tulemus.

Kokkuvottes voime delda jargmist.

Olgu pidevad funktsioonid k(s)==0 ja =(s) missugused tahes,
ikka leidub joon loomulike vorranditega

k=k(8), ’K,=%(S),

kusjuures iga kaks sellist joont vbivad erineda ainult asendi poolest
ruumis.

Joone parameetriliste vorrandite leidmine loomulike vorrandite
jdrgi on eriti lihine tasandilise joone korral, mil »=0. Kui joone
tasand valida xix.-tasandiks ja nurk xi-telje ja joone puutuja sihi-
vektori # vahel parameetri vdirtusele s vastavas punktis tihistada
b= (s), siis

t=ejcosPtexsin.

Arvutades tuletised loomuliku parameetri s jirgi, leiame

kn= (—e;sinyp--escosp) -’

Et iihikvektorid n ja —eysin{p-+4-e2cosyp on molemad risti vektoriga
{, siis nll—eysin¢+e2cos¢ ning kordajad k ja ¢’ vdivad seega
erineda iilimalt méirgi poolest. Tasandilise joone korral loobutakse
tavaliselt koveruse positiivsuse ndudest ja loetakse, et

' — Jim DY
k-—-xp._ii_rg As °

Kui niifid joon on antud loomulike vorranditega
k=k(s), =n=0,

siis koigepealt leiame, et

q:(s)=jk(s)d.s,

ning seejdrel méadrame joone jaoks x=x(s)= (x1(S), x2(s), 0) vor-
randist

x=e1 cos P (5)t-exsinP(s);
mis on samaviirne vorranditega

X ==cosP(s), x,=sin{(s).
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Niitena méidrame joone loomulike virrandite
a
] L]
a“-s*

jargi. Et tegemist on tasandilise joonega, siis leiame kdigepealt

8

ads 8
P(s)= ;f e ==arcfan =

k= ®=0

ning seejirel seostest

dx, [ S a
——=¢0s P(8) =cos| arctan — | =——,
ds - a-  Yai4s?
ng . , r 5 &
——=sin P (s) =sin{ arctan — | =———
ds - a- Va’4s?
saame
8 8
a ds s : sds ‘
x= | ~———=aarsh—, Xp= [ —————=7}a?4s2 q.
o Va?4s? a o T Yad4-s?
Siit
Xt ) X1
§=ash— ning Xxy=ach——a.
a a

Saadud joont nimetatakse aheljooneks, Nimetus on tulnud sellest, et kahes
punktis tlesriputaiud venimatu painduv homogeenne ahel vdtab raskusjdu mojul
just niisuguse kuju (vt. [4], k. 95—97).

Harjutusiilesanded

87. Archimedese spiraaliks koonusel nimetatakse joont ruumis Es mille kir-
jeldab punkt x jdrgmises liikumises: tasandi aob iihtlasel poorlemisel sirge oa
fimber ning punkti x samaaegsel iihtlasel liikumisel mdéda sirget ob. Koostada
selle joone parameetrilised vorrandid ja niidata, et joone kooldumistasand kbonuse
tipus on koonusele puutujatasandiks.

38. Teha kindlaks, et kruvijoone peanormaal 16ikab kruvijoone telge.

39. Kontrollida, et Bartelsi—Frenet' valemid saab nn. Darboux’! vektori
w=xl-4kb abil esitada kujul

t,=(1)><t, n’=m><n, b’=(1)><b.

40. Missuguseid tingimusi peavad rahuldama joone liikuva kanoonilise tel-
jestiku suhtes oma asendit muutva punkti koordinaadid x,(s), X3(8), x3(8) selleks,
et see punkt oleks ruumis E; paigal?

41. Arvutada harjutusiilesandes 37 antud joone kdverus koonuse tipus.

42. Midrata autotee optimfaalne kaldenurk o vertikaalsihi suhtes, kui tee
keskjoon on piistteljega kruvijoone kaar ning keskmiseks soidukiiruseks on ette
néhtud v.

43. Rahuldagu joone punktide koordinaadid vdrrandeid xf=3x2, 2%, Xg==0x3.

Niidata, et selle joone kdveruse ja vdinde suhe on konstantne.

44. Niidata, et logaritmiline spiraal koonusel on jirgmise omadusega:
tema koveruse pddrdvidirtus (nn. kdverusraadius) on loomuliku parameetri line-
aarne funktsioon.

! Jean Gaston Darboux [darbuu] {(1842—1917), pranisuse matemaatik,
Pariisi Teaduste Akadeemia liige.
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"a
45. Leida joonte x==(acht, ashi, at) ja x=(—t, alnt, —
¥2 £ 92
likud vorrandid ja veenduda sel teel, et need jooned erinevad ainult asendi poo-
lest ruumis.

46. Kurvi minek raudteel projekteeritakse moéda sellist tasandilist joont,
mille koverus kasvab vordeliselt ldbitud kaare pikkusega, s.t. mille loomulikud
vorrandid on k=as, x=0 (sel korral ei teki jirsku kiilgtouget). Leida selle
joone parameetrilised vGrrandid.

) loomu-

§ 7. JOON n-MOOTMELISES RUUMIS (n>>3)

Joone moiste on art-s 14 defineeritud sedavérd {ildiselt, et ta on
rakendatav ka n-mootmelise eukleidilise ruumi véi pseudoeukleidilise
ruumi korral (n>3).

Kaare pikkuse ja loomuliku parameetri kisitlus on esitatud
samuti dldkujul eukleidilises ruumis E, antud joone jaoks (vt. § 5).
Osutub, et ka § 6 materjali saab vaadelda iildisemalt seisukohalt.
Kasitlemegi niilid liikuva kanoonilise teljestiku, Bartelsi—Frenet’
valemite, koveruse ja vddnde iildistusi ruumis E, antud joone
puhul. Erilist huvi oma rakenduste poolest erirelatiivsusteoorias
pakub joon Minkowski ruumis 1E,. Kaare pikkuse analoog on siin
seotud liikuva punkti nn. omaajaga. Omalaadse tdlgenduse saab
anda selle joone kéverusele.

28. Joon eukleidilises ruumis E,. Olgu ruumis E, antud joon

= {x, o—;zx(t), t =Tc R}.
Votame joone punkti kohavektori x(£) tuletised
x(t), 27 (1), ..., 20 (t), (28.1)

lisades neile pideva n-jarku tuletise x(™ (¢). Joone definitsiooni tin-
gimuse 2° pohjal x’(¢) %0 (art. 14), kuid jdrgnevas nduame veelgi
rohkem, nimelt et vektorid (28.1) on ¢ iga vairtuse korral lineaar-
selt soltumatud (sel korral koneldakse dldist tiiipi joonest). Juhul
n=3 tdhendab see néue sirgestuspunktide vaatluse alt véljajdtmist.

Joonel voib iile minna loomulikule parameetrile s (art. 20), mille
puhul tuletised (28.1) asenduvad tuletistega

X (8), x"(s), ..., xin—1(s) (28.2)
loomuliku parameetri s jargi, kusjuures, nagu teada,
[x’|=1, x”_LXx.
Tuletised (28.2) ja (28.1) on seotud jargmiste valemitega:

’

x' =x'-,

X” =xl. t”—l—x”' lnz’

xu’=x.[. t!n+3x[/ . t:tn_]_x/]/- t!B,

x[n-1]=xl. t[n_i]+x,’pn—1,2+ . __l_x(n-—.‘!)pn_i’ n_2_|_x(n——1)t’n—1’
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kus pp-1:; =2, ..., n—2 on teatav konstantsete kordajatega
poliinoom tuletiste

fln=il, fla=i=tl g7,

vadrtustest. Esimesed kolm valemit {ihtivad art-s 24 kasutatud vale-
mitega, iildvalemi tdestust on v@imalik kontrollida matemaatilise
induktsiooni meetodiga; et poliinoomide py; tegelik kuju meid edas-
pidi ei huvita, siis jatame selle kontrolli siin tegemata.

Vektorite (28.1) lineaarsest soltumatusest ja sellest, et maat-
riksil, mis méirab iilemineku vektoreile (28.2), on iihel pool pea-
diagonaali iiksnes nullid ning seetottu tema determinant kui pea-
diagonaali  elementide  korrutis  #£-£2. ., , -0 = f2(n—NH2 —
= |¥/| (=02 on nullist erinev, jdreldub (vt. [1], lk. 348), et ka
vektorid (28.2) on lineaarselt soltumatud.

Jérelikult vektorid (28.2) moodustavad baasi. Rakendame sellele
baasile Grami—Schmidti ortogonaliseerimisprotsessi (art. 2), vottes

u—x,
Up—X" — T2,1H1,
Up_g=xIn—1 — Tn—14l1 — Tn—1 22— ... — Tn—,n—2lln—3

ja leides 7y nii et #; oleks ortogonaalne kdigi eelmiste vektoritega
w, ..., Wiy, s.t.

[ily . . .
Ti,j= xu2_ L. =2 ..., n—1; =1, ..., i
J
(vrd. (2.12)). Saadud vektorid uy, s, ..., tn—y on jille lineaarselt

soltumatud ja seetdttu pole iikski neist vordne nulliga. Jarelikult
voib koik nad normeerida, jagades igaiihe oma pikkusega, ning sel
teel saada paarikaupa ortogonaalsed iihikvektorid

b, b3, ..., ta_y. (28.3)
Seejuures

ti=04ix4-05 x4 L 404X, (28.4)

kus o;i=|u:;|"1>0 ja o:; on teatavad s funktsioonid. Jdib veel
lisada vektoreile (28.3) nende kbdigiga ortogonaalne iihikvektor £,
selliselt, et vektorite

tia t?., ey tﬂ*i) tn (28.5)

koordinaatidest moodustatud ,ortogonaalmaatriksi determinant oleks
1 (sellega on ¢, {iheselt miiratud).

Saadud ortonormeeritud baasi nimetatakse vaadeldava joone
kanooniliseks baasiks loomuliku parameetri vdartusele s vastavas
punktis x. Punkti x vektori #=x" sihis ldbiv sirge on juba art-s 16
saanud nimeks puutuja; seda punkti vektorite # ja £ rihis (ehk
x' ja x” rihis) ldbivat 2-tasandit nimetatakse 1-s¢ jarku kooldumis-
tasandiks jne.; iildiselt joone punkti x vektorite #, %, ..., ty
m-rihis (ehk x’, x”, ..., xIm] m-rihis) ldbivat m-tasandit nimetatakse
(m—1)-st jdrku kooldumistasandiks, m=2, ..., n—1. Punkti x
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vektori %, sihis ldbivat sirget nimetatakse joone (m — 1)-st jarku
normaaliks; m==2, ..., n. Juhul n=3 on 1-st jirku normaaliks
peanormaal, 2-st jdrku normaaliks binormaal.

Kanoonilise baasi vektorid (28.3) on loomuliku parameetri funkt- .
sioonid. Nende tuletised on avaldatavad baasi vektorite endi kaudu:

t;. =ai,,1t1+ . e +ai,ntn; i= 1, . ey nr,

kusjuures kordajad peavad rahuldama teatavaid kitsendusi. Koige-
pealt jdreldub valemist (28.4), et t,, kus i=1, ..., n—1, avaldub

xt#HI ., x* kaudu, need viimased aga omakorda #;44, ..., # kaudu,
seega - ‘

Qiipe=...=0;n=0, (28.5)
kui i<tn—1. Teiselt poolt #;t;==08:;, mistottu
b+t =0
ehk '
ai,;+a;,:;=0. (286)

Erijuhul i=j saame siit 2a;;=0 ehk a;;=0, vorduste (28.5) ja
(28.6) pohjal aga

Qi42,i= ... =0p_y,; =0,
kui i<Cn— 1. Nullist erinevad on seega vaid kordajad

Az i41=—0i41,i.
Tahistades
Ara=R1, Qos=ks, ..., Qnotn=Rn—y,

saame eelnenud arutluse kokkuvotteks valemid

£, =kity, (28.7)
£ = —kyt,+ kot (28.8)
t’,n__i"": —kn—ztn—z-}- k:n—i.tn, . (28_.9)
£ =—kuitn, (28.10)

mida nimetatakse vaadeldava joone % < E, Bartelsi—Frenet’ vale-
meiks. Kordajaid

ki, k'z, "y kn—i,' : (2811)

mis osutuvad tegelikult s funktsioonideks, nimetatakse selle joone
koverusteks, seejuures kordajat k; i-ndat jdrku koveruseks.
Valemi (28.4) pohjal :

1, = 0uixU 4 gp axlil e o xUU4- L gy ex.
Tehes siia asendused seosest

x['H"i] =

tiptpipsitid .o ity

T, i+1
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mis jdrelduvad jark-jargult valemeist (28.4), saame Bartelsi—
Frenet’ valemid. Sellest ndhtub, et

Cii | llz'+1|
i+, i+ l Ui |

k=

>0; i=l1,...,n—2

s.t. esimesed n— 2 kéverust ks, ..., kn— on iildist tiiipi joone korral
alati positiivsed. Viimane kdverus kn—y (ruumi Es puhul on selleks
viddne ko=x) vdib olla nii positiivne, null kui ka negatiivne.

Analoogiliselt art-i 27 tulemustele saab lineaarse homogeense
diferentsiaalvorrandite siisteemi lahendi olemasolu ja iihesuse teo-
reemist ([8], lk. 207) jdreldada jadrgmise lause.

Olgu mingis vahemikus (a,b) antud n—1 diferentseeruvat
funktsiooni

ki(s), k2(S), ..., ka-1(S),

mis on positiivsed, vilja arvatud véib-olla viimane. Sel juhul lei-
dub iga ortonormeeritud algreeperi {0, e, ..., en} korral parajasti

iiks joon F={x :ox=x(s), s=(a,b)}, mille kéverusteks (28.11)
on antud funkisioonid, nii et

x(0)=0, #6(0)=ey, ..., ta(0)=en.

Lause toestamisel tuleb realiseerida seesama idee, mida on kasuta-
tud eelmises art-s 27. Toestuse iiksikasjad jdtame lugeja hooleks.

29. Punkti kinemaatika, maailmajoon ja omaaeg. Jirgnevalt
lsheme iile pseudoeukleidilises ruumis E, antud joone g={x : x=
=—x(t), t=T < R} kisitlemisele. Kanname sellele juhule iile kaare
pikkuse mdiste, defineerides kaare Fia,67 pikkuse valemiga

b
Stap1=J | ¥ (1) |dt. (29.1)
a

See valem iihtib vormilt valemiga (19.1) ruumis E, antud joone
kaare pikkuse arvutamiseks, kuid ruumi *E, korral voib |#'(f)| olla
ka imaginaarne voi null. Erilist huvi pakuvad jooned, mille puhul
|’ () | on igas punktis imaginaarne.

Minkowski ruumi 1E, korral jouame niisuguste joonteni, kui
kisitleme punkti liifkumist ruumis Es aegruumi seisukohalt. Vastaku
igale ajahetkele ¢ liikkuva punkti teatav asend X koordinaatidega
(%1, %2, x3). Sel juhul osutuly iga koordinaat x; aja ¢ funktsiooniks

x=li(t); i=1,23. (29.2)
Seda asjaolu voib viljendada ka punkti X kohavektori 0X=x
abil:
x=f(1).

Edaspidi vaatleme iiksnes punkti sellist lilkumist, mille puhul
liikuva punkti asendite hulk

J=—{X = E; : oX=x=}(t), t=T <R}
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osutub jooneks art-s 14 antud definitsiooni mottes, s.t. on olemas
tuletis ¥ (ja voib-olla ka korgemat jarku tuletised x”= (x’)’ jne.)
ning see on iga { & T korral nullist erinev 1.

Selgitame koéigepealt punkti kinemaatika moéningaid mdaisteid
ruumi Ej seisukohalt (vrd. [4], 1k. 106—114). Joont § nimetatakse
vaadeldava liikuva punkti frajektooriks. Kui minna sellel iile loomu-
likule parameetrile, siis (20.4) ja (20.3) pdhjal

x'=x"s".
As
Et siin |x'|=1, siis |#'|=]s’|=lim |—-| on punkti liikumise
At—>0 A

kiirus v. Seetottu vektorit x” nimetatakse kiirmsvektoriks ja téhista-
takse v=x’; tema siht on trajektoori puutuja siht ning niitab
seega liikumise sihti antud hetkel, tema suund nditab liikumise
suunda ja pikkus on vordne liikumise kiirusega v (vt. ka § 23 16ppu).

Aegruumis E3XR, kus punkti X & E; kolmele koordinaadile
X1, X2 ja x3 lisandub neljas koordinaat x,=ct, osutuvad punkti lii-
kumise vorrandeist (29.2) tulenevad seosed

xi=[; (~—~) ;o i=1,2,3 (29.3)

iihe joone § ilmutamata vorrandeiks. Erirelatiivsusteoorias, kus
aegruumi késitletakse Minkowski ruumina 1E, (nn. Minkowski maa-
ilmana) selles toimiva isomeetriliste teisenduste Poincaré rithmaga,
nimetatakse seda joont punkti maailmajooneks.

Minkowski ruumi !E, iga lahutus E3XR «ruumiks» ja <«ajaks»
on madaratav teatava ristreeperiga {o, i, i, is, i}, mille alusel saab
sisse tuua punkti x &1E, koordinaadid xi, %2, x3, x» kui kordajad
avaldises '

—

O.’C=)_C1i1+)€2i2+x3i3+xii4;
ruumiks Ez on hiipertasand vodrrandiga x=0, ajaks muutuja
tﬂ—--s—(l:—~ x,. Fiilisikas rddgitakse sel puhul elementaarsiindmuste taust-

siisteemist ehk tdpsemalt inertsiaalsfisteemist, mis kujutab endast
mingit ruumis E; madératud ristkoordinaadistikku koos kellaga aja
mootmiseks ([7], lk. 48). Maailmajoont ¥ saab kasitleda kui *E,
alamhulka, mis koosneb jidrgmistest elementaarsiindmustest (X,¢):
liikuva punkti asetsemine ajahetkel ¢ ruumipunktis X.

Uleminek iihelt ristreeperilt teisele ruumis 1E, tehakse teatava
isomeetrilise teisendusega ehk Poincaré riihma elemendiga. Eri-
relatiivsustecorias vastab sellele {ileminek f{ihest inertsiaalsiistee-
mist teise: sama elementaarsiindmuse vaatlemine teises taustsiistee-

mis koordinaatide xi, x5, Xy, X, abil, kus &) =ct’. Seejuures

1 Art-s 15 késitletud Peano joonte olemasolu néiitab, et voib leiduda ka neid
tingimusi mitterahuldavaid punkti lijkumisi; tuntakse nditeks vedelikus vdi gaasis
heljuvate filiviikeste aineosakeste kaootilist, nn. Browni liijkumist.

107



—
r r 27 r s/ =7 rf 37
o'Xx=x ¥ X, b, +x, 0 +x. T,
T — ——
kus i, avalduvad i, kaudu valemitega (12.2) ning ox ja 0o'x vahel
_— _— ——— —
on seos 0x=00"-4-0'%, milles 00'=A4i1+Aziz+AsistAuis. Asendus-
tega saame niiiid

—_— & 4 4 4
ox= 3! At 31, ( 3 Awin) = 3 (At 3, Aw)

n=1 v—=1 - p=1 p=1

ja vordlus varasema valemiga annab

4
oAk 3 A p=1, .., 4

v=1

Vaatleme teise taustsiisteemi suhtes paigalseisvat punkti P’
selle maailmajooneks on sirge vorranditega x’ =p; =const, ¥, =ct’;

i=1, 2, 3. Esimeses taustsiisteemis saame

3
xizAi—l— E p;Aji"i'CtrAi‘i’
j=1

J=

3
ct=At 3 P Aptct’Au.

j==1
Siit on nédha, et t’=A;it+tD ja
Ky==0;-+1ks,
kus kf=cA;;1A4i ei soltu p’, valikust. Lisades viimastele vorranditele
x,=ct,

saame sama maailmajoone kui teatava sirge parameeirilised vor-
randid esimese ristreeperi suhtes. Teiselt poolt aga selgub, et
dx-i

Vi =k;=const;
seega teise taustsiisteemi suhtes paigalolevad punktid liiguvad esi-
mese taustsiisteemi suhtes niiviisi, et neil on {iks ja seesama kons-
tantne kiirusvektor. Sel puhul Geldakse, et teine taustsiisteem liigub
esimese suhtes translatoorselt (pddrlemiseta), {ihtlaselt ja sirgjoo-
neliselt ehk lithemalt — inertsiaalselt ([7], lk. 48). (See annabki
Giguse nimetada vaadeldavaid taustsiisteeme inertsiaalsiisteemideks:
igaiiks liigub iga teise suhtes inerisiaalselt.)

Huvitava tolgenduse saab anda imaginaarsele kaugusele d(x, y)
Minkowski ruumis !E,. Olgu punktidel x ja y teatava ristreeperi
suhtes koordinaadid x;, xs=ct ja yi ya=crt; i=1,2,3. Nouame, et
leiduks selline teine inertsiaalsiisteem, milles mingi paigalolev
punkt P’ (nditeks siisteemi alguspunkt O’) oleks esimese siisteemi
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seisukohalt ajahetkel ¢ punktis X ja ajahetkel v punktis Y. Teise
siisteemi suhtes kujutavad x ja y paigalseisvas punktis toimuvaid
siindmusi (P’,t’) ja (P’,%'). Inertsiaalsiisteemid on vastavuses Min-
kowski ruumi 1E; ristreeperitega, kusjuures kaugus d(x,y) ei soltu

nende valikust. Kui niiiid arvutada kord

3
dwy) =] 2 (i gyt—(n—p =
i=t |
| ~
=Jd2(X, Y)—.c'ﬁ(t—t)lz=c|t——'c|]/-§—l,

d(X,Y ' | | |
kus U=—|—§-¥_—’_jcll~ on P’ liikumise kiirus esimese siisteemi suhtes,
ja kord

d)=| 2 @, — ) — (5, — )2 —ic|t"— ],

-siis selgub, et see kaugus on puhtimaginaarne, kusjuures reaalarvu-
liseks kordajaks on ¢ kordne suurus

’ .r | H—*_I;E | |
[ —v| =] 1—=t—xl. (29.4)

Jarelikult |v|<Cc, s.t. teise inertsiaalsiisteemi liikumise kiirus esi-
mese suhtes ei saa iiletada konstanti c¢; fiilisikas tdhendab see val-
guse kiirust. Suurust (29.4) nimetatakse punkti P’ omaajaks. See
on aeg, mida moodab selle punktiga kaasalitkuva inertsiaalsiisteemi
kell. Teda iseloomustab (kordajaga ic) selle inertsiaalsiisteemi abil
paaridele (P/,#) ja (P’,1’) vastavusse seatavate elementaarsiind-
muste x ja y kui ruumi ‘£, punktide vaheline kaugus d(x,y). Mér-
gime, et kui #’s&1/, siis (29.4) pohjal ka t=7 ja v<lc.

Po6rdume niiiid tagasi punkti X litkumise juurde ruumis Ej, mis
olgu teatava inertsiaalsiisteemi suhtes médratud vorranditega (29.2).
Minkowski ruumis !E, esitab seda maailmajoon ¥ parameetriliste
vorranditega

x-;=fi(t), X4=Ct,
mida vdib punkti x =% < !E, kohavektori x abil esitada kujul
x= (2, ct),

kus z==([1(#), f2(¢), fs(t)) on punkti X kohavektor ruumis Ejs Joone
¢ puutuja siht mdératakse vektoriga

x'=(Z,¢) (29.5)
ning. et siit |
X2=2"2—2=|2"|2 — ?=v% — 20,

siis ruumis E; liikuva punkti maailmajoon osutub selliseks jooneks
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& Minkowski ruumis £, mille puutuja sihivektor ’ on imaginaarse
pikkusega (ehk ajasarnane):

_— U2
I'4 — 2 _ 2=' e —
| x| =Yv2—c le =

Seetottu litkuva punkti X maailmajoont Minkowski ruumis £, nime-
tatakse ka ajasarnaseks jooneks.
Valemi (29.1) jérgi
b

b —_
! 1 72

osutub puhtimaginaarseks. Reaalarvulist kordajat

b o
L v
T[a,b]=|fVl -—hgéﬂ-df

nimetatakse ruumis Es liikuva punkti X omaajaks. Erijuhul, kui
2’=v=const, s.t. kui punkt liigub ruumis Es iihtlaselt ja sirgjoone-
liselt, osutub 7pa,p; vordseks eespool késitletud omaajaga (29.4).
Kehas toimuvad protsessid kulgevad alati selle keha omaaja
jargi, sdltumata keha liikumisolekust. Sellel faktil pohinevad (seni
veel teoreetilised) arutlused, mille  jargi iilikaugreisilt naasnud
kosmonaudid leiavad, et aeg Maal on kulgenud maérksa kiiremini kui
kosmoselaevas ([7], lk. 96). Arutlused tuginevad asjaolule, et kui

2 h
v%0, siis Vl—%<1, mistottu Tpep;<< fdi=0—a, s.t. omaaeg

on vaiksem kui n.-6. korvaltvaataja inertsiaalsiisteemis kulgev aeg.

Erilist huvi pakuvad valguse kiirusega levivate signaalide maa-
ilmajooned Minkowski ruumis !£;. Neid nimetatakse valgusjoonteks.
Sel korral v=c ja jérelikult alati s,5;=0. Valgusjoone puutuja
sihivektor x” on igas punktis isotreopne (s.t. pikkusega null), seega
puutuja on isotroopse koonuse moodustaja, mistdttu valgusjooni
nimetatakse ka isofroopseteks joonteks. Valgussignaali omaaeg on
samaselt null, temaga seotud siisteemis on aeg tardunud.

Loomulikult on Minkowski ruumis 'E, olemas ka jooned, mille
puutuja sihivektor on reaalse pikkusega. Neid, nn. ruumisarnaseid
jooni saab kéisitleda samuti nagu jooni eukleidilises ruumis Ej:
madrata kaare pikkus, loomulik parameeter jms. Fiiiisikalistes
rakendustes pole neil sellist tihtsust nagu ajasarnastel ja isotroop-
setel joontel, sest reaalselt eksisteerivate mateeriaosakeste maailma-
joonteks nad olla ei saa. Kiill on nad olulised mitteeukleidilise geo-
meetria késitlemisel aegruumi !E, abil (edaspidi art-s 56).

30. Joone koverius Minkowski ruumis. Uurime ldhemalt ajasar-

nast joont F={x : ox=x({), t=T =R} Minkowski ruumis 1Ej.
Sellise joone puutuja sihivektor ¥’ on imaginaarse pikkusega. Kui
parameetriks joonel F votta reaalarvuline suurus
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———————

¢ i
K .
o——i [ |wdt=c [} 1 —Z-d (30.1)

—p

(ruumis E; litkuva punkti omaaja 7t ja ¢ korrutis) ja x=0x tule-

tised selle jirgi tahistada x’, x”, ... siis selle t6ttu, et o'(f)=
1 4

T DT T P i 5
=—Ii|x'| ja X'=x"-F(0)=x P le,! , saame

x2=—1.
Diferentseerides leiame, et
o ox'x"’' =0,
seega 1y =X’ ja fp==|x"|~!x"” on ortogonaalsed, seejuures
‘ 9 % ‘
ti -""_" 1’ tLZ 1.

Edasi mddrame
| Us=x" — 131t — T3zt
selliselt, et usti==0, usfo=0, s.t. votame
Tsi=—X"t, T32=X Tt .
Eeldades, et x’, x”,x"” on lineaarselt sdltumatud (sel juhul konel-
dakse iildist tiiiipi joonest), saame wus#0, kusjuures u: >0, sest
imaginaarse pikkusega vektoriga #; ortogonaalsed vektorid on koik
reaalse pikkusega (art. 8). Seetdttu : e :
3= | u.3]*1u3

on vektoritega #; ja f, ortogonaalne iihikvektor. Lisame siia veel
iihikvektori #,, mis on ortogonaalne vektoritega #, f; ja f3, valides
ta suuna nii, et saadud nelja vektori koordinaatidest moodustatud
determinant oleks positiivne.

Tulemuseks on baas {fi, fs, fs, i}, mida nimetatakse ajasarnase
joone § < 'E, kanooniliseks baasiks parameetri vddrtusele o vasta-
vas punktis. Samuti nagu art-s 28 defineeritakse joone puutuja
ning 1-st ja 2-st jarku kooldumistasandi ja 1-st, 2-st ja 3-ndat jarku
normaali moisted.

Avaldiste

t; =ahifi—l—ahztz—l—ahats—l—ah4t4', k= 1, . ey 4

kordajaile saame monevorra teistsugused kitsendused kui art-s 28,
sest niifid on 2 =1 asemel £ =—1. Endiselt kehfivad seosed (28.5),

mis praegu annavad
Ai3— Q1= a24=0. (302)
Scoste (28.6) asemele tulevad

(1= Qoo == A33== Ay ==0), ﬂ
A —am=0, awmtar=0 (& I>1),

111




millest vOrduste (30.2) alusel jareldub, et

L a31=a41=a42; 0.
Téahistades ka siin
) ‘ . a12=,ki, a23':k2: a34=k3,
saame kokkuvottes valemid

. b=k, | (30.3)
£ = kity+ kots, (30.4)
£ = —hoty+kst,, (30.5)
t;———-w—k3t3, (306)

mis kujutavad endast Bartelsi—Frenet’ valemeid ajasarnase (ehk
imaginaarse kaarepikkusega) joone § — !E; jaoks.
Kui joon § < *E; kujutab endast ruumis Ej vorranditega
x=f1(l), x=[(t), xs=fs(?)
madratud punkti lifkumise maailmajoont, siis (29.5) kohaselt
X'=(Z,¢),
kus 2= (f1(?), [2(¢), [5(t)). Punkti trajektoor ruumis Es on samuti
teatav joon ¥, mille puhul véib kasutada eespool saadud tulemusi.
Nii on néiteks
2=2-5"=1v,
kus ¢ on trajektoori § puutujasihiline {thikvektor ja v=s’ on liiku-
mise kiirus. Seetottu ruumis 1E,
x=—pz2__ C2=1yp2—— (2

ning
t1=——1-— (@, c).
V2 — v2
Edasi leiame, et |
t,1'=t; 't,=t; ,L=t: .--——1....__ ,
o’ V2 — v2
kusjuures
i
t; = = (zls C)_ +—'_!'_"“ (Z”, 0)
(Yer—ov2)s V2 — v2
ning valemite (23.5) ja (23.6) féahjal
A (tv, (:)QTL ! (tw--nkv?, 0),
(Y o v2)3 - Yer— 12
k111(s Iw=u"=s” on litkumise tangentsiaalkiirendus ruumis Es. Jire-
likult

. w2, vw ] kuv? cow )
ti_(t[_c2_t,2_'_(62__02)2 +n 22— p3 (c2—uv2)2 /)’
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kus nurksilgudes 4
w(c*—v?)+viw 2w
(c2— U_,z).z — (02 — v2)2

Esimese kéveruse %, jaoks saame niiiid jirgmise avaldise:

i=ti=| T [+ | - [ 2% [ =

k204 (€2 — %) - 22

—— . (30.7)

Niisiis, maailmajoone esimene kdverus avaldub liikumiskiiruse v,
tangentsiaalkiirenduse w ja trajektoori koveruse £ kaudu. FEt
¢t —v2>0, siis k1==0 leiab aset iiksnes sel juhul, kuj =0 ja w=0,
s.t. kui ruumis E; on tegemist iihtlase liikumisega mddda sirg-
joont. Kui trajektoor on kiill sirgjooneline (k=0), kuid likumine
pole iihtlane, on

PR L . |w]
|\ R
— 712}3 2 \3
¥ (2—12) Cz-l/(l'—‘i')
62.

Saadud suurusel on relativistlikus kinemaatikas lihtne tolgendus:
ta on sirgjooneliselt, kuid mitteiihtlaselt liikuva punkti omakiiren-
dus — kiirendus punktiga kaasaliikuva inertsiaalsiisteemi suhtes
(vt. [7], 1k. 92). |

Uhtlase lilkumise korral tuleb valemis (30.7) votta w=0 ja
seega |

ko2 -
2—o2 '
kus lugejas tunneme &ra kiirendusvektori w normaalkomponendi
(ehk normaalkiirenduse; vrd. art. 23). Uldiselt nimetatakse punkti

liikumist, mille korral ki=const, iihtlaselt muutuvaks (vrd. [7]
1k. 91). ‘ |

b=

Harjutusiilesanded

47. Punkt x liigub harjutusiilesandes 37 kirjeldatud viisil. Arvutada selle
liikuva punkti omaaeg Tpo,x,] koonuse tipu ldbimise hetkest (v=0) kuni hetkeni o,

48.. Arvutada sama liikumise maailmajoone esimene kverus ky; punktis, mis
vastab koonuse tipu l&bimisele (s.t. v==0). »

8 Diierentsiaalgeomeetria



III. PIND KOLMEMOOTMELISES EUKLEIDILISES
RUUMIS

§ 8. PIND JA SELLE PUUTUJATASAND

Klassikalise diferentsiaalgeomeetria teine pohiline uurimisobjekt
joone korval on pind. Pinna mdiste intuitiivseks aluseks on kujut-
lus mingit keha vdi ruumiosa piiravast pinnast. Lihtsaimad pinnad
on tasapind ehk tasand, kerapind ehk sfddr, podrdsilinder ja -koonus
(pindadena). Monevorra keerulisema ehitusega on iildisemad teist
jarku pinnad: ellipsoidid, hiiperboloidid, paraboloidid jt.

Alljargnevalt defineeritav pinna moiste diferentsiaalgeomeetrias
on juba kiillalt iildine ja sellest piisab téiesti valdava enamiku
rakenduste jaoks, ent see pole siiski koige iildisem. Kui me joone
moistet kisitledes tutvustasime eespool pogusalt ka selliseid iildis-
tusi nagu Peano ja Jordani jooned, siis pindu vaadeldes jddme
eranditult diferentsiaalgeomeetria raamidesse, ehkki ka pindade
puhul on olemas analoogilised iildistused. '

31. Pinna mdiste ja vorrandid. Tasand ruumis E; madratakse
vorrandiga AixiAsxe+Asxs+A,=0, kuid see on fihtlasi ka koha-
vektoriga

x=a—|—t1k1—|—tgk2

madratud punktide hulk, kus ki¥ k. ning ¢ ja #; on reaalarvude
hulgas R sdltumatult muutuvad parameetrid (vt. art. 1 ja 2). Sfdéar
ruumis E; midratakse analoogiliselt kas vorrandiga

(%1 — €1)2+ (%2 — €2) >+ (X3 — Ca) 2= 12
(vt. art. 7) voi parameetriliselt vorrandiga
x=(rcos 01 cos B2, rcos B;sin Bz, rsinbi), (01,0:2)

e[ —%, —”2‘—]+[0, 9] (31.1)

{vrd. [6], lk. 286). |

Matemaatilise analiiiisi kursuses kaisitletakse pddrdpinda kui
punktihulka ruumis Es, mis tekib mingil tasandil oleva joone poor-
lemisel sirge iimber, mis on samal tasandil ja millest joon on {ihel
pool, ning leitakse sellise podrdpinna pindala ([2], lk. 416—418).
Koostame niiiid pddrdpinna vorrandi, mis iildistab sfdéri vérrandit
(31.1). Selleks valime ristreeperi {0, ei, e, €3} nii, et o asuks kones-
oleval sirgel — poordeteljel — ja e; oleks selle sirge sihivektor
(joon. 28). Péérleva tasandi saab midrata punktiga o ja ristuvate
-
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Joonis 28

iihikvektoritega e; ja e. Kui podrdenurk ey sihi suhtes tihistada A,
siis
e=—e;cos A+essin .

Podrlev joon olgu sellel tasandil ristreeperi {0, e, es} suhtes mai-
ratud parameetriliste vérranditega x=g(¢), x3=y(I), t=T. Tema
suvaline punkt x, mis on iihtlasi tekkiva podrdpinna suvaline punkt,
on siis kohavektoriga

X=@(t)e+p (t)es=q(f) (€1 cos A+e2sin A) + (£) es
ning poérdpind méératakse jérelikult vorrandiga
X= (@ (f) cosh, @(t) sink, ¢(f)), teT, s [0, 2a]. (31.2)

Podrleva joone asendeid nimetatakse podrdpinna meridiaanideks,
selle joone fikseeritud punktide poolt kirjeldatud ringjooni parallee-
lideks. Sfdar on erijubt, mil pooriev joon on poolringjoon voérran-

ditega x=rcost, xs=rsint, te[——g-, %

Matemaatilises analiiiisis kahe muutuja funktsiooni kisitlemisel
nimetatakse pinnaks xixptasandi piirkonnas D antud funkisiooni
xs=[(x1, X2) graafikut kui punktide (xy, xs, f(xs, x2)) hulka, kus
(x1, x2) €D ning eeldatakse funktsiooni f diferentseeruvust ([3].
lk. 171 ja 172). Kohavektori abil saab sellise pinna esitada niisiis
vorrandiga

x= (X1, X2, [ (X1, X2)), (%1, x2)= D.

Need ndited on erijuhud lihtpinna iildisest méistest, nii nagu
seda késitletakse diferentsiaalgeomeetrias.
Lihtpinnaks eukleidilises ruumis E3 nimetame hulka

T={xe Es : x=(x1(u, Uz), x2(us, ths), xs(u, us)), (wy, uz) = D},
(31.3)
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kus x=ox on antud oma koordinaatidega mingi ristbaasi {0, ey, ez, es)
suhtes, D on teatav piirkond wus-tasandil ([3], lk. 154 ja 155)
ning |

1° funktsioonidel x;(us, 42); i=1,2,3 on piirkonnas D olemas
kui tahes kérget jarku osatuletised koigi argumentide jargi ([31,
k. 167, 169, 171);

9° kaherealine ja kolmeveeruline maatriks
l - 0x;

Otly

|: i=1,23a=1,2

on piirkonna D igas punktis maksimaalse vdimaliku astakuga 2.

Seoses (31.3) oma koordinaatidega xi (4, 42) antud vektor tahis-
tatakse x(uq, uz); tegemist on kahest parameetrist u; ja u2 soltuva
vektoriga, nn. vektorfunktsiooniga. Tekib vorrand

x=x(u1, ug), (ui, uz) = D, (314)

mis maidrab konesoleva lihtpinna ; seda vorrandit nimetatakse
lihtpinna § parameetriliseks vektorvirrandiks.
Niinimetatud osatuletisvektorite

X __2‘_.__1( dxy Ox;  0x3 )
* "\ Oug Oy, /’

Ol

a=1, 2

. aua

abil saab tingimused 1° ja 2° esitada jargmiselt:

\” vektorfunktsioonil x(u, ;) on piirkonnas D olemas osatule-
tised — vektorid xg,

. _( 02x4 0Pxg 02x3 )
N\ GuqOug * OuqOug ' OugOup !’

ahxi o*x3 ) .
Ollg, . ..0Ug " Oug....O0Ug, /'

xa.i...cxn= (

2’ piirkonna D igas punktis x;Xx250.

Tingimuste 1° ja 17 samavdédrsus on ilmne. Mis puutub tingi-
musse 2°, siis selles esineva maatriksi read koosnevad parajasti
vektorite x; ja x» koordinaatidest; selle maatriksi teist jdrku miino-
rid on seetdttu vektori xyX#; koordinaadid. Astak on 2 parajasti
siis, kui {iks neist miinoritest. on nullist erinev, mis on aga toesti
samaviarne sellega, et xXx5=0, s.t. tingimusega 2.

Vérrand (31.4) seab igale punktile (us, u2) =D vastavusse liht-
pinna ¢ punkti x kohavektoriga x(u1, #2). Seda voib késitleda ees-
kirjana, mille jirgi piirkond D — R?® deformeeritakse lihtpinnaks 9.
Niitlikult voib kujutleda, et piirkond D 16igatakse viélja painduvast,
venivast ja kokkusurutavast kelmest ning tommatakse ilma reben-
diteta (funktsioonid x; (s, uz) on pidevad!) lihtpinnale ¥.
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- Veendume jdrgnevalt, et lihtpinna mdiste iilalantud definitsioon haarab ka
koik need ndited, millega alustasime kdesolevat artiklif. Tasand on iliselt liht-
pind: ta on ruumi E; alamhuik
{* = Es : x=atuRituks, kiR, (u,u)= RY,
kusjuures X;==R;, Xo=Ry ja x;X%2=Kk;XRk2#0. Lihtpinnaks osutub ka diferent-
seeruva funktsiooni graafik kui alamhulk
{xe E; : x# (}{1, U, f(u-l. us)), (uy, ug) = D},

sest siin
x—(l 0 af) x (’0 1 af”) h 31.5
. 1== y MYyt aul [ 2—': y 4y au2 ( - )
ja
Xx ( o o 1) 70 31.6
x ={ — | » . N
| T duy ' o (31.6)
P&ordpinna, sealhulgas sfddri puhul (vt (31.2))
x = (@ (u) cos uy, @(u;) sin iy, P (1)), (4, ) = T X0, 2w}, (31.7)
xy== (@’ (4;) cos ty, @' (1)) sin g, ' (1)), - (31.8)
Xy== (—@ () sin Uy, @(u) cos 4y, 0), (31.9)

Xy Xxo==(—@ (1)’ (1) cos tty, —{t)) Y’ (1) sin Uy, @ (1) Q" (t1)). (31.10)
Siin
(2, X%,) 2= (1) *[@ (2t1) 0" (1) ] (31.11)

ning et podrleva joone puhul @'(u;) ja YP'(#) ei tohi olla korraga nullid (vt.
art. 14), siis %, Xx,=0 on vdimalik iiksnes juhul, kui @(#)=0, s.t. punktides,
mis on poodrleva joone ja pddrdetelje iihispunktid, neis x2=0. Lihtpinna saamiseks
tuleb need punktid pédrdpinnast vilja jitta.

Sellised punktid esinevad ka sfdari korral, need on nn. poolused, kus u;=
=+4m/2 ja @(4)=rcosu;==0. Seega sfddr ilma poolusteta on lihtpind. See

nox
{ihtpind saadakse, néitlikult koneldes, ristkiiliku D== (—-—-2—, -E-)X[O, 2m) defor-

meerimise] selliselt (joon. 29), et piistkiiljed, mis D koosseisu tegelikult ei kuuly,
tombuvad kokku poolusteks, ristkiiliku D keskloik aga ldheb ekvaatoriks. See-
juures rohtkiilgede punktid (u;,0) ja (u;, 2m) annavad sfdédril sama punkti, s.t.
need rohtkiiljed tuleb sfdidril «kokku kleepidas.
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Joonis 30

Podrdpinna teise konkreetse niitena vaatleme foori (ehk réngaspinda), mis
tekib ringjoone pdbrlemisel temaga samal tasandil oleva ja teda mitteloikava
sirge timber. Sel korral ,

() =atbcosu, Y(u)=bsinu, u eT=[0,2n). (31.12)

Et siin pborleval joonel pddrdeteliega ithispunkte pole; siis toor on lihtpind. Teda
voib saada ruudu D=[0, 2m) X [0, 2n) deformeerimisel selliselt, nagu néaidatud
joonisel 30: rundu keeramisel ja kokkukleepimisel silindriks ning silindri kéverda-
misel ja kokkukleepimisel tooriks. Margime, et ruudu vastaskiilgede kokkukleepi-
misel saadavad toori punktid on kinnise lihtjoone kordse punkti analoogid (vrd.
art. 14).

Lihtpinna mdiste on kiillalt iildine ja rahuldab enamikku raken-
dusvajadusi, samal ajal pole ta tédiesti universaaine. See selgub kas
voi sfdéri néitest: sfdérist saame lihtpinna alles parast pooluste
eemaldamist.

Uldiselt, kui punktihulgast (31.3), mille puhul on rahuldatud
tingimus 1°, saab lihtpinna pérast piirkonna D selliste punktide
valjajitmist, mis on allesjddnud piirkonna osa rajapunktideks
([2], k. 297) ja kus tingimus 2° on rikutud, siis neile vastavaid
punkte ruumis Es nimetatakse selle lihtpinna isedrasteks punktideks.

Sfadrist pooluste véljajatmisel saadud lihtpinna iseédrasteks
punktideks on needsamad poolused. Sfdédril on nad tavalised punk-
tid, sest sfdédri iga punkti voib soovi korral votta pooluseks.

Voib esineda olukordi, kus punktihuiga (31.3) puhul x(uy, u2)
on kiill pidev, kuid lihtpinna saab temast pérast piirkonna D sel-
liste punktide véljajatmist, milles on rikutud tingimus 1° ning mis
on samuti allesjdanud piirkonna osa rajapunktid. Nii on see nditeks
hulktahuka (kui pinna) puhul, millest tuleb vilja jétta tipud ja
iervad. Lihtpinna seda tiiipi fildistusi me k&desolevas kursuses ei

asitle.

Lopuks tuleb miérkida, et esineb ka niisuguseid punktihulki, mis pole fervi-
kuna lihtpinnad, kuid mille igal punktil on teatav lihtpinnaks osutuv tmbrus.
Neid on samuti loomulik lugeda pindade hulka. Néiitena voib tuua kringli pinna
(joon. 31). Sellisele pinnale ei ole vdoimalik {dmmata ilma rebenditeta tasandi
piirkonda D, nii et see kataks kogu pinna. Jérelikult pole tegemist lihtpinnaga.
Sileda kringli pinna iga punkti {imber saab aga vbtta teatava kera, mis loikab
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Joonis 31

seda pinda mo6da lihtpinda. Selliste lihtpindade abil ehk n.-6. lokaalselt saab kiill
kringli pinda uurida kdesolevas kursuses arendatavate meetoditega, kuid seda
tervikuna haaravad, nn. globaalsed probleemid jddvad seejuures enamasti vaat-
lusest vilja. Méningaid seda laadi kiisimusi késitleme art-s 51.

32. Puutujatasand. Piirdudes pinna moiste selgitamisel eeltoo-
duga, mirgime kohe, et kidesolevas peatiikis moistetakse pinna all
kas lihtpinda voi lihtpinnaks osutuvat osa iildisemast pinnast. See-
tottu loobume sonastuste lihtsustamiseks eesliitest «liht-».

Vaatleme ruumis E; pinda

F={x : x=x(th, Uz), (th, tz) =D}
ning joont
T={x:x=x(1),t=T}.

QOeldakse, et joon on pinnal, kui § < T. Sel juhul leidub iga vaér-
tuse =T korral (uy, uz)e D, nil et x(¢) =x(wu, u2). Tekkiv vasta-
vus ¢—-(uy, uz) tdhendab seda, et eksisteerib kaks niisugust funkt-
siooni uy=u4 () ja us=uz(f), mille puhul

x(8)y=x(ui(t), u2()). - (32.1)

Siin on mdlemal pool diferentseeruvad vektorfunktsioonid, mistottu
ka funktsioonid ui(f) ja u2(f) on diferentseeruvad, kusjuures liit-
Tunktsiooni diferentseerimise eeskirja kohaselt ([3], lk. 181)

X () =21t () +-%20 1] (1) (32.2)

Meenutame, et siin x= (x1 (11, u2), X2 (41, Us), X3(u1, #2)) puhul xq=
0x1 Oxz 0)63 . .. )

= . Et joone § korral x'(f) %0, siis ei saa

Ou,, ' Oug Oug,
u; (¢) ja uf, (t) olla korraga nullid ning vorrandid

w=ui(t), =z (t) (32.3)

madravad seega teatava joone tasandi piirkonnas D < R?%, nimelt
selle joone, mis piirkonna D deformeerimisel pinnaks & ldheb just
etteantud jooneks § sellel pinnal.

Fikseerime niliid pinna teatava punkti p=9% kohavektoriga
x(p1, p2) ning vaatleme pinnal seda punkti ldbivaid jooni ¥, valides
neil parameetri ¢ selliselt, et

p1=u1(l‘o), p-2=u2(t0).
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Rakendades valemit (32.2) punktis p, saame
X' (o) = x1(p1, p2) w (fo) +x2(ps, p2) ut, (o). (32.4)

Vasakul on joonele § selle punktis p tommatud puutuja sihivektor.
Kui vaadelda tasandit, mis 1&dbib punkti p ja millele vektorid
X1(p1, p2) ja X2(p1, p2) on rihivekioreiks (tingimuse 2° kohaselt on
need vektorid lineaarselt soltumatud), siis selgub; et x’(f) on selle
tasandi rihis ning jdrelikult joone ¥ puutuja punktis p asub sellel
tasandil.

Tasandit, millel asuvad koigi punkti p =& ldbivate ja pinnal §
olevate joonte puutujad punktis p, nimetatakse pinna T puutujata-
sandiks selles punktis p; viimast nimetatakse sel juhul puutepunk-
tiks (joon. 32). Sirget, mis ldbib puutepunkti ja on risti puutujata-
sandiga, nimetatakse pinna normaaliks selles punktis. Eelnevast
selgub, et normaali sihivektoriks on vektor x,Xx;%0, mis tuleb
muidugi arvutada puutepunktis.

Kui puutujatasandi suvalise punkti y kohavektor tdhistada y=
= (Y1, Yo, Y3), siis saab puutujatasandi esitada vorrandiga (vi. art.2)

Y=x(p1, pz) +t:1%1(P1, P2) +-tox2 (P1, p2).
Normaalvektori x;){x» abil saab selle tasandi anda vorrandiga

( — x) - (21X x2) =0, (32.5)

kus on jadetud kirjutamata ‘argumentide véiirtused py, p2. Viimane
vorrand aga on samavéarne vorrandiga

P1— X4 Yos— X2 Ys— X3
Gxi‘ .dJC2 _%_
duy ouy Ouy | =0.
axi 6x2 axs

Ouy . Oug Oup

Joonis 32
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Naiteks kui on tegemist lihtpinnaga, mis on funktsiooni x3=f(x;, %s) graafi-
kuks, siis (31.6) jdrgi

‘ 0
x1><x2-——-'(-——- f y — af s 1)

32.6
ax, 0xs ( )

ja (32.5) annab puutujatasandi vérrandiks

(P1, P2) (Y2 — p2)— (Y2 — T (Py, P2)) =0. (32.7)

of of
N (P1, P2) (41 — p1) + s

Tulemus on sama mis &pikus [3], k. 179, kus on antud puutujatasandi teist:
sugune, eeltoodust erinev definitsioon ja késitlus. -

Teise naitena vaatleme sfddri puutujatasandit. Kui joon F on sfdiril kesk-
punktiga o ja raadiusega r, siis |x(¢)|=r ehk x2=r2, Siit saame pirast diferent-
seerimist, et 2xx"=0, s.t. x" L x, millest jireldub, et sfiiril oleva suvalise joone
puutuja ning seega ka sfddri puutujatasand on risti puutepunkti mineva raadiusega.

Puutujatasandi rihivektoreile x; ja x; saab anda ka geomeetri-
lise tolgenduse, mis osutub kasulikuks edaspidigi. Vaatleme jooni
pinnal, mille puhul vérrandid (32.3) on jérgmised:

l£1='t, Ug=—= P> ja =P, u2=f, tET

Neid jooni nimetatakse parameetrijoonteks, vastavalt w- ja us-
jooneks. Nende korral

wy=1, u;=0 ja ul=0, u, =1,
mistottu valemi (32.4) kohaselt -

X' (fo) =%x1(p1, p2) ja x'(to) =x2(p1, p2).

Seega x; ja xp viddrtused mingis punktis p= T on seda punkti
labivate vastavalt us- ja wup-joone puutujate sihivektorid. Tingimu-
sele 2° ehk 2’ saab niilid anda veel iihe ekvivalentse kuju: u-joon
ja us-joon ei tohi itheski punktis puutuda; kdik sellised jooned pea-
vad moodustama, nagu 6eldakse, korrapirase vorgu.

Pinna puutujatasandi moiste voimaldab defineerida kahe pinna
puutumise mdiste. Kaks {ihise punktiga pinda puufuvad teineteist
selles punktis (puutepunktis), kui nende pindade puutujatasandid
langevad selles punktis iihte.

33. Skalaarvilja tasemepinnad. Skaloarvdljoks ruumi E; piir-
konnas U nimetatakse kujutust F : U—R, mis piirkonna U igale
punktile x= U koordinaatidega xi, %2, x; seab vastavusse teatava
reaalarvu F(xi, 3, x3) (skalaari). Rakendusteadustes vaadeldakse
nditeks temperatuurivélja, aine tiheduse vilja jms.

Skalaarvilja tasemepinnaks nimetatakse piirkonna U alamhulka

{x : F(xi, Xz, }C3) “—HC}’

kus C=const. Antud skalaarviljal on seega l6pmata palju taseme-
pindu — igale konstandi C védrtusele vastab iiks selline. Seejuures
vOib tasemepind osutuda tiihjaks hulgaks (niiteks kui F (x1, x2, x3) =
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=x24x2+x2 ja C<<0), itheks punktiks (nditeks sama F ja C=0
korral) voi mingiks jooneks (nditeks kui F(Xi, X2, x3) =x2442 ja
C=0, mil on tegemist sirgega — xs-teljega, sest X242 =0=-
=>'X11=XZ=O).

Nimetus «tasemepind» on siiski digustatud, sest iildjuhul kuju-
tab skalaarvilja tasemepind v6i vdhemalt tema mingi osa endast
teatavat lihtpinda. Tdpsed tingimused, millal see nii om, antakse
nn. ilmutamata funktsioonide tecorias ja need seisnmevad jdrgnevas
([3], lk. 205).

Olgu antud skalaarvdli F: U—R ja punkt a e U; tdhistame
F(a)=C. Omagu funkisioon F (x4, xs, Xs) mingi risttahuka sees,

oF F OF
millele a on keskpunkt, pidevaid osatuletisi , 9 , =—, mis
0x1 a)@ dxg

drgu olgu punktis a korraga nullid. Siis leidub risttahukas kesk-
punktiga a, mis sisaldub eelmises risttahukas ja mille sees taseme-
pind {x : F(x1, %, x3) =C} kujutab endast lihtpinda.

Naiteks kui EZ(

madratud funktsioon xs=/[(xi, x2), mille graafik on vaadeldava
tasemepinna osa, kusjuures samasuse F (X, Xp, [(¥1,x2))=C dife-
rentseerimisel saadavate seoste pohjal

a) 0, siis leidub iithe risttahuka ulatuses

of  oF J9F O] __OF | OF
ox,  oxi! Oxs’' Oxy  Oxg! Oxs

Selle lihtpinna normaali sihivektoriks on vektor (32.6) ning kui
sinna teha asendused ja pérast korrutada vektorit suurusega

aF
—EC——#O, saame tulemuseks normaali uue sihivektori avaldise
3

OF OF a_F)

.
v 0x4 ’ 0Xxs > O0x3

(33.1)
a 0

kus \7='( , ,
6x1 0.762 0X3
tor, mida nimetatakse Hamiltoni operaatoriks ehk siimboli kuju
jargi W. R. Hamiltoni eeskujul nablaks! ([3], lk. 382).
Puutujatasandi vorrandile (32.5) saame niiiid kuju

VFE: (y—a)==0 (33.2)
ja siit vorrandile (32.7) kuju -
oF

0
O (@) (5 — )+ (@) (f— 00) 5 (@) (35— ) =0, (33)

) on vektoriline diferentseerimisoperaa-

1 Kr. k. vaphe — harf; Willlam Rowan Hamilton (1805—1865), iir
matemaatik ja fiifisik.
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kus @ on tasemepinna punkt, a selle kohavektor ja ay, as, a; selle
koordinaadid.

Eeltoodust selgub, et kui tasemepinna {x : F(x1, Xz, x3) =C}
igas punktis VF7%0, siis on see tasemepind iga oma punkti tea-
tavas fimbruses lihtpind ning osutub seega lihtpindade iihendiks;
Oeldakse ka, et ta on kaetud lihtpindadega. Selle pinna uurimise
saab seega taandada nende lihtpindade ja vajaduse korral, nn.
globaaliilesannete puhul, nende iihendi ehk tasemepinna (kui ter-
viku) uurimisele.

Kui tasemepinnal leidub punkte, kus tehtud eeldus on rikutud,
s.t. kus VF=0, siis neid nimetatakse tasemepinna isedrasteks punk-
tideks. Eeléeldu kehtib sel korral tasemepinna selle osa kohta, mis
jaéb jarele pérast isedraste punktide eemaldamist.

Vaatleme niitena tdielikult telgsiimmeetrilist skalaarvilja ja selle taseme-

pindu. Skalaarvilja F : Es—» R nimetatakse siledaks tiielikult telgsilimmeetriliseks
véljaks, kui

F (%1, X2, X3) =@ (]/x"; --[-xi, X3), (33.4)
_ _ ) ap o

kus @©(§, x;3) on kahe muutuja pidev ja pidevate osatuletistega 5 o funkt-
i 3

sioon. Vilja nimetus on tulnud sellest, et niisugune vali ei muuty, kni teha
ruumis Ej suvaline pdre xs-telje {imber, sest punkti kaugus sellest teljest E==

=1/xil’ +x% ja koordinaat x; jddvad muutumatuks.

Funktsioon (33.4) on k&ikjal ruumis E; pidev; diferentseeruv on ta punktides,
kus §=]/x2] +x2 %0 — mis pole xs-teljel (selle telje punktides ta vdib, kuid ei
tarvitse olla diferentseeruv).

Seejuures
oD X oD Xg oD
VF=( T B )3
08 & OJE § Ox
i o0 0D _
mistottu §+40 korral VF=0 parajasti siis, kui —— ja T o korraga nullid.
3

Kui mitte iiheski védljaspool xs-telge asetsevas punktis nii ei ole, siis osutuvad
vaadeldava skalaarvilja koik tasemepinnad, millest xs-telje punktid on vilja
jaetud, lihtpindade iihendeiks. Lihtne on kindlaks teha, et tasemepinnad on siin
pbordpinnad, art-s 31 aga selgus, et pddrdpinnast pddrdetelje punktide eemalda-
misel jadb jarele tegelikult iiksainus lihtpind vérrandiga (31.2).

Sfddrid saame siin tasemepindadena juhul, kui (g, x3)=§2+x§; sel korral

F (xy, X3, X3) =x2l -|-x’~; +x§ ning tasemepind
{r 1 242 =C)
on C=r?>0 puhu! tdesti sfdér. Siin

VF= (2)61, 2x,, 2:\73) =0

sfdari igas punktis, mistottu sfiddr on lihtpindade iihend. Nendeks lihtpindadeks
vdib votta nditeks kas poolusteta sfdidrid pooluste erinevate asendite korral (vt.

art. 31) vdi poolsfdirid funktsiconide x3=:{:]/x21 -[—xﬂz graafikutena.
Toorid saame tasemepindadena juhul, kui

(5, 20) = (§ — a) 1422
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Joonis 33

Sel korral
F (%), %, %3) = (VA2 52 — @) 2422

ja tasemepind méédratakse vorrandiga

(]/xf +x2—a) 2+x-§ =C, (33.5)
Kui siin C=»5? ja 0<Cb?<Ca? siis tasemepinna iihisosa xs-teljega, mis méiratakse
vorrandist

a1 =D,
on tithi hulk (joon. 33.1), seegaA VF=#0 kogu tasemepinnal ning tasemepinnaks
on toor (vdib vahetult veenduda, et vektori (31.7) koordinaadid seoste (31.12)
puhul rahuldavad vérrandit (33.5), kus C=0b?). Kui b>>aq, siis on tasemepinnaks
poordpind, mis tekib ringjoone kaare poorlemisel kaare otspunkie l&biva sirge
imber (joon. 33,2). Piirjuhul b=a on kaareks kogu ringjoon ja podrdeteljeks
selle puutuja (joon. 33,3).
Kui toori vorrand esitada kujul

(]/x'f -|—x“;_-— a)?="b*— x;z

ehk

2 1 x2—p2 g2 2 x2o_x?
Qa*./:cl.-I-2 b? — @ — 2 —x, — X,

siis parast ruutu tostmist saame
40? (12 22 ) = (82 422 442 +-0° — b%)2, (33.6)
Et paremal sulgudes on positiivne suurus, siis on see vdrrand samavéirne eelmi-
sega ja esitab samuti toori. Seda tgori vbib aga vaadelda uue skalaarvilja
F* (%1, %, %5) = (#2 22422 02 — b?)? — 4a? (2 4-52)

tasemepinnana

{x : F*(x1, %2, x3) =0}.

Sellist olukorda {ildistades defineeritakse algebraline pind kui ruumi R3 (vG§

veelgi {ildisemalt ruumi C€?, kus C on kompleksarvude korpus) alamhulk

{x : F(x), Xg, x3) =0}
eeldusel, et F(x;, X3, x3) on teatav kolme muutuja poliinoom (vt. [1], 1k. 254). Nii-
siis, sfddr ja toor on algebralised pinnad, kusjuures nende jérk on (vt. [6], 1k. 383)
vastavalt 2 ja 4. .
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34, Pinnaparve mahispind. Olgu tegemist tasemepinnaga
{x : F (x4, x3, x3) =0}. Vorrandit

F (x4, X2, x3) =0

nimetatakse selle tasemepinna ilmutamata vorrandiks. Mirgime, et
sama skalaarvilja suvalise teise tasemepinna ilmutamata vorrand
on F*(xi, X3, x3) =0, kus F* (X1, X3, X3s) = F (X1, X2, x3) — C.

Olgu niiiid antud piirkonnad Uc— E; ja T< R ning kujutus
F : UXT— R selliselt, et funktsioon F(xi, xs, x3,7) on piirkonnas
UXT pidevalt diferentseeruv ja vérrand '

F ()Ci, X9, X3, '17) =) (341)

méadrab iga Iikseeritud Tt T korral mittetiihja tasemepinna, mille
koikides punktides |
| 0F oOF OF

Vi= ( Ox1 ' Oxz ' 0%z

) 0. (34.2y

Sel korral oeldakse, et on antud parameetrist v siledalt soltuv tase-
mepindade parv ehk, lithemalt, pinnaparv; sellesse kuuluvaid tase-
mepindu nimetame edaspidi parve pindadeks.

Lihtpinda §={x : x=x (w1, u2), (44, u2) = D} nimetatakse pinna-
parve mdhispinnaks, kui ta igas oma punktis puutub {iht parve pin-
dadest, omamata seejuures {ihegagi neist {ihist piirkonda (vrd.
art. 17).

Sel korral vastab igale reaalarvupaarile (uy, #2) =D, mis méai-
rab méhispinna punkti x, iiks parve pind — nimelt see, mis puutub
méhispinda punktis x, see parve pind aga fikseeritakse 1t vidartu-
sega, Tekib vastavus (uy,u2) |>1, mis méédrab piirkonnal D antud
funktsiooni T=1 (u, up) selliselt, et

F(x1(u4, up), Xa(th, Up), X3(lds, Uz), T (s, t2)) =0 (34.3).

kogu piirkonnas D (vrd. (17.1)).

Jargneva analiilisi puhul eeldame, et funktsioon 7 (w4, u2) om
samuti nagu funktsioonid x;(u4, uz2); i=1, 2,3 pidevalt diferentsee-
ruv piirkonnas D. Samasuse (34.3) poolte diferentseerimisel muu-
tuja ug jérgi, kus a=1, 2, saame:

OF o , OF 0x,  OF o OF ov
Ox1 Ol = OXs dua_rdxg Oug ' Ot  Oug

=0

ehk
oF Ot
VF xa_l_ (31: aucx

Arvestame niiiid, et parve pind (normaali sihivektoriga VF)
ja mahispind (puutu]atasandl rihivektoritega x,) puutuvad teineteist
oma iihises punktis. Sellest jidreldub, et VF _L x4, mistottu

VF x,=0. (34.5)
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Niisiis, mdhispinna punktides
dF ox

—— Y r—

ot Oug

Teised tegurid ei saa olla korraga nullid piirkonna D mingis osa-
piirkonnas, sest siis oleks seal T=To=const ja selle osapiirkonna
punktidele vastavad punktid méahispinnal oleksid samaaegselt tea-
taval fikseeritud parve pinnal ning molemal neil oleks iihine piir-
kond, mis pole aga mihispinna definitsiooni kohaselt lubatud.
Jdrelikult

Fo(x1(tir, ta), xa (U1, Ua), X3(th, t2), T(4, u2) ) =0.

Tulemus koos samasusega (34.3) nditab, et kui vérrandiga (34.1)
antud pinnaparvel on olemas mdhispind virranditega xXi=x; (U1, Uz),
siis funktsioonid x;(u, us) koos teatava funkisiooniga (i, Uz)
rahuldavad samaselt jirgmisest kahest vorrandist koostatud sis-
leemi:

F (xi, Xa, X3, 'T,') =0,

(34.6)
Fy(x1, X2, X3, 7) =0.

Sellisest siisteemist, vastupidi, saab maiirata teatava lihtpinna
voi lihtpindade iihendiks osutuva tasemepinna. Voib nditeks aval-
dada x; ja © kui x; ja x» funktsioonid (tépselt selgitab seda [3],
lk. 207), kuid v6ib ka elimineerida < siisteemi (34.6) vorrandeist,
kui see on lihtsam (vrd. [1], lk. 281).

Oletamegi, et on onnestanud leida lihtpind vorranditega x:=
=ux; (U1, uz), mille puhul siisteem (34.6) on rahuldatud (kui sel-
lesse asendada ka sobiv funktsioon (&1, #2). Néitame. et ténu eel-
dusele VF=£0 osutub see lihtpind pinnaparve mdhispinnaks.

Toepoolest, siisteemi (34.6) esimene vorrand annab pérast
asendust samasuse (34.3), selle diferentseerimisel saame samasuse
(34.4), millest siisteemi (34.6) teise vorrandi tottu tekib samasus
(34.5), mis tdnu eeldusele (34.2) iitlebki, et vaadeldava pinna
puutujatasand rihivektoritega x; ja xp fihtib parve pinna puutuja-
tasandiga (selle normaali sihivektoriks on VF=0). Seega toimub
vaadeldava lihtpinna ja parve pinna puutumine nende ihises
punktis ja tegemist on toesti mahispinnaga. |

Vaatleme siisteemi (34.§) vorrandeid parameetri v mingil fik-
seeritud vadrtusel. Mdlemad méidravad iildjuhul teatava taseme-
pinna, siisteemina mdiédravad nad aga nende tasemepindade iihis-
osa, mis f{ildjuhul on teatav joon. Sel teel saadud jooni nimeta-
takse pinnaparve karakteristikuteks. 1ga karakteristik osutub parve
parameetri véirtustele v ja T4+At vastava kahe pinna ldikejoone
piirseisuks, kui Ar—0 (joon. 34). Tdepoolest, mainitud l6ikejoon
maaratakse vorrandisiisteemiga

F (x4, X2, X3, 7) =0,
F ()C1, Xz, X3, ‘['—I-;AT) =0,
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Joonis 34

mis on aga samavéiirne siisteemiga
F ()C1,. Xo, X3, "IT) =0,

Al,r [F (x1, X2, X3, T+‘AT)—~ F (X1, X2, X3, 1:)] — T

piirprotsessis At—0 tekib viimasest karakteristikut méaarav sis-
teem (34.6).

Kokkuvottes selgub, et kui pinnaparvel on olemas mdhispind,
siis see mdhispind koosneb pinnaparve karakteristikutest. Viimaste
punktid on méihispinna ja parve pinna ithispunktid, milles toi-
mub nende pindade puutumine. Niisiis, parve pind puutub mdhis-
pinda parajasti médda iiht karakteristikut.

35. Torsid ja kanalpinnad. Eelmise artikli tulemuste rakenda-
mise esimese nditena uurime tasandiparve mahispinda. Kui mingil
tasandiparvel leidub méhispind, siis seetottu, et karakteristikud
on siin kahe tasandi 16ikejoone piirseisud ja seega sirged, peab
see méihispind koosnema sirgetest. Uldiselt nimetatakse sirgetest
koosnevat pinda joonpinnaks, teda koostavaid sirgeid — moodus-
tajateks. Naideteks on siin juba analiifitilisest geomeetriast tuntud
silindrilised ja koonilised pinnad, samuti iihekatteline hiiperboloid
ja hiiperboolne paraboloid (vt. [6], art. 81 ja 84). Uldiste joon-
pindade ehitust uuritakse 1dhemalt Gpikus [5], art 42 (osaliselt ka
allpool art-s 41).

Tasandiparve mdihispinnaks osutuval joonpinnal on see isedra-
sus, et parve tasand puutub mahispinda piki sirgjoonelist karak-
teristikut, seega selle joonpinna puutujatasand jddb muutumatuks
puutepunkti liikkumisel mééda vabalt voetud moodustajat. On selge,
et iga viimatimargitud omadusega joonpind on teatava tasandi-
parve mahispind, sest sellisel joonpinnal on iga sirgjoonelise moo-
dustaja jaoks parajasti iiks puutujatasand, mis puutub pinda piki
seda moodustajat, seega puutujatasandid, nagu moodustajadki sol-
tuvad {ihestainsast parameetrist ning vaadeldav joonpind on nende
parve méhispind.
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Seda tiilipi joonpinda — tasandiparve mihispinda — nimeta-
takse lasanduvaks pinnaks ehk forsiks. Torsi ehituse tdpsemaks
selgitamiseks méirgime koigepealt, et tasandiparve korral on siis-

teemil (34.6) kuju
n (v)x+p (v) =0,
' (t)x-+p' () =0

ja ta mdidrab parameetri v iga fikseeritud v&dirtuse korral torsi
sirgjoonelise moodustaja. Lisame siia veel ithe vérrandi, mis
tekib, kui siisteemi teise vdrrandi vasakut poolt veel kord diferent-
seerida t jirgi:

(35.1)

n” (v)x4-p” (v} =0. (35.2)
Kohavektori x koordinaatide xi, xs, X3 leidmiseks on tekkinud kol-
mest lineaarvorrandist koosnev siisteem. Uldjuhul, kui siisteem
on tiheselt lahenduv, saab temast leida need koordinaadid para-
meetri 1 funktsioonidena: x;=x;(t) ehk x=x(t). Tekib teatav
joon, mille kirjeldab punkt x kohavektoriga x(t), kusjuures see
punkt on ilmselt siisteemi (35.1) vorranditega mairatud sirgel ehk
parve karakteristikul. Kohavektori x(t) asendamisel vorrandeisse

(35.1) ja (35.2) saame samasused ja kui niiiid diferentseerida kahe
esimese samasuse pooli t jargi:

7 (1) %(v)+n (1) (1) 4p’ (v) =0,
n” () % (2) 1’ (v) &' (1) +-p” (1) =0

ning arvestada ka teist ja kolmandat samasust, tekivad uued sama-
sused

n() ¥ (1) =0, n’(v)x (v)=0,

willest ndhtub, et vaadeldava joone puutuja sihivektor kuulub vor-
randitega (35.1) antud sirge ehk parve karakteristiku sihti. Et joone
punkt kuulub samuti sellele karakteristikule, siis selgub, et ildjuhul
on torsi sirgjoonelised moodustajad teatava joone puutujad ehk,
teisiti, tors koesneb iihe joone puutujatest. Seda joont nimetatakse
torsi tagasipddrde servaks (vt. [5], lk. 117), torssi ennast aga tema
puulujatepinnaks (joon. 35,1). _

Eriolukord tekib siis, kui siisteemn (35.1) ja (35.2) on kiill endist-
viisi iiheselt lahenduv, ent lahend jdib v muutumisel konstantseks.
Sel korral on vorranditega (35.1) médratud karakteristikud iiht
fikseeritud punkti ldbivad sirged ning mihispind on jirelikult koo-
ailine pind (joon. 35.2). Kui aga konesoleva siisteemi (35.1) ja
(35.2) determinant on vordne nulliga, siis na'n”=0 ning karakte-
ristiku sihiiihikvektori k jacks saame iihelt poolt k=2 (nXn’), seega
=M\ (nXn') A (nXn")=nX (Mn'+1n"); siit k'n=0 ja k'n'=
= (na'n’) A (nn"n") =0, mistttu k' =p (nXn') =pr~tk. Teiselt
poolt saame samasuse k?=1 pohjal 2kk’=0, mistottu u=0 ja
k’=0. Niisiis, sel korral k==const ja méhispind on silindriline pind
(joon. 35, 3).

Sellega on ammendatud koik voimalused. Kokkuvdttes, fors on
kas puutujatepind, kooniline pind v6i silindriline pind. Jdtame

128




Joonis 36

lugejale endale harjutusena kindlaks teha, et iga puutujatepinna ning
iga koonilise vo6i silindrilise pinna puutujatasand s&itub ainult
iihest parameetrist, olles ithine vabalt voetud sirgjoonelise moodus-
taja koikide punktide jaoks; sellest jareldub, et torsideks on koik
mainitud pinnad ja ainult need.

Mihispinna teise nditena vaatleme kanalpinda. Nii nimetatakse
sfdaride parve mahispinda ruumis E; Suvaliseks karakteristikuks
on siin kahe sfddri 16ikejoone piirasend, seega ringjoon. Kanalpind
koosneb jdrelikult ringjoontest; piki neid toimub kanalpinna ja
parve sfdédride puutumine (joon. 36). Erijuhul, kui parve sfdédride
keskpunktid moodustavad sirge, on tegemist poddrdpinnaga. Teisel
erijuhul, kui parve sfdidrid on konstantse raadiusega, koneldakse
torupinnast.

Nii nditeks on toor selline torupind, mille puhul parve sfdiride keskpunktid
moodustavad ringjoone, kusjuures selle raadius a on suurem kui sfddride raa-
dius b. Sellise sfdidriparve vorrand on

(%1 — @ cos T) (¥ — @ sin 1) *4-x2 = b2

Siisteemi (34.6) saamiseks tuleb diferentseerida v jdrgi. Tekib seos
2(xy—acost)(asint)+2(x;—asinz)(—acost)=0

£hk _
X, sin T — X cos 1==0.
Siit
£=x . X
cos T= , Ssint=-————,
2 [ 2 2 1 o2
Yo Ve 4

Tulemuste asendamisel parve vorrandisse saame pérast vajalikke teisendusi
méhispinna vorrandi, mis iihtib parajasti toori vorrandiga (33.6).
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Harjutusiilesanded

49. Tuletada feist jirku pindade — ellipsoidi, hiiperboloidide, elliptilise para-
boloidi parameefrilised vektorvorrandid. (Leida enne vastavate podrdpindade
vektorvorrandid ja {ildistada neid vajalikul viisil.)

50. Pinda, mille kirjeldab sirge iihtlasel poorlemisel teda risti 16ikava telje
iimber ning samaaegsel iihtlasel nihkumise] selle telje sihis, nimetatakse piist-
helikoidiks (joon. 37). Tuletada selle pinna parameetriline vektorvorrand, valides
parameetriteks punkti abstsissi poéorleval sirgel ja podrdenurga. Mis on siin
parameetrijoonteks?

51. Esitada iihekatteline hiiperboloid ja hiiperboolne paraboloid selliste para-
meetriliste vektorvorranditega, mille puhul parameetrijoonte vork iihtib pinna
sirgjooneliste moodustajate vorguga.

52. Oeldakse, et punktihulk liigub ruumis Ej translatoorselt, kui igale aja-
hetkele ¢, kus 1= T — R, vastavad hulga punktide kindlad asendid selliselt, et
iga punkt kirjeldab joone ja iga kahe punkti asendite x; ja y: korral vektor
Xty jddb ¢ muutumisel konstantseks. Pinda, mille kirjeldab mingi joon, liikudes.
translatoorselt, nimetatakse franslatsioonpinnaks. Néidata, et translatsioonpinda-
deks on parajasti pinnad vektorvdrrandiga

x=p(u1)+q(u2).

Jareldada siit, et translatoorselt liikuva joone ja selle punkti trajektoori osad on
vahetatavad. Leida p(u;) ja q(#2) elliptilise (voi hiiperbooise) paraboloidi korral,
vaadeldes seda peaparabooli translatsioonpinnana.

53. Niidata, et poOrdpinna koik normaalid lidbivad pGérdtelje punkte ning et
ithe paralleell punktides voetud normaalid moodustavad pédrdkoonuse, mille tipp
on poodrdeteljel.

54. Veenduda, et tasemepinna x;X,x3=C puutujatasand piirab koos kolme
koordinaattasandiga tetraeedri, mille ruumala on konstantne, s.t. ei sdltu puute-
punkti valikust pinnal.

55. Ringjoone paralleelsetele kddludele kui diameetritele ehitatakse sfdirid.
Leida tekkinud sfddride parve méihispind.

56. Ruumis £; antud joone normaaltasandite parve mihispinda nimetatakse
joone polaarpinnaks, selle sirgjoonelisi moodustajaid (parve karakteristikuid) —
joone kdverusielgedeks, Niidata, et kdverustelg on risti kooldumistasandiga ja
lIoikub sellega kooldumispooltasandil peanormaali punktis — joone nn. kdverus-
keskpunktis, mille kaugus joone punktist on joone koveruse pddrdvidrtus selles

unktis.

P 57. Naidata, e{ joone sirgestustasandite parve karakteristikuteks on joone
punkte x neis voetud Darboux’ vektorite o sihis ldbivad sirged (vt. harjutus-
tilesanne 39).

Joonis 37
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§ 9. PINNA KOVERUSED

Nagu selgus art-s 25, iseloomustavad joone ehitust tema punkti
lahemas iimbruses kaks arvsuurust — joone koverus ja vdane selles
punktis. Pindade, nagu néiteks tasandi, silindri, sfddri voi toori
puhul on samuti vaja leida sellised arvud, mis maéidraksid pinna
chituse tema punkti ldhemas iimbruses. Juba pealiskaudnegi ana-
lilis nditab eri pindade erinevusi. Tasandil ldheb ldbi iga punkti
igas sihis nulliga vorduva koverusega joon (sirgjoon), samal ajal
kui podrdsilindri mingit punkti 1dbib {iksainus selline. Sfddr kover-
dub oma mingis punktis voetud puutujatasandist alati {thele ja
samale poole, samal ajal kui tooril on poédrdeteljele 1dhima punkti
iimbruses sadulataoline ehitus. Alljirgnevalt arendame vilja mate-
maatilise aparaadi seda laadi nahtuste tdpseks kvantitatiivseks
uurimiseks ning teatavate arvsuurustega iseloomustamiseks.

36. Pinna kaks ruutvormi. Nagu selgus art-s 19, saab ruumis
E3 antud joone kaare pikkust arvutada médédratud integraalina aval-
disest ds, kus ds?’=dx®=[x'(t)dt]? ja x=x(f) on joone vorrand.
Olgu niiiid tegemist pinnal asuva joonega, mille korral (32.1)
kohaselt

x (1) =x(us(l), u2(1)).
Seose (32.2) pohjal
dx=x1 du1—|—xg dug,
kus dug=u’ (¢)dt, mistottu
ds?= (%1 dus--%2 dutg) 2= x2 du® +2X1%2 duy dus+-X2 dui2 |
Kui tidhistada |
XoXp=gup;, o,p=1,2 (36.1)

ja arvestada, et skalaarkorrutise kommutatiivsuse tottu gapg=gpu,
s.t. gi2=g=n, saame jargmise avaldise:

2
ds?= 3] gapdugdug. (36.2)
o, =1
Diferentsiaalide duy ja du; suhtes on siin tegemist ruutvormiga.
Erinevus algebras késitletavatest ruutvormidest (vt. [1], § 43) seis-
neb selles; et kordajad gup pole siin konstantsed reaalarvud, vaid
reaalarvuliste vadrtustega funktsioonid ges(u1, #2). Vahetegemiseks
koneldakse seda laadi avaldiste puhul diferentsiaalruutvormidest.
Ulalsaadud avaldist (36.2) nimetatakse pinna esimeseks ruutvormiks
ehk meetriliseks pohivormiks.
Pinnal asuva joone kaare pikkuse arvutamiseks tuleb sellesse
avaldisse teha asendused joone vorrandeist (32.3):

dsi= (3 gapl(t), wa(1)) e, () (1)) P,

a,f=1
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votta tulemusest ruutjuur ja arvutada sellest mdédratud integraal
vajalikes rajades. Et paremal sulgudes on parameetri ¢ funktsioon,
seejuures positiivne, siis leidub selline positiivne funktsioon f(#) —
ruutjuur temast, et ds=f(¢)d¢ ja kaare pikkus

b
s= [f(t)dt.

Esimene ruutvorm voimaldab arvutada ka pinnal asuvate joonte
vahelisi nurki. Loikugu kaks joont, millel on vorrandid #e="va/(%)
ja ug=we (1), punktis parameetrivadrtustega

Qo= Vg (fo) =Wa (T0).

Joontevaheliseks nurgaks ¢ nimetatakse nurka nende joonte puu-
tujate sihivektorite

2 2
dx= 3 x5, dve; 6x= 3 xpdwg
o=1 p=1

vahel 16ikepunktis ning ta arvutatakse valemist

o2 2
( DI dvm) ( Slxg dws)
dx 8x =1 B=1
COS p = r———————== e
Ydx? Y 8x2 Vds? ybs2

Lugejas on skalaarkorrutise distributiivsuse ja valemite (36.1)
2
tottu avaldis > gapdve dws, nimetaja kummaski teguris aga om
o, =1
ruutjuur  avaldisest (36.2), millesse on asendatud kord iihe,.
kord teise joone vdrrandite paremad pooled. Seejuures tuleb koik
avaldised leida ldikepunktis, s.t. asendada wi=ai, u=a, ning
—1y ja T=m1o. Niisiis,

2
S Gopdvg dwg
s S . (36.3)
2 2
V D fap dug deg V D gapdwe dwg

o, =1 a,B=1

COs =

Ka pinnal asuva piirkonna pindala arvutamine toimub esimese-
ruutvormi abil. Olgu antud i:lihtpind {x : x=x(w, Us), (t1s, ) = D}
ja piitkond A< D. Viimasele vastab teatav piirkond U=
={x : X(uy, ), (w1, wg) &= A} antud lihtpinnal. Matemaatilise ana-
litiisi kursuses niidatakse, et piirkonna U pindala on ([3], k. 299;
vi. ka [5], 1k. 128)

S=_£f | x4 X x| duy dus.

Lagrange’i samasuse (2.5) jargi
'(;!64><.7C:;3)“'Z=JC".-':l 'xz— (x1x2)2=gug22 — gfz (364)
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kujutab endast esimese ruutvormi determinanti det |gap|; seega
S= _g_f Vdet |gap| dus dus. | (36.5)

Kokkuvottes voime oelda, et pinna esimene ruutvorm véimaldab
arvutada kaarte pikkusi, nurki ja pindalasid pinnal ehk lithemalt —
maéadrab pinna sisemeetfrika. Uhtlasi selgub seosest (36.4), et
det | gag| >0, kusjuures ka gu=x2>0, gu=x%2>0. Need vorratu-

sed ithtivad korgemas algebras antavate vastavate tingimustega
([1], lk. 453), s.t. nad on kooskdlas asjacluga, et esimene ruut-
vorm, mille vdartus on ds?, on positiivselt méiaratud.

Pinna késitlemisel tuleb tegemist teha veel teisegi diferentsiaal-
ruutvormiga, mis tekib pinnal asetseva joone kéveruse uurimisel.
Joone koverdumist antud punkiis iseloomustab koverusvektor x”=
=kn (art. 23), mille pikkus on arvuliselt vordne joone kdverusega
selles punktis ning mille siht ja suund koos puutuja sihiga maééira-
vad joone kooldumispooltasandi, kus joon ligikaudu selle punkti
iimbruses asub.

Votame vaatlusse pinna normaali sihiithikvektori (ehk pinna
normaalfihikvektori)

me— 21 X X . X X X

| 21X %2 | Vdet | gas|

Pinnal asetseva joone normaalkduveruseks ko antud punktis nime-
tatakse joone koverusvektori x”=#n projektsiooni ({6], lk. 125)
pinna normaalithikvektori m sihil selles punktis.

Kui nurk pinna normaali (tdpsemalt iithikvektori m) ja joone
peanormaali positiivse suuna (ehk ithikvektori n) vahel tdhistada 0,
siis (joon. 38)

(36.6)

ko= (kn)m=—=F cos 0. (36.7)

Normaalkoveruse avaldamiseks eeldame algul, et joone punkti
kohavektori avaldises (32.1) on parameeter joone loomulik para-
meeter s:

X(8)=x(us(8), t2(S)).

Joonis 38
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Joone koverusvektor on siis

1 d ' d 3 s) 2 , d r 3]
X =s X T ds (;x‘*”m =2( ds "‘““a+x°°-“a) =
a=1 =1
2 2
= > xmﬁu’fj w4+ 3 xalt”
_ o, p=1 =1
ning jérelikult
2
ky=mx"= 3 (mxqp)u, u}s,
oL, =1
sest mx,==0. Tdhistame
mxa[3=baﬁ. (3-6.8)
Edasi arvestame, et
s dua, dua.
ua —] e
d 2
> V 37 gup dug dug
o, p=1

ning kokkuvdttes saame normaalkdveruse jaoks jdrgmise avaldise:

2
37 bap dug dug
&, B==1

ko=—- : (36.9)
> 8apduadug

o, =1

Lugejasse ongi tekkinud uus diferentsiaalruutvorm, mida nime-
tatakse pinna feiseks ruutvormiks. Kui selle kordajate valemisse
(36.8) asendada pinna normaaliihikvektori m avaldis (36.6), on tule-

museks valem
X1 XX p

- Ydet | gus|

mis sobib hésti praktilisteks arvutusteks. Et segatuletis ei sOltu
diferentseerimise jérjekorrast, siis xqp=xpx ja seetottu

bap=bps. (36.11)
Valemi (36.9) saab jdrelikult kirjutada kujul
b11 duf ;I—Qbiz dui duz—]—bgz du22

- g1 dwf-+2g12 duy dus—+gos dL{ZZ .

Diferentsiaalruutvormide erilise osa pindade kasitlemisel néitas
1820-ndail aastail C. Fr. Gauss?!. Tema eeskujul kasutatakse kir-
janduses mdnikord veel tdnapievalgi esimese ja teise ruutvormi
kordajate jaoks jargmisi téhistusi:

gu=FE, gup=F, ge=0,
by=L, bio=M, bas=N.

I Carl Friedrich Gauss (1777—1855), kuulus saksa matemaatik.
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Seoses teise ruutvormiga mirgime veel, et samasuse mxq=0
diferentseerimisel saadavast seosest

MpXe+mxqep=10

jareldub (36.8) ja (36.11) pdhjal, et
bop=—XaMp=—XpMy. (36.13)

Erinevalt pinna esimesest ruutvormist ds?, mis on positiivselt
madratud, ei ole teise ruutvormi

2
jz bop diia duﬁ,=—dx dm

o, f=—1

jaoks mingeid kitsendusi.

Niiteks tasandi puhul, kui
X=a-tue +uses
kus e, ja ey olgu ristuvad iihikvektorid sellel tasandil, saame:
dx—=due;F+due,
ja esimene ruutvorm on seega
dsQ,—_dx?:du'-: +duz .
Et aga m=e;Xe;=e;=const, siis dm=0 ja teine ruutvorm on samaselt null.
Teise niitena arvutame pdordpinna esimese ja teise ruutvormi. Siin kasutame
valemeid (31.8), (31.9) ja (31.11), millest

gn=x21=q3’2+113’2, g12=X1X3=0, g:zz-‘=-"?a =q? (36.14)

ja seetotiu
ds?= [ (w1) +p"* (ur) ] dus? +7 (ui)du, (36.15)

l‘liﬂg’ 2 (44 2
det |gqpl = 9% (@ +¥").

X = (@ (uy) cos Uy, @”(w) sin uy, B” (1)),
Xjo= (—-(p’(ul) sin s, (p’(ul) COS Ugq, 0),
Xop== (—@(U) COS Uy, —@ (1) sin uy, 0),
(%1 XX 21 = O (" — @), (% Xx)%e=0, (X1 X¥2) Xeo =",

seetdttu

Edasi leiame:

b= T — @ ,  be=0, bp= l;)'lb (36.16)
T CRrE

ja teiseks runtvormiks saame
AN/ S 2 J 2
(@p" — g™ y)dur 4 @y’ duy

—dx dm=
Vo>
Sfaari korral, mil @(u,)=r cos uy, Y () =71 sin uy,
ds?==r®(du? —+cos? uy duf]) (36.17)

ja
—dx dm=r (du? +-cos® u; dul);

' 1
siin valem (36.12) annab, et kg=—=const.
r

135



37. Dupini indikatriss ja Euleri valem. Pinna kaks ruutvormi
tdidavad pinna uurimisel erinevaid osi. Esimene ruutvorm véimal-
dab arvutada mitmesuguseid meetrilisi suurusi pinnal: kaarte
pikkusi, joonte vahelisi nurki, pindalasid. Temast ldhtudes saab
vilja arendada teatava erilise, sellel pinnal kehtiva geomeetria
(vt. § 11).

Pinna teisel ruutvormil sellist iseseisvat tdhendust ei ole, kuid
koos esimese ruutvormiga madidrab ta pinna koverdumise ruumis.
Lihteks on valem (36.12) pinnal asetseva joone normaalkoveruse
ko jaoks. Kogu jdrgnev tuginebki sellele valemile (ja on eeskujuks
iildse niisuguse suuruse uurimisel, mis avaldub kahe ruutvormi
jagatisena, juhul kui nimetajas on positiivselt méddratud ruutvorm).

Fikseerime pinna punkti. Sel korral on valemis (36.12) ruut-
vormide kordajateks konstantsed reaalarvud — funkfsioonide gup
ja baep vdidrtused selles fikseeritud punktis. Votame 1dbi selle punkti
pinna puutujatasandil asetseva sirge sihivektoriga

l=lix1—|-l-2x2. (371 )

Vaatleme joont pinnal, millele see sirge on puutujaks antud
punktis. Sel korral puutuja sihivektor

dx=x, duy+xs du, (37.2)

peab olema kollineaarne vektoriga ! ning nende vektorite koordi-
naadid baasil {x;, x2} on vordelised:

dite—uwl,, a=1, 2. (37.3)

Tehes siit asendused k, valemisse (36.12), ndeme, et lugejast ja
nimetajast taandub {hine tegur ? vilja ja tulemuseks on valem

bn[“i +2b1211!2—|—b22%
gul +2g1hl+gal3 '

Selgub, et normaalkdverus pinna antud punktis s6ltub iiksnes sihist
[ puutujatasandil selles punktis (sest sihivektori I voib asendada iga
teisega Al samas sihis, ilma et parem pool muutuks); seda néitab
vasakul siimbol ko(l/). Teisiti Geldes, kaks pinnal asetsevat joont,
millel on iihises punktis iihine puutu;a on selles punktis sama nor-
maalkoverusega. Et joone koverus k soltub valemi (36.7) kohaselt
iiksnes normaalkoverusest ko ja nurgast 6 pinna normaali ning
joone peanormaali (ehk kdoldumistasandi) wvahel, siis eelmisest
tulemusest jdreldub, et kaks' pinnal asetsevat joont, millel on iihi-
ses punktis thine kooldumistasand, on selles punktis sama kéve-
rusega.

Lihtsaim antud punkti antud sihis ldbiv joon pinnal on pinna
sellesihiline normaalldige — pinna ning tema normaali ldbiva
tasandi tithisjoon. Sel korral 6=0 vdi 6=m, mistottu ko==k ehk
| ko} =Fk. Seega normaalkoveruse ko(l) absoluutvdirtus on vordne
pinna [-sihilise normaalldike koverusega. Seejuures ky(/) mark sol-
tub sellest, kummale normaali poolsirgele normaalldike koverusvek-
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tor langeb, kas m-suunalisele (&o(/)=0) vo6i vastassuunalisele
(ko () <<0).

Seame niiiid iilesandeks uurida normaalkoveruse ko(/) muutu-
mist pinna antud punktis, kui siht [ pé6rleb pinna puutujatasandil.
Siin on otstarbekas rakendada jdrgmist votet, mida esimesena kasu-
tas 1813. a. Ch. Dupin . |

Eeldades, et ko({) =0, asetame pinna punkti a I&bivale [-sihili-
sele sirgele punktist @ kahele poole 16igud pikkusega

r(1) 1 (37.5)
V()]
Loigu teise otspunkti tédhistame z (joon. 39). Selle punkti kchavek-

tor alguspunkti a suhtes on avaldatav baasi {xi, x2} vektorite
kaudu:

—_

az=21X1-}22X;3.
Uhelt poolt punkti 2z konstruktsiooni ja valemi (37.4) kohaselt
Pt ([ guls |2 bl guly ,
| o (1) | | 81102 +-2b12l1 LoDl |
teiselt poolt (36.1) jargi '

azt=—= (21x1+z-gx2) 2=g11221 —]—2g1221z2_-|—gzzzg .
Samal ajal I ja az kollineaarsuse {ottu /p=A2y, mistoitu seoses
(37.6) voib Il asemele kirjutada 2, (sest parast asendamist A? koon-
dub vilja). Seda arvestades saame

gu2? 128121282022
| b1122 42192129+ b2t |

ning jarelikult punkti z koordinaadid rahuldavad vorrandit
|bu2? +2bp2izet-bn2 | =1. (37.7)

(37.6)

= g1122 28122122~ G222

Joonis 39

1 Pierre Charles Francois Dupin [dipdd»] (1784—1873), prantsuse mate-
maatik. '
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Et valemis (37.4) on nimetaja alati positiivne, siis vasakul abso-
luutvidrtuse markide vahel olev suurus on alati sama méirgiga mis
ko (). Jarelikult voib vorrandi (37.7) esitada ka kujul

_ 1, kui k() >0
b 2 , b : 2 —_— { 2 ?
1122 +2b192125 bz 1 ui ko(l) <0,

Sihi ! pooriemisel kirjeldab punkt 2 seega puutujatasandil teist
jarku joone (kui ko(/) sdilitab mérgi) voi selliste joonte paari (kui
ko(l) muudab mirki). Igal juhul on tegemist punkti a suhtes sim-
meetrilise punktihulgaga, sest koos arvudega 21, 2, rahuldavad
vorrandit ka arvud —=y, —2a.

Vorrandiga (37.7) ehk (37.8) mairatud punktihulka pinna puu-
tujatasandil nimetatakse Dupini indikatrissiks puutepunktis a.

Analiiitilises geomeetrias selgitatakse vilja koik teist jdrku
jooned, mis on simmeetrilised mingi punkti suhtes (vt. [6], lk.
463): tegemist on kas ellipsi, hiiperbooli vdi sirgepaariga. Seejuu-
res Dupini indikatrissi konstruktsioonist on selge, et punktis a 106i-
kuvate sirgete paar siin arvesse ei tule.

Ellipsi ja paralleelsirgete paari ildvorrandi ruutliikme osa sii-
litab teatavasti margi, mistottu vorrandi (37.8) puhul tekivad reaal-
sed jooned parema poole kindla mirgi korral. Hiiperbooli puhul
konesolev osa aga muudab mdrki, nii et vorrandis (38.8) tuleb
arvestada molemat voimalust; vorrand (37.8) méadrab tegelikult
kaashiiperboolide paari.

Dupini indikatrissi puhul on seega tegemist {ihega joonisel 40
niidatud kolmest voimalusest. Koikidel neil juhtudel on vaadelda-
vatel teist jarku joontel olemas kaks ristuvat peasihti, mis on iiht-
lasi indikatrissi siimmeetriatelgede sihtideks.

Kui puutujatasandil valida uued baasivektorid e; ja e, mis ldhe-

—_

vad indikatrissi peasihtides, ja az koordinaadid sellel baasil tdhis-

tada 2j, 2}, siis indikatrissi vorrand (37.8) omandab teatavasti

kanoonilise kuju

(37.8)

1, kui ko (!) >0,
*2 22 =
bz P ey {—1, kui ko(l) <0. (37.9)

Ellipsi korral on & ja k2 samamargilised, hiiperbooli korral erimar-
gilised nullist erinevad suurused; paralleelsirgete paari korral on

iiks neist vordne nulliga.
Siit voib saada huvitava aalemi, kui minna ile polaarkoordinaa-

tidele ¢ ja xp, kus ¢ on punkti z kaugus alguspunktist a ja ¢ on
sihi [ ja 2}-telje (ehk vektori e;) vaheline nurk (joon. 39). Et (37.5)

kohaselt

1
o=r(l)= ,
Viko (D) |
siis
Z2F= ! cosg, 2= 1 sing
Y Tkl * gkl
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Joonis 40

kus asja lihtsustamiseks on ko juures jdetud &ra sihi siimbol L
Pirast asendusi vorrandisse (37.9) saame

- costq P sinch___{ 1; kui ko] =k,

"Tho| T kol —1, kui |ko| =—q,

ja kui korrutada suurusega |ko|, tekib valem
k.0= ki cos? (P+k2 Sil‘l2 Q, (3710)

mida tuntakse Euleri valemi nime all i

Sellest valemist on lihtne jidreldada, et &4 ja k2 kujutavad endast
normaalkoveruse k, ekstremaalvidirtusi. Selleks anname valemile
(37.10) samasuse cos2gp=1— sin?¢ abil kuju

ko——“ ki—l_ (kz — ki)'Sirliz QP
ning méirgime, et antud punktis a ainsa siin muutuva suuruse sin?¢

ekstremaalviédrtusteks on 0 ja 1. Seega ko ekstremaalvdirtused on
ki ja ko.

k

38. Peasihid ja peakdverused. Dupini indikatrissi peasihte nime-
tatakse pinna peasihtidehs antud punktis. Normaalkdveruse ekstre-
maalvddrtusi k4 ja ks, mida k, omandab peasihtides, nimetatakse
peakbverusteks pinna vaadeldavas punktis. Edaspidi me eeldame
tavaliselt, et baasivektorid e; ja e; ning sellele vastavalt 2y ja k2 on
nummerdatud nii, et

kiz=ks. (38.1)

Ei ole muidugi vilistatud ka vdimalus, et pinna punktis ki1=g&s.
Sel korral Euleri valemist (37.10)

ko==Fk; (cos® p-sin? ) =k,

I Euleri 1760. a. ilmunud t66s oli see valem kujul

_ 2fg
F+e+(f— g) cos 2a
1 1 1
kus seos meie tdhistustega on jérgmine: r=—1, f=—, g=—, a=0. Kuju
ko k, Ry

(37.10) andis valemile Ch. Dupin.
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s.t. normaalkdverus ei soltu iildse sihist. Vorrandist (37.9) nédhtub,
et Dupini indikatriss on siis ringjoon. Sel juhul nimetatakse pinna
punkti dmaruspunktiks. Kui meenutada, et normaalkoverus on tol-
gendatav pinna normaalléike kOverusena, saab kohe selgeks, et
nditeks sfdédri iga punkt on iimaruspunkt, sest normaalldigeteks on
sfddri puhul kongruentsed suurringjooned. Umaruspunktis pole
peasihid maaratud; soovi korral voib sellises punktis iga sihti puu-
tujatasandil lugeda peasihiks.

Punktis, mis pole iimaruspunkt, on pinnal tdpselt kaks ristuvat
peasihti. Nende tegelikuks maédramiseks pinna vorrandi (31.4) jargi
lihtume normaalkoveruse %o (/) valemist (37.4), milles kordajad gag
ja bgp on arvutatavad valemitest (36.1) ja (36.10). Et peasihtides
ko({) omandab ek_stremaalvéiéirtused, siis neis sihtides :

d
'"a"[{'k” (=0, —5—k(})=0. (38.2)

Saadud tingimuéte arvestamiseks on kasulik valem (37.4) viia kujju
b2 —I-Qbizlilz-[-b'zz[z =ky (1) (gulz +2gnlilb4-g2l2).

Vottes niiiid molemal pool osatuletised, kord I, kord I jargi, nmg
arvestades tingimusi (38.2); saame seosed

2b1111—|—2b1212 ko (1) (2g1111—|—2g1212)

2b15li 20l =Fo ({) (28 1211}+2822102) .
Vabaneme siin kordajast 2 ning elimineerime #&o(/), korrutades
selleks teise seose pooli esimese seose parema poole suluavaldisega,
seejdrel esimese seose pooli teise parema poole suluavaldise vas-
tandvddrtusega ning liites seejédrel tulemused. Saame:

(broli+-baabs) (Guli+G12le) — (bulst-bizk) (Gels-+gaol) =0.

| (38.3)

Siit
(G11b12 — G12b11) B - (1122 — Gaobur) lilo+- (gizbzz — Gazbi2) 12 =0 (38.4)
ehk

5 —lh A
g1 g12 L =0. (38.5)
bis by b

Sihti méidrava suhte A=04:L (kui Lh#0) voi M=L5L 1 (kui l;70)
jaoks oleme saanud ruutvorrand1 mis iimaruspunkti korral osutub
samasuseks.

Viimane voimalus leiab aset siis, kui vorrandi (38.5) vasakul
pool oleva determinandi kaks viimast rida on vordelised: -

baB = kogaﬁ

Umaruspunkti tunnuseks on seega pmna ‘esimese ja teise ruutvormi
kordajate vordelisus selles punkfis:-

by b ba

gu g2 g»
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Veelgi kitsam erijuht on selline, mil pinna vaadeldavas punktis
bap=0. Sel korral valemi (37.4) pohjal ko(/) =0, mistdttu see punkt
on pinna kdikide normaalldigete sirgestuspunkt. Sellist pinna punkti
nimetatakse pinna tasandumispunktiks. Dupini indikatrissi definee-
rimisel, kus alustasime niisugusest sihist /, et ko(/) 70, jai tasan-
dumispunkt vaatlusest vilja. Sellises punktis pole Dupini indikatriss
iildse madratud. Naiteks koik tasandi punktid on tasandumispunktid;
pisut huvitavam néide on antud art-s 39.

Eeldame, et pinna punkt ei ole fimarus- ega tasandumispunkt. Sel
korral on ruutvorrandil (38.4); kui kirjutada ta vilja A voi A" jaoks,
kaks lahendit. Need maidravadki kaks peasihti.

Peakoveruste ky ja k» leidmiseks tuleb siisteemist (38.3) elimi-
neerida I ja lo. Selleks on kasulik siisteem korraldada kujju

(b11 — kog1s) i} (D12 — Rogi2) 2=0,
(b1g — ko 12) i+ (baz — Rag22) b=0,
kus k, tihendab praegu iiht kahest peakdverusest. Saadud homo-
geensel siisteemil Iy ja l» jaoks on mittetriviaalne lahend — peasihi-
lise vektori =0 koordinaadipaar, seetdttu siisteemi determinant
on vordne nulliga ([1], lk. 74). Siit saame ky ja k2 arvutamiseks
vorrandi
by —kogu bin— ko —0

, 38.6
bis — ko1 b2 — Rog2 ( )

mis on samaviirne ruutvorrandiga
(18— g%) R — (guba-t-gabi — 212D 12) Kot~
+ (babz — b2,) =0. (38.7)

Selle lahendid ongi peakdverused.

Leiame naiteks poordpinna peasihid. Art-i 36 16pus selgus, et péordpinna

puhul gip=>b;=0. Vorrandil (38.4) on sel korral kuju
(g11522—8’22b11)1112=0,

kusjuures suluavaldise vdrdumisel nulliga oleks esimese ja teise ruutvormi kor-
dajad vordelised, s.t. tegemist oleks i{imaruspunktiga. Kui see voimalus vilja
jdtta, on filejddnud punktides peasihid maératud sellega, et iihe korral [;==0,
teise korral /;=0 — need on aga meridiaani ja paralleeli sihid.

Vorrandist (38.6) peakoveruste middramiseks jéreldub, et

(b1~ Rof11) (bazs — Rof2e) =0,

b b
by=—,  hy—=— (38.8)
g a2

(linginiifse (38.1) rahuldamiseks on vdib-olla vaja indeksid mber nummerdada).

mistottu lahendid on

39. Tiis- ja keskmine koverus. Peakoverused k. ja ks kui ruut-
vorrandi (38.7) lahendid avalduvad tuntud lahendusvalemi jargi
iildjuhul fisna keeruliselt ruutvormide kordajate gap ja bup kaudu,
sest olulisi algebralisi lihtsustusi siin ei toimu. Seetottu etendavad
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pinnateoorias mérksa olulisemat osa peakdveruste korrutis ja arit-
meetiline keskmine

K—Fuk, H=~% (i), (39.1)

mis Viéte'i (Vieta) valemite pohjal ([1], 1k. 269) avalduvad vor-
randi (38.7) kordajate kaudu teatavasti jargmiselt:

Ko bubn—Vh _ det |bap|

= , 39.2
gugn—g3,  det|gas| (99:2)
| — Z11bootGoab1i — 2812012 . (39.3)

2(gug— gfz )

Suurust K nimetatakse pinna fdiskéveruseks (ka Gaussi kove-
ruseks'), suurust H aga pinna keskmiseks koveruseks vaadeldavas
punktis. Vorrand (38.7) on nende suuruste abil kirjutatav jargmi-
selt:

K2 — 2Hko+K=0. (39.4)

Téis- ja keskmise koveruse abil on lihtne pinna punkte liigitada.

Art-s 37 selgus, et kui k4 ja k» on nullist erinevad ja kas sama-
voi erimdrgilised, siis Dupini indikatriss on vastavalt kas ellips vdi
hiiperbool. Pinna punkti nimetatakse sel korral kas elliptiliseks voi
hiiperboolseks punktiks.

Valemi (39.1) pohjal on elliptilise punkti tunnuseks K>0.
Euleri valemist (37.10) jéreldub, et siis on k; kogu aeg sama mir-
giga, seega pinna normaalloige selles punktis on alati puutuja-
tasandist iihele poole suunduva kdverusvektoriga, mistdottu normaal-
Idige kooldub elliptilise punkti {imbruses puutujatasandist alati
{ihele poole. Pind on seega selle punkti iimbruses munajas (joon.
41,1). Niisugused on néiteks ellipsoidi kéGik punktid. Kui pinnal
on iimaruspunkte, mis pole tasandumispunktid, siis need on alati
elliptilised, sest neis K=42 > 0.

Hiiperboolse punkti tunnuseks on K<<0 ning &, vo6ib olla nii
iihe kui teise margiga, seejuures ka null. Pinna normaalldige on
selle punkti iimbruses kooldunud kord iihele, kord teisele poole
puutujatasandit. Niisiis, pind on hiiperboolse punkti {imbruses
saduljas (joon. 41,2). Niisugused on néiteks hiiperboolse para-
boloidi voi ithekattelise hiiperpoloidi koik punktid.

Pinna hiiperboolses punf;tis saab vilja eraldada sihid, mille

puhul £o(!)=0 ja millele Iihenedes r (1) =:—L—-—————> oco. Need on

V]ko(?) |
seega Dupini indikatrissi (kui kaashiiperboolide paari) asiimptoo-
tide sihid ning neid nimetatakse pinna asiimptootilisteks sihtideks
vaadeldavas hiiperboolses punktis (joon. 40). Tingimusest ko(l)=

I C. Fr. Gauss toestas 1827. aastal, et K on avaldatav ka iiksnes esimese
ruutvormi kordajate ja nende osatuletiste kaudu (vt. art. 48).
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Joonis 41

=0 ja valemist (37.4) jdreldub, et [ on asiimptootilise sihiga para-
jasti siis, kui

Euleri valemist (37.10) jéreldub, et asiimptootilise sihi korral
k1 cosZpo+ky sinZo=0 ehk |

tan o=+ ]/————. (39.6)

2 .
Hiiperboolse punkti eritiilibiga on tegemist juhul, kui K+0 ja
H=0. Sel korral ky=—F&,, s.t. K=—k21<0 ning viimasest vale-

mist tcpo=i-j—i——, seega asiimptootilised sihid on risti. Asfimptoo-

tiliste sihtide ristumisest jdreldub omakorda, et H=0.

On jdadnud uurida punkte, kus K=0, s.t. kk:=—0. Kui siin iiks
peakoverustest, nditeks ks, on nullist erinev ja koos sellega ka
%0, siis Dupini indikatriss on paralleelsirgete paar. Pinna
punkti nimetatakse sel korral paraboolseks punktiks. Euleri vale-
mist (37.10) on ndha, et normaalkdverus &, siilitab vaadeldavas
punktis margi ning pind jdab selle punkti iimbruses puutujatasan-
dist peaaegu kogu ulatuses iihele ja samale poole. Erandlik olukord
voib siin olla seotud selle ainsa sihiga, kus k=0 — selleks on
praegu, mil k=0, iiks peasihtidest, nimelt see, mis on paralleelne
Dupini indikatrissi moodustavate paralleelsirgetega. Pinna selles
sihis tehtud kaldioigetel, mille puhul cos §=0, on valemi (36.7) poh-
jal vaadeldavas punktis £=0, selline punkt on aga iildjuhul kdinu-
punkt ([2], lk. 265, 287), mistottu niisugused kaldlgiked voivad
minna ka teisele poole puutujatasandit (joon. 41,3)

Vaatleme niiteks p66rdpinda juhul, mil meridiaan on antud x;xs;-tasandil
vorrandiga

x1=f(x3),
s. t. funktsiooni | graafikuna. Sel korral vorrandis (31.2)

Y(B)=t @()=[(1),
mistSttu (36.14) ja (36.16) pohjal

gu=1+1" g12=0, gan=/?
buy=— ,  bia=0, by= —.
Vl+f’2 ]/I_HW
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Joonis 42

Jarelikult valemi (39.2) jdrgi

N
T+

(39.7)

(vt. ka (38.8)). .

Poordpinna tdiskdveruse K mirk ja koos sellega ka pinna punkti liik sdltub
seega f” mirgist. Kui K>0, siis [”<<0 ja meridiaan on selle punkti iimbruses
kumer, s.{. punkt on elliptiline. Kui K<0, siis />0 ja meridiaan on nogus —
punkt on hiiperboolne (joon. 42). Meridiaanide sirgestuspunktid, kus f*=0 (iild-
juhul kddnupunktid), on pinna paraboolsed punktid.

Erijuhul voivad pinna k6ik punktid olla paraboolsed. Kui pédrdpinna meri-
?iaanid on nditeks sirged ja poordpind on seega pdbrdsilinder v5i -koonus, siis
"=0 ja K=0. . -

Tasandumispunktiga on tegemist siis, kni ky==k,=0 ehk K=0, H=0: pinnal
voib olla selle punkti @imbruses vdga mitmesugume ehiius, Niiteks kui silindri-
lise pinna sirgjoonelisi moodustajaid risti l6ikaval joonel (nn. juhtjoonel) on ole-
mas sirgestuspunkt, siis seda ldbiva moodustaja kdik punktid on tasandumis-
punktid. Kuid tasandumispunkt véib esineda ka isoleeritult.

Vaatleme néiteks funktsiooni

x3=x2 —_ 3x‘; X2 (39.8)

ruumilisel graafikul punkii, kus x;==xs=0.
Cldiselt funktsiooni xs==f(xy, x;) graafiku korral (31.5) ja (36.14) pohjal

n= 1+f:,. Bre=fx [z, gon= 1+f§,,

, (39.9)
det ngﬁl = 1+f:,+f:,3
edasi , ' S
*1=(0,0, fxx), %12== (0,0, fz,x),  %22=(0,0,fx.x)
ning seega ¢
\ N . .- - f-taxﬁ
by p== (39.10)

Funktsiooni (39.8) puhul o
fom—bfiti, | fo=3(2—2),
fxtxlﬂ—ﬁn’@., fx1x,="—6xl, szx,=6x2

ning punktis Xj==X;==0 seega [x xy==0, jérelikult byp=0 — tegemist on tGesti
graafiku tasandumispunkiiga. K
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Joonis 43

Graafiku kuju selgitamiseks esitame vérrandi (39.8) kujul

X3=Xp(Xp — ]/Ex,) (X473 Xi).

Graafik 16ikab x,x,-tasandit, millel on vorrand x3=0 ning mis on antud juhul
puutujatasandiks tasandumispunktis, modda kolme sirget, mis moodustavad oma-
vahel vordsed nurgad suurusega s/3. Lihtne analiiis niitab, et graafik on joo-
nisel 43 niidatud kujuga. Niisugust lihtpinda nimetatakse «ahvisadulakss (sest
sellel on ette ndhtud koht nii ahvi jalgade kui ka saba jaoks).

40. Koverusjooned. Normaalkoverust ja Dupini indikatrissi
ning nendega seotud sihte ja suurusi uurisime eelmistes artiklites
pinna fikseeritud punktis, kusjuures uurimine haaras tegelikult
selle punkti ldhemat iimbrust pinnal. Selgunud seaduspérasusi,
mis kehtivad tegelikult suvalise viikese {imbruse korral, vdib
kasutada ka pinna suurte piirkondade kisitlemisel.

Olgu antud lihtpind {x : x==x(us, u2), (w4, us) =D} ja piirkond
Ac D. Viimasele lihtpinnal vastava piirkonna U puhul (vt. art. 36)
ecldame, et ta ei sisalda iimarus- ega tasandumispunkte. (Niiteks
sfadri ja tasandi piirkonnad jidvad kohe vaatlusest vilja.) Sellise
piirkonna U igas punktis on pinnal kaks ristuvat peasihti, millest
Uiks vastab suuremale peakdverusele ki, teine viiksemale peakove-
rusele k. Esimesed moodustavad piirkonnas U iihe, teised teise
sihivdlja (vrd. [8], lk. 18 ja 19), mis koos misratakse vorrandiga
(38.4) ehk (38.5), kus gup ja bap on niiiid funktsioonid osapiirkon-
nas A.

Antud sihivdlja puhul kdneldakse selle sihivilja integraaljoon-
test kui sellistest joontest piirkonnas U, mille puutuja siht igas
punktis iihtib sihivdlja sihiga selles punktis. Kui viimase méirab
vektor o

=1 (w, up) X113 (14, tp) %2,
sils integraaljoone puutuja sihivektori
dx_—_x1 du1—|—x2 duz

kollineaarsus vektoriga ! on samaviddrne nende vektorite koordi-
naatide vordelisusega: '

dua-—-—‘ﬁ)la; a=1, 2..
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Vorrandist (38.4) saame pédrast ldbikorrutamist teguriga ?
ja asendusi oli=dui, wlh=du, jirgmise teise astme diferentsiaal-
vorrandi:

(g11b12 — g12b11) duzi + (g11boz — Goobay) duy dua+ (12022 — G22b12) dug =0.
(40.1)

Seejuures on ette teada, et vasak pool on lahutatav kahe lineaar-
teguri korrutiseks:

[My(uy, te) dus+Ny (1, tz) dup] [Ma (1, uz) dus+-No (14, ) dus] =0,

sest piirkonna U igas punktis on pinnal olemas kaks peasihti. Nii
saame iihe sihivdlja integraaljoonte mdiédramiseks siimmeetrilisel
kujul antud diferentsiaalvorrandi ([8], lk. 25)

M (uy, uz) dus+Ny (w4, us) dus=0, (40.2)

teise sihivdlja puhul analoogiliselt teise samalaadse vorrandi. Vor-
randi (40.2) saab eeldusel Ny(uy, u2) 70 teisendada kujju

d"’z — (s, u2) (40.3)

d
(voi eeldusel M;j(uy, u2) %<0 kujj -azui—zg(ui, u2)), mistottu dife-
2

rentsiaalvorrandi lahendi olemasolu ja ainsuse teoreemist ([8],
k. 11, teoreem C) jdreldub, et piirkonna U iga punkti ldbib para-
jasti iiks esimeste peasihtide véilja "integraaljoon. Analoogiliselt
14bib seda punkti ka parajasti iiks teise peasihtide vilja integraal-
joon.

Peasihtide vélja integraaljooni nimetatakse pinna kdverusjoon-
teks. Diferentsiaalvorrandi (40.3) integraaljooned moodustavad
jooneparve ([8], 1k. 19); jérelikult on pinnal piirkonnas U kaks
koverusjoonte parve. Peasihtide ristumise tottu pinna igas punktis
1oikavad ka eri parvede koverusjooned piirkoana U koikides punkti-
des teineteist risti ehk ortogonaalselt. Oeldakse, et kdverusjooned
moodustavad piirkonnas U ortogonaalse joonevdrgu — koverusjoonte
vorgu.

Koverusjoone huvitav ja {ihtlasi iseloomulik omadus jdreldub

sitsteemist (38.3). Kui see kirjutada néditeks koverusjoonte esimese
parve jaoks:
2

2
2 bap 4“ﬁ=ki[§gaﬂ dug

B=1

ja arvestada vordusi bgp=—xuMms, gup==xaXp, Saame

2 2
—BZ XoMp dug=Fky > XoXxpg dup
—1 p=1
ehk
Xo (dm--ky dx) =0.
Lisades siia samasuse
m(dm--Fk, dx) =0,
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leiame, et piki esimese parve koverusjoent arvutatud dm--k,dx on
risti kolme lineaarselt soltumatu vektoriga xs, x; ja m ning on seega
nullvektor:

dm=—p, dx. (40.4)

Sama voib korrata ka teise koverusjoonte parve korral, seega piki
selle parve kdverusjoont

dm=—t, dx. (40.5)

Valemeid (40.4) ja (40.5) nimetatakse Rodrigues’i valemiteks?.
Nendest jareldub kéverusjoone jargmine omadus: piki kdverusjoont
voetud pinna normaalid moodustavad tasanduva pinna (ehk torsi).
Toestuseks uurime normaalidest sel viisil moodustatud joonpinna
puutujatasandi kditumist puutepunkti liikumisel mooda {iht nor-
maali. Konesolev joonpind mairatakse vorrandiga

x=2x(t)fum (1),
kus x(f) on kdverusjoone punkti kohavektor, jarelikult
dx=dx (t) 4-dvm (t) 4-tdm (¢)
ning Rodrigues’i valemite pdhjal
dx= (1 — ko) dx (t)-drm (1),

kus a=1 vdi a=2. Siit ongi niha, et vaadeldava joonpinna puu-
tujatasandi riht on © véirtusest sdltumatult miiratud ortogonaal-
sete vektoritega dx(f)=x’(¢)dt ja m(t), s.t. puutujatasand 1ibib
atati koverusjoone antud punktis véetud puutujat ja pinna normaali
selles punktis.

Vastupidiselt arutledes on véimalik samade valemite kaudu kind-
laks teha ka vastupidine viide: joon, piki mida pinna normaalid
moodustavad tasanduva pinna, on pinna kéverusjoon. Pdhjenduse
iksikasjad jdtame lugeja hooleks.

Néiteks pddrdpinna peasihid on art-i 38 niite pdhjal meridiaani ja paralleeli
sihid. Seetottu kdverusjoonte vérk moodusiub meridiaanidest ja paralleelidest.
Pinna normaalid piki meridiaani asuvad k&ik meridiaani ja pinna poordetelge
labival tasandil ning moodustavad tasanduva pinna — selle tasandi teatava osa.

Pinna normaalid piki paralleeli moodustavad koonijlise pinna tipuga teljel, see
pind on samuti tasanduv pind.

41. Asiimptootjooned. Koverusjoonte vork on olemas igal pinnal
sellises piirkonnas U, mis ei sisalda iimarus- ega tasandumispunkte.
(Meenutame, et viimastes on peasihid madramata; seetottu niiteks
sfddril ja tasandil jidvad kdverusjooned mairamatuks — iga joont
voib soovi korral vaadelda koverusjoonena.)

Sellises piirkonnas U, mis koosneb hiiperboolsetest punktidest,
s.t. kus K<C0, saab lisaks nédidata veel iihe huvipakkuva joone-
vorgu, mis on seotud asiimptootiliste sihtidega. Asiimptootilisfe sih-
tide valja integraaljooni nimetatakse pinna asiimptootjoonteks.

! Olinde Rodrigues [rodriig] (1794—1851), prantsuse matemaatik.

10*
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Ft vaadeldava piirkonna U igas punktis on olemas kaks peasihtide
suhtes siimmeetrilist asiimptootilist sihti — heed; kus. kp=0"—, siis
on pinnal piirkonnas U olemas asiimptootjoonte vork. Pohjendus
on samasugune nagu koverusjoonte korral ning tugineb asiimptoo-
tilise sihi tingimusest (39.5) tuleneva teise astme diferentsiaal-
vorrandi Co : ' |

buduzi +2b12 du1 d_uz-fl—_bgz du§=0 | | (41.1)

uurimisele. , S |

- Normaalkdveruse ko, avaldise (36.7) pohjal piki asiimptootjoont
kcos@=0. Seega joon pinnal on asiimplootjoon parajasti siis, kui
tema punktidest igaitks on kas 1) joone sirgestuspunkt (kui k=0)
v0i 2) selline, et joone kooldumistasand selles punktis tihtib pinna

puutujatasandiga samas punktis (kui cos8==0 ehk B=n-g-).

Nurk o, mille asiimptootjoon moodustab ithega kdverusjoontest,
méidratakse valemist (39.6). Sellest jdreldub, et asiimpiootjoonte
7

. 7’
=o1. Sel korral —k:: k=1 ehk H=—;— (kit-k) =0,

Pinda, mille keskmine koverus H on samaselt null, nimetatakse
minimaalpinnaks. Niisiis, asidmptootjoonte vérk hiiperboolsetest
punktidest koosneval pinnal on ortogonaalne vérk siis ja ainult siis,
kui pind on minimaalpind.

Minimadlpind on saanud oma nimetuse jirgmisel pohjusel ([5],
k. 172): kui nduda, et pinnal mingi kinnise joonega piiratud piir-
konna U pindala oleks viiksem igast sama joont ldbiva lihedase
pinna selle joone sisse jddva piirkonna pindalast, siis sellest jérel-
dub, et pind peab U ulatuses olema omadusega H=0, s.t. mini-
maalpind. Sellest tuleneb voimalus realiseerida minimaalpinda
mingile kontuurile tommatud Ghukese seebikelmena. Téepoolest, kui
kelme on sedavord Shuke, et raskusjoudu pole vaja arvestada, siis
pindpinevuse tdttu votab kelme just sellise asendi, et kontuuri sisse
jddv pindala on minimaalne; jarelikult see asend vastab teatavale
minimaalpinnale. ‘

Seoses asiimptootjoontega mérgime veel, et iga pinnal asetsev
sirge on kindlasti selle pinna asiimptootjoon, sest sirge puhul £=0
ja muidugi ko==kcosB=0. Seetottu nditeks {ihekattelise hiiperbo-
loidi voi hiiperboolse paraboloidi asiimptootjoonte vérk iihtib sirg-
jooneliste moodustajate vorguga ([6], k. 372, 374).

vork on ortogonaalne parajasti siis, kui @o=== s.t. kui tan ge=

Huvitav on ldhemalt uurida iildse sirget.e-st koosnevaid pindu, mida me art-s
35 nimetasime joonpindadeks (joon. 44). Et iga liksik sirge on esitatav vorrandiga

x=a-}-tR,
siis joonpind on jirelikult esitatav vérrandiga
x=a(us)+uk(uy).

148




Joonis 44

Siin tuleb muidugi eeldada, et a(u2) ja k(uz) on pidevalt diferentseeruvad tea-
tavas piirkonnas 7. Sel korral ‘
E x1='k, xgza?-[—u;k’;
edasi tuleb vilja jdtta isedrased punktid, kus x; |l 5, kui neid leidub.
Jargnevalt arvutame : - s
2 =0, xp=~k, xp=a"4uk"

Valemite (36.10). kohaselt o | “ o
. 1
b11=0, b12=-—-—: (k, a’—[—ulk’, k’) =— (ka’k’),
Yg Ve

kus g=det |g,p]; jdrelikult
1
K=—— (ka'k')> T (41.2)
g B |

Erijuhu], kui joonpind on tasanduv (joon. 44,2), jdib tema normaalvektor

' . x X xy= (kXa') -u (kXEk')
samasihiliseks puutepunkti liikumisel médda sirgjoonelist moodustajat, s.f. para-
meetri #; muutumisel vabalt fikseeritud wu; korral. See on aga vdimalik siis ja
ainult siis, kui kXa’ || BXE, ehk teisiti: kui ka’®’=0. Seega joonpinnal on sama-
selt nulliga vorduv fdiskéverus parajasti siis, kui ta on tasanduv pind (ehk tors).

Joonpinna teise erijuhuna vaatleme pisfkonoidi. Nii nimetatakse joonpinda,
mille sirgjoonelised moodustajad ldikavad teatavat fikseeritud sirget (telge) tiis-
nurga all. Vottes selle sirge xs-teljeks, saame, et a(uz)=use; ja k(u)=
=R (Ug)e;4+ko(uz) e, Sel korral

Ra'k = (kie;}-kqe;, e, k'le1+k'2 eg)=—k1-k'; —]—k-_gk’1
ja
1
_K=._—g? (klk;—kgk: )2

Vektori k voib siin alati valida ithikvektorina: siis k21+k§=1 ja seega leidub

{p(ug) nii, et
Ry () ==cos @(uz), kao(ug)==sin @ (uy).

Arvutades tuletised le:’I =—sin ¢ q’, k’2=co-s ¢-¢’ ja asendades K avaldisse,
saame
K-—'—-— -é'-;- (p"z(uz)’ (413)

seega piistkonoid on tasanduv iiksnes siis, kui k=const, s.1, kui ta sirgjoonelised
moodustajad on paralleelsed, s.t. kui ta on tasand.
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Eeldusel |k|=1 saame piistkonoidi jaoks
gn=Fk=1, gu=k(esztuk)=0, gn=I1+4u2F"

Jarelikult (39.3) pohjal
b2z

H=-2,
2g
kus (36.10) jéargi
By ky O
By (&, ex+uk, Wy =k | il ik 1 L Rk — R,
17 Ve | ¥ K 0 ve 0
Et k’;=—cos @ @t —sing-@”, k/=-—sin Q- @'?4cos @-¢”, siis
e (u)
28 Vg
Selgub, et piistkonoidi telje punktides, kus u;==0, kehtib vordus H=0. Ainsad

piistkonoidid, mille puhul H=0, on sellised, kus Q" (42) =0, s.t. @ () =a=
=const ja ¢(uz) =aus+fP. Téhistame u’;=au2—}-[3. Kui =0, siis ¢ (u)=0,

H= (41.4)

K=0 ja tegemist on tasandiga. Kui a0, siis tahistame o—!'=a ja saame uy=
=a(uf —P). Vottes uueks alguspunktiks punkti 6*(0,0,ap), leiame, et

x= (U, cos u;", iy sin u’:, auz). (41.5)

Saadud piistkonoid, mille sirgjoonelise moodustaja lbikepunkt teljega nihkub vor-
deliselt selie sirge pddrdenurgaga u’ — vordeteguriks on a-—, on piisthelikoid

(vt. harjutusiilesanne 50).
Seega ainsad minimaalpinnad pistkonoidide seas on tasandid ja piisthelikoidid.
Et piisthelikoidi itks asiimptootjoonte parv koosneb sirgjoonelistest moodus-
tajatest ja piisthelikoidi kui minimaalpinna asiimptootjoonte vork on ortogo-
naalne, siis teine asiimptootjoonte parv koosneb nende moodustajate ortogonaal-
setest trajektooridest — kruvijoontest.

Oiles niiiid kisitlenud asiimptootjoonte vorke hiiperboolsetest
punktidest koosnevatel pindadel, seame kiisimuse asiimptootjoonte
olemasolust ja omadustest teistsugustel eeldustel. Elliptilistest
punktidest koosnevas piirkonnas asiimptootjooni pole, sest seal on
ks ja ks koikjal samamirgilised ning (39.6) kohaselt asiimptootilisi
sihte pole. Jadb uurida paraboolsetest punktidest koosnevat piir-
konda, kus K=0. Selles piirkonnas on iiks peakoverustest samaselt
null; olgu niiteks k1=0. Sel korral on vastava kGverusjoonte parve
jooned iihtlasi asiimptootjooned ning et valemi (39.6) jargi @o==0,
siis teisi asiimptootjooni polegi. Rodrigues’i valemi (40.4) p6hjal
piki neid jooni ’

s.t. m=const. Sel puhul

d(mx) =m dx=0,
seega joone punkti kohavektor rahuldab teatava tasandi vorrandit
mx=p,

kus p on selle joonega seotud konstant.
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See tasand on risti pinna normaaliihikvektoriga m, mis piki seda
joont ei muutu ning osutub seetottu pinna puutujatasandiks uuri-
tava joone igas punktis. Tdhendab, puutujatasandid puutuvad pinda
modda terveid niisuguseid «asiimptootilisi koverusjooni». Viima-
seid on aga {iheparameetriline parv; jarelikult moodustavad ka pinna
puutujatasandid iitheparameetrilise parve ning pind osutub seega
vaadeldava piirkonna ulatuses tasandite i{iheparameetrilise parve
mahispinnaks — torsiks v&i selle osaks (art. 35). Asiimptootjoon,
mida modda toimub parve tasandi ja torsi puutumine, on tasandi-
parve karakteristik (art. 34), milleks on teatavasti sirge — torsi
sirgjooneline moodustaja.

Arvestada veel dsja saadud tulemust, et torsi punktides K=0,
voime kokkuvottes sonastada jargmise lause:

paraboolsetest punktidest koosneva piirkonna ulatuses on pind
tors vdi selle osa, kusjuures torsi sirgjooneliste moodustajate parv
on iitheks koverusjoonte parveks ning samaaegselt ka ainus asimp-
tootjoonte parv.

Kui pinna teatav piirkond U koosneb tasandumispunktidest, siis
on tegemist tasandi osaga. Toepoolest, et tasandumispunktis bgp=0,
siis U ulatuses

ning et ka mmg=0, siis mg=0, mistdttu m=mo=const. Samasu-
sest mdx=0 jareldub niiid d(mox)=0 ehk myx=p=const —
pinna punkti kohavektor x rahuldab U ulatuses teatava tasandi
vorrandit.

Mirgime 16puks veel, et funktsiooni K(ui, #2) pidevuse tottu on
igal elliptilisel punktil teatav elliptilistest punktidest koosnev imb-
rus ja igal hiiperboolsel punktil teatav hiiperboolsetest punktidest
koosnev iimbrus. Kuid paraboolsel punktil ei tarvitse olla parabool-
setest punktidest koosnevat iimbrust. Kui torsid ja nende osad
(ning samuti tasandumispunktidest koosnevad tasandilised piir-
konnad) vaatlusest vilja jatta, siis tingimuse K({uy, u2)=0 poolt
pinnal vilja eraldatud paraboolsetest punktidest koosnev punktihulk
on iildiselt joon (kuid voib olla ka tithi voi sisaldada isoleeritud
punkte). Sellele joonele ldhenemisel hiiperboolsete punktide piir-
konna poolelt nurk 2¢, asiimptootjoonte vahel ldheneb (39.6) pohjal
nullile ning joonele K(ui, t#2) =0 joudmisel ldhevad asiimptootjoo-
ned puutumisse.

Harjutusiilesanded

58. Tuletada piisthelikoidi esimene ja teine ruutvorm.

59. Piisthelikoidil on antud kolm joont vorranditega u,=au,, wu;=—au, ja
u,=1, mis 1dikuvad kolmes erinevas punktis. Leida need punktid, nendevaheliste
kaarte pikkused joontel, joontevahelised nurgad neis punktides ja kdnesolevate
kaartega piiratud piirkonna («kolmnurga») pindala pinnal.

60. Rakendada podrdpinna esimese ruutvormi iildavaldist (36.15) toori kor-
ral ja arvutada toori kogupindala.

61. Arvutada harjutusiilesandes 59 antud joonte normaalkdverused piistheli-
koidil nende joonte 16ikepunktides.
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62. Kontrollida, et pé6rdpinna normaalkdverus paralleeli sihis on podrdvorde-
line pinna punkti ning-selles punktis vOetud normaali ja pddrdetelje 1Gikepunkti
vahelise kaugusega.

63. Toestada Euleri valemi abil, et pinna punktis kahes ristuvas sihis voetud
normaalkoveruste summa on selles punktis konstantne.

64. Midrata piisthelikoidi peasihid ja peakGverused.

65. Midrata ellipsoidi iimaruspunktid ja veenduda, et neid on neli (kui pole
tegemist pddrdellipsoidiga).

66. Veenduda vahetult, et piisthelikoid on minimaalpind (s.t. tema keskmine
kdverus on samaselt null).

67. Veenduda, et forsi (puutujatepinna, koonilise voi silindrilise pinna,
art. 35) tdiskdverus on samaselt null.

68. Avaldada analoogiliselt valemile (39.7) pd6rdpinna keskmine koverus ja

x
ndidata, et poordpind on minimaalpind parajasti siis, kui f(x;)=a Ch_ai' (Vas-

tavat poGrdpinda nimetatakse kafenoidiks, vt. art. 47.)
69. Niidata, et kui pinnal asub sirge, siis pinna tdiskdverus on selle sirge
punktides mittepositiivne.
70. Leida pinna _
x=[3u (1442 )~ ui]e1+[3u2('l+uf)—uf’;]e2+3[u";—-u22]e3

(Enneperi! pinna) koverus- ja asiimptootjooned ning niidata, et pind on mini-
maalpind. Veenduda, et kdverusjooned on siin tasandilised jooned.
~ 71. Olgu pinna normaalidel pinna punktidest arvates iihele ja samale poole
moddetud konstantse pikkusega 16igud. Niidala, et 16ikude teistest ofspunktidest
moodustunud pinnal (antud pinnaga «paralleelsel» pinnal} on samad normaalid
ning et antud pinna kdverusjoontele vastavad sellel pinnal samuti k&verusjooned.
"X
72. Leida asiimptootjooned pinnal, mis on funktsiooni z=a-( —+%—) ruurmi-
y
liseks graafikuks.

§ 10. PINNA LIIKUV KANOONILINE TELJESTIK

Joone uurimist holbustas eelmises peatiikis tunduvalt kanooni-
lise teljestiku sidumine joone iga punktiga. Pinna puhul on meil
analoogiline voimalus: teljestiku véib pinna punktiga siduda nii,
et selle kaks esimest baasiiihikvektorit 1ahevad peasihtides ja kol-
mas mooda pinna normaali. Punkti liikumisel médda pinda liigub
ka see teljestik, kusjuures on véimalik tuletada tema liikumist antud
hetkel kirjeldavad valemid, mis on analoogilised Bartelsi—Frenet
valemitega jooneteoorias. Neid valemeid on kasulik kisitleda mone-
vorra vabama teljestiku puhul. Seejuures tekivad teatavad uued
suurused ja iselaadi arvutus nende uurimiseks, kus uuteks teheteks
on lineaarsete diferentsiaalvormide viliskorrutamine ja -diferent-
seerimine., |

42. Kanooniline teljestik ja Darboux’—Cartani valemid. Pinna
iga punktiga, mis pole iimarus- ega tasandumispunkt, saab siduda
itheselt madratud teljestiku, mille alguspunktiks on pinna punkt
ja esimesed kaks telge suunduvad pinna peasihte mooda, kolmas
aga modda pinna normaali. Niisugust teljestikku nimetatakse pinna

7
1

! Alfred Enneper (1830—1885), saksa.maten}aa"cili.
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kanooniliseks teljestthuks vaadeldavas punktis. Kui selle teljestiku
baasitihikvektorid tdhistada ei, e; ja es, on es=eXe;=m. Seejuu-
res nii pinna punkti x kohavektor x kui ka need baasivektorid e, ez
ja e3 soltuvad wup-tasandi teatavas piirkonnas D muutuvast para-
meetripaarist (w4, us):

X=x (1, ug), e;=e; (1, Uz); i=1, 2, 3. (42:1)

Joone puhul, kui kanoonilise teljestiku baasivektorid ¢, n ja b
on litheainsa parameetri — joone loomuliku parameetri s funktsioo-
nid, antakse Bartelsi—Frenet’ valemeis tuletiste ¥, n’, & avaldised
f, n ja b lineaarkombinatsioonidena. Pinna puhul tuleks analoogi-
liselt avaldada baasivektorite e; osatuletised uy ja us jargi nende
baasivektorite endi kaudu. Selliselt toimiski G. Darboux oma kolme-
koitelises pinnateooriaalases monograafias 1887. a. Kuid E Cartan?
naitas 1910. a., et palju otstarbekam on osatuletiste asemel kasutada
tiisdiferentsiaale:

de; de;
aid“az

mis seovad korraga kaht osatuletist ega rohuta otseselt parameetrite
4y ja up valikut, mis on pinnal kiillaltki meelevaldne. Valemite arv
vaheneb sellega kaks korda.

On selge, et pinna punkti x kohavektori x ja kanoonilise teljes-
tiku baasivektorite e; diferentsiaalid dx ja dei; i=1,2,3 kui tea-
tavad vektorid on avaldatavad baasivektorite es, e ja e3 lineaar-
kombinatsioonidena:

dei— du

8

dx= 3 wes, (42.2)
i=t
.3

dei= > wi;e;. ‘ (42.3)
=1

Ulesandeks on leida kordajate w; ja w¢; avaldised ja jouda sel teel
teatavate, nn. Darboux’—Cartani valemiteni.

Seejuures on kasulik teha arvutused kohe pisut iildisemal kujul,
et poleks vaja neid mone aja pdrast korrata. Lubame nimelt, et ris-
tuvad iihikvektorid e, ja e; pinna puutujatasandil voib vabalt valida,
s.t. nad ei tarvitse olla peasihilised. Seejuures eeldame, et funkt-
sioonid e;(u4, u2) seostes (42.1) (kus endiselt e3=e; X es=m) on dife-
rentseeruvad funktsioonid. Peasihiliste e; ja e; korral on see eeldus
automaatselt tdidetud, nagu kerge veenduda valemite (38.5), (36.1)

a (36.10) abil. Endiselt kehtivad ka seosed (42.2) ja (43.3).

Rida kitsendusi nende seoste kordajatele tuleb sellest, et e, e

ja e; on paarikaupa ristuvad iihikvektorid:

1, kui i=j,

€& =04=0, kui i=].

(42.4)

1 ElieJoseph Cartan [kartaa"] (1869—1951), prantsuse matemaatik, Prant-
suse TA liige.
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Siit saadakse diferentseerimisega samasused
dei ei=8€;- d6j=0,
millest
'8 3
( > (O'iheh) e;+e; ( > mjheh) =
h=1 k=1

ehk
3 3
2 wik (exe;) + 3 o (eier) =0,
h=1 E=1
kus ene;===6g;, e:€r==>8:. Summeerimisel £ jargi jadb esimeses sum-

mas &p; tdhenduse kohaselt nullist erinevaks ainult liige wyj, teises
summas analoogiliselt wj;. Niisiis,

wijtw;i=0
ehk iiksikasjalikumalt:
0)11=0, ‘03:22=0, ‘&).33’:0, (42.5)
W21 =-—@12, OH=-——013,  OR=—023. (42.6)

Nagu ndeme, on valemite (42.3) kordajate maatriks, samuti nagu
Bartelsi—Frenet’ valemite korral, kaldsiimmeetriline:

' 0 W12 W13
—i2 0 W23
—a3 —wzs 0

Praegu ei ole veel selge, mida valemite (42.2) ja (42.3) korda-
jad wi, wi; endast dieti kujutavad. Alustame esimestest. Arvestame,
et pinna puutujatasandil on meil tegemist kahe baasiga {xi, x»} ja
{e4, e2}, seetdttu on olemas valemid {ileminekuks iihelf teisele:

x1=Anei+Apes, es=B1x1+ Biaxs, (42.7)
Xo=Azie1+}Ases, e2= Ba1x1+ Bagxo,
kus maatriksid [[Axpll ja l[Bagll on teineteise poéordmaatriksid ja
molemad jérelikult regulaarmaatriksid. |
Seejuures, vastavalt tdisdiferentsiaali avaldisele,
dx:xi du1+x2 du2= (A-“ei+/lizei) dui.—|— (A2181—+—A2282) du2=
o= (Au dm +A21 duz) 81._—{—- (Aig dui—I——Agz dug)ez.

Vordlus valemiga (42.2):
dx=<u§‘1€1+w2€2—|—0)3€3 (42-8)
naitab kohe, et -

w3=0,
42.
’(D{X.=A;[adu1-'+A2a duz; a:l 2 ( 29)

Valemitest (42.1) ja (42.7) jareldub, et iga kordaja Ag, on para-
meetrite u; ja uy diferentseeruv funktsioon. Kordaja we jacks saa-
dud avaldis on seega analoogiline diferentsiaalruutvormiga, kuid
sellest lihtsam: algebraliselt on ta lineaarvorm ([1], lk. 257) dife-
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rentsiaalide duy ja du, suhtes, kusjuures tema kordajateks on #; ja
uy funktsioonid. Seda laadi avaldisi mimetatakse lineaarseteks dife-
rentsiaalvormideks (Nendega on tegemist ka matemaatilises ana-
liaiisis, nditeks teist liiki joonmintegraali ja Greeni valemi puhul;
vt. [3], lk. 335, 339.)

Sama laadi avaldised on ka valemite (42.3) kordajad w:;. Tée-
poolest, kui (42.3) pooli korrutada skalaarselt vektoriga ey, saame

'3
de;-ep— ( Z,’mij-ej) ‘€.
=1

Vasakul
dei.-ehz (-%- dui-l—-—a-—e—i- duz) - e zAiki dut—l—flm duz,
i \ duy - O,
kus iga
de;
Aiha= d:a ‘8

on (42.1) pohjal u; ja up diferentseeruv funktsioon, paremal aga

3 3 3
( 2,"(:)1:,-.83-) er= 2 wij(ejer) = D/ wijdjr=wir.
=1 =1

=1
Niisiis, toesti
wip=Apt dus+Aipa duts. (42.10)
Seega koik kordajad valemis (42.2) ja (42.3) kujutavad endast
lineaarseid diferentsiaalvorme. Seejuures vormid w; ja e on line-
aarselt sbltumatud, sest nende valemeis (42.8) on kordajate maat-
riks [|Apall regulaarne. Jarelikult saab neist valemeist avaldada du,
ja dus vormide w4 ja ws lineaarkombinatsioonidena:
du1=Bﬁﬁ)1+B.‘2fﬂ)2,
duz.= Biz(oi-]— Bzz‘(n)z

— tarvitseb vaid (42.7) asendada valemisse (42.8), kus ws=0, ja
vorrelda dx varasema avaldisega. Kui teha siit asendused seosesse
(42.10), saame:

2
wir= _% Aina(Blaw1+ Bogwz) =Tir101+Tirews, (42.11)
=1
kus
2
Ting= 3 AiraBpa.
=1

Niisiis, valemite (42.3) kordajad on avaldatavad valemite (42.2)
kordajate lineaarkombinatsioonidena.

Kui minna tagasi peasihiliste e; ja e» juurde, siis osutub, et kor-
dajate w13 ja we3 avaldised on sel juhul {ipris lihtsad. Nimelt (4273)
ja (42.6) pohjal

dm=des;=—qm3€1 — Ww23€s.

Meenutame Rodrigues’i valemeid (40.4) ja (40.5), mis annavad
dm avaldise nihkumisel piki iiht koverusjoont (ehk peasihis). Pea-
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sihtideks on praegu vektorite e; ja e; sihid. Kui punkt x nihkub esi-
meses peasihis, siis dxlle;, mistottu valemi_s (42.2)

dx=m181, (Dz=0.
Sel juhul (42.11) jargi

dm=—T"1a101e1 — Dazr1€9,
teiselt poolt aga Rodrigues’i valemist (40.4)
dm=—Fky dx=—Rsn.e4.

Vordlus ndéitab, et
Iigg=4Fky, T23=0.

Analoogiliselt, punkti x nihkel “teises = peasihis on dx = wse.,
01=0 ja '

F132= 0, F232= k2-
Jarelikult
w13=R1m1, ws=Rowz, - (42.12)

kus %; ja k2 on peakoverused.
Liheme tagasi iildjuhu juurde ja tdhistame llhtsustamlseks

Figg==T1, Te=IYy;
tulemuseks saame Darboux’—Cartani valemid kujul

dx = w11} w6, (42.13)
dey= w1e2+w1ses, _ (42.14)
des=—w1e1+ wases, : (42.15)
dez=—mi3e1 — w3€3, (42.16)
kus
oiz=T101}T2wme; (42.17)

seejuures peasihiliste ey ja es, s.t. lilkkuva kanoonilise teljestiku pu-
hul kehtivad lisaks veel valemid (42.12).

43. Joone geodeetiline koverus pinnal. Vilemeis (42.13—17)
on praegu teadmata kordajate I'y ja I's geomeetriline tdhendus. Selle
aelgltamlseks tuleb veel kord votta pinnal asetseva joone koverus-
vektor x”=¢f ja erinevalt art-st 36 projitseerida ta mitte pinna
normaalile ehk m sihile, vaid pinna puutujatasandile. Kui nurk
joone puutuja sihiiihikvektori J ja liikuva teljestiku baasiithikvektori
e; vahel tdhistada ¢ (joon! 45), siis

f=e; cos ¢-}ez sin . (43.1)
Seetottu

dt=de; cosp — e; sin¢-dp-+}des sin p+excos @ - dop
ja valemite (42. 14)ja (42.15) pohjal

dt= (w1282} w13€3) COS p — €4 sin ¢ - dop-}-
—+ (—w12€1-}+wase3) sin p-}-e2 cos @ dp==
= (d@+-w13) (—ey singp-J-e;cos @)+ (w13 cos @+w2ssing)es. (43.2)
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Joonis 45

Joone kdverusvektori x”=-—%—- saame siit parast labijagamist loo-

muliku parameetri diferentsiaaliga ds. Tekib seos

»__ dpton ( 013 W23, ) | o
X = u-- 2 cos -+ 75 Sine)es, . (43.3)
kus '
U=—e; singp-}-e2cos e

on pinna puutujatasandis olev {ihikvektor, mis on risti vektoriga ¢,
tépsemalt, vektor u=mX#. Koverusvektor x"=#¢=£n on avalda-
tud puutujatasandil oleva komponendi ja normaalkomponendi sum-
mana. Normaalkomponendi Kordajaks on art-s esitatu pohjal nor-
maalkoverus

hy=— cosqy-}-;—?— sing. (43.4)

Puutujatasandil oleva komponendi kordajai, mis on tolgendatav
pinnal oleva joone koverusvektori projektsioonina pinna puutuja-
tasandil (tdpsemalt, vektori u# sihil), nimetatakse joone geodeetili-
seks koveruseks pinnal ja tdhistatakse k&, Niisiis

_ doptosn
hy=—t (43.5)
kusjuures
X' =kn==~kgu-}-km. (43.6)
Siit A
k2=k2g +-k2 (43.7)
ja et (36.7) pdhjal ky==F cos 0, siis-
kg=F sin 0. _ . ..{43.8)
Valemist (43.5), kui arvestada vordust (42.17), saame:
_de 1 02
ke=gs T gs Ao
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Samal ajal (42.2) pohjal

_dx oy g . @2
t—’_d?_'_ei ds T4
ning vordlus seosega (43.1) annab, et
o | W2 —cin
g —cos g, L =sine. (43.9)
Kokkuvottes
kg=¢'+T'1cos@4-T2 sin g, (43.10)

kus ¢’ tdhendab o tuletist joone loomuliku parameetri s jargi.

Saadud valemit geodeetilise kdveruse k; jaoks nimetatakse
Gaussi—Liouville'i valemiks, sest esmakordselt joudis selleni
C. Fr. Gauss, kes jdddvustas valemi oma teaduslikus pdevikus, kuid
jattis avaldamata; iseseisvalt tuletas valemi uuesti J. Liouville? ja
avaldas 1850. a. Mirgime veel, et esimesed uurimused suuruse g
kohta avaldas 1830. a. hilisem Tartu iilikooli matemaatikaprofessor
F. Minding?; nimetuse «geodeectiline koveruss andis sellele 1848. a.
O. Bonnet 3,

Rakendame niiid valemeid (43.3) ja (43.9) liikuva kanoonilise
teljestiku puhul, mil e; ja e; on peasihilised. Sel korral kehtivad
valemid (42.12) ning kui valemis (43.4) arvestada nii neid kui ka
seoseid (43.8), saame veel kord Euleri valemi (37.10). Gaussi—
Liouville’i valemist (43.9) selgub kordajate I'y ja I'y geomeetriline
tahendus. Votame nimelt vaadeldavaks jooneks pinna tihe kdverus-
joone. Sel juhul kord ¢=0, kord I(p:“-—':-—g-; niisiis, kord ky=1TI%, kord
kg=T"2. Seega kanoonilise teljestiku puhul kordajad Ty ja Ty on kdve-
rusjoonte geodeetilised kGverused pinnal.

Geodeetilise koveruse kg praktiliseks arvutamiseks ei ole Gaussi—
Liouville’i valem eriti sobiv. Sobivama valemi saamiseks mairgime,
et seose (43.6) pdhjal

ke=ux"= (mXt) -x"=mx'x".

Samal ajal
X =xr,
x”=x11.t3_2+x!_t!!
ning seega
.y 3 mx’x”
kg_ (mxx*) ( ) - lxrl,g .

Siin on otstarbekas minna iilee‘ diferentsiaalidele dx=x’"dt ja dix=
=x"{dt)2:
mdx d?x

=T

(43.11)

! Joseph Liouville [liuvi’ll] (1809—1882), pranisuse matemaatik, Prant-
suse TA liige. _

? Ernst Ferdinand Adolf Gottlieb Minding (1806—1885), saksa pdrit-
oluga matemaatik, Peterburi TA auliige.

* Pierre Ossian Bonnet [bonnee] (1819—1892), prantsuse matemaatik.
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Néiteks sfddri korral (31.1) pohjal
x==(r sin 4, cos Uy, r 8in &, sin uy, r cos u)
ning kui sfddril vaadelda joont, kus

siis selle joone puhul
Xi==rsinfcost, xXy==rsin®f, x3=rcost,

2 2 2 42
xl+x2+x3 re

xf—]—xg—rxz = (),

mistottu

Esimene vorrandeist médarab sfdiri, teine, olles samaviérne vorrandiga

) | r \2 r \2
"1+("2—‘5) =(3) ’

selle sfaari {hele raadiusele (xo-teljel asuvale) kui diameetrite ehitatud pdérd-
silindri. Joon on kahe sellise pinna loikejoon ning kujutab endast seega Viviani
joont (vt. harjutusfilesanne 23).
Leiame selle joone geodeetilise kdveruse sfdaril. Siin
x = (rsinfcost, rsin®t, rcost),

X" ==(rcos 2f, rsin 2t, —rsint),
x"” = (—2r sin 2{, 2r cos 2¢, —r cos 1).

|

Sfdéri puhul
x
m=—l—T= (sinu; cos Uy, sin uy sin uy, cos ),
X
mistottu piki Viviani joont
m= (sin f cos ¢, sin®{, cos {).

Jarelikult
sin fcos ¢ sin? ¢ cos t
mx’x”= | rcos2t rsin2f —rsint | =r?cosf(24-sin?1)
—2rsin2t 2rcos2t —rcosi
ning seega
cos {(24sin? f)
kgz- -
ry(14sin? )3
Néiteks poolustes, kus /=0 ja f==m, on vastavalt kg=2r—1 ja kg=—2r-1 kuid

L) 3
punktides f=—§‘ ja t=7, kus Viviani joon ldikab iseennast, on kg=0. (Vard-

luseks mdirgime, et iga joone normaalkdveruseks sfddril on vastava normaalldike
kui suurringjoone kdverus ky=r-1.)

44. Viliskorrutis ja vilisdiferentsiaal. Olles niiiid leidnud geo-
meetrilised tolgendused Darboux—Cartani valemeis (42.13—16).
olevatele kordajatele, rohutame veel kord analoogiat Bartelsi—
Frenet’ valemitega, mis tuleb eriti selgesti esile, kui viimased kirju-
tada kujul

dx =ié1,

dej—w 12€2,

des = —wize1+ni3€s,
de3 — —13€2,
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kus e1=t, ex=n, es=b ja kerdajad wi=ds, own=~(s)ds, o=
=u{s)ds on samuti lineaarsed diferentsiaalvormid, aga ainult {ihe
argumendiga s. _ )

Kuid selle analoogia korval on tegemist ka olulise erinevusega.
Nimelt on iihe argumendiga vorm e=f(s)ds alati teatava funkt-
siooni F(s)== ff(s)ds diferentsiaal, samal ajal kui kahe argumen-
diga lineaarne diferentsiaalvorm w==A;(u1, uz)dus+As(us, ) du,
on mingi funktsiooni F (w4, up) tédisdiferentsiaal teatavasti siis ja
ainult siis, kui

dA; 04,

P s (44.1)
(vt. [3], k. 350). Seetottu peavad Darboux—Cartani valemite
paremad pooled, tdnu sellele et vasakutes pooltes on tidisdiferent-
siaalid, rahuldama sellekohaseid lisatingimusi, samal ajal . kui
Bartelsi—Frenet’ valemid on kooskédlalised ilma mingite kifsendus-
teta.

Vajalikud lisatingimused andis juba G. Darboux, kuid eriliselt
lihtsa kuju leidis neile E. Cartan, kes vottis kasutusele erilise arvu-
tuse, mida tuntakse praegu Cartani vdlisdiferentsiaalarvutuse nime
all. Ta jéttis diferentsiaalidega arvutamisel alles kéik teised tehted
peale korrutamise, mille ta asendas niinimetatud valiskorrutami-
sega. Diferentsiaalide du, ja dug vdliskorrutis tihistatakse
dug /\ dug; seejuures véliskorrutamise tehe loetakse mitte kommu-
tatiivseks, vaid antikommutatiivseks,

dug /\ dug=—dug N du,. (44.2)

Korrutamistehte muud omadused (assotsiatiivsus, distributiivsus,
teguri ette toomine) jdetakse muutumatuks. Siin on teatav analoo-
gia vektorkorrutamise tehtega, ainult et kahe vekiori vektorkorru-
tis on jélle teatav vektor, samal ajal kui kahe diferentsiaali valis-
korrutis on uus objekt. Diferentsiaalide arv ei ole iildiselt piiratud.
Algebra seisukohast tekib niinimetatud Grassmanni algebra ([1],
1k. 504), mida 1844. a. esmakordselt késitles H. Grassmann! (vt.
art-d 78 ja 79) . :

Kui diferentsiaale on kaks, nagu Darboux’—Cartani valemite
puhul, siis (44.2) pohjal

dug N\ duy=0, dus A\ dus=0, dus A\ duy=—dus \ dus, (44.3)
sest alati dug A dug=-—dla /\ dua, mistottu dug A\ due=0. Jire-
likult kolme voi enama diferentsiaali viliskorrutis on sel juhul
alati null, sest ikka on tegurite seas mingid kaks diferentsiaali

vordsed. B
" Vaatleme niitid kaht lineaarset diferentsiaalvormi

o=A1dut+Asdus, *=A7dwutA}du,.

! Hermann Giinther Grassmann (1809-—1877), saksa matemaatik.
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Siin .
W /\ o= (A1 d’u1+A2 duz) /\ (A’: dui—{—A’; d-uz) = -
=A1A;. dui /\ duz—}—AzAr dug /\ du1=
= (4145 — A A duy A\ dus.
Kordajaks on ® ja o* kordajate determinant. Seetdttu ja o* on
lineaarselt soltuvad parajasti siis, kui o A ©*==0. Uhtlasi on kohe
selge, et
o \o=0* A\ 0*=0, o*Ao=—o0 A o* (44.4)
Koos viliskorrutamise tehtega vottis E. Cartan kasutusele ka
vélisdiferentseerimise operatsiooni. Kui vormi « tavaline tiisdife-
rentsiaal arvutatakse jargmiselt:
d:(o = dAi du.1+dA2 duz‘,

siis selle vormi o vdlisdiferentsiaal d, o defineeritakse valemiga
dA‘Cl):dAi /\ du1+dA2/\ du,z.
Arvestades, et

0Aa , | 0Aq ,
dAampg & duchpodus; a=1,2,
saailne 3
[ 0A,, oA, ) (aA2 04, ) o
dAvOJ—( P du1+du2 dis /\dui—l— T dui-l- EP dus /\duz——

LY aAi)
— ( SRR duy N\ dus.

Tulemuse vordlemisel tunnusega (44.1) jouame tdhtsa jarelduseni:
lineaarne diferentsiaalvorm o on tdisdiferentsiaal parajasti siis, kui

d, 0=0.
Vahetu arvutusega on lihtne kontrollida, et
d, (o+o0") =dz\'w+d1\m*’ (44.5)
d, (aw) =da N\ o+tad , o. (44.6)

Cartani vilisdiferentsiaalarvutuse abil saab vidga lihtsalt vil-
jendada matemaatilise analiiiisi mitmeid olulisi tulemusi. Naiiteks
muutujate vahetus kahekordses integraalis toimub teatavasti (31,
lk. 264 ja 282) jargmise valemi jargi:

. D(x,y)
Jfof(x,y)dxdy_,jA'ff(x(u,U),y(u,v))-m—dudv, ‘
kui eeldada, et jakobiaan
' dx Ox

D(x,y) |ou oJv
D(u,v) | Oy dy

Ju Ovu
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on positiivne. Seega dxdy ei kiitu siin tavalise korrutisena, kuhw
voiks vahetult teha asenduse. Osutub, et tegemist on tegellkult
viliskorrutisega, sest toepoolest

d ox d |
dxAdy:( ax dut-53 d“) /\( 03 du + );=

_ Dy
" D(u,v)

Diferentsiaalide véliskorrutist ei kirjutata kahekordse integraali
margi alla lihtsalt selle tottu, et selle mérgi kasutuselevétmise ajal
polnud véliskorrutamist veel olémas (vi. allviidet lk. 338).

Analoogiliselt vdib kontrollida, et ka kolmekordse integraali
puhul toimub muutujate vahetus ([3] k. 314) tavalise asendusega,.
kui dV=dxdydz asemele kirjutada dx A dy A dz, ning et sama
leiab aset ka m-kordse mtegraah puhul ({3], lk. 322).

Viga-lihtne on kirja panna Greeni valemit ([3], 1k. 339):
If (Ya—X,)dz dy= f X dxsY dy;

du N dv.

tarvitseb vaid tdhistada e=Xdx+Y dy ja arvutada
d @=dX A dx4-dY. A dy= (Y — X,)dx /\ dy,

ning valem omandab kuju
, ff d, o= f . . (44.7p
Sama kuju omandab ka Stoke51 valem ([3] k. 371):
[ Xdx+Ydy+Z dz=
L

— [[ (Zy — Y2)dy dz-(X: — Z.)dz dx4(Y= — Xy)dx dy,
£

kui selles tihistada w=X dx34Y dy+Z dz ja arvutada
d co=d,X N dx+dY A dy+dZ N\ dy,

mis tuleb just ff alune avaldIS

. Lopuks marglme et ka Ostrogradski valem ([3], lk. 336)
[If (Xt Yy4+-Z)dx dydz== ([ X dy dz+4Y dzdx4-Z dx dy
D - Q

on esitatav analoogiliselt, kui tdhistada
: O@=Xdy A\ dz+4Ydz \ dx+Z dx A\ dy
ja arvutada : .

,d./\@._=dX A dy A dz-dY N dz A\ dx+dZ A dx N\ dy=

= (Xx dx+X, dy+X%. dz) A\ dy A\ dz+
+ (Yo dx4Yydy4-Y: dz) A\ dz N\ dx+
" (Zedx+Z,dy+Z.d2) N\ dx N\ dy=
=X dx N\ dy N\ dz+Yy,dy N\ dz N\ dx+-Z,dz N\ dx N\ dy=
— (XetYy+Z)dx A dy A dz;
siin on arvestatud, et kashe vdrdse diferentsiaali esinemisel tegureina on vélis--
korrutis null ning et kahe kdrvutioleva diferentsiaali kohtade vahetamisel muutube
mirk. Seega Ostrogradski valemi saab esitada kujul

- fIfd, 8= JJe6. (44.8)
. L Q

Greeni, Stokesi ja Ostrogradski valemid on ‘erijuhud iildisest Stokesi vale-
mist, mida késitleme art-s 80.
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45. Gaussi-—Bonnet’ ja Petersoni vorrandid. Rakendame vilis-
diferentseerimise operatsiooni Darboux’—Cartani valemite puhul.
Asjaolu, et nendes valemites on tegemist vektorfunktsioonidega, ei
tohi meid segada, sest konesolevad valemid kui lineaarsed seosed
vektorite ja nende diferentsiaalide vahel tihendavad lihtsalt vekto-
rile koordinaatide ja nende diferentsiaalide vahelise kolme sama-
suguse seose kokkuvotlikku iileskirjutust.

Darboux’—Cartani valemid (42.13—16) on praegu kasulik kir-
jutada kujul

dx = eim1+ezws,

de;=exn134-e3013,
des=ejma1+} €303,
des==e1m3+exw3z,

kus tuleb arvestada, et
—or=0n=l10+T2w2; ©w=—0a; a«=1,2. (45.1)

Nende valemite vasakud pooled on téisdiferentsiaalid, mille valisdi-
ferentseerimine annab teatavasti nulli. Seetdttu niiteks esimesest
valemist saame (44.5) ja (44.6) pohjal, et

O=de; N\ wit+eid , wi-4-des w2-}-e2d , w2.

Kui siia asendada de, ja de, avaldised kahest jargmisest valemist,

sSaame
0= (ezm12t-e30013) N\ wi-ted , w1+
+ (e1wa1-4-esw2s) /\ wzte2d A02==
=ey(d, w1t A 02) e (d/\-(oz—]—-u)m A\ o1) +
+ e3 (03 A\ w1Fw23 A w2).

Baasivektorite e, e ja e; lineaarse sdltumatuse tottu peavad nende
kordajad olema nullid:

dA-&n:‘&)z /\ o2, (45.2)
d, we=01 /\ v, (45.3)
w13 A\ o1+ w3 A w2=0; (45.4)

siin on arvestatud, et véliskorrutis on antikommutatiivne.
Analoogiliselt toimime jargmise kahe valemiga:

0=des \ (oiz—l—egd/\wiz-{-des A c013—|-€3d/\ W13,
0=des A\ wznteid , wa-f-deg A mza-!;ead[\mza.
Pérast asendamist:
0= (e1021+e€30023) /\ wizt€:d , w12+ (e103-}-€20032) A\ outesd , wis,
0= (ez01z}-es013) A wa1teid AW21+ (erw3H-e2032) /\ w2atesd A 023,

Siin esimeses seoses e; kordaja wa /A w1z ja teises seoses es kordaja
a1z /\ w3y on vorduste (45.1) ja (44.4) pdhjal nullid. Vastavalt ez
ja e; kordajate vordumisest nulliga tulenevad tingimused
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d , 0tz A 01=0, d , w21twar A 03=0,
mis (45.1) pohjal on samaviirsed ja annavad

d/\ W12=—{13 /\ (023, (45-5)’
Lopuks e; kordajatest saame tingimused

dA‘(D13=-0312 /\ ‘023, (45~6)’

d , was=wz1 /\ w13, (45.7)

Rohkem tingimusi Darboux’—Cartani valemite kordajatele kui
lineaarsetele diferentsiaalvormidele ei tule, sest viimase valemi

poolte vilisdiferentseerimisel tekib juba samasus. Selle kontrolli-
mise jitame lugeja hooleks.

Asume niilid valemeist (45.2)—(45.7) jareldusi tegema. Maone-
vorra erandlik on valem (45.4); kanoonilise teljestiku puhul, mit
kehtivad seosed (42.12), on ta samaselt rahuldatud:

(R101) A 014 (Be02) /A 02=0.
Uldise teljestiku korral saame temast (42.10) pohjal
(Fatw1+Tigwa) A 0r+ (Taa101-FTomwz) A 0a=0
ja siit tuleneb lihtne seos:
(Tgs1 — TMige) w14 A\ wa=0,
S. 1. Teas=T42s.

Ulejdénud valemeist saab teha mirksa sisukamaid jareldusi.
Esimesest kahest valemist (45.2) ja (45.3) jareldub, kui neisse

teha asendus wis=-—ws; avaldisest (45.1), et
dAm1=032 /\ (-——I‘m)i — szz) =F10)1 /\ w2, (458)
d/\ W= /\ (Pj'(ﬂi + Pz'wz) =F2‘031 /\ Wa. (459)’
Jargmise valemi (45.5) vasakule poolele saame sama asendu-
sega kuju
d/\ (1)12=dA (P1'0)1+F2m2) =
=dT1 \ 01+4T1d , 01+dlz A 02-+Ted , @2
Siin
0T Ola 2 0l
= \ = Bip Bogwg) =
dlo= = dus4- P duy 1351 S (B1pwi+Bagwe)
; = aira(l)i—l"azra(ﬂz,
kus oleme tdhistanud d
o,Ta= 3T p
Y a—lg dug vB-

Pérast dT'y ja d, 0 saadud avaldiste asendusi leiame, et
d/\ wz= (01 ['to1+2T'1m2) A 0i+T1-Trog A w2+
+ (01T2w1402I"202) A w2+T2- T2t A\ w2= )
= (02 — Ot + 12 +12 ) 01 /\ @2.
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Valemi (45.5) paremas pooles sisaldub, nagu selgub, pinna tis-
koverus K (art. 39):

w13 A 02=Ko1 /\ ws. (45.10)
Vahetult tuleb see vilja kanoonilises teljestikus, kus
043 /\ (23— (ki-(oi) /\ (kz.(oz) =k-1k2(1)1 /\ (02=K-(1)1 /\ 2.

Osutub aga, et siin véliskorrutised ei muutu iildse teljestiku pddra-
misel puutujatasandil. Sellise poéramisega on meil tegemist vale-
mite (43.1) ja (43.3) puhul, mis néitavad, kuidas uue teljestiku
baasivektorid #=¢" ja u=-¢e’, avalduvad esialgse baasivektorite e;

ja ez kaudu. Valemist (43.2) selgub seejuures, et
dej == (dg--0) e} (013 c0s p-twes sin @) es;
seega
0, =013 COS P23 Sin @.

Analoogiliselt saab, arvutades de; leida, et

Wy, ==—a13 SiN P-+-w23 COS Q.
Niisiis,
m’fB N\ 05, = (013¢08 pFw2ssin @) A (—e13sinp+wescos ) =
=13 /\ W23 (COS'“z cp-—}—sinzqz) =13 /\ ®23.
Tépselt samuti on voimalik tuletada vérdus

o1 \ wg=0] A o, (45.11)
sest
dx=uwje]twe;=
=7 (€1 cos @-}-€2 sin @) +w (—e sin p--e; cos ¢)

ning vordlus valemiga (42.13) annab
W= COS ¢ — ; sin g,
* 1 *
We=0] $in ¢ + ®; CoSs .

Seega vordus (45.10), mille kehtivus on kontrollitud kanoonilise
teljestiku puhul, annab pérast asendusi

o5 A\ oy,=Ko’ A m;,

s.t. vordus on liikuva teljestiku korral {ildkehtiv.

Niiviisi on niiiid leitud valemi (45.5) mdlema poole avaldised kui
viliskorrutise o1 /\ w2 kordsed. Et see viliskorrutis on vermide s
ja wz lineaarse soltumatuse tottu nullist erinev, siis peavad korda-
jad olema vordsed:

021‘1-—61112—1?—-1—"2=K. (4512)

2

Tulemus on pinnateooria tdhtis pohivorrand, mida nimetatakse
Gaussi—Bonnet’ vérrandiks. Esmakordselt avaldas seda laadi vor-
randi C. Fr. Gauss 1827. a. ja jdreldas siit pinnateooria iihe taht-
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saima teoreemi, mida késitleme art-s 48. Lihtsa kuju (45.12) andis
sellele vorrandile O. P. Bonnet 1848. aastal.

Lopuks on jddnud teha jédreldusi viimasest kahest valemist
. (45.6) ja (45.7). Geomeetriliselt sisukad jireldused tulenevad
kanoonilise teljestiku puhul. Asendustega seostest (42.12) ja
(42.17) saame nende valemite abil, et

dky N\ o1+-kid , 01= (T1o1+Tewz) /\ koz,
dkz /\ (Oz—i—kgd/\l Wy =—— (I‘imi—]—I‘zmz) /\ kiﬁli:

kus vasakul on kord

(61k1‘m1+02k10)2) /\ '(01+k1111{01 /\ 2= (—azki‘{—kiri)‘mi /\ w2,
kord
(aikzo)i—l—azkgﬁmz) /\ 0)2—}—ng2(1)1 /\ (02=' (61k2—[—k21‘2)m1 /\ .

Vordlus paremate pooltega, mis on vastavalt Z'ois A @2 ja kiTam1 A
/\ vz, annab jargmised vérrandid:

Osky=T"1 (k1 — Rz}, (45.13)
Oike=T"2 (k1 — k»), (45.14)

mida nimetatakse Petersoni vorranditeks. Esmakordselt joudis nen-
deni Tartu idilikooli kasvandik, Riia késitéolise poeg Karl Peterson
Tartus 1853. a. kirjutatud, kuid 1952. aastani avaldamata jdanud
kandidaadit6és «Uber die Biegung der Flichen» (Pindade painuta-
misest) 1, '

Gaussi—Bonnet’ vorrandit (45.12) ja Petersoni vorrandeid
(45.13) ning (45.14) nimetatakse pinnateooria pohivirrandeiks. Nen-
dest saab teha mitmesuguseid jareldusi.

Toestame néiteks, et dmaruspind — pind, mille kGik punktid on
gimaruspunktid — on sfddr véi selle osa.

Umaruspunkti moiste (art. 38) kohaselt on iimaruspinna korral

kiﬁkz,

ning kui peakoveruste iihine vdadrtus tdhistada k, siis Petersoni

vorranditest
61k = azk =0,

Tdhendab, dk=0 ja seega k=const. Asetame niiid pinna igast
punktist x pinna normaalile vektori e; suunas 15igu konstantse
pikkusega 4! ning arvutame selle 16igu teise otspunkti kohavektori

r 1
H—x-l——k;-es

diferentsiaali, kasutades valemeid (42.13) ja (42.16):
dy~——— dx—}-_;'— des= &)161'4—0)2324—%— (——kcomi — k(_l}zez) =0.

! Vi. Heroprko-maTtemaTsyeckHe Hccnenopanus, B V. Mockpa, 1952, lk. 87—
164; samuti U. Lumiste. Tartu ilikool ja XIX sajandi geomeetria. — Teaduse
ajaloo lehekiilgi Eestist 1I. TIn., 1976, lk. 36—68 (eriti k. 50—53); vi. ka allviide
kédesolevas raamatus 1lk. 171.
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Seega

, y=c=const |
ning mainitud 10igud 16pevad koik iihes ja samas fikseeritud punktis
¢ kohavektoriga ¢. Jarelikult x on sfddril keskpunktiga ¢ ja raadiu-

1
sega r=r-.

Niisiis, {imaruspind on tGesti sfddr voi selle osa, kusjuures tema
tdiskoverus : e

K=k2=r-r12~=const> 0. (45.15)

46. Pindade isomeetria ja. pdhiteoreem. Olgu aﬁtud kaks liht-
pinda _
T={x :x=x (u, ), (0, ) =D},
Tr={x" 1 X=x"(wy, up), (u}, ;) D"}

selliselt, et leidub iihe pinna & niisugune kujutus teisele &*, mis
osutub bijektsiooniks (iiksiiheseks pealekujutuseks):

T — J*.
Sel korral tekkivast vastavusest
x (g, Up) | %* (uy, u3)

jéreldub, et
u;=u’; (ui, U2); (1.=1,2. (461)

Vaadeldavat bijektsiooni nimetatakse siledaks sileduse jarguga &,
kui funktsioonidel «} (u, #2) on piirkonnas D olemas & jdrku pide-
vad osatuletised. Kui 2 on suvaline naturaalarv, siis deldakse, et
bijektsioon on sileduse jarguga oo.

Sileda bijektsiooni ¥ -—T* korral iga esimesel pinnal olev joon
kujutub mingiks jooneks teisel pinnal. Siledat bijektsiooni ¢ —g*
nimetatakse pindade § ja §* isomeetriaks, kui iga esimesel pinnal
oleva joone iga kaare pikkus on vordne selle kaare kujutise pikku-
sega teisel pinnal.

Niitame, et sile bijektsioon §— T* on isomeelria siis ja ainult
2

siis, kui teise pinna T* esimene ruuivorm ds*EZQBZ_ 1°;[sdu’;duz
ldheb pdrast teisendust (46.1) dhtimisse esimese pinna T esimese
ruutvormiga dst= 22,’ Zap dug, dug.

Tingimuse piisavust on lihtne kontrollida. Kui pérast teisendust
(46.1) ds™=ds? siis suvalise joone ja tema kujutise puhul

b b
fds*= [ds

parameeiri e T iga kahe vidartuse a ja b korral; seega vastavatel
kaartel on vordsed pikkused.
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Tingimuse tarvilikkus toestatakse vastupidise arutlusega. Kui
pinnal § on antud joon, nii et uy=uwuy(¢), we=u»(t), kus t =T, siis
tema kujutis teisel pinnal ¢* on méidratud vorranditega u, =u (t),
kus |

u, (t)=u; (w(t), u2(?)); a=1,2.
Kui koigi nende joonte vastavate kaarte pikkused on vérdsed, siis
art-i 36 tulemuste pohjal

fV 2 YA _fV 2 * ®*Y %
2 Qg iy di= S ghautut dt,

to a,p==1 to a,pf=1

Diferentseerides selle samasuse pooli integraalide muutuva iilemise
raja ¢ jdargi, saame tulemuseks integreeritavate funktsioonide vor-
duse ([2], lk. 371) ja sellest parast ruutu tostmist ning df ruuduga
korrutamist jareldub, et

2 2
> 8up dumduBE > g du; dug . (46.2)

arB=1 a|ﬁ=1

Et suvalise joone korral ka du, ja du; on suvalised, siis saadud
vordus tdhendabki pindade ¢ ja §* esimeste ruutvormide {ihtimist
pérast teisendust (46.1). Viide on toestatud.

Teisendust (46.1) vG6ib vaadelda ka parameetrite teisendusena
pinnal 9% Péirast seda teisendust on vastavad punktid pindadel
J Fa % miadratud samade parameetrivddrtustega uy ja u.. Et

*

_ 2
du’ = 3 3u, duy,

v=1

siis pinna §* esimene ruutvorm omandab pérast teisendust kuju

2, o [ & Ola 2, Oup ) -
3 e ( 2o ( 2 due) = 2 By e
o, f=1 1 6=1 o,p=1

kus

2 du\; 6&6
F* ¥
Sap vl,52=1 Exs Oute  Oup

ning samasusest (46.2) tuleheb, et
Bup=Fpy (46.3)

Siit omakorda jareldub art-i 36 tulemuste pohjal, et pindade iso-
meetria korral on vdrdsed mitte iiksnes kaarte jo nende kujutiste
pikkused, vaid vordsed on ka suvalise kahe lGikuva joone ja nende
kujutiste vahelised nurgad ning suvalise piirkonna ja selle kujutise
pindalad. Avalduvad ju nurga koosinus ja piirkonna pindala {iks-
nes esimese ruutvormi kordajate kaudu (ning muidugi ka nurka
moodustavaid jooni voi piirkonda méédravate funkisioonide kaudu,
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viimased on aga kujutiste jaoks praegu samad). Kokkuvéttes voib
oelda, et isomeetrilistel pindadel on sama sisemeetrika.

Oluline on kiisimus, millal pindade isomeetria $—9* osutub
pindade kongruentsuseks, ehk teisiti 6eldes, millal leidub ruumi Es
selline isomeetriline teisendus (liikumine koos vaib-olla peegeldu-
sega), mis viib pinna ¢ iihtimisse pinnaga 9* selliselt, et iga punkt
ldheb oma kujutiseks. Jooneteoorias on vastay tingimus antud art-s
26 toestatud teoreemiga — selleks on joonte kdveruste ja védéanete
ithtimine koikides vastavates punktides. Pindade jaoks annab vaja-
likud tingimused pinnateooria péhiteoreem.

Teoreem. Pinnad T ja T* on kongruentsed (teisiti Geldes, eri-
nevad ainult asendi poolest ruumis Es) parajasti siis, kui leidub iso-
meetria T — §* selliselt, et

1) pinna T koverusjoonte kujutisteks on pinna §* kéverusjooned,

2) pinna ¥ peakbverused ky ja ks suvalises punktis on vérdsed
pinna I* peakbverustega selle punkti kujutises.

Toestus. Tingimuste tarvilikkus on ilmne. Olgu pinnad ¢ ja
§* viidavad iihtimisse isomeetrilise teisendusega ruumis Es; See
tekitab pindade isomeetria §-—>9* Pirast iihtimisse viimist on neil
pindadel muidugi samad kdverusjooned ja peakpverused. Et aga
viimased on defineeritud geomeetriliste konstruktsioonide abil, siis
kanduvad nad selle isomeetrilise teisenduse poerdteisenduse korral
iseendiks, mistdttu tingimused 1) ja 2) on tdesti rahuldatud.

Niitame, et teoreemi tingimused on ka piisavad pindade ¥ ja F*
kongruentsuseks. Selleks fikseerime pinnal & punkti x; ja vaatleme
pinna & kanoonilist teljestikku selles punktis xq ning pinna 9%
kanoonilist teljestikku selle punkti kujutises x5. Leidub ruumi Ejs

selline isomeetriline teisendus, mis viib esimese teljestiku teiseks.
Eeldame, et see teisendus on juba tehtud, ja tdhistame pindu pérast
seda endiselt 9 ja 9*

Pinna § esimene ruutvorm avaldub (42.13) jargi kujul
ds?=—dx2— (-m181+-0)282)2=m§ +?
ning isomeetria §—§* t5ttu ds?=ds*2 ehk
o? +o0? =024} (46.4)

Teiselt poolt avalduvad o, pdrast teisendust (46.1) du, ja dus
lineaarkombinatsioonidena ning seoste (42.9) jargi ka o1 ja w; line-
aarkombinatsioenidena:
‘w;"= Cu-(m-}-Cmcoz,
(0:= Czioji—l—ngmz.
Arvestame niiiid teoreemj esimest tingimust. Koverusjoonte iiks
parv pinnal § médratakse liikuva kanoonilise teljestiku puhul dife-
rentsiaalvorrandiga w;==0, teine parv diferentsiaalvérrandi-ga w1==0.

Et nende joonte kujutised oleksid koverusjoonteks pinnal €% nagu
nouab esimene tingimus, peab viimasest kahest seosest tulenema, et
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02=0=* 0};=0, 01=0=-0;=0. Selleks on aga tarvilik ja piisav,
et Cig"—“‘-Cm:O, s.t. et
o} =Cnoi, ©;=Canoe

Viies tulemused isomeetria noudest tulenevasse samasusse (46.4),
saame |

’fﬂ‘i"*‘mi— 11 1-|—sz
millest Cyy==1, Caa=4-1. Seega
0j=%o, 0=t
Kui sobivalt kooskélastada e, ja e; ning e] ja e; suunad pindadel,

voib alati saavutada, et tegemist on {ilemiste markidega. Niisiis,
isomeetriast §—¢* ja esimesest tingimusest jdreldub, et pindadel
sobivalt kooskolastatud kanooniliste teljestike puhul

;=01 0, =0 (46.5)

t (40.8) ja (45.9) pdhjal pinnal &
d, m=Tw01 A\ 02, d mz—Fsz/\ w2
ja analoogilised valemid kordajatega I'; ja I'; kehtivad ka pinnal
J*, siis vordusest (46.5) jdreldub, et
Iios A\ we=T101 A\ @2, o1 A\ we=T201 /\ @z,

s. t.
M=TI, TIj=I% , (46.6)
mistottu _ I
. 0)’:_2=0)12. : . (467)
Teine tingimus tdhendab, et ki=#k;, k;=Fk, ja seepirast (42.12)
jirgi
0 =013, O =023

Kokkuvottes on kimdlaks tehtud, et pindade ¢ ja 9* puhul

Darboux’'—Cartani valemeis korda]atena esinevad vastavad l-vor-

mid on nii {ihel kui teisel pmnal uhesugused
- Tdhistame niiiid

a—eie*—l-eze*—l—e_qe

ja nditame, et see skalaarne funktsioon o on tegelikult konstant.
Toepoolest, Darboux’ —Cartani vadlemite jirgi

do= (e2w1{-esmiz)ef--ei (e 20312—|-¢§-C013)j7|—
+ (—e1012 -+ eswss) €; f-ea (—ej o1z - ewas) -+
+ (—ero13— exw0s) €7 -3 (—e*wis — elws) =
sest kozk liikmed koonduvad vastastikku, ning seega
g==const.
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Konstandi o méiédramiseks leiame o vdartuse punktis xo, kus pérast
isomeetrilist teisendust

ej=ey, ej,=e, e =¢e;,
mistottu

6=0|x, =€} e2f-e2 =3.

Kui votta vektor e; pinna ¢ suvalises punktis x ja vektor e; pinna

§* talle vastavas punktis ning tdhistada nendevaheline nurk a;, siis
eie:‘=cos a; ning

0= C0S a1-}C0s az+-cos az=3.
Et siin cos a;<C1, siis on ainuke voimalus:

cosai=1, = a;=0
ning jdrelikult

er=e;,
mistottu

dx*=dx.
Siit

x*=x-}c,

et aga punktis xo meil x*=x, siis ¢=0 ning
xf=x

mida oligi tarvis ndidata. Teoreem on tdestatud.

Selle pinnateeoria pohiteoreemi sénastas esimesena K. Peterson !
oma 1853. a. Tartus kirjutatud kandidaaditéos (vt. allviide lk. 166),
kus on visandatud ka teoreemi lithitdestus. Hiljem sai pdhiteoreem
tuntuks monevorra teises redaktsioonis. Teoreemi eeldused v&ib
nimelt asendada noudega, ‘et pinna ¢ kahe ruutvormi kordajate
gup ja bap vddrtused oleksid igas punktis x vordsed samasuguste
kordajatega g, . ja b, vadrtustega selle punkti kujutises pinnal 4*,
Seejuures samasus (46.3) on, nagu eespoolt teada, samaviirne iso-
meetria T — §* olemasolu noudega. Kui niiiid meenutada, et vor-
randid (38.4) ning (38.7) vastavalt peasihtide (ja seega ka kdve-
rusjoonte) ning peakoveruste middramiseks sisaldavad tumdmatute
korval iiksnes iilalmérgitud kordajaid, siis saabki selgeks, et pohi-
teoreem on sonastatav ka jargmiselt: pinnad ¢ ja §* on kongrueni-
sed parajasti siis, kui leidub ihe selline sile bijektstoon teisele,
mille korral parameetreid kaasa teisendades iithe pinna kahe ruu-
vormi kordajad igas punktis lihevad vérdseks teise pinna vastavate
kordajatega selle punkti kujutises. Selles redaktsioonis andis teo-
reemi O. P. Bonnet 1867. a. soltumatult Petersonist. Liihidalt vil-
jendatakse tulemust nii: pinna kuju on oma kahe ruutvormigq iihe-
selt mddratud, lahtiseks jddb ainult tema asend ruumis Es.

Seejuures on arusaadav, et ggs ja bap ei ole vabalt valitavad

! Karl Peterson (1828—1881), ldti rahvusest matemaatik, Gppis 1847—
1852 Tartu iilikoolis, hiljem t66tas Moskvas.
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uy ja up funktsioonid. Kindlasti peavad gus rahuldama noudeid
€1u>0, g22>0 ja det |gap| >0, mis tulenevad sellest, et esimene
ruutvorm kui ds? avaldis on positiivselt mddratud. Kuid lisaks sel-
lele peavad olema rahuldatud teatavad kolm vorrandit, mis véljen-
davad gqp ja bgp abil neid noudeid, mida seavad Gaussi—Bonnet’
ja Petersoni vorrandid (vt. art. 72).

Védrib méarkimist, et pinnateooria pohiteoreemi moélemad tingi-
mused 1) ja 2) on olulised. Jargmises artiklis selgub nimelt, et on
olemas mittekongruentseid pindu, mille puhul leidub kas tingimust
1) voi tingimust 2) rahuldav isomeetria.

Harjutusiilesanded

73. Arvutada Darboux’—Cartani valemite kordajad w:, ®: ja 12 Enneperi
pinna korral (vt. harjutusiilesanne 70) ning veenduda, et nad rahuldavad vale-
meid (45.2) ja (45.3).

74. Arvutada Enneperi pinna peakOverused %y ja ks, nende abil vormid o=
=R, Was=FKow, ning veenduda, et on rahuldatud valemid (45.5) ja (46.6).

75. Joont, mis I0ikab pdordpinna meridiaane konstantse nurga all, nimeta-
takse loksodroomiks (AoEof -kald-, dgopol — jooks). Médrata Gaussi—Liouville’i
valemi abil loksodroomi geodeetiline koverus sfdaril. _

76. Naidata, et joone geodeetiline kdverus kg pinnal joone punktis x on tdl-
gendatav jargmiselt: tuleb votta joone ristprojektsioon pinna puutujatasandile
punktis x, selle koveruseks o-r; ky.

2
77. Kontrollida, et 3 Tgsp0gop= I bgpdugdus, s.t. I'gzg on teise
a,p=1 b=l
ruutvormi kordajad liikuvas teljestikus; kanoonilises teljestikus on teisel ruut-
vormil seega kanooniline kuju klm"; +k2m22, samuti nagu esimesel ruutvormil

ds’=w +ol.

78. Arvutada Enneperi pinna kdverusjoonte geodeetilised koverused I'y ja I'z
valemeist (45.7) ja (45.8), kasutades harjutusiillesande 73 vastust, ning leida
Gaussi—Bonnet’ valemi abil selle pinna tdiskoverus K.

§ 11. PINNA PAINUTAMINE JA SISEGEOMEETRIA

Senises kisitluses on eeldatud, et pind on ruumis jdik. Kuid
voimalik on ka teine vaatekoht, kus pinda kisitatakse kui paindu-
vast venimatust materjalist dhukest kelmet. Naiiteks tasapinnalise
paberilehe saab painutada silindriks vo6i koonuseks. Samuti on
voimalik monda ohukest koverpinnalist terasplekkdetaili teataval
maéairal painutada, ilma teda seejuures venitamata voi kortsutamata.

Pinna painutamisele saab‘pindade isomeetria mbiste abil anda
igati tdpse sisu. Seejuures on voimalik eristada pindade omadusi
selle jargi, kas nad painutamisel sdilivad voi muutuvad. Kéesolevas
paragrahvis poorame erilist tdhelepanu neile, mis siilivad, kujun-
dades nende abil arusaamise teatavast antud pinnal kehtivast geo-
meetriast; millele painutamine mingit moju ei avalda.

47. Painutamise mdiste ja ndited. Kaht pinda, mille puhul leidub
iihe pinna isomeetria teisele, nimetatakse isomeetrilisteks. Sellised
on nditeks kongruentsed pinnad; tingimused, mille korral kaks iso-
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meetrilist pinda on kongruentsed, annab pinnateooria pohiteoreem
(art. 46). Jirgnevatest naidetest selgub, et kui selle teoreemi tingi-
mustest 1) ja 2) kas voi iiks pole rahuldatud, siis ei tarvitse iso-
meetrilised pinnad olla kongruentsed. |

Kahe mittekongruentse pinna puhul kéneldakse, et itks pind on
painutatav teisele, kui leidub niisugune iihest parameetrist siledalt
soltuvate omavahel isomeetriliste pindade parv (art. 34), mis sisal-
dab kaht antud pinda; teisiti eldes, iiks pind peab olema siledalt
kujundatav teiseks, kusjuures iihegi kaare pikkus ei tohi seejuures
muutuda. Kahe pinna {ihendamist kénesoleva pinnaparvega nime-
tatakse iihe pinna painutamiseks teisele. On selge, et kaks vaadel-
davat pinda peavad siin olema isomeetrilised.

Nidide 1. Saab niidata pinnaparve, millega piisthelikoidi tea-
tav osa painutatakse péordpinnale.

Fikseerime ruumis E; feljestiku alguspunktiga o ja paarikaupa
ristuvate iihikvektoritega i;, & ja is. Vaatleme vektorit

e(p)=ij cosgp-+iz sin g;
siin
€ (¢)=—i; sing-iscos p= e((p+%~ ) .

Seejuures

e{p)e () =cos¢cos Y+sing siny=cos (¢ — 1),
mistottu néiteks

| , 4
(p)=1, e2(p)—e(gt2) =1,
Moodustame sileda pinnaparve

Uy

ﬂ}={x : x=’%‘[6’%e(u2—T)+9_?e(uz+f;)] +

~+ (uicost4auasint)iy (w, us) = RX|0, 275)} )

kus t = [0, —g] Niitame, et selle parve k&ik pinnad on omavahel
isomeetrilised. Téepoolest, et

1 Uy Uy

xi:f7 e e(uy—t)— e ?e(uz_—l—r)] —+iscos T,

wy EL
x2=r%-fe_5_e'( uz--l-ﬂi;-— '1:) +e o e( M2+'g~+f ) ] +isasinr,

siis i
1 l2u.. _.2&'
guzx«j =a--4—-[e @ —2cos2trte @ ]+coszr=
2u, 2.
= - u
=»711-(e a 124e @ ):chzv-ﬂ-al,
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g12=x1x2="-—-—§-[cos(~-g~—|—21 ) — cos-( —ii — 23 ) ] —+acos tsint=0,

2y 2u,

21 2 i
g22=x2=£~ e 4-2cos?tte ¢ |ta?sindit=
@ 4

2u, 2u,

_'az( a _T)_. 2 oh2 2t
=r{e +2-te =a?ch —

ning pinna &; esimene ruutvorm
Uy .
dsz=-ch2-_-a— (duZ +-a2du?)

ei sOltu parve parameetri v vdirtusest. Kui votta ¢ suvalisele kahele
vadrtusele vastavad pinnad parvest ja {ihe igale punktile seada
vastavusse samade u; ja up védrtustega punkt teisel pinnal, siis
saadav kujutus on isomeetria. Jirelikult parve iga kahe pinna kor-
ral iiks neist on painutatav teisele.

Viéidrtusele v=0 vastav pind osutub pdérdpinnaks. Toepoolest,

x=ach %{ e (up) +uyiz=— f(a, ch % cos Ug, ach %1—- sin Uy, ui) ,
seega on tegemist poordpinnaga (art. 31), kus
i
@ (1) =a ch»—_E-, P (i) =us.

Meridiaan x,xs-tasandil on funktsiooni

X3

X1=ach—

a

graafik, mis art-s 27 sai nimeks aheljoon. Saadud poordpinda (joon.

46) nimetatakse seetottu katenoidiks (lad. k. catena — ahel: vt. ka
harjutusiilesannet 68).

Veendume, et viirtusele 'r-——wg- vastab piisthelikoid. Sel korral

n n - - -
e '(ug-i—-?) =—e ( U -__2_) ==—14 SIN ty~+iz COS Uy,

seega

1y Ui
x=~—2-(e @ —pg a ) (i1 8in 4y — iz cos uz) ausiz=—

ui . . ‘. ui . -
= ( a sh - sin U, —a shIF cOS Us, auz)

ja siit teisendusega
S i v K
*___ ® ¥ ¥y
ul--a sh 7 u2 Us 5 JCS X3 a;——2—
saame
— [ 1s* LI * ¥
x= (wcos uy, u}sinuy}, au}).
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Joonis 46

Me tunneme &dra piisthelikoidi vorrandi (41.5). Et praegu we
< [0, 2n), siis pole tegemist terve piisthelikoidiga, vaid osaga, mille
kirjeldab sirge {ihe tdispodrde jooksul. .

Niisiis, pasthelikoidi tdispéordeline osa on painutatav katenoidile;
kusjuures need pinnad ilmselt ei ole kongruentsed, sest esimene ei
ole poordpind, teine aga on. Terve lopmatu piisthelikoidi voib pai-
nutamisega -méhkida katenoidile, kattes viimast l6pmatu palju
kordi. - .

Lihtne arvutus niitaks (vt. harjutusiilesanne 68), et katenoid,
samuti nagu piisthelikoid, on minimaalpind; s.t. H=0 ehk ki+k:=

==0, kusjuures (39.7) pohjal K=—- T\ Piisthelikoidi
-' " | (ach%&i—) :
korral aga (41.3) pohjal samuti ) .
Ke— at 1 .
T T ey (achz%i_)z; |

Seejuures alati K=#kik,, seega molemal pinnal” ky=—&=}—K,
mistottu tegemist on peakéverusi sdilitava isomeetriaga. Koverus-
jooned muidugi ei saa enam kujutuda koverusjoonteks; nagu lihtne
kontrollida, kujutuvad nad teise pinna asiimptootjoonteks. _
 Uhtlasi selgub siit, et pinnateooria pohiteoreemi teisest tingimu-
sest iiksi ei piisa isomeetriliste pindade kongruentsuseks, tdidetud
peab olema ka esimene tingimus. Kuid ainuiiksi esimese tingimuse
tdidetus ei ole samuti kiillaldane, et isomeetria oleks kongruentsus.
See selgub jargmisest lihtsast néitest.:

Niide 2. P&drdsilindri koverusjoonte vork koosneb (vi. art-i
40 niide) paralleelidest ja meridiaanidest (sirgjoonelistest moodus-
tajatest). Antud pddrdsilindrist voib piki mingit kaht moodustajat
vilja ldigata riba ja painutada see teisele, antust erineva ldbimoo-
duga pddrdsilindrile nii, et moodustajad ldkevad jille ‘moodustaja-
‘teks. Pooérdsilindri peakoverused, millest iiks on null ja teine paral-
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leeli raadiuse pddrdvéartus, seejuures muutuvad (tdpsemalt; teine
neist muutub), samal ajal kui kbverusjooned. lihevad kdverusjoon-
teks. Seejuures kahe erineva ldbimodduga poordsilindri ribad on
ilmselt mittekongruentsed.

Pdordsilinder on torsi erijuht. Jirgmises niites vaatleme torsi
iildiselt.

Ndide 3. Toestame, et iga lihtpind, mis on tors (ehk tasanduw
pind), on painutatav tasandile.. Tors on teatavasti kas silindriline
pind, kooniline pind vdi puutujatepind (art. 35). Kahel _esimesel
juhul loeme véite ilmseks, kuigi teda saab muidugi -ka vajalike
arvutustega pohjendada."Puutujatepinna puhul

x=Xx(8){x(8) =x (1) F 1o’ (111);

seejuures joone x==x(s) saab midrata ka loomulike vorranditega:
k=Fk(s) ja n=x(s). Siin

K= 2 (hg) g () =<1 (144) 2z (1) 7 (11y),
Xo=—X (uﬂ:t(ui) ,

seega |
Gu=xt=1+[uwk(m)]?, gpn=1, gn=I;

nagu nidha, gos avaldised ei sisalda vidnet x. Vaatleme niiiid joonte
iiheparameetrilist parve, milles joon mifiratakse loomukike vorran-
ditega .

R=Ek(S), - w=1x(S5).

Parve kéigi joonte puutujatepindadel on gup avaldised samad, s.t.
pinnad on isomeetrilised.- Seejuures.vdiriusele =1 vastab antud
puutujatepind, viddrtuselest=0 aga.teatava:tasandilise joone puu-
tujatepind, mis on tasand voi selle-mingi.osa.

Pinna painutamise detailsem kisitlus j48b- .kilesoleva kursuse raamidest
valja. Sellekohase teooria. loomist alustas oma foGdega 1830, aastail hilisem
Tartu iilikooli professor F, Minding:}, kes amdis 1838..a. ka esimese mittetriviaalse
naite helikoidi painutamisest. katenwidile . (niide .1). «Esitame - siimkohal mdningaid
selle tecoria tihtsamaid tulemusi. ‘ ‘

Igal pinnal leidub iga. punkti {imber niisugune -piirkend, mis laseb end pai-
nutada. Erandlikeks vdivad siin olla ainult tasandumispunkiid teatavatel lisatin-

imustel.

¢ Tulemus ei ole laiendatav -tervikpindadele. Sfddri igal punktil on {imbrus
(nditeks segment), mis :laseb -end painuntada, kuid sfdir tervikuna ei ole enam
painutatav, nagu vditis juba Minding ja tGestas H. Liebmann? 1899. a, Hiljem
on see tulemus laiendatud suvalise kinnise kumera pinna juhule (kdige iildisemalt
A. V. Pogorelovi® poolt 1951. a.): tsellise pinna iga isomeetria mingile teisele
pinnale osutub kongruentsuseks. Sama omadusega on ka rida tdielikke 16pmatuid
kumeraid pindu (naiteks elliptilised. paraboloidid),; samuti méned kippised mitte-
kumerad pinnad (nditeks iga toor), o

! Vi _allviide! 1k-1 158, P. U. Taagyenxosa JO. T. JdyMmucre,
E.TI. Oxurosa, WU B. INorpebucckuil Deprunany Mupnunr. Jlesunrpag,
1970, rn. 6 u 7.

2 Karl Otto Heinrich Liebmann. (1874—1939), saksa matemaatik.

* Aleksei Vassiljeviti Pogorelov (s. 1919), noukogude matemaatik,
NSVL TA akadeemik.
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Selgitame veel painutamise ja isomeetrilisuse vahekorra. On selge, et teinetei-
sele painutatavad pinnad on isomeetrilised. Isomeetriliste pindade kohta on nii-
datud, et kumbki neist on iga punkti teatavas iimbruses painutatav kas teisele
voi teise peegelpildile (siin voiks vorrelda néiteks kahe kie kindaid).

48. Sisegeomeetria ning Mindingu ja Gaussi teoreemid. Painu-
tamise moiste voimaldab eristada pinna kahesuguseid omadusi:
iihed siilivad, teised aga muutuvad pinna painutamisel. Siilivad
néiteks pinma sisemeetrika-suurustega (pikkuste, nurkade ja pind-
aladega) seotud omadused.

Pinnateooria osa, mis uurib pinna painutamise! siilivaid oma-
dusi, nimetatakse pinna sisegeomeetriaks. Teisit] oeldes, antud
pinna sisegeomeetria on pinna geomeetria see osa, mis on ithine
koigile selle pinnaga isomeetrilistele pindadele. '

Igal pinnal on oma sisegeomeetria. Niiteks tasandi sisegeo-
meetriaks on eukleidiline planimeetria — ruumi E, geomeetria
(vt. § 1) juhul, kui n=2. Sfiiri sisegeomeetriat nimetatakse sfzi-
riliseks geomeetriaks; selle uurimist alustati samuti juba Vana-
Kreekas. V5ib arendada ka antud podrdpinna (niiteks pdordsilindri,
katenoidi, toori jt.) sisegeomeetriat. Seejuures niiteks poordsilind-
ril voi katenoidil on iga punkti ldhemas iimbruses sama sisegeomeet-
ria mis vastavait tasandil v6i helikoidil. _

Et art. 46 tulemuse kohaselt kaks pinda on isomeetrilised para-
jasti siis, kui neil saab parameetrid 1 ja up kooskélastada selliselt,
et esimese ruutvormi kordajad gus on pindadel tihised, siis sisegeo-
meetriat v6ib iseloomustada ka ku; pinnateooria seda osa, midg
saab arendada iiksnes esimest ruutvormi kasutades, teise ruutvormi
abi vajamata.

Sisegeomeetria idee tekkis C. Fr. Gaussil seoses tema geodeesia-
alase teoreetilise uurimistédga. Teoreetilise geodeesia aineks on
Maa pinna sisegeomeetria, seetttu nimetatakse sisegeomeetrilisi
suurusi ja moisteid sageli ka geodeetilisteks. Sisegeomeetria ideed
viljendas eriti piltlikult H. Helmholtz 1, Geldes, et sisegeomeetria
on see geomeetria, mille looks pinnal elunev kujuteldav arukas kahe-
modtmeline olend («lest»), kes iimbritsevat ruumi ja seega ka
pinna painutamist {ildse ej tajuks. Sisegeomeetria ulatusliku fildjs-
tuse korgemaméotmelisele juhule andis 1854. a. B. Riemann2; sel-
lega tutvume §-s 17.

Jargnevalt niitame, et sisegeomeetriasse kuuluvad sisemeetrika
suuruste korval ka joone geodeetiline koverus kg pinnal ja pinna

kg=rcp’+I‘1 cos @42 sin Q,
ja kiésitleme seda pinna liikuva kanoonilise teljestiku abil, mil

. fl Hfrmann Ludvig Ferdinand Helmﬁoltz (1821—1894), saksa fiisioloog
Ja riisik.
* Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826—1866), saksa matemaatik.
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paremal pool ¢ on nurk pinmal antud joone ja esimese koverusjoone
vahel ning 'cp’z—c-igz— selle nurgé ‘tuletis joone loomuliku parameetri

s jérgi. Olgu tegemist konesoleva pinna painutamisega mingHe
teisele pinnale. Koverusjoonte vork kujutub siis teisele pinnale
mingiks ortogonaalseks joonevorguks — ortogonaalseks seetottu, et
painutamisel nurgad kui sisemeetrika suurused sailivad, koverus-
jooned aga Idikuvad risti. Nurkade sdilimisest jareldub samuti, et
antud joone kujutise ja esimese koverusjoone kujutise vaheline nurk
on samuti ¢. Et painutamisel jaab muutumatuks ka kaarepikkuse
poolt méadratud loomulik parameeter s, siis vGib delda, et teisel
pinnal on Gaussi—Liouville’t valemi paremas pooles tédpselt sama
suured kindlasti ¢, cos@ ja sing.

Keskseks kiisimuseks osutub suuruste Ty ja T kditumine pinna
painutamisel. Siin saab kasutada samu mottekiike, mis pinna pohi-
teoreemi toestamisel art-s 46. Erinevus on selles, et antud pinna
kdverusjoonte vorgu kujutiseks ei tarvitse enam olla teise pinna
kdverusjoonte vork, nagu oli ndutud pdhiteoreemi iihes eelduses. See
aga el muuda oluliselt asja: liikuva kanoonilise teljestiku asemel
tuleb teisel pinnal kasutada lihtsalt sellist liikuvat teljestikku, mille
baasiiihikvekforeiks e’ ja e, on antud pinna kdverusjoonte vorgu
kujutisse kuuluvate joonte puutujaithikvektorid. Muus osas pohi-
teoreemi toestuse moitekdigud valemist (46.4) kuni valemini (46.7)
korduvad (ainult pinna 9* koverusjoonte ja kanoonilise teljestiku
.asemel tuleb konelda vastavalt pinna & koverusjoonte kujutistest ja
nendega seotud liikuvast teljestikust). Meile on praegu tahtis jérel-
dus (46.6), mis nditabki, et suurused Iy ja I on painutamisel
invariantsed. Koos nendega on invariantne ka joone geodeetiline
koverus kg ning me jouame jargmise Mindingu teoreemini,

Joone geodeetiline koverus kg pinnal on pinna painutamisel jnva-
riantne ja kuulub seetOttu pinna sisegeomeetriasse.

Teisiti Geldes, kahe pinna isomeetria korral iithel pinnal oleva
joone geodeetiline kéverus kg mingis punktis on vdrdne selle joone
kujutise geodeetilise koverusega selle punkti kujutises teisel pinnal.

Teoreemi sonastas (terminit «geodeetiline koverus» ‘veel kasu-
tamata: vt. art. 43) ja toestas esimesena F. Minding 1830. a.
| 5Te-erne niiiid analoogilise jarelduse Gaussi-—Bonnet’ vorrandist
(45.12):

K=08,} — 0T, —I'? —TI%. : _. (48.1)

Siin on vaja veel selgitada suuruste 0>y ja 0:T kéditumist painuta-
misel. Need suurused on kordajateks avaldises

dTo=01T w1020z, . (48.2)

kus piki pinnal asetsevat suvalist joont valemite (43.9) pohjal
‘wi=ds cos, me=dssing. Et e, s ja '@ on pinna painutamisel
invariantsed, siis on seda jdrelikult ka suurused 04Ta, 02l'q — esi-
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mese saame valemist (48.2), kui votame @=0, teise, kui votame
E.’-:g-— - Seega kehtib jirgmine Gaussi teoreem.

Pinna tdiskbverus K on pinna painutamisel invariantne ja kuu-
lub seetdtiu sisegeomeetriasse.

Teoreem jéreldub vahetult ka (45.5) ja (45.10) alusel tekkivast
seosest _

-d/\(oiz=——K(D1 /\ w2, (48-3)’

kui selles arvestada pindade isomeetria puhul kehtivaid vordusi
(46.5) ja (46.7).

eoreemi sonastas ja tdestas esimesena C. Fr. Gauss 1827. a.,
nimetades seda Theorema Egregium (lad. k. oivaline teoreem).
Pinna tiiskoverust K, eriti kui teda kisitletakse sisegeomeetria
seisukohalt (vt. art. 51), nimetatakse ka Gaussi koveruseks. Avaldist
(39.1): K=~Fk; arvestades v5ib oelda, et kui pinna painutamisel jjks
peakGuerus suureneb teatav arv korda (s.t. korrutub mingi suuru-
sega A), siis teine peakéverus, eeldusel, et Ks=0, vdheneb sama arv
korda (s.t. korrutub suurusega A—!). Samuti saab kohe selgeks, et
painutamisel ldheb elliptiline punkt alati elliptiliseks, hiiperboolne
hiiperboolseks ja paraboolne paraboolseks. Seetdttu on niiteks loo-
tusetu piifida sfdiri voi podrdellipsoidi mingit osa painutada tasan-
dile. See asjaolu teeb voimatuks moonutustevaba geograafilise
kaardi loomise,

Tasandile painutatavaid pindu on véimalik tiielikult kirjeldada:
iga selline pind on tors ja seega kas silindriline pind, kooniline
pind v6i puutujatepind (art. 35). Toepoolest, et tasandil K=0, siis
ka temale painutataval pinnal K=0, sellise omadusega pind on
aga tors (art. 41). Siit on tulnudki torsi puhul sageli kasutatav nimi
«tasanduv pinds.

Gaussi teorecmist jareldub ka, et pinna téiskdverus peab olema
avaldatav iiksnes esimese ruutvormi kordajate kaudu (art. 48).
Vastav iildine avaldis on kiillalt keerukas, me esitame ta monevorra
hiljem. Esialgu tuletame X avaldise kahel erijuhul.

Oletame algul, et parameetrijoonte vork pinnal on ortogonaalne,

s.t. igas punktis x| x, ehk g12==0. Sel korral saab liikuva teljes-
tiku valida niimoodi, et :

X4 X1 Xa X9
€y=— —_ —_—, €9 — E— r—
EA Veu x| V&2
siis aga
. ,dx=x1 du1+x2 dugﬁvg;e1 du1+VE;e2 duz,
mistottu

—— —

1= =Ygy dtty, we=7 g dus. (48.4)

12*
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Siit
e "aYg: 07Yg1 _
d,o1=dygu /\ duy= (—a%i dui—l_—-——}%—duz) N duy=

=———---—--—'a -Vg“ du1 /\ duz

duz
ja analoogiliselt
Vg
dAO,)g:mT—' dui /\ duz.
Valemitest (45.8) ja (45.9) jareldub, et
Vg . —— Ve . =
T =T17Ygugz, —ous =T2Ygug. (48.5)
Edasi saame
O0l's 0l
dFa—‘—é-it-i—'dui—l— o1 dug

vordlemisel valemiga (48.2), kus arvestame avaldisi (48.4), et

) 1 0 1 0Van
ol — 1 I's - (_ Vg11)=

Vgn Ous Vg2 Ous Vguge Ous
___1_{__6(1 1 dvYgu
Vo= ¢ 0w yeu' Yem Ow

1 a { 1401@7{)},
Vau 0w Vgn O
Siin esimene liidetav
(1 1 OYew 1 oVeu
Vg2 gu Ot Vg2 Ous '
¥

mistottu asendamisel K avaldisse (48.1) koondub ta vilja selle
avaldise kolmanda liikmega. Analoogiline on lugu ka dil'z; puhul
ning kokkuvdttes tekib jargmine Gaussi vérrand:

1 [ a1 0Yg= d( 1 0Vgu
K=— ( e Vg”‘)+ ( 1 _Jyau )] (48.6)
VEugz  Our  V&€u Ouy Ous ' Vg2 Ous

Lihtsa jidrelduse erijuhu jaoks, mil lisaks veel gu=l, teeme
art-s 52.

180




Véga likisa kuju omandab K avaldis ka siis, kuj pinna esimeses ruutvormis
£u=4g»=1. Sel korral x; ja x; on iihikvektorid ning kui nurk nende vahel (ehk
u- ja up-joone vahel) tihistada ¢, siis gia=x%y=cos ¢, nii et esimesel ruut-

vormil en kuju o -
ds’= du21 +2 ¢cos Q dul du2+du22. (48.7)

Siin uy=const = ds==-du,, u;—-const = ds=ddu,, s.t. u; ja us on parameetri-
joonte loomulikud parameetrid.

)
Juhul cp=-—2—- saame siit esimese ruutvormi pinnal, millele on painuiatav

tasand voi selle osa koos temale tdmmatud ristkoordinaatjoonte vorguga. Kaisit-
ledes viimast kanga niitide vorguna, voib vaadelda ka painutamise iildistust,
kus lubatakse muuta esialgset tdisnurka kanga nijitide vahel, kuid mitte niite
venitada. Selliselt toimitakse kangastega nendest roivaid vormides: nditeks marli-
tiikki, mille niitidevaheline nurk on suhteliselt kergesti muudetav, saab tGmmata
peaaegu igasugusele koéverpinnale. Niisugust painutamise {ildistust kisitles
P. L. TSebdsov oma 1878. a. Pariisis peetud ettekandes «Réivaste juurdeldikami-
sest», mistottu sellist parameetrijoonte vorku, mille puhul esimesel ruutvormil on
kuju (48.7), nimetatakse TSebésovi vrguks.!

Valime ltikuva teljestiku baasiiihikvektorid e, ja ey sellise vorgu joonte
nurgapoolitajatel, s.t. vektorite x; — x, ja x4x; sihtidel. Et viimaste vektorite
skalaarruudud on

(X1 —%3)?=1—2cos @ 4 1=4 sinz'-g,

. @
(%1 + x2)%=1+ 2 cos ¢ + 1=4co-52-2—,

<iis
X — Xy XX,
b=, =
. P P
2 sin— 2 cos —
2 2

Siit jdreldub, et

@ =sin% (duy — dus}, ws=cos —;E- (du,F-duy),

1 P 1 P
d =— 08 — d duy — duy), d ee=——sin—d du,--duy),
Aﬁ)[ 2 cos 5 o A (du 2) A(x)z 2 n 9 ¢ A (duy-duy)

w, A\ we=sin @ du; A du,,

Mmistotiu
T P e w BN -k 43
4 sin % 4 cos %
Niiiid

1
Myg== P1m1+P2&)2-=’—2— ((Pg du2 — @ du,)

ja (48.3) annabki lihtsa avaldise;
@rz=—Ksin g. (48.8)
Mis puutub iildisse valemisse tdiskdveruse K avaldamiseks pinna esimese

! Pafnuti Lvovits T3ebddov (1821—1894), vene matemaatik, Peterburi
TA akadeemik.
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runtvormi kordajate kaudu, siis siin tutvustame ainult tulemust, mille sai
C. F. Gauss 1827. a. pérast pikki arvutusi jargmisel kujul: kui

ds?=EFE dp+2F dp dq-- G dq?,
siis
4(EG — F)?’K=E(EqGy — 2FGo+G2 )+
A F(EpGq—EqGp — 2E Fy+4F pFq — 2F 5 Gp) +

+G(Es Gy —2Equ+Ei) —2(EG —F%) (Eqq — 2F pq+-Gpp); (48.9)
P oF &E |
siin nditeks quT, qu=£5—- jne. Sellest valemist jireldaski Gauss oma
q

«oivalise {eoreemi», mis on sdnastatud eespool. Hiljem on Gaussi valemit &nnes-
tunud korraldada monevorra kompaktsemasse kujju:

K 1 ‘E Ep Eq
= . F Fp Fq —
(EG'—Fz)2 G G, G,
1 E,—F Fq—G
_— {( q_ P ) _i(.__q_.p_.) } ) (4‘8.10)
2‘|/EG—F2 YVEG—F* ‘¢ ' 'VEG—_F2 P

mis erijuhul, kui F=0, erineb valemist (48.6) ainult tdhistuste poslest.

49. Geodeetiline joon. Pinna sisegeomeetrias on eriline tdhen-
dus joontel, mille geodeetiline kdverus pinnal on joone igas punk-
tis vordne nulliga. Neid jooni nimetatakse pinna geodeetilisteks
joonteks ehk lihtsalt pinna geodeetilisteks.

Geodeetiline joon on «sirgeims (s.t. vihima kdverusega) kdigi
teda antud punktis puutuvate joonte seas pinnal, sest koigil neil
on ithine normaalkdverus &, ja minimaalne kdverus 2 on vorduse
(43.7) pohjal toepoolest niisugusel joonel, mille puhul k;==0. Et see
vordus on (43.8) jdrgi samaviidrne tingimusega

ksin =0,

siis joon pinnal on geodeetiline parajasti siis, kui tema igas punktis
kas 1) k=0 vdi 2) nurk O joone kdverusvektori kn ja pinna nor-
maalithikvekiori m vahel on 0 véi teisiti deldes, kui joone kooldu-
mistasand ldbib pinna normaali. Nii niiteks pinnal asuv sirge
(siin £=0) on alati selle pinna geodeetiline joon. Samuti on néi-
teks podrdpinna iga meridiaan geodeetiline joon, sest meridiaani
tasand, olles iihtlasi kdoldumistasand, 14bib péérdpinna telje ja see-
tottu ka pinna normadli, sest pind on tema suhtes siimmeetriline.
Stdédri geodeetilisteks joonteks on jédrelikult sfdédri suurringjooned.

Geodeetilise joone iilalantud definitsioonist ja Mindingu teoree-
mist jareldub vahetult, et geodeetilise joone méiste kuulub pinna
sisegeomeetriasse. Pindade isomeetria puhul on geodeetilise joone
kujutiseks jélle geodeetiline joon.

Kui palju on antud pinnal geodeetilisi jooni? Kiisimust on kdige
lihtsam selgitada kanoonilist teljestikku kasutades. Nouame, et pin-
nal § vorranditega (32.3) mdiratud joon oleks geodeetiline joon;
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le sai

(48.9)

» OIma

onnes-

48.10)

ihen-~
yunk-
steks

koigi

neil
-duse
t see

nktis

nor-
oldu-
sirge

nai-
iaani
 see-
iline.
oned.
oree-
inna
joone

(Oige
pin-
joor;

ecldame, et parameeter neis vorrandeis on joone loomulik para-
meeter s. ' ‘ |
Tahistame nurga selle joone ja esimese koverusjoone vahel ¢(s).
Sel korral valemi (43.10) ja tingimuse kg==0 pohjal
@' =—T"1cosp —I'zsin ¢.

Lisades siia vordusest (42.10) ja (43.9) jdrelduvad seosed

dug o4 2 :
75 =B ‘_d?—I—B-z_B == Big cos @4-Bag sin ¢,

~ saame kolme tundmatu funktsiooni ¢ (s), ui(s) ja u2(s) leidmiseks

jargmisest kolmest diferentsiaalvorrandist koosneva normaalkuju-
lise siisteemi: |

¢’ (s) =—T1(u1(s), uz(s)) cos @(s) — T2 (us(8), ua(s)) sing(s),

(49.1)
4 (8)= Bu(ui(s), u2(S)) cos @ (s) + Bat(u1(8), ta(s)) sing(s),

(49.2)
u; (S) = Biz (ui (S), 173 (S)) COS @ (S) -]-— Bzg(bh (S), Uiy (S)) Siﬂ'(p (S)

(49.3)

Sel puhul kehtiva Cauchy teoreemi ([8], lk. 185) jdrgi on siisteemil
etteantud algtingimuste

P(s0) =0, ui(So)=ai, U(S)=0, (49.4)

korral iiks ja ainult iiks neid algtingimusi rahuldav lahend ¢(s),
MI(S), uz(S).

Geomeetriliselt tdhendab see, et [dbi pinna etteantud punkti
(a1, az) ldheb etteantud nurga o all parajasti iiks geodeetiline joon.
Teisiti 6eldes, 14bi pinna iga punkti kulgeb igas sihis parajasti iiks
geodeetiline joon.

Et tasandil ja sfdéril saab tdpselt sama vabadusega tommata vastavalt sir-
geid ja suurringjooni, mis on geodeetilised jooned, siis jdreldub siit, et tasandi
ja sfadri geodeetilisteks joonteks on parajasti vastavalt koik sirged ja koik suur-
ringjaoned. '

Monevorra iildisema nditena vaatleme pdordpinda. Selle esimeses ruutvor-

mis (36.15):
. : ds?=[q"*(u,) +1p’2(u1)]du'*; +@? () du?

asendame piki meridiaani muutuva parameetri u;, meridiaani loomuliku para-
meetriga '

U= ,_.,fiVCP'E(ul) F97 (uy) duy =10, ().

Avaldades vastupidi uy=u;(v,) ning tahistades ajutiselt vo=u; ja
. @t (vr))=r(v1), (49.5)
saame pOOrdpinna esimesele ruutvormile kuju | I
ds*’:dvf —]-r?(al)dvg .

Suurus (49.5) tdhendab geomeetriliselt p&drdpinna punkti' pédrlemisraadiust
{art. 31), praegu meridiaani loomuliku parameetri v, funktsioonina. Liheme niiiid
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tahistelt v), vy tagasi algtdhistuste u;, up juurde, eeldades, et esimesel ruutvormil
on eespool saadud kuju

ds2=du21 -]-r?(ul)du-g. (49.6)
_ Podrdpinna koverusjoonteks on teatavasti (vt. art-i 40 nidide) meridiaanid
ja paralleelid — praegu vastavalt u;- ja uy-jooned. Jirelikult voime rakendada
valemeid (48.5), milles praegu gn=1, goy=r2.
Seega
r.l
P1=0': P2“—_i
’ 1

kusjuures valemeist (48.4) jédreldub, et Byy=1, Bjg=Bs =0, Bgp=——.
r

Siisteen (49.1), (49.2), (49.3) geodeetilise joone méiiramiseks tuleb niiiid jirg-
mine;

9

r
@ =——sing, (49.7)
r
u’l ==CO0S @,
E] 1 .
u2 =—r— SI Q.

Korrutame omavahel esimese kahe vdrrandi pooled, vahetades enne teise
omad ja korrutades esimese l4bi suurusega r:

r cos cp-c:p’:—»;r’-u’l -sin @. _ (49.8)
Siit tuleneb, et |
(7 sin q;)’=r’-u’l sin @-4r cos @@’ =0,
mistottu -
7 sin p==c=const. (49.9)
Tulemuse saab viljendada jargmiselt: pddrdpinna geodeetilise joone punkti
kaugus r pdoérdeteljest on pddrdvordeline selle geodeetilise joone ja meridiaani
vahelise nurga @ siinusega.

Selle lause tGestas A, Clairaut! 1733. a., mist6ttu seda nimetatakse Clairaut’
teoreemiks.

Siisteemi edasine lahendamine on lihtne:

du, uy 1 rsin @ ¢
—-=~—’-—_-— taﬂ (p= == ’
du, ul r '|/r2--—(r sin (p)z -'/rz__ c2
! l du;
w=c [ ta, (49.10)

ay | .'/rz(ul)_ 82

Nagu ndha, on iildlahendis kolm suvalist konstanti: a; ja a; mis mddravad
pinna punkti, ja ¢, mis médrab sihi selles punktis. Algtingimuse ¢ (sp) =0 korral
(49.9) pdhjal ¢=0 ja wvastav lahend (49.10) on uy=a — tegemist on meridiaa-

| g
niga. Iga paralleel aga pole geodeetiline joon, sest paralleeli korral CPEE‘,

¢'=0 ja (49.7) on rahuldatud fiksnes siis, kui r'(u,)=0, s.t. kui paralleeli raa-
dius on statsionaarne. Ka geomeetriliselt on selge, et paralleeli tasand libily
po6rdpinna normaale, nagu néutakse geodeetilise joone puhul, siis ja ainult siis,
kui meridiaani puutuja selle paralleeli punktis on paralleelne poordeteljega, s.t.
kui paralleeli raadius on statsionaarne.

. ! Alexis Claude Clairaut [kleroo] (1713—1765), prantsuse matemaatik
ja astronoom, Prantsuse TA liige.
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50. Geodeetilised jooned kui liihimad jooned. Analoogia tasandi
sirgete ja pinna geodeetiliste joonte vahel ei piirdu ainult eelmises
art-s esitatuga. Geodeetilised jooned osutuvad pinna kiillalt viike-
ses piirkonnas ka lithimateks joonteks pinnal.

Selle niitamiseks votame pinnal kasutusele teatavad nn. geodee-
tilised koordinaadid, mis miiratakse jdrgmiselt.

Olgu pinnal fikseeritud punkt x, ja seda punkti libiv joon .
Selle joone ¥, igast punktist x’ 1iheb pinnal 1&bi parajasti iiks
joont ¥ risti 16ikav geodeetiline joon. Viimase iga punkti x asukoha
saab niiiid ndidata kahe arvuga: punkti x” parameetriga v, joonel %,
ja punkti x loomuliku parameetriga v, sellel geodeetilisel joonel
(punktist x” arvates; joon. 47). Sel viisil saadud arvud Uy ja 0y
ildistavad nii rist- kuj polaarkoordinaate tasandil: esimesed saa-
dakse, kui ¥ on sirge, teised — ku;j do on iihikringjoon (siis v, on
polaarnurk ¢ radiaanides ja v14-1 polaarraadius g).

Konesolevate geodeetiliste joonte puhul on rahuldatud geodee-
tiliste joonte diferentsiaalvérrandisiisteem (49.1), (49.2) ja (49.3),
kusjuures praegu algtingimuste (49.4) paremad pooled sp= (01)o=0
puhul séltuvad pidevalt ja diferentseeruvalt parameetrist Us. Dife-
rentsiaalvorrandisiisteemi’ lahend; vastava omaduse p&hjal ([8],
Ik. 277) sbltub ka lahend — loomuliky parameetri funktsioonide kol-
mik — punkti x, teatavas iimbruses V pidevalt ja diferentseeruvalt
samast parameetrist v,. Jirelikult punkti x esialgsed parameetrid u,
ja uz on uute parameetrite diferentseeruvad funktsioonid U=
==Ug (V1, U3), mida vdib kasutada parameetrite teisendamiseks pinnal
punkti xo teatavas iimbruses U V.,

Eeldame, et parameetrite selline teisendus on juba tehtud ja
Idheme tdhistustelt vy, v, ja V tagasi parameetrite ja piirkonna alg-
tahistustele wi, uwy ja U,

Et 4, on praegu geodeetilise (1-joone) loomulik parameeter,

Joonis 47
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siis |x,|=1 ning me vdime piirkonnas U vétta kasutusele litkuva
teljestiku selliselt, et
e1=X1. (50.1)
Sel korral valemeis (42.7)
An=1, Ap=0, Au=xe1=%Xx1=,n,
mistottu (42.9) pohjal
)= duH—gm duz, -(02=A2.2, dus. (502)

Rakendame niiiid Gaussi—Liouville'i valemit (43.10) uy-joone
korral, mil meie poolt valitud litkuvas teljestikus ¢=0. Jarelikult T
on praegu us-joone geodeetiline koverus, kuid et see joon on ise
geodeetiline joon, siis I''=0. Sellega koos valemi (45.8) pdhjal
d M =\u.

A
Teiselt poolt jireldub (50.2) esimesest seosest, et

mistottu

dui |

seega gy on parameetri 'uz iga fikseeritud véartuse korral konstant.
Kui lisada, et joone & punktides, kus u1==0, on us-jooned risti selle
joonega o, mistottu g (0, u2) =0, saame konstandi védrtuseks O.

Jarelikult
gr==0 (50.3)
piirkonnas U.
Kokkuvottes omandab pinna esimene ruutvorm piirkonnas U
valemite (50.1) ja (50.3) pohjal kuju

ds?=du? +go (1, Up) duz. (50.4)

See on iiks lihtsamaid kujusid, millele saab teisendada iga pinna
esimese ruutvormi parameetrite sobiva {eisendusega.

Vastupidi, kerge on jareldada, et (50.4) puhul iga uy-joone geo-
deetiline koverus I'y on vordne nulliga, mistdttu need jooned on
geodeetilised jooned. Seepidrast nimetataksegi parameetreid, mille
korral kehtib (50.4), «geodeetilisteks koordinaatideks». Mis puutub
us-joontesse, siis need on geodeetiliste joonte itheparameetrilise
parve ortogonaalsed trajektoorid — jooned, mis loikavad parve
geodeetilisi jooni taisnurga gll (sest (50.3) pohjal xy_L xp). Siit
jareldub huvitav tulemus: .

geodeetiliste joonte dheparameetrilise parve iga kaks ortogo-
naalset trajektoori I6ikavad parve geodeetilistel joontel valja vordse
‘pikkusega kaared.

TGepoolest, kui (50.4) jdrgi arvutada kahe ortogonaalse trajek-
toori uy=a ja uy=~= vahelise kaare pikkus iikskdik missugusel geo-
deetilisel joonel uy==c, siis on see konstandi ¢ vddrtusest soltumatult

s=fds=fb]duil=|b—a|.
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Edasi on lihtne toestada geodeetilise joone jargmist olulist oma-
dust, millest oli juttu artikli alguses:

geodeetilise joone iga kaar piirkonnas U on liihem mistahes tei-
sest tema ofspunkte iihendavast kaarest selles piirkonnas.

Selleks méirame geodeetilised koordinaadid pinnal nii, et antud
geodeetiline joon oleks iiks ui-joontest, niiteks joon wux==0, ning
eeldame, et vaadeldav kaar viirtuste Uur=—a ja wmy="= vahel asetseb
sel juhul piirkonnas U. Selle kaare pikkus on siis [b—a|. Iga teise
selle kaare otspunkte piirkonnas U iihendava joone saab anda tea-
tava vorrandiga ws=f(w), kus f(a)=Ff(b)=0 (joon. 47). Selle
joone kaare pikkus nendesamade otspunktide vahel avaldub kujul

= afbw‘l‘gzz(ui, Fla)) [ (u1) 12 dus.

Et goa(uy, [ (1) ) >0, [ (1) |20, siis
V1Hge (s, F (1)) [F () P21,
ning integraali monotoonsuse t&ttu ([2], k. 367)

s=|b—al,

kusjuures vordus kehtib fiksnes siis, kui [(u1) =0, s.t. kui vaadel-
dav kaar on etteantud geodeetilisel joonel.

Geodeetilise joone tdestatud omadus rdhutab veelgi analoogiat,
mis on pinna geodeetiliste joonte ja tasandi sirgete vahel. Niisugust
analoogiat ei saa aga alati laiendada tervikpindadele sel pdhjusel,
et piirkond U viga sageli ej iihti kogu pinnaga. Niiteks kui sfairi
korral votta jooneks ¥, ekvaator ja miirata selle jérgi geodeetilised
koordinaadid, nagu eespool naidatud, siis joont ¥, risti l15ikavateks
geodeetilisteks joonteks tulevad meridiaanid, mis l6ikuvad pshja- ja
l6unapoolustes, kus us- ja wup-joonte vérk lakkab olemast korrapéi-
rane. Piirkond U ei saa sel juhul neid pooluseid sisaldada ning
eespool tGestatu pohjal voime vaid delda, et meridiaani (ehk suur-
ringjoone) kaar, mis on viiksem poolringjoonest, on lithim oma
otspunktide vahel pinnal. Samal ajal on selge, et poolringjoonest
suurem suurringjoone kaar pole sugugi lithim — lithimaks tema
otspunktide vahel on hoopis teda tdiendav kaar samal suurring-
joonel.

Samasugune olukord leiab aset. niiteks poordsilindril, kus
Clairaut’ teoreemi (40.10) pohjal geodeetiline joon l1dikab moodus-
tajaid konstantse nurga ¢ all (sest pdérdsilindri korral r{u) =
=const) ja on seetottu kas moodustaja ise, paralleel vai iildjuhul
kruvijoon. Kui kruvijoone kaar ei mahu mingile telge ldbiva tasan-
diga eraldatud poolsilindrile, siis pole ta lithim oma otspunktide
vahel pdérdsilindril. Niiteks kui sellise kaare otspunktid on samal
moodustajal, siis lithim on hoopis moodustaja 16ik nende otspunk-
tide vahel (joon. 6).
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51. Gaussi—Bonnet' valem. Joone geodeetilist koverust k¢ pin-
nal ja pinna tdis- ehk Gaussi kdverust K kui sisegeomeetrilisi suu-
rusi on voimalik ka sisegeomeetriliselt defineerida. Voimaluse sel-
leks annab Greeni valemist (44.7) ja seosest (48.3) jdrelduv integ-
raalvalem, mille tuletamisele niiiid asume.

Olgu antud pind ja sellel piirkond D, mis on piiratud kinnise
tiikiti sileda joonega L. Selle joone vorrandid

Up=1uUqg(t); a=1,2,

kus uq(f) on tilkiti diferentseeruvad pidevad funkisioonid, t [0, a]
ja ug(a)=uy(0) madravad wip-tasandil teatava kinnise tiikiti
sileda joone L’; mille sees oleva piirkonna téhistame D". .

Arvutame joonintegraali lineaarsest diferentsiaalvormist s
mooda joont L. Greeni valemi (44.7) ja seoste (48.3) pohjal

ifia)iz——“—ff (— Ko A o2). (1.1}
r Df
Vasakul pool on avaldise (43.5) jargi

wp==Fkg ds — dg. (61.2)

Paremal avaldame (42.9) abil
o1 A\ 2= (Ay duy+As dis) N\ (Aredis+Asz dus) =
= (A11A22—'A2'1A12) duy dug,
kus Lagrange’i samasuse (1.7) pohjal

(ApAp — Apdp) = (Ah+A%) (AL +A%) — (Audp+Anln)?
Samal ajal
dst=w? tw= (Ay dug-Agr di) 24 (Ase dus-+-Agy dup) 2=

= (A:ii—kzzﬁz) du12+2 (AMA 12---|— AziAzz) du.i_ du'z-—{— (A;—I-Aig) dug g "
mistottu

A%.i‘l‘A?Z: gu, AuAptAndp=4gdmn, A§'1+A‘2-22= go.
Seega

o1 A\ w2=Vgugdxn — g% dus \ dus;

tdhendab, wi /A wa on avaldis, millest kahekordne integraal iile D"
on (36.5) pohjal piirkonna D pindala S ja mida seetotiu nimeta-
takse pindalaelemendiks dS: |

1 /\ w2=dS. (51.3)
Asendused seostest (51.2) ja (51.3) int’égraalvalemisse (51.1) anna-
vad tulemuseks

[kgds— fdeo=—[[ KdS, (51.4)

kus vasakul on joonintegraalid mééda kinnist joont L ([3], lk. 326)
ja paremal pindintegraal {ile piirkonna D ([3], lk. 354).

188




Joonis 48

Saadud valemi tdhenduse selgitamiseks tdlgendame ldhemalt
tema vasakut poolt, eriti selle teist liiget. Vaatleme iildist olukorda,
mil kinnine joon L on siledatest kaartest li, b, ..., In koosnev
koverjooneline hulknurk (joon. 48). Selle hulknurga sisenurgad
tahistame ai, a2, ..., an, lugedes, et a; on kaarte ; ja livt (lng1=1)
vaheline nurk nende kaarte iihises otspunktis ehk tipus. Lihtsaim
on siin juht n=1, aqy=mx, mil L osutub igas punktis siledaks kinni-
seks jooneks.

Joonintegraalid valemi (51.4) vasakul pool avalduvad aditiiv-
suse omaduse ([3], lk. 335) p&hjal jargmiselt:

ignfkg ds, igi"zfd(p'

Uurime ldhemalt teist avaldist, kus ¢ on kaare I; puutuja ja
liitkuva teljestiku esimese baasivektori vaheline nurk. Iga liidetav
teises avaldises kujutab endast seetdttu nurga ¢ muutu punkti
litkumisel kaare !; alguspunktist I6pp-punkti. Kui lisame nendele
liidetavatele kdverjoonelise hulknurga vilisnurkade suurused 51— ag,
mille vorra tuleb podrata puutujat tipus iileminekul kaarelt /; kaa-
rele lips (lny1=1), siis saame kokku ilmselt taispoorde 2m:

37 dwéi; (5 — &) = 2.

i=1
Siit
L n
2 fdo=(2—n)n+ 3 a;,
fi=11, i=1
ning vordusest (51.4) saame seega jargmise valemi:
n n
JfKdS=(2—n)nt Mo — 3 [ kyds, (51.5)
D i==1 i=1 [

mida tuntakse Gaussi—Bonnet’ valemi nime all.
Erijuhul, kui piirkond D on piiratud sileda kinnise joonega L,
on n=1, ay=m ja

S KdS=2n— [ kyds. (51.6)
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Teisel tahtsal erijuhul, kui kaarteks [i, Iz, ..., [» on geodeetiliste
joonte kaared, koneldakse geodeetilisest hulknurgast. Sel korral
kaob valemis (51.5) viimane liige, sest piki geodeetilisi jooni on
teatavasti ky==0. Niiteks geodeetilise kolmnurga A puhul saame

valemi
.&f KdS= (a1+az+}as)—m. (51.7)

Paremal pool esinevat suurust, mis méodab geodeetilise kolmnurga
A sisenurkade summa erinevust tavalise tasandilise kolmnurga sise-
nurkade summast n, nimetatakse selle kolmnurga nurgaekstsessiks.

Tdiskoverusele K saab niiiid anda jdrgmise tolgenduse: fdis-
koverus K pinna punktis x on seda punkti sisaldava geodeetilise
kolmnurga A nurgaekstsessi (as+0a+-as)—n ja pindala S suhte piir-
vddrtus kolmnurga kokkutombumisel punktiks x.

Toepoolest, kui kasutada keskvédirtusteoreemi kahekordse integ-
raali jaoks (vt. [3], lk. 272, jdreldus 3), voime valemi (51.7) vasaku
poole kirjutada kujul

.];j'KdS:K* [fdS=K*S,
I

kus K* on tdiskdveruse viidrtus kolmnurga A mingis punktis. Valemi
(51.7) pohjal seega toesti
lim (a1+a2+-a3)-—n
A—X S
Taiskdverusele K on niisiis antud tiielikult sisegeomeetriline "defi-
nitsioon.
Mirgime, et Gaussi—Bonnet’ valem voimaldab anda sisegeo-

meetrilise definitsiooni ka pinnal asetseva joone geodeetilisele
koverusele k£ ([5], lk. 202-—203).

= lim K*=K.

A—>rX

Huvitavaid jdreldusi saab Gaussi—Bonnet’ valemist teha sileda kinnise
tervikpinna kohta. Nii nimetatakse punktihulka ¥ eukleidilises ruumis Ej, mille
jgal punktil on lihtpinnaks osutuv {mbrus, kusjuures kogu punktihulk § on
esitatav lopliku arvu lihtpindadel asuvate koverjooneliste hulknurkadega piiratud
piirkondade iihendina selliselt, et iga kahe piirkonna iihisosa on kas tithi hulk
voi hulknurkade iihine kaar voi tipp.

Selliste kinniste pindade niited on art-s 33 vaadeldud sfdar ja toor, mille
iihed voimalikud esitused kdnesolnud hulknurksete piirkondade iihendeina on esi-
tatud joonisel 49. Saab niidata universaalse votte selliste pindade moodustami-
seks. Votame tasandil kaks kongruentset tokestatud mitmelisidusat piirkonda,
s.t. sellist tokestatud iihelisidusat piirkonda (art. 15), millest on vilja l6igatud p
paarikaupa iihispunktita {ihelisidusai, piirkonda. Seejdrel katame {ihe neist teisega
ja kleebime nad mddda kdiki rajajooni kokku (joon. 50). Kujutleme niiiid, et
tekkinud kujund on tehtud painduvast venivast kummikelmest, ja puhume t{a
mottes tiis, kuni tekib sile kinnine pind. Tédpsemalt Geldes eksisteerib sile kinnine
pind, mis on bijektiivses ja pidevas vastavuses esialgse kujundiga. Kui p==0 voi
p=1, siis tekib vastavalt sfadri- vdi tooritaoline pind. Juhul p=2 saame kringli
tillipi pinna jne. _

Rakendame niiiid koigi k&nesolnud hulknurksete piirkondade puhul, mille
ithendiks vaadeldav kinnine pind ¢ on, Gaussi—Bonet' valemit (51.5). Et vii-
mane on saadud Greeni valemist (44.7), siis tuleb arvestada selle tuletamisel
([3], 1k. 338) tehtud kokkulepet: suund kaartest i, lo, ..., In koosneval kinnisel
tiikiti siledal joonel L peab olema selline, et piirkond D jdiks joont L pidi liiku-
des vasakule. Liites valemite (51.5) pooled kdikide mende hulknurksete piirkon-
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Joonis 50

dade puhul, millest  koosneb, paneme tihele, et igal kaarel [; kohtuvad kaks
sellist piirkonda, kusjuures I; ldbitakse nende puhul eri suundades. Sellest jérel-
dub, et summeerimisel valemite (51.5) paremate poolte viimased liikmed koon-

duvad paarikaupa vilja. Samal ajal summade X o; liitmisel tekib igas tipus

;= . N .
taispoore 2m. Koige selle arvestamiseks tahistame iihendatavate piirkondade arvu
ng, kbigi kaarte arvu n,; ja kdigi tippude arvu ny. Valemite (51.5) paremate poolte
liitmisel saame seega suuruse
. ng-2m — 2n, 'R+n0‘2322ﬂ (n2 —_— nl—l—ng) .
Vasakul teise lilkme ees tuleb 2n, seetdttu, et iga kaar [; ldheb arvesse kaks.

korda — kummagi piirkonnaga, mis temal kohtuvad. Valemite (51.5) vasakute
poolte liitmine annab integraali aditiivsuse pdhjal suuruse

JfKdS,

i

mida nimetatakse kinnise pinna & fofaalkéveruseks ja mis ilmselt ei sdltu pinna.
¥ jaotamisest lihtpindade ithendiks kénesolnud viisil.

Kokkuvdttes saame :
ffK d8=2n(n2—-n1+n0). (518)
g

Jarelikult ny—nm--ny el sdltu samuti pinna & jaotamisest hulknurksete piir-
kondade Dy, ..., Dn, kinesolnud omadustega iihendiks. Samal ajal saab seda
jaotamist teha lopmata paljudel eri viisidel. K&ikide nende puhul, nagu selgub,.
on piirkondade arv n, miinus kaarte arv n; pluss tippude arv ng iiks ja seesama
tdisarv. Seda tdisarvu ny— m,4-n, nimetatakse kinnise pinna ¢ Euleri karakte-
ristikuks ja tahistatakse o(f). Kasutades nditeks joonisel 49 ndidatud sfdiri
jaotust paneme téhele, et sel juhul n,==8, n,=12, n;==6, mistdttu sfdari.Euleri
karakteristik om 8 — 1246=2. Toori jaotuse puhul leiame, et n,=8, n;=16,
ny==8 ja fi — n;4+ny=0,

19€



Kinniste pindade moodustamise eelkirjeldatud universaalset votet kasufades
saame Euleri karakteristikule veel teistsuguse, lihitsama esituse. Kasutame nimelt
kummastki modda siledaid rajajooni kokkukleebitud piirkonnast "tekkinud pinna-
osa . jaotust-hulknurkseteks piirkondadeks selliselt, et kokku tekiks kogu pinna ¢
eespool seatud:ficudeid rahuldav jaotus.

Vaatleme esialgu iiht neist kahest pinnaosast — iihe mitmelisidusa piirkonna
bijektiivset ja pidevat kujutist 3. Selle piirkonna saab viljaldigatud p piirkonna
taastamisega teha iihelisidusaks. Vastavalt sellele saab ka konescleva pinnaosa X
teha teatavate uute pinmapiirkondade D, ..., D, lisamisega siledaks iihelisidu-
saks piirkonnaks D, Niiteks toori iihele poolele, mis tekib toori I6ikamise| tel-
jega ristuva siimmeetriatasandiga, voib lisada poolsfddri, millele #doori védhima
raadiusega paralleel on ekvaatoriks. Tekkinud iihelisidusa piirkonna D puhul
saame rakendada Gaussi—Bonnet' valemi kuju (51.6) (vajaduse korral tiikelda-
des seda piirkonda):

JIKdS=2n — [ kg ds. {51.9)
D L

Et tulla tagasi esialgse mitmelisidusa pinnaosa ¥ juurde, tuleb uuesti eemaldada
lisatud iihelisidusad pinnapiirkonnad D, ..., Dp, millest igaithe puhul kehtib
samuti valem (51.6):

Jf KdS=2rn — [ kg ds,
D, L,

JfKdS=2n— [ kg ds,

Dp Lp
Jarelkult viimaste seoste pooled on vaja lahutada seose (51.9) vastavatest pool-
test. Vasakul saame pinnaosa ¥ totaalkdveruse. Paremal tuleb viimase p seose
korral arvestada, et L; peame libima nii, et D; jddks vasakule. Seega 3 puhul
tuleks iga L; ldbida vastupidises suunas, kuid selle me lahutamisel just saavu-
tame. Kokkuvottes tekib niisiis seos

[f KdS=2n(1— p)+ [ kg ds,
= r

kus I' tdhendab L, L,, ..., L, ilihendit — pinnaosa ¥ kogu raja.
Analoogiliselt saame teise pinnaosa ¥’ jaoks

[fKds=2n(1—p)+ [ kg ds.
EI Pf

Kogu kinnise pinna ¥ arvestamiseks tuleb viimase kahe seose vasiavad pooled
liita. Et tegelikult I' ja IV on iiks ja seesama raja, mis erinevate osade ¥ ja ¥/
puhul ldbitakse eri suundades, siis viimased joonintegraalid annavad liitudes
nulli, Seega tekib valem

ff KdS=4n(1—p). (51.10)
g

Kui niiiid vorrelda valemeid (51.8? ja (51.10), siis leiame, et kinnise pinna ¥
Euleri karakteristik avaldub kujul

% (F) =y — m4ne=2(1 — p),

kusjuures selle pinna & totaalkdveruseks on 2my (). Naturaalarvu p nimetatakse
kinnise pinna liigiks ehk geenuseks. Ilma pikemata on selge, et sididri puhul
p=0, toori puhul p=1, kringelpinna puhul p=2 jne, mistottu saab kohe kitie
%a nende Euleri karakteristikud: néiteks kringelpinna puhul y(¥)=—2.

Kinnise pinna 7 liik s@ltub ilmselt dksnes pinna & nn. topeloogilisest ehitu-
sest, mille poolest nditeks toor ja sangpommi pind pole eristatavad, samuti nagu
niditeks kringelpind ja kahe sangaga pommi pind. Jérelikult soltuvad ka Eulerj
karakteristik %(#) ja pinna & totaalkdverus iiksnes kinnise pinna & topoloogili-
sest ehitusest.
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52. Konstantse kdverusega pinna sisegeomeetria. Nagu eelne-
vast selgub, saab pinna sisegeomeetriat arendada paljuski analoo-
giliselt eukleidilise planimeetriaga (s.t. tasandi sisegeomeetriaga).
Voib uurida geodeetiliste hulknurkade, sealhulgas kolmnurkade
omadusi, médrata nn. geodeetilised ringjooned kui iihest punktist
l&htuvate geodeetiliste joonte {iheparameetrilise parve ortogonaal-
sed trajektoorid jms.

Kui aga minna kujundite kongruentsusega seotud kiisimuste
juurde, siis {ildise pinna korral konesolnud analoogia kaob. Kong-
ruentsus tasandil on seotud asjaoluga, et iga kahe punkt puhul
voib esimese punkti fimbruse viia liikumise (ehk isomeetria) teel
iihtimisse teise punkti teatava {imbrusega, kusjuures veel seiliselt,
et iikskdik millised kaks nendest punktidest ldhtuvat sihti lihevad
iihtimisse.

Uldisel pinnal on see aga vdimatu, sest pinnal vabalt véetud
punkti iimbruse isomeetriline kujutamine (painutamine) teise vabalt
voetud punkti {imbrusele on Gaussi teoreemi pshjal moeldav ainult
siis, kui pinna tédiskoverused K nendes punktides on vérdsed, tihen-
dab, kui pinna tdiskéverus K on konstantne.

Pindu, millel K=const, nimetatakse konstontse koverusega pin-
dadeks. Niitame, et iga sellise pinna sisegeomeetrias on olemas
vaba litkuvus selles mottes, et iga punkti iimbrus on isomeetriliselt
kujutatav iga teise punkti teatavale iimbrusele, nii et esimest punkti
14biv geodeetiline kaar ldheb teist punkti labivale etteantud geodee-
tilisele joonele. Teisiti 6eldes, me niitame, et eespool saadud tarvi-
lik tingimus K=const osutub ka piisavaks ning garanteerib see-
juures voimaluse geodeetilist kaart vabalt pédrata igas etteantud
punktis.

Selleks votame konstantse kdverusega pinnal, kus K=const,
vabalt kaks punkti x ja x/ ja kummaski punktis iihe sihi pinna
puutujatasandil. Labi kummagi punkti ldheb valitud sihis parajasti
itks geodeetiline joon. Tdhistame need jooned Jp ja &%, ning votame
need aluseks geodeetiliste koordinaatide mddramisel punktide x,
ja x/) teatavates {imbrustes U ja U’. Seejuures lepime kokku lugeda

iiheks parameetriks vastava joone loomulik parameeter.
Esimene ruutvorm omandab siis kuju (50.4), s.t.

gu=l, grp=0.
Jérelikult voime rakendada Gaussi vorrandit (48.6), millest praegu

arry
Vo= O

Funktsiooni Vga jaoks tekib lineaarne teist jdrku konstantsete kor-
dajatega diferentsiaalvorrand

B2V oo —

__]/g_zz_}_Kngz:&

2
au1

K=—
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Selle iildlahendi leidmiseks tuleb eelnevalt lahendada vastav karak-
teristlik vorrand ([8], lk. 135):

. MFK=0.
Uldlahendile tuleb seega sdltuvalt konstandi K viirtusest iiks
jargmisest kolmest kujust ([8], lk. 138, 140):
K>0: Ygp= Ci(u2) cos VK us+Cs (uz) sin YK u,
© K=0: Ygz=Cy(us) ts+Cs(us),
K<0: Vgu=—Ci(us) @K t1Cy(11) eV K w1, (52.1)

Erilahendi véljaeraldamiseks on vaja veel algtingimusi. Che
neist annab ndue, et us on geodeetilise joone Jp ehk vorrandiga wy=
=0 madratud up-joone loomulik parameeter. Seega w;=0=>ds=
=du,, mistottu |

V€22 (0, ug) =1. (52.2)
Teise algtingimuse saame sellest, et joon ¥, on geodeetiline joon;
seega (48.5) teises valemis uy=0=>'>=0 ehk

V8w —0. (52.3)

Ouy w=0

Neid algtingimusi rahuldavad, nagu kerge veenduda, parajasti
jargmised erilahendid:

K>0: Ygm=cos VK u,
K=0: Ygu=1,
K<0: Ygm=ch}y—K u,,

Eli!leelle omakorda vastavad esimese ruutvormi (50.4) jidrgmised
ujud:

ds?=du% +-cos? VK uy du2, (52.4)
dst=du? {-du2, (52.5)
ds?=du? +ch*Y—K us du?. (52.6)

Paneme téhele, et igaiiks neist soltub iiksnes konstandi K vairtu-
sest, seejuures keskmisel K=0. Muu hulgas on ds? avaldis tipselt
iihesugune konstantse koverusega pinna punktide xo ja x) eespool
konesolnud iimbrustes U ja U’. Jarelikult kumbki {imbrus on iso-
meetriliselt kujutatav teisele, kusjuures veel niimoodi, et geodeeti-
lised jooned %o ja &, ldhevad iihtimisse. Nditlikult v6ib kujutleda,

et itks iimbrus on (pinnast vidlja 16igatuna) ilma rebendite ja kort-
sudeta painutatav teisele iimbrusele: seda painutamist vaib realisee-
rida iimbruse libistamisega médda pinda, sest eeldeldu kehtib pinna
iga kahe punkti kohta. Vabadus on seejuures samasugune nagu
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tasandil: punkt ja selles antud siht on viidav igaks teiseks punktiks
ja selles antud sihiks. Selles mottes konelesimegi eespool, et kons-
tantse kGverusega pinna sisegeomeetrias on olemas vaba litkuvus.

Kongruentseteks nimetatakse niisuguseid kujundeid konstantse
koverusega pinnal, mida saab viia {ihtimisse {ilalkirjeldatud viisil,
s.t. kujutades kujundeid sisaldavaid iimbrusi isomeetriliselt teine-
teisele. Konstantse koverusega pinnal saab seega konelda geodee-
tiliste kaarte kongruentsusest, geodeetiliste kolmnurkade kongruent-
susest jne. On vaid vaja, et nad mahuksid sellistesse piirkondadesse,
kus saab kasutusele votta geodeetilised koordinaadid.

Kokkuvottes voib 6elda, et konstantse koverusega pinna kiillalt
viikese piirkonna sisegeomeetrias esinevad kbik tavalise (ehk
eukleidilise) planimeetria olulised mdisted. Seejuures juhul, kui
K=0, ongi tegemist euktleidilise planimeetriaga, véhemalt teatava
piirkonna U ulatuses. Toepoolest, sel juhul koosneb pind parabool-
setest punktidest, on seega tors (art. 41) ning jarelikult vastav liht-
pind on painutatav tasandile (art. 47, ndide 3), mistottu tal on
vihemalt piirkonna U ulatuses sama sisegeomeetria nagu eukleidi-
lise ruumi Es; tasandi vastaval piirkonnal.

Kui K=consts~0, siis on tegemist teatavate uute planimeetria-
tega, mida tuntakse mitteeukleidiliste planimeetriate nime all, See-
juures juhul K==const<<0 kdneldakse hiiperboolsest ehk LobatSevskil
planimeetriast, juhul K=const>0 — elliptilisest ehk Riemanni
planimeetriast.

Valemist (b1.7) jareldub nende planimeetriate jargmine huvitav
erinevus: geodeetilise kolmnurga sisenurkade summa on eukleidili-
ses planimeetrias (K=0) vordne s, kuid hiiperboolses planimeetrias
(K<<0) viiksem ja elliptilises planimeetrias (K>>0) suurem kui .
Seejuures viimasel juhul on kolmnurga nurgaekstsess vordeline
kolmnurga pindalaga: vordeteguriks on (51.7) jdrgi K==const>0.
Hiiperboolses planimeetrias on nurgaekstsess negatiivne; tema vas-
tandarvu st — (a1+o02+4as), mis on samuti vordeline kolmnurga
pindalaga, kusjuures vordeteguriks on |K|=—K, nimetatakse
kolmnurga nurgadefektiks.

Siinjuures tuleb réhutada jargmist momenti. Kui K=const=0,
siis pinna kiillalt vaikeses piirkonnas kehtib eukleidiline planimeet-
ria. Sellise tervikpinna sisegeomeetria voib aga oluliselt erineda
geomeetriast tasandil E;, sest nditeks juba podrdsilindril leidub
kinnisi geodeetilisi jooni ehk kinnisi «sirgeid> — nendeks on paral-
leelid. Samasugune vdib olla olukord ka teistel konstantse kove-
rusega pindadei. Seetottu jddb praegu lahtiseks, mida moista
hiiperboolse tasandi v&i elliptilise tasandi all, rddkimata hiiperbool-
sest ruumist voi elliptilisest ruumist. Nende moistete késitluse
anname art-tes 55 ja &6.

Seame jdrgnevalt {ilesandeks nédidata moned konkreetsed koms-
tantse koverusega pinnad, millel realiseerub kasvoi featava piir-
konna ulatuses mitteeukleidiline planimeetria.

1 Nikolai Ivanovit§ LobatSevski (1792—1856), vene matemaatik.
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Alustame jdrgmisest {ilesandest. Niitame, et kui pinna esimene
ruutvorm geodeetilistes koordinaatides (52.4) on selline, et gy sol-
tub iiksnes koordinaadist u, siis pinna piirkond, kus need koordi-
naadid on mddratud, on isomeetriliselt kujutatav teatavale pdérd-
pinnale niiviisi, et wi-jooned (geodeetilised jooned) lihevad meri-
diaanideks.

Toestuseks tdhistame 7Vgow(u1)==0(x1). Midrame niiiid xucs-
tasandil joone vorranditega xi=q (), xs=1p (u44) selliselt, et u; on
tema loomulik parameeter ja ¢ (u) =ag (x1), kus a on teatav posi-
tiivne reaalarv. Esimesest noudest jareldub, et ¢?+¢p2=1, mis-

tottu 'lp’::.'l/l ._.[aQ’]Z ning
¥ () = [ YT —[ag () P dus.

Alumise raja ¢ muutumisel muutub xs; konstandi vorra, millega
kaasneb saadud joone teatav litke xs-telje sihis, mis antud iilesan-
des on ebaoluline.

Paneme niiiid kdnesoleva joone pdorlema xs-telje fimber. Tekki-
EUd lpé‘)(‘jrdpinna esimene ruutvorm avaldub (49.5) ja (49.6) jirgi
uju |

ds?==du? +a%? () du?
ehk, kui tahistada atp=u;, kujul
ds32=du§+g22(u1)du;2.

See kuju iihtib esialgu antud pinna esimese ruutvormiga geodee-
tilistes koordinaatides. Seetdttu on tdesti olemas selle pinna piir-
konna isomectriline kujutus eelkirjeldatud viisil saadud péordpin-
nale. Et viimase konstrueerimisel on tegemist reaalarvulise para-
meetriga a, siis saame tegelikult omavahel isomeetriliste pdordpin-
dade iiheparameetrilise parve.

Rakendame seda skeemi konstantse kdverusega pinna jaoks saa-
dud esimese ruutvormi (52.4), (52.5) voi (52.6) puhul.

Kui K>0, siis viddrtuse a=-—— korral saame @(u)==
VK

; 1 73 4 H 1 7 -l/ N T g

=——=cosVKu, ¢'=—sinyKu, ¢'=}1—sin?yKuy=cos VK w,

VK t

mistottu P (u4) =-—1-__: sin ]'/Fu{- (siin votame c=0). Selliste ¢ ja ¢

puhul on pdérdpinnaks sfddr raadiusega —-—1-_— (vrd. art. 31). Seega
YK

positiivse konstantse kdverusega pinna sisegeomeetria on teatava

piirkonna ulatuses sama mis sfddril, kusjuures eelney skeem muu-

tuva a korral annab poolusteta sfidari painutamise péordpindade

klassis. Kui K=0, siis p=a, ¢'=0, ¢'=1 ja ¢ (1) =1, — pdor-
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leva joone algasendiks xixs-tasandil on sirge, millel on vorrandid
xy=a, ¥s=uy ning poordpind on seega podrdsilinder raadiusega a.

Kui K<<0, siis ¢(u)=achy—Kuw, ¢=u}—Kshj—K u,

q;’J;:][/l—[-aﬁKsth——Kui. Antud a korral peab uy rahuldama vér-
ratus

1+a2K sh? 'V—*K u1,>,0
ehk

L < shy R — 2

a}y—K aY—K
Adrmiste védrtuste puhul ¢'=0, s.t. pdorleva joone puutujavektor
(¢’,¥) xixs-tasandil on vastavates punktides risti pdorlemisteljega
(xs-teljega), kusjuures ¢ saavutab neis vérdsed maksimaalsed vaar-
tused; minimaalse v#irtuse a omandab ¢ siis, kui u;=0. Kuigi
P (1) avaldub integraalina

o) = [ V140K sha =K s dun,
0

mis pole esitatav elementaarfunktsioonide kaudu, voib eeltoodu
pohjal siiski luua kujutluse poorlevast joonest (joon. 51). Meil on
tahtis teada, et selline joon ja jérelikult ka konstantse negatiivse
koverusega podrdpind eksisteerib, sealjuures veel a muutumise
vabadusega.

Eriti huvipakkuva néite saame siis, kui loobume varasematest
algtingimustest (52.2) ja (52.3) ning vétame iildlahendist (52.1)
selle erilahendi, mis vastab viédrtustele Ci () =1, Cz2(tt1) =0:

Vgn=eV-Kw,
Sel korral on pinnal esimene ruutvorm
dst=du? fe2 VK v dy2, (52.7)

Joonis 51

197




Valides vastava p66rdpinna jaoks g==—-——, saame
V—K
q): 1 e],:_fc‘"u]’ Q),:e]":_f{-ul, w,:VI _32}’—_Ku| .
Y—K
Siin on kasulik teha asendus u;,=— Inchi, et saada
7—K
— = |
—Y—K i — ht — 2V K ui—e] — ==1th2 — .
e cht, 1—e 1 hE 7 th2¢, ¢'=2tht.
Et samal ajal
duyme— 2SO 1 wiar
YV—K cht ¥—K
siis
1 t ’ t '
Pp=F f thztdt=¢af-(1—— L )dt=$a(t—tht).
'I/'—-K 0 ch? !

Seega poodrleva joone algasend xixs-tasandil médratakse vorrandi-
tega
a

~ cht
Kui £— 4o0; siis chf{—> o0 ja x—0, mistétiu xs-telg (pddrde-
telg) on seclle joone asiimptoot. Joonel on jidrgmine huvitav oma-

dus: fema puutujaldik puutepunktist asiimptoodini on konstantse
sht tht

chEr T ehi

)=¢a th?¢, siis puutuja sihivektoriks voib votia

X1

xs="Fa(t—tht).

pikkusega a (joon. 52). Toepoolest, et x,=-—a

— 1
xé:—s—a(l ~ ch2t

(“ clit ’ $thf)- Puutuja saab seega anda parameetriliste vor-

randitega
a A

="t " ehi

mistottu tema 16ikepunkt xs-teﬁjega méiidratakse viirtusega A=a
ja selle punkti koordinaadid on

y1=0, yz="TFal.
Loikepunkti ja puutepunkti vahelise kauguse ruut

R i

Joone iilalnimetatud omadus on jédrelikult toestatud.
Nagu kerge kindlaks teha, on joon selle omadusega téielikult
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Joonis 52

méadratud. Teda saab kujutleda kindla pikkusega nddri ofsas jdrel
lohiseva punktkeha x jdljena, kui vedav punkt y liigub modda sir-
get (praegu xs-telge). Seetottu nimetatakse vaadeldavat joont {rakt-
rissiks (lad. k. fracto —vean). Vaadeldavat pinda, mis tekib trakt-
rissi pooriemisel oma asitmptoodi {imber, nimetatakse pseudosfddriks.
Et traktrissi asiimptoodist kaugeim punkt on tagasipodrdepunkt,
siis on pseudosfddril olemas tagasipéordeserv, mistottu ta koosneb
kahest lihtpinnast, millele see serv on iihiseks déreks (joon. 52).

Mbnikord nimetatakse pseudosfiirideks ka kéiki negatiivse konstantse kove-
rusega pindu. Mirgime, et koik podrdpinnad, mille K=const<C0, sealhulgas ka
eelkirjeldatud néited, médras esimesena F. Minding 1839. a., kes tuletas thtlasi
ka esimeste ruutvormide kujud (52.4)—(52.7). Nagu eespool selgus, on igal
sellisel pOordpinnal olemas tagasipddrdeservad, mis jagavad pinna iihiste dirtega
{ihtpindadeks. Neile lihtpindadele ei mahu igas suunas 16pmatusse minevad geo-
deetilised jooned, mis oleksid sisegeomeetrias (Lobat3evski geomeetrias) tervik-
sirged. _

Tekib isegi kiisimus, kas molemas suunas [6pmatute sirgetega Lobat3evski
planimeetria on iildse olemas. Seda probleemi ruumi £; pindade sisegeomeetria
abil uurides joudis D. Hilbert 1891. a. tulemuseni, et E3 siledatel pindadel sellist
planimeefriat realiseerida ei saa: igal konstantse negatiivse koverusega pinnal
tuleb kuskil ette teatav &ddr. LobatSevski geomeetria tervikliku modelleerimise
tilesanne leidis lahenduse hoopis teistsuguste vahenditega, mis voimaldasid plani-
.meetrialt {ile minna stereomeetriasse ja koguni n-mootmelisse ruumi. Neid Kkiisi-
musi kisitleme jArgmises peatiikis.

Harjutusiilesanded

79. Pinda, mille kirjeldab sirge iihtlasel pdorlemisel teda nurga a all l5ikava
telje {imber ja samaaegsel iihtlasel nihkumisel telje sihis, nimetatakse helikoidiks;

)
juhul azn? koneldakse piist-, juhul aaé-z— kaldhelikoidist. Niidata, et kaldheli-

koid juhul a=~% (tdpsemalt, tdispdordele vastav osa temal) on isomeetriline

teatava iihekattelise poédrdhiiperboloidiga, mille meridiaaniks on vordhaarne hiiper-
bool.
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80. Helikoidi iildistuseks on kruvipind; seclliselt nimetatakse pinda, mille
kirjeldab mingi joon iihtlasel pOorlemisel mingi telje iimber ja samaaegsel iihtla-
sel nihkumisel telje sihis. Naidata, et kruvipinna tdispéordele vastav osa on
imjlu(iia;c{av isomeetriliselt teatavale podrdpinnale, nii et kruvijooned ldhevad paral-
eelideks.

81. Toestada, et geodeetiline joon on asiimptootjoon parajasti siis, kui ta on
sirge, ning koverusjoon parajasti siis, kui ta on tasandiline joon.

82. Néidata, et kui pinna esimeses ruutvormis g;=0, siis saab geodeetiliste
joonte diferentsiaalvérrandisiisteemi esitada kujul

du, COS du, sin @ de 1 ( oq, da, )
= == : coS (p — sing },
6u2 aul

ds a4 ds a, ~  ds a,a,

kus ay=Ygu, a:=Vgn.
83. Pindu, mille esimese ruutvormi voib parameetrite teisendusega viia kujju

ds?= [} (u) & (us)] (du? +du2
(nditeks p&ordpinnad, teist jarkn pinnad jt.) nimetatakse Liouville’i pindadeks.

Néidata, et iga sellise pinna geodeetilised jooned méiiratakse jdrgmise eralduvate
muutujatega diferenfsiaalvorrandiga:

du, dug
S )

Vi(w)—a Vg (uz)+a
kus a on suvaline konstant.
84. Kontrollida, et poérdpind, mille korral o(u) = Va1, W(4) =

Ui
! 1
== f]/t—z?df, on Liouville'i pind ning ndidata, et tema geodeetilised jooned

1]
kujutuvad wuu.-tasandil paraboolidena.

85. Toestada, et iga joon ruumis E; on oma sirgestustasandite parve méhis-
pinna geodeetiline joon ja mihispinna laotamisel tasandile kujutub seega sirgena
(sellest on muide tulnud sirgestustasandi nimetus).

86. Tdestada, et kui ds?=F(u, us) (duf +dul), siis valem (48.6) on teisen-

datav kujju
Km——AlInF
=-——Aln
2F ’

02 0?

ou? + ou?
1 2

kus A=

on nn. Laplace’i! operaator.

1 Pierre Simon de Laplace [laplass] (1749—1827), prantsuse matemaatik,
Pariisi TA liige.
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IV. MITTEEUKLEIDILISED RUUMID

§ 12. SFAARILINE GEOMEETRIA JA ELLIPTILINE RUUM

Kolmest eespool (art. 52) konstantse K viirtuse mirgi jargi
eristatud mitteeukleidilisest planimeetriast on elliptiline planimeet-

ria, mil K>0, realiseeritav ruumis E; sfdaril raadiusega (YK)-i.
Siddri loomulik {ildistus on hiipersfdir, mis on eespool defineeritud
nii ruumi E, kui ka ruumi E, puhul (art. 7). Kéesolevas para-
grahvis uurime hiipersfdéril kehtivat geomeetriat, kisitledes esialgu
detailsemalt ruumi E, hiipersfisri geomeetriat ja sellele vastavat
3-mootmelise elliptilise ruumi maistet. Uurimise kaigus tuletame
iihtlasi sfddrilise trigonomeetria valemid.

Kahemootmelise sfddri geomeetrial ja sfiirilisel trigonomeetrial
on tdhtsaid rakendusi astronocomias (tihtede taevavslvil paiknemise
uurimine) ja geodeesias (Maa pinna moddistamine); selle geomeet-
riaga tegelesid juba Antiik-Kreeka &petlased. Kolmemootmelise
sfadrilise voi elliptilise ruumi moistetel on oluline koht kaasaja
kosmoloogias, kus nad on koos eukleidilise ruumiga ja teise mitte-
eukleidilise ruumiga — Lobat3evski ruumiga — lihtsaimate kosmo-
loogiliste mudelite aluseks.

53. Sfddri sisegeomeetria. Kolmemodtmelise eukleidilise ruumi

E; sfdidr raadiusega r ja keskpunktiga o on teatavasti jérgmine
punktihulk (vrd. (31.1)):

Sa(r) = {x t X==(r COS U1 COS Uz, rCOS s Sin Uy, rsin u),

(111, t2) e[—%, «-g—]X[O,Qn]}, (53.1)

kus x=;c§. Sfédr Sy(r) kujutab endast lihtsaimat kinnist pinda
ruumis Ej,
Eespool leidsime sfdédri S(r) esimese ruutvormi (36.17):
ds?=r2(du? 4-cos® uy du?), (53.2)
millele asendustega vi==ru, vs=u, saame kuju (52.4), kus ﬁ:—:
..-—_—%. Seega sfaéri tdiskoverus K=-r'—2-. Uhtlasi on teada, et geo-

deetilisteks joonteks (s.t. «sirgeimatekss» ja kiillalt viikeste kaarte

201



ulatuses liihimateks joonteksf) on sfddril S2(r) suurringjooned (art.
49 ja 50). Need etendavad sidédri sisegeomeetrias seega sirgete osa.
Kahe punkti x,y e Sz2(r) vaheliseks kauguseks ds(x,y) sfdiril
S»(r) nimetatakse lithima neid punkte sfddril iihendava kaare
pikkust, milleks on muidugi suurringjoone kaare pikkus. Kui punk-
tid pole sama diameetri otspunktid, siis on suurringjoon nendega
iitheselt maératud, sest ta on sfddri ning neid punkte ja sfddri
keskpunkti ldbiva tasandi {ihisosa. Suurringjoone kaare pikkuseks
on seejuures kaare kesknurga radiaanmoodu o ja sfddri raadiuse r
korrutis (vordle eespool saadud seosega vi==rui, kus vy on art. 49
ndite pohjal meridiaani loomuliku parameetri vaartus ja paramee-
ter u, tihendab poédrdenurka). Kui punktid on samal diameetril,
siis neid ithendavaid lithimaid kaari on lopmata palju, kuid koigil
neil on sama pikkus nr, mis on iihtlasi kahe punkti vahelise kauguse
maksimaalne vadrtus sfddril Sa(r). Niisiis, ds(x,y)=a-r ja et
XYy=r2¢cos a, siis : ‘

cos ds(x, Y) _ x_y _

= (53.3)

Kahe sfddril oleva joone vaheline nurk ¢ arvutatakse (53.2) ja
(36.3) kohaselt jargmisest valemist:

dvi dw,--cos? -%3- dvs dws
cos p== ‘ ;  (53.4)

W ay
2 2, 2 |/ -dwe2 2 22
I/ dv? 4-cos - d02]/dw1+cos waz

siin (duvi, dvs) ja (dwi, dw;) médravad joonte puutujavektorid dx
ja 0x joone 1Gikepunktis, kus vy=wi=ay, vy=ws=0a,. Seejuures on
need puutujavektorid teatavasti (art. 7) risti puutepunkti mineva
raadiusega, mistottu nende sihte saab sageli mdédrata ka vahetult.

Piirkonna D pindala sfdiril arvutatakse (36.5) kohaselt valemi

S=r?[[cosuduydu, (53.5)
A

N . u
jargi, sest praegu det |gap| =gugzn— &, =r* COSzTi .

Sfadari Sa(r) sisegeomeetrias (ehk sfddrilises planimeetrias)
saab kujundite kongruentsust méidrata ruumi E; poorete abil siaéri
keskpunkti {imber. Iga selline p6ore tekitab ilmselt sfdéri Sa(r)
teatava isomeetria iseendale,  kusjuures on selge, et iga punkii ja
sellest ldhtuva sihi sfdédril Sz2(r) saab sobiva podrdega ruumis Ej
yiia igaks teiseks punktiks ja sellest 1dhtuvaks sihiks samal sfdéril.
Ruumi E; pooretega médratud Sp(r) isomeetriaid iseendale nimeta-
takse sfddrilises planimeetrias liikumisteks.

Uleminekul ruumi E, (v6i koguni ruumi 1E,), n>3, tekib voi-
malus iildistada - sfdarilist planimeetriat. Jdrgnevas piirdume
3-sfidriga ehk hiipersfddriga ruumis E; (art. 7); nimetades teda
lihtsalt sfddriks Ss(r), ja selgitame, mida fuleb moista sidéarilise
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stereomeetria all (jdttes ruumi !E, 3-sfddride uurimise ja Lobat-
Sevski stereomeetria kasitlemise edaspidiseks, vt. § 13).

Tuletame koigepealt sfddri Ss(r) jaoks samasuguse esituse, nagu
on (53.1). Vottes keskpunktiks o, saame (7.2) alusel, kus c¢;=0,
sfadri Ss(r) vorrandi

2 2 2 2 e p2
X2 X2 X7 X2 =12,

Siin ilmselt x% <r? ja seega eksisteerib u; = [ —. —_—

, 2] selliselt, et

wl:.:l

Xy=—r sin Uy.
Péarast asendust saame
X% +4-x2 452 =r2cos? wy;

seega oleme samas olukorras, mis art-s 31 sfddri Sa:(r) puhul,
ainult r kohal on niliid rcos uy. Jérelikult vdib nimetatud asendust
arvestades rakendada esitust (53.1), kus u; ja uz asemel tuleb niiiid
kirjutada u» ja us (sest tdhis uy on juba kasutuses). Tulemuseks
saame:

S3(r)= {x : X== (7 COS U1 COS Uy COS Uz, I COS Uy COS Ug Sin uUs,

: : 7t 2
r COS Uy sin ug, rsin uy), (Ui, Uz, Us) [—a—§-, -—g—] X0, 2x] }

(53.6)

Vaatleme niitid sfddril S3(r) asuva joone kaare pikkuse arvuta-

mist. See joon on iihtlasi ruumis E,, mistottu tema kaare pikkus

avaldub (19.1) pohjal méaratud integraalina avaldisest ds, kus ds2=

=dx? (vrd. art. 36). Siin ds? arvutamise lihtsustamiseks tdhistame
ajutiselt rcos uy=R ja ldheme seoses (53.6) iile koordinaatidele:

X1=R cos uz cos s,
xe==R cos uz sin us,
x3==R sin us,

X,=—1r sin uj.

Esimesest kolmest seosest saame diferentseerimisega

dxy=dR cos ua cos us+Rd (cos Us cos us),

dx2=dR cos uy sin uz+Rd (cos ug sin us),

dxs=dR sin us+R cos uz dus
ning jarelikult

dx% 4-dx? +dx2 =dR?*4-R?[du2 +-cos? up du ], (53.7)

sest ruutu {ostmisel ja liitmisel paremal esimeste liikmete ruudud
annavad dR2 kahekordsed korrutised koonduvad, nagu kerge kont-
rollida, ja viimaste liikmete puhul tekib samasugune olukord nagu

seose (53.2) puhul, ainult et sealse r asemel on niiiid R. Asendades
tulemusse R==rcosu; ja lisades dxi:rzcoszui duﬁ, leiame Ss(r)

jaoks:
ds?=r2{du? +-cos? us[du +cos? up du? | }. (53.8)
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Vidrib mérkimist, et (53.7) annab v&imaluse arvutada joone
kaare pikkust ruumis Es juhul, kui joone vorrandid on esitatud sféér-
koordinaatides!: R=R (£), ua=uz(t), us=wua(t). Erijuhul, kui tz=0
ja R=[(0), kus 6==u,, saame tuttava eeskirja kaare pikkuse arvu-
tamiseks tasandil polaarkoordinaatides ([2], lk. 282): ds=

=V[*(0)+*(0) do.

Tulemus (53.8) on tdlgendatav esimese ruutvormina sfdaril Ss(r).
Samuti nagu (53.2) sfdari Sa(r) puhul, mdarab (53.8) sfddri Si(r)
sisemeetrika. Analoogiliselt valemiga (53.3) voib arvutada sfdéril
S3;(r) antud joonte vahelise nurga g, kusjuures selliste joonte puhul,
mille us3=0 (s.t. mis asuvad nn. suursfadril Sz(r) < S3(r) — suur-
ringjoone iildistusel), saab kasutada vahetult valemit (53.3). Kahe
punkti x,y & Ss(r) vahelise kauguse ds(x,y) jaoks sfddril Ss(r)
jddb endiselt kehtima valem (53.3). Ménevorra keerukam on lugu
valemi (53.5) {ildistamisega. Piirkonna D < S;(r) pindala asemel on
meil niiiid piirkonna D < S3(r) ruumala.

Ettevalmistuseks kisitleme algul ruumala ruumis Ez. Piirkonna
D — E; ruumala V avaldub ristkoordinaatide xi, X2, X3 puhul teatavasti
valemiga ([3], lk. 307)

V= fff dV= fff dx1 d)Cg dx,g,' (539)

mis iileminekul sfddrkoordinaatidele annab valemi
V= [[[R2cos us dR duz dus (53.10)
B

(vt. [3], k. 317; seal kasutatud tdhistustelt oleme iile ldinud seoses
(563.7) esinevatele tihistustele). Viimased kaks valemit on erijuhud
iihest fildisemast seosest, mille anname art-s 73 ja mille kohaselt
esimese ruutvormi (36.2): ds?= 3 gapdusdug ning pindala aval-

dise (36.5): S== [f7ydet |gas| dusdu, vahekord laieneb ka korge-
male mootmele kui 2 (kusjuures pindala S asemele asub ruumala
V). Ndéiteks (53.7) vasaku poole puhul gu=ge=gs=1, Zep=
=0(a=p), mistottu det|gap]|=1, nagu ongi valemis (53.9);
parema poole korral aga gu=1, geu=R?% gu=~R2cos®uz, Zup=0
(a5=p) ning det |gos| =R*cos? uz, nagu ongi valemis (53.10).

Selle iildise eeskirja kohaselt toimub ka ruumala arvutamine
sfadari Ss(r) sisegeomeetrias (ehk sfdirilises stereomeetrias). Et
(53.8) jargi gu==r?, gw=r2cos?uy, gun=rtcos?uycostus, gap=0
(a=B), siis det |gap|=r®costyicos®u» ning vastavalt sellele defi-
neeritakse '

V=nr3 [ [ [ cos? iz-i cos U dug dug dug. (53.11)
D’

! Punkti x = E; sfddrkoordinaatideks nimetatakse reaalarve R, us ja us, kus
R on seda punkti x ldbiva sfddri raadius (keskpunkti o korral) ning us ja w3 on
punkti x asendit sellel sfdiril valemite (53.1) jirgi midravad parameeirid (neis
yalemeis praegu R==r; vrd. [6], lk. 287 vdi [3], 1k. 316, kus u; ja w3 asemel on

)1
tahistused vastavalt @ ja ¢ voi -—2-—cp ja 0).
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Lopuks méirgime, et sidiri Ss3(r) sisegeomeetrias, samuti nagu
Sz(r) puhul, on olemas kujundite kongruentsuse mdiste, See tugi-
neb samuti voimalusele kujutada sfddri Ss(r) isomeetriliselt iseen-
dale ruumi E; poorete abil sfaari keskpunkti o fimber.

Nagu selgus art-s 10, on iga kahe ristreeperi {o, i1, ..., &} ja
{o, i, ..., i} korral olemas parajasti iiks esimest teiseks kujutav

ruumi E, isomeetria, mis sama alguspunkti o ja samasuguselt orien-
teeritud baaside korral on pd6ére o iimber (art. 11). Olgu antud
sfddr Ss(r) keskpunktiga o ja raadiusega r. Punktid x ja x’ vasta-

—_— —

valt kohavektoritega ox=ri, ja ox’=ri, on selle sfdéri S;(r) kaks
vabalt voetud punkti. Seejuures {i, i, ta} ja {if,i,i}, koosnedes

vastavalt nende kohavektoritega ortogonaalsctest vektoritest, on
art. 7 tulemuse pohjal baasideks sfdari Sa(r) puutUJahupertasandels
vastavalt punktides x ja x’. Nende baaside vektorid mdédravad seega
sfddri S3(r) sisegeomeetrias paarikaupa ortogonaalsete sihtide kol-
mikud vaadeldavates punktides. Iga selline kolmik on viidav igaks
teiseks ruumj E, isomeetriaga.

Ruumi E, pOoretega mddratud Si(r) isomeetriat iseendale nime-
tatakse Ss(r) sisegeomeetrias (ehk sfdérilises stereomeetrias)
lilkumiseks. Eeltoodust selgub, ct sfddri Ss(r) iga kahe punktz X ja
X ning samasuguselt orienteeritud sihikolmiku korral neis punkti-
des leidub parajasti iiks litkumine sfddrilises stereomeetrias, mis
viib esimese kolmiku teiseks.

Kaht sfddri Ss(r) punktidest koosnevat kujundit nimetatakse
kongruentseteks, kui neid saab iihtimisse viia teatava liilkumisega
sfddrilises stereomeetrias.

54. Sfadriline trigonomeetria. Olgu sfddril S;(r) antud kolm
punkti x, y ja z. Need asetsevad koos sfédéri keskpunktiga o alati
teataval ruumi £, hiipertasandil, mis loikab sfdadrist S;(r) vilja
sfddri Sa(r) sama keskpunkti ja raadiusega (nn. suursfdiri) ning
on médratud iheselt, kui x, y ja 2 pole selle Si(r) iihel ja samal

_ —

suurringjoonel (s.t. kui ox, oy ja oz on lineaarselt soltumatud).
Kujundit, mis koosneb nendest punktidest x, y ja z ning neid paari-

Joonis 53
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kaupa iihendavatest suurringjoonte kaartest, nimetatakse sfddrili-
seks kolmnurgaks xyz. Punkte nimetatakse selle kolmnurga tippu-
deks, koénesolevaid suurringjoonte kaari — kiilgedeks, viimaste
vahelisi nurki tippudes — sisenurkadeks.

Eelnevast on selge, et iga sfdériline kolmnurk asetseb teataval
sfdédril Sp(r) < Es. Seetdttu saame tema uurimisel kasutada ruumi
E; geomeetriat. Kiilgede yz, zx ja xy pikkused tdhistatakse tavali-
selt a; b ja ¢, sisenurgad tippude x, y ja 2 juures vastavalt o, p ja y
(joon. 53). Et suurringjoone kaare pikkus on raadiuse r ja selle
kaare kesknurga radiaanméodu korrutis, siis kiilgede kesknurkadeks

a b

on —, — ja 70- Teiselt poolt on nad nurkadeks paarikaupa

-_— — e

voetud kohavektorite ox=x, oy=y ja oz==2 vahel, seega
a b c
yz=r?cos—, zx:rzcos—;—, x.y=r2cos7- -
r

Sisenurga a avaldamiseks margime, et see on nurk kiilgede xy
ja xz vahel sfddril Sa(r), jérelikult nurk nende kiilgede puutujate
sobivalt suunatud sihivektorite vahel tipus x. Ndiiteks kiilje xy
puhul on selliseks sihivektoriks?

J+, kui tan—>>0 (joon. 54, 1,2),
r
k= (xy —x)

l—, kui tan-—i—<0 (joon. 54,3,4),
kus B_L x ehk & (g — x)x=0 ja jarelikult

X2 c o
A =r——== 0S5 — . |

Analoogiliselt kiilje xz puhu! on selliseks sihivektoriks

J—I—, kui tan‘—?—>0,
=2 (A2 —x) b
l-—-—., kui ’can—r—<0,
kus hz-cos—i—?-. ¢

Sisenurga a saame niiiid jﬁrgmisest seosest:
kl=|k||l| cosa. (54.1)

c
! Kisitlusest jddvad vélja «kidunuds kolmnurgad, mille puhul tan —=0_ehk
r
c=umr, s.i. sellised, mille kaks tippu on sf&dril S,(r) diametraalsed — asetsevad

keskpunkti 1&bival sirgel. Neid iihendav kiilg on siis pool suurringjoont ning kaks
ilejddinud killge tdiendavad teineteist mingi teise taolise poolsuurringjooneni.
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Joonis 54
Siin
| ‘ I—I—, kui tam—%—tan{->0,
kl=+(xy — x) (A2 — x)
: b c
| ' l—, kui tan-—tan—<<0,
r r
kusjuures
(% — x) (A2 — X) =Yz — uXy — A2Xx2=
, N
= ( CoSs _lz_ cos _c_) 12 oS — — 12 — ri4-ri=
r r r
' b ¢ \! a
=r ['(cos —COS --) COS — — 1] :
r r r |
Edasi,

2= (uy — x)2=nu2Yy? — 2uxyt+*=
c c , C ¢
=r2c0s™2— — 2r2-}-r2=r2 cos2 —[ 1 — cos? ——] =r2tan?-—
r r r r
ja siil

C

ol J—l—, kui tan--—;—>0,
]k|=rltan»—7—\ =;l;rtan—r—

l——, kui tan -—i—-<0.

Analoogiliselt

j-l—, kui tan~r£>0,
lll =__+_rtan—;- b
—, kui tan~7~<0.

Asendused valemisse (54.1) annavad niiiid:

b c\!t - a b . C
COS —— COS — €0S —— — | =tan —tan-—cos q;
| r r, r r r

" . b ¢ v irs
parast korrutamist suurusega €0S —-CO0S'—— on tulemuseks sfddriline
koosinusteoreem:

a’ b ¢, .. b . ¢ o -
COS —==C0S — C0$ —+S§ifl— sin —<Cos .’ (54.2)
r r r r.r .
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Siit avaldame

., b , C | { Q b c \?
$INn*=—— SiN%~—— cos2:q={ 08— — COS ~— COS —
r r r r r
ning asendades cos? a=1 —sin?a, saame
.. b .. . b C ! a b c \2
Sin?— sin® — sin? @ =sin2w— sin2 — -—( COS — — C0S — COS ——) .
r r r r r r r

(54.3)
Paremal

b c c
=] — c082~— — €082 ——4C082 s~ COSZ — ;
r r : r r

| a b c \2
_ CO'S—r'-—- COS"r—C'OS'-?- =
a a b c L b c
=C08% — — 2 08— COS — €08 ——34C0s2 — cOos2 — .
r r r r r r

Kui kogu parem pool tdhistada A, siis jdrelikult

1 2&__23__.2‘0_ P _’b ¢
A=1—cos -~ COS%=——COs —r-3+2cos .~ COS——Cos—.
See avaldis on tédielikult siimmeetriline tippude x, y ja z igasuguse
iimberpaigutuse suhtes. Jarelkult peab ka vorduse (54.3) vasak
pool olema sama omadusega, mistottu

. b . c . c a ‘ _
A=sin? - smzu-;— sin® @==sin® — -siml-r— sin? f=

.. a .. b . |
= sm?-—r— smz-—r— sin?y. (54.4)
. \ \ . ..a .. b .. ¢ |
Péarast jagamist korrutisega s.1n2~—r- 31n2~7 ssz on tulemuseks
~sin*a  sin?f sin?y
..a  ._b . ._c
sin®—  Sin?w=  sin?-—
r r r
ning jarelikult kehtib jairgmine sfddriline siinusteoreem
) f - P »
sina_ ¢ sinf sin y (54.5)
. a | | A L. b . c ] - | .
sin— sin—| sin —
r r r

Olgu sfdérilise kolmnurga kiiljed a, b ja ¢ raadiusega r vorrel-
des vidga viikesed (nditeks ehitiste vms. planeerimisel Maa pinnal).
Et sinx ja cosx on vidga vdikese x korral asendatavad nende reaks-

arenduste algliikmetega (vastavalt x ja 1-——«-%-162), siis sfdédrilisest
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siinusteoreemist jéreldub sel puhul kohe eukleidiline siinusteoreem
sina _ sinf  siny

—_—

a b c

sfddriline koosinusteoreem aga annab

a bz)(' cz) b ¢
1—2r2_(1—2r2 V=@ [T cosa

ja siit saame ruutliikmete vordlemisel eukleidilise koosinusteoreemi
a?="b2+4c2 — 2bccos a.

Seega piirprotsessis r— oo annab sfddriline trigonomeetriq piir-
juhuna eukleidilise trigonomeetria.

Huvi pakuvad seosed tdisnurkses kolmnurgas. Niiteks kui kir-
jutada sfaariline koosinusteoreem vdlja kiilje ¢ jaoks juhul y=mx/2
ja arvestada; et cosm/2=0, saame sfddrilise Pythagorase teoreemi

c b c
CO8 =208 — COS — ; (54.6)
r r r

mis piirjuhul annab tavalise Pythagorase teoreemi
c?~=a'2=+b2._

Kui sfdérilise siinusteoreemi puhul vétta y=n/2 ning arvestada, et
sinn/2=1, saame seose

..a_ . C
Sin~——==sin-—sin a (54.7)

(eeldusel, et c<<mir), millest piirjuhul tuleb eukleidilise trigonomeet-
ria vastav seos

a=—=csina.

Sféérilise geomeetria olulisemaid isedrasusi on see, et sfdarilises
geomeetrias méddravad ka sisenurgad sfddrilise kRolmnurga. See on
jdreldatav sfddrilise koosinusteoreemi duaalsest kujust, mille me
jargnevalt tuletame,

Seosest (54.4) jdreldub, et

sing== b-V*A T sin f= ‘ CVA‘ PR
Sin*‘_‘;‘ sin-—r—, , sm-}-sm?—
jarelikult
A I-—}-, kui sin—%—sin%>0,
+sin a sin ==

.a . 4 C . .. a _ b
Sin —8in == sin? —- l—'; kui sin—sin—<=0.
r r a r r
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Sfaarilise koosinusteoreemi (54.2) pohjal o
a b c b c a

COS— — CO0S—COS—  €0S — — C0S —- COS —
r r r r r r

o

I

£O0S acos f= o :
P . b . cC . c . a
Sin —— sin — sin—sin—
r r r r
a b a C b C a b C
COS — COS — — COS% — C0S — — C0S% — COS — +C0S — €05 — Cos2 —
r r r r r r r r r

o | | a . b ¢
sin— sin — sin%—
r r r

Siia voib sama seose (54.2) pohjal asendada

a b c o a . b
C0$ — C0S —=C0S — — $in— sin~—cos y-.
r r r r

Piarast seda on tulemuseks
c c a b c . a .
A cos — 4co0s® - — cos — ¢0S — c0os? — — sin —sin —cos y
r tr t r r r

COS qCoS fp= > -
sin— sin —sin?—
r r r

ja kui siin veel kord arvestada eelmist vordust, siis
c c ., a ., b . a
Acosu—i—cos3?51n?sm?cosy——»sm—;sm?cosy

COs A Cos == PR -
sin—sin—sin%2—
r r r

Niiiid lejame
L : c
=+ sin a sinf COS — — COS 0 COS p—=

' c . a . b
1 — cos%— ) sin——sin—cosy
r r o r
==CO0S Y.

a . b ¢
sinn— sin —— sin?
r r r

Jarelikult ;
c J+, kui sin-—?— sinkT>0,
€os y==—C0s 0, C0s ft=sin a §in f cos — a b
‘ 1-—, kui sin—sin —<<0.
r r

(54.8)
Sellele seosele ei ole analoogi eukleidilises trigonomeetrias.
Uliviikese kolmnurga puhul on cos —-i—-zl ja muidugi kehtib pluss-
méark, mistottu parem pool on ligikaudu — cos(a+f) ja kogu seos
tahendab lilitsalt seda, et piirjuhul y=n —(a-p).
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Uut laadi seosest (54.8) vdib teha mitmeid olulisi jareldusi,
Koigepealt selgub, et kui piirduda iihele poolsfddrile mahtuvate
sfddriliste kolmnurkadega, mille puhul kehtib iilemine madark, siis
selle sfddrilise kolmnurga sisenurgad méiravad ka koik tema kiilje-
pikkused (sest analoogilised valemid kehtivad ka & ja a jaoks).
Jérelikult pole sfddrilises geomeetrias olemas eukleidilise geomeet-
ria kolmnurkade sarnasuse taolist nihtust.

Edasi voib siit jareldada, et iga sfddrilise kolmnurga sisenurkade
summa on suurem kui m — asjaolu, mille tegime kindlaks juba

art-s 52. Toepoolest, et sinasin =0 ja —1<cos >—i—<1, sest ¢=#0,
cFmnr, Ssiis

—sin a sin f<C4sin a sinf cos —<<sinasin f.

Liites siin koigile kolmele —cosacos B, saame keskel (54.8) pdhjal
cos vy, mistottu

€08 y<C-—C0s a ¢os f+-sin a sin f=—cos (¢+p) =cos (1 — a — B).
Et koosinusfunktsioon on 15igus [0,n] rangelt kahanev, siis Y>>

>n—a— P ehk
of+y>m.

Sféddriline trigonomeetria kujutab endast ulatuslikku teooriat,
kuid siinkohal me teda kaugemale ei arenda, vaid piirdume esile-
toodud huvitavamate t6siasjadega. Meenutame vaid, et a+-B+y —m,
mida nimetatakse sfaarilise kolmnurga nurgaekstsessiks, on art-i 52
tulemuse pohjal vordeline selle kolmnurga pindalaga S, kusjuures.

vordeteguriks on K='—-r15 .

55. Elliptiline ruum ja elliptiline geomeetria. Eeltoodust nahtub,
et sfdériline geomeetria on paljuski analoogiline eukleidilise geo-
meetriaga, kuid on ka olulisi erinevusi. Uks silmatorkavamaid eri-
nevusi, mida aga seni pole veel kiillalt rdhutatud, on asjaolu, et
sfddri kaht diametraalset punkti iihendab lGpmata palju suurring-
jooni, mille kaared nende punktide vahel (poolringjooned) on koik
lihimad jooned. Samal ajal eukleidilises geomeetrias on iga kahe
punkti vahel {iksainus lithim kaar — sirglgik.

Seda erinevust on vdimalik kérvaldada uue, nn. elliptilise geo-
meetria sissetoomisega jargmiselt. Vaatleme hulka, mille elemen-
tideks on mitte sfdari iiksikud punktid, vaid diametraalsete punktide
paarid. Nimetame jérgnevalt sellist paari e-punktiks. Seejuures
e-sirgeks nimetame e-punktide hulka, mis koosneb iihele suurring-
joonele kuuluvate diametraalsete punktide paaridest. Labi iga kahe
crineva e-punkti 1dheb iiks ja ainult iiks e-sirge. Kaugus kahe
e-punkti vahel miiratakse jairgmiselt. Vastavatesse paaridesse kuulu-
vate punktide vahel on sféérilises geomeetrias kaks kaugust, mis kokku
littes annavad kauguse maksimaalse viirtuse mr sfaaril (joon. 55).
Kahe e-punkti vaheliseks e-kauguseks ehk distantsiks nimetame
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Joonis 55

vihimat neist kahest kaugusest; teist, mis tdiendab seda véartu-
seni mir, nimetame nende e-punktide vaheliseks kodistantsiks. Dis-

tantsi maksimaalne vadrtus on niisiis 50 kusjuures sel juhul on

ta vordne oma kodistantsiga. Distantsi ja vastava kodistantsi summa
ar ei soltu e-punktide valikust e-sirgel ja kujutab endast e-sirge
kogupikkust.

Ocldust lahtudes saame anda jédrgmise iildise definitsiooni.

Sfadri Sp_1(r) diametraalsete punktide paaride kui e-punktide
hulka, milles on iilalndidatud viisil defineeritud kahe e-punkti vahe-
line e-kaugus ehk distants, nimetatakse (n— 1)-modimeliseks
elliptiliseks ruumiks S*  (r) (juhul n—1==2 — elliptiliseks tasan-
diks S}(r)), selles hulgas kehtivat geomeetriat nimetatakse elliptili-

seks geomeetriaks.

Kui samastada punkt x = Sn_1(r) tema kohavektoriga x, mis
lahtub sfddri Sn—1(r) keskpunktist, siis voime delda, et e-punkt on
paar (x, —x).

Elliptilise geomeetria kdige olulisem erinevus sfdérilisest geo-
meetriast, mis oigustabki tema sissetoomist, on asjaolu, et temas
taastub eukleidilise geomectria sirge tuntumaid pohiomadusi: iga
kaht erinevat e-punkti libib iiks ja ainult iiks e-sirge (joon. 55).

Elliptilises geomeetrias saab konelda e-kolmnurgast (mis votab
kokku kaks siimmeetrilist sfédarilist kolmnurka), selle kiiljepikkus-
test ja sisenurkadest. Secjuures kiiljepikkus ej tarvitse olla tippude
kui e-punktide vaheline distants, vaid vo6ib olla ka kodistants.
Kiiljepikkusi ja sisenurki seovad sfddrilise trigonomeetria seosed,
milles on veel see lihtsustus, et kahest maérgist pluss ja miinus,
kui need esinevad, tuleb alati valida iilemine, sest kiiljepikkused on
viiksemad kui mr, mistottu siinused sfddri vastavatest kesknurka-
dest on alati positiivsed.

Elliptilises geomeetrias on méaratav ka liikumise moiste. Euklei-
dilise ruumi E, pddrded punkti o iimber sédilitavad nii punkti o kui
ka punktide vahelised kaugused. Jarelikult iga sfddr Sn—1(r) kesk-
punktiga o teiseneb iseendaks. Et sdilib ka punktide iihel sirgel
paiknemise omadus, siis diametraalsete punktide paar kujutub tei-
seks samasuguseks paariks. Seega ruumi E, iga pdoére punkti o

212




iimber tekitab elliptilise ruumi ST _, (r) teatava teisenduse, mida

nimetataksegi litkumiseks selles ruumis.
Niéiteks elliptilise tasandi S;(r) liikumine tekib ruumi E, poordel

o tmber. Iga kahe e-punkii ja kahe kumbagi libiva ning suunaga
varustatud e-sirge korral leidub parajasti {iks liikumine, mis viib
esimese e-punkti teiseks ja esimese e-sirge teiseks. Jarelikult liiku-
mine elliptilisel tasandil on tehtav sama vabadusega nagu liikumine
eukleidilisel tasandil E,. Analoogiliselt on liikumise jaoks elliptili-
ses ruumis S%  (r) sama vabadus mis lifkumisel sama mootmega

eukleidilises ruumis £E,_i.

Mitmete sarnasuste kérval on ka olulisi erinevusi. Eespool juba
selgus, et elliptilise geomeetria sirge on kinnine selles mottes, et ta
koosneb kahest teineteist tdiendavast osast: ka on tal 16plik pik-
kus mr. Elliptilise tasandi igal kahel erineval sirgel on olemas
parajasti iiks iihine punkt, sest iga kaks suurringjoont sfdéril 16i-
kuvad parajasti diametraalsetes punktides. Seetottu elliptilise
lasandi geomeetrias puudub tdielikult sirgete paralleelsuse mdiste.

Kill on voimalik sirgete paralleelsusest teatud uues mottes
konelda kolmemddtmelise elliptilise ruumi S;(r) geomeetrias. Vai-

maluse selleks annab ruumi E, kahe 2-tasandi isokliinsuse mdiste
(art. 5). Sfdari Ss(r) iga suurringjoon asetseb nimelt teataval kesk-
punkti ldbival 2-tasandil, mis seega mdiirab elliptilise ruumi teatava
sirge. Kaht sirget elliptilises ruumis S5 (r) nimetatakse «paralleel-

seteks» (Cliffordit jdrgi), kui neid midravad 9-tasandid on iso-
kliinsed. Isokliinsuse selgitusest art-s 5 jdreldub, et iihe sellise
sirge iga punkti {ihendab teise sirge teatava punktiga selline sirge,
mis on mdlema antud sirgega risti (see vastab jubtrihile), kusjuures
antud sirgete punktid neil iihistel ristsirgetel on konstantse dis-
tantsiga (sest 2-tasandite statsionaarsed nurgad on isokliinsuse
korral vérdsed). Teisiti deldes, kahest Cliffordi jargi «paralleelsest»
sirgest kummagi punktid on teisest sirgest konstantsel distantsil.
Kui panna iiks neist sirgetest pé6rlema teise iimber elliptilise ruumi
lilkumistega, siis tekkiv pind, nn. Cliffordi pind, koosneb tervenisti
poordeteljega paralleelsetest sirgetest.

Harjutusiilesanded

87. Ringjooneks sfairil Sy(r) nimetatakse punktihulka (joont) {x:ds(c, x)=
=R}. Tuletada valem ringjoone pikkuse arvutamiseks sfairilise raadiuse R kaudu.
88. Ringiks sfddril Sq(r) nimetatakse punktihulka {r:ds(c, %) <<R}. Tulelada
valem selle ringi sfddrilise pindala arvutamiseks R kaudu.
89. Keraks sfdiris S3(r) nimetatakse punktihulka {x:c}as(c_, X) <<R}. Niidata,
r2 2 _
et selle sfddriline ruumala avaldub valemiga V=nr? T_Sin_rR-]’ millest

dliviikese R:r korral Vﬁ'-—s_- nR? kogu sfddri S;(r) ruumalaks aga saame 2n%r%

(vottes R=nr).

! William Kingdon Clifford (1845—1879), inglise matemaatik.
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90. Tuletada sfiirilise kolmnurga pindala valem S=r?(a+p-+y—mn}, kus
a, B ja y on sisenurgad, vaadeides seda kolmnurka (koos diametraalse kolmnur-
gaga) kui killgsuurringjoonte poolt paarikaupa piiratud kolme sfdédriosa kolme-
kordselt kaetud fihisosa (joon. 56).

91. Niidata, et elliptilises ruumis S¥(r) antud kahest erinevast punktist vord-

sefel kaugustel olevate punktide hulk kujutab endast nende diametraalsete punk-
tide paaride hulka sfdéril, mis kuuluvad teatavale sidéri Ss(r) keskpunkti lébivale
hiipertasandile; seda punktihulka nimetatakse tasandiks ruumis S7(r).

92, Niidata, et iga sirge jacks elliptilisel tasandil S%(r) ja iga tasandi jaoks
elliptilises ruumis S"‘;(r) leidub punkt, mis on selle sirge vdi tasandi koikidest

punktidest vordsel kaugusel -:lz—s'ur (viimane on ihtlasi punktide vaheline maksi-
maalne kaugus tasandil S%(r) v0i ruumis S3(r)); seda punkti nimetatakse sirge
¢oi tasandi pooluseks. Seega tuleb veenduda, et sirge (tasand) on elliptilises geo-
meetrias samaaegselt ringjoon (sfdér) raadiusega -Enr.

93. Naidata, et elliptilise ruumi S}(r) iga sirge jaoks leidub selline sirge,

1
mille iga punkt on antud sirge koikidest punktidest vordsel kaugusel -E:n:r; seda

sirget nimetatakse antud sirge polaarsirgeks. Veenduda, et ta on iihtlasi sirge
Cliffordi paralleel.
94. Niidata, et elliptilises ruumis S;’ (r) antud sirge ja sellel mitteasetseva

punkti korral ldheb l4bi selle punkti kaks selle sirge Cliffordi paralleeli (vilja
arvatud juht, mil punkt on antud sirge polaarsirgel ja mil see viimane on ainus
Cliffordi paralleel).

¢
¥
§ 13. LOBATSEVSKI RUUMI GEOMEETRIA

Analoogiliselt sfdérilise geomeetriaga voib uurida geomeetriat
Minkowski ruumi E; sfddridel. Viimaseid on kolme tiiiipi: reaalse,
imaginaarse ja nullraadiusega. Erilist tdhelepanu véarib geomeet-
ria imaginaarse raadiusega sfddril, mida uurime kéesolevas para-
grahvis. Tegemist on ajalooliselt esimese mitteeukleidilise geomeet-
riaga; selle toédtas vilja ja avaldas N. 1. LobatSevski aastail
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1826—1855, kuid iseseisvalt olid selleni joudnud ka C. Fr. Gauss
ja J. Bolyait,

LobatSevski arendas oma geomeetria samalaadse teoreemide
siisteemina, nagu oli sellal tuntud eukleidiline geomeetria. Ka alused
olid samad, kuid {ihe vdga olulise erinevusega: eukleidilise parallee-
lide aksioomi asemel vottis LobatSevski selle eituse, postuleerides,
et antud punkti ja seda mitteldbiva sirge korral on nendega samal
tasandil rohkem kui {iks sirge, mis 14dbib antud punkti ja ei 15ika
antud sirget. Pikka aega jii lahtiseks kiisimus, kas uus teooria oma
paljude esimesel pilgul veidrate teoreemidega on iildse loogiliselt
kooskolaline2 Vastus saadi mudelite abil, millest {iks lihtsamaid
on see, mille kidsitlemisele kohe asume.

56. Geomeetria Minkowski ruumi pseudosfdiril. Vaatleme ruu-
mis 1E, imaginaarse raadiusega hiipersfdiri, mis mairatakse vor-
randiga x*=-—g2 ehk

K2 a2 a2 — a2 =gk, (56.1)

See koosneb kahest kattest (art. 7 ja 13), mis on siimmeetrilised
alguspunkti o suhtes (sest kui punkt kohavektoriga x on iihel neist,
siis punkt kohavektoriga —x on teisel). -Valime nendest katetest
selle, mille punktide puhul x>0, ja nimetame seda edaspidi pseu-
dosfddriks ruumis E,. Sellist pseudosfdiri voib kisitleda uue oma-
ette ruumina ja sel puhul nimetatakse teda hiiperboolseks ruumiks
ehk LobatSevski ruumiks ja tdhistatakse L;(g).

Ruumi !E, isomeetriliste teisenduste Poincaré riihmas saab vilja
eraldada hiiperboolse rithma (art. 13), mille teisendused kujutavad
vaadeldava katte iseendaks ning osutuvad seetdttu hiiperboolse
ruumi L3(g) teisendusteks. Seejuures iga kahe punkti x & Ls(o) ja
x" = Ls(g) korral leidub vihemalt iiks selline teisendus, mis viib
esimese punkti teiseks.

Selle tosiasja pohjendamisel artiklis 13 olid kasutusel kaks rist-

—_— —

ceeperit {o, i} ja {o, i}, mille korral ox=pi; ja ox’=gi]; selgus,

et kummagi reeperi baasivektorid i voi i; k=1, 2, 3.jddvad sel
puhul vabalt valitavaks. Seega pirast punktide x ja " iihteviimist
jdab veel vabaks hiiperboolse riihma selline teisendus, mis jétab
punkti x” paigale ja viib iihe baasi teiseks. Mdlema baasi vektorid
asuvad vaadeldava katte puutujahiipertasandil punktis x/, mis
kujutab endast teatavasti ruumi E; (art. 8), ja moodustavad scal
koos punktiga x’ kaks ristreeperit. Jarelikult ruumi L;(g) vabaks

! Jands Bolyai [boijai] (1802—1860), ungari matemaatik, kes 1832. a.
avaldas oma ainsa- {00 mitteeukleidilisest geomeetriast. Gauss ei avaldanud iildse
oma sellealaseid fragmentaarseid uurimusi.

? LobatSevski geomeetria eellugu, tekkimist ja loogilise koosk3lalisuse poh-
jendamist kisitleb tlevaatlikult artiklisari: K. Ariva, Lobatlevski geomeetria
(kogumikus: Matemaatika ja kaasaeg, Tartu, 12, 73—90; 13, 71—87; 14, 78—83;
15, 67—80; 16, 72—82; 18, 64—79; 20, 69—80; 1967—1975; vt. ka [9]).
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jadnud teisendus madratakse tdielikult selle puutujahiipertasandi
kui ruumi E; ortogonaalteisendusega. Kokkuvottes voime niisiis
elda, et hiperboolse riihma teisendustel ruumis Ls(g) on tdpseit
sama vabadus mis isomeetrilistel teisendustel ruumis Es: iga kaht
punkti x ja & (esimesel juhul ruumis Ls(g), teisel juhul ruumis E;)
on voimalik viia ihtimisse, kusjuures pirast seda voib veel teha
teisenduse, mille vabaduseks on ruumi E; ortogonaalteisenduse

vabadus.
Niitame jirgnevalt, et hiperboolne rihm osutub ruumi Ls(o)

isomeetriate rihmaks. Selleks tuleb kdigepealt méérata kahe punkti
vaheline kaugus ruumis Ls(g).

Punktide x = La(g) ja y & Ls(Q) vaheliseks kauguseks d (%, Yy)
ruumis Ls(¢) nimetatakse neid punkte iihendavate ja taielikult ruu-
mis Ls(g) asetsevate joonte kaarte pikkuste vadhimat védrtust nende
punktide vahel.

Kaugus dr(x,y) on siin defineeritud tdpselt samuti nagu kahe
punkti vaheline kaugus sfadri Ss(r) geomeetrias, kus ta on neid
punkte iihendava suurringjoone kaare pikkus. Viimane avaldub
otspunktide kohavektorite skalaarkorrutise kaudu (art. 54). Osutub,
et ka dr(x,y) on tdielikult mddratud vektorite x ja y kui ruumis
\E, asetseva pseudosfddri punktide kohavektorite skalaarkorruti-
sega.

Selles veendumiseks tuletame koigepealt pseudosfddri Ls(o)
jaoks samalaadse esimese ruutvormi, nagu oli eelmises artiklis ruut-
vorm (53.7) sfddri Ss(r) < E; jaoks. Koigepealt tuleb leida sfdari
Ss(r) esitusele (53.5) analoogiline esitus Ls(g) pubul. Selleks ldaheb
vaja hiiperboolseid funktsioone ([3], k. 164), mida oleme kasuta-
nud juba art-s 52.

Nagu mirgitud, pseudosfddri punkti korral x.2=g, ning et chu
kujutab reaaltelje piirkonna [0, co) piirkonnaks [I, o0}, siis vGib
leida arvu wy nii, et

X4
——=ch u1.

Q

Asendamisel vorrandisse (56.1) saame
x2 4-x2 +x% == g% sh? us.
On tekkinud sama olukord nagu art-s 31 sfddri S»(r)< Es; puhul,

ainult et r asemel on praegh gshu (vt. ka vorrandi (53.6) tuleta-
mist). Jédrelikult ‘

Ls(p) = {x : x= (o sh #1 cOSs Uz cOS U3, @ Sh U1 COS Uz sin U,

o sh uy sin ug, o chwi), (1, uz, uz) & [0, °°)X['— :; ) —g—] X [0, 2x] }

(56.2)

Joon ruumis Ls(g) méairatakse niiiid vorranditega ui=u;(f), kus
i=1,2,3 ja teTcR. Tema kaare pikkuse arvutamiseks tuleb
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iildise eeskirja kohaselt (art. 19 ja 29) leida esmalt ds®=dx2 (vrd.
(53.7)), seejérel

b
s= f[ds.

Siin ds? arvutamise lihtsustamiseks tahistame ajutiselt g sh u;=
=R ja votame vorrandi (56.2) puhul kasutusele koordinaadid
X1, X2, X3 ja xi. Seejuures saame uuesti vorduse (53.7):

dx? -dx2 4-dx? =dR?4-R?[du2 +}-cos? us dut],

kuhu niiiid tuleb asendada R=gsh&; ja dR=g¢ ch s du, ning lisada
—dx? =—[d(o chuy) J2=—p2sh2 4, du?, sest ruumis 1E,
dx?==dx? -+-dx% +dx2 — dx2.

Kokkuvottes, arvestades vérdust ch?us —sh2uy=1, leiame Ls(p)

jaoks: |
ds?=@*{du2 {-sh® u;[du? 4-cos? u dut]}. (56.3)

Huvitava jérelduse saame siit asendusega u3;=0. Sel puhul
(56.2) pohjal x»=0, seega pseudosfdiri Ls;(g) on léigatud algus-
punkti o (praegu keskpunkti) ldbiva hiipertasandiga ruumis 1E,.
See hiipertasand kujutab endast ruumi !Es;, mistottu Ls(p) ja selle
hiipertasandi iihisosa Ly(p) on ruumj !E; imaginaarse raadiusega
stadri (ruumi 'E; hiipersfdari, n.-6. suursfiari) fiks kate ehk pseudo-
sfaar ruumis !E; (joon. 5). Samal ajal (56.3) annab us=0 puhul:

ds2=—= Qz{du? —]—Sh‘“"a Uy du‘g} (564)
Tulemus on asendustega v;=gu1, va=u, viidav kujju
ds*=dv? 4-sh*—~ do?, (56.5)
Q

Vordlus esimese ruutvormi kujuga (50.4) néitab, et v, ja vs on geo-
deetilised koordinaadid, kusjuures vs-jooned, mille korral dvs==0,
on geodeetilised, seega lokaalselt lithimad jooned ning v; on neil

loomulik parameeter. Et (56.5) puhul Vgz = sh%— ja seega

2 Ygm
;iziz le sh—t , siis Gaussi vorrandi (48.6) erikujust (vt. art. 52)
i

K=— L sh U1=—-—1—-=const<0. (56.6)

shlt ¢ e ¢*
Q
Jéarelikult L,(Q) on konstantse negatiivse kéverusega. Tal on nii-
siis kiillalt véikeses piirkonnas sisegeomeetria, mis kehtib ruumi Es
konstantse negatiivse kdverusega pinna iga punkti teatavas iimbru-
ses. Nimetus pseudosfddr on Lz(g) ja Ls(o) puhul seega igati
oigustatud (vrd. art. 52).
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Psordume niiiid esialgse iilesande poole: avaldada Ls(g) kahe

punkti x ja y vaheline kaugus dr(x,¥). Kasutades reeperi valiku

eespool margitud vabadust, voime valida i, nii, et ox=xgi. (sel kor-
ral x1=xpz=x3=0), ja edasi i nii, et ta oleks punktidega o, x ja y
maaratud 2-tasandil (sel korral yz==y3=0). Reeperi sellise valiku
korral ruumis !E; punktid x ja y on Ls(g) joonel, mis midratakse
(56.2) jargi vorranditega u.=0, us=0. See joon on, nagu 4asja
selgus, L2 (g) geodeetiline joon, kusjuures x vastab temnal vdidrtusele
u;=—0. Et vy==pu; on loomulik parameeter, siis punkt y vastab vdar-

d
tusele u1=-~—-r-‘—-(—xg—’—£)—. Nende punktide kohavektorid on seega (56.2)

jargi

x=o0x==1(0, 0, 0, o),
— d _ dp (2 '
y:oy:A(Qsh—L—(J;-’—y)—-‘, 0, 0, QCh—M),
mistottu
Q Q

Niisiis, dz(x,y), samuti nagu ds(¥,y) valemis (53.3) on taielikult
méiratud punktide x ja y kohavektorite skalaarkorrutisega xy.

Siit jareldub iihtlasi ka see, et hiiperboolse rithma teisendus omn
ruumi Ls(g) isomeetria, sest ta on ruumi 1E, isomeetria ning jare-
likult jaib tema puhul muutumatuks vektorite skalaarkorrutis ja
(56.7) pohjal ka kaugus dr(x,y) iga kahe punkti x,y e La(e)
vahel.

Tulemmust on huvitav vdrrelda olukorraga ruumi E; konstantse negatiivse
koverusega pinnal (art. 52), nditeks traktrissi poorlemisega saadud pseudosfadril.
Isomeetriat sellisel pinnal saab kédsitleda iiksnes punktide teatavate iimbruste ula-
tuses, kusjuures ta ei ole taandatay liikumisele ruumis Es, vaid temaga kaasneb
alati ka iimbruse painutamine; pealegi ei mahu D. Hilberti tulemuse pohjal igas
suunas lopmatu LobatSevski tasand tervikuna iihelegi sellisele pinnale. Teisiti on
lugu pseudosfiiriga L.(@) ruumis 'Es. Sellel on kiillalt viikese piirkonna ulatuses
sama sisegeomeetria, kuid ta on igas suunas lopmaty, kusjuures liikumised (iso-
meetriad) temas tekitatakse ruumi 'Eg liikumniste poolt ilma mingite painutamis-
teta. Oieti alles niifid voib delda, et 16pmatu LobatSevski tasand on toesti olemas.
Analoogiliselt on pseudosfddr Ls(@) <='Es igas suunas 16 )matu  LobatSevski
ruumi mudel.

Geomeetriat Lobatgevski ruifimis nimetatakse Lobat$evski geomeelriaks ehk
hiiperboolseks geomeeiriaks. Selle geomeetria mdistetele lisame sageli eesliite
«hiiperboolne» vdi selle liihendina k-, eriti kui on karta segiminekut ruumi 'Es
voi 1E; vastavate moistetega.

Hiiperboolne tasand ehk h-tasand defineeritakse, samuti nagu
hiipertasand ruumis En (art. 11), ruumi Ls(e) alamhulgana.

{x : dun(x,a)=dL(b,x), as=b}.
Seatud tingimus on valemi (56.7) pdhjal samavaarne noudega, et
ax=bx,
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millest selgub, et vektor x on ruumis 1E, ortogonaalne vektoriga
a — b. Seega hiiperboolne tasand on pseudosfdiri Ls(g) ning ruumi
1E, punkti o ldbiva hiipertasandi iihisosa. Seejuures vdib baasi
ruumis !£; valida niimoodi, et see hiiperboolne tasand méiiratakse
vorrandiga us==0. Siit jdreldub, et iga tasand LobatSevski ruumis
Ls(0) kujutab endast LobatSevski tasandit Ly(p).

Sirgeks ruumis Ls(g) ehk h-sirgeks nimetatakse kahe A-tasandi
tihisosa, kui see pole. tithi. Baasi saab alati valida niimoodi, et
h-sirge médaratakse vorranditega us=us=0; seega on ta vorrandiga
uz3=0 mdédratud hiiperboolse tasandi geodeetiline joon.

57. Hiiperboolne trigonomeetria. Usna analoogiliselt sfddrilise
trigonomeetriaga (art. 54) saab tuletada valemite siisteemi, mis
seob kolmnurga elemente hiiperboolses geomeetrias.

Olgu ruumis L3(g) antud kolm mitte iihel sirgel asetsevat punkti
X, ¥ ja 2, mida nimetame tippudeks. Kaugusi

dr(y,z)=a, dp(z,x)=b, di(x,y)=c
nimetame kiiljepikkusteks. Valemi (56.7) jargi

a b c
yz=—¢g? chn—Q-- , 2x=—p%ch~——, xy=—¢? Ch'? )

kus vasakutes pooltes on punktide x, y ja z kohavektorid.

Defineerime alljdrgnevalt sisenurga nditeks tipu x juures. Vaat-
leme h-sirgeid xy ja xz. Kumbki neist on psecudosfddri Ls(g) ja
ruumi !E, teatava 2-tasandi iihisosa ja kujutab endast seega joont
pseudosfdéril Lg(gp)< tE:. Suuname need jooned punktist x vasta-
valt punktide y ja z poole ning votame nende puutujad punktis x.
Viimased asuvad pseudosfddril Ls(e) punktis x voetud puutuja-
hiipertasandil, mis on risti x kohavektoriga x (art. 7) ja on seega
eukleidiline ruum Ej3 (art. 8).

Nurgaks suunatud k-sirgete xy ja xz vahel ehk sisenurgaks u
tipu x juures nimetatakse nurka kdnesolevate puutujate vahel selles
puutujahiipertasandis kui ruumis E3 (joon. 57).

Joonis 57
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Joonis 58

Téiesti analoogiliselt art-ga 54 saame nende puutujate sihivekto-
rid avaldada kujul (joon. 58)

k=ny —x, I=Aiz—zx,

kus % ja A tuleb midrata selliselt, et kx=Ix=0. Siit tulenevaist
vorrandeist (xy — x)x=0, (A2 —x)x=0 jareldub, et

2 —?
= :: = ¢ . =ch“1i, A=ch-t—.
y ——Qz ch — € Q
Q
Sisenurga a saab niiiid avaldada seosest
kl=|k| || cosa. (67.1)
Siin
kl= (ny — %) (A2 — X) ==%AYZ — XY — A2XA¥°=
—_g?ch— -('ch b ent )“1 ++o?— =
ey e e |
. L
=Q'2[ 1 —chr—a-i(chl—b—-ch-i-) ] .
Q Q Q
Edasi,
k2= (ny — x)2=n%2 — 2uxy—4-x2=—g?ch2 %—{—2@2 — g?=
=2 ch—z._c..[chZ._C__ 1 ]= 2ih2
Q Q g
ja siit ¢
k| =g th—
Q 0
Analoogiliselt ;
l|=pth—.
|t =cth—
Tulemuste asendamisel valemisse (57.1) saame
.y 4
1-—ch=—g--(c.h€-?-ch§—?—) —th-Zth-$ cosa.
Q- Q Q Q Q
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Parast vorduse mélema poole korrutamist suurusega cha—ll-ch--f-

: e Q
ja korraldamist tekib hiperbooine koosinusteoreem

ch .—a~=~ch£- ch-f—— sh-—ll- sh—c—-cos Q. (57.2)
Q Q Q Q Q

Avaldades siit viimase lilkme ruudu ja asendades cos®aq=
=] —sin?q, saame

L 2
sh? b sh?-> sin? g =2 L sh2-<- ——( ch-—ch L2 ch -E—) . (97.3)
Q

e Q Q Q v Q Q
Paremal |
shzishz,_c-:(chz._b_— 1) ((ehet—1) =
Q Q Q Q
=ch21irch2-£-—-ch?i—ch2—€-+l,
Q Q Q Q
b 2
(-chwﬁ—-ch-—cht-c—) ~——_ch3—£~1—~—-2ch ¢ ch b ch-2 —]—chz-—g-chzi;,
Q Q Q Q Q e Q -Q Q
kui kogu parem pool tdhistada A, siis
A=l—cel el el o Eenlont
Q Q Q Q Q Q

See avaldis on taielikult siimmeetriline tippude x, g ja z koikvoima-
like timberpaigutuste suhtes. Jérelikult peab ka vorduse (57.3)
vasak pool olema sama omadusega, mistottu

b c .. c a , a ., b
A= sh? — sh® — sin® @ ==sh?— sh? — sin? p=sh2— sh?— sin?y.

Q Q Q Q
. . : a b c . . s
Pérast jagamist korrutisega shz—é—-shz? shz—e— ja ruutjuure votmist
jouame hiiperboolse siinusteoreemini:
sina __ sinf  siny (57.4)
— —— ) :
sh-%  sh2 sh—
Q Y Q

Analoogiliselt sfddrilise trigonomeetriaga on véimalik tuletada
hiiperboolse koosinusteoreemi duaalne kuju

€0s y=—cos a cos f+sin a sin pch -g- . (57.5)

Tuletuskdigu art-i 54 vastava osa eeskujul jdtame lugeja enda hoo-
leks (siin on see isegi lihtsam, sest (57.4) lugejad on positiivsed
ja pole vaja tegelda kahe véimaliku margiga nagu art-s 54; vt. ka
[9], 1k. 94—95).
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Viimasest valemist tuleneb nagu sfdérilises trigonomeetriaski,
et hiiperboolse kolmnurga sisenurkade poolt on mddratud koik kiilje-
pikkused. Seetdottu ka hiiperboolses geomeetrias pole olemas kolm-
nurkade sarnasust selles mottes, nagu tunneme eukleidilisest geo-
meetriast.

Teine oluline jareldus on see, et iga hiiperboolse kolmnurga sise-
nurkade summa on vdiksem kui n. Toepoolest, et sinfsiny>=0 ja
.ch-—Z—>1, siis

sin B siny chn-g-> sin ( sin y.

Liites siin molemal pool — cos p cosy, saame vasakul (57.5) pohjal
cos.¢q, mistotiu

cos a>sin B siny — cos p cos y=—cos (§-}vy) =cos(n — B —).
Et koosinusfunktsioon on ldigus [0, m) rangelt kahanev, siis

a<ln—B—y
ja seega toesti
o+p+y<<m.
Tdisnurkse hiiperboolse kolmnurga jaoks, mil y=-i saame

2 3
koosinusteoreemi sellest kujust, mis sisaldab cosy, hiperboolse
Pythagorase teoreemi:

ch —%=ch‘% ch-—Z~ , (57.6)
siinusteoreemist aga jéireldub et
sh-%-—=sh-sina. (67.7)
Q Q
Seetottu
shz L —sh2 = (1 —cos®a)
Q Q
ning jarelikult
sz cos? = shz-—c— —she L —che LAY R
Q Q Q Q Q
x-—ch“af—‘:l-chizui—ch2 4 2 (chz——-— 1)
Q Q Q Q Q
-—chzf-'-a—c‘shz-é-'—chz % ch? b th? 6 =
Q Q Q Q Q
—cne el
Q Q
Siit th? ?C cos? a:thz% ning vottes ruutjuured, saame
th Z—th-cos a. (57.8)
Q Q
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Kuj jagada omakorda vorduste (57.7) ja (57.8) pooled, on tule-
museks
a

sh— c
g =ch—tana.
th— €
Y
Arvestades valemit (57.6), saame pérast lihtsaid fimberkorraldusi:
th-—q~=sh-i tan a. (57.9)
Q Q

Mirgime, et kui hiiperboolse kolmnurga kiiljed on arvuga ¢
vorreldes vdga viikesed, siis seetdtty, et

X X2 X X X X
ch—=~~ 14 , Sh—=~—, th—r-—,
o 2 0 0 e o

saame koosinusteoreemist

..aZN( ﬁ)( 02) b ¢ |
1—|—_2Q2~ 1—]—29:2 l—I—QQ2 ——-Q Qcosa

ja siit ruutliikmete jaoks

a?=>0b2-4¢2— 2bc cos u;
siinusteoreemist tuleb

sina _ sinf  siny

a b c
Tulemusena jouame eukleidilise trigonomeetria vastavate valemi-

teni. Tédisnurkse kolmnurga puhul kehtivad seosed (57.6—9) anna-
vad piirjuhul eukleidilise trigonomeetria vastavad seosed. Seetottu
voime sonastada lause, millele saame edaspidigi kinnitust: Aiper-
boolse ruumj Ls(g) vdga vdikeses piirkonnas (kui vordlusalusecks
on Q) kehtib ligikaudu eukleidiline geomeetria. Teisiti vdib oelda,
et kui @ — oo, siis hiiperboolsest ruumist L;(g) saab piirjuhul euklei-
diline ruum Es Vordluseks mirgime, et kui sfddri raadius r tokes-
tamatult kasvab, annab ka sfdiriline geomeetria piirjuhul eukleidi-
lise geomeetria, ainult et ldhenemine toimub sel puhul «teiselt
poolts — geomeetriast, kus kolmnurga sisenurkade summa pole
mitte véiksem kui =, nagu ruumi L;(p) puhul, vaid on suurem kui n.

58. Beltrami—Kleini mudel. Ajalooliselt jouti Lobat3evski geo-
meetriani teisiti, nimelt eukleidilise geomeetria aksioomide siisteemi
analiiisimisel, eriti paralleelide aksioomi sGliumatuse probleemi
uurimisel. Paralleelide aksioom eukleidilises geomeetrias nduab
teatavasti, et antud sirge ja sellel mitteasetseva punkti korral peab
nendega samal tasandil olema ainult iiks seda punkti libiv sirge,
mis ei 16ika antud sirget. Probleem seisneb selles, kas see kiillalt
keerukas noue on jédreldatav eukleidilise geomeetria aksioomide
siisteemi feistest nouetest voi on ta iseseisev, viimastest sdltumatu
aksioom. Probleem oli lahtine antiikajast alates sajandite viltel,
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kuni alles LobatSevski geomeetria loomisega sai selgeks, et paral-
leelide aksioom on sdltumatu. Viimane jéreldus tuleneb asjaolust,
et LobatSevski geomeetrias eukleidiline paralleelide aksicom el
kehti, samal ajal kui eukleidilise geomeetria iilejdénud aksioomide
nouded on rahuldatud.

Loplik selgus tuli probleemisse siis, kui E. Beltrami! 1868. a.
ja F. Klein2 1871. a. nditasid, kuidas chitada LobatSevski geomeet-
ria (vastavalt plani- ja stereomeetria) mudelit eukleidilise geomeet-
ria riipes.

Ruumi Ls(g) késitlemisel Minkowski ruumi 'E; pseudosfddrina
v5ib vastava Beltrami—Kleini mudeli leida fipris lihtsalt. Votame
pseudosfédril punkti xo kohavekioriga

xo=0xo= (0, 0, 0, Q).
Edasi vaatleme pseudosfddri suvalist punkti x, millel on kohavek-
tor (56.2). Projitseerime selle alguspunkti o ldbiva sirgega
pseudosfdari punktis xp voetud puutujahiipertasandile punktiks x*
(joon. 59). See puutujahiipertasand kujutab endast ruumi Ej, tema

— —_—

punktide puhul x*=¢. Et kohavektorid ox=x ja ox*=x* on mole-

mad projekteeriva sirge sihivektorid, siis iiks neist on teise kordne
ja nende koordinaadid on seetottu vordelised. Jérelikult

* — ) - — * * — . 7 -
XE ==X X=X Xs=Q 1 Xy (58.1)
ehk
w L] R
X1 L X2 L X3 - 0
o sh ¢y cos uz cos U3 o sh uy cos uz sin U oshuisinus  ochyy
ning siit

X7 =0 th 1y cos U2 COS Ug,
x;==g th uy cos ug sin ug,
xy =g th u sin u2.
Saame punkti x* = Es koordinaatide xj, X5y X, avaldised sfédér-
koordinaatides R, ug, us (art. 53), kusjuures, nagu ndha,
R=-Q th u,.
Et th us<<1, limth u,=1, siis

| R<g, limR=y.

U 00
Seega punkti x = Ls(@) kujugtis x* & E3 on sellise sfddri Sz(Q) sees,
mille raadius on g. Seejuures (56.7) ja (56.2) pohjal
dr. (JCo, X)
Q
dL(xo, x)_
Q

! Eugenio Beltrami (1835—1900), itaalia matemaatik.
? Felix Christian Klein (1849—1925), saksa matemaatik.

-——'-Qz ch =.7€0.7€=-~—Q2 ch uy,

mistottu

i=
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Joonis 59

ja protsess uj—oco on samaviddrne sellega, et di(x, xo)—> oo, s.t.
punkti x lopmata kaugenemisega ruumis Ls(g). Jérelikult niisugu-
sel kaugenemisel on R piirvddrtuseks g, mistottu vastav punkt
x* & E4 ldheneb Iopmatult sfdérile Sa(g).

Kokkuvdttes, ruum Ls(g) on kujutatud eukleidilise ruumi Ejg
sfadri Saz(p) sisemusse, kusjuures selle sfddri punktid kujutavad
ruumi L3(g) «l6pmata kaugeid punktes.

Mirgime, et konesolev sfddr Si;(g) tekib pseudosfdédri Ls(g)
— 1E, punktis x, vdetud puutujahiipertasandi (kui ruumi Es) 15ika-
misel ruumi !E, punktis o voetud isotroopse hiiperkoonusega, ning
meenutame, et viimane on afiinse geomeetria seisukohalt selle
pseudosfddri astimptootiline hiiperkoonus (joon. 59).

Hiiperboolse e. LobatSevski ruumi Ls(g) jaoks niiviisi tekkinud
mudel sfddri Sa(o) < E; sisemuses kujutabki endast eespool maini-
tud Beltrami—Kleini mudelitl.

Ruumi Ljs(o) sirged kui jooned imaginaarse raadiusega sfaari
kattel asetsevad vastavalt definitsioonile alguspunkti o ldbivatel
tasanditel, need aga loikavad punktis x, voetud puutujahiipertasan-
dit moéoda sirgeid. Jidrelikult Adperboolsed sirged kujutuvad Belt-
rami—Kleini mudelis sfddri Ss(o)— E3 kod6ludena (ilma otspunkti-
deta). Analoogiliselt voib veenduda, et A-fasandid kujutuvad sfadri
Sa(0) sisemuse tasandiliste l6igetena, s.t. sclliste ringide sisemus-
tena, mille d4rringjooned on sfdaril S2(g).

Uurimegi ldhemalt iihe suurringjoone Si(g) sisemust. See kuju-
tab endast hiiperboolse tasandi Beltrami—Kleini mudelit. Votame
mingi A-sirge ja véljaspool seda punkti x. Nende kujutisteks mude-
lis on ringjoone Si(g) teatav kool ja valjaspool seda olev sise-
punkt x*. Vahetult on vbimalik veenduda, et 1&dbi punkti x l&heb
Iopmata palju h-sirgeid, mis esialgu voetud h-sirget ei 16ika (joon.
60; sellel on ndidatud kujutised mudelis). Nende A-sirgete scas tou-

U Sfadri Sy(p) nimetatakse sageli selle mudeli absoluudiks; vrd. [9], lk. 12,
Mirgime, et akad. J. Nuudi poolt antud kisitlus monograafias [9] on sisuliselt
Lobatsevski geomeetria kidsitlus Beltrami—Kleini mudelist ldhtudes.
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Joonis 60

sevad esile kaks, mille kujutistel S;(p) k66ludena on iihine otspunkt
antud f-sirget kujutava kodluga. (Margime, et see otspunkt ei
kujuta endast ruumi Ls(g) punkti; teda voib kisitleda fiktiivse 16p-
mata kauge punkti kujutisena.) Sellist kaht A-sirget nimetatakse
antud #-sirge LobatSevski paralleelideks 14bi punkti x.

Nii selgub, et hiperboolses ruumis ei kehti eukleidiline parallee-
lide aksioom. Sirgete paralleelsus omandab seal iildisema tihen-
duse. Mis puutub aga eukleidilise geomeetria iilejddnud aksioomi-
desse, kus noutakse nditeks, et sirge oleks iiheselt madratud oma
kahe erineva punktiga, jaguneks kaheks iihise otspunktiga poolsir-
geks ning ise jagaks teda l4biva tasandi kaheks pooltasandiks jms.,
siis need on hiiperboolses geomeetrias tdtdetud. Selles mdttes om
viimane maérksa ldhedasem eukleidilisele geomeetriale kui elliptiline
geomeetria, kus puuduvad néditeks poolsirge ja pooltasandi moisted.

Eespool selgus, et hiiperboolse ruumi Ls(g) puhul on mairatud
ka isomeetriliste teisenduste rithm -— selleks on hiiperboolne rithm.
Seejuures on selle rithma teisendus méadratud sama vabadusega
mis isomeetriline teisendus ruumis Es. Jirelikult saab ruumi Ls(o)
puhul defineerida kujundite, niiteks kolmnurkade kongruentsuse,
lugedes kaht kujundit nagu eukleidilises geomeetriaski kongruent-
seteks parajasti siis, kui leidub isomeetriline teisendus, mis kujutab
iihe neist teiseks.!

Tekib kiisimus, missuguse tdlgenduse ‘omandab ruumi Ls(o)
isomeetriline teisendus Beltrami—Kleini mudelis. Seostest (58.1)
jdreldub, et

=g i=],2 3. (58.2)

Teiselt poolt on teada, et ruumi L;(g) isomeetrilised teisendused
moodustavad ruumis £, punkti o siilitavate isomeetriliste teisen-
duste rithma — Lorentzi iildrithma ehk pseudoortogonaalriithma tea-
tava alamriihma, nimelt hiiperboolse rithma (art. 13). Selle rithma

iga teisendus on koordinaatide x,; p=1, ..., 4 vahendusel misra-
tud valemitega (12.7), kus praegu A,=0:
4
Xl = 3 xpAy; (58.3)
p=1

! Hiiperboolse ruumi Ls(Q) orientatsiooni siilitavat isomeetrilist teisendust
nimetatakse nagu eukleidilise ruumi E; korral (art. 10) likumiseks ruumis Li(Q).
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siin A=u||Au] on selline pseudoortogonaalmaatriks, mille korral
Au>0 (art. 13). Téhistades niiiid kooskolas seostega (58.2)
x,
HM=g—: i=1,2 3,
1 x!*
saame, et Beltrami—Kleini mudelis on ruumi Ls{g) isomeetriline
teisendus esitatud valemitega

3
PIE TR ST
1=1

= (58.4)

- )
;'ixiAi!z—l—x&AM

Kui jagada paremal 14bi koordinaadiga x.>>p ja teha asendused
seostest (58.2), on tulemuseks jdrgmised teisendusvalemid:

3
Q! X XA Ay
i=1

=0 (58.5)

- .
ot X X AutAu
i==1

Niisiis, LobatSevski ruumi Ls(g) isomeetriline teisendus kujutub
Beltrami—Kleini mudelis valemitega (58.5) mddratud teisenduseks,
kusjuures nende valemite kordajad moodustavad pseudoortogonaal-
maatriksi, mille korral Au>0.

Valemid (58.5) méidravad ruumis Ej, kus sfddri Sa(g) sisemuses
realiseerub ruumi Ls(g) Beltrami—Kleini mudel, teatava projek-
tiivse teisenduse ([6], lk. 512, 544). Sellest, et hiiperboolse rithma
teisendused kujutavad pseudosfdiri iseendaks (vrd. art. 13), ning
mudeli konstruktsioonist on vahetult selge, et Sa(g), samuti nagu
tema sisemus, teiseneb iseendaks, tema iga k66l aga kujutub jallegi
tema teatavaks kooluks.

Seejuures ruumi £, punkti x, sdilitav isomeetriline teisendus
jatab muutumatuks pseudosfddri puutujahiipertasandi selles punktis
(kui teatava ruumi E;) ning tekitab {ihtlasi selle puutujahiipertasandi
isomeetrilise teisenduse. Siit tuleneb, et ruumi L;(q) isomeetriline
teisendus piisipunktiga x, kujutub Beltrami-—Kleini mudelis orto-
gonaalteisendusena (orientatsiooni sailimisel podrdena) sfddri Sz(g)
keskpunkti xy iimber.

Viljaspool sfddri Si(p) jddvate ruumi E; punktidega on asi
keerulisem. Et siin valemid (58.5) madiraksid teisenduse tavalises
mottes, tuleb ruumi E,; tdiendada «lopmata kaugete punktidega»
ehk ebapunktidega ([6], lk. 479 ja 499) — sellistega, mis seatakse
vastavusse neile kohavektoreile x, mille korral x,=0 (s.t. mis on

ruumis 1E; ortogonaalsed vektoriga oxo).

Valemitega (58.5) samavdérsetest seostest (58.4) jareldub (juhul
kui x,=0), et ebapunkt voib teiseneda ruumi tavaliseks véljaspool
sfddri Sz(g) olevaks punktiks (kusjuures podrdteisendus voib mui-
dugi teha ka vastupidist).
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Joonis 61

[Hustreerime Geldut sirgesidumite késitlusega ruumis Ls(g).
Teatavasti sirgesidumiks ruumis E, nimetatakse mingit iihte punkti
ldbivate sirgete hulka ([6], lk. 211). Beltrami—Kleini mudeli jirgi
on ruumis Ls(g) kolme liiki sidumeid olenevalt sellest, kas ruumis
Ej sirgete iihine punkt on sfddri Sa(g) sees, sfidril Ss(g) voi vil-
jaspool sféddri Sa(@). Ruumi L3(g) sirgeid kujutavad muidugi selle
sfadri koolud sidumi sirgetel. Vastavalt sellele kéneldakse kas
loikuvate, paralleelsete (LobatSevski méttes) voi hajuvate hiiper-
boolsete h-sirgete sidumeist (vt. joon. 61, kus nad on kujutatud iihe
vorra viiksema mootme korral — sidumi asemel kéneldakse siis
kimbust).

Seni puudub meil hajuvate hiiperboolsete sirgete geomeetriline iseloomustus
(peale selle, et nad pole 15ikuvad ega paralleelsed). Siin aitabki vdimalus tei-
sendada ruumi £y nende sirgete iihispunkt, millel olevad kodlud kujutavad haju-
vaid h-sirgeid, sobiva isomeetrilise teisendusega (58.4) ruumi E; 13pmata
kaugesse punkti. Sel juhul kénesolevad sirged ruumis Fj teisenevad paralleclse-
teks sirgeteks ja vaadeldavaid h-sirgeid kujutavad kodlud seega paralleelseteks
kG0ludeks. Osutub, et mingile kahele paralleelsele kddlule vastavad h-sirged on
ruumis Ls(Q) risti sellise h-sirgega, mida kujutab nende kodlude keskpunkte 1dbiv
kodl,

Niitame seda juhul, kni see viimane kd8! osutub sfadri S,{0) diameetriks;
dldjuhu v6ib muuta kénealuseks juhuks ruumi Ls(p) sobiva isomeetrilise teisen-
dusega (mudelis kujutab seda sobiv teisendus (58.5)). Diamecetri omakorda saab
paraja poOérdega viia x‘:‘-teljele ruumis £ millel #e=uwuz=0, ning paralleelsed

koolud seejdrel poordega selle telje fimber viia paralleelseteks x%-teljega.

~ Seose (56.2) pohjal, kus niliid uy=uz==0, kujutab diameeter sel korral pseudo-
siddri joont &,: _
x={0 g_h t, 0, 0, gchuy),

: b
mingi vaadeldav kool aga joont &, millel on punktis, kus ) =—, uy=u3;=0,
Q
ithine puutuja joonega:

\ b b b
Xy=— i( osh—cosu,, 0, gsh-—sinu, gch—
0 Q Q

b
(viimane kujutub ringjooneks raadiusega ch:, millele see kool on puutujaks).
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Siin
x =(Q chu, 0, 0, gshuy),

: b b
;=(-—Qsh3-sinu2, 0, Qshg—cosug, 0),

mistdttu kdnesolevas punktis vdetud puutujate sihivektoreiks on

b b
"={goch—, 0, 0, Q-sh—),
! e Q

b
xa=(0, 0, gsh—, 0).
2 0

Need vekiorid on tdesti ortogonaalsed, mistdtinn jooned ¥, ja F; — tegelikult
hiiperboolsed sirged — loikuvad hiiperboolses ruumis Lz(g) risti, nagu oligi véi-
detud.

Votame niiiid diameetri otspunktides sfdari S.(p) puutujad, mis on paralleel-
sed vaadeldavate kooludega ja millel on viimaseid sisaldavate sirgetega seega
(thine lopmata kauge punkt (joon. 62, 1). Pirast ruumi Li(g) suvalist isomeet-
rilist teisendust, millele vastavas teisenduses (58.5) see ldpmata kauge punkt
liheb harilikuks punktiks, saame joonisel 62,2 ndidatud pildi. Siin iihispunktiga
kodludeks kujutuvad h-sirged ldikuvad risti. Seejuures hajuvate hA-sirgete kuju-
tisteks olevate koolude otspunktides véetud puutujad (joonisel punktiiriga) 16i-
kuvad ristuva #-sirge kujutist sisaldaval sirgel. Siit nihtub, et igal kahel haju-
val Ah-sirgel on olemas molemat risti 16ikav k-sirge. (Selle kujutise konstrueeri-
miseks tuleb témmata punktiiris nididatud puutujad ja {ihendada nende 16ike-
punktid.) Teist {ihist ristuvat h-sirget neil enam olla ei saa, sest muidu tekiks
nelja tdisnurgaga nelinurk, mille poolitamisel saaksime kaks kolmnurka, milles
kummaski oleks sisenurkade summa =, see on aga hiiperboolses geomeetrias
voimatu. Niisiis, hajuvad #-sirged on iseloomustatavad kui sellised h-sirged, mis
asuvad ithel ja samal h-tasandil ja millel on parajasti iks iihine ristuv h-sirge.
(Eelnevast on nimelt selge, et loikuvatel ja paralleelsetel h-sirgetel ei saa olla
iihist ristuvat hi-sirget.)

Hajuvate h-sirgete kimp (voi sidum) on niliid iseloomustatav kui selline,
mille h-sirged on risti ithe h-sirgega antud hiiperboolsel tasandil Ly(0) (vdi iihe
h-tasandiga ruumis Li(Q)).

Joonis 62
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Kahe h-sirge vastastikuse kiitumise iseloomustamiseks nende sirgete eri
asendite puhul hiiperboolse]l tasandil tuleb eeldeldule lisada valemid, mis iseloo-
mustavad iihe A-sirge punktide kaugust teisest. Need saame tdisnurkse kolm-
aurga valemeist hiiperboolses trigonomeetrias. Vaatleme néiiteks joonisel 63 kuju-
tatud olukorda, kus tdisnurkse kolmnurga xyz kujutise juures on néidatud kiil-
gede pikkused hiiperboolses geomeetrias; seejuures x=x; Hiiperboolsetele sirge-

c
tele viitame vastavate kddlude otspunktide kaudu. Me teame, et sh~—=sh—sinaq,
e Q

c a b
th—=th-—cos a, th—=sh—tana. Kaugenegu tipp y modda k-sirget pg lopma-
Q 0 Q Y

¢ c
tusse; sel korral e=const, ¢— oo, mistotin sh——o0, th——1. Samal ajal

Q Q
kaugeneb ka tdisnurga tipp z punktist x mddda A-sirget rs. Kui niiiid tdhistada
lim b="5, siis eelmistest seostest saame vastavalt

a b b
sh—-—>00 = g—>00, th—==cosa, |=sh—tana. (58.6)
Q Q Q

Siit nédhtub, et hajuvate k-sirgete rs ja ug puhul esimese sirge mingi punkti v
kaugus teisest sirge punktist z, olles suurem kui kiiljepikkus a — oo, samuti kas-
vab v kaugenedes ldpmatult. Mis puutub e kasvusse & kasvuga vaGrreldes, siis
see on n‘glibrksa kiirem kui eukleidilises geomeetrias, kus on tegemist vordeiisu-
sega a=kb,

a b
Toepoolest, seosest th—=4ksh—, kus k=tan a==const, jareldub, et
e Y

B(IH28%)

607 +...

b
a=g arth ( k sh—) =kb+4
Q

Huvi pakuvad kaks viimast seost (58.6). Nendest nahtub, on hiiperboolses
geomeetrias olemas funktsionaalne seos nurga o ja 1digu pikkuse & vahel.
Selle méddrab asjaolu, et A-sirged pg ja qw on paralleelsed. Lobatsevski eeskujul
kbneldakse, et seoste (68.6) kehtivuse korral b on nurgale o vastav paralleelsuse-
I6ik ja a on ldigu pikkusele b vastav paralleelsusenurk; seda tdhistatakse:
a=II1(d). Niisiis, (58.6) pohjal

X
cos IT(x) =th—.

-

Seda laadi funktsjonaalseid seoseid nurkade ja l6igu pikkuste vahel on vGi-
malik tuletada teisigi (vt. harjutusiilesanne 99); eukleidilises geomeetrias midagi
taolist ei esine (kiill aga siédrilises ja elliptilises geomeetrias, nagu kerge nii-
data).

b a
Mirkimist vdirib ka asjaolu, et seose th —==sh —tan g tottu

Q Y
b b
th—1§ th—
e 0
tanp= T =0=3-0.
sh —
Q

Seega voib tdisnurkse kolmnurga nurk B saada kuitahes viikeseks. Seejuures
vdib ka a olla viga viike. Jirelikult leidub tdisnurkseid kolmnurki, mille sisenur-
kade summa on kui tahes l&hedal tdisnurgale. Veel enam, voib nididata protsessi,
kus kolmnurga kdik nurgad lihenevad nullile. Uks sellise protsessi piirasendeid on
niiteks kidunud kolmnurk pgw — kolmnurk kolme lopmata kauge tipuga, mille
kiilgedeks on tavalised h-sirged.
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Joonis 63 Joonis 64 -

Mis puutub paralleelidesse, siis siin on voimalik ndidata, et paralleelsuse
suunas toimub nende (06kestamatu ehk asiimptootiline ldhenemine, vastassuunas
aga tokestamatu kaugenemine. Viimane asjaclu néhtub sellest, et nditeks parallee-
lide rg ja rs korral esimese paralleeli punkti ¢ kaugus teisest paralleelist on
sunremn kui @ (joon. 63) ning et a—-oo, kui ¢ kaugeneb g suunas. Asiimptoaotiline
lihenemine paralleelsuse suunas vajab eraldi pohjendamist. Selleks votame (joof.
64) punktid y ja 2, mille kohavektoreiks ruumis 'E4 on (58.1) podhjal

y= (A7, Axt, 0, Ag),
_== (MxT’ 0, 0, po),
kusjuures sellest, et y?=2*=—¢p? jareldub: .
22 (x:;:z_!_xa;z - QQ) =—Qz, u2 (x*12 _ QZ') ____9,2-
Valemi (56.7) kohaselt
a 02
._92 Ch —:yz:lu (x*2 —_— QQ) _—— ?\,,
Q : Z

a
mistottu ch—=2A:p ja
Q

a a AQ — l‘l‘2
th? —=1—ch?—=——r.
e 0 22
parast lugeja ja nimetaja korrutamist stiurusega —0*A~?u~? saame

#2 o2\ {2 y%2, 02
- a Q2R“2—QQ}L—2 B (xl Q) (xl +x2 )

o Qzu_z x;k2 — o?

seega 2
he L (58.7)
e o—x

Néuame niiiid, et y oleks sirgega rs paralleelsel sirgel s, mille kujutise
yorrandiks on

Siit
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Punkti y kaugenemisel moodda sirget fs paralleelsuse suunas x;“—+g, mistotte

a
th—-—0 ja a—0, s.t toimub asiimptootiline lihenemine, Siin x¥=gth— ja
g

seega

etx [ r e @
(ev+c P)—f—(eﬂ—-e P)

Jérelikult
0' —
th—m=—e¢ ¢
Q Q
v oy - gy a a e .
Et viikeste a viirtuste korral th—=~— siis nieme, et a vihenemine toimub
Q Y

ligikaudu eksponentsiaalselt,

Kdige selle valguses pakub huvi selgitada, mida kujutab endast hiiperbool-
sel tasandil antud sirgest vordsetel kaugustel olevate punktide hulk. Sirgepaar,
nagu eukleidilises geomeetrias, see ilmselt olla ei saa. Vaatleme tema kujutist
Beltrami—Kleini mudelis. Valemist (58.7) nédeme, et

%2
X
2 gxa_ "2
Q 1 - H
th? —
(o]
s. t.
* ®2
Xy 2

+
2 2
Q

Kui a=const, siis saame siit kohe, et kénesoleva punktihulga kujutis on ellips,
mille suurteljeks on ringjoone Sy(¢) diamecter. Vastavat joont hiiperboolsel
tasandil nimetatakse ekvidistandiks (joon. 65). Selle podrlemisel suurteljele vas-
tava sirge iimber saadakse sirge ekvidistantpind ruumis Lz(g) (kujutiseks on
piklik pdordellipsoid), podriemisel véiketeljele vastava sirge mber tekib fasandi
ekvidisiantpind ruumis Ls(p) (kujutiseks on lame pddrdellipsoid); viimast nime-
tatakse ka lihtsalt ekvidistantpinnaks.

Lihtsamad pinnad ruumis L;(g) pole sellega veel ammendatud. Loomulikult
voib defineerida sfddrid ruumis Ls(g) kui punktihulgad {x:dr(c,x)=r}. Sfair
[Gikab risti teatava ldikuvate sirgete sidumi koiki sirgeid. Kui tema mingi dia-
meetri ks oispunkt fikscerida, teist aga lasta tokestamatult kaugeneda moédda

T
] RN
-~ ~

= TG

Joonis 65
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sirget, siis piirjuhul saadakse pind, mis Ioikab risti teatava paralleelsete sirgete
sidumi koiki sirgeid; seda pinda nimetatakse hiiperboolses geomeetrias piirsfdd-
riks ehk orisfddriks. Tasandil saadakse analoogiliselt piirringjoon ehk oritsiikkel.
Mdrgime, et hajuvate sirgete sidumi koiki sirgeid risti loikavaks pinnaks on
ekvidistantpind.

Harjutusiilesanded

95. Tuletada valem ringjoone pikkuse arvutamiseks Lobatievski tasandil.

96. Veenduda, et asendusega r=ig saame sfiiriliste trigonomeetria valemeist
(nditeks koosinus- ja siinusteoreemist jt.) Lobatevski trigonomeetria vastavad
valemid.

97. Tuletada valemid, mis seovad tdisnurkse kolmnurga kaht teravnurka
hiipotenuusiga voi kaatetiga:

¢ a
cota-cot f=ch—, cosa=sinfBch—.
Q Q

98. Jireldada hiiperboolsest koosinusteoreemist, et kolmnurga kiilje pikkus
el Gileta kahe filejaddnud kiilje pikkuste summat ega ole viiksem nende vahest.

99. Hulknurka LobatSevski tasandil L,(g) nimetatakse korrapiraseks, kui tal
on vordse pikkusega kiiljed ja vdrdsed sisenurgad. Veenduda, et kolmnurga kor-
ral jareldub kiiljepikkuste vordsusest sisenurkade vérdsus ning et sel korral

1 a |
sisenurk o avaldub kiiljepikkuse @ kaudu jirgmiselt: cos a=-( 1+th27) >~?2-;
Q
Tt

seega a<':"3" ja kui @— oo, siis o — 0. Niidata, et korrapirase nelinurga sisenurk

a 7
o avaldub kiiljepikkuse a kaudu jdrgmiselt: cos a=th2~5——, seega a<? ja kui

a— o0, siis a— 0.

100. Ndidata valemi (58.7) abil, et kahe hajuva h-sirge iihise ristldigu pikkus
on iihe sirge punkti minimaalne kaugus teisest sirgest, kusjuures punkti 16pmatul
kaugenemisel sellest ristsirgest modda iiht sirget tema kaugus teisest sirgest
kasvab tdkestamatuit.

101. Selgitada, millistesse punktidesse lihevad valemitega (58.5) masratud
hilperboolse litkkumisega harjutusiilesandes 17 antud pseudoortogonaalmaatriksi
puhul x’i‘x’;x’;-teljestiku alguspuntkt (0,0,0) ja ruumi L;(1) lopmata kauged punk-

tid (1,0,0), (0,1,0) ja (0,0, 1).

102. Niidata, et kui liikumine LobatSevski ruumis, mida tdlgendatakse
pseudosfédidrina Ls(@) < £, jitab paigale h-sirge ja seda lidbiva hA-tasandi, siis
teda méidravad valemid (58.3) saab xx;x3x,-teljestiku sobiva valikuga ruumis £,
viia kujju

Xi4-Ax Ax+-x
x1=J——_‘*__, A x’4=—1_l_—4-f, 0<<A<<];
y1—a2 V1— a2

v
asendused x;=ct, xl =ct/, A=— viivad siit Lorentzi erifeisenduseni erirela-
c

tiivsusteoorias.

103. Vaadeldes eelmise iilesande liikumist Beltrami—Kleini mudelis vale-
mite (58.5) vastava erikuju abil, ndidata, et LobatSevski ruumi sfdiri esitab
selles mudelis {ildjuhul lame péoérdellipsoid, mille péérdetelg 14bib mudelit #iris-
tava Se(p) keskpunkti xp (erijuhul, kui sfidri keskpunkt kujutub punktiks xo,
on sfadri kujutiseks samuti sfdar keskpunktiga x,).
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§ 14. MITTEEUKLEIDILISTE RUUMIDE STEREOGRAAFILISED
MUDELID

Eelmises art-s kisitletud Beltrami—Kleini mudeli heaks kiiljeks
on see, et LobatSevski geomeetria sirged kujutuvad siin sirge osa-
dena — tasandil E», vdi ruumis E; fikseeritud vastavalt ringjoone
voi sfairi kooludena. Samal ajal aga meetrilised suurused — kau-
gused ja nurgad — on selles esitatud moonutustega. Uhe uut laadi
mudeli, milles Lobat3evski geomeetria nurgad on antud moonutus-
teta, konstrueeris 1882. a. H. Poincaré.

Kui Lobat3evski ruumi Ls(o) késitleda Minkowski ruumi ‘E,
pseudosiddrina, nagu eespool tehtud, saab Poincaré mudelile minna
iile lihtsa vottega, mis paljuski sarnaneb Beltrami—Kleini mudeli
moodustamisega. Sfidri Sz E; korral oli see vdte tuntud juba
antiikajal ja sai nimeks stereograafiline projektsioon. Et niisuguse
projektsiooni puhul siilivad nurgad, siis teeb see ta praegugi kasu-
likuks kartograafias. LobatSevski geomeetria uurimisel on stereo-
graafiline projektsioon ja selle abil saadav Poincaré mudel samuti
viga kasulikud. Niteks kujutuvad ringjooned, ekvidistandid (nende
hulgas ka sirged) ja piirringjoored sel puhul koik teatavateks ring-
joonteks, vastavad pinnad aga sfdirideks eukleidilises geomeetrias.

59. Stercograafiline projektsioon. Votame eukleidilise ruumi Es
sfadril Sy iihe punkti p (pooluse) ja paneme ldbi sidéri keskpunkti

o tasandi, mis on risti vektoriga op (ekvaatoritasandi). Projitsee-
rime sfaari punktid punktist p kdnesolevale tasandile, s.t. seame
punktile x =S, vastavusse niisuguse punkti u sellel tasandil, et
p, x ja u asuvad fhel sirgel (joon. 66). Niitlikult on selge, et sel
viisil tekib pooluseta sfddri S;\{p} {iiksiihene pealekujutus euklei-
dilisele tasandile F»; seda kujutust nimetatakse stereograafiliseks
projektsiooniks. |

Konesolev kujutus Sz\{p} = E: esines juba Ptolemaiose (2. saj.)
t66s, kus on iihtlasi ndidatud, et sel puhul siilivad kdik nurgad;
nimetuse andis sellele belgia matemaatik F. d’Aiguillon
[egijoon] (1566—1617).

Alljargnevalt kisitleme stereograafilist projektsiooni analiifiti-
liselt ja toestame tema #sjamainitud omaduse. Teeme seda kohe
iildiselt nii sfaari Ss(r)c Eirkui ka pseudosfddri Ls(g) < !Eu korral,
et haarata ka elliptilist ja LobatZevski (ehk hiiperboolset) ruumi.

Alustame sfidrist Ss(r) < Ey; siin

Sy(ry=A{x : B2 +x} A2 {42 =r2},
Votame punkti p = Ss(r) (pooluse) koordinaatidega (0,0,0,7) ning
leiame suvalise punkti x & Ss(r)\{p} jaoks vorrandiga x,—=0 maa-
ratud hiipertasandil (ekvaatoritasandil) sellise punkti koordinaa-
tidega (ui, Uz, us, 0), et u asub punktidega p ja x mdiédratud sirgel.
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Joonis 66

Viimane koosneb punktidest kohavektoritega p-+-f(x —p). Seega
tuleb leida ¢ nii, et

u=p-+i(x—p).
Et =0, sest u=~p, siis vdoime tdhistada {~!==t%0, ning saame, et
x=p-+t(u—p). (59.1)

Samal ajal x = S3(r), mistottu #2=r2 ehk
[P+ (u—p)]>=r
Siin p?>=r2, pu=0 ja seetottiu
r2 — 2tri 2 (ul+-r?) =r2
Jédrelikult
. 2r
T= u2+r2

ning kui niiid seoses (59.1) minna iile koordinaatidele, on tule-
museks:

2rtu; ., ) . uz—r2
xi=w, l—l, 2, 3, x4-—~l' u2+r2 . (59.2)

Sellised valemid korraldavad iiksiihese vastavuse ekvaatori-
tasandi Es koigi punktide u hulga ja pooluseta sfddri Si(r)\{p}
punktide x hulga vahel, méédrates sel teel teatava kujutuse

S-3 (f)\{p} "+E3,

mida ka siin nimetatakse stereograafiliseks projektsiooniks.

Varem vaadeldud kujutuse Sa(r)\{p}—>E: esitavad tépselt
samad valemid (59.2), ainult et /=1, 2 ning vastavall sellele asub
x; kohale xs. |

Analoogiliselt tekib ruumi 1E, pseudosfdéri

Ly() ={x : B4+224-x2— X2 =—0? x>0}
stereograafiline kujutus. Punktiks p tuleb votta punkt koordinaati-
dega (0, 0, 0, —p), hiipertasand aga endiselt médirata vorrandiga
x;=0 (joon. 67). Erinevus seisneb iiksnes selles, et varasemate r
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ja r® asemel tuleb niiiid votta vastavalt —0 ja —pg? Vorrandite
(99.1) asemel saame seega

2% . @?+u?
Xi="'Q—2—_'—u'2—' s .',=1, 2, -3; X!‘:Q.Ez—.—_uz- . (593)

Ef siin peab olema x,>0, siis * —u?>0, s.t. ut<<p2 Tekib iiks-
lithene vastavus pseudoesfdiri L3(o) kui LobatSevski ruumi kéigi
punktide x hulga ja eukleidilise ruumi E; sfdiri Sa(0) ={u : ut=y2
sees olevate punktide «# hulga vahel. Saadud vastavust X |- u nime-
tatakse pseudosfddri stereograafiliseks projektsiooniks. Ta kujutab
LobatSevski ruumi Ls(g) eukleidilise ruumi E, teatava sfdiri S2(0)
sisemusse ja sarnaneb selles mottes Beltrami—Kleini mudeli andnud
kujutusega. Sarnasuse kérval on aga mitmeid olulisi erinevusi,
mille juures peatume pikemalt iilejirgmises artiklis.

Poordudes tagasi sfddri S;(r) = E, stereograafilise projektsiooni juurde,
nditame voéimaluse elliptilise ruumi S’;(r) teatava mudeli konstrueerimiseks

eukleidilise ruumi E; geomeetria vahenditega. Elliptiline ruum S¥(r} definee-

ritakse kui sfdidri S;(r) diametraalsete punktide paaride (e-punktide) hulk, milles
kahe e-punkti vaheline distants médratakse vastavate punktide vahelise vihima
kaugusena siadril S;(r) (art. 55f. Vérrandiga x4=0 mdiédratud ekvaatoritasand
jagab sfddri Ss(r) kaheks. poolsfddriks. Vatame neist selle, mille korral x,<C0.
Siis (59.2) jdrgi u? < r3 s.t. kdnesolev poolsfair kujutub stereograafilise pro-
jektsiooniga ekvaatoritasandil E; asuva sfadri Sy(r) sisse (vrd. joon. 66). Selle
poolsfdédri iga punkt x, mille korral x4<C0, aga samuti ka tema kujutis u sfiiri
Sz(r) sces, esitab elliptilise ruumi teatavat punkti (e-punkti). Teisiti on lugu
poolsfdéri ddre Sy(r) punktidega, kus x4=0. Elliptilise ruumi punktide saamiscks
tuleb samastada iga kaks diametraalset punkti sellel ddrel Sy (7). _

Niiviisi tekibki elliptilise ruumi S¥(r) mudel, milles e-punktideks on sfddr;
Sao(r) sisemuse punktid ruumis Ei; ja selle sfidri enda diametraalsete punktide
paarid.

236



Elliptilise ruumi tasandeiks (e-tasandeiks) on sfddri Ss(r) 16iked keskpunkti
o labivate hiipertasanditega ruumis £, kusjuures diametraalsed punktid tuleb
samastada. Mudelile {ileminekuks tuleb sellel sfd&ril Sa(r) piirduda {ilalmirgitud
poolsfddriga ja seejdrel rakendada stereograafilist projektsiooni. Selgitame, mis
on e-tasandite kujutised mudelis.
Punkti o [dbiv hiipertasand ruumis E, miiratakse teatavasii vorrandiga
3
hy lAixi+A4x4=0 (594)
{art. 1); tema kujulise vorrandi saame, kui teeme asendused stereograafilise
projektsiooni vorrandeist (59.2).
Kui A;=0, siis on tulemuseks vorrand

3
,ZlAsui=0, (59.5)

FE ]
mis médrab sfddri So(r) keskpunkti o ldbiva tasandi ruumis E; Kujutiseks mude-
lis on selle tasandi iihisosa sféddri Sg(r) sisemusega — teatava suurringjoone
sisemus, millele on lisatud suurringjoone diametraalsete punkiide paaride hulk.

Kui A4=0, saab vorrandile (59.4) anda kuju
3

i;__lcix,-—_—rx.;, (59.6)
kus ci=—rA:/As. Asendus seosest (59.2) annab kujutise vorrandiks
2_§lciu,-=u2—r2.
B

Vasakul on skalaarkorrutis cu= 3 c:u:. Viies selle paremale ja r? vasakule ning
i=1
liites kummalegi poole €2, saame vdrrandile kuju

(. —¢)2=c?4-r?,
milles tunneme &ra eukleidilise ruumi E3 sfddri vdrrandi, kusjuures keskpunktiks

on ¢ ja raadiuseks R==7c?*4r?. Nagu kerge veenduda, 16ikab Sy(R) sfdiri Sy(r)
mo6da viimase suurringjoont (vrd. joon. 68). Seega iildiselt e-tasandi kujutiseks
mudelis on mdrgitud omadusega sfiiri Sq(R) osa sfddri Sy(r) sees, millele tuleb
{isada seda osa ddristava suurringjoone diametraalsete punktide paaride hulk;
erijubul v6ib So(R) asemel olla sfddri Sy(r) diameetertasand,

Elliptilise ruumi sirge kujutise saamiseks tuleb vétta mingi kahe teda
labiva e-tasandi kujutiste ldige. See on niisiis kahe {ilalmainitud (ja vajalikul
viisil tdiendatud) sfdidriosa ldige. Seega e-sirge kujutiseks on sfidri S;(r) mingit
kaht diametraalset punkti ithendav ringjoone kaar, mille otspunktid tuleb samas-
lada. :

Joonis 68 . Joonis 69
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Huvitav on see, et mitte iiksnes sfdiri Sz(r) ja selle diameeterhiipertasandi
thisosa, vaid ka sfddri S3(r) ja suvalise hiipertasandi lbige annab stereograafili-
ses projektsioonis kujutisena ruumi Es sfddri, nagu me jdrgnevalt niditame, Ellip-
tilise ruumi iilalkirjeldatud mudeli seisukohalt tdhendab see, et sfdidr konealuses
ruumis (fihest e-punktist vordsetel distantsidel olevate e-punktide hulk, mis maéa-
ratakse just iilalmainitud 16ikega) kujutub mudelis samuti siddrina. Otseselt om
see nii, kui kujutatav sfddr mahub konesolnud Ss(r) poolsfidrile; kui ta ei mahuy,
siis tulevad appi votta diametraalsete punktide kujutised (vrd. joon. €9, kus seda
on illustreeritud {the vorra madalama mootme korral).

Toestuseks tuleb {eha suvalise hiipertasandi vorrandisse

3
Ao+ _ElAixi+A4x4=0

juba eespool kasutatud asendus vorrandeist (59.2). Pérast nimetajaga w?4-r? libi-
korrutamist ja korraldamist on tulemuseks vorrand

8
(A0+fA4) u2+2r2 Z Aiui+f2(A0—.fA4) =0,
i=l

mis toesti mairab sfddri ruumis Es ([6], 1k. 284). _

Elliptilise ruumi stereograafilise mudeli ehituse uurimisel piirdume esialgn
Selduga. Moningaid tdiendusi lisandub jirgmistes artiklites, kus ihtlasi antakse
analoogiline, kuid mirksa olulisem mudel Lobat3evski ruumi jaoks.

60. Stereograafilise kujutuse konformsus. Jirgnevalt toestame,
et eelmises artiklis defineeritud stercograafilise kujutuse korral
koik nurgad siilitavad suuruse, mis neil oli algselt kas sfdérilises
(elliptilises) voi LobatSevski geomeetrias. Selleks tuleb eelnevalt
tuletada ruutvorm dst=—dx2? kujutusi méddravate valemite (59.2) voi
(59.3) jargi.

Alustame sfédérist Ss(r) < E.. Siin (59.2) jargi

3
dxy==2r2 (U2 4-r2) 2 [ du; (124-r2)— u; 2 3 vy du; ] _, (60.1)
=1
3 3
dremr (2hr2)-2 [ 2 3y dus (ort) — (w2 — 12)2 3 0y s | =
=1 j==1 X
3
=4r3(u?4-rf) =2 3 u; du;, (60.2)
=1
mistottu J
3 3
> dx2 =4ri(utr3)— 3 [ du? (u2--r2)—2—
i=1 . =1 . .
— 2u; dui-22 Uj duj(u2+f2) —}—uf -4 ( Z U; duj) ] =
j=1 4 ' i=1
S 3 2
=4r4(u2—|—r2)*4[ (u24-r2) 3 du— 4 (uP+-r?) ( > u; dui) -+
=1 =t \
+4u? (Z’ U dui) I
i==]
ja seega kokkuvottes
s 3 432 Ldx? Art 3 2
S E: X rax,= (u2+r2)2 5 Wis
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s. 1.

4ré
ds?= (@) (du%—[—dui—[—du%). (60.3)

Analoogiliselt tuleb talitada pseudosiddri Ls(g)<'E; korral,
ainult siin on vaja dx; puhul 72 asemel vitta — @% Samal ajal

3 3
drimg (g — 1) 22 3 o dui (@ — ) — (@2+u){—2 S wedu, ) | =

i=1 i=1

3
=403 (g2 — u2)—2 3 u; duy.
i=1

Seega
ds?= Za,’dx2 dx? = Aot Za'du2
= i A (Qz_____ u2)2 = i?
s, t.
detm— g 4 dup fdup 60.4
§t= (Qg_ug)z ( u’i+ u2,+ us)' ( " )

Mblema tulemuse (60.3) ja (60.4) juures on tegemist olukorraga,
kus ruutvorm ds?=dx? ‘erineb ruutvormist duwt=dud{-dud-+-dif

ainult teatava teguri f(u) poolest:
dx2=f(u)du?. (60.5)

Teisiti 6eldes, mingi joone ¥ punkti x kohavektori x(f) ja tema
kujutise vastava punkti u kohavektori u(f) korral vektori dx=
—x’ dt skalaarruut ruumis E, vbi !E, erineb vektori du=wu’dt ska-
laarruudust ruumis Es punktist # e E; soltuva skalaarteguri f(a)
poolest. Seejuures x’ kui suvalise funktsiooni x(f) tuletis mingis
punktis voib olla suvaline vektor, mistottu deldu kaib iga vektori
ja selle kujutise kohta.

Olgu ruumi E, sfééril vdi ruumi !E, pseudosfiiril tegemist kahe
joonega ¥ ja X, mis loikugu mingis punktis z. Esimese punkti x
kohavektoriks olgu x(¢), teise punkti y kohavektoriks y(f), kus-
juures kummagi joone parameetrid olgu kooskélastatud nii, et ihine
punkt z vastab kummalgi parameetri véirtusele %, Nurgaks nende
joonte vahel I6ikepunktis z nimetatakse nurka nende joonte puutu-
jate vahel selles punktis, seega nurka vektorite x"(%) ja ¥ (t)
vahel. Selle arvutamiseks on valem

X'y
[ ly]
Joonte kujutistel stereograafilises projektsioonis on vastavate
punktide « ja v kohavektoreiks u(f) ja v(t); seejuures punkiis 2
x?=[(w)u?, y?=f(w)v? (60.6)

kus w on punktile z selles kujutuses vastav punkt. Tuleb leida, kui-

COs a=—
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das on seotud x’y’ ja w’v’. Selleks saab kasutada valemit (' —y')*=
=x"2— 2%y’ +y’?, millest

1 5 (2 — g}
Y=g [y — (' —y)?]. (60.7)

Seoste (60.1) ja (60.2) lineaarsusest du;=u;d¢ suhtes jdreldub,

et ¥ koordinaadid on #’ koordinaatide lineaarfunktsioonid, mistottu
x’ —y’ kujutiseks on #’—v’ ja jdrelikult lisaks vordustele (60.6)
kehtib ka '

(¢ — )=l (@) (@ — )2
Asendus seosesse (60.7) annab niiiid, et

x’y’=£—;- f(w) [w24v2— (0 —v')2] =] (w)u'v'.

Jarelikult , ,
oS g [(w)u'v _uv

V@) o] YF@) | w|lo]

kus paremal on koosinus nurgast kujutisvektorite u’ ja v’ vahel.
Nagu selgub, on see nurk vordne nurgaga vektorite x” ja y’ endi
vahel.

Kokkuvéttes on tdestatud, et kujutus omadusega (60.5), seega ka
stereograafiline kujutus, sdilitab nurgad. Seda asjaolu arvestades
koneldakse, et sellise omadusega kujutus on konformne. Stereograa-
filise kujutuse jaoks tahendab see, et vdga védikese kolmnurga kor-
ral, mille puhul elliptilist geomeetriat sfddril Sa(r) ja hiiperboolset
geomeetriat pseudosfdaril Ls(g) ldhendab eukleidiline geomeetria,
on selle kolmnurga stereograafilisel kujutisel ruumis FEs samad
sisenurgad, mistdtiu kujutis on originaaliga ligikaudu sarnane (ehk
konformne; lad. k. confarmis — samakujuline).

61. LobatSevski geomeetria Poincaré mudel. Pseudosfdéri Ls(g)
stereograafilise projektsiooni korral kujutub LobatSevski ruum
eukleidilise ruumi E; sfdidri Sa(g)={it:u2=¢? sisemusse (vrd.
joon. 67). Tekib LobatSevski geomeetria teatav uus mudel, mida
selle esmakirjeldaja jirgi nimetatakse Poincaré mudeliks.

Selgitame, milleks kujutuvad selles mudelis hiiperboolsed tasan-
did ja sirged. Hiiperboolne tasand on pseudosfddri Ls(g) loige
keskpunkti o libiva hiipertdsandiga, iga sellise 16ike aga mdéérab
vorrand (59.4). Soovitava l5ike kujutise vorrandi saamiseks tuleb
siia teha asendused vorrandeist (59.3). Kui A.=0, siis on tulemu-
seks vorrand (59.5), mis madrab sfadri S:(g) keskpunkti ldbiva
tasandi ruumis Es. Hiiperboolse tasandi kujutiseks on selle tasandi
{ithisosa sfddri Sz(¢) sisemusega, s.t. teatava suurringjoone sise-
mus. Kui A,5%0, siis saab vorrandile (59.4) anda kuju

3
2 CiXi==QXy, (61.1)

i=—1

240




kus c;=-—pA;/A:. Asendus annab niitid vastava hiiperboolse tasandi
kujutise vorrandiks

3
2 D) citty=g+-u2,

1=t

3

Vasakul on skalaarkorrutis cu= 3 cu;. Viies selle paremale ja ¢%
i=1

vasakule ning liites kummalegi poolele €2, saame vérrandile kuju

(B —c)2=c2— g2, (61.2)

Selleks et vorrandiga (61.1) méadratud hiipertasandj ja pseudo-
sfddri Ls() loige poleks tiihi, peab olema ¢*>02, kusjuures 15ike
kui hiiperboolse tasandi kujutis asub, nagu naha vorrandist (61.2),
teataval sfdédril ruumis Es. Selle sfisri keskpunkt on ¢ ja raadius

R=7c*—p, mistdttu R2 on sfidri S2(@) keskpunkti o ja punkti ¢
vahelise kauguse ruudu ¢? ja sfdiri Sz2(@) raadiuse ruudu @2 vahe
(joon. 70). Seega on saadud sfiir S2(R) ortogonaalne sfadriga
Sa2(0). Hiperboolne tasand kujutub antud sfddri S;(o) ortogonaal-
selt l6ikava sfddri Sy(R) osana sfddri S2(0) sees; erijuhul vdib
S2(R) asemel olla sfdiri Ss(g) diameetertasand. Kui Idigata seda
omakorda mingi teise hiiperboolse tasandi kujutisega, niiteks suur-
ringjoone sisemusega, saame hiiperboolse sirge kujutise, milleks
on sfadriga Sa(g) risti l6ikuva ringjoone kaar sfdaari Ss(g) sise-
muses. Kui on tegemist kahe suurringjoone sisemuse 15ikega, saame
hiiperboolse sirge kujutiseks sfairi S2(g) diameetri (ilma otspunkti-
deta), mida v&ib vaadelda tilalkirjeldatud ringjoone kaare piir-
juhuna, kui selle ringjoene keskpunkt ¢ kaugeneb 1opmatult
(joon. 70).

Siit on veel kord selgesti niha, et Lobatievski geomeetrias ei
kehti eukleidiline paralleelide aksioom. Joonisel 71 on hiiperboolse
tasandi Ls(¢) mudelil kujutatud hiiperboolne sirge ja valik seda
mitteldikavaid hiiperboolseid sirgeid 1iabi antud pumkti; darmised
neist kujutavad LobatSevski paralleele antud sirgele 1dbi antud
punkti, iilejddnud on selle sirge suhtes hajuvad.

Joonis 70
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Joonis 71 Joonis 72

Arvestame veel seda, et stereograafilise projektsiooni konform-
suse tottu nurgad hiiperboolsete sirgete vahel kujutuvad Poincaré
mudelis loomulikus suuruses. Jooniselt 72 on seega vahetulf néha,
et kolmnurga sisenurkade summa on vaiksem kui kaks tdisnurka.
Uhtlasi on seal kujutatud kidunud kolmnurk, mis koosneb kolmest
tiiiperboolsest sirgest, millest iga kaks on Lobat3evski paralleelid.
Selgub kohe, et leidub kolmnurki kuitahes viikeste sisenurkadega —
on vaja vaid votta tipud kiillalt kaugel, nii et nende kujutised
Poincaré mudelis oleksid kiillalt 1dhedal sfédérile Sz(g).

Huvitavalt saab Poincaré mudeli abil kisitleda hiiperboolseid
sirgekimpe voi sidumeid. Neid on kolme liiki: 16ikuvate, paralleel-
sete ja hajuvate hiiperboolsete sirgete kimbud voi sidumid. Esimesel
juhul sirgetel on dhispunkt, mis teisel juhul on kaugenenud I6p-
matusse (s.t. Poincaré mudelis on ldinud sfddrile Sa(g)). Kolman-
dal juhul, kui piirduda sirgesidumiga, on hiiperboolsed sirged selles
risti iihe hiiperboolse tasandiga.

Mudeli seisukohalt voib igal neist juhtudest niidata sfddrile
S2(0) lisaks veel ihe sfddri — esimesel kahel juhul {ihispunkti ¢
kui nullraadiusega sfddri, millel on vorrand (# —c)2=0, kord
sfadri Sz(g) sees, kord sellel sfadril, kolmandal juhul mainitud
hiiperboolset tasandit kujutava sfaari vorrandiga (61.2).

Kaks sfadri madravad eukleidilises geomeetrias teatava sfdédri-
kimbu jargmiselt. Uheks sfddriks olgu sféar S2(g) vorrandiga
w2 — 2=0. Lisame talle mingi sfddri vorrandiga (u—c)2=R? ehk

u? — 2cu+tc2 — R2=0.

Nende sfadride vorranditest ‘tekib siisteem, millest saab vorrandite
poolte lahutamisel jareldada iihe tasandi vorrandi:

2cut (R? — g% — ¢%) =0. (61.3)

Seda tasandit nimetatakse antud kahe sfdéri radikaaltasandiks ([6],
Ik. 293: kui sfdérid 16ikuvad, siis l4bib see nende 16ikeringjoone).
Oeldakse, et kolmas sfadr kuulub kahe antud sfddriga samasse
kimpu, kui temal ja sidéril Sz2(@) on seesama radikaaltasand mis
kahel esialgsel.
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Sfdédrikimpu on lihtne kirjeldada, kui lisandunud sfiir on sfdari
S2(p) suhtes teises v6i kolmandas eespool margitud asendis. Alus-
tame kolmandast: lisandunud sfiédr loigaku ortogonaalselt sfdari
S2(0). Sel korral on radikaaltasandiks loikeringjoont Idbiv tasand
ja kimp koosneb seda ringjoont ldbivatest sfidridest. Teisel juhul
R=0, ¢*=¢? ning vorrand (61.3), omades praegu kuju eu — o2=0,
madrab sfédédri S:(@) punkti ¢ 1dbiva ja selle punkti kohavektoriga ¢
ristuva tasandi, milleks on sfddri Ss(p) puutujatasand punktis c.
Kimp koosneb sfddri Si(o) punktis ¢ puutuvatest sfddridest. Esi-
mese juhu analiiiis j44b pisut hilisemaks.

Mis osa on nende kimpude sfidridel Poincaré mudelis Lobat-
Sevski geomeetria seisukohalt? Vastamiseks nditame, et iga sfddr,
mille keskpunkt ¢’ on kdnesolnud kimbu radikaaltasandil ja mis on
ortogonaaine sfddriga S»(g), on ortogonaalne kimbu iga sfddriga.
Toepoolest, kui vérrandiga |

(r—c')2=r2

antud sfddri puhul keskpunkt ¢ on radikaaltasandil vorrandiga
(61.3), s.t. kehtib |

2e¢’+ (R? — g2 — ¢2) =0,
ning kui leiab aset selle sfidri ortogonaalsus sfdariga S2(g):
rit-g?=c?,

siis kehtib ka siit vérduste poolte liitmisel saadav seos

2¢¢'+-R?4-r2 — 2=c"?
ehk

REf-r= (¢ —c)?,

mis tidhendabki vaadeldava sfdiri ortogonaalsust kimbu sfidriga.
Seejuures sfadriga Sa(p) ortogonaalne sfdir on hiiperboolse tasandi
kujutis. Iga kahe sellise sfdari 16ikejoon on hiiperboolse sirge
kujutis. o

JAnalfjiisime niliid edasi eespool néidatud kolme juhtu. Alustame
kolmandast. Siin on kimbu sfdiride seas iiks, mis on teatava
hiiperboolse tasandi kujutis. Viimati- mainitud hiiperboolsete sirgete
kujutised I6ikavad seda eukleidilise geomeetria seisukohalt risti,

Joonis 73
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kuid- et Poincaré mudelis nurgad kujutuvad loomulikes suurustes,
siis ka vastavad hiiperboolsed sirged loikavad seda hiiperboolset
tasandit risti ja moodustavad seega just selle hajuvate hiiperbool-
sete sirgete sidumi, millest ldhtusime. Sfaarikimbu iga teine sfddr
16ikab nende kujutisi risti ja on seega teatava ekvidistantpinna iihe
katte kujutis (vrd. joon. 73,3).

Esimesel juhul sfddrikimbu sidédride seas on punkt ¢ kui null-
raadiusega sfddr, kusjuures ortegonaalsus viimasega tdhendab
lihtsalt punkti ¢ 1bimist. Niisiis, iile-eelmises loigus kone all olnud
hiiperboolsed sirged ldbivad koik iihte punkti, loigates risti koiki
neid pindu, mida kujutavad vaadeldava sfadrikimbu sfddrid. Viima-
sed pinnad on seega sfddrid LobatSevski geomeetrias (vrd. joon
73,1).

Teine juht erineb eelmisest vaid selle poolest, et ¢ on sfddril
Ss(g), mistdttu konesolevad hiiperboolsed sirged on Lobat8evski
paralleelid. Sfddrikimbu sfdérid kujutavad endast sel korral piir-
sfadre, s.t. pindu, mis loikavad paralleelide sidumi sirgeid risti
(vrd. 73,2).

Nii nieme, et eukleidilise ruumi E3 sfddr (tdpsemalt selle mitte-
tihi osa Sa(g) sees) kujutab Poincaré mudelis LobatSevski ruumi
sfddri, piirsfddri voi ekvidistantpinda, olenevalt sellest, kas tema
iihisosa sfadriga Sa(o) on tihi, ithepunktiline hulk (s.t. toimub
puutumine) véi ringjoon. Kui ta viimasel juhul 16ikab sfaari S:(e)
.ortogonaalselt, on tegemist hiiperboolse tasandi (kui ekvidistant-
pinna erijuhu) kujutisega.

Analoogiliselt, LobatSevski tasandi Poincaré mudeli puhul kuju-
tab ringjoon (tipsemalt selle mittetihi osa Si(g) sees) Lobat3evski
geomeetria ringjoont, piirringjoont voi ekvidistanti (joon. 73, vas-
tavalt 1, 2 voi 3).

62. Geomeetria ruumi E; pseudosfddril. Meenutaime, et terminit
«mitteeukleidiline geomeetria» kasutasime juba art-s 52, kus mar-
kisime sellega konstantse koverusega pinna sisegeomeetriat, juhul
kui koverus pole null. Seejuures K==const<0 puhul sai see geo-
meetria nimeks LobatSevski geomeetria. Hiljem, kui andsime Lobat-
fevski ruumi Ls(p) tdpsema kisitluse Minkowski ruumi tE, imagi-
naarse raadiusega hiipersfadri abil, selgus art-s 56, et selle
ruumi tasandil Ls(o) kehtib toesti seesama LobatSevski geomeetria
mis enne. Seni on aga lahtipe kiisimus, kui suures ulatuses saab
Lobat3evski tasandi geom‘ee{;'iat realiseerida iithel voi teisel kons-
tantse negatiivse koverusega pinnal ruumis E3. Miks oli meil iildse
vaja minna vélja ruumist Es?

Uks kdige lihtsamini kirjeldatav konstantse ‘negatiivse kove-
rusega pind ruumis E3 on psewdosfddar — pind, mis tekib trakirissi
podrlemisel oma asiimptoodi iimber (art. 52, joon. 52). Poordpinna
meridiaanid kui geodeetilised jooned etendavad selle pinna sise-
geomeetrias sirgjoonte osa. Pseudosfiiri korral on nendeks fihes
suunas iiksteisele asiimptootiliselt ldhenevad pdorieva traktrissi
asendid.
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Olles niiiid eelmises ja kiesolevas paragrahvis ldhemalt tutvu-
aud LobatSevski geomeetriaga, vdime oelda, et need meridiaanid
on ndhtavasti omavahel paralleelsed hiiperboolsed sirged. Neid
risti 16ikavad pseudosfddri paralleelide kaared peaksid niisiis kuju-
tama piirringjoonte kaari Lobat3evski geomeetrias.

Alijargnevalt niitame, et see on toesti nii, ning selgitame f{iht-
lasi, missuguse osa LobatSevski tasandist ja mil moel saab realisee-
rida pseudosfddrina ruumis E;. Pseudosfiiril tuleb seejuures piir-
duda iithega kahest siimmeetrilisest poolest, niiteks joonisel 52 iile-
misega, muidu poleks tegemist lihtpinnaga.

Eespool uurisime Lobatevski ruumi L3(0) Poincaré mudelit
sfddri S:(0) sees. Selgus, et paralleelide sidum kujutub selles
mudelis sfadril S;(g) olevast punktist ¢ lihtuvate ja selle sfadriga
ristuvate ringjoonte kaarte hulgana. Kui votta sfiiri S2(p) diamee-
tertasand, mis 14bib punkti ¢; siis see 1Gikab mudelist véilja Lobat-
Sevski tasandi mudeli ringjoone Si(g) sees, millele sidumist jisb
teatav paralleelide kimp. Kimpu kuuluvaid hiiperboolseid sirgeid
risti ldikavateks joonteks on piirringjooned, mis mudelis kujutuvad
ringjoont Si(g) punktis ¢ puutuvate ringjoontena (joon. 73,2).

Votame ¢ ossa punkti (g, 0, 0) ja diameetertasandiks u -
tasandi. Eesmirgiga lihendada olukorda pseudosidédri omale valime
uued parameetrid v, ja vy nii, et parameetrijoonteks w;=const ja
vi==const oleksid nende paralleelide ja piirringjoonte kujutised.
Selleks votame v ja v; ossa kdnesolevate kujutiste kui ringjoonte
raadiused (joon. 74). Ringjoonte vérrandid on siis vastavalt

(41— Q)%+ (42 — v2) 2=102, (62.1)
[41— (@ —v1) 242 =2,
ehk pdrast {imberkorraldusi
(41 — @) 212 — 2uy0,=0,

(1 —Q)2+42(uy — @) vi4-u2 =0.

Joonis 74
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Sellest siisteemist tuleb avaldada ui—g@ ja ue. Vorrandite poolte
lahutamise]l jouame seoseni

2 (u1 — Q) Ui—l—2u2U2=0;
millele saab anda vorde kuju

Uy—Q _.L_t_z_
—vy Uy
Seega eksisteerib A nii, et
Uy — Q=-—7\,Uz, Ug=—=AUjy. (622)
Asendus vorrandisse (62.1) annab niiiid

W2 (2 402)— 2A0102=0.
Lahendile A=0 vastab puutepunkt c; teiseks lahendiks saame

2'0102
2 2
% 403

(62.3)

Edasi votame ds? avaldise (60.4) Poincaré mudelis ja arvestame,
et praegu us=0; saame

40*
G we—&)

Siin tuleb iile minna parameetritele v, ja v Koigepealt leiame
(62.2) ja (62.3) jargi, et

ds?= (du? +-du2). (62.4)

du'-—-—d(-—- 20102 ) 9 vi (U:f-— vﬁ)dul—.?vf Uy dUy
T\ T e (0 +e2) ’
dus=d (—2;2%2—-) —9 2010 dvi"i'fﬁ (Zf-z— v3 ) dvs
VT (vi+03)
ja parast moningaid arvutusi saame
4 2 4 2
2 2 vs dvy vy dus
du? +-du’, =4 GEEE

?
b

Seejuures
Q— ur— u =@*— (¢ — Ave)? — }Pv}, =2ghva — A2 (02 +40v2) =

.

e—us
— 4yt —
Jarelikult (62.4) jargi
4
ds?= @ (vk dv? 4v4 du2)

v2ud (@ —vs)?
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ehk

2 2 . 2
d32=g4[ dvi 0 vy dus ]
o (e—v)* ' 0% (e— )
Siin on voimalik leida uued parameetrid w, ja w; selliselt, et
duy dus
0Fy —— (12 ] [— e
dwy=0¢ e — o) dw's 0
animelt
W= ln ——t w I (62.5)
=0 e— vy’ 2 vy '
Pérast nendele parameetritele {ileminekut saame
2w

ds?=du? —|—eT dw?,

Tulemus erineb pseudosfdidri esimesest ruutvormist (52.10) ainult
tiahistuse peolest; seejuures selgub, et

— 1
—K=—.
' Q
Siin w;-jooned on iihtlasi vs-jooned; seega LobatSevski geomeetrias
paralleelide kimbu sirged; samaaegselt on nad pseudosfdari meri-
diaanid. Muutuv parameeter w; on neil meridiaani kaare pikkus.
Seejuures alguspunktiks wy=0 on (62.5) jargi selline punkt, kus

U1
Q— U
Poincaré mudelis niisuguse ringjoone, mis puutub rimgjoont S;(o)
punktis ¢ ja 14dbib tema keskpunkti o. LobatSevski tasandil vastab
sellele ringjoonele teatav piirringjoon, pseudosfddril aga maksi-
maalse raadiusega paralleel, mis on {ihtlasi pseudosfdari &éareks
(tagasipddrde servaks). Kui v;— 0, siis wy——oo, sellele aga vastab
punkti 1opmatu kaugenemine traktrissil. Jarelikult pseudosfddr kuju-
tab endast LobatSevski tasandi teatava piirringjoone sisemust,
sedagi juhul, kui see sisemus mdhkida lopmata palju kordi pseudo-
sfdadrile (nii nagu eukleidilise tasandi voib lopmata palju kordi
mahkida p&6rdsilindrile).

Sellega seoses kerkib veel kord juba art-s 52 mainitud probleem:
kas eukleidilises ruumis Es leidub moni teine konstantne negatiivse
koverusega pind, millel oleks realiseeritav kogu Lobat3evski tasand.
Nagu mirgitud, tdi probleemisse selguse D. Hilbert 1901. a., toes-
tades, et sellist pinda ei leidu: koik siledad konstantse negatiivse
koverusega pinnad on direga! Pdrast seda sai selgeks, et kogu
LobatSevski tasandi kisitlust mingi pinna abil on vdimalik teha
{iksnes ruumist E; viljumise hinnaga — nii ongi tehtud §-s 13.

=1, s.t. kus v;=-%-. Need alguspunktid moodustavad

Et w; on kaare pikkus geodeetilise! joonel mingist alguspunktist arvates ehk
{ihtsalt punkti kaugus hiiperboolsel sirgel sellest alguspunktist, siis saame anda
{ihtsa konstruktsiooni kahe punkti vahelise kauguse mdadramiseks LobatSevski
tasandil Poincaré mudeli abil. Selles mudelis antud kahe punkti x ja y korral
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Joonis 75

tuleb konstrueerida neid ldbiv ja ringjoonele Si(g) risti toetuv ringjoone kaar
(hiiperboolne sirge), 1dbi selle iihe otspunkti ¢ tdmmata ringjoont Si(e) puutuvad
ja meid punkte x ja y ldbivad ringjooned ning miédrata nende raadiused p ja
g kui v, vastavad vddrtused (joon. 75). Seejuures tuleb valemi (62.5) jargi arvu-
tada w, vastavad vidrtused. Otsitav kaugus dr(x,y) on nende vahe absoluut-

viairtus: seega
ln( P : 9 )l . (62.6)
e—P Qe—4aq/

Niisuguse valemiga antakse kahe punkti vaheline kaugus Lobat3evski geomeet-
rias Doincaré mudeli abil. Meenutame, et nurgad on selles mudelis esitatud nende
loomulikus suuruses (art. 60).

dL(xa y)=g

Harjutusiilesanded

104. Kartograafias kasutatakse stereograafilise projektsiooni kérval eriti laial-
daselt sfddri sellist konformset kujulusi tasandile, mis saadakse, kui vorrandis

s
(31.1) votta 0,== arctan e“l——Q—, B,=u,. Ndidata, et sel puhul on toesti tege-

mist omadusega (60.5), s.t. konformsusega. Konesolevat kujutust nimetatakse
Mercatori projektsiooniks, teda kasutatakse laialt navigatsioonis, sest meridiaanid
ja paralleelid kujutuvad siin ristuvate sirgloikudena ning seega sama kursiga
soitva laeva voi lennuki trajektoor (loksodroom sfddril), loigates meridiaane
konstantse nurga all, kujutub konformsuse tottu samutj sirgloiguna.

105. Olgu LobatSevski tasandi L,(g) Poincaré mudelis lisaks ringjoone S,(Q)
keskpunktile o voetud veel mingi punkt x, mis on sellest eukleidilises geomeetrias
kaugusel r, r<Cg. Arvutada valemi (62.6) abil di(0,x) ja kontrollida tulemust
valemi (60.4) jérgi.

106. Kolme tdisnurgaga nelinurka nimetatakse LobatSevski geomeetrias
Lamberti! nelinurgaks, seejuures késkmise tdisnurga lahiskiilgede vordsuse korral
vordhaarseks Lamberti nelinurgaks. .Paigutades need ldhiskiiljed Poincaré mude-
lis kahele ristuvale diameetrile ja kasutades seile mudeli konformsust, niidata, et
neljas sisenurk o avaldub lihiskiilgede vordse pikkuse & kaudu valemiga cos a=

a a
—sh?—, seega sh—=C1 ehk a=<Cp arsh 1=0,88¢.
Y 0

! Johann Heinrich Lambert (1728—1777), saksa matemaatik, kes kones-
olevat nelinurka uurides pidas esmakordselt voimalikuks sellise geomeetria ole-
masolu, kus neljas nurk on teravnurk.
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§ 15. MONDA DIFERENTSIAALGEOMEETRIAST
MITTEEUKLEIDILISTES RUUMIDES

Kéesoleva peatitki eelmistes paragrahvides oli pearghk mitte-
eukleidiliste ruumide nendel omadustel, mille poolest nad erinevad
eukleidilisest ruumist E; Lokaalsete omaduste poolest on aga koik
need ruumid {isna sarnased. Selgelt tuleb see ilmsiks joonte ja pin-
dade diferentsiaalgeomeetria uurimisel. Jirgnevas nieme, et modi-
fikatsioonid, mis tulevad Bartelsi—Frenet’ valemeisse jooneteoorias
voi Darboux’—Cartani valemeisse pinnateoorias tileminekuga ecuklei-
dilisest ruumist mitteeukleidilisse, on sedavérd viikesed, et need
valemid saab anda iihtselt kdikide kénesolevate ruumide jaoks.

Uhtlasi on jirgnev ké#sitlus heaks kordamiseks, sest selles
antakse joone ja pinna kohta kéik pohiline ning niisuguses liihiesi-
tuses, milles tulevad kujukalt esile liikuva teljestiku meetodi eelised.
Nii néiteks selgub sfddride, ekvidistantpindade ja piirsfairide eri-
line koht koigi teiste pindade seas LobatSevski ruumis L3(g). Huvi-
tav on ka nende pindade sisegeomeetria: nad realiseerivad ruumi
Ls(o) riipes nii mitteeukleidilised tasandid (sfdaride abil ja ekvi-
distantpindade ndol) kui ka eukleidilise tasandj (piirsfadrina), see-
juures tervikulatuses.

63. Joon mitteeukleidilises ruumis. Mittecukleidilise ruumi all
moistame kiesolevas artiklis kolmemdstmelist kas elliptilist voi
LobatSevski (ehk hiiperboolset) ruumi. Esimese ruumi lihtsa mudeli
saame eukleidilise ruumi E, sfadrist Ss(r), kui samastame selle dia-
metraalsed punktid. Seejuures poolsfiiri ulatuses geomeetria sfai-
ril S3(r) ja elliptilises ruumis S3(r) ihtivad tédielikult, erinevused
ilmnevad alles sfddri Ss(r) nendes ptirkondades, mis iihe poolsfiiri
piiridesse ei mahu.

—_—

Sféadril Ss(r) asuva joone korral joone punkti x kohavektor ox=
=x(s) rahuldab tingimust
|x|=r,
kus o on sfdéri keskpunkt ja r raadius. Jirelikult #2=r2— const ja
siit 2xx’=0, s.t. puutuja sihifihikvektor x’=* on risti kohavektoriga.
Siin on huvitav véimalus uurida sfdiril S3(r) asuvat joont art-s

28 saadud tulemuste abil. Vaatleme ruumis E, joont konstantse
esimese koverusega

k1=—1r—~=const (63.1)
ning nimetame selle sfddriliseks kujutiseks joont sfdaril S;(r), mille

punkti x kohavektor ox on kollineaarne ruumis E, vdetud joone
puutujaga, s. t.t

U Jargnev valem méidrab sfdiril S3(r) oieti kaks joont, millele vastavad
punktid on diametraalsed; teisiti deldes tekib joon elliptilises ruumis S;‘ (r). Edas-

pidi jddme siiski sfdirilise geomeetria terminoloogia raamidesse.
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X=—rl. (632)
Valemist (28.7), kus tuleb arvestada vordust (63.1), saame
X =+ rt;:itg

ning et siit |#'|=1, siis ruumi E, konesoleva joone loomulik para-
meeter on ka tema sfidrilise kujutise loomulik parameeter, kusjuu-
res -1, on tema puutuja sihivektor ¢. Arvutades niiiid (28.8) pohjal

o1 1
= —_tt’zr—— —+ -T ti—_tkztsz— -—;E- x—}-kn,

kus on kasutatud tihistusi k=Fk, ja n==ttts, oleme saanud esimese
Bartelsi—Frenet’ valemi sfdarilise kujutise jaoks. Edasi,

n= it’3= :sztzikst4= —_— kt-l—%b,

kus x=*ks ja b==tt, on Bartelsi—Frenet’ teine valem. Lopuks
(vt. (28.10), kus praegu n=4)

b= itl"——' T-kalz=—mxn

kujutab endast Bartelsi—Frenet’ kolmandat valemit.

Seejuures iga joon sfddril Ss(r) on ruumi E, teatava joone sfdd-
riline kujutis. Selle joone leidmiseks on kasutada seos (63.2), kus
art-i 98 kisitluse kohaselt # on otsitava joone punkti kohavektori
tuletis loomuliku parameetri jargi. Kohavektori saamiseks tuleb
lihtsalt teha integreerimine. Jarelikult valemid

=t (63.3)
, 1

£ =—— x+-kn, (63.4)
= —ki+xb, (63.5)
b'=—xn (63.6)

kehtivad sfaari Ss(r) iga joone korral. Kui siin r—-oco, siis on tule-
museks eukleidilise ruumi E; joone Bartelsi—Frenet’ valemid.
Analoogiliselt saab késitleda ka joont LobatSevski ruumis

Ls(p) — pseudosiddril ehk imaginaarse raadiusega sfdédri iihel
kattel Minkowski ruumis !E, Pseudosfadril Lis(g) asuva joone
punkti x kohavektori ox=x(q) korral
Cat=—02%
Kui niiiid ruumis *E, vaadelda joont esimese koverusega
k1=—;—=const (63.7)
ja puutuja sihivektoriga
t-1=~—]—-x,
Q
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siis joon pseudosfdiril on selle pseudosfddriline kujutis. Seejuures
(30.3) ja (63.7) pohjal
X'= Qt’i' = tz,

seega ruumis !E; voetud joone puhul on art-s 30 kasutatud para-

meeter ¢ pseudosfédirilise kujutise loomulik parameeter, sest |x'|=
= || =1. Téhistades t,=t%, saame (30.4) alusel

t'=t’2=1-—1é- t1—|—k-2t3=—é—2-x+kn,
kus k=ks, n=1;. Edasi (30.5) pohjal

n= t:3|= —-kgtg—l—k;g-ﬁ = -——kt—l—%b,
kus x=Fks, b=1,. Lopuks (30.6) jirgi

b= t; = —k3t3= —xH.

Tulemuseks on Bartelsi—Frenet’ valemid LobatSevski ruumis
L3(p) antud joone jaoks:

. 1
=g athn, (63.9)
n ——kt+4xb, (63.10)
b ——xn. (63.11)

Kui siin @-» oo, siis piirjulul saame jille, samuti nagu sfdiril
S3(r) antud joone puhul, eukleidilise ruumi E; joone Bartelsi—
Frenet’ valemid.

Koik need kolm juhtu saab haarata iihte késitlusse, kui votta

1
kasutusele elliptilise ruumi S%(r) puhul konstant K=-;2-, Lobat-
Sevski ruumi Ls(g) puhul kenstant K=——$§- ning lugedes, et
eukleidilise ruumi korral K=0. Seda konstantset suurust K nime-
tatakse vaadeldava ruumi koveruseks. Siis saab Bartelsi—Frenef’
valemid koigi kolme ruumi puhul votta kokku jargmiselt:

x' =,

' ——Kx-+kn,
n ==—Fkt4xb,
b= —xn,

Kordajaid k2 ja » nimetatakse siin ko&igil kolmel juhul vastavalt
joone koveruseks ja vddndeks. Samuti kantakse mitteeukleidilise
ruumi juhule iile ka reeperi {x; ¢, n, b} telgede ja tasandite nime-
tused: pea- ja binormaal, kooldumistasand jne.
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64. Pind mitteeukleidilises ruumis. Pinnaks (tdpsemalt lihipin-
naks; vrd. art. 31 ja 32) neljamdbtmelises eukleidilises ruumis E,
voi Minkowski ruumis £, nimetatakse selle ruumi alamhulka

T={x : x=x(w, U2), (4, u2) = D},

kus x=o0x on punkti x kohavektor mingi alguspunkti o korral ja
x (1, Us) on wip-tasandi mingis piirkonnas D mdédratud selline
pidevalt diferentseeruv vektorfunktsioon (k==1), et D igas punktis
osatuletised x; ja x» on lineaarselt s6ltumatud vektorid (vrd. art. 31).
- Samuti nagu art-s 32 defineeritakse ka siin joen pinnal vorran-
ditega ug=uqx(t); a=1, 2, seejuures samal viisil nagu (32.4) tule-
tatakse valem

x’ (to) =%1(P1, p2) W, (to) +X2(p1, p2) &, (o).

Siit ndhtub, et pinnal fikseeritud punkti p =T ldbivate joonte puu-
tujad on iihel ja samal 2-tasandil, mis ldbib punkti p vektorite
x1(p1, p2) ja x2(p1, po) rihis. Seda 2-tasandit nimetatakse pinna
puutujatasandiks punktis p, teda ortogonaalselt tdiendavat 2-tasan-
dit 1dbi punkti p aga pinna normaaltasandiks punktis p.

Seame eesmirgiks uurida pinda elliptilises ruumis Sj(r). Vaat-

leme niisugust pinda & eukleidilise ruumi E, sfdéril Ss(r), mis on
siimmeetriline sfddri keskpunkti o suhtes selles mottes, et koos iga

punktiga x =9 asetseb pinnal ka punkt x* omadusega ox*=—x.
Uhendades o suhtes siimmeetrilised punktid paaridesse, saame sfda-
rist Sa(r) elliptilise ruumi S%(r) (kui koigi selliste paaride hulga;
vt. art. 55), pinnast 9" aga selle teatava alamhulga, mida nimeta-
takse pinnaks ¥* elliptilises ruumis Sj(r).

Kénesoleva pinna < Ss(r) puutujatasand punktis x sisaldub
sfadri Ss(r) puutujahiipertasandis, mistSttu pinna normaaltasand
14bib sfadri sellesse punkti x suunduva raadiuse.

Seome pinna punktiga x ristuvad iihikvektorid es ja e puutuja-
tasandil ning e; ja e, normaaltasandil, valides

2
eaw= > Bopxs; a=1, 2; (64.1)
p=1
1 .
e4=—7§-x. (642)

Samuti nagu pinna T E; korral saime valemid (42.2) ja (42.3)
neis kehtivate seostega (42.5) ja (42.6), tekivad siingi valemid

2
dx: Z (Daeo;, (64'3)
o=1
4
dep,z Z'(Dp,vev; le, 2, 3, 4, (644)
v=1
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kusjuures samasusest eney=2_8yy jarelduvad diferentseerimisel seosed
(Dwv"]—@)vp,"—_-o (64.5)
(vrd. art. 42).

Erilist tdhelepanu pilvivad kordajate was ja wes avaldised. Seose
(64.2) poolte diferentseerimisel saame

04181+ 4282+ 4383 ==— -:— (01€14-wz2e3),
sest (64.5) pohjal wu=0, ja siit
(014=—c041=4—’1_— 01, m-24=-——*(042=-—;—-mz, (64.6)
03 =—wi3=0, (64.7)

Seejuures (64.1) asendamisel valemisse (64.3) ja tulemuse vérdle-
misel tdisdiferentsiaali avaldisega
dx:_zz'xﬁ dug
tekivad seosed =
dup= 22’ woBag, (64.8)

=1

millest ndhtub, et w; ja ws on lineaarsed diferentsiaalvormid (vrd.
art. 42).

Kordajad weqs leiame seostest (64.4) ja (64.7) jirelduva valemi
des—= ,22'(0&1905
o=1
abil, korrutades selle pooli skalaarselt vektoriga eq:
eq dez=—wsy
ja arvestades, et (64.5) pohjal wes=—ws. Ft samal ajal

2
des= D ess dug,
p=1

633
duﬁ

2 2 ' 2
Wgz=— (Z' Bayxy )(2 esp duﬁ) = 2 Baybyp dug;
=1 p=1 B,v==1

siin oleme tihistanud

kus esp= , Siis

bvf5=-—xve35.
Asendades veel dug seosest (64.8), saame
2
Ous= 3 BaybysBapws,
B,v,0=1

kus on muidugi otstarbekas tihistada

2
b:“;: 2] BaybypBsg,

Boy=t
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et 10puks saada

2
Bos=— 2 b:;ﬁ(l)ﬁ.
6==1

Seejuures samasusest x,es=0 jareldub osadiferentseerimisel
Xype3s-Xyesp=0,
mistottu byp=xXypes on siimmeetrilised y ja B subtes (sest xyp ON
seda); samuti on siis siimmeetrilised a ja & suhtes ka b% s
Siin voib eesmirgiks seada kordajate b%, maatriksi maksimaalse

lihtsustamise vektorite e; ja ex sobiva valikuga. Selleks vaatleme

avaldist
2

2 2
3 wavn= 3 oa ( 3 Burbw dup) =
=1 p.y=1

a=1
2 2 2
By=1 ‘a=1 B.v==1

nis, nagu néha, kujutab endast diferentsiaalruutvormi; teda nime-
tatakse pinna < Ss(r) teiseks ruutvormiks. Teiselt poolt

2 2
2®a-0)oc3= J‘Z bzaﬁ)a(ﬂﬁ
a==1 o, =1

on selle ruutvormi avaldis ortonormeeritud baasis {es, e2}. Iga ruut-
vyormi puhul leidub teatavasti selline ortonormeeritud baas, millel
see ruutvorm omandab kanoonilise kuju (1], lk. 445), teisiti oeldes,
millel kordajate b*, maatriksil on diagonaalkuju. Votteski {es, e}

0ssa selle baasi, saame
bl ="k, bl ="03,=0, by, ="ks.
Nii leiame, et vektorite e; ja ex sellise valiku korral tulevad seostele
(64.6) lisaks seosed
o= —on==Fko1, o03=—0n=Fko0:. (64.9)
Kui neid koos vordustega (64.2) ja (64.5) arvestada valemeis

(64.3) ja (64.4), saame pinna F S;(r) jaoks Darboux’—Cartani
valemitega analoogilised valemid:

dx=g(01€1—|-0)282, (64.10)
dej=— »—i,: 01X 4 wes -+ kiw1es, (64-1 1 )
de2=—*—.-;z- 2% — w1261 -+ Fawaes, (64.12)
d83-= -—ki(ﬂiei — kzﬁ)zeg. ' (64 13)

Analoogiliselt saab kisitleda pinda ¥ ka LobatSevski ruumis
L:(g), tolgendades viimast pseudosfddrina Minkowski ruumis 1E;.
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Sellise pinna ¢ puutujatasand asetseb pseudosfddri L3(g) puutuja-
hiipertasandis, mis osutub teatavastj kolmemo6tmeliseks eukleidi-
liseks ruumiks (art. 8). Seetdttu pinna normaaltasand punktis x =
labib pseudosfadri keskpunktist o sellesse punkti suunduva sirge,
osutudes seega pseudoeukleidiliseks tasandiks (art. 8).

Paarikaupa ruumis £, ristuvad iihikvektorid ew; n=1,2 3, 4
saab siduda pinna & punktiga tapselt samuti nagu eespool pinna
¥ < Ss(r) < E, puhul, seejuures seost (64.2) arvestades, kus praegu
r asemel tuleb votta g. Samalaadsed tulevad ka valemid (64.3) ja
(64.4), kuid erinevus on (64.5) osas, sest niiiid kehtivad samasused:

eie;=—2>8;;; I,j=1,62 3;
e;e;=0, ez =—1,
millest diferentseerimisega saadakse seosed
0ijtwji=0, —wutwii=0, ©u=0.

Erinevusest, mis ilmneb teise seoseriihma juures, tuleneb erinevus
ka valemeis (64.6), mis omandavad niiiid kuju

1 1

'(1).14:(_041:—-.——(1)1’ (024:(1)42:-——-(1)2.

Samal ajal avaldiste (64.9) tuletuskiik ej too kaasa mingeid erine-
vusi varasemaga vorreldes.

Kokkuvottes saame pinna T < Ls(g) jaoks valemid, mis erinevad
valemeist (64.10—13) ainult selle poolest, et paremates pooltes

tuleb vektori x ette —'-;lz- asemiel 'EIZ Kui samuti nagu art-s 63

votta kasutusele ruumi kdverus K, lugedes S;(r) puhul K=-;1§-

ruumi Lz(g) puhul Kzué ja ruumi Es puhul K=0, saame kdi-

kide nende ruumide jaoks ithiselt kirjutada Darboux’'—Cartani vale-
mid pinnateoorias jirgmisel kujul:

dx =wie1 4+ wges, (64.14)
dey=—Ko1x+ones-+kio,es, (64.15)
des=—KwsXx — m0€y -+ kz(ozes, (64-16)‘
des——Fkme; — Rawzes. (64.17)

Nende valemite alusel saab mainitud ruumides arendada pinnateoo-
riat {isna samamoodi, nagu on eespool tehtud ruumij Es puhul (ptk.
I11). Nii néiteks on k4 ja &, endiselt pinna peakdverused.

65. Umaruspinnad ja nende sisegeomeetriad. Asjasaadud vale-
mite rakendamise nditena vaatleme moningaid lihtsamaid pinduw
mitteeukleidilises ruumis. Defineerime pinna amaruspunkt; kui sel-
lise, kus peakdverused on vordsed: kj=—ks. Pinda, mille koik punktid
on imaruspunktid, nimetatakse iimaruspinnaks.

Art-s 45 on niidatud, et tumaruspind eukleidilises ruumis E; on
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sfair voi selle osa. Seetdttu ruumi Es iimaruspinnal kehtib sfééri-
line geomeetria, mis kiillalt vaikeses piirkonnas iihtib elliptilise
planimeetriaga.

Vaatleme niiiid {imaruspindu mitteeukleidilistes ruumides ja
wurime neil kehtivaid geomeetriaid. Sel korral valemist (64.17)
jareldub (64.14) pohjal, et

d83=——k1m1.31-——k20)282=—k dx, (651)

kus £ tdhistab k4 ja ks iithist vdirtust. Rakendades vélisdiferentsee-
rimist (art. 44), saame

0=—dk N\ dx=—dk N\ (0181-}-w2€2) =
=—(dk /\ 0i)er—(dR N\ o2)e.
Vektorite e, ja es lineaarse sbltumatuse tottu
dk N\ o1=dk /\ w2=0.

Asendades % "
dk=r—0—;;1- duL—l—mdm:@ikmi—}—azsz,

kus (64.8) pohjal

ouh— 3% p

alt— & ofds

Bt OMB
leiame, et
Dok /\ 01=01Rw1 /\ 02=0,
mistottu
0ok =0,k=0

ja seega dk=0 ehk k=const. Sellest aga tuleneb (65.1) pohjal, et

d (x—}-.-%— e; ) =dx+;-‘—i~ de3=dx+—}13— (—k dx) =0. (65.2)

Tulemuste analiiiisi on otstarbekas teha eraldi elliptilise ruumi
S¥(r) ja Lobat3evski ruumi Ls(o) korral.

Tolgendades elliptilist ruumi S} (r) sidari Ss(r) < Ey abil, jadrel-

1 1 :
dame vordusest (65.2), et vektor l=x+-—k—ea=——re4+»—k—e3 ruumis

E, on konstantne. Jarelikult on konstantsed ka sfdari S3(r) punktide
temaga kollineaarsed kohavektorid, mistottu vastav diametraalsete
punktide paar kui ruumi Sj(r)" punkt ¢ jddb liikumatuks. Seejuures

xl:——re4( —re4+-}le— es ) = r2=const, (65.3)
miststtu korrutatavate vektorite vahelise nurga a jaoks saame
2
cos g2 T —const. (65.4)

x| |1 B 1 1
|%{12] rl/rzlkz .l/rzlkz
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Ruumis S} (r) tdhendab see, et distanis (ra v0i r(n—a)) punktide
x ja ¢ vahel jadb muutumatuks. Seega pind < S;(r) koosneb

punktist ¢ konstantsel distantsil olevatest punktidest ja on sidir
ruumis S} (r) voi selle osa. Samal ajal ruumi E; seisukohalt tdhen-

dab valem (65.3) seda, et sfddri S3(r) vaadeldavate punkiide x
kohavektorid rahuldavad teatava hiipertasandi vorrandit xI=r?
mistottu pind ¢ tekib sfadri S;(r) ja selle hiipertasandi 16ikest voi
selle osast. Et hiipertasand ruumis E; on ruum Ej, siis vaadeldav
dmaruspind T tekib sfddril Ss(r) asetsevast tavalisest sfddrist
Sz (ri) < E5 voi selle osast sfadri S;(r) keskpunkti o suhtes diamet-
raalsete punktide juurdevotmisel ja paaridesse iihendamisel. Jére-
likult geomeetria, mis iimaruspinnal kehtib, on sféddriline geomeet-
ria, mis kiillalt vdikeses piirkonnas iihtib elliptilise geomeetriaga.

L 1
Pole raske avaldada ka iimaruspinna ¥ Gaussi koverust Ki= o
1
Selleks leiame tuntud viisil keskpunkti o kauguse
r2
h=—o-
[
konesolevast hiipertasandist (art. 3) ning avaldame (joon. 76)
rz
_ r&_l_’_____r&
ri.l:rz__hz____rﬁ_ r41 = kz 1 — 1 1 .
f2+k—2 f2+-k—z kz—l—-;
Seega
1 1

1

nagu ndeme, pinna T koverus K {iletab k% vorra ruumi Sj(r) kove-
ruse K.

Asume nfiiid uurima fimaruspinna 9 chitust ja sisegeomeetriat
Lobat$evski ruumis Lj(g), tolgendades viimast pseudosfddrina
Minkowski ruumis *E,. Siin on oluline, kas (65.2) pohjal konstantne

Joonis 76
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1 1
vektor l=x—|—»—k—-e3-=-ge4+7e3. on reaalse voi imaginaarse pikku-

sega voi on ta isotroopne.
Kui see vektor on imaginaarse pikkusega io, g==const, siis omn
pseudosfdiril olemas punkt ¢ temaga kollineaarse kohavektoriga

c==¢—-§—l ning see punkt ¢ on liikumatu. Seejuures kaugus dy (x, ¢)

punktide x ja ¢ vahel ruumis Ls(g), mis (66.7) pdhjal miidratakse

d c
valemiga ch-——i%i)-—::— Zz , on samuti nagu o seose (65.4)

jargi konstantne, sest xc=x(~%l ) =—Q&- (—oes) ( ‘—Qeé—l-%eti )“-‘"-

3
=_%=const. Seega T Li(o) on sfdadr ruumis Ls(g) véi

selle osa.
Kui vektor l=x—|—-%e3 on reaalse pikkusega, siis temaga ristuv

hilpertasand ruumis 'E,, mis 1dbib pseudosfddri L3(g) keskpunkti o,
loikab pseudosfddri modda iiht hiiperboolset tasandit. Et see vektor
on konstantne, siis tasand ei muutu. Kui vaadelda punktist x =
= L3(g) sellele tasandile risti tdmmatud hiiperboolset sirget, siis

see on punktiga o ja vektoritega x ja x—]—%- e;=1I médratud tasandi

loige pseudosfddriga. Kdnesoleva hiiperboolse sirge ja tasandi
I6ikepunkti kohavektor ruumis 1E; on

. x—]—kQ83

y=—
Vi—R

’

sest selline y on vektorite x ja x—l—wll?ea rihis, risti teise vektoriga

ning pikkusega ig, nagu kerge veenduda. Seejuures

C_hM=__x.‘l_’q=_ * (x-+-Fkoes) — : =const, (65.6)
0 0® Yl —Fk  YI—F

nii et x ja y vaheline kaugus, ruumis Ls(g) on konstantne. Jéreli-
kult pind 3 koosneb fikseeritug hiiperboolsest tasandist konstantsel
kaugusel olevatest punktidest ja on seega ekvidistantpind véi
selle osa.

Lopuks, kui vektor l=x+'llTea on isotroopne, tuleb vaadelda

hiiperboolset sirget, mille 16ikab pseudosfaarist vélja punkti o ning
vektoritega x ja [ madratud tasand. Punkti x liikumisel mééda pinda
¥ moodustab see sirge paralleelide sidumi ruumis L3(g), sest tema
kujutis néditeks Beltrami—Kleini mudelis 1dbib sfiari Sa(p) seda

258




fikseeritud punkti, milleks kujutub konstantse vektori I siht. See-
juures dx=aqei1-}w28; on risti vektoritega x ja l=x+-71k~e3, tihen-

dab pinna ¥ puutujatasand on risti selle paralleelide sidumi sirge-
tega ja pind T kujutab endast piirsfddri voi selle osa.

Koiki neid tulemusi on lihtne kokku votta mitteeukleidiliste
ruumide stereograafiliste mudelite abil jargmiselt: dmaruspind mitte-
eukleidilises ruumis kujutub stereograafilises mudelis sfddrina voi
selle osana; sellel sfdaril on LobatSevski ruumi Ls(g) Poincaré
mudeli puhul kolm voimalikku asendit siddri Sa(g ) suhtes, mis vas-
tavad ruumi Lj(g) sfddrile, ekv1dlstantp1nnale VOi pursfaarlle

Asudes niiiid uurima ruumi Ls(p) umaruspinna sisegeomeetriat,
margime kohe, et siin tulevad vdlja nii eukleidiline kui ka molemad
mitteeukleidilised geomeetriad, seejuures mitte ainult lokaalseit (kiil-
lalt vdikestes piirkondades), vaid terviklike itmaruspindade puhul
kogu eukleidilise, elliptilise voi LobatSevski tasandi ulatuses.

Pohjenduseks mirgime esmalt; et ruumi L;(p) iimaruspind on
pseudosfddri Ls(g) ldige hupertasand1ga ruumis 1£;, sest fema

—_—

punkti x kohavektoril ox=x=—ge; on omadus
' 1
xl=—geg( —QBH—-‘-E* 83) =—0%

mistottu ta rahuldab teatava hiipertasandi vorrandit xi--¢2=0.
Ku1 I2==0, siis voib sellel hiipertasandil leida punkti o’ selliselt,

et oo on kollineaarne vekforiga 1. Punkti o’ kohavektor o’ peab
olema kujuga o’=M ja rahuldama hiipertasandi vorrandit; seega
M-l40*=0 ja siit A=—¢?/I% Niiiid aga

(X —0")2=x2 — 2x0"+0"2=x2 — 2x ( ¢ ) -+ ("'9'2‘ )2 ==
T 2

ot gt | *N\
2 e 1+ %) =

' 1\
( “Qz-l-k—z)r{-ﬁ?g

¢
2k2 —1

=—g? «==const.

1
..._Qz_]_._k_z..
Nieme, et itimaruspind osutub teatavaks sfddriks keskpunktiga o’

konesoleval hiipertasandil, kusjuures on leitud ka selle sidari raa-
diuse ruut.

Juhul kui P<<0 ehk -—QZ'—]— —<0 ja ilimaruspind, nagu eespool
selgus, on ruumi Lj3(g) sfdar, osutub see hiipertasand ruumiks Ej,

ning dmaruspinnal, mis on sfddr raadiusega r'= Q —— ruumis

Verkr—1
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Es kehtib sfddriline (elliptiline) geomeetria, kusjuures koverus on
— ] -p2k2
K— I l—ﬁgk

2 2
r Q

=— Elf+ke2= K-k,

: 1
Kui >0 ehk —JQZ+‘E2—>O ja timaruspind on ruumi Lj(g) ekvi-

distantpind, osutub kénesolev hiipertasand ruumiks 'E; ning ima-

Q
Yok —1
\Es, kehtib hiiperboolne ehk Lobatseuski geomeeltria; Seejuures
koverus on

ruspinnal, mis on pseudosfidr raadiusega ig'=

ruumis

_ 1 —1fg%2 1,
](f=.__Q_,.2_= ':;Q =—"é?+k2=f(+k2-

Nagu néha, on mélemal juhul timaruspinna koverus A% vorra
suurem ruumi Ls(g) koverusest Kz——u—élg (huvitav on see, et sama-
sugune on tulemus (65.5) pohjal ruumi S%(r) ning (45.14) pohjal

ka ruumi Ej3 fimaruspinna puhul). Seejuures esimesel juhul k2>'--1;,
1Q‘
teisel juhul k2<——92 . Mirgime, et teine juht haarab voimaluse £=0,

millal (65.6) pohjal Ch_ci;,_(z_c_,_'y_)__EI ja seega dp(x, y) =0. Selkorral

kujutab ekvidistantpind endast fikseeritud hiiperboolsest tasandist
kaugusel 0 olevate punktide hulka ja jarelikult iihtib selle tasan-
diga. Tema koverus ithtib siis ruumi L, (g) koverusega.

Vaatlusest jdi praegu vilja véimalus, mil =0 chk k2=--17.

Sel juhul osutub #imaruspind ruumis Ls(g) piirsfddriks. Kasitledes

: N i e . 1
seda juhtu iikskdik kumma varasema juhu piirjuhina, kui k—»-——Q—,
saame, et siis K’—0. See lubab arvata, et piirsfdiri sisegeomeetria

iihtib selliste pindade sisegeomectriaga ruumis Es, mille taiskdverus
on null, seega eukleidilise planimeetriaga (vdhemalt kiillalt viikese
piirkonna ulatuses),

Tegelikult on asi jdrgmine; piirsfddril kehtib kogu eukleidiline
planimeetria. Selles veendumiseks vaatleme ruumi L3(g) Poincaré
mudelit ruumi E; sfddri Sa(g) sisemuses. Piirsfadri kujutab selles
mudelis sfddr, mis puutub seestpoolt sfddri S,(p). Koordinaadid
Uy, uz, ug ruumis Lz valime nii, et 0 on Sz(g) keskpunktis ja puute-
punkt on (0,0, ). Analoogiliselt valemitega (59.2) saame vaadel-
dava sféddri esitada parameetriliste vorranditega

2R?v, 2R?vy 12— R2
w,, Uy =—= 'Uz—]—RQ' , us———-Y—l—R Uz—I—RZ ’ (657)

=
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kus (0, 0, y) on sfdédri keskpunkt, R tema raadius ja (vi, vs) = Ea,
v?=12+12; seejuures y+R=¢. Samal viisil nagu valemi (60.3)

tuletamisel saame, et
4R%
(0 R)?
LobatSevski ruumi seisukohalt tuleb Poincaré mudeli korral
kasutada valemit (60.4), kus jddb niiiid vaid selgitada, kuidas aval-

dub vorrandite (65.7) puhul nimetajas olev suurus @2 —u2 Siin
wr=u? +-u2 +u2 arvutamiseks mérgime, et vaadeldava sfdari punk-

tide puhul

di +du2 4-du? = (dv? 4-du2). (65.8)

818+ (s — v)* =R
ning et siin R=¢ —v, siis
u? — 2yuz=—g® — 29vy.
Jarelikult

0 [} ! ) Uzm—HRz
Qz_u-z:zy(.g—us)=2v(e—v—*RvT+“fe?)=

_2yR(l— TR ) TR
ning seega (60.4) ja (65.8) pohjal piirsfadri puhul
4
ds2== yzQRz (dvd +dvi) =dw? +dw?, (65.9)
kus
0*
wa=7]3— Voe; a=1, 2.

Viimased seosed maéédravad piirsfdéri kujutuse kogu w,w,-tasan-
dile, mis, nagu selgub ruutvormi (65.9) kujust, osutub piirsfdiri
isomeetriaks eukleidilise tasandiga E,. Seega piirsfddril ruumis
L3(@) kehtib tdesti kogu eukleidiline planimeetria.

Niisiis, ruumi Ls(o) dmaruspindadel, kui vaadelda vastavaid
tervikpindu — sfddre, ekvidistantpindu ja piirsfddre — saab reali-
seerida nii mdlemad mitteeukleidilised kui ka eukleidilise planimeet-
ria. Vordluscks margime, et ruumi Es {ihelgi pinnal pole Lobat-
Sevski planimeetria terves ulatuses realiseeritav (art. 52 ja 62).

66. Cliffordi pinna sisegeomeetria. Ekvidistantpind Lobat3evski ruumis Ls(g)
koosneb antud tasandist vordsel kaugusel olevatest punktidest. Eukleidilises ruu-
mis L3 on tasandi ekvidistantpinnaks muidugi antuga paralleelne tasand. Samal
ajal sfddri voib iikskéik kummas ruumis kéasitleda kui punkti ekvidistantpinda.

Analoogiliselt v3ib defineerida sirge ekvidistantpinna kui antud sirgest vord-
sel kaugusel olevate punktide hulga. Eukleidilises ruumis on selliseks pédrd-
silinder. Jédrgnevalt kédsitleme sirge ekvidistantpinda elliptilises ruumis S;‘(r).

Néitame, et fa iihtib eespool (art. 55) defineeritud Cliffordi pinnaga ning et tema
sisegeomeetria {htib lokaalselt eukleidilise geomeetriaga.
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Elliptilise ruumi S’g(rl saame sfddrist Si(r) < E; diametraalsete punktide

samastamisel (art. 55). Seejuures sirge selles ruumis tekib sfdiri keskpunkti o
ldbiva 2-tasandi punktidest. Vakme paarikaupa ristuvad thikvektorid e,, e, es;, e,
nii, et e, ja ey asuksid sellel 2-tasandil. Suvalise punkti x e= S;(r) kohavektori x
saab iihesel viisil esitada kujul

X=X1-X11,
kus
X1 =Xi€ +Xsly=r1 (€ COS U;-}-e, sin uy), (66.1)
X11==X3€3-}-X48,=ry1(€3 COS tig-4-e€4 sin Ug), (66.2)

viimastes avaldistes oleme X;%,-tasandil ja xsx,-tasandil liinud iile polaarkoordi-
naatidele. Et x%==r?, siis

r2I +r211 =r?, (66.3)

Punkt xr& £4 kohavektoriga xr on punkti x projektsioon x,X.-tasandile.
Punkti x kaugus & vaadeldavast sirgest elliptilises ruumis S%(r) on r-kordne

nurk vektorite x ja x1 vahel. Seega

2
d XX1 X1 ri
COS ~—= = =
r E2REZT rir r
Kui see kaugus on konstant R, siis
2
2 R rr
€os® —=———v
r
r r1+ II
ja siit
R R
r? sin®—=r® cos?—.
I r I1 r

Esitades selle vGrduse vordena ja tdhistades viimase vdrdsed pooled A, saame
R .
r?=»>jcos?—, r? =Asin?—,
1 r I r

Asendus seosesse (66.3) annab niiiid A=r=2 Seega vaadeldavast sirgest kaugusel
R oleva punkti x korral (66.1) ja (66.2) pdhjal

Xy==F COS—COS U;, Xg==ICOS— sin u,, (66.4)
r r
. R . .
Xg==rsin—cos ty, Xx4=r sin — sin u,. (66.5)
r r

Parameetrite u; ja wu; vabal muutumisel saame siit parameetrilised vérrandid
sirge ekvidistantpinna jacks ruumis S; (r). Seejuures on selge, et vddrtuspaaridele

(t1, w2} ja (u1+4-2km, uy+4-2im) vastab sama punki sellel pinnal. .
Jooned sisevirranditega u,=!, up=-t asetsevad, nagu kerge niha, korraga
hiipertasandeil vorranditega .
. R R
Xy sin — — X3 cos —==0),
r r

, R
X3 8in —— F x4 cos —=0,
r r

seega nende ihisel 2-tasandil, ning on jdrelikult elliptilise ruumi sirged, kuju-
tades endast vaadeldava sirge Cliffordi paralleele (art. 55). Sirge kénesolev ekvi-
distantpind i{ihtib niisiis varem defineeritud Cliffordi pinnaga. Tema iga punkti
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14bib vaadeldava sirge (pinna telje) kaks Cliffordi paralleeli (vrd. harjutusiiles
andega 94).

Vorrandite (66.4) ja (66.5) jargi on kerge leida Cliffordi pinna esimest
ruatvormi:

2 _ ] ; —
das _dx'*l’ -[-dx“; +dx2 4-dx’ =
R : _
=r? cos® - [ (—sin u; du;)2+ (cos u, duy)?] -
.. R
-+ r? sin? — [ (—sin u; dug)?- (cos U,y dug)?] =

R
—r2 cos? — du? +4r? sin? — du?.
r 1 r 2

Kui tihistada
R R

Wy =1Ur COS—, Wy==Uyr sin—,
r r

saame
ds?=dw? +dw?,

millest nahtubki, et Cliffordi pinna sisegeomeetria on eukleidiline geomeetria,
R
Seejuures véirtuspaaridele (@, @) ja (w1+2knr cos —, Wy2imr sinT
r

vastab sama punkt, misidttu sfddri Ss(r) vaadeldava alamhulgaga ekvivalenise
hulga saamiseks tuleb ieha eukleidilise w,w.-tasandi E, fakioriseerimine, lugedes
omavahel ekvivalentseks E; need punktid, mille koordinaatideks on filalnimetatud
viirtuspaarid. Kui vaadelda tasandil Ep ristkiilikut

_ R R
{ (@), W) : 0w <<2mr cos-;-, Os;,w2<2m.sin—r—},

siis selles on igast ekvivalentsusklassist parajasti iiks punkt, kuid selle ristkiiliku

servadel tuleb punktid (v, 0) ja ( wy, 2nr-sin-;- samastada, samuti nagu
R

punktid (0, @) ja { 2mrcos—, wg); teisiti deldes, selle ristkiiliku vastasservad
r

tuleb kokku kleepida (joon. 77). Saadav punktihulk on ehitatud samasugusel

nagu toor, ainult geomeetria temal on kiillalt viikeses piirkonnas sama mis

“W/zzwﬂ (R/r) gro

| s

\ | ¢
—‘z’u’_'rrr cosﬂ} W ] ' £
Joonis 77 Joonis 78
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eukleidilisel tasandil E, Tervikuna on aga tema pindala 18plik suurus, mis on
vordne kdnesolnud ristkiiliku pindalaga, seega viirtusega

: R 2R
2mtr cos —- 2717 sin — =212 sin —
r r r

Cliffordi pinna kui elliptilise ruumi S¥(r) alamhulga saamiseks tuleb veel arves-

tada, et selles ristkiilikus annavad (41, uz) ja (w4, Up+m) valemite (66.4) ja
(66.5) pchjal sama punkti x* ES’;‘(I’), sest kui esimesele vastab x = S;3(r) koha-

vektoriga x, siis teisele vastab diametraalne punkt X" & S3(r) kohavektoriga —x
(joon. 78, kus iihtemoodi margitud punktid kuuluvad samastamisele). Niisiis,
Cliffordi pinna pindala saamiseks tuleb celtoodud vididrtus jagada kahega, nii
2R
et tulemuseks on m2r?sin —
r
Mirgime, et viimatimainitud punktide samastamist arvestades saab Cliffordi
pinna ehitust iseloomustada rombi abil, mille killgedeks on esialgse ristkiiliku
kaks pooldiagonaali ja iilejiinud kahe pooldiagonaaliga ekvivalentsed 16igud
(joon. 78). Seejuures tuleb rombi vastaskiiljed paarikaupa kokku kleepida. Vii-
mastest saadakse, nagu kerge veenduda, Cliffordi pinna kaks sirgjoonelist moo-
dustajat.

Harjutusiilesanded

107. Kontrollida, et joon ruumis Es mille puhul

. R . R R R
X=|{ rsin—cosf, rsin—sint, rcos— cos Af, rcos—sin M),
r r r r

kus R ja A on konstandid, asetseb sfdiril S3(r) keskpunktiga alguspunktis o
(vrd. ka vorranditega (66.4—3)). Niidata loomulikule parameetrile iilemineku ja
valemite (63.3—6) abil, et selle joone kdverus ja vadne sfddril S;(r) on jirg-
mised konstandid:

2R
At — 1| sin—
| | sin - N
= R R\ 7T R R\
2r ( sin? —-AZ% cos? — ) rg( sin? —--A% cos? _._)
r r r r

seega on tegemist ruumi E; kruvijoone analoogiga. _
108. Niidata, et kui eelmises i{ilesandes antud joone puhul A==0, siis on
tegemist ringjoonega ruumis E,; sfdiril Sa(r). Veenduda, et sel korral joone

kbverus k=————— sfiirilises (elliptilises) geomeetrias on {ihtlasi selle joone
rtan — ¢

r .

geodeetiliseks kéveruseks sfddril Sa(r).

109. Kontrollida, et joon ruumis '£,, mille puhul
R R
X== (Q sh£cos L, o sh—gsin t, gch—shAf, gch—ch ?Lt) ,
Y Q Y Q

kus R ja A on konstandid, asetseb pseudosfddril L;() (ehk Lobatsevski ruumis).
Veenduda, kasutades eelmise harjutusiilesande lahendamise votteid, et selle joone
kdverus ja vddne LobatSevski ruumis Ls(@) on jirgmised konstandid:
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g

2R

(14A2) sh——
k= ¢ H= A
20 ( sh? £+?L2 ch? £) Q ( sh? £+7L2 ch? 5)
~ Q Q Q e

110. Néidata, et kui eelmises iilesandes antud joone puhul A==0, siis on
tegemist ringjoonega, mille hiiperboolne raadius on R ja keskpunkt on pseudo-
sfadri Ls(@) punkt x, kohavektoriga (0,0,0,¢). Jireldada sellest, et ringjoone
vdaane on null ja koverus

1

=R
e th—
Q
(vrd. [9], lk. 216).
111, Veenduda, et joon ruumis !E3, mille puhul

R
x=.(gsh—, chhf-sht-, Qchﬁcht),
0 e Y

asetseb pseudosféddril L,(p) ning kujutab endast ekvidistanti — Xxgx3-tasandile

vastavast hilperboolsest sirgest kaugusel R olevate punktide hulka. Teha kindlaks,
et sellel joonel on kdverus R
|

k=—1th—
Q Q
(vrd. [9], 1k. 217).
112, Néidata art-s 65 kasutatud meetodile analoogilist kasutades, et joon
LobatSevski tasandil L,(g) (siis vd#ne %=0), mille kéverus k=const, esutub

1 1 _
ringjooneks ( kui k>——), ekvidistandiks (kui -k<—) voi piirringjooneks
e \

{ Q

0 .
113. Veenduda, et pind ruumis !£,, mille puhul

R R R R
x=’(esh—cosu1, @sh—sinu;, @ch—shu, Qch—-chu-z),
e Q Q Q

asetseb pseudosféddril Ls(Q) ning kujutab endast xsxs-tasandi poolt viljaldigatava
hiiperboolse sirge ekvidistantpinda — kaugusel R olevate punktide hulka. Nii-
data, et selle pinna sisegeomeetriaks on eukleidiline geomeetria ning et harjutus-
lilesandes 109 antud joon 16ikab sellel pinnal us-jooni (ekvidistante) konstantse
nurga all.



V. TENSORVALJAD MUUTKONNAL

§ 16. TENSORID JA TENSORVALJAD

Lineaaralgebra selliste]l mbdistetel nagu vektor, lineaar-, bili-
neaar- ja ruutvorm ning lineaarteisendus ([1], lk. 3 ja 4, 337,
359, 428!, 441) on mondagi iihist, mis lubab neid {ihendada {ildisema
moiste —— tensori moiste abil. Uldistuse tdeline oigustus on aga
uued rakendused, mis tensori moiste ees avanevad. Koige hinnata-
vamad neist saadakse {ileminekuga lineaaralgebrast niilidisaegsesse
diferentsiaalgeomeetriasse, kus fiiheks pohiliseks uurimisvahendiks
on kujunenud tensorviljad — niisugused objektid, kus piirkonna
Uc R* voi sellele vastava hulga igas punktis on antud tensor,
erijuhul vektor, lineaarvorm, ruutvorm vms. Ruutvormiviéljadeks
lihtpinnal on niiteks esimene ja teine ruutvorm, vektorvéljadeks
peasihiliste iihikvektorite viljad jne. Mitmesugustel tensorvéaljadel
on olulisi rakendusi teoreetilises mehaanikas, fiiiisikas jm.

67. Tensori mdéiste. Vektorid, millega tegelesime art-s 1, moo-
dustavad teatavasti n-mootmelise vekforruumi, sest nende puhul
on rahuldatud aksioomid ([1], lk. 337; 341; [6], lk. 489):

1° xfy=y-+x,

2 (t4y)Fz=x+(y+2),

3° 30, x+0=1x,

4° 3(x), x4 (—x) =0,

5‘2 (Ap) x=Arxtpx,

6° A (ux) = (Ap)x,

7° Mx+y)=2rx-+MAy,

8° lx=zx,
9° 3 {el; €, ..., eﬂ}’ x=xiei;+x2'e?;+‘ . —l—x"’en;
xle-|-x2e-- . .. Faren=0=x=x= ... =x"=0,

Siin voib asuda ka iildisele: seisukohale, lugedes, et x, y ja 2 on
lihtsalt elemendid teatavast hulgast V (vektorruumist) ning A, w
suvalised elemendid nn. pohikorpusest K, milleks on praegu R, s.t.
A weR, samuti x*=R; i=l1, 2, ..., n (kusjuures i ei tdhenda
astmenditajat, vaid iilemist indeksit; nditeks x? tuleb lugeda siin

! Terminile «lineaarvorm» antakse Opikus [1] kitsas (esimese astme homo-
geense poliinoomi) tihendus. Siin moistame lineaarvormina vastavat kujutust
V—R (mida [1] nimetab «lineaarseks funkbsionaaliks»; samal ajal bilineaar-
vormi kisitletakse seal kujutisena VXXV -—R).
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mitte «x ruudus» vaid «x kaks» jne.). Eeldada tuleb muidugi ka, et
hulgas V on méiratud elementide (vektorite) liitmine ja reaalar-
vuga korrutamine, mille kohta aksioomid 1°—8° dieti kdivadki.
Aksioom 9° fikseerib seejuures, et vektorruumi V mééde on n.
Sel puhul vastavus xe V|- (#, 22, ..., x») =R korraldab iso-
morfismi vektorruumi V ja R» vektorite ruumi vahel ([1], lk. 348).

Kahe vektorruumi V ja W korral kujutust [:V — W nimetatakse
lineaarkujutuseks, kui

) fx-Hy)=F () +1 (),
2) F(hx) =M ().

Koik sellised lineaarkujutused moodustavad uue vektorruumi jirg-
miselt: defineerime Af ja f+g valemitega

a) (M) (%) =A4f(x),
b) (F+&) (¥ =[(x)+g(x);

siin g tidhendab samuti lineaarkujutust g:V— W ning kerge on
kontrollida, et ka nii defineeritud Af ja f4-g on lineaarkujutused
V—W (vrd. [1], k. 357—359), kusjuures nende puhul on rahul-
datud aksioomid 1°—8°. Niisiis, kdik lineaarkujutused f:V—>W
moodustavad antud V ja W korral vektorruumi.

Erilist tdhelepanu vaarib erijuht, mil W on i{them&dtmeline vek-
torruum. Sel juhul leiab aset isomorfism W—R ja W ossa voib
votta lihtsalt R. Lineaarkujutust a:V-—>R nimetatakse lineaar-
vormiksi, Koik lineaarvormid moodustavad vektorruumi, mida nime-
tatakse vektorruumi V kaasruumiks ja tdhistatakse V* (vrd. [3],
lk. 478).

Kui V on n-mootmeline, siis ka V* on n-mddtmeline. Tdepoolest,
9° 1) ja 2) pohjal

a(x) =a(xle;}x2e;t ... +xne,) =

=x'a(e1) 4-x*a(ex)+ ... Fxra(en);

tdhistades
ae)) =a, a(ex) =as, ..., a(ep) =ay, (67.1)
saame
a(x) ==xlaex24- ... F-axn. (67.2)
Tekib vastavus V*—>R%, milles al- (a4, as, ..., a,). Kui b |-

|= (b1, b, ..., bn), siis b) pbhjal
(a-+b) (e:) =a(e:)+b (e;) =ai-b;,
seejuures a) jargi
(ra) (e:) =ha(e;) =ha,.
Samal ajal jdreldub vérdustest (67.1) ja (67.2), et a|> (0, 0, ..., 0}
parajasti siis, kui a=0, s.t. kui iga x & V korral a(x) =0. Seetottu

vastavus V*— R® on vektorruumide isomorfism. Et R® on #n-m&ot-
meline, siis on seda ka V* ([1], k. 348).

1 Vt. eelmine allmirkus.
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Aksioomis 9° néutud elementideks kaasruumis V* on niiteks
lineaarvormid fi, f2, ..., f», mille korral

ftl>(1,0,...,0),
Pl-(,1,...,0),

frl>(0,0,..., 1),
ehk mille puhul

1, kui i==j,

0, kui i=%j. (67.3)

[(e:) =8, =

Seejuures vordustega a) ja b) defineeritud tehete seisukohalt
a=fl4axf2+ ... 4anfr. (67.4)
Toepoolest, 1), 2), a) ja b) alusel
(@fiaafi4- ... Fanfr) (xtesF-x2es . .. J-xney) =

—(Zep )( Zres) = Zawiii(en =

== i,i=1

n
= 2 a;X'0) = ayxlt-amx®- . . . H-anxn,

i,j=1

mistottu vorduse (67.4) parem pool iihtib (67.2) péhjal vasaku poo-
lega, sest suvaline

x=xlei|x?e;+ ... Fxre, =V

kujutub nende puhul samaks reaalarvuks.

Aksioomis 9° ndidatud hulka {es, e, ..., €,} nimetatakse teata-
vasti vektorruumi V baasiks ([1], lk. 342). Kaasruumi V* iihe baasi
moodustavad niisiis tema elemendid f1, /2, ..., f». Uldiselt baase
ruumides V ja V*, mille puhul on rahuldatud tingimused (67.3),
nimetatakse teineteise kaasbaasideks.

Osutub, et (V*)*=V, s.t. ruumid V ja V* on teineteise
kaasruumid. See vordus jdreldub seosest (67.2), kus a; ja xi sisal-
duvad tédiesti samavédrselt. Seost (67.2) voib nimelt kisitleda ees-
kirjana, mis fikseeritud vektori x & V korral seab igale elemendile
a e V* (lineaarvormile ruumis V) vastavusse reaalarvu a(x). Sel
korral tekib a) ja b) pohjal lineaarvorm kaasruumis V*, kusjuures
a; ja x* samavdirsusest jdreldub, et niiviisi v6ib kitte saada iga
lineaarvormi ruumis V*. Seega V ja (V*)* vahel on olemas loomu-
lik isomorfism, mis lubabki need kaks vektorruumi samastada. -

Lineaarkujutuse V— W teine tdhtis erijubt on see, mil W=1V.
Sel korral koneldakse vektorruumi V lineaarteisendusest A:V—V
([1], Ik. 359). Kaasruumi V* mdiste véimaldab niisugust lineaar-
teisendust kisitleda sama skeemi jdrgi nagu bilineaarvormi, kus-
juures skeemi {ildistus viibki tensori mbdisteni. Bilineaarvorm
kujutab endast teatavasti kujutust VXV —R, mis on lineaarne
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moélema argumendi jargi ([1], 1k. 441); seega, kui siin (x,2) |>
[=F(x, 2), siis

[(*+y,2)=[(x,2)+[(y,2), [(x 2+w)=[(x,2)4+[(x,w),
[(hx, 2) =M (%, 2), [(x,22) =2f(x,2).

Antud lineaarteisenduse A : V—V korral on vdimalik mairata ana-
loogiline kujutus 7 :VXV*—R jirgmiselt:

T(x,a)=a(A(x)). (67.5)

Vordustest 1), 2), a) ja b) jdreldub otseselt selle kujutuse T
lineaarsus molema argumendi jargi:

T(x+y,a)=T(x,a)+T(y,a), T(x,a+b)=T(x,a)+T(x,b),
67.6
T{\x,a)=MAT (x, a), T (x, ha) =AT (x, a). (67.6)

Seejuures iga selliste lineaarsusomadustega kujutus 7:VXV*—R
on iekitatud parajasti iihe lineaarkujutuse A:V—V poolt. Niisu-
guse A saamiseks tuleb nimelt fikseeritud x &V puhul vaadelda
kujutust V*—R, kus a|->T(x,a), lineaarvormina ruumis V* ja
arvestada, et iga lineaarvorm ruumis V* on vorduse (V*)*=V
kohaselt samastatav teatava vektoriga ye V, mis tulebki lugeda
vektoriks A(x). Vahetult on voimalik (67.6) abil kontrollida, et
selline A on lineaarkujutus V— V. Jouame uuesti vorduseni (67.5),
ainult niiiid méaarab ta A antud T jirgi. Niiviisi on korraldatud iiks-
ithene vastavus bilineaarkujutuste 7:V4V*—>R (s.t. tingimusi
(67.6) rahuldavate kujutuste) ja lineaarkujutuste A:V —V vahel.
Meenutame iihtlasi analoogilist iiksithest vastavust lineaarkujutuste
V*— R ja vektorite x & V vahel.

Koike o6eldut iildistades saame tensori mdiste anda jargmiselt.

Tensoriks ' nimetatakse antud vektorruumi V korral kujutust

T VX...._XIJ/XLV*—l—...XVf—*R,
p q
mis on lineaarne oma iga argumendi jargi (ehk, nagu deldakse, on
(p+4g)-lineaarne). Tdpsemalt on siin tegemist (p4-q)-jdrku, p korda
kovariantse ja q korda kontravariantse tensoriga T ehk lithemalt,
(p, g)-tensoriga T. -
Asjamainitud tiksiiheseid vastavusi silmas pidades voime niiiid
oelda, et (0,1)-tensor on samastatav vektoriga ruumis V, (1,1)-ten-
sor aga lineaarkujutusega V— V. Vahetult on selge, et lineaarvorm
a:V—R on (1,0)-tensor ning bilineaarvorm VXV —R (2,0)-tensor.
Hiéstitumtud {iksiihene vastavus ruutvormide F:V—R ja siim-
meetriliste bilineaarvormide f:VXV—>R vahel ([1], lk. 443),

mille kohaselt F(x)=f(x,x) ja [(x,¥) —_—_--%- [F(x+y)— F(x) —

! Lad. k. fensor — pingutaja; nimetus kujunes teoreetilises mehaanikas
elastsusndhtuste uurimisel, nimelt pingete iseloomustamisel.
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—F(y)] (vrd. eespool (10.2)), vdimaldab jirgnevalt ka ruutvorme
kdsitleda eri tiilipi (2,0)-tensorite, nn. siimmeetriliste tensorite
abil.

68. Vektorruumi tensoralgebra. Osutub, et antud vektorruumi
V ning fikseeritud p ja ¢ korral kdik (p, q)-tensorid moodustavad
vektorruumi, kui kahe sellise tensori T ja S korral defineerida

(T+S) (21, ..., zp, at, ..., %)=
=T (21, ..., 2p, @', ..., a?)+S(2y, ..., 2p, a!, ..., ad), (68.1)
(AT) (21, ..., 2p, @, ..., a®)=AT (2, ..., 2p, a', ..., a9). (68.2)

Vahetult voib kontrollida, et aksioomid 1°—8° on siin rahuldatud.
Seejuures 0 osas on tensor, mille puhul kogu VX ... XVXV*X...
... XV* kujutub arvuks 0 & R. Mis puutub aksioomj 9°, siis on ka see
n-mootmelise vektorruumi V korral rahuldatud, kuid muidugi arvust
rn erineva naturaalarvu puhul; kontrolli liikkame edasi jirgmisse
artiklisse. ,

Vektoralgebra lineaartehete — liitmise ja reaalarvuga korruta-
mise korval saab tensorite puhul defineerida ka nende korrutamise.
Olgu antud (p, g)-tensor T ja (r, s)-tensor S. Kui (p, g) % (r, s), siis
liitta me neid ei saa, aga korrutada kiill ja nimelt jirgmisel moel.
Defineerime T-S valemiga

(T.S) (21, ML ] z_’p, zP"Ha A | zp-H"’ a-i’ ey aqa aq+i, ey aq+8)=
=T (21, ..., 2p, @' ..., Q%) -S(2p41, ..., Zpyr, QIH, .. qots); (68.3)

paremal on tegelikult kahe reaalarvu korrutis. Tulemus.T-S osutub,
nagu kerge kontrollida, (p+r, g+s5)-tensoriks. Rohutame, et kahe
(p, g)-tensori T ja S korrutis T-S on (2p, 2¢)-tensor ja liheb seega
(p, g)-tensorite vektorruumist vilja. (Seetéttu polegi varem vaa-
deldud kahe lineaarvormi v6i kahe vektori seda laadi korrutisi, sest
need oleksid viinud seni tundmatute objektideni.)

Kui tahame moodustada ka tensorite korrutamise suhtes kinnist
hulka, siis tuleb vaadelda (0,0)-tensorite vektorruumi ehk R,
(1,0)-tensorite vektorruumi ehk V*, (0,1)-tensorite vektorruumi ehk
V, (1,1)-tensorite vektorruumi jne., (p,q)-tensorite vektorruumi
jne. otsesummat. Viimase all moistetakse konesolevatest vektorruu-
midest jdrjest voetud tensorite 16pmatute siisteemide hulka, kus
igas siisteemis on ainult mingi 16plik arv tensoreid nullist erinevad
ja milles siisteemide liitmine hing reaalarvuga korrutamine on defi-
neeritud koigi siisteemides samal kohal olevate tensorite liitmise
voi vastavalt sama reaalarvuga korrutamise teel (vrd. [1], lk. 513).
Niisugune otsesumma kujutab endast (l6pmatumddtmelist) vektor-
ruumi selles mottes, et aksioomid 1°—8° on rahuldatud; kontrolli
jatame lugeja hooleks. Uhtlasi on see otsesumma kinnine tensorite
korrutamise  suhtes, mis lisandub niisiis vektorruumi tehetele. Tule-
museks on teatav algebra ([1], lk. 153), mida niiiid on kohane
nimetada fensoralgebraks.

Lisaks liitmis- ja korrutamistehetele on tensoralgebrale omased
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veel teatavad spetsiifilised tehted — argumentide permuteerimine ja
ahendamine.

Olgu naturaalarvude 1, 2, ..., p seast valitud mingid £ erinevat
1, I, ..., I'x kasvavas jéirjekorras. Vaatleme nende teatavat permu-

tatsiooni 7o), foe), ..., fowy. Antud (p,q)-tensori T korral definee-
rime

To(.ovs 2 -
'=T(..., zr

ey Rrgy veey Bryy na) =
a2t z"a(h)' . .); (68.4)

punktiirid tdhistavad kirjutamata jid&nud argumente, mis jadvad
muutumatuks, véljakirjutatud argumendid esimese p seast aga
vahetuvad. Vahetult véib kontrollida, et Ty on samuti (p, g)-tensor.
Oeldakse, et ta on saadud tensorist T ry-se, ra-se, ..., ry-nda argu-
mendi permutatsiooniga o. Nii néiteks v6ib bilineaarvormist f saada
bilineaarvormi f; vairtustega fo(21,2:) =f(22,21); siin o(1)=2;
a(2)=1.

Analoogiliselt defineeritakse arvude 1, 2,..., ¢ seast valitud
S1, S2, ..., s korral tensor T%, mis on saadud tensorist T p-s;-se,
ptS2-se, ..., p+si-nda argumendi permutatsiooniga .

Et iga permutatsiooni saab tuletada teatava arvu transpositsioo-
nide teel ([1], lk. 17), siis on ka argumentide iga permuteerimine
tensoris saadav argumendipaaride teatava arvu transpositsioonide
jarjest rakendamise tulemusena.

Antud (p,q)-tensori T ahendamiseks tuleb valida iiks argument
2, esimese p seast ja iiks argument &' viimase ¢ seast. Fikseerides
koik {ilejddnud argumendid, saame seose (67.5) pohjal teatava
lineaarteisenduse

A=A (21, covy Bh—1y R+l «u.y Zp, al, cee a!—l, aI-H: veey aq)’

kus paremal on ndidatud, et see lineaarteisendus sGltub tegelikult
nendest iilejddnud argumentidest; seejuures sdltuvus oniga niisuguse
argumendi suhtes sama seose (67.5) pohjal lineaarne.

Lineaarteisendus A : V—V maiirab teatavasti ithe invariantse
reaalarvu — oma jdlje J(A), mis iga konkreetse baasi korral ruu-
mis V on teisendusmaatriksi peadiagonaali elementide summa ([1];
k. 372, 377) ja iilejddnud argumentide suhtes seetttu samuti
{ineaarne. Tekib uus kujutus W...XY%V"‘X...XV;“-—»R, mis

p-1 gt
fiende argumentide igale fikseerimisele seab vastavusse J(4) ja mis
kujutab endast teatavat (p—1, ¢ —1)-tensorit. See viimane tensor
kannab nimetust: antud (p,q)-tensori A ahend k-nda ja (p+1)-nda
argumendi jérgi.

Tensoralgebra iilalkirjeldatud pd&hitehted — liitmine, korruta-
mine (sealhulgas reaalarvuga kui (0,0)-tensoriga), argumentide
permuteerimine ja ahendamine véimaldavad kombineerida mitmeid
uusi, rakendustes tdhtsaid votteid uute tensorite saamiseks antuist.

Kui mingi valiku ry, re, ..., rp korral moodustada koikveimali-
kud permutatsioonid ja antud (p, g)-tensorist T, kus k<Cp, teha kdik
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tensorid T, ning seejérel votta kdigi nende aritmeetiline keskmine
1
i > T, : (68.5)
Rl =<

siis tekib uus (p, g)-tensor, mille kohta Seldakse, et ta on saadud
tensorist T selle sidmmetriseerimisel ri-se, rs-se, ..., ry-ndg argu-
mendi jdrgi. Naiteks bilineaarvormi f -siimmetriseerimisel saadakse
siimmeetriline bilineaarvorm [’ selliselt, et

(21, 25) =-‘-é— [F (21, 22) 4 (20, 21) ].

Uldiselt, (p, g)-tensorit T nimetatakse sidmmeetriliseks ri-se,
re-Se, ..., ry-nda argumendi jdrgi, k<<p, kui ta ei muutu neist iihegi
kahe transponeerimisel. Lihtne on jéreldada, et tensori siimmetri-
seerimisel tekib siimmeetriline tensor.

Eeldeldu kéib analoogiliselt ka (p,q)-tensori T p-si-se,
p+se-se, ..., p+s-nda argumendi kohta, I<gq.

Stimmetriseerimise korval tuleb sageli kasutada ka tensori kald-
summelriseerimist ehk alterneerimist, mis antud (p, g)-tensori kor-
ral tdhendab iileminekut tensorile

1 |
7= (sgno) Ty, (68.6)

kus kordajaks (lad. k. signum — mirk) on

=1, kui o on paarisperniutatsioon,
—1, kui o on paaritu permutatsioon

([1], k. 17, 366). Bilineaarvormi f puhul tekib niimoodi kaldsiim-
meetriline bilineaarvorm f“ selliselt, et

sgn c={

P (25, 20) =g [ (21, 20)— (22, 20)].

Uldiselt, (p, g)-tensorit T nimetatakse kaldsiimmeetriliseks r,-se,
re-se, ..., ry-nda argumendi jdrgi, k< p, kui ta muudab méirgi neist
iikskoik millise kahe transponeerimisel. Kaldsiimmetriseerimisel
tekib alati kaldsiimmeetriline tensor. Koik see on muidugi iilekantav
ka argumentidele viimase ¢ ‘sea?t.

Laialdaselt kasutatakse sellist kombineeritud tehet nagu kahe
tensori ahendatud korrutise meodustamine, mille juurde me jérg-
nevalt asume. ’

69. Tensori koordinaadid. Tensorite ahendatud korrutist ja iildi-
selt antud tensori ahendit on lihtne selgitada tensori koordinaatide
abil vektorruumi V teataval baasil {ei, e, ..., e,). Sellised koordi-
naadid on asendamatud ka tensorviljade kédsitlemisel.
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Antud (p,q)-tensori T koordinaatidebs baasil {e, e, ..., .}
nimetatakse reaalarve

ToE =T e, e, e i oy o, Fi), (60.1)
kus: {f, fz, ..-7 1"} on selle baasi kaasbaas; siin indeksid
i, f2, ..., Ip, J1, f2, ..., j, omandavad iiksteisest soltumatult visr-
tusi 1, 2, ..., n. Seega on tegemist teataval viisil organiseeritud
nP*e reaalarvuga. |

Niiteks bilineaarvormi f koordinaadid f (e;, er) =a; moodustavad
selle bilineaarvormi maatriksi baasil e={ey, e, ..., e} ([1],

lk. 442). Lineaarteisenduse A kui tensori koordinaadid, milleks
(67.5) pohjal on

T) =T (e, P)=Fi (A (e)) =F{ 3 Ater) —

E=1

— 3 Ak (en) = 3] Akd] =A, (69.2)
h—

k=1 i

moodustavad lineaarteisenduse maatriksi baasil & ([1], lk. 362).
Lineaarvormi a koordinaadid (67.1) on a(x) avaldise (67.2) korda-
jad a; muutujate x* ees, vektori x kui tensori koordinaadid on aga
kordajad x¢ samas avaldises muutujate a; jérel.

Vordustest (68.1—3) ja (69.1) jdreldub vahetult, et

jljz e jq - jijz jq S-h-’z o jq ; 3
(T+35) By iy Ti,iz i + U S (69.3)
j{j: e jq - j1j2 LAk jq 4
(AT) By e 1 _KTi,i, e iy ? (69.4)
Jp oo Fpduny o d Jyeee d Foeq oo J .
(T'S) .1 .q.q-u .q+s —_ T -1 I-q . S.qﬂ .q+s . (69-5)
Ty ... ’Lp.lpﬂ ’tp+_,. (™ ’Lp ""pﬂ "-p+r

Kui ¢ on arvude 1, 2, ..., p seast tehtud valiku ri, rs, coey I
mingi permutatsioon, siis (68.4) ja (69.1) pohjal
(To) ™, =T

1 2 K rc(l)

rﬁ(i’) ruth)

Tensori siimmetriseerimisel ja alterneerimisel kasutatakse koor-
dinaatide puhul jirgmist siimboolikat. Kui (p, 9)-tensor T koordi-

. Jidg en . . . .
naatidega T "¢ on siimmetriseeritud oma esimese k<p argu-
172

oes ?’-p

mendi jargi, siis saadud tensori (68.5) koordinaadid tihistatakse
Vi gy e dg

CRAPNE T AN

18 Diferenisiaalgeomeetria 273



Naiiteks

i 1 i Aoy
('iiizis)il T 3' ( i:iziéil ' iziaiii& iaiiiﬂii
i J.l Fy- jl ‘
=+Ti=i,i,i. ‘+Ti1ia"'zia '-l-‘T’i'liz'itil ) .
Analoogiliselt talitatakse slimmetriseerimisel mingite teiste argu-
mentide jirgi. Kui need argumendid pole korvuti, siis vahelejddnud

argumentidele vastavad indeksid eraldatakse piistkriipsude vahele.
Naéiteks

. . 1 . ,
a(":x[?::l'fa) ="§- (ait’ia‘iﬁ_l_ a‘i,i;i.) .

Tensori alterneerimisel eeskirja (68.6) jdrgi kumersulud (...)
asendatakse siin nurksulgudega [...]. Niiteks

j',, 1 51 g jl
e g ey —t—— e e e . P
[i,4,14,14] 31 TP O Tl %0,
3, i A \.
AN 11,751 APOR A

imérgime, et paremal {ilemises reas on 1, 2, 4 tsiikleerimisel saadud
paarispermutatsioonidele vastavad liidetavad, alumise rea liik-
med vastavad paaritutele permutatsioonidele.

Tensori ahendi koordinaatide tuletamist alustame (I, 1)-tenso-

n
cist T ehk lineaarteisendusest A. Siin on ahendiks J (4) =2 Af, mis

(69.2) jirgi avaldub kujul

T(A)= 3T (ex 1.
Vastavalt sellele on iildiselt (p, g)-tensorist T k-nda ja (p+!)-nda
argumendi jdrgi ahendamisel saadud (p—1, ¢ —1)-tensori koor-
dinaadid

T(eiu vevy Cigyy Cipry o n, €ip fj‘: ey fjl“’: fj“'" se ey qu)=

f==1

L i - - -
- .2 T(ein sesy e‘ik-u €q, e’ik-q-u ceey eip, fJi, vy fJi--l, fz, fJH-i, oy qu) —
i=1

= Zn' Tj’ oo Jpe@tay e dg
i. .
g

= IO PN X PP 8

.y

(69.6)

Sageli tuleb ahendada mitme argumendipaari jirgi. Summamirkide
kuhjumise valtimiseks rakendatakse A. Einsteini! ettepanekul
kokkulepet, mille kohaselt hoopiski loobutakse nendest mérkidest ja
alati, kui mingi tdht esineb tksliikmes indeksina kaks korda, loe-

I Albert Einstein (1879—1955), saksa fiiiisikateoreetik, rakendas kdnes-
-olevat kokkulepet oma {ildrelatiivsusteooriale piithendatud td6des.
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takse, et toimub summeerimine selle indeksi koigi vidartuste jargi
(vrd. [6], lk. 395; tihti erinevate lisaindeksitega, naiteks i, ja iz
loetakse seejuures eri tdhtedeks).

Huvitav on see, et antud (p, g)-tensori T, vektorite 2y, 2o, ..., 2
ja lineaarvormide a!, a2, ..., a? korral osutub T(z1, 22, ..., 2p,
al, @% ..., a?) ahendatud korrutiseks. Toepoolest, T lineaarsusest
oma iga argumendi jargi jareldub, et

T(Z1, 22, ..., Zp, O, a2: reey aq)—;

‘__ 1, i, ip 1 .1 2 .3, q jq _
—T(Zieii, zzeiz’ vy zp eip, a’Jlf ’ ajzf 3 ey anf )_
) ) . i, i, 2‘ipa1 a2 aq
=T(ei” eia, c ey e‘l‘p’ f.]i, f]z, C ey qu) Zi 22 .- P I ji jz s jq —
Fdged, 2, 4 i 1 2 q
=T "Tz'2' ..z%a. a4 .. .a ‘
Ui, 172 R R ) jq’ (697}

viimane avaldis on aga (0,0)-tensor, mis on (69.5) ja (69.6) pohjatl
saadud iilalmérgitud tensorite (vektor on (0,1)-tensor ja lineaar-

vorm (1,0)-tensor) korrutamisel ja tekkinud korrutise kui (p+q,
p-+4g)-tensori tiielikul ahendamisel. .

Rakendustes on oluline osata koordinaatide jargi dra tunda, kas
on tegemist tensoriga voi mitte, eriti aga eri baasidel antud koor-
dinaatide jérgi otsustada, kas on tegemist iihe ja sama tensoriga
voi mitte. Iseloomuliku tunnuse saamiseks vaatleme, kuidas teise-
nevad tensori koordinaadid {ileminekul {ihelt baasilt teisele vektor-
ruumis V. Erijuhtudel, kui tegemist on vektoriga, lineaarteisendu-
sega voi bilineaarvormiga, leiame vastuse korgema algebra kursu-
sest ([1], lk. 349, 376, 443). Jargnev tulemus aldistab neid lahen-
dusi suvalise tensori juhule.

Olgu vektorruumis V antud kaks baasi e={ei, e, ..., ;) ja
e'={er, e, ..., e}, kusjuures &’ =¢C ehk tiksikasjalikumalt

er—e;Cl (69.8)

(summeerida i jargi!), kus C=IIC§rII on teatav regulaarmaatriks
([1], k. 349), s.t. det |C|5=0. Esimese baasi kaasbaasi elemendid
(lineaarvormid) tdhistame endiselt f, f2, ..+, I*, kuid korraldame
nad niliid veeruna, mille tdhistame v. Teise kaasbaasi elemendid
[ %, ..., [*" korraldame veeruks n’. Sel korral (67.3) jargi

[i(e)=8]; [I'(er)=07.-
Vorduse (67.4) kohaselt saab avaldada
fr="Cifi.
Siit jareldame, et

81, =} (er) = ('Ci[i) (e;CL) ='C7fi(es) C, ='C¥8 Ci, ='CICi,,

mistottu ’C=II’C:§’H on C pddérdmaatriks, sest ‘CC {ildelement on
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fihikmaatriksi ildelement Ggf, seega 'CC on iihikmaatriks. Niisiis,
'C=C— ja n'=C"'n. Edaspidi jitame C*! iildelemendilt mirgi
dra, seega C—1=IIC§'II. Erinevalt C iildelemendist C) on siin
priimiga indeks iilal. Tekivad seosed fJ'"=Cgﬁ’f3',|
CiCi, =87, C;é,C;Z’:&j. - (69.9)
Jargnevalt voimegi tuletada valemi, mis seob (p, g)-tensori koor-
dinaate eri baasidel ¢ ja &”";

7Fa .- J q — T(ei’” e_i,“ ey ei,p, fj.’l, fj"g’ .y fj'q) —_—

LAY ’
Vit

—T(e C", e C" e, v, Cl'f", C¥f ..., Cl'f )=
ha— ( il ,iria ?:2 ifz) L ip.i’p, j1 H jx y S jq

p

= cy o Cit T (i, €y ..oy €ipy [y [y oo, FR)CLCY G =

=chclh, [ laphh-tchch | b, (69.10)
o 1 lg  Hlpeet, V¥, o

Tulemuse rakendamine néiteks lineaarteisenduse puhul annab (69.2)

pohjal tuttava valemi ([1], lk. 376)

A5 =CTAICi, ehk A'=C-AC. (69.11)

Niiid saab téielikult selgitada kiisimuse tensori miidramisest

koordinaatide jirgi. Olgu teataval baasil e antud reaalarvusiisteem
T2, st teataval viisil indeksitega organiseeritud ne+e regal-

g e 1)
arvuy siisteem, mille abil on seose (69.7) jdrgi médratav (p, q)-ten-
sor T. Olgu samal wviisil mddratud teatav (p,q)-tensor baasil ¢’
.j’q

- R LY, .
antud reaalarvusisteemi T, . abil. Tulemuseks on seesama
1“2 > P

tensor T parajasti siis, kui siisteemide arvud on seotud valemiga
(69.10). Tingimuse tarvilikkus on eespool toestatud, piisavuse poh-
jendamiseks tuleb (69.7) parem pool kirjutada vilja baasil ¢/,
arvestada, et selles z2¥'=C72}, ay=a;C!, ning korduvalt rakendada
vordusi (69.9).

Valemit (69.10) nimetatakse sageli feisenemise tensorseaduseks.
Juhtudel, mil p4-¢g=2, saab teda esitada maatriksite korrutamise
abil ([1], 1k. 89). Juhul kui p=¢=1, ongi seda tehtud valemis
(69.11); iilemisi indekseid on tkésitletud esimestena, alumisi teis-
tena. ‘

Kui samas laadis vaadelda bilineaarvormi, mil p=2, ¢g=0,
tahistades koordinaatide maatriksi A=/la_. lI, sadme (69.10) jirel-
dusena . '2

Cti’ii'.“:afli.‘,cg‘, Ci . (J69.12)

Et siin paremal saada maatriksite korrutise iildelementi ([11,

lk. 89) tuleb parem pool kirjutada kujul Cua . Ch ja seejirel esi-

i
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meses teguris iileminekuga maatriksi C=[|C§, | transponeeritud
maatriksile C* vahetada iilemise ja alumise (s.1. esimese ja teise)
indeksi osad. Niiviisi jouame {tuntud seoseni A’=C'AC ([11,
lk. 443).

Uusi jooni lisandub tensoralgebrasse juhul, kui vektorruumis V
on fikseeritud teatav regulaarne bilineaarvorm g, teisiti geldes, kui
V on muudetud regulaarseks bilineaarse meetrikaga ruumiks ([1],
lk. 443), nagu see rakendustes sageli esineb. Nii on niiteks vale-
miga (1.5) defineeritud skalaarkorrutis iiks selline bilineaarvorm,
mis muudab ruumi E, vektorite hulga eukleidiliseks vektorruumiks.

Uldiselt moodustavad g koordinaadid gii,—g (ei, €;,) teatava
regulaarmaatriksi {|gi.ll, kusjuures (69.12) jirgi

girin=gi5,C% Ch . (69.13)

Sellel regulaarmaatriksil on olemas podrdmaatriks. Selle poord-

maatriksi transponeeritud maatriksi tdhistame llgii]l. Seega

Giughl=0}, gligu= 0. (69.14)

Méidrame antud baasil & koordinaatide gih jargi (0,2)-tensori g*,
s.t. defineerime

i 2

Osutub, et see tensor g* ei sdltu baasi g valikust. Pohjenduseks
nditame, et selle tensori koordinaadid teisel baasil &/, mis (69.10)
jargi avalduvad kujul

gf’:j’z= C-;’icjuzg'jijz, (69 15)

on parajasti maatriksi ||gv.l| podrdmaatriksist transponeerimisel
saadud maatriksi elemendid, nii et baasil &’ iilalkirjeldatud viisil
maaratav tensor {ihtib tensoriga g*. Téepoolest, (69.13), (69.15),
(69.9) ja (69.14) jargi

grag¥i=(g::Cl Ci,) (Ci' C¥ giiny =g;;Cly (Ci, CV)C¥: givhes
v, N T Ve VR
=gi1ici-’} 61, C.i-rlgjljg: (gi-,.igjii) CU, Ci’i_—'_
T T 0 4y Ve X
— 6.?1 Ci*, CJ’1=CJ’1C?‘, 263,1 s
1, v, LI v,

kuid seda oligi vaja néidata.

Koos (2,0)-tensoriga g on niisiis fikseeritud ka teatav (0,2)-ten-
sor g%; tensoreid g ja g* nimetatakse vastavalt ko- ja kontravariant-
seks meelriliseks tensoriks vektorruumis V. Nende abil saab korral-
dada iiksiihese vastavuse ruumi V ja selle kaasruumi V* vahel jarg-
miselt. Vektori 2= V puhul kujutab tema ahendatud korrutis ten-
soriga g endast (1,0)-tensorit ehk lineaarvormi, seega ruumi V* ele-
menti, mille koordinaatideks on zig;;,. Analoogiliselt, lineaarvormi
a & V* puhul on tema ahendatud korrutis tensoriga g* (0,1)-tensor
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ehk vektor koordinaatidega a;g?s. Seejuures niiviisi korraldatud
kujutused V—V* ja V*—V on teineteise péérdkujutused, sest

(2igi;) gi=21(g;;gi%) =2i6§2= 2,

seega molemad on iiksiihesed pealekujutused.

Samal viisil saab suvalise (p,g)-tensori puhul iga iilemise
indeksi muuta g abil alumiseks ja iga alumise indeksi g* abil iile-
miseks, s.t. muuta p ja g véddrtusi summat p4-¢ muutmata. Seda
operatsiooni nimetatakse indeksi langetamiseks voi tdstmiseks. Néi-
teks tensorist T koordinaatidega I, voib saada nii tensori koor-

1°2

dinaatidega Tg;jgjia kui ka tensori koordinaatidega Ti . gii, kuid
samal ajal néiteks ka tensorid koordinaatidega Tj;izg“: ja T‘.i]iagi‘i,-

Asi ldheb veelgi keerulisemaks, kui langetatavaid voi tdstetavaid
indekseid on mitu. Selleks et tulemusi liihemalt kirja panna ja see-
juures médramatusest lahti saada, on lepitud kokku bilineaarse
meetrikaga vektorruumi (erijuhul eukleidilise vektorruumi) tenso-
rite puhul kasutada indeksite uut jarjestust, mis on iihtne nii iile-
miste kui alumiste jaoks. Nditeks kui p+g==3 ja koik indeksid on
langetatud, siis tulemuses T4, indekseid uuesti tdstes kirjutatakse
Tiizfagij‘“—""T,jfszis’ Tig1,8%0=T % ja Ti,izigiis=T”25_s.- Tegelikult loe-
takse vastavust V <« V* arvestades, et koik need tensorid on oieti
iiks ja seesama tensor. Sel puhul kaob vajadus eristada alumisi ja
tilemisi indekseid, mist6ttu viikeste p-4¢ vidirtuste korral loobu-
takse lisaindeksitest ja &sjavaadeldud tensor kirjutatakse koordi-
naatide jargi kas kujul Tin voi 77, voi iikskdik missugusel sama-
vaarsel kujul, néiteks T voi T4*,

Huvipakkuvasse vahekorda satuvad niiiid tensorid g ja g* ise.
Siin g;; annab esimese indeksi tostmisel (69.14) pohjal

P =8rigM =29},
ja kui niiiid tosta ka teine indeks, saame
gt, ghi=106i ghi=g¥,

mis kujutab endast g* koordinaate. Seega vastavust V <= V* arves-
tades voib lugeda, et g ja g* on iihe ja sama tensori — meetrilise
tensori kaks erikuju (ko- ja kéntravariantne kuju).

70. Tensorvili. Uldjoontes on tensorvdlja moistet tutvustatud
kdesoleva paragrahvi sissejuhatuses. Tdpsema definitsiooni sénas-
tamiseks tuleb algul meenutada ruumis E, antud piirkonna maistet
([3], 1k. 154, 155).

Lahtiseks keraks punkii ¢ & E,, timber raadiusega r nimetatakse
punktihulka

K(c,r)={x : d(x,c)<r}.
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Olgu antud mingi hulk A < E,. Punkti z nimetatakse hulga A
rajapunktiks, kui iga lahtine kera tema {imber sisaldab nii hulka A
kuuluvaid kui ka mittekuuluvaid punkte. Hulga A koigi rajapunk-
tide hulka nimetatakse hulga A rajeks. Niiteks lahtise kera K{c,r)
rajaks on sfaar

S(e,ry={x:d(x,c)=r}.

Hulka A < E, nimetatakse lahtiseks, kui ta koos oma iga punktiga
sisaldab ka mingi lahtise kera selle punkti imber. Niiteks lahtine
kera on lahtine hulk ([3], lk. 152). Hulga A ja tema raja dhendit
nimetatakse hulga A sulundiks. Hulka, mis {ihtib oma sulundiga,
teisiti Oeldes, mis sisaldab oma raja, nimetatakse kinniseks hul-
gaks. Nditeks pohjapoolsfddri {x : 24242 = R%, x>0} C E;
raja on ekvaatorringjoon, sulund on {x : 2 4x% 22 =R? x>0}
ja see on kinnine.

Hulka D — E,, mis on mingi lahtise hulga A ja selle raja mingi
alamhulga P iihend, nimetatakse piirkonnaks ruumis En. Kui raja
alamhulk P on tiihi, siis koneldakse lahtisest piirkonnast, kui ta
aga iihtib kogu rajaga, siis kinnisest piirkonnast. Kinniseks piir-
konnaks on néiteks kinnine kera

E(c,r)=K(c,r) US(c,r)={x : d(x,¢c)<r},

kui aga sellest vilja jitta rajasfddri poolused — mingid kaks dia-
metraalset punkti —, saame piirkonna, mis pole ei lahtine ega
kinnine.

Ruumi E; piirkondade seas eristatakse fiikiti sileda rajaga piir-
kondi. Nii nimetatakse piirkonda, mille raja on teatava 16pliku
arvu lihtpindade sulundite tihend. Selline on néiteks lahtine kera,
sest ilma poolusteta sfddr on lihtpind (art. 31) ja tema sulundiks
on kogu sfddr — lahtise kera raja; siin on raja iiheainsa lihtpinna
sulund. Kinnise kuubi {x: —1=<Cx;<<l; i=1, 2, 3} raja koosneb
kuuest kinnisest ruudust, mis on lihtpinnad. Toori sisemus
{x: (VB4R —a)24+x2<b?, 0<<b<Ca} on lahtine piirkond, mille
raja on iiksainus lihtpind.

Tiikiti sileda rajaga piirkonna moiste on laiendatav ka n-moot-
melise eukleidilise ruumi E, juhule, kui vastavalt iildistada liht-
pinna moistet. Lihtsamatel juhtudel on seda eespool juba alustatud;
nditeks on defineeritud hiipertasand (art. 1) ja hiipersiddr (art. 7)
ruumis E,. Art-s 72 anname {ildise lihthiiperpinna modiste ja nai-
tame, et hiipertasand ja poolusteta hiipersiddr on selle erijuhud.
Praegu voime ruumis E3 antud piirkondi vajalikult iildistades tuua
tiikiti sileda rajaga piirkondade nditeid ruumis En. Selline on ndi-
teks kinnine kuup {x : —I1<<xi=<l; i=1, ..., n} — kinnine piir-

kond, lahtine kera K(c,r), alamhulk {x : (Y#24-x%—a)24-x2+4-...
A <b?, 0<b<a} jt.
Olgu iildiselt tegemist mingi piirkonnaga D ruumis E,. Selgi-
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tame jdrgnevalt, mida mbdista tensorvélja all piirkonnas D. Ruumi
En vektorite hulk kujutab endast n-modtmelist vektorruumi V. Olgu
iga punkti x = D jaoks antud teatav (p, g)-tensor T, vektorruumis
V selliselt, et vabalt fikseeritud 2z, ... 2p = V ja atl, ..., at = V*
korral tensori vidrtus Te(24, ..., 2p, ai, ..., a?) on punkti x koor-
dinaatide xy, ..., x, funktsioon, seejuures £ korda pidevalt diferent-
seeruv koigi oma argumentide x; jirgi, kus £2>=1. Sel korral kénel-
dakse, et piirkonnas D — E,, on antud sile (p, q)-tensorvdli T sile-
duse jarguga k. |

Sileduse tingimust on lihtne viljendada tensori koordinaatide
abil. Selleks tuleb vektorruumis V fikseerida vabalt mingi baas ja
kooskolas vordusega (69.1) tihistada

jij'g -"j
Tx(eiu e'iz) ey eip! fjls fj"" LRI | qu) =Til'f2 ....iz (xi’ et xn);
paremal on ndidatud séltuvus punkti x koordinaatidest. Tensorvili
T on sile (sileduse jirguga k) parajasti siis, kui koik temg koor-
dinaadid fikseeritud baasil on E korda pidevalt diferentseeruvad
funktsioonid, kus kz=1. Toepoolest, tarvilikkus on siin ilmne, pii-

savus aga jareldub sellest, et Tx(2, 2, ..., 2p, at, a2, ..., a?) on
fikseeritud 21, 2z, ..., 2p, a!, @2, ..., a9 korral seose (69.7) pohjal
vordne avaldisega
i i p 12 a
e O P P ... da 0.
By o ip( 1 » %n) 1% P ajlaj, ig? (70.1)

see on aga diferentseeruvate koordinaatide korral diferentseeruv
X1, ..., Xn jargi niisama palju korda kui viimased.

Et baas on fikseeritud t#iesti vabalt, siis jadb 6eldu plisima ka
tileminekul iihelt baasilt teisele. See on vahetult niha teisenemise
tensorseadusest (69.10).

Sageli on piirkonnas D otstarbekas koordinaatide xi, ..., x,
asemel kasutada teistsuguseid, nn. kdverjoonelisi koordinaate. Nii
nditeks rakendatakse tasandil polaarkoordinaate, mis on eriti head

sellises piirkonnas nagu ring; ruumis tuntakse sfdir- ja silinder-
koordinaate ([3], lk. 316) jne.

Hea nédite mitmesuguste koordinaatide otstarbekusest saime eespool Lobat-
Sevski ruumi Ls(g) mudelite uurimisel eukleidilise ruumi E3 lahtises keras K(0, g)
(art. 58 ja 61). Beltrami—K]leini mudgli puhul osutusid X%, %5, X7 korval kasu-

¥
likeks koordinaadid ), us, s, mis on nendega seotud valemite
x;“=Q th u, cos 4, cos ug,
x7 =0 th #; cos u, sin us, (70.2)
x;‘zg th &, sin u,
abil (art. 58). Seejuures (58.1) pdhjal
Xi

x*=Q——', i=1: 2: 3:
K x4
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kus Xi, %5, X3, x4 on pseudosfiiri Ls() CE: vastava punkti x koordinaadid.

Poincaré mudeli jaoks olid koige sobivamad valemitega (59.3) miidratud koordi-
naadid, mis me tdhistame niiiid u’l, u’g, u';. Tekivad seogsed

20°",

xX*F = . :

i 2 72 2 2 ?
QP u

ja nende kaudu muidugi ka teatavad seosed tileminekuks koordinaatidelt u;, up, us
koordinaatidele u’l , u’z, ug .

i=1, 2, 3

Koverjoonelisteks nimetatakse niisuguseid uusi koordinaate seetottu, et
mingi kahe koordinaadi viirtuste fikseerimisel saadakse iildiselt koverjooned.
Naiteks u, fikseerimine annab sfiiri raadiusega R=g th u;<<g ja niiiid kas u, v5i
ug fikseerimisega saadakse sellel kas paralleel (#s-joon) v&i meridiaan (ug-joon);
samal ajal uj-jooned, piki mida u,=const ja uz=const, on keskpunkti o labi-
vad sirged — selle sfddri normaalid. Niisiis, koordinaatjoonteks on ringjooned ja
sirged, mis moodustavad kolm jooneparve. Kanesoleva lahtise kera iga punkti,
mis pole x’;-teljel, labib parajasti iiks joon igast parvest, kusjuures need jooned

on, nagu kerge niha, paarikaupa risti.
Veelgi iildisemad on u’i-jooned. Naiteks u’l—joon, piki mida W, =4a, ja

u; ==d3, on joon parameetriliste vorranditega

2 2 2
P 20 t gt 20%a, gt 2¢°as ’
1 02+t2 2 62+f2 3 C2+t2

c*=g*}-al a2,

ja osutub {ildjuhul, nagu parameetri ¢ elimineerimisega kerge n#ha, tasandi
aaxj—-ang=o 16ikejooneks niisuguse elliptilise silindriga, mille moodustajad on

paralleelsed x";-teljega, seega ellipsiks. Samuti on teatavateks ellipsiteks ka
u; - ja u; -joonted (kusjuures erijuhtudel on v&imalikud nende ellipsite kidumised
kera diameetriteks x*-telgedel).

Uleminekul koverjoonelistele koordinaatidele piirkonnas D kaob
ruumi E, ko6igi punktide jaoks iihiste baaside eriline tdhendus. Nad
asenduvad punktist x sdliuvate baasidega, mille moodustavad seda
punkti ldbivate koordinaatjoonte puutujavektorid.

Olgu antud n funktsiooni

Xj=Xj(ut, u® ..., ur);  j=1,2 ..., n, (70.3)

mis seavad koordinaadid xi, xz, ..., Xn sOltuvusse n iilemise indek-
siga nummerdatud argumendist u!, uz, ..., um («u iiks», «u kaksy
jne.). '
Valemeilt (70.3) tuleb nduda, et
1° nad kujutaksid teatava piirkonna! A — R* iiksiiheselt piir-
konnaks D < E, voi vdhemalt selle mingiks osapiirkonnaks D’,

! Piirkonna moiste ruumis R® defineeritakse kauguse (1.1) abil samuti nagu
ruumis E,, ainult et ruumi R» puhul kauguse osa sellega piirdubki. Ruum R»
jédb lihtsalt koordinaatide u!, ..., u™ ruumiks, eukleidilise ruumi E, geomeet-
riast voetakse temasse ainult piirkondi puudutavad maisted (n.-6. topoloogia mdis-
ted; [3], lk. 420) jdttes tdiesti kdrvale sellised geomeetria mdisted nagu sirge,
hiipertasand jne.
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2° nii nende kui ka poérdkujutust D’—A méadravate valemite
ui=ui(xy, X2, ..., ¥n) (70.4)

paremad pooled oleksid %k korda pidevalt diferentseeruvad koigi
oma argumentide jirgi vastavalt A voi D’ igas punktis, k=1,

Sel korral kdneldakse, et valemid (70.3) maidravad piirkonnas D
(tipsemalt osapiirkonnas D’) sileda koverjoonelise koordinaadistiku
sileduse jarguga k, muutujaid ut, #?, ..., u* aga nimetatakse kover-

joonelisteks koordinaatideks.

Niiteks valemid (70.2) mairavad sileda koverjoonelise koordinaadistiku sile-
duse jirguga oo ruumi E; lahtises keras, millest on vélja jéetud piistdiameeter;
i A 1
siin A=(0,oo)><(——2—, —Z—)X[O, 2n) ja (kwi wy, Uy, w3 indeksid kirjutada iile-
miste indeksitena)

1 ————u—
u'=arth — yx% 4-x2 4-x2,
o 1T

X3

u?=arctan ———,
x2 2
| s e
X
ud=arctan —.
X1

Tingimustest 1° ja 2° saab teha olulise jdrelduse osatuletisdeter-
minantide (ehk jakobiaanide) detl%l ja det -g—?c—\ kohta ([3],
J

k. 214). Et (70.3) ja (70.4) mddravad teineteise pddrdkujutused,
siis nende jdrjest sooritamine annab samasuse:

ijxj(ui(xi; X2, v, xn), u2(x1, X2, «uvy xn), ey u'n(xi, X2, <0y xn)).

Arvutades niiiid osatuletised xx jdrgi, saame liitfunktsiooni dife-
rentseerimise valemi kohaselt ([3], lk. 180, 215)

0x; 7 0x; Out

Oxp 7=, Out Oxp’
kus vasakul on iihe soltumatu muutuja osatuletis teise jargi, seega
out
, Oxp
Minnes viimases vorduses iile determinantidele, saame seose

67, ja paremal on maatriksite uggf-“ ja l “ korrutise iildelement.

an out
Bui Oxn
kus vasakul on iihikmaatriksi determinant, seega 1. Jirelikult
I%l ja H% H on osapiirkonna D’ igas punkiis x teineteise
podrdmaatriksid, nende determinantide korrutis on 1 ja molemad
determinandid on nullist erinevad.

y

det I'(S{;]zdet( I -detl
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Valemite (70.3) kohaselt osutub punkti x & D’ kohavektor ;;zx
soltuvaks kdverjoonelistest koordinaatidest ul, u? .., un:

x=x(utl, 42 ..., un),

Viimaste fikseerimisel, peale {the — naiiteks ui (loetakse «u i»)
saame :teatava joone, mida nimetatakse koordinaatjooneks, tipse-
malt, ui-jooneks. Selle joone puutujavektor on kohavektori x fule-
tis parameetri ui jirgi, seega osatuletis R mida on edaspidi
otstarbekas tdhistada lithidalt x;. Niiviisi tekib igas punktis x = D’
n vektorit — osatuletisvektorite xy, %s, ..., x,, vidrtused selles punk-
tis, kusjuures punktides x & D’ on need vektorid lineaarselt spltu-
matud, sest nende koordinaatidest moodustatud determinant

det | 9%

dut
gus. Jdrelikult need vektorid — koordinaatjoonte puutujavektorid —
moodustavad igas punktis x = D’ baasi, mis soltub sellest punk-
tist x.

Mingite teiste koverjooneliste koordinaatide ul’, w¥, ..., unv
puhul tekib analoogiline punktist sdltuv baas {xv, xx, ..., Xn} tea-
tava osapiirkonna D” igas punktis x. Seega igas punktis x D’ N D”
on madratud vastav baasiteisendus:

on nullist erinev igas punktis x =D’, nagu eespool sel-

xir:—-xicii,. (705)

Maatriks C=— [Cfl osutub tegelikult osatuletismaatriksiks, nimelt
selle teisenduse jaoks, mis viib iihtedelt kdverjoonelistelt koordinaa-
tidelt «t, 42, ..., un teistele ut, u?, ..., uv ja on méidratud mingite
teisendusvalemitega
wi=uwt(u, u¥, ..., un),
Sel puhul
r=x(at(ut, u¥, . u), w2 (L u), L (¥, u%, ..., u™))
ja liitfunktsiooni diferentseerimise eeskirja kohaselt
0x » 0x Oul
i i dui »
Seega valemeis (70.5) voime tdpsustada: C:"=”""=W' ja Kkir-
jutada need valemid kujul

X=Xy, (70.6)

Samuti nagu eespool vdib veenduda, et kui teha poordteisendus, mis
madratakse mingite valemitega u¥=u¥(u!, 42, ..., u®), siis osatule-

II

tiste ut'= .
i out

maatriks on maatriksi I'Iu;', | p6ordmaatriks:

wiui, =87, uiut=0ot. (70.7)
T 1 [ ;
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Saadud seosed (70.6) ja (70.7) iildistavad valemid (69.8) ja
(69.9) koverjooneliste koordinaatide juhule. Erinevus on selles, et
baasid ja baasiteisendusmaatriks soltuvad niiiid punktist x. Sama-
sugusesse soltuvusse satuvad muidugi ka tensorvédlja 7 argumen-
tide 21, 2o, ..., 2p, al, @2, ..., a? koordinaadid punktist x soltuval
baasil, mistottu valemi (69.7) paremas pooles (70.1) on niiiid koik
selles sisalduvad suurused punkii x (ehk selle punkti asendit maa-
ravate parameetrite ut, #2, ..., u*) funktsioonid, seejuures diferent-
seeruvad funktsioonid.

Tensorvélja T koordinaatide teisenemise seadus (69.10) iilemi-
nekul {ihtedelt koverjoonelistelt koordinaatidelt teistele omandab
niiiid kuju
D4dg ven jq 1, i, "l‘.p N

Uy By, oo By - (70.8)

P oo h P tydy e tp Ty

L P 8 iy ¥ iy
v e =W UL LU T )
Ay e

_Kandes sellele juhule iile eelmise paragrahvi tulemuse tensori
médaramisest koordinaatide jirgi, voime sonastada jargmise lause.
Olgu piirkonnas D’ mddratud kéverjooneliste  koordinaatide
w', u? ..., u" puhul antud (p,q)-tensorvdli oma koordinaatidega

fif: jz (ut, w2, ..., u*) ning olgu piirkonnas D” mddratud koordi-

naatide ut', u¥, ..., un puhul antud (p, q)-tensorvili koordinaatidega

P , , ‘ .y . gs ..
T 0w, u®, ..., uv'). Need tensorvdljad dhtivad piirkonnas
Ay e

P

D’ N D" parajasti siis, kui on rahuldatud vérdused (70.8).

Tensorviljadele kanduvad iile ka koik tensoralgebra moisted ja
operatsioonid, sest punkti x =D suvalisel fikseerimisel saame ten-
sorvdljadest vektorruumi V tavalised tensorid. Nii voib tensorvilju
liita (kui nad on sama (p, g)-tiiiipi), korrutada (saades (p,q)- ja
(r,s)-tensorvaljast (p--r, g+s)-tensorvdlja) ja ahendada (kui
p>0 ja ¢>>0) ning saab konelda siimmeetrilisest ja kaldsiimmeetri-
lisest tensorviljast.

Harjutusiilesanded

114. Niidata, et iga (2,0)-tensor on iihelainsal viisil avaldatav siimmeetri-
lise tensori ja kaldsiimmeetrilise tensori summana. '

115. Avaldada (3,0)-tensori (ehk (frilineaarvormi) f kaudu tfemast kadigi
kolme argumendi jérgi alterneerimisel saadav kaldsiimmeetriline (3,0)-tensor,
kirjutada vélja viimase tensori koc;rdinaatide avaldised tensori [ koordinaatide
kaudu, :

116. Téahistame antud vektorruumi V korral siimboliga Sk voi Ak* vastavalt
siimmeetriliste voi kaldsiimmeetriliste” (%, 0)-tensorite hulga. Naidata, et molemad
hulgad on tensorite liitmise ja reaalarvuga korrutamise suhtes vektorruumid.
Kuidas avaldub V modtme n kaudu ruumi Sk vdi A* modde (s.t. ruumi suvalise
elemendi oluliste koordinaatide arv)?

117. Selgitada, kas ruumide 89 S!, ..., S%, ... otsesumma 630 S* (kui ten-
k=
soralgebra teatav alamvektorruum) on tensorite korrutamise suhtes alamalgebra.

Lahendada sama kiisimus otsesumma GBO/\R puhul!
b=
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118. Niidata, et k&Bﬁ S* osutub tensorite siimmetriseeritud korrutamise suh-

tes algebraks, nn. sidmmeetriliseks algebraks. Veenduda, et siimmeetriline algebra
on samastatav n muutuja poliinoomide ringiga iile reaalarvude korpuse R ([1],
1k. 254; siin n on V modde).

oo n

119. Niidata, et ArH=Anr+2= =0 ning et EBO/\“'= GBO/\" on ten-
h= k=

sorite alterneeritud korrutamise suhles algebra, nn. vdlisalgebra (ehk Grassmanni
algebra; vrd. art. 78, samuti [1], lk. 504}

§ 17. RIEMANNI MEETRIKA

Eriline tdhendus tensorvaljade seas on siimmeetrilistel (2,0)-ten-
sorvdljadel (ehk bilineaarvormiviljadel), mida vdib art-s 67 mar-
gitud {iksiihese vastavuse péhjal kisitleda ka ruutvormivéljadena.
Kui niisuguse vilja ruutvorm on igas punktis positiivselt médratud,
siis nimetatakse seda vélja Riemanni! meetrikaks. Selle eespool
kdsitletud erijuhud on pinna esimene ruutvorm ja vektorite skalaar-
korrutis eukleidilises ruumis E,. Kdesolevas paragrahvis ithendame
need erijuhud, iildistades neid sobivalt — esimest tileminekuga kor-
gemasse mootmesse (osalt on seda juba tehtud IV ptk-s), teist
ileminekuga «tasaruumists «kdverruumi». Koos sellega kdisitleme
rakenduslikult tdhtsaid konstruktsioone uute tensorviljade saami-
seks esialgsest, kusjuures ei piisa iiksnes tensoralgebrast, vaid
tensorarvutust tuleb laiendada ka tensoranaliiiisi valdkonda.

71. Meetriline tensorvili. Alustame piirkonna D < E, geomeet-
ria kdsitlemisest koverjooneliste koordinaatide abil. Igas fikseeritud
punktis x on sel puhul méératud kohavektori x osatuletisvektoritest
Xy, Xz, ..., X, moodustunud baas, mis {ileminekul teistele koverjoo-
aelistele koordinaatidele teiseneb valemite (70.6) kohaselt. Korda-

jaiks neis valemeis on osatuletised uf;.’: kusjuures

dui ’
dui’ = u; dui,

Viimastes seostes tunneme &ra (0,1)-tensorvilja koordinaatide

teisenemisseaduse, s.o. (70.8) erijuhu p=0 ja g=1 korral, millele

alluvad praegu duwi ja dui. Uldiselt kujutab (0,1)-tensorvili endast

vektorvélja piirkonnas D, sest kui zf’=u§.’zf, siis on igas punktis

x & D méidratud vektor 2=wx;2%, s6ltumatult koverjooneliste koordi-
naatide valikust. Toepoolest, (70.6) ja (70.7) pohjal

ol = xi1ld 1V R —— xR E— . o]
Xj2i =x;ul, ul’z ==x;0] 2h=x;2i,

Niisiis du? kdituvad nagu vektori koordinaadid.

! B. Riemann seadis oma 1854. a. ettekandes sellise tensorvilja <«kovera»
n-mooimelise ruumi geomeetria — Riemanni geomeetria aluseks, tldistades sel-
lega C. Fr. Gaussi poolt antud pinna sisegeomeetria maistet.

285



Vaatleme niiiid kahe vektori 2=x;2{, w=xpw? skalaarkorrutist
2w = (x:2!) (XpW*) = (X:xp) 22wk,
Kui tihistada siin '

XiXp=gin, (71.1)
saame |
zw=gihziwh. ' (712)
Valemite (70.6) jérgi
itk =Xy Xpr= (X uj;,.) (xhu’;, ) =ginltl, uﬁ, . (71.3)

Siin g ja g sbltuvad, samuti nagu vektorid x; ja xi, diferentsee-
ruvalt punkti x D koordinaatidest. Vordlus teisenemisseadusega
(70.8) niitab, et meil on tegemist teatava (2,0)-tensorviljaga g,
millele gi» ja gvn- on koordinaatideks. Seejuures g on siimmeetriline
tensorvali, sest (71.1) annab skalaarkorrutise kommutatiivsuse
tottu, et gri=gix.

Valemiga (71.1) defineeritud tensorvidlja g nimetatakse ruumi
E, meetriliseks tensorviljaks (piirkonnas D). Nimetus on tulnud
sellest; et g méidrab tdjelikult ruumi E, meetrika. Vahetult on see
%éha siis, kui votta wi=x;. Sel korral x; on vektor koordinaatidega

X; L

?a—x—i-_—_- 6‘3 nil‘lg ]arellku1t gih=XiXk= Z 6-: 6{{ = Glh; Seega (71 2)

jargi

=1
2w =_8ipiwt =21+ ... f2"w",

mis on tdielikus kooskolas skalaarkorrutise esialgse definitsiooniga
(vt. (1.5)). Skalaarkorrutis aga méédrab toesti kogu meetrika: kau-
gused, nurgad, pind- ja ruumalad, nagu selgus I ptk-s.

Tensorvilja g koordinaatide jérgi saab arvutada samu meetri-
lisi suurusi suvaliste koverjooneliste koordinaatide u!, u?, ..., u®
puhul. Nii tuleb néiteks joone kaare pikkuse arvutamisel ldhtuda
samuti nagu pinnatecorias (art. 36) sellest, et s'(f)=|x"(#)| ehk
ds?=dx2 Et

dx= zn'—gg; dui=x; dut
i=t

ja seega
dst=—dx2=dx dx==(x: du?) (xs dut) =
= (xyxz) dui dub==g;, dut du*,
siis on kaare pikkuseks ]

b . —
s= Vg dut du*, (71.4)

kus paremal tuleb muidugi mdelda asendusi ui=ut(t) joone vor-
randeist. Sirgjoone vorrandid kdverjoonelistes koordinaatides pole
enam lineaarsed, seetdttu sirgldigu pikkuse kui otspunktide vahelise
kauguse leidmine kiib iildjuhul just seda laadi midratud integraali
arvutamise kaudu. Ainult juhul, kui #/=x;, mil punkte a ja b ldbiva
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sirgjoone parameetrilised vérrandid on xj=aj+t(b;—a;), saame
varasemast tuttava tulemuse: siis gip==6i, dxj=dt(b; —a;) ning

§= f V -ééik(bi — ;) (bx — ap)dt =

0

=V(bs— )% .. + (ba— an)2 |t =Y (a1 — b1)2+ . .. F (@n —bn) 2.

Joontevaheline nurk defineeritakse samuti nagu art-s 36 nende
puutujatevahelise nurgana l6ikepunktis. Arutlustega, mis on taiesti
analoogilised mainitud art-s kasutatutega, saame valemit (36.3)
Gildistava eeskirja selle nurga arvutamiseks:

cos = o Sin 20 0 . (71.5)
Vgih dvi dok ]/gi-h dwi dwh

Samuti valem (36.5), mis on muidugi rakendatav ka tasandil Es
antud piirkonna pindala arvutamiseks koverjooneliste koordinaa-
tide ! ja u? abil, saab oma loomuliku {ildistuse ruumi E, juhule.
Olgu ruumis Es antud mddtuv piirkond D ([2], k. 407) ruumalaga
V(D). Viimane on avaldatav teatavasti kolmekordse integraalina

([3], k. 307):
V(D)= [[fdV= [[[dxidxsdx.

Uleminekuks koverjoonelistele koordinaatidele tuleb teha muutujate
vahetus (70.3), kus praegu n=3. Sel juhul aga ([3], lk. 314)

J1] v ]| ez

dx, Oxy Oxs
Out  Qur  Gut
0}61 dxg aJC3
0z 0w 0w’
5x1 6x2 0x3
oud  dud Jud
Kui arvutada viimase determinandi ruut; korrutades ridu ridadega
([1], Ik. 44), saame niiteks esimese ja teise rea puhul

dxi 0x1 | aJC2 sz a.’C3 Gxa _ .

dut our T dut 0wt T out ggz " Jne.
kokkuvottes aga

[¥D (x1, X2, x3) _
D(ut, w2, u3) 1 —

dut du? dus,

kus

D (x'ia X2, x3)
D (ut, 12, u?)

dx j
dut

=-det’

xf\ XiX2 X1X3

XaXy  XT Xaxg

X3X4 X3Xo xg

=det l.gijl.

287



Jéarelikult
V(D)y= [[[Vdet |di;| dut du? du?. (71.6)
A

Saadud valem on valemi (36.5) loomulik iildistus, olles samal ajal
erijuht veelgi iildisemast tulemusest.

Olgu ruumis E, antud mddtuv piirkond D ([3], k. 321) ruumalaga

i f D(xl, ceey Xn
M(D)=f...fdx1....dxn=f...f dul...du™.
| D(ul, veey UT)
D ) A
Tehes samad operatsioonid mis eespool, leiame, et
D(xy, ..., Xa) ]2
F =d t Jii ]y
[D(u‘,...,u") et |gul
mistottu
p,(D)=f...f]/de-tlg,;j]d.u‘...du“. (71.7)
A

Huvitay on mirkida, et saadud valem on iihtlasi valemi (4.6) (ldistus, kui vii-
mases m—n. Selles veendumiseks tuleb piirkonnaks D vdtta n-rdoptahukas, mis
(4.5) kohaselt koosneb punktidest x € En kohavektoritega

x=at-kit, (71.8)

kus O<cui<cl. Siit xi=Fki, gij=xXw;j=Rik; ja det | gi;| =det | #ik;]| =const.
Jarelikult

1 1 ) —_—
M(D): Of, '.'OI.VdEt lk;kjl dul ...dun=-Vdet lk'le =S V(-kla LR ) kn)-

Valemiga (71.8) miiratud koordinaate u!, ..., u#® ruumis E, polegi Oige
aimetada koverjoonelisteks, sest tegelikult uf-joon, millel filejadnud u¥ j==i on
fikseeritud, kujutab endast sirget (art. 2). Nad fildistavad ruumis E; tuntud
afiinseid koordinaate ([6], lk. 107) ruumi E, juhule. Nagu dsja selgus, on meetrilisel
tensoril g nende puhul konstanised koordinaadid. See tensor koos oma kontra-
variantse kujuga g* voimaldab arendada ruumi En analiiiitilist geomeetriat afiin-
setes koordinaatides. Piirdume siin iitheainsa nditega.

Hiipertasandi vdrrandile (1.2) tuleb afiinsetes koordinaatides kuju

Bg—l—Biui_—_-O’

Hilpertasandi (n— 1)-riht koosneb vektoreist w, mille afiinsed koordinaadid
w? rahuldavad tingimust
Biwi-—_-O.

Siin w¢ on vektori w kui (0,1)-tensori koordinaadid, viimase seose vasaku poole
kui lineaarvormi kordajad aga on (1,0)-tersori B koordinaadid. Kontravariantse
meetrilise tensori g* abil saab moodustada korrutise Bg* ahendi, millel on koor-
dinaadid Bigii=Ni. See ahend kut (0,1)-tensor on vektor N, mis kujutab endast
vaadeldava hiipertasandi normaalvektorit. Toepoolest,

Nw=gihNi'w-k=g,-h(Bfg-if)w'h=Bi(g,-kgii)wk=3i61wk=3iwi=o
iga selle hiipertasandi {(n— 1)-rihti kuuluva vektori w korral. Normaalvektori N
skalaarruut avaldub jérgmiselt:
N?—ginNiNt=g;u (Bigii) (Big'*) = (ging™’) (B:iBig'*) =8! (BiBig™) = BxBigh,

mistdttu hilpertasandil on normaalvérrand
Bo—i—Biui

YB:rBght
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Punkt afiinsete koordinaatidega w? on valemi (3.1) pohjal sellest hiipertasandist

kaugusel _
|Bo B |

'VBhBlgkl

Poordudes tagasi iildiste kdverjooneliste koordinaatide !, 12, ...
.., 4™ juurde ruumi E, piirkonnas D, lahendame jdrgmise iiles-
ande. Vaatleme selles piirkonnas teatavat joont parameetrilise vek-
torvorrandiga x=x(t), te=T <R, kus x(f)=x(ul(t), ..., un(f)),
ning selle joone suvalises punktis x: vektorit z(f) & Vx, mis aval-
dugu kujul
2(1)=x;(t)2(1);

siin x;(¢) tahistab x; védrtust joone punktis x; ja 2i(f) on vektori
2(f) koordinaadid punktis x; voetud baasil {xi, ..., X»}. Missugu-
seid tingimusi peavad rahuldama need koordinaadid zi(¢), et vektor
Z(t) oleks tegelikult konstantne, s.t. kanduks edasi piki vaadelda-
vat joont oma vaartust muutumata, ehk nagu Geldakse, oleks rédp-
dlekandes piki seda joont.

Et seatud tingimuse kohaselt 2(f) =const ja konstantne funkt-
sioon on diferentseeruv (tuletisega 0), siis peavad ka 2i(¢{) olema
diferentseeruvad ning

d{x;(t)2¢(t)) =0.

Siin 5
P _
x; (1) = (ut(t), ..., ur(?)),
- Ju
mistottu
0%x
e L AUR— o Ak
dx‘_duf S ouk=x;; du*,
Tahistades niiiid vektori x; koordinaadid baasil {xi, ..., x5} siim-
boliga IV, saame
_xihzij‘?;h (719)

ja seega |
dx,;=ij‘zh duk, _
Vektori z(¢) konstantsuse tingimusest !
dx;-2id-x;-dzi=0 o
ehk .
(x;T1, dut)zit-x: dzi=0
jdreldub:
x;j(dzi4-T 28 duk) =0.
Et siin xi, ..., x, on lineaarselt soltumatud, siis saame soovitud
tingimused kujul
dzi4-Ti, ziduk=0. (71.10)
Vastupidiselt arutledes on kerge kindlaks teha, et need tingimu-
sed on mitte iiksnes tarvilikud, vaid ka piisavad selleks, et z=const.
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Scega, kui on tegemist koverjooneliste koordinaatidega, siis piki
antud joont selle igas punktis x; mddratud vektor z on rédpiilekan-
des (s.t. jddb konstantseks) siis ja ainult siis, kui tema koordinaa-
did parameetri t funktsioonidena rahuldavad vorrandeid (71.10);
kus dub=[u*(t)]’dt ja kordajaisse T',, kui !, ..., un funktsiooni-
desse tuleb teha asendused ul=ul(¢), ..., un=un(¢).

Osutub, et kordajad IV, on avaldatavad meetrilise tensori g
koordinaatide ja nende osatuletiste kaudu. Toepoolest, kui arves-
tada, et gin=xixx ja votta molemal pool osatuletised «' jérgi,
saatne

ailh =XgXp+XiXp= (X;I )xp+%xi (x;17 );
s. t.
0gi j j
61; =gl +8&uly, . (71.11)

Siin on otstarbekas saadud seosed kirjutada vélja veel kaks korda,.
tsiikleerides indeksite ¢, %, [ jargi:

0 . :
dikil =gul'}; +8&nil

ag . .
=T, +8uld,

Vordusest (71.9) ja sellest, et segatuletised ei so6ltu diferentseeri-
mise jdrjekorrast ([3], lk. 170), jareldub, et IV =T% , mistottu
viimase kolme vorduse paremates pooltes iikslitkmetena kirjutatud
avaldised (tegelikult summad) on paarikaupa vordsed. Liites néi-
teks kahe viimase pooled ja lahutades neist seejdrel esimese vasta-
vad pooled, saame

0gn |, O0gu . 0gir
dui - Juk oul

=2gmlrﬁi .

Siin jédab veel korrutada suurustega -—;——g” ja summeerida [ jargi, et

paremal saada 4
gmighT, =81, ' =T,
Seega

, . 08n | Ogu 0gir )
[t 'l L b 5 ms— 1
L g & ( out ' Our out |- (71.12)

Siin puutume esmakordselt kokku meetrilise tensorvilja koordi-

naatidest moodustatud spetsiifiliste avaldistega, millega tuleb tege-
mist teha ka edaspidi. Kordaja TIJ niisugust avaldist, valemi
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(71.12) paremat poolt, tdhistatakse sageli siimboliga {i;}, mida

nimetatakse Christoffeli! siimboliks.

Eelmise artikli tulemused kéivad erijuhul ka tasandil E; antud piirkonna D
kohta, kui selles kasutatakse kdverjoonelisi koordinaate w!, u?. Niiteks polaarkeor-
dinaatide u,, 4, korral, mil D on tasand E; ilma pooluseta (otstarbekas on tagasi
tulla alumiste indeksite juurde), saame

X== (U4 COS Uy, U SiN Uy),
dx == (du; cos u; — u; sin 8y duy, duy sin uy+4-u; cos Uy duy),

ds’=dx?*= a!u21 +u?dul,

s.t. gn==1, g2=0, g22=u21. Vorrandiga u#;={(u;) antud joone jaoks tasandil
tekib tuntud eeskiri kaare pikkuse arvutamiseks ([2], lk. 282). Et siin glt=I,
g2=0, g‘2'~"=u?2, siis valemite (71.12) jargi

' =7! =T2 =T? =— 2 o 1 —y—!
i 12 Fu F22 0, Flﬂ 29 1’

mistottu vektori 2(¢) konstantsuse tingimustel (71.10) on kuju

d21=ur122 du,, dz,= —ul—lz, du,.

72. Lihthiiperpind. Ruumi E; geomeetria seisukohalt on tasandi
piirkond lihtpinna {iks erijuht, mil kéik punktid on tasandumispunk-
tid ja K=0 (vt. art. 39). Uldise kdverpinna korral méidrab pinna
esimene ruutvorm ds?=g;;dutdul mirksa huvitavama geomeet-
ria — selle pinna sisegeomeetria (art. 48).

Analoogiliselt saab iildistada ka ruumi E, piirkonna D kisitle-
mist koverjooneliste koordinaatide abil. Selleks tuleb defineerida
jargmine uus moiste.

Lihthiiperpinnaks ruumis E,4+; nimetatakse hulka

H={x : x=x(ul, u? ..., un), (u, 3 ..., un) = A},
kus A on ruumi R™ teatav piirkond ja
d
1° eksisteerivad pidevad osatuletisvektorid xi=—5£:7, Xij=
_ 0= P okx :
e du'i duﬁ y ry “1g een I altti o 6u1k I’lll’lg
2° vektorid x4, ..., x, on lineaarselt soltumatud piirkonna A

igas punktis.

Suurimat naturaalarvu k, mille puhul on tdidetud tingimus 1°,
nimetatakse lihthiiperpinna sileduse jirguks; kui see tingimus on
rahuldatud iga naturaalarvu % korral, siis Seldakse, et lihthiiper-
pind on sileduse jarguga oo.

Lihthiiperpinna nditeks on hiipertasand, mis lihtsaimal juhul eraldatakse vilja
vorrandiga x».+,=0; sel korral x;=ut; i=1, ..., n; A=R".
Teise nditena vaatleme «punkteeritud» hiipersfaari

! Elvin Bruno Christoffel (1829—1900), saksa matemaatik, kes 1869. a.
selgitas nende avaldiste erilise osa diferentsiaalruutvormide g.; dui dui teoorias.
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2r2u! 9r2yn uZ—r? k
H=<{x : x= e , ),(ul,.,.,u")ER"},

 ulr? u?4-r? § u’4-r?
kus #?= ()24 ... F(u™)? vrd. (59.2). Et

x2-—-- == ——
siis on siin tdesti tegemist hiipersfddriga S(0,r), kuid selle punkti (0, ..., 0, rY
pole voimalik ké#ite saada u!, ..., u™ ithegi vdirtussiisteemi puhul. Vektori dx

koordinaadid avalduvad seejuures valemitega (60.1) ja (60.2) (viimases tuleb u;
ja x4 asemele kirjutada ntilid vastavalt u? ja xn4;). Osatuletisvektori x; koordi-~
naadid on neis du® kordajad. Vahetult v6ib kontrollida, et x,, ..., x*, on kaéikide
(ul, ..., u™) korral lineaarselt soltumatud. Seega on toesti tegemist lihthiiper-
pinnaga, mille siledusejdrk on oco. Mirgime, et ainus hiipersfdirist S(0,r) vilja-
jadnud punkt on fhtlasi selle lihthiiperpinna H raja.

Edaspidi koneleme kiesolevas artiklis lithidalt hiiperpinnast,
moistes selle all lihthiiperpinda. Hiiperpinna iildisemast kéasitlusest,
mis tildistab art-i 32 lGpuosa, tuleb juttu art-s 83.

Punkti x = H ja selles punktis arvutatud rihivektorite %4, ..., x5
poolt madratud n-tasandit ruumis E,4; nimetatakse hiiperpinna H
puutujahiipertasandiks punktis x, temaga ristuvat sirget 1dbi
punkti x — hiiperpinna H normaaliks selles punktis. Normaali sihis
valime iihikvektori m selliselt, et vektorite %y, ..., x, ja m koordi-
naatidest moodustatud (n+1) X (n+1)-maatriks oleks positiivse
determinandiga.

Hiiperpinnale H kuuluva joone saab esitada vorranditega ui=
=ui(t), t=T < R ja tema punkti x kohavektori seega kujul

x=x(ul(t), ..., un(t)).

Siit
dx=x; du} (72.1)
ning seega
ds?=dx?= (x; du?) (xp dut) =g dui duk, (72.2)
kus
gin=X;Xp (72.3)

on piirkonnas A méiratud funktsioonid, mis on mingi hiiperpinnak
H antud (2,0)-tensorvilja g koordinaatideks. Diferentsiaalruutvormi
(72.1) nimetatakse hiiperpinna H esimeseks ruutvormiks, tensorvalja
g tema meetriliseks tensorviljaks ehk esimeseks pohitensorviljaks.
Et esimene ruutvorm on veKtori dx skalaarruut, siis omandab ta
ainult mittenegatiivseid védrtusi, seejuures védrtuse 0 iiksnes siis,
kui dx=0 ehk (72.1) pohjal dut=0; i=]1, ..., n. Jarelikult on ta
hiiperpinna H igas punktis positiivselt madratud ruutvorm, mistottu
tema maatriksi peamiinorid on koik positiivsed ([1], lk. 453); nende
hulgas gu=>0, ..., Enn=>0 ja det |gih| =0.

Esimese ruutvormi abil tuletatavaid geomeetrilisi moisteid ja
nende omadusi késitleme ldhemalt jargmises artiklis. Margime siin
vaid, et lihthiiperpinnal on samalaadne sisemeetrika nagu selle eri-
juhuks oleval lihtpinnal; see erijuht vastab vddrtusele n=2 (vt.
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art. 36). Praegu pG6rame tdhelepanu teatava arvutusaparaadi aren-
damisele, mille kdigus tulevad uuesti esile Christoffeli siimbolid
ja nende osa hiiperpinna kdverusnéhtuste iseloomustamisel.

Vottes hiiperpinnal H antud joone puhul parameetri ¢ ossa joone
loomuliku parameetri s, saame arvutada

x =x;(ut)’,
£ ()" () s (4) = (40)” (04) i (), (72.4)

Et vektorid x4, ..., X, ja m moodustavad hiiperpinna H igas punk-
tis x baasi ruumi E,44 vektorite jaoks, siis kehtivad valemid
Xip=x;I'] +mbqp, (72.5)

kus paremal olevad kordajad on siimmeetrilised alumiste indeksite
suhtes (segatuletise vastava omaduse iottu). Siin I, avalduvadki

Christoffeli siimbolitena. Téepoolest, vordustest (72.3)

o0gin
‘_auT'=xilxk+xixhl§

samal ajal (72.5) pohjal naiteks

xxp== (%;I'}, +-mb ) Xp = (X;xz) F'Z-l =gth‘3:” ’

sest mxp,=0, kuna m on vektorite xi, ..., x, poolt médidratud puu-
tujahiipertasandi n-rihi normaalvektor. Jérelikult tekivad vordused
(71.11) ja nendest jdrelduvad juba tuttaval viisil valemid (71.12).

Kordajate b&; avaldamiseks valemeist (72.5) korrutame selle
pooli skalaarselt normaalithikvektoriga m ja arvestame uuesti vor-
dusi mx;=0; saame

bir=mx;. (72.6)
Huvitav on see, et meil tekib siin teatav tensor &. Uleminekul min-
gitele teistele parameetritele «', ..., u» hiiperpinnal H tekivad
juba tuttaval viisil (art. 70) seosed

X=Xl
ja siit e Ok

0 , i Xi U . .
xi.rhl= auh’ (xiu::’) _ (‘W‘ auhl ) u‘;, —]—xiu';,h, »
kus on kasutatud liitfunktsiooni diferentseerimise eeskirja ([3],
. e 024! »

Ik. 180, 215) ja tdhistatud qu::’h’ . Seega

xew=xuul, ut, +xiul, =x;(T], wt ub t+ul, ) +mbiu, uy, .
Vordlus valemi (72.5) kujuga uutes parameetrites:

xi’h’= xjirj;”h’__[_mbi;kl',
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kus x,-f=xju§._,, annab jargmised teisendusvalemid:
iTY =T9 uiyk j |
uj’Pi'h’ Fihui’uh‘_l_ui’h” (72.7)
(P — . 1 R
birpr==bttl, uk, . (72.8)

Siit ongi néha, et b;, ja byr- on teatava (2,0)-tensorvilja b koordi-
naadid eri parameetrites, samal ajal kui I/, ja T'%,, puhul analoo-
gilist vdita ei saa — teisenemise tensorseadust (70.8) rikub nende
korral lisaliige uJ,,!

Tensorvilja b nimetatakse hiiperpinna H feiseks pdohitensorval-
jaks, vastavat ruutvormi b duidut — teiseks ruutvormiks. Kui H
on hiipertasand, siis on ta omaette vaadelduna ruum E, ning kui
alguspunkt o valida temal, saame eelmises artiklis kasitletud olu-
korra. Valemite (71.9) ja (72.5) vordlemine néitab, et sel korral
hin==0. Seega feine ruutvorm iseloomustab hiiperpinna H erinevust
hiipertasandist, tema koverdumist.

Viimase ndhtuse tdpsem iseloomustamine tugineb suuruselz

: dut duk
homma == (mixi) (u) (49)' =bip =
bin dut du® o bin dut du*
R ds?  gmdutdut (72.9)

mida nimetatakse normaalkoveruseks (vrd. art. 36). Hiiperpinna H
iikseeritud punktis x on ruutvormide kordajad (ehk pohitensorvil-
jade koordinaadid) g ja b kindlad reaalarvud, vektorid I=x,l*
selles punktis x voetud puutujahiipertasandil moodustavad aga
n-mootmelise vektorruumi V, selles mdédratud skalaarkorrutisega

kl—= (xiki_) (xklh) ——"‘gihkilh.
Kui hiiperpinnal H 14bi punkti x voetud joone puutuja siht maéra-
takse vektoriga I, siis dx=x,du*|ll, mistoéttu dub=0[* ja (72.9)
pohjal
b inltlk

o= T

(72.10)

s.t. fikseeritud punktis x soltub normaalkdverus k¢ ainult sihist:
ko==~Fo(l). Statsionaarsed (sealhulgas ekstremaalsed) védrtused

ok .
omandab ta neis sihtides, m_illge korral 797??':0 ([3], 1k. 217). Samuti

nagu art-s 38 leiame, et nende sihtide ja %k, vastavate vaartuste

korral
(bin — Rogir) 1'==0 (72.11)

(vrd. (38.3)). Sellcks et saadud homogeenne lineaarvorrandisiis-
teemn toesti madraks soovitud sihi, s.t. omaks mittetriviaalse lahendi
i, ..., [7 on teatavasti tarvilik ja piisav ([l], lk. 74), et siisteemi
determinant oleks vordne nuliiga:

det I bin — kogiﬂ =0. (72.12)
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Siin on tegemist kahe ruutvormiga bxlil* ja gulil*, millest teine
on positiivselt madratud. Sel puhul teatavasti leidub baas vektor-
ruumis V., millel mdlemal ruutvormil on {iheaegselt kanooniline
kuju: esimesel kg (V)24 ... 4-kn (I7)2, teisel (&)24 ...+ (I™)3, kus-
juures ki, ..., k, on parajasti vorrandi (72.12) lahendid ([1], Ik
455). Sellel baasil gin="=0rr ja seetdttu kl=FAVI'H ... J-k7’In" ning
baas on ortonormeeritud. Vottes I ossa iihikvektori, saame PB=
=gplilt= ()24 ...+ (I")2=1 ja valemist (72.10)

o=k ({¥)24 ... 4k (IM)2

Tulemus iildistab Euleri valemit (37.10) ja nditab selgesti, et
ki ..., k, on normaalkdveruse vdirtused konesoleva ortonormeeri-
tud baasi vektorite sihtides. Neid véértusi nimetatakse hiiperpinna
peakdverusteks, sihte aga peasihtideks.

Peakdveruste arvutamiseks on vorrand (72.12), millest néhtub,
et peakdverused hiiperpinna igas punktis on tdielikult madratud
esimese ja teise ruutvormi poolt. Sellega on iihtlasi antud tapsem
sisu eespool sonastatud viitele, et teine ruutvorm (koos esimesega)
iseloomustab hiiperpinna kéverdumist.

Osutub, et esimene ja teine ruutvorm ei ole teineteisest soltu-
matud, vaid nende kordajad on seotud teatavate kindlate seos-
tega — hiiperpindade teooria péhivérranditega. Viimased tulenevad
lihtsast noudest: sellest, et valemite (72.5) jdrgi arvutatud osatule-

a3x
“Owidwr o P
k ja [ suhtes (siimmeetria esimese kahe indeksi suhtes on juba
arvestatud kordajate I'/, ja bix siimmeetrilisusega).

Vahetu arvutusega leiame:

b olema siimmeetriline viimase kahe indeksi

tis Xip=—

d - . 0T dbin
Xin=="5T (x;Tin+mbay) =xT 4% E%“-l-mzbm—l—m R

Paremal esimeses liikmerithmas on vaja teha asendus valemeist
(72.5), kusjuures eelnevalt on kasulik summeerimisindeksi téhiseks

votta m:
XL o= (2T b rt) Ui
Lihemalt tuleb tegelda kolmanda liikmerithmaga, kus vektor

om ) .
ml=m, samuti nagu x;; valemis (72.5), on avaldatav baasil
Xty ... Xny, M M= XpCh 4.

Liahtume samasustest x;m=0, m2=1 ja rakendame nende pool-

: L, 0
tele osatuletisoperaatorit ek

xgym-x;my=0, 2mm;=0.
Vajalike asendustega saame
bu-+x; (xpCh+pm) =0, m (%rCh4-pim) =0
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ja siit

biu+ginch=0, =0.
Kordajate c* avaldamiseks korrutame esimeste seoste pooli suurus-
tega gim, ahendame m ja i jargi:

gmbm+ g gmrct =0
ja arvestame, et gi™gnn=2>57. Seega
My=—x;giMb,,.

Seda koike arvestades saame x;; jaoks jargmise avaldise:

' 61’11 . . m ab1
Xip=1x; ( B—L;-—+I‘%11I‘£—g3mbmzbiR) -+m ( bril'ir 4+ duik ) .

Vahetame niifid indeksite £ ja [ kohad ning lahutame uue vorduse
pooled esialgse omadest. Vasakul on x;; siimmeetria tottu tulemu-
seks 0. Paremal peavad x; ja m kordajad baasivektorite lineaarse
soltumatuse tottu olema seega samuti nullid:

Ml iom orh
( c?ulk + Il — gjml)mlbih) o (.dd_[thi‘_i_rrjnhril — gmbmhbil) =0,
' . (72.13)
{ 1 m 5}.7311 m ab“ _
( brul'iz +_—8_u_l—) — ( bmnli _]_._au_h_) —(.

Saadud vordused seovadki esimese ja teise ruutvormi kordajaid,

sest Ty avalduvad Christoffeli siimbolitena esimese ruutvormi
kordajate ja nende osatuletiste kaudu valemitega (71.12). Selleks
et illemistes vordustes (72.13) tdielikult lahutada eri ruutvormide
kordajad, on kasulik nende pooli korrutada suurustega gn; ning see-
jdrel ahendada korrutisi indeksite f ja j jadrgi. Seejuures tuleb arves-
tada, et gpjgm=0". Suluavaldiste viimased liikmeriihmad annavad
siis barbiy—bnbin. Saadava vorrandi 1oppkujus on otstarbekas need
liikmed viia teisele poole vOordusmérki ning indeksi A4 té&hise ase-
mele vdtta j, vahetades muidugi ka filejdédnud liikmeis tdhtede £ ja
j osad. Niiviisi saame lopuks:

| ( Ol Ol

Eir\ "ou duk
Paremal pool on koordinaatiflega kirjas see, et teine pohitensor on
korrutatud iseendaga, tulemist on alterneeritud teise ja neljanda
argumendi jdrgi ning korrutatud teguriga 2. Jéirelikult paremal
pool on teatava (4,0)-tensori koordinaadid. Seet6ttu on ka vasakul
pool teatava (4,0)-tensori koordinaadid, kusjuures need on aval-

datavad iiksnes esimese ruutvormi kordajate ja nende osatuletiste
kaudu. Vasakpoolset avaldist on tavaks tdhistada Rijr; seega

orh oI
out duk

T lir — Fﬁhﬁf) =binbjy—bybp. (72.14)

Rz‘j,kzzgjh ( +F£1F£ —_ I‘;ﬁhl“ff) (7215)
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ja vorrand (72.14) omandab kuju
Riju=bunbj— bubj. (72.16)
Erijuhul, kui n=2, on vdrrandi (72.14) paremal pool oleval ten-

soril iiksainus oluline koordinaat bubzg—b?z:det[baﬁl=Kdet|gag|
(\_rrd. (39.2)), teised koordinaadid on kas selle vastandviirtused
voi nullid. Seega (72.14), vottes sel erijuhul lihtsa kuju

Rppje=K det | gop], (72.17)

annab (72.15) ja (72.12) pdhjal pinna tdiskoveruse K avaldise
pinna esimese ruutvormi kordajate gus ja nende osatuletiste kaudu
ning langeb seega sisuliselt kokku Gaussi vorrandiga (48.9) ehk
(48.10). Seetdttu vorrandit (72.14) nimetatakse ildisebs Gaussi vor-
randiks (hiiperpinna jaoks).

Téhelepanu véddrib ka teine seos (72.13) esimese ja teise ruut-
vormi kordajate vahel. Juhul kui n=2, tekib siin kaks vorrandit

abzi ab;z ] 3

EP R, ‘=b51I‘§2-—bj-2I‘:1; i,j=1,2,
mis on sisult samavdidrsed Petersoni vorramditega (45.13) ja
(45.14) ning taanduvad neile, kui u«'- ja u«?-jooned on pinna kéve-
rusjooned, s.t. kui gp=bp==0 (vrd. (71.12) ja (50.8)). Sellisel
kujul, otseste seostena esimese ja teise ruutvormi kordajate vahel,
tuletasid need vorrandid 1857. a. G. Mainardi! ja 1868. a.
D. Codazzi? Neid nimetatakse Petersoni—Mainardi—Codazzi vor-
randiteks.

Rohkem seoseid hilperpinna esimese ja teise ruutvormi kordajate
vahel iildjuhul ei eksisteeri. Kehtib nimelt jairgmine teoreem.

Kui mingis piirkonnas A < R" on antud kaks diferentsiaalruut-
vormi g dutdu® ja by dutdut, millest esimene on positiivselt mdd-
ratud, nii et nende kordajad rahuldavad vérrandeid (72.13), (72.14),
siis ruumis Eniy eksisteerib hiiperpind, mille jaoks nad on esimeseks
ja teiseks ruutvormiks, kusjuures kaks niisugust hiiperpinda véivad
erineda iiksnes ruumi E, 1y isomeetria poolest.

Erijuhul, kui n==2, tuntakse seda teoreemi pinnateooria péohi-
teoreemi nime all. Teoreemi teine véide on sel erijuhul tdestatud
art-s 46, esimese viite — pinna olemasolu pohjenduse skeem on
antud opikus [5], lk. 220; tugineda tuleb osatuletistega diferent-
siaalvorrandisiisteemide teooria vastavale lausele.

73. Riemanni geomeetria pdhijooni. Anname niiiid kaasaja dife-
rentsiaalgeomeetria ja selle rakenduste iithe pdhilisema méiste, mis
haarab endasse pinna sisegeomeetria ning nii eukleidilise kui mitte-
eukleidilise ruumi moisted, iildistades viimaseid samas méttes,
nagu suvalise pinna sisegeomeetria iildistab tasandi, sfairi ja
pseudosiaéri sisegeomeetriat.

I Gaspare Mainardi (1800—1879), itaalia matemaatik.
2 Delfino Codazzi (1824—1873), itaalia matemaatik.
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Punktihulka M,, mida saab iiksitheselt kujutada mingile piir-
konnale A — R», s.t. mille korral eksisteerib bijektsioon

@ Mn—-A,

nimetatakse n-moéotmeliseks liktmuutkonnaks. Kui x & M, ja @ (x)=
= (ut, ..., u™), siis reaalarve ut, ..., u® nimetatakse punkti x
(kdverjoonelisteks) koordinaatideks. Kui siin A on lahtine piirkond
ruumis R» (art. 70), siis koneldakse lahtisest lihtmuutkonnast.
Juhul A=R"» on tegemist varem tuttava algmuutkonnaga (art. 1).

Olgu antud mingil piirkonnal A’ — Rm méadratud funktsioonid

wi=yi(ut, ..., um); =l ..., m=m<n, (73.1)
ja
1° eksisteerigu piirkonnas A’ pidevad osatuletised
. ou’ : o2yt : okut
Ui == Ul mme———, e, U T — ey
i Out '] gut oui Ve Vg gut's...0uvs
kusjuures

2° piirkonna A’ igas punktis olgu maatriksil ||« maksimaalne

voimalik astak m.
Sel korral nimetatakse lihtmuutkonna M, alamhulka, mis koos-

neb nendest punktidest, mille koordinaatideks on antud funktsioo-
nide vairtused, m-mootmeliseks alammuutkonnaks, juhul m=1 —
jooneks, juhul m=n—1 — hiiperpinnaks.

Kui n-modtmelise alammuutkonna korral funktsioonid (73.1)
korraldavad piirkonna A’ R® iiksiihese kujutuse ¢ piirkonda
A — R®, siis koneldakse, et lihtmuutkonnas on P(@(A’)) ulatuses
tehtud iileminek uutele (kdverjoonelistele) koordinaatidele u?, ...
..., u". Sel korral on tingimusel 2° kuju det |ut, | 0. Maatriksi

(7 poordmaatriks, mis on kujutuse ¢ poodrdkujutuse osatuletis-

maatriks, tahistatakse {lu?1l.

Oeldakse, et lihtmuutkonnal M, on antud (p,q)-tensorvc’ili, kui
iga koordinaatide siisteemi 4, ..., u™ korral on antud diferentsee-

ruvate funktsioonide siisteem T::’m i" (ut, ..., ur) selliselt, et iile-
ey

minekul uutele koordinaatidele ut, ..., u® see funktsioonide siis-
teem teiseneb tensorseaduse {70.8) jargi.

(0,1)-tensorvilja nimetatakse vektorviljaks, sellest punkti x
fikseerimisel saadavat (0,1)-tensorit puutujavektoriks punktis X.
Puutujavektori koordinaate tahistame tavaliselt 2* voi w?.

Olgu lihtmuutkonnal M, antud siimmeetriline (2,0) -tensorvali
koordinaatidega g (ut, ..., u™). Kui sel korral det|gix]|#0 igas
punktis x & My, siis nimetatakse seda tensorvilja Riemanni meet-
riliseks tensorviljaks. Mirgime, et tingimus det |gin]| %0 ei soltu
koordinaatide siisteemist, sest teisenemisseadusest

grrr=_gintl U}, (73.2)
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jareldub determinantide korrutamise eeskirja kohaselt ([1], Ik.
44}, et

det | giw | =det | g - (det |, |)2.

Kahe vektorvilja ja Riemanni meetrilise tensorvélja abil saab
moodustada ahendatud korrutise 2wk, selle vadrtust punktis
x & M, nimetatakse antud viljavektorite skalaarkorrutiseks. Juhul
kui wh=2z*, tekib g2izk, mis igas punktis x = M, kujutab endast
ruutvormi 2!, ..., 2* suhtes. Kui see ruutvorm on positiivselt maa-
ratud igas punktis x = M,, siis antud siimmeetrilist (2,0) -tensor-
vilja nimetatakse Riemanni meetrikaks 1.

Nditeks meetriline tensorvili g eukleidilise ruumi E, piirkonnas
D on Riemanni meetrika, samal ajal kui analoogiliselt skalaarkor-
rutise abil nditeks Minkowski ruumis !F, médaratud tensorvili on
naide iildisemat tiiiipi Riemanni meetrilisest tensorvéljast. Ruumis
Ly antud hiiperpinna esimene pohitensorvili on Riemanni meetrika.

Lihtmuutkonda M, sellel antud Riemanni meetrilise tensorvil-
jaga nimetatakse Riemanni lihtmuutkonnaks ehk Riemann; liktruu-
miks. Edaspidi, kui ei ole just vastupidist 6eldud, eeldame, et see
tensorvéli on Riemanni meetrika, s.t. et g;2iz* on positiivselt maa-

ratud. Riemanni lihtmuutkonna teooriat nimetatakse Riemanni geo-
meetriaks.

Hiljem, art-s 83, selgitame p6hjalikumalt, mida iildiselt msista muutkonna
all. Praegu piirdume viitega art-i 31 Idpuosale, kus moningaid seda laadi selgi-
tusi on antud seoses pinna méistega, mis on niide kahemédimelisest muutkonnast,
Usna iildsénaliselt kdoneldes voib Selda, et muutkonnad saadakse lihtmuutkondade
«kokkulappimise» teel. Niiteks juba hiipersféiri taolise muutkonna saamiseks on
vaja iihendada vdhemalt kaks teineteist suures osas katvat lihtmuutkonda —
kaks «punkteerituds hiipersfdari (art. 72). Seejuures tuleb mirkida, et art-s 72
kasutatud votet — hiipersfadri saamist «punkteeritud» hiipersfdirist viimase raja
lisamisega — ei ole muutkonna fildisel kisitlemisel voimalik kasutada, sest raja
moiste eeldab asetsemist ruumis E,, kuid muutkondi Kkisitletakse abstraktselt,
ilma mingisse ruumi sisestamist eeldamata.

Et me kéesolevas paragrahvis {ildisemaid muutkondi peale liht-
muutkondade ei késitle, siis jitame edaspidi eesliite «liht-» dra.

Selgitame jidrgnevalt, kuidas Riemanni meetrika abil saab defi-
neerida pinna ja hiiperpinna sisemeetrika kisitlemisest tuttavate
moistete iildistusi (vrd. art. 36 ja 71).

Olgu Riemanni muutkonnas antud joon vorranditega w'=u'(f),
t =T cR. Selle joone kaare pikkus defineeritakse valemiga

+ .
§= f-Vgih dut du* (733)

kus praegu ga=gun (4'(¢), ..., un(t)), dui=[ul (1)} di.
Seostest (73.1), kus m=n, jdreldub, et

dui-—_—.ufi, dut, (ut)'=ul, (u¥)’; (73.4)

! Monikord, eriti relatifvsusteoorias, nimetatakse Riemanni meetrilist tensor-
véilja Riemanni meetrikaks ka siis, kui ta pole positiivselt mairatud.
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seega (#!)” on joone igas punktis teatava (0,1)-tensori ehk vektori
koordinaadid. Seda vektorit nimetatakse joone puutujavektoriks vaa-
deldavas punktis.

Kahe iihispunktiga joone vaheliseks nurgaks nimetatakse nurka
nende puutujavektorite vahel selles punktis; seda arvutatakse valemi
(71.5) jargi.

Olgu piirkonnas A < R* antud mingi osapiirkond A. Alamhulka
D=¢~1(A) nimetatakse sel korral piirkonnaks Riemanni muutkon-
nas M,. Selle ruumala defineeritakse valemit (71.7) iildistava
valemiga

w(D)=J...[VdetTgn] dut...dur (73.5)

(parema poole lopliku vdidrtuse eksisteerimise tingimuste kohta
vt. [3], lk. 321).

Analoogiliselt tuuakse sisse piirkonna m-ruumala moiste m-maoot-
melises alammuutkonnas. Kui alammuutkond on mééaratud vorran-
ditega (73.1), siis tehes valemist (73.3) jarelduvas seoses

dst=g (4!, ..., ur)dut dut

vastavad asendused, saame analoogilise seose alammuutkonna
jaoks:

dsP=gu (ut(u¥, ..., u™), ..., un (W, ..., u™))ui uk, du? du¥.
Siin on loomulik tdhistada
Gon(ut(ut, .o, w™), oL, wm(ub, L, wv))dd uk, =
=gyr(ut, ..., 4™,
Sel juhul alammuutkonnas
ds:=gyp du? du?'; k=1, ..., m;

seega ka alammuutkond osutub Riemanni muutkonnaks. Oeldakse,
et tema Riemanni meetrika on indutseeritud esialgses muutkonnas
M, antud Riemanni meetrika poolt. Just sel teel tekibki muide
ruumis Ey, antud hiiperpinna sisemeetrika (juhul kui n==3, pinna
31semeetr1ka ruumis £3); sel puhul gm—ﬁm ning u* ja u¥ osas on

vastavalt x; ja us, mistottu toesti gop= ’2} OinXigXng=—xgxg. Samal
i,h=1

viisil tekib ka see Riemanni meetrika M1nkowsk1 ruumi 1E; pseudo-
sfddril, mis on antud d1ferent51aa1ruutvorm1ga (66.3) voi (60.4)
ning millest lihtudes on eespool vilja arendatud LobatSevski geo-
meetria. .

Olgu nfiiid piirkonnas A’, millel on mé&dratud alammuutkonda
esitavad funktsioonid (73.1), antud mingi osapiirkond A’. Sellele
alammuutkonnale vastava piirkonna D’ m-ruumala defineeritakse
valemiga

dut . ..dum,

p(D)=[ ... [ Vdet Tgew
mis {ildistab varasemast tuttavaid samalaadseid valemeid.

300



Sisukama geomeetria saamiseks Riemanni muutkonnas tuleb sel-
gitada eukleidilise ja mitteeukleidilise geomeetria sellise pohimoiste
nagu sirgjoon iildistamise voimalusi konesolevale juhule. Siin vaib
lahtuda sirge mingist iseloomulikust omadusest. Koige lihtsam on
votta aluseks sirge kui konstantse sihiga joon ruumis E,, s.t. ise-
loomulikuks omaduseks vodtta see, et sirgjoone puutujaiithikvektor
kandub edasi piki seda joont oma viddrtust muutmata.

Osutub, et aparaat, mis on arendatud art-s 71 vektori réopiile-
kande iseloomustamiseks koverjoonelistes koordinaatides, on vahe-
tult iilekantav Riemanni muutkonda M,. Toepoolest, olgu viimases
vorranditega uf=ut(f) antud joone igas punktis madratud vektor
koordinaatidega 2¢(f). Moodustame Riemanni meetrika koordinaa-

tidest g valemite (71.12) paremates pooltes olevad avaldised —
Christoffeli siimbolid, tihistades need I'i:
J 1 08u | 08u Ggm)
— L —ou otk
La 2 gJ( out - ou* out /- (73.6)

Juhul kui 29(f) rahuldavad antud u?(¢) korral diferentsiaalvér-
randisiisteemi

dzi4-1'izt dub=0 (73.7)
(vrd. (71.10)), oeldakse, et tegemist on vekfori rédpiilekandega piki
antud joont. |

Valemiga (73.3) méédratud parameetrit s nimetatakse joone
loomulikuks parameetriks. Osutub, et joone puutujavektor koordi-
naatidega (u?)’, kus tuletis on vdetud loomuliku parameetri jérgi,
rahuldab vordust g («t)’ (#*)'=1. Viimase saame nimelt, kui
teeme vordusse ds®=g;; dutdu* asenduse dui= (u')’ds ja taandame
tulemusest ds2. Konesolev puutujavektor on niisiis iihikvektor —
vektor, mille skalaarruut on 1.

Joont Riemanni muutkonnas nimetatakse geodeefiliseks jooneks,
kui tema igas punktis arvutatud puutujatihikvektori korral on tege-
mist selle vektori rodpiilekandega piki vaadeldavat joont. Geodeeti-
lise joone korral peavad 2= ()’ rahuldama seega vorrandisiis-
teemi (73.7). Et sel puhul dzi=(u;)"ds, siis saame geodeetiliste
joonte maaramiseks jargmise tfeist jArku diferentsiaalvorrandite
susteemi:

(@) T () (k) =0, (73.8)

mis on aga muidugi samaviirne jargmise normaalse diferentsiaal-
vorrandisiisteemiga ([8], lk. 220)

(uj)’=2_5,

(2'5)’=-—~I‘fh(u1, co.3 un)zizk,
Cauchy teoreemi ([8], k. 237) kohaselt ldheb 14dbi iga punkti
(af, ..., um, 2L 0., 2") & AXSn_1(0,1) parajasti {iks sellise siis-

teemi integraaljoon (siin on Sn—1(0,1) sellepdrast, et guzizh=
=g (u?)’ (u*)’=1). Et praegu 2¢=(u')’ on joone puutujaiihikvek-
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tori koordinaadid, siis voib 6elda, et ldbi Riemanni lihtmuutkonna
M, iga punkti (koordinaatidega u?, ..., un) ldheb igas sihis (koor-
dinaatide («')’ ..., (u™)’ poolt médratud sihivektoriga) parajasti
iiks geodeetiline joon.

Geodeetilised jooned Riemanni muutkonnas on seega madratud

sama vabadusega, mis sirged eukleidilises v0i mitteeukleidilises
ruumis.

Analiiiitiliselt pisut keerukam on lédhtuda iildistamisel sirge teisest iseloo-
mulikust omadusest — sellest, et tema kaar (sirgloik) on lihim oma otspunktide:
vahel. Tulemus on aga sama, nagu jargnevas veenduda vdime.

Joone kaare pikkus méiédratakse valemiga (73.3), kus t=b>a. Integreerita-
vaks on siin teatav funktsioon

Qul, ..., un, ot ..., ar)=VYgir (4}, ..., um)aiak, (73.9)
kus wi=wui(t) tuletis on tdhistatud #'. Vaatleme antud joone kaare korval vor-

randitega
ui=ui (1) oot (1)

maéaratud naaberjoone kaart samade otspunktidega, s.t. oi(a)=o0i(b)=0, kus &
on teatav parameetrist ¢ soltumatu suurus — uus parameeter, mida edaspidi
kdsitleme hddbuvana, s. 1. selliselt, et ¢ — 0.

Antud joone ja naaberjoone kaarte pikkused on siis
b
s= fo(u, ..., u™, o', ..., a?)di,

b . .
s= [ @(ulteol, ..., ut+teon, a'teol, ..., a"teon)dl
a

" Péi;'ast teise integreeritava funktsiooni arendamist Taylori valemi jargi ([3],
. 193):

3 d J .
¢ (uteo, t+ew)=p( i) +s[ g P BT +—— g (%, d) o ] T
ui ont

kus ... tdhendavad e suhtes kdrgema astme liikmeid, saame
b

: op = O¢ - ]
——Szaf —t i 1dt o
’ v [aui +aai +
Integraali lineaarsuse tottu tuleb siin tegemist médratud integraalidega
b
' d¢ -,
f —oidt, i fikseeritud,
dut

a

mille puhul on lihtne rakendada ositi integreerimist ([2], lk. 311), tdhistades

a -
Ui= a_q)i , dVi=wtdt Et V"=coig siis konesolev integraal on
i
. .
0 b d (0
s wi.| — f -——-( fp‘ ) o' dt; i fikseeritud,
ou ©ooWdt\ ga

kusjuures vdrduste wi(a)=w’(b)=0 tottu esimene liige on 0. Jirelikult
b

‘ 2l d ag )] ,
F— S | ] 1dt e
T Bf[ gui  dt (aai o ah

a
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Nouame niiiid, et antud joone kaar oleks lithim, vorreldes kdigi teiste samu
otspunkte ithendavate joonte kaartega nende punktide vahel. Koigepealt peab
siis olema §-— s>0 soltumata sellest, kas hadbuv ¢ on positiivne voi negatiivne.
Selleks aon muidugi tarvilik, et e kordajaks olev madratud integraal oleks null
@ (t) iga valiku korral, Valides kdik «?(f), védlja arvatud iiks, vordseks nulliga ja
rakendades variatsiconarvutuse vastavaid lemmasid!, saame uued tarvilikud

tingimused:
5, d { 0
L ( ¥ ) ==0. (73.10)
dut dt \ au’
Rakendame neid niiiid funktsiooni (73.9) korral. Siin
. 0gjn
—_— - 11dii R inhk
op  ow BN
Out 2Vgipitink 9 ds
dt

0p  gndlibtginiisl  guad

H

O 2 Vg maiat ds
dt
d [ d¢ ) ds "2[ ' Ogin ds d*s ]
e —_— - ] T ik i R OV __ i R ______ .
di (am (dt,) ( Ga; E g ) ar &

ds
Asendus vorrandeisse (73.10) annab pérast teguriga Ty 1dbikorrutamist

ginith4 au:' nigk Y 6;5 aink — g,-mk-;-_—_o_
Siin tuleb arvestada, et
Ogn t'u’vdh=i( ogin } g1 )flidh.
oul 2\ oul duk

Jaib veel korrutada saadud vérrandite pooli suurustega g!™ ja seejdrel ahendada
indeksite m ja i jdrgi, et samasuste g”g.;hr-aﬁi abil saada

dui ' ouk out

1
sl L erli
Bt (

agih | 08 ogin ) ﬁjah_ali.—_—o_

; $
Kui vahetada indeksite tdhistused, vottes i, j, ! asemel vastavalt [, i, j, ning
arvestada g, ja gih siimmeetriat ja tdhistusi (73.6), saame vorrandi kujul

s
iij-!-l":k nigk — 4 —=0. (73.11)

* $
Loomuliku parameetri s korral, mil §=1, §=0, tulevad siii just tipselt geodee-

tiliste joonte diferentsiaalvérrandid (73.8).

Seega jooned, mille kaared on lihimad oma otspunktide vahel, on geodee-
tilised jooned. Et me neid jooni iseloomustava omaduse kohia saime eespool vaid
tarvilikke tingimusi, siis pole alust viita, et geodeetilise joone iga kaar on lithim.

I L. Kivistik. Variatsioonarvutus. Tartu, 1965, lk. 36—39 (vrd. ka [4],
1k. 423). Vorrandisiisteemi (73.10), mille juhul n=1 tuletas L. Euler juba 1744. a,
nimetatakse variatsioonarvutuses Euleri siisteemiks.
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Sellekohane kontraniide on meile juba tuttav pindade késitlemisest ruumis Es
(art. 80): pinna geodeetilised joened on Riemanni lihtmuutkonna geodeetiliste
joonte erijuhud, samal ajal sfdiri geodeetilise joone — suurringjoone — kaar,
mis on pikem poolringjoonest, pole enam lithim oma otspunktide vahel sfairil.

74. Rodpiilekanne ja koverusteisendus. Podsrdume tagasi vek-
tori roopiilekande juurde. Osutub, et kui mingi joone igas punktis
on antud kaks vektorit koordinaatidega 2 ja w' ning molema puhul
on tegemist vekltori rodpiilekandega piki seda joont, siis ahendatud
korrutis gmziw® on piki joont konstantne. Toepoolest, nende vekto-
rite réopiilekande korral (73.7) jirgi

dzi=—Tmzm du,  dwk=—Twm du
ja niiiid (73.6) pohjal
d(gir2iwk) =dgp2iwt 4 g dziwk+-g ;2! dwr=

L ag; : ; :
= (—5—5— dul )z?wk — @i (Tau2™ dud) wh — g .23 (T o dut).,
Kui vahetada liikmeriithmades summeerimisindeksite tihistused:
esimeses j asemele i, teises m asemele i ja kolmandas j, k, m ase-
mele vastavalt i, j, &, saame

( 0gir
ou’

Vorduste (71.11) pohjal, mida, nagu kerge kontrollida; rahuldavad
suurused (73.6), on saadud suluavaldis vordne nulliga ja seega
toesti gn2iwh=const piki vaadeldavat joont.

See tulemus viib motte jargmisele tdlgendusele. Riemanni muut-
konna M, punktis x vdetud vektorit koordinaatidega 2z voib funkt-
sioonide wui(?#) sobival valikul kdsitleda seda punkti ldbiva joone
puutujavektorina, ndudes, et zi== (uf)’. Kui niiiid defineerida vekto-
rite liitmine ja arvuga korrutamine samade tehete kaudu koordinaa-
tidega (vrd. art. 1), saame puutujavektorite vektorruumi, mida on
loomulik nimetada muutkonna M, puutujavektorruumiks punktis
x&E M, ja tdhistada T.(M,). Selle vektoreid koordinaatidega 27, w?
jne. hakkame tdhistama 2z, w jne. Lisaks on loomulik defineerida
skalaarkorrutis

d(gmziwh) =

— guld— gijI‘fu) Ziwk dul,

2w=gpziwk

(vrd. (71.2)) ja sel viisil muuta T,(M,) eukleidiliseks vektorruu-
miks (1], lk. 415). :

Asjane tulemus on sGnastatav jargmiselt: vektorite rédpiilekanne
piki antud joont virranditega ui=ui(t), tT <R on iga kahe
ty, =T korral. eukleidilise vektorruumi Tyuy(M,) isomorfism
eukleidilisele vektorruumile Tuyu,y(My) (vrd. [1], k. 439).

Igast eukleidilisest vektorruumist saab nn. tsentroeukleidilise
ruumi E‘;, kui vektoreid endid lugeda punktideks; vektor 0 on tea-

tav «tsenter» o & E° ja iga vektor on iseenda kui punkti kohavektor
alguspunkti o korral (vrd. [6], lk. 491). Niiiid v6ib delda; et rédp-
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illekanne piki antud joont madrab T,y (Mn) ja Tuwy(Mn) kui seda
laadi tsentroeukleidiliste ruumide isomeetria (art. 10), milles iihe
ruumi tsenter ldheb teise ruumi tsentriks. Neid tsentreid on, muide,
kasulik samastada vastavalt punktidega x(#) ja x(f) muutkonnas
M, — n.-6. puutepunktidega. Néiteks hiiperpinna korral on tsenter
ja puutepunkt tdesti iiks ja sama punkt, sest T (M,) jargi tehtud
tsentroeukleidiline ruum on hiiperpinna Mp=H < E,41 puutuja-
hiipertasand tsentriga puutepunktis. Juhime iihtlasi tidhelepanu
roopiilekande iihele lihtsale tolgendusele, mille andis F. Minding
1837. a. ja mis 1917. a. sai T. Levi-Civitale! aluseks rédpiilekande
defineerimisel Riemanni muutkonna puhul.

Olgu ruumis E; antud pind ja sellel joon. Vaatleme pinna puutiujatasandeid
joone punktides ja midrame saadud tasandiparve méhispinna — teatava torsi
ehk tasanduva pinna, mis on painutatav tasandile (art. 47, nidide 3). Arvestame
niiiid, et pinna ja konesoleva torsi iilikitsad ribad piki antud joont langevad
praktiliselt iihte (kuni teist jirku hddbuvate suuruste tdpsusega) ning et painu-
tamisel sisegeomeetria sdilib. Vektori roéopiilekandeks piki antud joont tuleb
konesolev riba painutada tasandile, tasandil kanda see vektor piki joont rooplik-
kega edasi ning saadud vektorid viia riba tagasipainutamisega uuesti pinna
puutujatasandeisse.

Mairgime {ihtlasi, et sellise riba painutamisel joone geodeetiline kdverus sii-
lib Mindingu teoreemi kohaselt (art. 48), mistdttu niiteks piki geodeetilist joont
voetud riba painutub tasandile sirgjooneliseks ([5], 1k. 189).

Rébpiilekande abil véib anda uue késitluse valemi (51.7) parema poole —
pinnal paikneva geodeetilise kolmnurga nurgadefekti (o4-as+as) —n jaoks.
Votame nurga o, tipus ithe kiilje puutujaiihikvektori ja kanname selle rodpiilekan-
dega nurga o, tippu piki geodeetilist kiilge, mil ta j44b teatavasti sama kiilje
puutujaiihikvektoriks (joon. 79). Piki jdrgmist kiillge kandmisel jidb tema nurk
m— ap selle kiilje puutujaithikvektoriga muutumatuks, sest rodpitlekandel skalaar-
korrutis séilib, Tépselt samuti jddb muutumatuks tema nurk kolmanda kiilje
puutujaiihikvektoriga, mist6ttu nurga o; tippu jouab ta tagasi mitte endiseks
vektoriks, vaid sellest nurga @=28—(—a;) — (T — @) — (W — a3) =
= (a1+0stas)—x vdrra pdbrdunud vektoriks. Seega geodeetilise kolmnurga
nurgadefekt on tolgendatav nurgana, mille vdrra on pddrdunud pinna puutuja-
tasand piki seda kolmnurka tehtud r66piilekande poolt méidratud isomeetria puhul.

Pakub huvi, et see nurk on punktiks kokkutombuva geodeetilise kolmaurga
korral seotud pinna tdiskoverusega selles punktis, nagu selgus art-s 51.

Siit tulenieb védirtuslik idee piifida ka {ildise Riemanni muutkonna koverus-
néhtusi iseloomustada ré&piilekande abil mddda mdne kdverjoonelise kolmnurga
kiilgi.

Joonis 79

I Tullio Levi-Civita (1873-—1941), itaalia matemaatik.
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Joonis 80

Olgu muutkonnas M, antud mingi vabalt voetud kahemootme-
line alammuutkond ehk pind vorranditega wi=u?(v?, v?). Selle
punkti x, vdime iseloomustada koverjooneliste koordinaatide vaar-
tuspaariga (vi,v2). Votame 1dbi punkti x, o!-joone vorranditega
vl={, v?=vi=const ja v%-joone vorranditega uv'==v;=const,
v*=t ning nendel joontel paaridele (v!+Af, v3) ja (v}, v;-Af)
vastavad punktid x; ja x2 (joon. 80). Kui niiiid punktid x; ja xs
ithendada mingi joonega sellel pinnal, néditeks voOrrandite uv'=
=uvl +-Af—¢, v?=0v2{ poolt miiratud joonega, siis tekibki vaja-
lik kolmnurk. Valides punktis x=x, mingi vektori 2=2; koordinaa-
tidega 2'==2%, voime viia selle rodpiilekandega kord piki v'-joont
punkti x; vektoriks 2y, kord piki ©®-joont punkti x; vektoriks z..
Edasi voib vektori 2; kanda piki killge xix2 samuti punkti x» vek-
toriks 2;. Sele vordlemine vektoriga 2z, samas punktis x, peakski

andma oodatud efekti. Protseduuri analiiiitilise kirjelduse saab
anda iildjuhul ainult teatavas ldhenduses, mis voimaldab tdpseid
otsustusi teha vaid moningate piirvdédrtuste kohta. Seetottu peame
kohe algusest peale silmas piirprotsessi Af—>-0, mille kaigus vaa-
deldav kolmnurk tombub kokku punktiks x. Koik allpool esinevad
funktsioonid esitatakse Taylori valemitega, mis on tdpsed kuni
jarguni (At)?, viimane kaasa arvatud. Valemite korgemat jérku
liikmed niidatakse kirjutiste lihtsustamiseks punktiiriga «...».
Vaatleme niiteks piki mingit joont réopiilekandes olevat vekto-
rit 2(¢) koordinaatidega 2i(¢). Taylori valemi jargi ([2], lk. 231)

20 (F4-At) =23 (t) +3 (1) At+- —é—-}:’i(z‘) (A2 . .., (74.1)

" kusjuures valemist (73.7), kui selle pooled jagada suurusega dt,

saame .
¥

Vs : i oL,
2i=—Tx2'nk.
Edasi

4 aFj
[LF1 j 2 . | ik - ! . j “y o j‘_--
= (I‘ihz*uh) :.._( u‘)z’uh — Tirziah — Tinztiih, ‘
- dt dul r
kusjuures siia tuleb muidugi teha asendus
#i=—Tmzmil.
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Kui pirast seda vahetada teises liikmerithmas summeerimisindek-
site [ ja m tahistused, saame

fj:-“—QiJ;ilZidhal — ngzifih,
kus kirjutise lihtsustamiseks on tdhistatud

- olix :
J : _ .
Qin=——— o (74.2)
Asendustega Taylori valemisse (74.1) saame sellele kuju
1

2 (t4+At) =zi — (Thzint) At —— (Qinzinkil-+Tizii) (A)24 .. .—

. 1 1
. =21 — Tt (ﬁkﬂt+? ii* (At)2 ) —5 Quuzidkal (At)*+ . ..

Paremal tunneme sulgudes &ra osa funktsiooni u*(t) Taylori vale-
mist:

uk (I4+At)— uk (f) = L'lhAt-l—'—%— ik (Af)24 ..., (74.3)
seejuures vasak pool kujutab endast muutu Auk. Jirelikult
21 (t4At) =27 — DipziAuk — - Qinzi Aut Aul- ... (74.4)

Seose paremal pool viljakirjutatud litkmed lihendavad (74.1) ja
(74.3) podhjal vasakut poolt selliselt, et viga on suurusega (Af)%—
— 0 vOrreldes kérgemat jdrku, s.t. nende liikmete summa on tipne
kuni jarguni (Af)2 (incl).

Rakendame niiiid valemit (74.4) oma kolmnurga puhul. Et
punktist xo punkti x; on liikumine piki v!-joont, siis Au* osas on

ouk 1 OQ%uk
R an _ 2 )
At 5ot At4 5 Bl 9ol (Af)2 4 ... (74.5)
Seega
. 1
2] =2/ —Tirz’ Auh — - Qiniz’ At A+ . .. (74.6)
Analoogilise valemi voib kirjutada v2-joone jaoks, tdhistades

du* 1 J2ut
B . 2
Aguh = 55 At 5 GO0 (Af)24 ...

Sel juhul saame

2) =21 — T}z A — 17 QiuziAsut Al + . . . (74.7)

Niitid jaab veel viia vektor z; réopiilekandega punktist x, punkti x
vektoriks 2;. Et nende punktide koverjoonelised koordinaadid muut-

konnas M, on vastavalt u*--A,u* ja uk-fAsuk, siis iileminekul esi-
meselt punktilt teisele on koordinaatide muutudeks suurused
Aub=Au* — Auk,
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Seega valemi (74.4) kohaselt

. 1 .
2ti==2] — (D) s2i A — o (Qua) 2} ButAGA- ., (748)
kus (...)1 tdhendab védartust punktis x; ja seega
d
(- )= () s (o)At (74.9)

Paneme tihele, et viimases seoses pole tarvis minna jarguni (Af)?%,

sest nii (I‘fk)i kui ka (Q,-Jkg)i korrutuvad vastavalt teguritega Auf
ja Auk Aul, mis tostavad jarku véhemalt iithe vorra. Seega asenduse
tegemisel seosesse (74.8) vOib paremal teise liikmeriihma puhul
piirduda siimboolses teisendusvalemis (74.9) viéljakirjutatud liik-
metega ning ka asenduses (74.6) piisab paremal esimesest kahest
rilhmast. Samal ajal (74.8) parema poole kolmandas liikmeriihmas,
kus teguriks on Au* Au!, piisab (74.9) ja (74.6) paremates pooltes
koguni esimestest liikmetest. Jarelikult

. . i |
z;-?:ZJ —TirziAjul — ‘? Qir2tAsur Ak Ayut —

i

. oT .
—*( Lir+ _d_; Aqtd! ) (28 — Loz Astt?) (Aguh — Aguk) —
— %’ Qi (Aguh — AyuR) (Mgt — Agu?) - . ..

Saadud avaldises tekivad ldbikorrutamisel (Af)2 suhtes korgemat
jarku liikmed, mis tulevad kal}lda «...» sisse; lisaks on mitmeid
koondumisi, néiteks kaovad F?;‘zfAiuh, samuti Q?:zziAiuhAiu’, sest
paremal keskmises reas on arvesse tulevaiks litkmeiks

T |

- — ankn-’?) 1A (Agush — Aguity,

kusjuures keskmistes lahevad kasutusse tédhistused (74.2). Kokku-
vottes, kui jarjest kirjutada allesjddvad liikmed, saame

| —Pfhzi (Agtth — Ayuih) — (

. . i, i .
Z;JZZJ — Tip2tAotih — Qiuizt AqtlAgur —

1
— 5 Qini2’ (Mgt Agtt — Aott® Mgt — Aquk Agul) +- . ..

Tulemuse korraldamine valemi"(74.7) arvestamisega annab
T S R
2y =2} +— Quuz’ (Aubdottt — Ayl 4 ... (74.10)
Siin' jd4db teha wvaid moningaid lihtsamaid {imberkorraldusi.
Koigepealt jdreldub seosest (74.5) ja Asut analoogilisest avaldisest,
et neis avaldistes voib piirduda esimeste litkmetega, sest jargmi-
sed annavad asendamisel juba korgemat jdrku liikmeid. Need esi-
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mesed liikmed aga kujutavad endast vastavalt v!-joone ja v-joone
puutujavektori koordinaate, kusjuures (74.10) suluavaldises on
tegemist nende alterneeritud korrutise koordinaatidega.

Uldiselt, kahe vektori alterneeritud korrutist nimetatakse bivek-
foriks. Tahistame kooskolas art-s 69 esitatuga

i QU 01 _ 1 (00 00t out out )
T O0vt 0v: 2 \gu! g dut 92

need on asja tekkinud bivektori w koordinaadid. Nende abil saab
seosele (74.10) anda kuju

2% — 2] = Qinziwh Aty .. ., (74.12)

2

. (74.11)

kus paremal tuleb summeerida indeksite i, 2 ja ! jirgi, andes neile
soltumatult vdértusi 1, ..., n. Nditeks & ja [ puhul esinevad mingid
kaks konkreetset vaédrtust p ja g kaks korda: kord k=p, [==¢q, kord
k=gq, [=p. Et wiP=—w?rq, saab summas vastavad liikmed

Qlpeziwra (At)2,  Qlpgziwer (Af)?
kokku votta:

(Qiqu — Qijqp) Z'wPa(Atf)2.
Nii on lugu iga kahe erineva indeksivddrtuse korral (vordsete viir-

tuste, s.t. p=¢g puhul wrPP=—wr? ja jarelikult wr?==0, mistottu
vastavad litkmed langevad vilja). Seega
2 —zi = 3 (Qh— Qi) ziwH (Af)2 . .. (74.13)
Rl
Téhistame
Rip=Qin — Qiu; (74.14)

vahetult on ndha nende suuruste siisteemi kaldsiimmeetria viimase
kahe indeksi suhtes:

Rip=—Rlu. (74.15)

Tanu sellele voib seoses (74.13) tagasi minna vaba summeerimise
juurde ja kirjutada
I N
2ti—zi ) Rinziwh (AD)2+ . .. (74.16)

Toepoolest konkreetsetele indeksivddrtustele p ja ¢, kus p<<g, vas-
tab viimases summas:

| S 1 ;
TRg'pqzinq (At)z‘}"?' Ri gpziwar (Af)2==

1 ; 1 i i ;
'—"—‘7R;quzwm (At)%—[—-; (—“Rz?,pq) 2H{—wre) (At)z:R:’,-pqziwpq (At)?,

nii nagu on ette ndhtud seoses (74.13); kui aga k=I=p, siis vas-
tav liige on null ja langeb seega iseendast vilja.
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Seosest (74.16) voib saada tdpse tulemuse teatava piirvdartuse
jaoks. Suurust -—3—-(At)2 voib tdlgendada vordkiilgse tédisnurkse

kolmnurga pindalana parameetrite v!, v? tasandil, kui see muuta
eukleidiliseks tasandiks art-s 1 nédidatud viisil. Jagame seose (74.16)
pooled selle suurusega ning loeme, et Af—0. Sel korral (Af)2 suh-
tes korgemat jarku liikmed ldhevad piirprotsessis kaotsi ([2], 1k. 98)
ja tulemuseks on tdpne vordus

lim[ - (z*s'-_z-i)]=(Rf" whl) zi (74.17)
atsot (Af)z V2T %2 LA ' '

Et siin 27 on puutujavektorruumi Tx (M) suvalise elemendi — puu-
tujavektori koordinaadid, siis paremal sulgudes olevaid suurusi
saab tolgendada (antud koverjooneliste koordinaatide u!, ..., u"
puhul) teatava lineaarteisenduse maatriksi elementidena. Roopiile-
kandel sdilivad teatavasti vektorite skalaarkorrutised; seetdttu ka
see lineaarteisendus sdilitab nad, mistéttu ta osutub eukleidilise
vektorruumi T,(M,) automorfismiks (ehk vastava tsentroeukleidi-
lise ruumi tsentrit siilitavaks isomeetriaks). Allpool nédilame, et
konesolev lineaarteisendus ei soltu tegelikult koverjooneliste koor-
dinaatide ut, ..., un valikust. Teda nimetatakse Riemanni muut-
konna M, bivektorile w vastavaks &koverusteisenduseks punktis
x e M,.

75. Riemanni— Christoffeli tensor. Koverusteisenduse saab igas
puutujaruumis T, (M,) seada vastavusse igale bivektorile w ja ta
kujutab endast eukleidilise vektorruumi 7Ty(M,) automorfismi

maatriksiga [|R;nw@*|. Oluline osa on seejuures, nagu néha, suu-

ruste siisteemil Riu, mis on médratud valemitega (74.14) ja (74.2).
Moodustame uue siisteemi, tdhistades

h h h
Riju=gmRip=gin (Qirt — Qi) =

__h h
=g | { S —rhart) — (2oL _rhrn)] . s

Vordlus valemiga (72.15) néitab, et tulemuseks on seesama suu-
ruste siisteem, mis esines hiiperpindade puhul ja sai seal sellesama

tdhise Ryjr. Molemal juhul wsuurused I‘-fh avalduvad Christoffeli
siimboleina tensorvilja g koordinaatide ja nende osatuletiste
kaudu vastavalt valemeile (73.6) ja (71.12):
i1 " ( Ogr 0gu 0Zgin )
Tn=— "\ Gt 5 —a )

5 (75.2)

Arvestame niilid neid avaldisi R;;x jaoks iilal saadud valemis
(75.1). Selleks rithmitame viimases liikmeid iimber, tdhistades

h
h_ Olin,  n m
Pim=—t-Tml'in

310



nii et

Rij,hl':gjh(Pi’;z‘t‘“'Pgh)- (75.3)
Edasi leiame; et
. h deh h m
ginP iht-'=8'jh'—5ar+.gjhrmzf'ih- (75.4)
Jargnevalt avaldame
9 n. O n, Ol
=i (ginl'in) = 61:1 Lint&im—7—

Et suurused (75.2) rahuldavad, nagu juba eespool margitud, vor-
randeid (71.11), siis saab nende vorrandite jargi teha siia asen-
duse:

dg; m m
”*g%=gmhrjl +&mil'n s
seega
0 m m o1 )
Sl (gnT) = (@miT 3 —+&miTht ) Tint-&in —0_:;“ -

Avaldame viimase liikmeriihma ja viime seosesse (75.4):
h d m m T
gjhpikl="5'u_[ (gth?h) — (@mrl'jt +8miTni )F?h—nghI’guF;a-

Lopust kaks lilkmeriihma koonduvad, sest iihes neist summeerimis-

indeksite A ja m vahetamisega ja g siimmeetria arvestamisega

lihevad nad teineteise vastandviddrtusteks. Samal ajal (75.2) jargi
e 1 hl( Ogm | Oga  OZ )]__
enrh=gn| o (Go+G0 =T )] =

1 ( Ogr; , 9Zij 53’1‘1:)

T2 \out T out dut
sest gjhg’”=6§; seega A
pr | ( Fgm |, 0%y O )_ mph
ginb = 2 \ ouiou T Out du! Out du! &mnT jt Lt

Vorduse (75.3) kohaselt tuleb R;jw saamiseks vahetada % ja [
kohad ning tulemus lahutada #sja saadud suurusest. Seejuures voib
arvestada, et segatuletise tuntud omaduse tottu ([3], k. 170)

0%gi; 0%y

ulduk — dukoul ’
mistottu lahutamisel see liige koondub vélja. Niisiis,
1 ( Ogn O _OPgp  Pgu i)+
2 \ dutout Ouidu!  Ouiour”' Quidurl

Rijm=

4o (T — THTE). (75.5)
311



Selliselt avalduvad suurused Rjij;n Riemanni meetrika koordi-
naatide g;x ja nende osatuletiste kaudu; edasisi asendusi valemeist
(75.2) pole motet teha, sest mingeid olulisi jareldusi need endaga
kaasa ei too. Seni tehtud osaline asendus aga toob esile suuruste
stisteemi Rjyj; siiani varjul olnud uue omaduse:

Rriij=Rij . (75.6)

Toepoolest, vahetame valemis (75.5) indeksipaaride i,j ja &,
kohad, indeksite jérjekorda paarides muutmata:

1( Fgui 8w P8y 08 )+
2\ Qukdui  Quloul  Jubdut ' Juduil/

At G (T Th; — T TR

Siin parem pool on sama mis valemis (75.5), sest nii g kui ka (75.2)

Ruij=

kohaselt l‘fk on sitimmeetrilised { ja k& suhtes ning segatuletis ei
soltu diferentseerimise jirjekorrast.

Et (75.1) péhjal

Rijm=—Ri; i, (75.7)
siis see koos omadusega (75.6) annab
Rjini= Ry, 5i=—Rp1,;;=—Rij n1.

Seega suuruste R;;wm siisteem on siimmeetriline jdrjestatud paa-

ride i, j ja k, ! vahetamise suhtes, kuid antisiimmeetriline {ihe paari,

seejuures iikskoik kumma, indeksite vahetamise suhtes.
Hiiperpinna puhul, mil (72.16) pohjal

Rijm="birbji— bub;, (75.8)

oleksid need omadused olnud jdreldatavad ka parema poole abil,
kuid see poleks aidanud iildise Riemanni muutkonna M, Korral,
sest mitte iga Riemanni meetrika pole realiseeritav hiiperpinna
sisemeetrikana, nagu on ndidanud vastavad uurimused (s.t. alati
ei leidu funktsioone b (¢, ..., ™) nii, et (75.5) puhul oleks rahul-
datud (75.8)).

Sama lugu on ka valemi (75.8) kasutamisega R;;n teisenemis-
seaduse jdreldamisel. Hiiperpinna puhul tuletasime art-s 72 siit
kergesti, et suurused Ryjw, avaldudes (2,0)-tensorviljade alternee-
ritud korrutise koordinaatidena, on ka ise teatava (4,0)-tensor-
vélja koordinaadid. Tekib kiisimus, kas see tulemus kandub iile
iildjuhule, ‘

Uks voimalus vastust leida on ldhtuda vahetult Riemanni meet-
rika koordinaatide g;z teisenemisseadusest (73.2), tuletada siit

I, teisenemisseadus (veendudes (72.7) {ildkehtivuses) ning see-

jarel ka Q,;jk; (voi P-sz') ja 16puks Rin teisenemisseadus. Seda teed
kasutades tuleb aga teha vidga pikki arvutusi. Seetdttu on otstar-
bekam votta aluseks valem (74.17), mis on saadud iildise Riemanni
muutkonna jaoks. Me teame, et selle vasakul pool on vektori (kahe
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vektori vahe piirvdédrtuse) koordinaadid, mistdttu ka paremal pool
iiit vaba indeksit j omavad suurused teisenevad nagu vektori
koordinaadid (vt. (73.4)):

(R @7 =1, (R, w¥)2" (75.9)
Sama voib 6elda 2 kohta:
gt=ui,zv, .
samuti kahe vektori alterneeritud korrutise koordinaatide w®! kohta:
wht=uk ul, whv,
Asendamisel seosesse (75.9) saame

s h 1 -mb'l : P . +/ Rl 4
(Ri,  ub ul wht)ui 2t =ul, (Ri"',h'r wh'l) 2,

Niisugune vordus peab kehtima iga vektori, s.t. suvaliste 2V korral,
seega

1 ( ouk’ out oul’ Jdu¥ )l__

—_— i T IRT —
2 Ri,hlu'i' uh’ ul’ dvi avz avi avz

1 . ( du®  ouv dul’ Ju¥ )
_—— —— uJ, RJ. L - y
2 I URT N\ gyt g duvt Jdv?

kus oleme teinud asenduse (74.11). Kui avada sulud ja mdlemal
pool teistes liikmerithmades vahetada summeerimisindeksite &’
ja I’ kohad, arvestades vordust (74.15), saame

Ri ik ul Jur”  ou” i P our  du
e e Y T e T W N dol  du?
Et vordus (74.17) kehtib igasuguse vaadeldavat punkti libiva
% v
pinna korral, siis on Gdui ja guz vabalt valitavad ja seetd6ttu
RY i, =W, RY .

Jdab wvaid korrutada wvasakult lud, Il podrdmaatriksiga HuJJ'_'II, et
saada (3,1)-tensori koordinaatide teisenemisseadus:
Rj;',h'z' = uj"Rg,m u: ui’ ui’ ) (75.10)
Saadud (3,1)-tensorit koordinaatidega Rg;;g nimetatakse Rie-
manni muutkonna M, kéverustensoriks; et ta on mdiiratud igas
punktis x & M,, siis on tegelikult tegemist tensorviljaga. Uleminek
koordinaatidele Rijx valemi (75.1) jdrgi on niiiid tolgendatav
indeksi langetamisena Riemanni meetrika abil (art. 69). (Sel juhul
oleks Oigem muidugi Ry~ asemele kirjutada R:] o) - Jéarelikult

Ri;m on teatava (4,0)-tensori koordinaadid. Seda tensorit nimeta-
takse Riemanni muutkonna M, Riemanni—Christoffeli tensoriks
chk (4,0)-koverustensoriks. Tal on eespool maérgitud siimmeetria
ja antisiimmeetria omadused, kuid lisaks mneile saab valemist
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(75.3) jdreldada, et tema koordinaadid rahuldavad veel iiht sama-

sust.
Kirjutame selle valemi vélja kolm korda, tsiikleerides indekseid

i, kjal
Rij,hl=gjh(P?hl_P?lh):
Rkj,zi=gjh(P£zi-—P2iz),
le,ikzgjh(Pl};h——P?ki)-
Et T/, on (75.2) pohjal siimmeetrilised indeksite i ja & suhtes, siis

ka g_,'hP?m on (75.4) pdhjal siimmeetrilised samade indeksite suhtes.
Seetottu viimaste vérduste poolte liitmisel koonduvad paremal koik
liikkmeriihmad paarikaupa vélja. Tulemuseks on vordus

Rijm+Rrjii+Rijie=0, (75.11)

mida tuntakse Ricci! samasuse nime all. Riemanni—Christoifeli
tensori omaduste (75.6) ja (75.7) pohjal voib sellele samasusele
anda kuju, kus tsiikleerimine toimub iikskoik missuguse kolme, néi-
teks kolme viimase indeksi suhtes:

Rijn~+Rinii+Riu =0,
Siin teine ja kolmas liidetav on vérdsed samasuse (75.11) vasta-

valt kolmanda ja teise liidetavaga.
Ahendatud korrutisena saab moodustada (2,0)-tensori koordi-

naatidega

Riun=g"Ri;n, (75.12)
seda nimetatakse Ricci tensoriks. Ta osutub siimmeetriliseks, sest

th=g“Rih,jz,
kuid siin voib kasutada summeerimisindeksite { ja ! kohtade vahe-
tamist, siimmeetriaomadust gli=g® ja omadustest (75.6) ja (75.7)
jarelduvat vordust R, ji=Rjn:

Rp;=g" R 1= g"Rj = Rjn.
Veelkordse ahendatud korrutisena tekib Riemanni muutkonna

M, nn. skalaarkbverus

R=gRj. (75.13)

4

Vaatleme neid tensoreid ldhemalt kahemdotmelise Riemanni muutkonna Mz
korral. Riemanni—Christoffeli tensori -filalsaadud emaduste pohjal tema koordi-
naat Ri; s on null niipea, kui {ihes paaris on indeksid vordsed; nditeks Riini=
——Ry; 1y mistdttu 2R:4,0=0. Juhul n==2, mil indeksid omandavad ainult vaar-
tusi | ja 2, on sel tensoril jarelikult fiksainus oluline koordinaat Rig,15, teised
koordinaadid on kas selle vastandvidirtused vai nullid. Ricci tensori koordinaa-
tideks Rjr=g"Rijx: on siin

Rnﬂg”Rn,u’—‘—gz?Rm,lz, Roy;=g"Riz0=—g"R1z,12,
Ri;=Ro1=g"Rizs,u=g'*Rys,12.

I Gregorio Ricci-Curbastro (1853—1925), itaalia matemaatik.
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Seejuures
—1 1 ' _
g} — ( gu gl2) _ ( 822 glz) ’
g1z & det |gu] \ —gi2 g
Ris,10

det {gi;|

Vordlus valemiga (72.16) nditab, et paremal on gi; kordajaks suurus, mis
pinna sisegeomeetria korral tahendab pinna tdis- ehk Gaussi kdverust K. Sel péh-
jusel nimetatakse kahemddtmelise Riemanni muutkonna M; korral seda kordajat
samuti Gaussi kOveruseks ja tihistatakse sama siimboliga K. Niisiis,

seega

—Rij=gi;

Riyj=—Kgj.
Skalaarkéveruseks saame siit
R=g!Rij=—Kg'igij=—K8§' =—K(8! +62) =—2K, (75.14)
nii et
1
= Rgij. (75.15)

Suurema moditme n korral on mitu voimalust Gaussi kdveruse moiste iildis-
tamiseks. Uks neis{ oleks defineerida K seose (75.14) iildistamise teel skalaar-
kéveruse R kordsena, kuid niiviisi saaksime suuruse, mis iseloomustab Riemanni
muutkonna M, koéverusndhtusi n>>2 korral viga iildjoontes. Teine vdimalus oleks
votta koordinaadi Rz kdrval arvesse teisedki analoogilised koordinaadid, néiteks
n==3 korral ka Ry313 ja Roes. Kuld ka siis jdidksid korvale koerdinaadid Ris s,
Riz23, Rizgs (miuide, rohkem olulisi koordinaate juhul n=23 pole). SeelStiu on
kdige otstarbekam tuua valemi (74.17) abil sisse nn. 15ikekdverus — mbiste, mida
kasitleme jdrgmises artiklis.

Seoses vordusega (75.15) mirgime veel, et kui n>2, siis ildjuhul analoo-
gilist seost Riemanni meetrika ning tema Ricci tensori ja skalaarkoveruse
vahel pole, Juhul kui n>2, eraldab tingimus

Rij=08i;

valja teatava Riemanni muutkondade M, klassi, mille esindajaid nimetatakse
Einsteini ruumideks; vordustega (75.14) analoogilistest vordustest jéreldub siin

1
muide, et g=-— R, Nimetus on tulnud sellest, et A. Einsteini t6ddest iildrela-
n

tilvsusteooria alal selgus nende ruumide eriline osa kaasaja gravitatsiooniteoorias
(kus n=4 ja muutkonnal vaadeldakse mitte Riemanni meetrikat, vaid sellist
Riemanni meetrilist tfensorit, mille korral puutujaruumideks tulevad Minkowski
ruumid  (vt. art. 6). ‘

76. Loikekdverus. Podrdume tagasi valemi (74.17) juurde ja
meenutame tema saamislugu. Me votsime Riemanni muutkonnas
M, vabalt punkti x, vaatlesime seda ldbivat pinda vorranditega
ut=ut(vl, v?) ja sellel viikest koverjoonelist kolmnurka tippudega
Xo, X1 ja Xp, millest xo on punkti x, ldbival v®-joonel; a=1, 2. See-
jarel votsime vabalt vektori z; punktis xp ja viisime ta rodpiilekan-
dega modda kiilge xoxy (vOi Xoxs) punkti x (vOi x») vektoriks 2
(vbi 22), edasi aga vektori 2y méoda killge xixp punkti x2 vektoriks
z;, (joon. 80). Sel juhul tekkiski valem (74.17), kus w* on kiilgede

XoX1 ja xoxz puutujavektoreist moodustatud bivektori koordinaadid
(74.11),

Rakendame niifid neile puutujavektoritele Grami—Schmidti (vt.
art. 2) ortogonaliseerimisprotsessi koos vektorite normeerimisega,
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et saada ristuvate ithikvektorite paari. Koigepealt tuleb normeerida
vektor ! _d_u,_ Selleks arvutame tema skalaarruudu, tdhistades

dut
selle gi:
gut . duh . _
—=gin—= 30t B0 (76.1)
Vastav iithikvektor on siis
1 ouw
e (76.2)
You Ovt
Edasi tuleb leida vektor
1 dut 2
2= gyt e

seega kordaja A nii, et see vektor oleks ortogonaaine &dsja leitud
vektoriga, s.t. et oleks

Et gmeiieﬁ=l,_ siis siit

out 1 oukr 1
?\4=gi.h I( p— —— (12,
dv? * Ygu dut Vgu
kus
ou* dut dut _
=8hi T T G2 gm(Vgu KTk (76.3)

Lopuks jddb veel saadud vektor
fi _‘Gui _ G
290 Yau

i
€y

normeerida. Siin

|

out O ef)'( auh__ (12 ek)z

02 Yau ov:  Yau
sz Q%z 912'2 1
= (o —m ot e e L = det ,
822 du Qu"T di1 g1 Igaﬁ'
kus 4 St S
IJ."" U
—_— 6.4
=g 5 dv2 Jv? (76.4)
Niisiis,
ei2‘=A Vgu ( dut Gfa— eii) ) (76.5)
Vdet |gap| * Ov? You

1 Asja lihtsustamiseks esifame vektorid kohe nende koordinaatide abil.
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Saadud seostest saab avaldada
aut -
W=]/_Qu_eﬁ,

aui‘ 312

[

R e e
=——— ¢! +——="7det |gap] €.
du? Vet Vou

Valemite (74.11) pohjal niiiid
1 — T T
wk’=-—2— {e” (g1z€! +Vdet |gag| €)) — el (gret+Vdet [gop| €k) } =

— ]
= Vet [gas] - (ehel, —etek).

Siin on tekkinud ristuvate iihikvektorite kui (0,1)-tensorite alternce-
ritud korrutis, praegu koordinaatidega

1
Rl (pkhol — ol pk
f - (ehel, —elel),

Selliselt saadud bivektoreid nimetatakse ihikbivektoriteks; praegu
on tegemist iihe niisugusega. Kokkuvottes

wh=Ydet |gap| . (76.6)

Jargnevalt anname valemi (74.17) geomeetrilise télgenduse,
vaadeldes tema tekkelugu niiiid pisut teisiti. Lihtume nimelt vek-
torist 2, punktis x,. See ldheb roopiilekandega modda kiilge x:xo
muidugi tagasi punkti x, vektoriks 2. Viimase edasikandmisel
modda killgi xoxy ja xixp jouame pérast ringkdiku jille punkti xs,
kuid juba uue vektoriga 2. Eeldame lisaks, et ldhtevektor 2; on

kiilje x2xp kui v%-joone puutujaiihikvektor. Temast ringkdiguga saa-
dud vektor 2} ei tarvitse enam olla isegi selle pinna puutujavektor,
mida mooda ringkédik on tehtud (s.t. ta ei tarvitse avalduda punkti
xz ldbiva vl- ja v2-joone puutujavektorite lineaarkombinatsioonina).
Kiill aga voib teda ortogonaalselt projitseerida selle pinna puutuja-
tasandile — wov!- ja ©%joone puutujavektorite lineaarsele Kkattele

Joonis 81

317



‘puutujaruumis Ty, (M,) kui n-modtmelises ruumis (joen. 81). Saa-
dav vektor 27* on selline puutujatasandil, mille korral

A'zy=2] — 27"
on risti selle puutujatasandiga ja jdrelikult ka sellel oleva vekto-
riga 2;: A"z | 2,. Seame eesmirgiks ndidata, et A" z=2]" — 2, | 2,
juhul kui korvale jidetakse A**2; arendise liikmed, mis on korgemat
jarku kui (A#)2—0. Selleks on kiillalt kontrollida, et samal eeldusel

A22=Z; — Zg= A*Zz—l—A**Zg L 23,

see on aga lihtsasti tehtav valemi (74.16) abil. Toepoolest, kones-
oleva tdpsusega voib (74.7) pohjal valemis (74.16) 2¢ asemel Kkirju-
tada z¢ ja pdrast seda

22'A22=gth£AZ’;=gthg( -%— R‘;‘ kl Z; whl (At) 2—]— v ) =
1

:'—Q-Rij,hlz;z%wm(At) =+ ...

Siin «...» ees olev avaldis on vordne nulliga. Selles veendumi-
seks on vaja vahetada summeerimisindeksite { ja j kohad ning
arvestada, et kuigi sisuliselt midagi ei muutu, on saaday tegur
Rjimziziwh seose (75.7) pohjal —Ki;mz;ziwh, seega vordne oma
vastandviidrtusega ja jédrelikult 0. Kokkuvdttes, konesoleva tdpsu-
sega

A**z5 1 25,

Votame niiiid pinna puutujatasandil punktis x» veel teise iithikvek-
tori y,, mis oleks risti iithikvektoriga =z selliselt, et baas {2y}
annaks piirprotsessis Af—0, kui xz—xp, samasuguselt orientee-
ritud baasi punktis xo nagu {ei, es}. Sel korral konesoleva tdpsu-
sega A"zllys ja kui niiiid tdhistada @== < (2, 2}*), siis tédisnurk-
sest kolmnurgast, mille kaatetiks on punktist x, rakendatud =z
(pikkusega 1) ja hiipotenuusiks 2%, jdreldub, et A%z =
—y,-tan ... . Siit

tan ‘(P'=yz'A**Zz+ . (767)

Seejuures voib paremal A**z; asemel kirjutada Azz=A**2,4-A%zs,
sest A*zz 1 y», kuna A*zy on risti puutujatasandiga. Samuti voib
Taylori valemit ’

q:,s
tan'cpzlcp—l—\?—]— e

kasutades konesoleva tdpsuse piirides kirjutada tang¢ asemel q.
Seega (74.16) pohjal

1 ,_ ‘
P=y2 A2} ... =gjhy32( ?R}i’,hz 2wk (AL)24- .. ) =
1 . _
=?Rij,k12"2y32whl(lll‘)2+ e (76.8)
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Paremal pool olevat avaldist on kasulik veel edasi teisendada,
vahetades selles summeerimisindeksite { ja j kohad

1 1 .
— .. iophl — . .~ R.. : rmhl
5 Rﬂ,mzfzytzw l—= 5 R”,mziy;w .

Liites tulemuse esialgsele avaldisele, millega ta on vordne, saame
selle avaldise kahekordsena. Jérelikult voib ta kirjutada ka kujul

1 1 o 1 s
& R (2 4] —2]4]) w”""—'g-Rij,hzfé"wkl :
kus

ly=2yl=~ (234} —2}y})

on teatav iihikbivektor punktis x.. Kui niiiid arvestada veel valemit
(76.6), saame vordusele (76.8) kuju

. =._12_ RijfifH Y el [gap] (A2 . .. (76.9)

Omaette tdhelepanu viairib tegur % Vdet |gap|, mida saab viia

iihendusse iilalvaadeldud koverjoonelise kolmnurga pindalaga pin-
nal. Téepoolest, suurused g,s pole muutuva punkti x korral seoste
(76.1), (76.3) ja (76.4) pdhjal midagi muud kui pinnal indutsee-
ritud Riemanni meetrika koordinaadid ning konesoleva kolmnurga
pindala on jérelikult

S= [[Vdet |gup| dvt dv?
A

(vt. art. 73), kus A on vordhaarne t&isnurkne kolmnurk o!v2-tasan-
dil; selle kolmnurga kaatetid on telgede sihilised ja pikkusega Af.
Kahekordse integraali keskvaartusteoreemi pohjal ([3], k. 272)

—_— 1
S= (Ydet [gua] ) oo (A1)2

kus v=(v1,v2) on mingi punkt selles kolmnurgas A. Meil arvesse-
mineva tdpsusega vOib seega siin punkti v asendada punktiga
ve, millele pinnal vastab x,:

— 1
S=7Vdet |gap| - (A)* ...

Jagame niiiid vorduse (76.8) pooled selle pindalaga S ja teeme
seejdrel piirprotsessi Af— 0. Saame

lim &= Ry (Lim fi9) 2.
Atso S At—>0

Osutub, et limfij=f#4. Toepoolest piirprotsessis At—0 vektorid
At—=0
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23 ja y» ldhevad kaheks ristuvaks iihikvektoriks pinna puutujatasan-
dil punktis x,, mis on seega avaldatavad baasil {ey, e:}:

23— e, cos ey sin «,
Ys — —e; Sin a-+ez cos o;

siin on arvestatud veel, et {2s,y2} ja {ei, e} on iihtemoodi orientee-
ritud. Siit jareldub, et

= 5 (2Lyi—2iyt) -3 [ (i cos a-f-¢eisin a) (—e] sin a+-e] cos a) —
— (edcos a-ejsin a) (—e sin o€} cos a) |=

= - [ei ¢} (cos®at-sin? a) — elel (sin? af-cos?a)]=

= (elei—ele])=f4.
Loplikult,
lim 2 — Ry pfiifH. (76.10)

At—=0 S

Vasakul piirvddrtuse mirgi all on lugejas pinna puutujatasan-
dil vabalt voetud vektori ja sellest mddda kolmnurga kiilgi tehtud
ringkdigus rodpiilekandega saadud vektori puutujatasandilise kom-
ponendi vaheline nurk suunaga vektorist komponendi poole. Nime-
tajas on kolmnurga pindala. Piirprotsess tdhendab kolmnurga
kokkutdmbumist iihte tippu xo. Tekkiv piirvdartus, nagu ndha pare-
mast poolest, soltub iiksnes sellest tipust xo kui Riemanni muut-
konna M, punktist ja pinna puutujatasandist selles punktis. Vii-
mane asjaolu nduab lihemalt selgitust. Asi on selles, et nagu asja
selgus, soltub iihikbivektor koordinaatidega fi/ {iksnes puutujatasan-
dist ja orientatsioonist selles, sest iga kahe antud orientatsiooniga
ortonormeeritud baasi korral sel tasandil tuleb sama iihikbivektor.
Kuid ka orientatsioon pole oluline, sest baasivektorite jérjestuse
muutmisel vastav {ihikbivektor muudab mérki, kuid et ta esineb
tegurina veel teistki korda, siis vaadeldav avaldis seejuures ei
muutu.

Pinna puutujatasand pole aga midagi muud kui mingi kahe-
méstmeline alamvektorruum t puutujavektorruumis Ty, (M), mida
voib teatavas mottes vaadelda kahemootmelise 16ikena selles vii-
mati mainitud ruumis. Sel pohjusel nimetatakse valemi (76.9) pare-
mat poolt Riemanni muutkonna My [Gikekbveruseks ja téhistatakse
K (t); niisiis

K (t) =RiznfVfH, (76.11)

kus f¥ on see {ihikbivektor, mille mddrab 7. S&ltuvus punktist
xo= M, selles siimbolis otseselt ei kajastu, kuid on muidugi ole-
mas. Valemi (76.10) vasak pool annab loikekoveruse K{t) geo-
meetrilise tdhenduse, kusjuures selgub huvitav tdsiasi: see vasak
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pool soltub punkti x, ldbivast pinnast iiksnes selle puutujatasandi
kaudu — punktis puutuvate pindade korral on ta sama.

Mirkimist vadrib veel K(v) maérgi tdhendus. Kuli K(t) =0, siis
iilekantava vektori puutujatasandiline komponent on péirast ldhte-
punkti joudmist péérdunud algasendist sellesama orientatsiooni
jargi, milles on tehtud ringkdik. Kui K(rv) <0, siis on olukord
vastupidine. See selgub kohe valemi (76.7) analiiiisimisel. S

Loikekdveruse K(v) jaoks dsjasaadud valemi (76.11) rakendus-
voimalusi kitsendab noue, et [ peavad olema iihikbivektori koordi-
naadid. Piiilame sellest noudest vabaneda valemi (76.6) abil. Selle
jargi
Ryjmwtinh
det [ga5|

K(t)=

ning iilesandeks jiddb avaldada nimetaja bivektori koordinaatide
w4 kaudu. Siin tuleb muidugi kasutada valemeid (76.1), (76.3) ja
{76.4), mille kohaselt

out du*r oul out
det Jaso| = (o7 5o (€3 5 o) —
( .Q_‘ff.a”‘).( ..5_‘“'_5_“’1‘)__
—\ By Ov2 502 Aot ) T
out -auf_ out ou!
ouvt dv? dul Jduv?

= (g — LuLir) (76.12)

Suluavaldis on kaldsiimmeetriline nii indeksite i,j kui ka &, [ suh-
tes, nagu kerge kontrollida. Summeerimisel kaldsiimmeetrilise suu-
rusega kehtib aga jargmine reegel:

Qi;—=——_0;; = a,;,-bi3'= aijb[iﬂ. (7613)
Toepoolest,

aijb[ijlzaij.% (bz] - bji) — _;_ (aijbij _ ai_jbj'i) '

Kui teises liikmes vahetada summeerimisindeksite i ja j kohad,
saame —a;;bii=a;;b%; seega (76.13) kehtib.

Selle reegli ja seejérel valemi (74.11) rakendamine seose (76.12)
paremal pool annab

K(t)=-

Rijuwiiht
(Gingj— Gug ) wHwh

(76.14)

Siin ongi tekkinud soovitud iildine avaldis 16ikekoveruse jaoks.
Nimetajas on teatav Riemanni meetrika abil moodustatud (4,0)-ten-
sor, millel on samad algebralised omadused mis Riemanni—
Christoffeli tensoril.

21 Diferentsiaalgeomeetria 391




Kahemootmelise Riemanni muutkonna M. puhul on {iksainus
oluline koordinaat w??, teised on kas nullid v6i —w2. See koordi-
naat taandub viimasest valemist vélja ja tulemuseks saame

Koy =
g1182 gi,?.

s.t. loikekoverus on sel korral Gaussi koverus K.

y

77. Mitteeukleidilised ruumid Riemanni muutkondadena. Seame
iilesandeks selgitada eelmistes peatiikkides késitletud mitteeuklei-
diliste ruumide koha iildiste Riemanni muutkondade seas ning tut-
vustada sel puhul kerkivaid moningaid probleeme ja nende lahen-
dusi; vastavate tuletuskidikude iiksikasjalik esitamine l1dheb parakn
kédesoleva kursuse raamidest vélja.

Alustame eukleidilisest ruumist E,. See on teatavasti alg- ja
seetottu ka lihtmuutkond, milles on voimalik valida koordinaadid
niimoodi, et kas g;x=20ix ja koos sellega kahe punkti vahelise kau-
guse arvutamine kaib valemi

d{(a,by=7(at—b*)24 ...+ (a" —b")?
jargi (art. 1 ja 71), voi iildisemalt, gin=Fk;kr=const (vt. (71.8)).
Niisiis, ruum E, on selline Riemanni muutkond M,, kus A=R" ja
Riemanni meetrika koordinaadid on voimalik muuta konstantideks.
Nendele koordinaatidele vastavalt on valemi (73.6) jéargi I =0,

geodeetiliste joonte diferentsiaalvorrandisfisteem (73.8) omandab
kuju ii9=0 ja lineaarsed lahendid wi=aittki (vrd. 2.6), ning
valemi (75.5) kohaselt

Ri;n=0. (77.1)

Vastavalt sellele on ruumi E, 16ikekoverus K(t) valemi (76.14)
jérgi samaselt null.

Tekib kiisimus, mida voib iildiselt 6elda sellise Riemanni muut-
konna M, kohta, mille 1dikekoverus on samaselt null. Kiisimust on
otstarbekas uurida pisut fildisemal kujul: mida voib Gelda siis, kui
K{(t) on konstantne igas punktis x = M,?

Kui see konstant tdhistada K, siis valemist (76.14) jareldub, et

[Riju— K(gir€s— Gulir) ] wiighl=1_)

ehk, kui nurksuluavaldis tdhistada R}; i,

R mwiiwkl=0,

oult gudl
ovl OJuv?
suhtes. Detailne analiiiis néitaks?, et see on voimalik iiksnes siis,
kui R =0 ehk

Viimane tingimus peab olema %ahuldatud samaselt wii=

Rijm=K(gingn— gugir). (77.2)
K(T) =(0= Rij,k£=0-

V' I K. Pamescxufi. PiMaHoBa reoMeTpHss M TeH30pHBIA ananus. M., 1964,
. 592, 593.
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Edasi tekib- kiisimus, mida v&ib 0Oelda Riemanni muutkonna M, kohta,
mille Riemanni—Christoffeli tensor on samaselt null, s.t. kehtib seos (77.1).
(Meenutame, et pinnateoorias vastab sellele kilsimus niisuguse pinna ehituse
kohta, mille puhul Riy12=K-det|g,a|=0 ehk K=0 (art. 41)). Osutub, et kui
R;ij;n=0, siis Riemanni lihtmuutkond M, on kas E, voi piirkond D < E,.

Pohjenduse skeem on jdrgmine. Valemeist (73.2) ja (73.6) saab jéreldada
(72.7) iildkehtivuse. Kui otsida koordinaate u', ..., «™’, milles oleks I‘{i’,k,=0,

siis tekkiva diferentsiaalvorrandisiisteemi

W, =T ui yk
i'kR’ ik i R’

lahenduvuseks on tarvilik ja piisav?, et uj.,h,i-,=“juph,, see aga annab pédrast
arvutusi (75.3) p6Ghjal just tingimuse Rijri=0. Piisavusest jdreldub soovitud
koordinaatide leidumine wvdhemalt teatava piirkonn% A" = A<= R™ ulatuses. Siis

Girnr

ou?
Edasi on koordinaatide lineaarteisendusega vdimalik viia ruutvorm gi-x-ui’u?’
normaalkujju ja sel teel saada, et gi7a»=08i7g~. Uutes koordinaatides on geo-
deetilistel joontel lineaarsed vorrandid ning geodeetilise kaare pikkus kui ots-
punktide vaheline kaugus avaldub jusi sellise valemiga (l.1) nagm ruumi En
pubul ndutav (vrd. art. 71).

Sellega on selgitatud eukleidilise ruumi £, koht Riemanni lihtmuutkondade
Mn seas: M, on E, voi piirkond selles parajasti siis, kui K(t)==0 ehk Rij;n=0.
Néiteks pOdrdsilinder on tegelikult riba tasandil F., pdoérdkoonuse iiks kate aga
sektor tasandil E, mis molemad on vajalikul viisil keeratud pinnaks ruumis FEs.

aga fildkehtivaist valemeist (71.11) jéreldub, et =0, s.t. giwr=const.

Jdrgnevalt ldheme iile mitteeukleidiliste ruumide juurde, alus-
tades ruumi En44 hiipersfddril kehtivast elliptilisest geomeetriast.
Lihtmuutkonna saamiseks tuleb hiipersfdirist liks punkt vélja jatta.
Jérelejdédv osa on

H:{}CEEn+1 :x=(

2riyt 2r2yn , Uz — r2 )
wr--rr’ T w4 w4t )

(ut, ..., u®) ER“};

vt. (59.2) ja art. 72. Et siin x2=r2, siis 2xx;=0 ja x;x;+xx;;=0.
Esimestest jareldustest tuleneb, et punkti x = H kohavektor x on
iihtlasi hiiperpinna H normaalvektor selles punktis ning normaal-
ithikvektori m saamiseks jddb ta veel normeerida:

X 1

| S e————

T
Teised jareldused annavad (72.3) ja (72.6) pohjal, et ]
gji+rbi;=0 ?

<ehk
1 -

bij=_'7'gii'

1 Tingimuse uf_,h,l,=u5_,m, piisavust vaadeldava siisteemi lahenduvuseks
1 ]

iilikoolimatemaatika pohikursustes ei tdestata (vt. viidet [5], lk. 220).
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Niitid aga (72.16) jédrgi leiame, et
Rij,kl='r_2 (girs— Lugir),
mistottu (76.14) kohaselt
K{t)=—-. (77.3)

Jarelikult elliptilise ruumi S* (r) I6ikekGverus on positiivne
konstant ja vérdne selle hiipersfddri raadiuse ruudu pdérdvddrtu-
sega, mille abil ruum S% (r) on moodustatud.

Analoogiliselt saab uurida ka LobatSevski ruumi. Selleks on
vaja Oige pisut modifitseerida hiiperpinna késitlust art-s 72, et
holmata ka Riemanni meetrikat kandvad hiiperpinnad pseudo-
eukleidilises ruumis 1E,. Viimaste puhul on ainus erinevus see, et
normaalvekfori m skalaarruut m? on niiiid mitte 1, vaid —1;

m2=—1.
See aga toob art-i 72 kisitluses endaga kaasa ainult iihe erinevuse:

vorduse (72.5) poolte korrutamisel skalaarselt vektoriga m ei saa
me enam seost (72.6), vaid

bikz—mxfk..
Jarelikult ka hiljem
—butgirch=0,
mistottu niifid

O | i om , om0
Xip=X; ’( Gulh ~+Tonilih +g3mbmlbih)+m( bmul'in '-l-‘—a—d}h—) .
Sellest tulenevalt asendub (72.16) jdrgmise Gaussi vorrandiga

Rijn=— (birbj— bubx). (77.4)

Rakendame neid tulemusi Lobat3evski ruumi L. (o) kui pseudo-
eukleidilise ruumi 1En4y imaginaarse raadiusega hiipersfdiri iihe
katte (n-mooimelise pseudosfdéri) puhul. Vorrandeid (59.3) vaja-
likult tildistades saame, et

[ 20%ut
Ln (Q) ={xE 1E1€:_]_1 X= (m s o

2, 0% - u?
T i« ),u2<_g}.

—u? 't —u?

Siin ¥2=-—¢?, mistottu, samuti nagu varem, 2xx;=0 ja x;x;}xx;;=
=={). Niiiid

1
m=-—% i ebi;j==0
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ehk

1
bij="‘é—gij-

Asendus Gaussi vorrandeisse (77.4) annab

1 _
Rijpi=— 'Q—2~ (51— Gudir),

mistottu
. 1
K ("L') _— -Q? .

Jarelikult LobatSevski ruumi L,(@) [GikekOverus on negatiivne
konstant.

Lopuks jddb veel selgitada iildiselt nende Riemanni lihtmuutkondade Mn
ehitus, mille l6ikekdverus on nullist erinev konstant. Siin tutvustame ainult
tulemusi 1.

Sellest, et K(t) on igas punktis x = M, konstantne, s.t. ei soltu kahemoot-
melise alamvektorruumi t < Tx(Mn) valikust, jdreldub, nagu eespool selgus,
vordus (77.2). Kehtib jdrgmine Schuri? teoreem: kui K(v) on konstantne igas
punktis x = M, ja nz=3, siis K(t) on punktist x s6ltumatu konsfant, s.t. valemis
(77.2) K==const.

Kui sel puhul K>0, siis M, on elliptilise ruumi piirkond, kui aga K<0, siis
M, on LobatSevski ruumi piirkond.

Riemanni muutkonda, mille puhul on tdidetud Schuri teoreemi eeldused, nime-
tatakse konstanise koverusega ruumiks. Selline lihtmuutkond on niisiis kas
eukleidilise vBi mitteeukleidilise ruumi piirkond, mis erijuhul vo6ib iihtida ka kogu
ruumiga.

Huvitavad probleemid tekivad siis, kui vaadeldakse f{ildisi Riemanni ruume,
mis on saadud Riemanni lihtmuutkondade «kokkulappimise» teel (art. 83). Néiteks
konstantse koverusega ruumide puhul tekib nn. ruumvermide probleem: missuguse
tervikehitusega muutkonnal saab iildse anda ithe- v0i teistsuguse konstantse
koverusega Riemanni meetrika. Monikord konstantse koverusega ruumi nimeta-
taksegi lihtsalt ruumvormiks, eriti kui ta on tdielik selles mottes, etiga tema geo-
deetiline joon on mdédratav kogu arvteljel R (vdib-olla kiill mingi perioodilisusega}.

Harjutusiilesanded

120. Kisitledes punkti x = E; sfddrkoordinaate kdverjooneliste koordinaati-
dena ruumipiirkonnas E;\{0} (vt. allviidet lk-1 204, kus niiiid tdhistame R=u!,
us==u?, uz=u?), arvutada nende puhul meetrilise tensorvilja g koordinaadid ja
Christoffeli sfimbolite avaldised. Tuletada vektori 2 konstantsuse tingimused sfdér-
koordinaatides.

121. Jédreldada valemist (77.3), et ruumi E.4; hiipersfddri Sn(r) igas punk-

tis kdik n peakdverust on vordsed konstandiga — — hiipersfddr on {imarushiiper-
r

pind. _ . .

122. Veenduda, et valemite (73.7) vasakud pooled Dz-’=dzf+I‘{lfhz‘ duk

kujutavad endast teatava (0,1)-tensorvilja -— vektorvilja zi nn. absoluutse dife-
rentsiaali (ehk kovariantse diferentsiaali) koordinaate, s.t. kontrollida, et nad
teisenevad tensorseaduse kohaselt.

1 Nende kasitlust vt. [1. K. PameBckuit, uur. cou., c. 591—599.
2 Friedrich Schur (1856—1932), saksa matemaatik, a-il 1888—92 Tartiu
iilikooli matemaatikaprofessor. Kénesoleva teoreemi tdestuse anname art-s 82,
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123. Teha kindlaks, et ruumi E.4, hiiperpinnal H esimese ruutvormi poolt
mddratud Riemanni meetrika suhtes on sellel hiiperpinnal antud vektorvilja 2z
absoluutne diferentsiaal télgendatav kui hariliku diferentsiaali dz komponent puu-
tujahiipertasandil.

124. Arvutada valemite (73.5) ja (60.3) jdrgi ruumi E,; hiipersfdiri S;(r)
3-ruumala (sfddri S:(r) < E;. tdispindala {ildistus).

125. Niidata, et kahemdotmelise Riemanni muutkonna M, puhul koordinaat-
joonte puutujaiihikvektorid {ikskdoik kumma parve joontele on réodpiilekandes piki
teise parve suvalist joont parajasti siis, kui nendest parvedest moodustunud
vorgu jaoks saab koordinaadid médrata nii, et gu=gy=1, s.t. kui vdérk on
TSebosovi vork (art. 48). '

126. Koordinaatidega 2! antud vektorvéiljg absoluutseks tuletiseks nimeta-

- 2}5
takse (1,1)-tensorvélja koordinaatidega V;lz3'=a -
u

—1—I‘i_hzf. Toestada valem, mis
voetakse sageli aluseks kOverustensori defineerimisel:
(Vsz— Vzvk)25MR*’: "l 2t
1,

127. Kontrollida, et mitteeukleidilised ruumid (ehk iildiselt Riemanni muut-
konnad, mille Riemanni—Christoffeli tensoril on kuju (77.2) — nn. konstantse
kéverusega ruumid) on iihtlasi Einsteini ruumid.

128. Toestada, et kolmemd&otmeliste Riemanni muutkondade Mj; puhul kehtib
samasus

R
Rt‘j,h.l=? (girgsi—gulir)FguRin — iR+t ginRi — griRij.

Jireldada siit, et Ms; on Einsteini ruum siis ja ainult siis, kui ta on konstantse
kdverusega ruum,

§ 18. VALISDIFERENTSIAALVORMID

Siimmeetriliste tensorvdljade korval, mida rakendustes koige
ulatuslikumalt esindab Riemanni meetrika, on eriti viimasel ajal
laialt kasutusel ka kaldsiimmeetrilised tensorviljad. Nendega seon-
dub teatav eriline arvutus — viélisdiferentsiaalvormide arvutus,
mille rajas E. Cartan eelmisel sajandivahetusel (ja millega kahe
s6ltumatu muutuja u«4 ja we korral tutvusime art-s 44). Lisaks
rakendustele diferentsiaalgeomeetrias, mis otseselt kutsusid esile
selle arvutuse loomise, on uus meetod voitnud eludiguse ka mitme
muutuja funktsioonide analiiiisis, eriti integreerimisel, samuti vélja-
feoorias ja teoreetilise mehaanika voi fiilisika teistes osades.

78. Vilisvormid ja Grassmanni algebra. Alustame kaldsiimmeet-
rilisest (p,0)-tensorist a, s.t. tensorist omadusega as,=(sgno)a
mis antud vektorruumi V kerral méédratakse selle igal baasil
{ei, e, ..., e,} niisuguste koor&maatldega Qiiy..ipy €L

Qi snyisgy iop — = (Sgn 0} i, 4.0 ipe (78.1)

Teisiti oeldes, & muudab méirgi oma iga kahe argumendi trans-
positsiooni korral. Tema koordinaatide seast on olulised ainult sel-
lised app,.r,, kus Bi<<ka<<...<<kp, sest iga ule]aanud koordinaat
Qi,..i, ON (78 1) pohjal kas uhega neist vordne voi erineb sellest
ainult méargi poolest voi ta on vdrdne nulliga (kui iy, &, ..., ip
seas on kaks vordset). Nii on n=3, p=2 puhul olulised vaid
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Qse, Qi3, g3, sest (78.1) tahendab praegu, et asni,=—ai:, ja naiteks
Cl'22=0, Agy==-—xaQ13.

Antud baasi ja selle kaasbaasi {ft, f% ..., [*} korral suvaliste
21, %, ..., 2p = V puhul (69.7) jargi

Q21 20, - oy 2p)=Giy 202 . Zr=Auis i (20 (22) - T (20),

sest iildiselt fi(2) =/ (zker) =2"fI(er) =2"0] =2J. Seega
a— ai,i,___ipfiifiz N fip, (78.2)

kus paremal on tegemist tensoralgebra tehetega ja summeerimisega.
Summeerimisel tekib liikmeid iihesuguste teguritega app,.r,. Kui
korraldada see summa oluliste koordinaatide jargi, on (78.1) alusel
tulemuseks

o= 3 a,, , (J(sgno)ftfln. fre),  (183)
o

ky<..<h,

kus esimene summa voetakse kdigi selliste valikute (i, Rz, ..., k»)
jargi naturaalarvudest 1, 2, ..., n, et Rki<<he<<...<<kp, ja teine
summa lisaindeksite 1, 2, ..., p koéigi permutatsioonide o jérgi.
Niiteks kui n=3, siis p=2 puhul

a=asu (f'f2 — ') +awu (P2 — P) +aes (PP — PP),
p=23 puhul aga
0= auas (PR+PRP+Ff — PP — PP — PPY).
Suluavaldis (78.3) paremal pool, mida v&ib art-s 69 tehtud
kokkuleppe pohjal kirjutada ka kujul (p!)ftafe...f*! ja mis kuju-
tab endast seega iiht kaldsiimmeetrilist (p,0)-tensorit — teatava p
baasilineaarvormi alterneeritud korrutise (p!)-kordset, nimetatakse

nende lineaarvormide vdliskorrutiseks ja tahistatakse fa: A fRA ...
... /\ f*e. Niisiis,

P AT A A Pro= (1) [lafts. . frol=
= 3 (sgna)ff e, ey (784)

seejuures pole vajadust end siduda tingimusega ki<Tke<T...<<kp.
Loeme, et (78.4) on iildse mingi p baasilineaarvormi véliskorrutise
definitsioonivalem. Paneme tdhele, et selline valiskorrutis kui
(1,0)-tensorite alterneeritud korrutis on kaldsiimmeetriline (p,0)-
tensor, mistottu ta niiteks mingi kahe teguri kohtade vahetamisel
multlldab marki ja selle jareldusena kahe vordse teguri korral on
null,
Vorduse (78.3) voib niiiid kirjutada kujul

a= 3 G AT A o AT (78.5)

B <<k,

Paremal pool olevat avaldist nimetatakse p-nda astme vdilisvor-
miks. Selliselt nimetatakse p kaupa vdetud baasilineaarvormide
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viliskorrutiste iga lineaarkombinatsiooni. Praegu saadud vilis-
vormi (78.5) kordajateks on kaldsiimmeetrilise (p,0)-tensori a
koordinaadid vektorruumi V antud baasil. Nii ndeme, et konesolev
tensor a on avaldatav teatava vilisvormina.

Kehtib ka vastupidine vidide: iga p-nda astme vélisvorm — p
kaupa voetud baasilineaarvormide viliskorrutiste lineaarkombinat-
sioon — on teatav kaldsimmeetriline (p,0)-tensor. Toepoolest,
olgu antud vilisvorm bivaigf s AT /N .. A s, kus summeerimisel
moeldakse, nagu alati seda laadi kirjutiste puhul, et iga i., kus
n=1, ..., p, omandab {ilejddnutest soltumatult viirtused 1, ..., n.
Sel juhul tekib aga véiliskorrutise (78.4) antikommutatiivsuse tsttu
sarnaseid litkmeid, mida saab kokku vé&tta. Olulised on vaid sellised
viliskorrutised A fla A\ LA R, Kus By << ky << ... kp; teised
erinevad nendest {ilimalt mérgi poolest v6i on nullid. Nii on n=23,
p=2 puhul olulised vaid f*t A 2, 1 A3, 2 A [ ja niiteks Jt A f1=0,
PAP=—FAFP.

Kui vaadeldav vilisvorm korraldada baasilineaarvormide olu-
liste viliskorrutiste jargi, siis saame talle jirgmise kuju:

> (X (sgn L) LI S S | AN LW AN L

h<..<h, o
nditeks n=3, p==2 puhul kuju

(D12 — bat) L\ Pt (bis — bs) [* A\ PB4 (bas — bsn) 2 A\ 2.
Kui tdhistada
Btts. iy = (P!) Do 7= 3 (SEN 0) biyyy kg ey, (78.6)
o
siis saab vaadeldava vélisvormi esitada kujul

2 Mpm, [ ATENA A P, (78.7)
k<o <k,

kui aga maédéirata reaalarvusiisteem Qiyi...i, VOttes

Ok g1y gy p) = (SEN O) Aihsuncteps (78.8)
siis (78.4) jargi siit

2 akikz...kp( E ('Sgn G)fha(l)fka(z) o fka(p)) =aiii2‘__ipfi,fiz L. fip,
h<..<h, a

(78.9)

sest sgno voib kanda anp,.r,tjuurde, seejdrel arvestada vdrdust
(78.8) ning seda, et summeerimine koigi niidatud ki, ks, ..., kp
ja koigi o jirgi tdhendab tegelikult vaba summeerimist. Vilisvormi
viimasest kujust ja sellest, et a;.5, on omadusega (78.8), jirel-
dubki, et tegemist on teatava kaldsiimmeetrilise (p,0)-tensoriga
78.2).

( K())kkuvéttes. voime Oelda, et kaldsimmeetriliste (p,0)-tensorite
ja p-nda asime vdlisvormide vahel on iiksiihene wvastavus, mida
{ihes suunas néitab iileminek tensorilt (78.2) vormile (78.5), teises
suunas vormilt (78.7) tensorile (78.9).
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Kui vormis (78.7) teha tagasi asendus (78.6) ja meenutada selle
vormi lahtekuju, saame valemi

biiig...ip fii /\ fiz /\ e /\ f'ip= (p') . <2<k b[hikz...kp]fk‘ /\ fhz /\ Ve /\ fkp—'_v
= 2 (X (s8n0)br yhyp b, ) AN AR (78.10)

k1<...<kJTJ g

Edaspidi tegeleme pohiliselt vilisvormidega, pidades vajaduse
korral silmas, et nende varjus esinevad alati ka teatavad kaldsiim-
meetrilised tensorid. Nii néditeks saab lineaartehted (p,0)-tensori-
tega — liitmise ja reaalarvuga korrutamise — kanda siia vahetult
iile ja tulemuseks on vastavad tehted vilisvormidega kui algebra-
liste avaldistega. Nende tehete mottes on iga vilisvorm sama ast-
mega iksliikmete — teatavate avaldiste af® A fa A ... A 2 summa,

Tensoralgebras (art. 68) vOime niliid vilja eraldada vektor-
ruumi R (kui (0,0)-tensorite vektorruumi), vektorruumi V* (kui
(1,0)-tensorite ehk lineaarvormide vektorruumi), kaldsiimmeetriliste
(2, 0)-tensorite vektorruumi, kaldsiimmeetriliste (3,0)-tensorite vek-
torruumi jne., kaldsiimmeetriliste (p,0)-tensorite vektorruumi jne.
otsesumma. Tulemuseks on avaldiste

ao+arft+ gzasz" AN ki R -l—h <Z;k RN LA VAN LR
+.ooFae R PARPA A (78.11)

vektorruum. Avaldiste 16plikkust polegi siin vaja eeldada (nagu
art-s 68), sest see selgub automaatselt: iga p-nda astme vilisvorm
on juhul p>n vordne nulliga, sest sel korral esineb igas vilis-
korrutises fA A fRa A ... A % vdhemalt iiks baasilineaarvorm kaks
korda, mistottu iga niisugune valiskorrutis on null. (Niiteks kui
J' esineb kohtadel &, ja k,, siis pirast permutatsiooni o, milles on
vahetatud vaid need kohad, see korrutis iihelt poolt muudab (78.10)
pohjal maérki, teiselt poolt aga iildse ei muutu, sest neil kohtadel
seisab sama ! — seega on ta null). Uhtlasi on selge, et kui p=n,
siis on iksainus oluline véliskorrutis 1 Af2A ... Af? seda on
avaldise (78.11) kirjutises juba arvestatud.

Avaldisi (78.11) saab aga mitte iiksnes liita ja reaalarvuga
korrutada, vaid on voimalik méiédrata ka nende viliskorrutisi. Alus-
tame néiteks kahe lineaarvormi a==a;f4 ja b=>5;[%" viliskorrutisest,
mis defineeritakse jdrgmiselt:

a /\ b= (aif') N\ (bifi) =aybyfi N i

Sama avaldise saab eeltoodu jérgi kirjutada ka kujul

gh(%bsz B A PRet-an,befB A\ R,
1 <SR,y
mistdttu pérast oluliste véliskorrutiste jargi korraldamist leiame, et

a /\ b= 2 (ahibkz - aksbki)fk‘ /\ fk2= 2 fk‘ /\ fk’-

k,<h, ho<h, ~M
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Analoogiliselt saab leida p lineaarvormi a;=a.f’; n=1, ..., p
véliskorrutise:

a ANaz ... N\ ap=(afi) A\ (@) A ... A (@pifte) =
= 0441,ais - - - Apif 0 A Fl2 A\ o A\ o,
millele saab (78.10) pShjal kuju

aNa/\... N\ ap=
== E (Z’ (sgn 0') Qip Umazkg(z) .o aphm))fhx /\ sz /\ e /\ fkp;

R<.<k, ©

kuid erijuhul, mil p=n, kuju

as A az ...\ an= (3 (580 0) Aoz - - - Bnom)) L A PN ... AT

o
sest nouet By << by << ... << k, rahuldab ainsana 1, 2, ..., n. Viimase
valemi sulgudes tunneme dra determinandi det|a;;] (J1], lk. 20), eel-
mise valemi sulgudes aga determinandi det |@ano|; m, 0=1, ..., p —
lineaarvormide @, @y, ..., ap kordajate maatriksi teatava p-ndat
jarku miinori. Niisiis néditeks a;=a;:f* puhul

G AaA.. Aaa=(det |ag)EARA ... A (78.12)

Teoreem maatriksi astakust, eriti aga selle jéreldused ([1],
k. 67,68), annavad niiiid huvitava tulemuse: kui a4, @5, ..., ap On
lineaarselt soltuvad lineaarvormid, siis nende vdliskorrutis on
vordne nulliga:

GAGA... A ap=0, (78.13)

sest tema kui p-nda astme vilisvormi kordajad on nullid (kuna
a1, @s, ..., @p kordajate maatriksi astak on lineaarse soltuvuse kor-
ral vidiksem kui p). ,

Kehtib ka vastupidine vdide; vordusest (78.13) jareldub a1, s, ...
..., ap lineaarne séltuvus. Selle tdestamiseks tuleb enne kindlaks
teha, et viliskorrutised f& A\ f.2 A ... A f*, mis on voetud koéigi nii-
suguste valikute ki, k2, ..., Bp korral, kus ki <<hy<<...<<kRp, on
lineaarselt soltumatud.

Koigepealt on selge, et PARA...Af* kui (n,0)-tensor on
nullist erinev, sest (78.4) pohjal

(FARNAN...AM™) (e, €, ..., en)=(al)[Uf2.. . frl(es, €, ..., €n) =
= (n!)flt(er)f2(e2) - . . "L (€n) = (n1) 882 . .. 8"I=1;
néiteks n=2 korral ‘

.« 1. 1
(21) 6-[116§I=2--—2— (6362 —8261) =2-—§- (1-1—0-0)=1,
ning analoogiliselt ka (n!)8lt62. .. 8% avaldises (nl)s—:ﬁ [648%...0m —
—&26L... .67 —... —8%8%...8L +...) on sulgudes ainsaks nullist

erinevaks liidetavaks esimene: 1:1....-1==1.
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Oletame niifid, et p<<n ning leiab aset lineaarne seos
31 Mekemod A RN A [Re==0. (78.14)

R, <..<h,

Vajaliku lineaarse sOliumatuse idestamiseks on vaja néidata, et
siit iga valiku L<<lo<<...<<lp korral jireldub Ays,.,=0. Selleks
moodustame seda tdiendava valiku lp41<< ... <<l ja korrutame vor-
duse (78.14) pooli paremalt véliskorrutisega flav A ... A [l. Vasa-
kul tekkivatest n-nda astme valiskorrutistest on ainus nullist erinev
fu ANFe AN AT NP/ ... AT, sest koigis teistes on mingid
kaks tegurit vordsed ja nad on véliskorrutise antikommutatiivsuse
pohjal nullid. Seega saame:

A'lt-lz...lpfl‘ /\ flz /\ ‘e /\ fl":i;\tlgl'z...lp fi /\ f2/\ ‘e /\ f"=0

ja siit toesti Ag,.;,==0. Niisiis seos (78.14) on voimalik iiksnes nul-
liga vorduvate kordajate puhul ning vdliskorrutised fr N\ fr/\ ...
A\ TR, Bus Ry'<< ke << ... <<kyp, on lineaarselt soltumatud.

Kui niiiid kehtib (78.13), siis vasaku poole kordajad — lineaar-
vormide @y, as, ..., ap kordajate maatriksi p-ndat jarku miinorid —
on koik vordsed nulliga ning need lineaarvormid on toesti lineaar-
selt soltuvad. Kokkuvottes, vbrdus (78.13) on lineaarvormide
Qi, Uy, ..., Ap lineaarse soltuvuse tarvilik ja piisav tingimus.

Olles niifid defineerinud ja uurinud p lineaarvormi viliskorrutist,
ldheme kahe iildise avaldise (78.11) juurde ja defineerime ka nende
vdliskorrutise. Kpigepealt loeme, et viliskorrutis on distributiivne
ja et kummastki tegurist voib reaalarvulise kordaja korrutise ette
tuua. Sel juhul taandub asi baasivormide véliskorrutiste korruta-
misele. Nende jaoks anname jdrgmise loomuliku definitsiooni:

(AP AP A (FEATEA . A o) =
—ATA AP ATRATA A

seega on vaja vaid korrutatavad véliskorrutised kirjutada korvuti
(vajalikus jérjekorras), iihendada méargiga A ning kaotada sulud.
Koige selle kohaselt nditeks

CUHPAP—PRABAR A (AR —f— ) =
=P4+P—P—F—PAPAP—PAPAE—TARABAT
siin on arvestatud, et nditeks ft A f2 A ft=0, sest kaks tegurit on
vordsed, ning et PAPBAPRAPRP=AARAPBAJ, sest 2 viimiseks
oma Oigele kohale on vaja teha kaks transpositsiooni, millest

kumbki muudab mérgi. )

Tahtis on aru saada, et suvalise kahe avaldise (78.11) vilis-
korrutis on jille sama tiiiipi avaldis. T6epoolest, baasivormide
p-nda ja g-nda astme véliskorrutiste véliskorrutis on jille baasi-
vormide valiskorrutis, {ildiselt astmega p-+¢, kui ei satu sisse vord-
seid tegureid (selleks on muidugi tarvilik, et p4-g<<n); kui aga
esineb vordseid tegureid, siis on ta null (ja nii on see alati, kui
p+q>n). Jérelikult avaldiste (78.11) vektorruum on kinnine vilis-
korrutamise operatsiooni suhbtes ja kujutab endast seega teatavat
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algebrat, mida nimetatakse Grassmanni algebraks ([1], lk. 504;
vrd. art. 44 ja harjutusiilesanne 119).

Kui lineaarvormide alamvektorruum V* Grassmanni algebras
on n-mootmeline, siis Grassmanni algebra ise on 27-médtmeline.
Toepoolest, Grassmanni algebra baasi moodustavad avaldise (78.11)
kuju kohaselt jargmised elemendid:

5 J Py s 5 AP AR, i PR A
...; koik fkt/\sz/\.../\fhp, k1<kz<...<kp; ced fi/\fz/\/\f”,

sest nad on lineaarselt soltumatud, nagu me cespool selgitasime.
Nende koguarv on téesti

l+n+ (g)+ oo (;) . l= (1) r=2m

siin oleme kasutanud asjaolu, et kombinatsioonide arv s elemen-
dist p kaupa on (n)=C£; samuti on arvestatud binoomvalemit

(a+b)= arvutamiseks ([1], lk. 137), praegu nimelt juhul, mil
a=b=1.

79. Vilisdiferentsiaalvormid ja vilisdiferentseerimine. Nii nagu
kaldsiimmeetrilise (p,0)-tensori uurimine viis eelmises art-s p-nda
astme vilisvormi moisteni, tépselt samuti viib kaldsiimmeetrilise
(p, 0)-tensorvilja analoogiline kisitlemine p-nda astme vilisdife-
rentsiaalvormi moisteni.

Vektorruumi V baasi {ei, ez, ..., e,} asemele tuleb tensorvilja-
dele iileminekul piirkonna D < E, punkti x asendit m#dravatest
parameetritest i, u? ..., u® soltuva kohavektori x osatuletiste
Xy, Xp, ..., X, baas. Tekib kiisimus selle kaasbaasist, mis v3iks
asuda {fi, f2, ..., [} asemele.

Vastuse kiisimusele saab funktsiooni téisdiferentsiaali moiste
analiilisimisel. Piirkonnas U — E, antud funktsiooni F tdisdiferent-
siaaliks punktis x nimetatakse teatavasti avaldist ([3], lk. 185)

oF | oF .. ., OF |
dF=—— ()bt~ ()t ...+ Fx. () B, (79.1)
kus fi, —a—F—, e —ai- on oéatuletised ja hy; he, ..., A, sellise
0x1 axz axn

vektori & koordinaadid, mis viib punktist x kohavektoriga x naaber-
punkti x” kohavektoriga x’=x-}-h.

- Taisdiferentsiaali iildlevinud siimbolil dF on see puudus, et
ndidatud on kiill séltuvus funktsioonist F, kuid soltuvus punktist x
ja vektorist h otseselt ei kajastu. Seetdttu tdiendame ajutiselt seda
siimbolit, tdhistades avaldise (79.1) jdrgmiselt: df .. Vaatleme

seda avaldist fikseeritud funktsiooni F ja fikseeritud bunkti x kor-
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oF
ral, mil P (x¥) on kindlad reaalarvud a;; i=1, 2, ..., n. Sel juhul
de h=a1h1—l—azh2—i— oo Fanhy, (79.2)
kujutab endast lineaarvormi vektori h koordinaatidest, lineaarvorme

meil aga just tarvis ongi. Niisiis, dF on fikseeritud F ja x korral
lineaarvormi.

Osutub, et lineaarvormid du', du?®, ..., du™ — Réverjooneliste
koordinaatide (70.4) tdisdiferentsiaalid — moodustavadki kaasbaasi
osatuletisvektorite baasi {xi, x5, ..., Xn} jaoks, kus xj=-b-%3;—=
. oxy O0x» dxn) _ _ | . _ e,
__( ui’ ow T Tow ) Toepo-olest,_val.eml (79.2) jéargi, kus
loeme F=u" ja h==x;, saame: o

Juk Oxy  Out 0xs dut Oxn
du};c,xs— 0x; Ow ~ Oxp duﬂ'-'+"'+ Xp Owl ’

siin paremal pool on asja lihtsustamiseks jdetud 4ra s6ltuvuse néi-
tamine punktist x. Samal ajal on see parem pool liitfunktsiooni
diferentseerimise valemi kohaselt ([3], lk. 180, 215) jdrgmine:

ﬁ Oub O0x; _ Ouk s

— dx; oui Qui i
Niisiis, '
duk =48
X,X; J

igas punktis xe D E,, see aga iitlebki, et {du!, du?, ..., dur}
ja {x1, %3, ..., %5} on teineteise kaasbaasid.

Jarelikult véalisvormide kéisitluse {ilekandmisel kaldsiimmeetri-
liste tensorviljade juhule astuvad f, f%, ..., f* ossa diferentsiaalid
dut; du?, ..., dur. Nii saame avaldise (78.5) iilekandmisel jargmise
avaldise:

o= anp.r, (W, w2 ., un)ydat Aduta N\ N\ duks,  (79.3)

h<<h,

mida nimetatakse p-nda astme vdlisdiferentsiaalvormiks. Ta on
teatavate iiksliikmete — avaldiste a(u!, u?, ..., un)dur N\ dut= A\ ...
...\ duk, summa. Veelgi iildisema avaldise saame (78.13) iilekand-

misel:
aptapdurd- 3 amdut N\ dul4- ...
k<l
e Fap pdut N dw2 N\ LN dury (79.4)

siin on asja lihtsustamiseks jdetud nditamata kordajate soltuvus
punktist x, s.t. parameetritest «!, u?, ..., u™.

Mirgime, et avaldised (79.4) moodustavad Grassmanni algebra iile korpuse
R vaid fikseeritud punktis x. Muutuva punkii x korral, kui kordajad osutuvad
funktsioonideks teatavas piirkennas D’ R” (seejuures diferentseeruvateks, sest
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diferentseeruvuse nbue sisaldub juba tensorvilja moistes), kaob kordajate oma-
dus olla mingi korpuse elemendid. TGepoolest, diferentseeruvad funktsiconid piir-
konnas D’ moodustavad kiill ringi (vrd. [1], 1k. 135), kuid selles ringis on ole-
mas nullitegurid (nditeks funktsioonid F, ja F, millest esimene on null mingis
osapiirkonnas D, < D’ ja teine selle tdiendis D, — D\D;, kuid viljaspool neid on
nullist erinevad). Seega see ring pole korpus.

Viimane asjaolu aga ei ole muidugi oluline takistus arvutamisel avaldistega
(79.3) voi iildisemalt (79.4). Neid avaldisi voib liita, leida nende véiliskorrutisi,
sealhulgas muidugi ka kerrutada 0-nda astme vormiga, s.t. piirkonnas D’ miira-
tud dilerentseeruva funkisiooniga. Seejuures on mnende avaldiste hulk mainitud
operatsioonide suhtes kinnine. Ettevaatlik tuleb olla vaid funktsiooniga jagamisel,
noudes alati, et jagajal oleks tdepoolest olemas pdérdelement piirkonnas madratud
funktsioonide hulgas.

Asjaolu, et vilisdiferentsiaalvormide kordajad on diferentsee-
ruvad funktsioonid teatavas piirkonnas, annab voimaluse definee-
rida uue olulise tehte, millel pole analoogi tavalises Grassmanni
algebras. Selleks on vilisdiferentseerimise tehe, millega oleme
pogusalt juba tutvunud erijuhul, mil p=1 ja n=2 (art. 44).

Uldine definitsioon on jargmine. Olgu meil tegemist p-nda
astme vilisdiferentsiaalvormiga (79.3). Selle vdlisdiferentsiaal defi-
neeritakse kui (p+1)-se astme vilisdiferentsiaalvorm

do= 37 dapp,..r, /\duk N\ durs N\ ... N\ dubs, (79.5)

B < <R,

Erijuhul; kui p=0 ja seega w=ap(u, 2, ..., un), saame siit do—
=day= ng du?; niisiis, sel erijuhul iihtib vilisdiferentseerimine

funktsiooni tavalise diferentseerimisega (tdisdiferentsiaali arvuta-
misega). Erinevalt art-st 44 tdhistame ka suvalise p-nda astme
vélisdiferentsiaalvormi o vilisdiferentsiaali do tavalise siimboli o
abil, nagu seda tdnapieval harilikult tehakse (markides siiski, et
art-s 44 kasutatud siimboli d, kdrval on kirjanduses kasutusel ka
stimbol D ning et viimase puhul tihistatakse viliskorrutist sageli
mitte mérgi /\ abil, vaid nurksulgudega: [,]).

~Juhul kui p=1, kdneldakse lineaarsest diferentsiaalvormist ehk
Pfaffit vormist w=a; dui. Sel korral valemi (79.5) jérgi

do=da; N\ dui=*—g£§- dui N\ dul.

Siin on tegemist vaba summeerimisega i ja j jrgi. Valemi (78.10)

pohjal, kus praegu biii,=~g—$’—,§ leiame, et
do= 3] (3 (sgn 6) b yyhory) QUM N\ duta=
k<<h, o . _ S . ‘
. 0ay, - Oap, ) E A Ak
o é;h( S ) A dte (79.6)

! Johann Friedrich Pfaff (1765—1825), saksa matemaatik,
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Erijuhul, mil n=2, saame art-st 44 tuttava valemi; kui aga nai-
ieks n=3, siis '

o das a'ai') 1A ((3(13 6(11) 1 3
d“’“‘( dut ) 4N B\ G g ) N At

';—l—( Oas __ ot )duz A didd, (79.7}

uz  Oud
Vilisdiferentseerimise tehtel on jdrgmised omadused: kui lisaks

p-nda astme vilisdiferentsiaalvormile (79.3) on antud vélisdiferent-
siaalvormid

0= 3 brp.r, (Ul 62 ..., ur)dur N\ duta/\ ..\ dufe

k<. <k,

ja
0= 3 cup.a (el ud o, ur)ddi Nduh N\ LN\ did

1, <..<l,

vastavalt astmega p ja g, siis

d(w == 0) =dw =+ db, . (79.8)
d(® A e)=dd N\ o+ (—1)0 A do, (79.9)

erijuhul, kui g=0ja 0=a(u!, ?, ..., u"): :
d(an)=da \ o+ado (79.10)

{vrd. (44.5) ja (44.6)).
Esimene omadus (79.8) jdreldub kohe sellest, et

0t0= 3 (Quin.r,d=brb. ky)dut N\ duba NN dUFs,

<<k,

valemist (79.5) ja tuntud vordusest
(@b Ok ) = A0y dbpibe by
Omaduse (79.9) toestus on pisut keerulisem. Koigepealt- mar-
gime, et vilisdiferentsiaal mingist vélisdiferentsiaalvormist on
celmise omaduse pohjal seda vormi koostavate iiksliikmete- vélis-
diferentsiaalide summa ka siis, kui see vorm polegi veel korralda-
tud oluliste viliskorrutiste jargi kujju (79.3). Seetottu vbime kones-
oleva omaduse tdestamisel eeldada, et @ ja o on iiksliikmed: 9=
—=cdul A dub A ... N\ dub, o=aduh \dut= A ...\ duFe. Sel juhul
O Ao=caduh A\ dub )\ ...\ dula A\ dub N\ dub= /\ ...\ dube
ja
d(®@ A e)y=d(ca) ANdub )\ ... Ndwe ANdur A\ ... N\ dube=
= (dc-a+c-da) A duh A\ ... Ndule Ndube N\ .. A dutr=
= (dc A dub A\ ...\ duls) A\ (adur N\ ... N\ dube) - |
4 (—De(cdub A ... Adub) A\ (da A\ dubi A\ .0\ duts).

Viimases liikmes tuli viliskorrutises teha da= gzi dut transposit-

sioon iga diferentsiaaliga dul, ..., dul, et saada ta Gigele kohale,
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iga selline transpositsioon aga muudab avaldise mirki — sellest
tegur (—1)9! Niiiid aga ongi ndha, et kehtib valem (79.9).

Analoogiliselt saab iileminekuga iiksliikmetele tdestada ka jarg-
mise huvitava omaduse: vilisdiferentseerimise kahekordne raken-
damine annab nulli, s. 1. "

d(dw)=0. (79.11)
TGepoolest, piisab, kui vaadelda juhtu, mil w=adu® A du*. FAN
... /\ duks; siis do;:—g—z; dut \dub A\ ... A\ duts ning

d(dw) =d(-—§%) Adui Ndut A .. A dibee
—— % i A dui A dur A\ du?
__du'iauj [ e Urp. |
Siin indeksite i ja j jdrgi toimub vaba summeerimine. Mingi konk-

reetse véartusepaari arvud I, ja I esinevad seejuures kaks korda, '
mistottu - !

— 0% 0% ) 1 LA duk R

d(dﬁ)) __léy( EAGIT -_ E T du:/\ duz/\du 1/\ “o /\ duks,

Suluavaldis on aga segatuletise tuntud omaduse ([3], Ik. 188}
tottu vordne nulliga ning (79.11) seega tdesti kehtib.

tehete abil nagu liitmine ja valiskorrutamine mahub Grassmanni
algebra raamidesse (art. 78). Vilisdiferentsiaalvormide puhul lisan-
dub neile vélisdiferentseerimise tehe ning tekib iildisem arvutus,
mida nimetatakse vdlisdiferentsiaalarvutuseks ehk Cartani arvu-
tuseks. Sellel uuel arvutusel on mitmesuguseid viirtuslikke raken- .
dusi. Eriti sobivaks on ta osutunud nn. integraalvalemite kasitle- t
misel. Pogusalt oli seda vGimalik demonstreerida juba art-s 44, kus ‘
matemaatilise analiifisi sellised integraalvalemid nagu Greeni a
valem, Stokesi valem v6i Ostrogradski valem sai anda selle arvu-

tuse abil koik iihesugusel kujul (44.7) vdi (44.8), ehk iildiselt kujul

[ o= [ de, (80.1}
I D . .

80. Uldine Stokesi valem. Vilisvormidega arvutamine selliste i
I

kus @ on kas lineaarne voi teise astme vélisdiferentsiaalvorm, dw
tema valisdiferentsiaal; D on leatav piirkond, T' tema raja ning
integraal on kas joon-, pind- (erijuhul tasand- ehk kahekordne) voi
ruum- (ehk kolmekordne) integraal vastavalt sellele, iile mille ta on
voetud.

Huvitay on see, et iildise kuju (80.1) alla on lihtsaima erijuhuna
viidav ka Newtoni—Leibnizi valem ([2], 1k. 376):

FH(x)dx=F(b)— F(a), (80.2)
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kus F’(x)=[(x). Toepoolest, valemis (80.1) on vaja vaid lugeda,
et n=1 ja et @ on 0-nda astme vilisdiferentsiaalvorm ehk lihtsalf
funktsioon F(x), ning et D on 15ik [a,b] = R. Sel korral do=dF=
=F’(x)dx={(x)dx, D raja I' aga on otspunktide jérjestatud paar
{a,b}. Jddb veel funktsiooni F «integraaliks» punktis a lugeda selle
funktsiooni véddrtus F(a), see aga on histi kooskdlas vastavate
uldiste kaalutlustega, nagu peatselt nieme — ning (80.2) ongi
késiteldav (80.1) erijuhuna.

Koik see seab iilesande selgitada, kas seose (80.1) pooled on
motestatavad ja kas selle seose tdesus kindlaks tehtav ka ildjuhul,
kui modde n on suvaline naturaalarv ja o vabalt voetud p-nda
astme vilisdiferentsiaalvorm. Jérgnevalt néditame, et vastus om
jaatav: kehtib nn. dldine Stokesi valem (80.1), millel on viartuslikke
rakendusi teoreetilises mehaanikas ja fiiiisikas ning mujalgi.

Alustame muutujate vahetusega n-kordses integraalis, mis tea-
tavasti ([3], lk. 321, 322) kéib teisenduse (70.3) puhul valemi

gf(x:[, o e y xn) dx1 .o .dxn=

dul ... dur

= [F(x(ut, ..., u"), ..., xo(udt, ..., un)) detlgﬁs
A out
(80.3)
abil, kus asja lihtsustamiseks on piirdutud iihekordse integraali
margiga nagu valemis (80.1), sest kordsuse niitab juba diferent-
siaalide arv.
Kui teisenduse (70.3) korral

axj

=2 | >0, (80.4)

det l

siis Geldakse, et teisendus siilitab orientatsiooni (vrd. [6], lk. 71,
247). |

Vaatleme niiiid véliskorrutist dxs Adxg N\ ...\ dxs. Et tiisdife-
rentsiaali avaldise jargi
0x;

= dut

dut,

siis valemi (78.14) pohjal

dxi/\dxz/\_,.../\dxn=(det| gzj ')dqi/\duﬁ/\.../\dun,
. : 6-?55. T g : .
sest selle valemi a;; osas on niiiid S5 Jarelikult on valemis

(80.3) oigem diferentsiaalide hariliku korrutise dx,...dx, asemel
kirjutada valiskorrutis dxi A ... A dx,, sest siis tuleb orientatsiooni
sdilitavate teisenduste puhul valem (80.3) iseenesest vilja. Vaid
traditsiooni tottu pole seda seni tehtud; nimelt polnud kordse integ-
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raali sfimboli tekkimise ja kinnistumise ajal véliskorrutamine veel
tuntud L.
Oeldu puudutab integraali

gf(xi, R Y- T AIAN 2 (80.5)

iile piirkonna D < E,. Uurimise all oleva valemi (80.1) vasakul
:pool on aga tegemist integraaliga iile selle piirkonna raja I'. Kdige-
pealt tuleb kisitlust kitsendada ja vaadelda ainult tiikiti sileda
tajaga piirkondi D (vrd. art. 70) — selliseid piirkondi D, mille raja
on teatava 16pliku arvu lihthiiperpindade sulundite iihend. Sel juhul
saab integraali iile kogu raja kisitleda summana integraalidest iile
nende lihthiiperpindade, nendeni joudmiseks tuleb aga sobivalt
iildistada pindintegraali moistet.

Vilisdiferentsiaalvormide abil saab selle iildistuse anda jargmi-
selt. Olgu ruumis E, antud lihthiiperpind (art. 72)

F={x:xi=x;(ut, ..., urt), (ut, ..., uv) D' =R}

ning teatavas seda sisaldavas piirkonnas (n—1)-se astme vilis-
diferentsiaalvorm

0= Qruke (X1 ooy Xn)dxn /N oo /N dXRye (80.6)

h <<k,

Sellesse vormi voib teha asenduse lihthiiperpinna § parameetrilis-
test vorrandifest x;=x;(ut, ..., un1) ja sel teel saada vormi w
kitsend sellel lihthiiperpinnal 7

@ Iﬂ‘ = E aky..Rny (X1 (u'i, ..y u"'_i), veny Xn (ui, ey u’n—i) ) .
By,
axhl ) ( axh
(Lt ) A A (G ).
( Gui, BN N g

Tulemus on (n—1)-se astme vilisvorm (n— 1)-modtmelise ruumi
R~ piirkonnal D’, millele saab valemi (78.12) abil anda kuju

! Pakub huvi mirkida, et kahekordset integraali 1769. a. esimesena késitle-
nud L. Euleri t66s kditus dxdy selle integraali siimbolis sisuliselt véliskorruti-
.sena, sest ¥ ja y osade vahetamisel muutis ta mérki ([3], lk. 286). Hiljem
paraku omistati talle siiski hariliku korrutise tdhendus ja sellest tulenevalt tekkis
.esimest ja teist liiki pindintegraali egistamine ([3}, lk. 362, 263) ning {isna aru-
-saamatu asjaolu, et mdédratud (iihekérdne) integraal tuleb vélja teist liiki joon-
integraalina iile x-telje 13igu, aga kahekordne integraal — esimest liiki pindinteg-
raalina iile xy-tasandi piirkonna. Alles vélisdiferentsiaalvormide arvutus vdimal-
das tagasi tulla Enleri esialgse seisukoha juurde, iildistades seda ka kolme-,
nelja- jne. n-kordsele integraalile. Jirgnevalt tegeleme niisuguste (19. sajandil
traditsiooniliseks saanud terminoloogia kohaselt teist liiki) integraalidega, milles
integreeritav avaldis on f(%, ..., xa)dxy A ... Adx, ja mis muudavad mirki
koos orientatsiooni muutmisega, tdpselt samuti nagu iihekordne mdidratud integ-
raal x-telje suuna muutmisel ([2], lk. 363). Nn. esimest liiki integraalid, mille
puhul on loobutud orientatsiooni arvestamisest, on lihtsalt nende absoluutvaar-
tused.
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olg= 3 aki...k,._i(xi(ui, co, UMY xa (U, L un—1)y.

Rk,
“DEcRodud N LN dunt, (80.7)

kus

OXp, Oxp, Oxp,

Jut ouz 7' Qun—t

c?x_h, dxh, axh,

Dreboy=1 gip duz " Qun—t
axhn_i axkn_i axkn-t
out ouz 7 Qun—t

Tavalisel viisil on vdimalik arvutada (n— 1)-kordne integraal sel-
lest vormist w|g iile piirkonna D’ < E,_y (mille télgendamiseks on
vaja ruumi R™ sisse viia eukleidilise ruumi En—y struktuur (art. 1)
koos vastava orientatsiooniga). Esialgse vormi w seisukohalt nime-

tatakse seda integraali (hiiper-)pindintegraaliks vormist o iile liht-
hiiperpinna ¢ ja tahistatakse [ .

g
Niisiis,
fo= f‘mlﬂ‘s
) 4
kus paremal on tuntud moiste — (n— 1)-kordne integraal iile D’.

_Juhul n=3 {ekib siin tuttav teist liiki pindintegraal ([3], 1k. 362—364). Seos
opikus [3] kasutatud tdhistustega on jirgmine: x;=x, Xo=y, x3=2; ap=7Z,
Gy =-—z=Y, Gyu=2X; ul'=u, ul=v; D?=C, DI=—DB=B, DB=/ (vt. ka
[3], lk. 358). Neis tahistustes tuleb

wo=Xdy A\ dz+Ydz A\ dx+Z dx A dy
puhul avaldisele (80.7) kuju -
o] g =[¢ (4, v) A+ (4, v) B4x (4, v)Cldu A dv,
kus @, v)=X(x(u,v), y(u,v), z(4,v)) ning P ja x saadakse analoogiliselt Y
ja Z abil. See mlﬂ, avaldis erineb oOpikus [3] 1k. 363 antud avaldiste summast

vaid véliskorrutise méargi kasutamise poolest, viimase otstarbekusest oli aga juttw
eespool.

Olles niiiid andnud tépse sisu valemi (80.1) pooltele, jidb veel
teha kindlaks selle valemi enda kehtivus.

Koigepealt tuleb tdpsustada piirkonna D ja raja I' vahekord
integreerimisel. Asi on nimelt selles, et integraali (80.5) mirk,
nagu eespool selgitatud, sdltub orientatsioonist ruumis E,. Tarvitseb
vaid niiteks vahetada x; ja x, osad, ja dut Adxa A ... A dt, muu-
dab kohe marki. Eriti kdib see integraali ;

Jo= fo]|g
g o

BN TR A

kohta, sest orientatsiooni ruumis E, vGib kord fikseerida ja teda
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mitte enam muuta, kuid orientatsioon lihthiiperpinnal (ehk piir-
konnas 1Y) pole esialgu millegagi méiratud. Pealegi on raja T
dildjuhul mitte iiksainus lihthiiperpind, vaid mitme sellise sulundi
fihend.

Seetottu on vaja koigepealt kooskdlastada raja moodustavate
lihthiiperpindade ¥, orientatsioonid ruumi E, orientatsiooniga; o=
=1, ..., 5. Seda teeme koverjooneliste koordinaatide vy, vs, ..., Un
spetsiaalse valikuga suvalise punkti x = &4 iimbruses V.. Me vali-

1me nad nii, et 1° kehtiks det

E, ei muutuks, 2° V., ¥s oleks middratud vorrandiga v,=0 ja
3° VeN D oleks miadratud ithega vorratustest vn,<<0 voi v,<<0. Sel
juhul vy, 0s, ..., Un—y on iimbruses V.1 T, teatavad koverjoonelised
koordinaadid, millega on médératud {ihtlasi or1entat51oon selles iimb-
ruses.

Integraali aditiivsuse tottu valemi (80.1) vasak.po-ol laguneb
integraalide [w|g summaks, kusjuures iga sellise integraali arvu-
DG
‘tamisel tuleb niiiid nouda, et parameetrid w!, w2, ..., un~! oleksid
oub
oo >0; a,p=

=1, ..., n—1. Sellega on fikseeritud orientatsioon igal lihtpin-
nal .

Edasiseks tédpsustamiseks moodustame piirkonna D raja T silind-
rilise laiendi x;-teljega paralleelsete moodustajatega. Selliselt nime-

‘tame raja I' koiki punkte ldbivate ja x;-teljega paralleelsete sirgete
Jiihendit ¢;(T").

Jargnevalt piirdume vaid sellise juhuga, kus I' on j iga véér-
tuse 1, 2, ..., n korral esitatav paarikaupa iihisosata lihthiiper-
pindade sulundite (raja I' osade) i{ihendina nitmoodi, et igaiiks
neist lihthiiperpindadest T, kas 1) koosneb c;(I') sirgete osadest
voi 2) kujutub c¢;(I') sirgetega projekteerimisel {iksiiheselt monele
teisele raja I' neist osadest 9/. Et igal niisugusel sirgel on maa-
ratud xj-telje suund, siis saab teisel juhul §/ ja &, valida nii-
:moodi, et nende vastavad punktid on piirkonnas D sisalduva vahe-

‘miku algus- ja lopp-punkt. Koik seda laadi vahemikud moodustavad
silindrilise piirkonna Il D otsmiste lihthiiperpindadega ¥/ ja

F5, kusjuures kogu D\I' on selfiste silindriliste piirkondade {ihend.
Naiteks on joonisel 82 ndha ruumis E; voetud toori niisugune esi-
tus j=2 ja joonisel 83 j=3 puhul. Joonisel 84 kujutatud tetraeedri
korral leiab aset ka vdimalus 1), kui j=1 voi j=2. Uldise hulk-
‘tahuka korral voib osutuda vajalikuks tahkude tiikeldamine véaikse-
mateks hulknurkadeks, et ndoue 2) oleks tdidetud.

Jargnevas arutluses vaatleme konkreetsemalt juhtu, mil j=n,
arvestades, et j suvalise vaddrtuse korral voib jouda selleni xy, ...
, Xn kohtade tsiiklilise iimberpaigutusega. Iga piirkonna II, ots-
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d_vj—l >0, s.t. orientatsioon ruumis
1

nummerdatud nii, et Vo ¥y ulatuses oleks det




Joonis 82 Joonis 83

Joonis 84

mised hiiperpinnad 7 ja ¥ saab sel juhul esitada vastavalt vor-
randitega

Xn=" (X1, ..., Xn1), ¥n=0c (%1, ..., Xn1), (%1, ...; xn-1)e D’ ,

kus parameetrite vy, ..., Un— 0sas 0N X4, ..., Xp_1. .
Seejuures ¥, puhul Iy punktides xn<<go(x1, ..., *»—) ning kui
niitid tdhistada

Un=Xn— @o(X1, ..., Xn—1),
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8iis Xn=Un—+@s(v4, ..., Un—y) ning

1 0 ... 0 0
0 1 ... 0 0
Ox. e e e e e e e
det|5o-|=| 0o o .. 1 ol|=1>0
dps O Ipg 1
oy 002 T dUn._.i

¥, on médratud vorrandiga v,=0 ja Il, punktides v,<<0. Seega
¥1, ..., Xp— annavad hiiperpinnal 9, vajaliku orientatsiooni.
Seevastu 9/ puhul on I, punktides Xn>@7 (X1, ..., Xn—1), mis-

tottu siin tuleb votta Un=(p; (%1, ..., Xp—1)— Xn, et saavutada
noude 3° tdidetus, s.t. et II; punktides oleks v,<<0. Noue 2° on

endiselt rahuldatud, kuid 1° osas tuleb niiiid det %’g-] ——1, sest
peadiagonaali viimane element %=—1. Jérelikult Xty o uey Xp—y €1

du

mééara hiiperpinnal §7 vajalikku orientatsiooni. Integreerimisel on
vaja dxi /\ ...\ dxn—4 asemel votta seega ~—dxy /\ ...\ dxn_y, et
orientatsioon oleks dige.

Péarast neid ettevalmistavaid mirkusi asume Stokesi valemi
(80.1) toesuse kindlakstegemisele eespool seatud eeldustel.

Olgu ruumi E, mingis piirkonnas, mis sisaldab nii piirkonna D
kui selle raja I, antud (n—1)-se astme vilisdiferentsiaalvorm
(80.6). Sellele on otstarbekas anda kuju

0= 2 ajdxi N-... A de-/\ oo /\ dxn, (8’0.8)
j=1

kus on arvestatud, et (80.6) kordaja as,..»,, indekseiks on naturaal-
arvude 1, 2, ..., n seast loomulikus suurusjdrjestuses voetud n— 1
arvu ning et teda saab seetGttu tépselt dra ndidata {iheainsa indeksi-
vadrtusega, nimelt selle arvuga j, mis on jddnud kasutamata. Nii
naiteks juhul n=4

Qps==0y, Qa==03, Q3=0;, Oez=0y.
Vastava viliskorrutise Axp, /\ .../ dxp,, saame, kui koikide dife-
rentsiaalide viliskorrutises dxi A dxz A ... A dxy jdtame diferent-
siaali dx; lihtsalt vahele. Seda olemegi ndidanud margiga ~ dife-
renisiaali dx; kohal; niisiis, seg mérk on vahelt viljajatmise mark.

Vilisdiferentsiaali definitsidoni (79.5) kohaselt

dm:Endaj/\dxi/\.--i/\d}j/\"'/\dxﬂ:

=
N '60._,' ‘ daj _ aaj )
_g(axidx1+..._+axj dx;+ ... 9, dxn /\dxi/l\____
~ . n a . A
..’/\dxj/\.-./\dxn=2la—j:’—dxj/\dxl/\"-/\dxj/\-../\dxn_,
j=1 J

(80.9)
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sest sulgude avamisel need viliskorrutised, milles mingid kaks tegu-
rit on {ihesugused, on vordsed nulliga. Integraah lineaarsuse tottu
fdo on integraalide

D

-gcﬁ-dxj/\dxi/\.../\d}j/\---/\d-’cn; j=L...,n
e 6xj

summa, integraali aditiivsuse t0ttu iga viimane agg on integraalide

d
0“1 de; Ndxi A ... Adx; A ... A din
HO’
summa,
Vaatleme niiiid konkreetsemalt jille juhtu, mil j=nr ja millele
saab taandada iildjuhu. Sel korral integraali taandamisvalemi

kohaselt ([3], 1k. 2‘77 312; {ildistus 1k. 321)

dan
chn dxa Ndxy N\ ...\ dxp—y=

I,

- f ( a“" o dia)dri A A

Sulgudes Newton1—Le1bmz1 valemi jargi

(pO'
aan x'ﬂ.=m0'
(p’ axn dxn_—_an (xi’ e ey xn—i: xn) xn=q;’.0 -
o
=day (xia cvvy Xa—1, Qo gxi’ ey xn—i) ) -
—an(xi’ s ey xn—:[, q)o, (x:l, ..oy x’n—l)) L

Seega iiksliikme wn=andxi /\ ... /\ dxn—1 korral
fd(l)n= Jan(Xy, ...y Xn—t, @s(Xg, ..., Xp_1) )dxi FANRNVANY b e o

HCI' 4]

+ San(xy, ooy Xnot, @ (X1, ..oy Xnq)) (—dxa /\ ... Ndxna)=
Dl
o !
= f(!.)n“l" fﬁ)n.
T, g,
Liites tulemused iile koikide piirkondade Il millest koosneb D\T,

ning arvestades, et integraal tile D on sama mis integraal iile D\T'
([3], 1k. 308, 321), saame |
g‘d(!)n=i[mn.

Tapselt samuti on lugu iga iiksliikme o;=a;dxi/\... A d?c',- AN
...\ dx, korral:
fde fw:h

pdrast liitmist j=1, 2, ..., n jdrgi saamegi siit valemi (80.1).

343



Sellega on valem (80.1) toestatud juhul D — E,. Kuid niiteks
klassikaline Stokesi valem (art. 44), mil D on piirkond Q teataval
pinnal ¥ < Ej ja I' selle rajajoon L, ei ole praegu otseselt haaratud.
Vajalikku iildistust on aga kerge teha.

Lihipinnaks ruumis FE,, tiapsemalt, m-moétmeliseks liktpinnaks
(m<<n) nimetatakse punktihulka

AQ={x: x;=x; (ul, ..., um), (&, ..., um) = Q < R™},
kus 1) funktsioonid x;(u!, ..., u™) on piirkonnas Q diferentseeru-
a .
vad ja 2) maatriks “ az; ”, i=1,...,n;, a=1,..., m on maksi-

maalse voimaliku astakuga m piirkonna Q igas punktis (vrd.
art. 73).

Olgu lihtpinda @ sisaldavas ruumi E, piirkonnas antud p-nda
astme vilisdiferentsiaalvorm

= Z ah,...k_n (xi, ceay xn)dxk, /\ .. /\ dxhp.

R<.<k,

Asendusega x;=ux; (4!, ..., u™) saame o kitsendi wo|q vaadeldaval
lihtpinnal:

wlaz Z 5 (x1(u1, ceay u’m), B (ui, ‘e ey um) ) .
k<...<hk,
OXp, ) ( OXp, )
(au% duts ) A\ ... A\ S du® ).
Osutub, et vilisdiferentsiaalil on jargmine omadus:
(do) [a=d(w]a)- (80.10)

Toestuses voime tdnu d ja |q lineaarsusele piirduda iiksliikmega
= adxp, /\... Adxp,. Juhul p=0 on pdhjendus lihtne, sest

g
d(alg)=da(xs(ut, ..., &™), ..., %o(Wy ..., 4")) = — o dyo —

du®
_ fda  Ox; P da
_ dx; Ou™ o 0x;

tilise induktsiooniga.
Eeldame, et (80.10) on kindlaks tehtud « astmete g<<p puhul.
Sel korral

(dxi| g) =da|q . Edasi jatkame matemaa-

d(olg) =d[(adxg. N\ ... \dxn,) |g] =
=d[ (adxs, A\ ... N\ dxn,) la A (dxs,) [o] =
=d[(adxp, A ... A\ dxn,.) la] A (dxz,) |a+
H (=) adxa, A\ ... Adxn, ) o A d] (dxz,) | o).
Siin d[ (dxx,) |o] = [d (dxs,) ] |o =0, mistottu toesti
d(ole) = (da Ndxp/\ ... N\ dxx,.) o A (dxn,) |g=
= (da N\ dxp, /\ ...\ dxn,) o= (do) | o.
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Olgu piirkonnas Q antud mingi osapiirkond D’ tiikiti sileda
rajaga IY, mis rahuldagu valemi (80.1) tdestuses seatud eeldusi.
Scllele vastava piirkonna lihtpinnal @ téhistame D, viimase raja —
I kujutise — tadhistame T.

Ruumi E, vaadeldavas piirkonnas antud m-nda astme ja
(m—1)-se astme vilisdiferentsiaalvormide ¢ ja © puhul definee-
rime;:

gﬂ=ﬁ’f’a‘la; I_[-m=f[0)]Q.

Teise vorduse paremale poolele vdime rakendada valemit (80.1)
eespool toestatud ulatuses:

Jolg=[d(v]a)= [ (do) |,
™ D’ n
kus kasutasime ka valemit (80.10). Jarelikult
Jo= [do
r D

ning (80.1) on kindlaks tehtud ka konesoleval juhul (vrd. [3],
k. 369—371, kus n=3, m==2).

Et modtme m osas pole seatud mingit muud kitsendust peale m<<n, siis
kehtib (80.10) ka juhul, mil m=n, s.t. kui tegemist on koverjooneliste koordinaa-
tidega ruumi E, mingis piirkonnas. Sellest jareldub, et Stokesi valem (80.1)
kehtib sdltumatult koordinaatide valikust. See vdimaldab konkreetsete piirkon-
dade D puhul valida koordinaadid nii, et D ja tema raja I' esitus oleks voimali-
kult lihtne. Néiteks toori ruumis E3 ei pruugi kisitleda ristkoordinaatide abil nii,
nagu nididatud joonistel 82 ja 83, vaid vdib arvestada, et silinderkoordinaatides
9, B, z ([3], lk. 318) saab teda anda vdrranditega @==a--bcos?, z=b sin £
t= [0, 2n), 0 = [0, 2rr), mistdttu temaga saab té6tada just samuti nagu podrd-
silindriga ristkoordinaatides.

Lopuks margime, et iildine Stokesi valem (80.1) kehtib tegelikult veelgi {ildi-
sematel eeldustel. Piirkond D ei tarvitse paikneda tihel lihtpinnal, vaid voib olla
ka lihtpindade teataval {ihendil. Niiteks joonisel 85 on kujutatud iiks niisugune
fildine D ruumis E; — nelja dra 15igatud «sarvega» kringli pind, mille puhul
T=T,UTIUT;UTs Endiselt kehtib (80.1), kuid pohjendused, mis nouavad nn.
difereniseeruvate muutkondade (vt. art. 83) teooria arendamist, lahevad paraku
kdesoleva kursuse raamidest vilja.

Joonis 85
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81. Vilisdiferentsiaalvormid ja viljateooria. Klassikaline vilja-
teooria tegeleb lihtsaimate tensorviljadega — skalaar- ja vektor-
viljadega eukleidilise ruumi E; piirkondades ([3], § 24). Sellisena
rahuldab ta filiisika mitmeid véljakujunenud valdkondi. Kaasaja
teoreetilises fiiiisikas on aga tekkinud vajadus iildistada seda teoo-
riat nii mootme suurendamisega kui ka iileminekuga ruumist En
(ristkoordinaatidelt) iildisele Riemanni muutkonnale (meetrilisele
tensorile). Sellistel iildistustel ilmneb selgesti véljatecoria seos
vilisdiferentsiaaivormidega. Juba lidhteobjekte on kasulik vaadelda
niisuguste vormidena — skalaarvidlja 0-ndat jarku ja vektorvilja
1-st jarku vormina. Voimaluse selleks annab meetriline tensor g,
mille abil saab vormist w==a;du! moodustada vektorvdlja a=a'x;,
kus ai==giig;, ja vastupidi, vektorviljast b=>bix; 1-se astme dife-
rentsiaalvormi 0==»5; dut, kus b;=g;;b’.

Alustame skalaarviljast, piirdudes véiljaga F eukleidilise ruumi
E, piirkonnas D (kuid pidades silmas, et késitlus on soovi korral
iilekantav ka Riemanni geomeetriasse). Diferentsiaalvormist dF=

=g§-d”i moodustatud vektorvdlja nimetatakse skalaarvidlja F

gradiendiks ja t&histatakse grad F; seega

a-ii =g;; (grad F)J

.. .. OF
(gradF) '_gJ aug ’ a

ning
dF=g;;(grad F)idui=grad F-dx.

Kui 4 on skalaarvilja tasemepind (art. 33), mis teatavas {imbruses
maaratakse vorranditega wi=uwi(vt, ..., v*-1), siis dF|y=0, mis-
tottu

(grad F) |.3='de.3= =0.

Siin dx|¢ on hiiperpinna ¢ suvaline puutujavektor, ning seega
(grad F) |§ on skalaarvélja F tasemepinna ¥ normaalvektor.
Ristkoordinaatide puhul g:;=§;; ning

doF BF)_
QX1,'--, 0)Cn ’

grad F=(

juhul n==3 saame siit klassikalise véljateooria tuntud tulemused
([3], 1k. 379—382).

Jargnevalt vaatleme vektorvilja a koos vastava lineaarse dife-
rentsiaalvormiga w==a;dui, kus a;=g;;af. Viimase vilisdiferent-
siaali do — kaldsiimmeetrilist (2,0)-tensorvdlja — nimetatakse
vektorvilja a rootoriks ja téhistatakse rota. Et o=g0fdu'=a-dx,
siis

rota=d(a-dx).
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Uldise Stokesi valemi (80.1) péhjal
Ja-dx= [rota,
I D

kus D on piirkond teataval kahemdatmelisel pinnal ja I' selle piir-
konna rajajoon (vrd. [3], lk. 379). Et vilisdiferentsiaal taisdiferent-
siaalist dF on null, siis

rot (grad F) =0.
Tensorvilja rot a koordinaatide leidmiseks arvutame

oai

rota=d(g;a?) N\ d&"z( 08 dukai4-g;; EnD

ou*r

Tehes siia asenduse valemist (71.11), saame

du-k) N\ dut,

oa’d
dur

kus I, dut A\ dui=0, sest I, =I".. Kui tdhistada (vrd. harjutus-
iilesandega 126)

rot a= (gulin-gul k) dur A dui aitgi; dut A du,

) oal -
Veai= — - Thd, (81.1)
siis
rot a=g Vhai dut /\ du’i-——-gj[ivh]af duk /\ dut=
=2 2 Gilr, Ve dubs )\ duts, (81.2)
<k,
seega
(rot @) pr, =g Ve — ginVrai;, ki<ks.
. j
Ristkoordinaatide puhul g;;=28;;, T{==0, Vaai= ai ning
k
R, k,
(rot @) g,p,=Vp,at — Vp,ah= Ja — da T Bi<<ks.
axh, (3)5;;,

Vektorviljaga a seotakse ka teatav (n— 1)-se astme vilisdife-
rentsiaalvorm. Selleks kasutatakse erilist kaldsiimmeetrilist (x,0)-
tensorvdlja, nn. elementaarruumala, mis art-te 78 ja 79 mottes vas-
tab n-nda astme vilisvormile

Viimasel on ristkoordinaatides, kus gi;==8, kuju dei A ... A dxn,

mis_ithtib integreerimisel kasutatava ruumalaelemendiga dV.
Et vélisvormil (81.3) on iildkuju

Vdet | gi;] (621 dui) A... A\ (a;.’;duiu) — . Z
='Vdet |g1,| 511 .o 6’:' dut, /\ “ /\ dufn,
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siis elementaarruumala koordinaatideks on

&i,..in=Ydet gy 8, ... 60 ; (81.4)

¥
i1

ainus oluline koordinaat on siin ai,,.n-———-’;l-]/det |gi;], iga teine koor-

dinaat on kas null voi ¢4, .
Vektorvilja a puhul defineeritakse niiiid temale vastav (n—1)-se
astme vélisdiferentsiaalvorm 0, valemiga

Bazneili,_i_inaﬂ dut )\ ... /\ duts. (81.5)
) . L 1
Néiteks n=3 puhul ristkoordinaatides, kus 8123=8231=8312=~6—, Eo13=8 3=
1
=a-321=-———6—, saame, et

1 1 1
0 =3 [ Q-E al dxs A\ dx3+2--g a?dxs A\ dx1+.2--€ addx; N\ dxz] =
a

==qal dx, A\ dxs+a? dxs A dx,+a® dx, \/ dx..
Kitsendame seda vormi 6 mingile lihtpinnale ¥ < E; mis olgu méératud vorran-
a

ditega x;=x;(u!, u?), (', u?) = D. Sel korral

dx; N\ dxj= (X0 dul Xz du2) /\ (%51 dul+-xj9 dui.’) —
= (%i1Xj0 — XiaXji)dul A\ du?,

kus viimastes suluavaldistes t{unneme 4&ra pinna § normaalvektori x,Xx,=
=m Ydet [g,p| koordinaadid. Seega

0 | P (am) Ydet | gqp| dut A\ du?= (am)dS,
a

mistétiu pindintegraal

[0 = f(am)dS=[96 |
T a g p @ 7

osutub vektorvilja a vooks 1dbi pinna § ([3], lk. 374—-376).

Analoogilise tolgenduse saab 6  jaoks anda ka ruumi E, puhul,
kus g:;=08;; ja (81.3) pohjal e .5,==1/n! voi 0. Pinna asemele
tuleb siin hiiperpind &, kuid vélisvormi

Neigyindxi, \ .. . N dxp=n(n—=1! 3 einpradxn A\.../\dxp, =

k,<..<R,

= (—1)ictdey A ... ANdxi A ... N\ dxn
kordaja du! A\ ...\ dun—! ees tuleb samuti hiiperpinna normaalvek-
tori mydet |gqp| i1-ne koordinaat, mistottu

6 \g=(am) Vdet |gap| dut A ... A dur—2,
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Uldiselt (n—1)-se astme valisdiferentsiaalvormi (81.5) nimeta-
takse vektorvilja a voovormiks. Tema vilisdiferentsiaali dBa nime-

tatakse vektorvilja a divergentsiks. Et viimane on n-nda astme
valisdiferentsiaalvorm, siis ta on vormi (81.3) ehk dV kordne. Vas-
tav kordaja tadhistatakse diva. Leiame diva avaldise tldjuhul, kui

8a=n! 2 Eishy.. ka1 dUP: A A\ duFs

ky<..<k,

ja eelneva pdhjal
n -_— ~~
0,= 2 (=i ydet |gy| atdut A ... Aduits A\ ... A dur,
i=1

Vilisdiferentsiaali arvutamisel tuleb siin tegemist osatuletisega

-(%-(det[g,-j[), mis sellekohase reegli ([3], lk. 183) jérgi on

sumima —%%-GU, kus G% on elemendi g;; alamdeterminant vaa-

deldavas determinandis det|g:;|. Tema jagamisel selle determi-

nandiga tekib p&drdmaatriksi [[g¥| vastav element gii ([1], 1k. 92),
0gi;

mistottu konesolev osatuletis on (det [g,;jl)-—ati—g”. Niisiis,

mn

d8_= 37 (—1)itd (Ydet [gy] at) Adut A ... Nduic A ... A\ dur=

1=1
dgij —— Jdai ) -

n . 1
= 35 (1) it (- det | gis| 28 giiai Y el [ 2]

=t 2 Vdet | g4 Ouk duk
cdub Ndut N\ ... A daic A ...\ dun.

Asendusega valemist (71.11) leiame, et

S €= (g%, +euly, ) gi= (6 T, 8] T, ) =2T,
ning seega
e . —_— . I aais
0,= 3 (1) aet g (13, 022 )

i,=1

dur A did A ... N dui N ... A dun,

Selles avaldises toimub summeerimine k=1, ..., n jirgi. Summee-
rimisindeksi koigi véddrtuste puhul, mis erinevad arvust i, tekivad
valiskorrutised kahe vordse teguriga ja need on teatavasti nullid.
Védrtuse iy puhul on loomulik viia dui: esikohalt oma Gigele kohale,
kasutades dra teguri (—1)%~1, Kokkuvdttes, ka tdhistust (81.1) ja
vormi (81.3) sfimbolit dV kasutades, saame:
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do_—Ydet [g4] (rgi gt ‘;Z; )du{ A . A dun= (Vaa?)dV,

seega

| diva==Vat. (81.6)
Mirgime, et iildise Stokesi valemi (80.1) pohjal

f8 = [divadV,

T @ D

kus D on piirkond tiikiti sileda rajaga I' vaadeldavas n-mootmelises
ruumis (vrd. [3], lk. 377).

Ristkoordinaatides, kus, nagu eespool selgus, Vhafzg—j-, keh-
B
tib valem
div g— dak dat : dan
VO =% O T T ax,

mis juhul n=3 iihiib klassikalise viljateooria vastava avaldisega
([31, k. 377).
Erijuhul;’ mil a=gradF, tekib avaldis div (gradF) =

", OF ) : : :
=V, | gl — i _ - — ghINT, o
: h(g 55/ Siin esinevat operaatorit divgrad=gtVy S

mis seab skalaarviljale F vastavusse skalaarvilja divgrad F, nime-
tatakse Laplace’i operaatoriks ja tédhistatakse A. Siin laiendatakse

tahistust (81.1) ka skalaarviljale F, lugedes.lihtsalt VAF="%F;;'-

sel puhul
A=gtVV, (81.7) .

(kusjuures niisugusena on Laplace’i operaator rakendatav ka vek-

torviljale). Ristkoordinaatides, kus ghl=_§%, Vk=-£c—, leiame, et
3
0 0 02

.
— AR .9 ]
A=8 Oxn Oxi 0x% e ox? ’

erijuhul n=3 on tegemist klassikalise viljateooria vastava avaidi-
sega ([3], lk. 383).

Ka iildises kisitluses vairib erijuht n==3 ldhemat uurimist. Sel
korral nimelt n—1=2, s.t. gota on (n—1)-se astme vilisdife-
rentsiaalvorm ning seega leidub vektorviali b, millega ta on seotud:

b=rot a.

Valemite (81.5) ja (81.2) pohjal siit
3-2 3 einn,bi dubti N\ duba=2 37 g, V109 dubi N\ duhs,
k<h,

<k,

s. t.
Beinnbt =g j(rV R
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ehk
Vg bi=g;sVaai — g Vsai, Vg bi=g;Vsai — giV.ai,

Ve b¥=gpVial — guVaai, g=det|gy]. (81.8)
Ristkoordinaatide puhul ruumis E;, mil g;;==8;;, saame siit
pr da3 . da> b dat . oa3 he da2 _ dat
dxz 6x3 ’ aX3 (3x1 ’ 6x1 6x2 )

Seega b on vektorvili, mida klassikalises viljateoorias nimetatakse
vektorvélja a rooforiks ([3], lk. 378) ja tdhistatakse sama tdhisega
rot @, mis eespool oli kasutusel d(adx) puhul. Mirgime, et valemid
(81.8) voimaldavad arvutada tema koordinaate suvaliste k&verjoo-
neliste koordinaatide puhul ruumi E; piirkonnas, kuid iihtlasi ka
Riemanni geomeetrias (samuti nagu (81.6) ja (81.7) lubavad arvu-
tada diva ja AF iildise mddtme n korral).

82. Vilisdiferentsiaalvormid Riemanni geomeetrias. Cartani
vélisdiferentsiaalarvutust on ofstarbekas rakendada ka Riemanni
geomeetria (sealhulgas pindade vo6i hiiperpindade sisegeomeetria?)
koverusnahtuste késitlemisel, kus ta lubab iisna keerukaid valemeid
panna kirja lihtsamalt ja iilevaatlikumalt. Selleks tuleb kdigepealt
votta kasutusse vektori roopiilekande valemeis (73.7) esinevad line-
aarsed diferentsiaalvormid

ol =TI duk, (82.1)
mis voimaldavad valemeid (73.7) kirjutada kujul
dzi4-ziei =0. .(82.2)

Meenutame, et kordajad I'Y, — Christoffeli siimbolid — on mééra-

tud tdielikult Riemanni meetrilise tensori g;; poolt kui lineaarvar-
randisiisteemi (71.11) lahendid. Selle siisteemi v&rrandid saab
samuti lithemalt kirja panna vormide (82.1) abil; selleks tuleb
(71.11) pooli ahendada suurustega du!, tulemusena tekib tingimus

dgir=girwi +gij0i . - (82.3)

Vorme (82.1) nimetatakse Riemanni geomeetrias seostusvormideks.
Arvutame niifid seostusvormi (82.1) vilisdiferentsiaali:

i -
, i ol ol
— ) S '/l B
dol=dll Adu 5 dut \ du 5.

ja liidame sellele viliskorrutise
o} N\ o?=T4 dur \T"dul.

duk N\ du

! Hiiperpinna (art. 72) sisegeomeetria on ‘mi#ratud, tipselt samuti nagu
pinna sisegeomeetria (art. 48), esimese ruutvormiga ja ta kujutab endast Riemanni
geomeetriat meetrilise tensoriga (72.3).
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Saame
afgh
dut '

kus sulgudes tunneme &ra avaldiste (74.2) vastandvéddrtused, Seega
paremal saame teatava teise astme vélisdiferentsiaalvormi

Qi =—Qi, dut A\ dul..-

doj+o] Aot=(—2 0ty Th)dut Adu,  (824)

Iga vilisvormiga on teatavasti seotud kaldsiimmeetriline tensor
(art. 78), mille koordinaadid saadakse vilisvormi kordajate siis-
teemni alterneerimisel (vrd. (78.6)). Praegu tdhendab see summee-
rimisindeksite £ ja [ siimbolite vahetamist:

Qf =—QJ, dul \ duk=Q], dut /\ dd!,

saadud vorduste poolte liitmist:
2Q] =—(Qf,, — Qi Ydur /\ du!

ja seejirel 2-ga jagamist.
Sulgudesse on (74.14) pohjal tekkinud kéverustensori koordinaa-
did Ri, . Selle asjaolu viljendusena nimetatakse teise astme valis-

diferentsiaalvorme
Qi =—-—;—-R§§ VAN dul (82.5)

Riemanni muutkonna kdverusvormideks. Seostest (82.4) jdrelduvaid

vordusi |
dol +ol A ot =Q] (82.6)

nimetatakse Cartani struktuurivérrandeiks (Riemanni geomeetrias).
Indeksi j langetamisega (art. 69) saadakse secostusvormidest
(82.1) nn. Christoffeli vormid

0i;=gino" (82.7)
ja koverusvormidest (82.5) nn. Riemanni—Christoffeli vormid
Qij=gj’hg?=__;_'Rij,hl du* N\ dut (82.8)
(art. 75). Nende abil omandab§(82.3) kuju
dgin*=0ir+0ri, (82.9)

(82.6) aga kuju
dmij—l—gklwih A\ (!)jt='Qij, (82.10)
nagu kerge vahetu arvutusega kontrollida.
Saadud valemid votavad kompaktsemalt kokku mitmeid eespool

art-tes 74 ja 75 tuletatud seoseid. Néiteks seose (82.9) poolte vilis-
diferentseerimisel tekib (79.8) pohjal samasus

0=dwir+dori,
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mis ndéitab, et Christoffeli vormi vilisdiferentsiaal on kaldsiimmeet-
riline. Keos sellega jareldub niiiid seosest (82.10); et ka Riemanni—
Cristoffeli vorm on kaldsiimmeetriline; selle arvestamine seoses

(82.8) annab uuesti Riemanni—Christoffeli tensori juba eespool
saadud omaduse Rijn=—Rjin.

Vilisdiferentsiaalarvutus voimaldab suhteliselt kergesti saada
uusi seoseid, mille vahetu tuletamine on iipris komplitseeritud.
Rakendame vilisdiferentseerimist struktuurivorrandite (82.6) pool-
tele, kasutades valemeid (79.8), (79.11) ja (79.9), kus viimases
praegu g==1. Tulemuseks saame

dwd, /\ ot — o] N\ do =dQi,
Asendades siin (82.6) jérgi
doj=—0i Ao} +0],  dut =—o} Ao} 40

ning arvestades, et liikmed —o A o* A o} ja —o] A(—ol A\ o)
koonduvad, jouame seoseni

QI A ot — o] A Q=d0J, (82.11)

mida tuntakse Bianchi! samasuse nime all. Tegemist on koverus-
vormide ja -tensori teatava siigava struktuuriomadusega.

Bianchi samasus vGimaldab muu hulgas tdestada eespool formuleeritud
Schuri teoreemi: kui I0ikekbverus K(v) on konstantne igas punklis x= M, ja
n=3, siis K(v) on punktist x soltumatu konstant. Toéepoolest, K(t) vordumisest
konstandiga K alamvektorruumi v muutumisel jdreldub seos (77.2), mistottu
(82.8) pohjal

1
Qij=——2—-K(gikgj_z — Gugin)dur N\ dut=—Kgingj dur N dul.

Indeksi j {0stmisega saame siit

Qf =“‘_Kgik duh /\ dul,
Asendus Bianchi samasusse (82.11) viib seoseni

—Kgnp dur A dui N\ (D:_‘ -+ (r);L A Kgin dut N\ duh=
=—(dKgin+Kdgir) A duk A dui.

Siin tuleb arvestada, et (82.1) pdhjal

mi A duh=1"ikdu" N\ dut
ning et (73.6) jargi Christoffeli siimbolid I‘ihhon siimmeetrilised indeksite & ja &

jargi, siis tulemuseks on 0. Edasi tuleb dg;» asendada {fema avaldisega
ghkm’}-]-gihco’;, valemist (82.3), arvestada veel kord, et

! A duk=0, (82.12)

ning seda, et tekivad sarnased liikmed, mis koonduvad. KokkuvGttes saame seose
gin dK N\ du* N\ dui=0,

1 Luigi Bianchi (1856—1928), itaalia matemaatik,
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millest jareldub, et
oK .
——dut A\ dui N\ dur=0,
dut

Kui n==2, siis on vasakul tegureiks vaid du! ja du?, viliskorrutis dui A dui A\ du*
on paratamatult 0 ning saadud seos samaselt rahuldatud. Kui az=3, siis i iga
vaartuse korral leiduvad j ja & sellised véidrtused, et duf A dui A du*=~0, mis-

tottu koik osatuletised

= on nullid, s.t. K=const. Teoreem on toestatud.

Koverjoonelised koordinaadid ut, ..., «® Riemanni lihtruumis
M, ei ole teatavasti iitheselt madratud; nendelt vdib teha iilemineku
uutele koverjoonelistele koordinaatidele u%, ..., 4 valemitega

(73.1) (kus niitid m=n), selliselt et det |uf, [+=0. Siin u?,= ?;; ,

kusjuures maatriksi |,|u§, [ p6ordmaatriksi Ilu’g’ll moodustavad ui'=

Aut’

du?
on igas punktis x =M, seotud teatavad n puutujavektorit koordi-
naatidega &%, -..., 6*;% ; i=1; ..., n. Need vektorid on puutujavek-
torruumi T, (M) elemendid (art. 74) ja me tdhistame nad vasta-
valt x4, ..., X». Nendest moodustub ruumi 7T,(M,) teatav baas,
mida nimetatakse koordinaadibaasiks. Iga puutujavektor ze&
e T(M,) koordinaatidega 2! (koverjoooneliste koordinaatide u?
suhltes) on vektorruumi T.(M,) tehete abil avaldatav kujul 2=
=x;27,

Uute koverjooneliste koordinaatide u* suhtes on sellel vektoril 2
koordinaadid z¥, kusjuures teisenemise tensorseaduse (70.8) koha-
selt (kus praegu p=0, g=1)

(art. 70 ja 73). Iga koverjooneliste koordinaatide valikuga

2i'=y¥zi
J

(art. 73). Siit zf=u§,zi’, mistottu z=x5u§,2j'. Jédrelikult koordinaa-
dibaas teiseneb eeskirja .

xy=1, (82.13)

jargi. Siin ndeme analoogiat koverjooneliste koordinaatide késitlu-
sega ruumis E, (arf. 70, eriti (70.6)) ja ruumis En4s antud hiiper-
pinnal (art. 72), ainult et niiiid ei ole x; enam mingi kohavektori x
osatuletisvektorid, vaid moodustavad lihtsalt teatava koverjooneliste
koordinaatidega u? eriliselt seotud baasi vektorruumis Ty (M) —koor-
dinaadibaasi.

Osutub, et diferentsiaalid du® teisenevad tadpselt samuti nagu
puutujavektori koordinaadid. Toepoolest, teisendusvalemeist (73.1),
kus olgu m=n, leiame tdisdiferentsiaali arvutamise eeskirja
jargi, et

dut==ut, du?. (82.14)
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- Jérelikult saab moodustada kéverjooneliste koordinaatide valikust
soltumatu avaldise
x; dut=xy du?,; (82.19)

mis kujutab endast iihelt poolt iga punkti x =M, korral puutuja-
vektorruumi T, (M) elementi, teiselt poolt on aga lineaarne dife-
rentsiaalvorm  (vektorkordajatega). Seda avaldist nimetatakse
kanooniliseks vormiks lihtmuutkonnal M,. Mirgime, et Riemanni
meetrilise tensori olemasolu pole siin vaja itldse eeldada.

Miski ei keela iileminekut suvalisele baasile ey, ..., exr puuntuja-
vektorruumis T, (M,), kus x voib olla lihtmuutkonna M, iikskoik
missugune punkt. Olgugi meil tegemist teisendusega

er=x;C%,, det|Ci |50, (82.16)

ehk, vastupidi,
x;=eyC?, (82.17)

kus |IC§'|| on maatriksi HCii,II poordmaatriks (vrd. (69.9)). Uus baas

ei tarvitse enam olla koordinaadibaas, s.i. pole wvaja, et leiduks
selline koordinaaditeisendus, et C?, oleksid vastavad osatuletised

ui,. Veelgi enam, teisendusmaatriksi [|C% || elemente voib soovi

korral kéisitleda isegi uute parameetritena.
Kanoonilisele vormile (82.15) saame niiiid kuju

X; duf—-—ﬂeny dut.
Otstarbekas on téahistada
wi’zcii’duf. (82.18)

Kui C% on argumentide #!, ..., 4™ diferentseeruvad funktsioonid,

siis of, ..., o™ Kkujutavad endast lineaarseid diferentsiaalvorme,
seejuures lineaarselt sdltumatuid, sest det |C¥]|==0. Jargnevas

jddme pohiliselt selle vaatekoha juurde. (Tuletatav formaalne apa-
raat jddb kehtivaks ka uute parameetritena vaadeldavate C¥ puhul,

ainult et vajaliku sisu andmine nouaks moistearendusi, mis viiksid
kdesoleva kursuse raamidest vilja.)

Edasi tuleb selgitada, mis saab teisenduses (82.16) Riemanni
lihtruumi seostusvormidest »f. Nende vormide poolt on méiratud

vektori 2=ux;2? roopillekande tingimuste (73.7) wvasakud pooled
dzi—l—zimfi. Vaatleme viimaste teisenemisf. Kui uues baasis z=e;2%,

siis  (82.16) jirgi == xCi 2%, s.t. 2i==C(C,2". Seega dei=
= (C{i,zi’) =dCJ;, z”*’-"—l—CJ%, dz* ning jarelikult
dzJ'—l—zioJJ; = Cg dz¥'+-dC d, 2V C zi’mJ; .
Ahendame siin maatriksi l]C;'_’]l elementidega, arvestades, et
CiCi =§%:
i 1 i
CﬁfJ (dzit-ziwd) == dzj'—{—zi’Cg_’ (dCi, +Cwl).
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Nii saame vektori rédpiilekande tingimusele kuju
dai' 277, =0,
kus
wl’i’,=C§’(dC§,+C§, ®J) (82.19)
ongi uuteks seostusvormideks.

Erijuhul, kui teisenduseks (82.16) on iileminek (82.13) iihelt
koordinaadibaasilt teisele, tuleb valemis (82.19) lugeda, et Ci=

=u?. Nii uute kui vanade kdverjooneliste koordinaatide puhul

kehtivad muidugi Cartani struktuurivérrandid (82.6) ehk (82.10).
Osutub aga, et need vérrandid siilitavad oma kuju ka iildisema
teisenduse (82.16) korral. Toepoolest, valemist (82.19) leiame, et

dmi;,—_:dcg' N\ (dCi, —[—Cii,mg' ) —f—C;’(dC:f, ANOTE O dwl) =
=dC§’ N ddj, +Cz’,,dCJ; A o —I—C-Ji’ dci, A\ 0 +C;, C; doi.
Edasi arvestame samades valemites, et samasuste CJJCJz =6{.’, tottu
ng'_’Cfi,-]—ij' dCi'., =0 ning jérelikult
wl, =~Cg’, ng’,’—}— Cs, ngg . (82.20)
Seega
w?, A o= (—Ci, dCi4- ch, ij"“’fl) A\ C¥(dCh +C 0k) =
:—udC-j_’ A\ dCJ;,— C: dC-;ﬁ’ N o —|—C;ﬁ’m{l /\ dch 4-Ci, Cﬂjoﬂh N\ o
viimases reas on kasutatud samasusi Ci,Ch=g1, ch, Cr=¢t. Siit
dod, +oi N\ ol=C? CJ;_' (dol4woi N o?),
sest iilejadnud lilkmed koonduvad vastastikku. Jirelikult (82.6)
pohjal _ .
dwl, +wf, N\ ot/ =QJ, (82.21)
kus
Q= C;Q?e Ci,. (82.22)

Niisiis, Cartani struktuurivérrandid tulevad pdrast teisendust
(82.16) tdpselt samasuguse kujuga nagu seosed (82.6). Uhtlasi
on seostest (82.22) n&ha, et koverusvormid teisenevad tensorsea-
duse (69.10) jargi (kus praegu p==g=1). Avaldiste (82.5) uus

kuju on: ;

4
QF =—RY,,,, ¥ A o, (82.23)

kus parema poole kordajad tekivad kéverustensori koordinaatidest
nende teisenemisel tensorseaduse (69.10) jirgi (kus g=1, p=3)
ja kujutavad endast seega kdverustensori uusi koordinaate.

Margime, et Cartani struktuurivérrandeile (82.19) lisanduvad
niiid veel vérrandid

du)j'—l—(off AN\ of =0, (82.24)
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mille kehtivust on lihtne vahetult kontrollida, lihtudes valemeist
(82.17) ja (82.20) ja rakendades eespool kasutatud samasusi, seal-
hulgas seost (82.12).

Kui minna koverjooneliste koordinaatide teisenduse poolt méaai-
ratud koordinaadibaasi teisenduselt (82.13) iile iildisemale baasi-
teisendusele (82.16) puutujaruumis T,(Mg), tekib uusi vdimalusi
kasitluse lihtsustamiseks. Lineaaralgebrast on teada, et iga reaalse
ruutvormi saab sobiva baasiteisendusega viia normaalkujju ([1],
lk. 449), s.t. kujju, kus esinevad ainult muutujate ruudud kordaja-
-tega 1, —1 voi 0, kusjuures nullist erinevate kordajate arv on
vordne ruutvormi astakuga. Rakendades seda tulemust fikseeritud
puutujaruumis T (M,) skalaarruudu z2=g;;zizé avaldise kui ruut-
vormi puhul, kus det | g;| 0, voime Gelda, et selles ruumis T, (My)
leidub baase, milles gy#»=0, kui i"55j’ ja g+ on 1 v6i —1. Neid
baase nimetatakse orfonormaalseteks (ehk ortogonaalseteks normee-
ritud) baasideks Riemanni meetrilise tensori g suhtes (vrd. [1],
lk. 420). Kui g on Riemanni meetrika, s.t. g;;zé2i on positiivselt
madratud, siis sellises baasis gyy=206s7 ja sel juhul kdneldakse
ka ristbaasist (vrd. art. 9).

Koverjoonelisi koordinaate ei saa ‘iildiselt nii teisendada, et uus
koordinaadibaas oleks Riemanni lihtruumi M, igas punktis x orto-
normaalne. Toepoolest, oletame, et see on véimalik. Siis oleks gy y=
=0, kui i’5+j" ja gy oleks 1 vdi —1. Valemist (73.6) jirelduks, et
uutes koordinaatides oleks I'7, , =0 ja valemi (75.1) pohjal oleks

Ry rrr=0 — Riemanni—Christoffeli tensor oleks samaselt null. Ni-
teks positiivselt midratud g korral tdhendaks see, et My, on kas E,
voi piirkond D < E,, (art. 77). Seega ei ole isegi mitteeukleidilise
ruumi puhul véimalik kodikjal {ile minna ortonormaalsele koordi-
naadibaasile.

Koordinaadibaasidele iildisemat teisendust (82.16) rakendades
on aga voimalik iile minna ortonormaalsele baasile isegi suvalise
Riemanni muutkonna M, igas punktis. Nii v6ib nditeks koordinaadi-
baasidele rakendada Grami—Schmidti ortogonaliseerimisprotsessi
(art. 2 ja 76). Sel teel saadakse nn. orfonormaalne baasivdli, mil-
lele iileminek toob kaasa mitmeid lihtsustusi. Seosest (82.9) jirel-
dub néditeks, et iga baasivdlja puhul, milles gy»=-const, sealhulgas
ortonormaalse baasivdlja korral, on Christoffeli vormid ;s kald-
siimmeetrilised !.

Kui tegemist on Riemanni meetrikaga, siis ristbaasivilja puhul
gry="0ry, g¥'=20%", jérelikult (82.7) jirgi wirw=0" ning struk-
tuurivorrandid (82.24) ja (82.21) tulevad kujul

n
doy= 2 or /\ vy, | (82.25)
=1 _
d(r)i’j"‘—-_—hgi ’(Oi'h,’/\ (D]l’j"—l—Qi’j’, (8226)

1 Seos (82.9) jddb nimelt kehtima ka pirast teisendust (82.16), nagu kerge
kontrollida (harjutusiilesanne 137).
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kus Wy == G)i’,_ O = —0ji; siin Qi’j’

(82.23).
Niiteks konstantse koverusega ruumi (erijuhul mitteeukleidilise
ruumi) korral, mil (77.2) pohjal

Ri’j",k’l": K (61’;1’6_7’1’
votab seos (82.23) lihtsa kuju
Qi’_j"‘"‘—K(JJi’ /\ ®j.

Kahemootmelise Riemanni muutkonna puhul, mil n==2, struk-
tuurivorrandeis (82.25) ja (82.26) wyvy=wor=0, wrr=—@yy ning
need vorrandid tulevad jédrgmised:

—Qg on koverusvormid

8ir8yw), K=const

d(!)j_’ _— (»02’ /\ .(Dzrir,
doy =0y /\ ory,
d(oi’z’ —Ri’z’, 1727 (01”7 /\ [ )18

Sellistena oli nendega tegemist art-s 45 pinna kéisitlemisel ruumis
Es (vrd. (45.2), (45.3), (45.5) ja (45.10)), kus neile lisandusid veel
(45.6) ja (45.7). Analoogiliselt saaks ka eukleidilises ruumis £,y
paikneva hiiperpinna puhul kasutada liikuvat kanoonilist teljestikku,
mis vitks samuti struktuurivorranditeni (82.25) ja (82.26), kuid
koik see viljuks juba kdesoleva raamatu raamidest.

Harjutusiilesanded

129. Tuletada viliskorrutise omadused:

al/\.../\C_zf/\.../\aj/\.../\an=—a,/\.../\aj/\.../\ai/\.../\an,

ey A oA Qa) A NAan=Aa A ..o ANa N\ A 2r),

G AN (@Fb)N o Nan=a AN N NG A A\ aat
A AN T A A 9

kasutades valemit (78.12) ja determinandi vastavaid omadusi ([1], lk. 22—25).
130. Niidata, et Grassmarnni algebras (iille reaalarvukorpuse R) kehtib jérg-

mine Cartani lemmma: kui lineaarvormid ai, ..., ap on lineaarselt soltumatud ja
mingite lineaarvormide by, ..., bp puhul
~ ay Abi+...+ap A bp=0,
siis

P

bi= Y c¢ijaj,

i=1

kus ¢cij=c;i = R. 4
131. Teha kindlaks, et teise astme vilisvorm ai;f* A [, kus aij=—a;i, on

kahe lineaarvormi véliskorrutis siis ja ainult siis, kui
Qi0n+0indj40105, =0

(Pliickeri! tingimus; indeksid j, &, ! tsiikleeruvad).
132, Arvutada jdrgmiste diferentsiaalvormide wvilisdiferentsiaalid: a) o=
= (u8)2 dul A dud+[(u3)24-2u%] dut A\ du?, Db) e@=13u! du'4 (u?)?du®F-u'utu® dud,

¢) o= (x424°) (dz A\ dx+—;— dy A\ dx), d) o= (*+y)"1(ydx—xdy).

1 Julius Plidcker (1801—1868), saksa matemaatik.
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1
133. Niidata, et kui m-=-§- (xdy N\ dzt-ydz A\ dx+zdx A dy), siis do=

=dx N\ dy Adz s.t. do on ruumalaelement ruumis Es. Miidrata Stokesi valemi
abil kera ruumala V, leides selleks integraali 2-vormist o iile sfddri Sy(r) = E.

) 1
134. Niidata, et kui O=— (%1 dxg A\ dxs A\ dxgt-xodxs N\ dxy A dxgtxsde, A

N dxy A\ dxes— xsdxy A dxo A dxs), siis  do=dx; A dxs A dxs A dxs, s.t. do on
ruumalaelement ruumis E, Médrata Stokesi valemi abil hiipersfiiri S3(r) sise-
muse (kera) ruumala V ruumis E, leides selleks valemite (60.1) ja (60.2) abil
integraali 3-vormist @ {ile hiipersfdiri S;(r).

135. Olgu ruumis E; midratud sfddrkoordinaadid #!'=R, u2=80, ul=q

(vt. allviide lk. 204; [6], lk. 287). Avaldada skalaarvilja F(uI: u?, u;; gradient

{koordinaatjoonte sihivektorite e;==

xi; i==1,2,3 kaudu) ning vektorvilja

Vg
a=a‘e; divergents ja rootor.
136. Kuidas avaldub Laplace’i operaator ruumis Ej sfddrkoordinaatides?
137. Kontrollida, et seos (82.9) jdab kehtima pérast teisendust (82.16), s.t.
et dgi,j_,mmi,j,—l-mj,i,, kus ®., . =8, 0L

i o

§ 19. DIFERENTSEERUVAD MUUTKONNAD
JA GLOBAALANALUUS

Eespool on korduvalt vihjatud sellele, et lihtmuutkonna mdiste ej
ole kiillaldane kdige vajaliku kirjeldamiseks. Juba ruumi Es pindade
juures selgus, et lihtpind — ruumis E; teataval viisil paiknev kahe-
mootmeline lihtmuutkond — on mdbiste, mis ei haara mitmeid ter-
vikpindu, nditeks kringli tiiipi pindu (art. 31). Seetdttu oli vajalik
sisse tuua sileda kinnise pinna mbiste (art. 51). Jirgnevalt néi-
tame, kuidas tuleb analoogiliselt iildistada liHitmuutkonna maoistet.
Uhtlasi saab tdpsemalt kisitleda kinnist pinda ning laiendada seda
kéasitlust ka hiiperpinna juhule (vrd. art. 72); samuti on voimalik
konelda iildisest Riemanni muutkonnast. Matemaatiline analiiiis,
mis klassikalises késitluses (vt. [2], [3]) opereerib piirkondades
A c Rr antud funktsioonidega, laseb end iildistada diferentseeru-
vatel muutkondadel antud funktsioonide globaalanaliiiisiks. Viimase
osas tuleb siinkohal piirduda kiill vaid esmatutvusega.

83. Diferentseeruva muutkonna méiste. Hulga M katteks nime-
tatakse iga niisugust siisteemi selle hulga osahulkadest, mille iihen-
diks on kogu hulk M. Seega osahulgad U, = M moodustavad hulga
M katte, kui

U Ux=M.

Hulka M nimetatakse n-méotmeliseks diferentseeruvaks muutkon-
naks My, kui

1° tal on olemas kate, mis koosneb n-m&otmelistest lahtistest
lintmuutkondadest Uy=M® (art. 73),

2° viimaseid méédravad bijektsioonid g :Us—Ax = R? on vali-
tavad niimoodi, et iga mittetithja tihisosa Uy Ug puhul bijektsioon
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Joonis 86

Qs 9, :pa(Ua Us) — @ (Ua N Us)
(R® teatava lahtise piirkonna kujutus teiseks selliseks; joon. 86)
on miiratud diferentseeruvate funktsioonidega

ui' =yt (4, ..., U); i'=1, ..., n, (83.1)

s.t. sellistega, millel on olemas selles piirkonnas pidevad osatule-
tised
out’ , Rut’ . okt

i —

1 —

V= - Y mme————— ., W . .
% out ’ i guioul ’ » B Quds. .. 0ul’

Alamhulka U, koos bijekisiooniga @o. - Ua— A nimetatakse siin
diferentseeruva muutkonna Mn kaardiks ja tadhistatakse (Ua, 9a) 5
kui @a(x)= (4" ..., un), siis reaalarve @, ..., ur nimetatakse
punkti x € Ug = My, koordinaatideks selles kaardis. Koigi kaartide
kogumit {(Ua, ¢a)} nimetatakse diferentseeruva muutkonna Mn
atlaseks.

Kaht n-mootmelist diferentseeruvat muutkonda nimetatakse ekvi-
valentseteks, kui hulk M on neil sama ja nende atlaste ithend (s.t.
mblema atlase kaardid iitheskoos) moodustab samuti atlase, s.t. ka
tema puhul on rahuldatud ndue 2°_ Fkvivalentseid diferentseeruvaid
muutkondi ei eristata; nende puhul koneldakse, et antud diferent-
seeruval muutkonnal M, on tehtud iileminek iihelt atlaselt teisele.

Diferentseeruv muutkongd on, naitlikult koneldes, kokku kleebi-
tud lahtistest lihtmuutkon dest, kusjuures kleebitakse n.-o6. dife-
rentseeruvalt — kooskolas noudega 9°  Valemid (83.1) médaravad
lihtmuutkonna Ue ) Us ulatuses ilemineku kaardi (Ug, @a) koordi-
naatidelt kaardi (Up,@p) koordinaatidele, mistdttu nende puhul keh-
tib koik art-i 73 alguses deldu. Kohe saab ka selgeks, mida moista
(p, q)-tensorviljana T diferentseeruval muutkonnal Mn: see on nii-
sugune (p, q)-tensorvéljade T, kogum vastavalt lihtmuutkondadel
U, nii et To=Tp igal lintmuutkonnal Ug N Us.

Diferentseeruvat n-moodtmelist muutkonda M, millel on antud
siimmeetriline (0,2)-tensorvéli g, nii et det | gi;| =0 (igal kaardil
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Joonis 87

Joonis 88

(Ue, o) igas punktis x e Uy), nimetatakse n-modtmeliseks Rie-
manni muutkonnaks ehk Riemanni ruumiks. Jooneks temas nimeta-
takse teatavates lihtmuutkondades U, antud joonte iithendit juhul,
kui iga kahe mittetiihja iihisosaga U, ja Up puhul U Us ulatuses
need jooned iihtivad. Sellise joone saab jagada iiksikutes Riemanni
lihtmuutkondades U, olevateks ja iiksnes {ihiseid otspunkte omava-
teks joonteks (joon. 87). Kogu joone pikkus defineeritakse niiid
kui nende osade pikkuste summa, kusjuures igaiihe pikkus arvuta-
takse valemi (73.3) jargi.
ui joone igas punktis on antud vektor 2, s.t. teatav (1,0)-ten-
sor, nii et joonel tekib vektorvili ehk (1,0)-tensorvili, siis oeldakse,
et vektori réopiilekandega piki joont on tegemist juhul, kui toimub
roopiilekanne piki selle joone iga konesolnud osa tingimuse (73.7)
kohaselt,
Niiviisi saab Riemanni muutkonna juhule iildistada olulised
moisted, mis on eespool defineeritud Riemanni lihtmuutkonna jaoks.
Diferentseeruvat n-mostmelist muutkonda M, nimetatakse orien-
teeritavaks, kui temal saab iile minna sellisele atlasele, et koikide
mittetithjade U, Ug puhul rahuldavad koordinaaditeisendusvale-
mid (83.1) tingimust det |4¥|>0 (vrd. art. 10). Kui diferentsee-

ruva muutkonna M, mingis atlases leidub teineteisega osaliselt kat-
tuvate piirkondade tsiikliline ahel Uy, Ug, ..., Ug, Ugi=Uq, nii
et iga Uy Ua., ulatuses, i=1,...,s—1, kehtib vérratus
det |4 >0, kuid Ug, N Us, 7@ ulatuses on see vorratus rikutud,

siis seda diferentseeruvat muutkonda M, nimetatakse mitteorientee-
ritavaks. Allpool toome nditeid nii orienteeritavatest kui ka mitte-
orienteeritavatest diferentseeruvatest muutkondadest, iihtlasi ka vas-
tavatest Riemanni ruumidest.

Iga lahtine lihtmuutkond on orienteeritav diferentseeruv muutkond, sest
fema puhul saab iile minna iihestainsast kaardist koosnevale atlasele.

Kahekaardilise atlasega n-mdotmelise diferentseeruva muutkonna niiteks on
hiipersfddr S(o,r) ruumis Eniy (art. 7). Tdepoolest, vittes sellel poolused p jia g
vastavalt kohavektoritega rini, ja —rint,, saame moodustada kaardid (U, ¢) ja

24 Diferentsiaalgeomeetria
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(V,¥), kus ¢: U=8\{p} = R" ja ¢: V=35\{g} - R" miiratakse valemeid (59.2}
iildistavate valemitega vastavalt

iy . ul——r2
xi=‘u_—2"+r—2; i=l1, ..., 1, Xapg,=7 B
ja
2riyi . 02— 2
Xi== iyt coi=1, ..., 0 Xnpi=—T o .
Punkti x = S(o,r) esimeste koordinaatide xi, ..., X» avaldiste vordlemisest sel-

gub, et peab leiduma A nii, et vi=Au? ehk v=»Au (joon. 88). Vordsustades ka
viimase koordinaadi xn4: avaldised ming tehes asenduse, saame A? jaoks lihtsa
2

7
vorrandi, millest Rmi-—2, kusjuures esimeste koordinaatide juures selgub, et
u

votta tuleb iilemine mark 4. Seega

rZut
i—

T () (@)

Siin vt on seostes (83.1) olevate suuruste i’ osas; tegemist on I&pmatult dife-
rentseeruvate funktsioonidega. Seejuures U ja V koos ilmse't katavad kogu
sfaari S(o,r). Jarelikult S(0,7) = Ens; on n-modtmeline diferentseeruv muutkond.

du’ §1J 2uiyd e fo utoui
Siin ——=r? ( — = ( §ti—2 ) .

dui u? (u2)? u? |a| |u]
* r2 n
—_— -———-(———) < 0. Jaab
ui u?
vaid kaardi (V,%) puhul minna koordinaatidelt o, ..., v* iile koordinaatidele
w=uv? u¥=u!, u¥=uvs, ..., u®’=ov" s.t. vahletada esimese kahe koordinaadi
numbrid, et saada detlu“‘i’l>0. Seega S(o,r) on orienteeritav diferentseeruv

gut
Kui teha vastavad arvutused, siis leiaksime, et det

muutkond.

Kummalgi lihthiiperpinnal U ja V, millest ta praegu koosneb, on esimese
ruutvormiga maaratud Riemanni meetrika (art. 72), kusjuures UNV ulatuses
need meetrikad {ihtivad. Nii selgub, et S(o,r) on Riemanni muutkond.

Kolmanda, iildisema nditena vaatleme ruumis En4+; antud diferentseeruva
fUﬂktS.iOOﬂikF:En+i_>'R tasemepinda M= {x:F(x)=C} (vrd. art. 33) ja ndi-
tame, et kui

© OF OF aF
V.F=i(———'., g seey
\ 0x 0xs OXnt1

) #o0

tasemepinnal M, siis see M osutud orienteeritavaks n-modtmeliseks diferentsee-
ruvaks muutkonnaks ning iihtlasi Riemanni muutkonnaks.
daF

Toepoolest, et VF=40 vabalt vﬁe&ud punktis ¢ = M, siis mingi e on selles
Xi

punktis nullist erinev. Tédpselt samuti nagu art-s 33 jdreldub siit, et a iimber on
teatav (n+1)-risttahukas, mille ulatuses M on vorrandi F(xi, Xz, ..., Xp41)=C
lahendamisel saadava funkisiooni xi=f(xy, ..., Xi—1, Xit1, ..., ¥n+1) graafik.
Véttes U, ossa selle risttahuka ja M iihisosa ning defineerides @, : Ug—R™ nii,
et xo=ul, ..., Xiy=ui"1 wp=ut, ..., Xnp=u", saame Kkaardi (Ugy, @4)
selliselt, et a= U,. Et a on tasemepinna M suvaline punkt, siis saab selliste

kaartidega katta kogu hulga M. _
Kahe erineva seda laadi kaardi puhul, kui iiks neist (Ug, @p) on selline, et

Uﬁ on funktsiooni Xj==g (X1, ..., ¥j—1, Xj+1, ..., ¥n41) graafik, kus i<(j, saame
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q)B @ q’m ¢a e (pB

TR

u'=u! =X1) . ul=uV (=x)

;t(:v:_l);=.u,‘_‘_1 - . . . (_‘__z'éi_'l) . . ;'tf_.]l:.u(..l'_ll)l . . - . . (.=‘-xt—.l) »
at'=fu, ..., u") (=x) Ut =g+ (=%it)
LY = i (=%Xi41) e e e e e e e e o
e e wi=2 gyli=1Y (=x_y)
L= = yi—2 (=xj_) wi-l=g(u, ..., u®) (=x;)

4 =y (=Xj11) wi=yi (=%341)
u“'_—-_'u". (=xn-i:l) Ut =ymn’ (Exn-}—l)

Kummaski tulbas néidatud teisendused on teineteise poordteisendused ning méai-
ratud diferentseeruvate funktsioonidega. Jirelikult tasemepind M on n-méotmeline
diferentseeruv muutkond, mis samuti nagu hiipersfaar S(o,r) on Riemanni ruum,

Tasemepinna M orienteeritavuse niitamisel piirdume juhuga, mil n=2; iild-
juhu késitlus on analoogiline. Igal lihtpinnal U, on miéidratud normaaliihikvektori

1
m=-—— (%, X%;) vili (vt. (36.6)). Uleminekul iihelt kaardilt (Ug, %) teisele

Vg
kaardile (UB’ ®g), mil (83.1) jargi

x(ul, ut) =x(uV (!, u?), u? (4, u?)),
tekivad seosed
1 — l’ g
X xl,ul—}-xz, u?s
— 1 2
xg—xl, u2 —}-xw u2
Jja siit
p — ul! 2f lf 21 pa—
X, X%y (x, l+x2,ul)>((xl,u2+x2, u?)
= (%1, X%2.) (ul'u? — ui’u;’) = (%1, X%y} det Iu‘;’ |.
Jérelikult normaalithikvektori viljad {ihtivad (s.t. %, Xx; ja X X%z, on samasuu-
nalised) mittetiihja U, Ug ulatuses siis ja ainult sifs, kui det {u¥| >0. Niisiis,
T
pind ruumis E; on orienteeritay parajasti siis, kui tal on olemas pidev normaal-

1
dhikvektori vili. Tasemepinnal M on selline vilj VF| VF niol olemas (art. 33),

seega tasemepind on orienteeritav.

Tasemepinna M konkreelse niitena meenutame sfiiri kdrval toori (ehk ron-
gaspinda; art. 33), mis on niisiis orienteeritav kahem@dtmeline diferentseeruy
muutkond. Toori kui muutkonnaga on tegemist ka hoopis teistsugustes olukorda-
des, Vaatleme niteks tasandilist kaksikliigendit (joon. 89, kus o on fikseeritud

Joonis 89
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Joonis 90

punkt), mille lillide asendid méaratakse kahe 156igus [0, 2n] muutuva reaalarvu-
lise parameetri — nurkade wu! ja u? abil. Sellise kaksikliigendi asendite hulgas
on kergesti arusaadaval viisil maéidratav kahemddtmelise diferentseeruva muut-
konna struktuur, kusjuures saadav muutkond on samavéirne tooriga.

Mitteorienteeritava diferentseeruva muutkonna lihtne ndide on Mdébiuse! leht.
Nii nimetatakse, néitlikult koneldes, paberist 16igatud riba, mille otsad on pérast
ribad 180°-list viidnet kokku kleebitud. Tédpsemalt v&ib Mobiuse lehe anda vor-
randiga

' 1 1 1 .
X= ( r cos u!'+u? cos E- ul cos u!, rsin u'--u? cos > ulsin u!, u? sin-:—z- ut ) ,

Oscu'<C2n, —a<<u?l<<a<lr;

siin vahemik pikkusega 2a liigub ruumis FE3 niimoodi, et tema keskpunkt po6drleb:
x1xg-tasandil médda ringjoont raadiusega r>a ning vahemik ise poorleb samaaeg-
selt raadiuse ja xz-telje tasandil kaks korda aeglasemalt (joon. 90).

Atlase saab teha kahest kaardist U ja V, millest esimese madrab iilaltoodud
vorrand, kui O<<u'<<2n, —a<<u?<Ca, teise aga sama vorrand pérast asendamist

w=uyV+tn, wl=u?,

kui 0<ZuV << 2n, —a<<u? <<a. Uhisosa U1 V koosneb kahest tiikist, milles kaardid
on seotud jirgmiste iileminekutega:

w=n" 4+ n, url=u?, kui O<<ul<<m, —a<<u¥<a, (83.2)
W=u"—mn, w=—u?, kui n<ZuV<<2n, —a<<u¥<<a. (83.3)

Mobiuse leht on kahemddtmeline diferentseeruv muutkond, iihtlasi muidugi pind
ruumis £s. Lahtiste lihtpindade U ja V esimesed ruutvormid mééravad temal Rije-
manni meetrika, muutes ta Riemanni ruumiks.

Mobiuse leht on mitteorienteeritav, sest vaadeldud kaks kaarti moodustavad
ahela, milles U V f{eise tiki ulatuses on nodue det |uii’l>0 rikutud, sest (83.3)

puhul det |u¥|=—1<<0. Samuti on selge, et pidevat normaalithikvektori vilja

Mébiuse lehel ei leidu: pirast tdispoodret vahemiku keskpunktide ringjoonel nor-
maalithikvektor pd6érdub tagasi mitte iseendaks, vaid -algvéddrtuse vastandvektoriks.

1 August Ferdinand Moébius (1790—1868), saksa matemaatik.
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Seda véljendatakse iitlusega: Md&biuse leht on ke poolega pind vastandina tase-
mepindadele, mis on kahe poolega pinnad — neil igaithe| saab ndidata F kasva-
mise poole ja F kahanemise poole.

Teise mitteorienteeritava diferentseeruva muutkonna naitena vaatleme elliptilist
tasandit S’;(r) (art. 55). See kujutab endast sfairi S2(r)=Ej; diametraalsete punktide

paaride hulka. Miidrame siin kaardi (U, @1) jdrgmiselt. Jitame kdnesolevate
punktipaaride hulgast vilja need, mis asetsevad XoXg-tasandil, ja tdhistame iile-
Jédnud hulga U,. Viimase iga punktipaar asetseb sfaari Sz(r) keskpunkti o ldbival
sirgel, mis loikab sellele sfiirile punktis (7,0,0) vdetud puutujatasandit mingis
punktis (r, &', u?) (joon. 91). Bijektsiooni @1 : Uy —R? leiame niiiid selliselt, et
vaadeldav punktipaar kujutuks punktiks (u!, 4?) = R?. Kui paar koosneb ruumi £,
punktidest (x, xg, x3) ja (—xy, —x5, —X3), siis arusaadavalt

r u! u?
x1 x2 33
seega
X2 X3
W=r——, wl=r——_ x%0
X Xi

Analoogiliselt on véimalik niidata:

.. , X1 . X3
kaart (Ug, @2), nii et w! =F -, ul =r'}:—, JCQ?&O,
Xg 2

. X X9
kaart (Us, @3), nii et o' =r—, u?=r——, x35=0.
X3 X3

Uleminekud méiédratakse siin valemitega

r2 u2 .. r3
ul' ==—o0, u¥ =r——; det |u?| =— ,
ul ! i (ul)a
ul’ 72 s
) s —_ . R
st o, 4 wak det Jut’| @)’
u2'” r2 rs
= y? : i | =
u —— I” ’ u e ul” - det Iu:” I — (u1”)3 L

Joonis 91 -
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Selleks et viimase veeru determinandid sdilitaksid mirgi &', «¥ v6i ¢! muutumi-
sel, tuleb kaarte peenendada, jagades

U, osadeks U1+, kus &' >0, ja U, kus w! <0,
U; osadeks U;, kus u? >0, ja Uy , kus u? <0,

Us osadeks Uy, kus #">0, ja Us, kus u”<0.

Nummerdades sfdiri Sz(r) oktandid vastavalt tabelile

vl VII VI

I I HI IV |V
nol+ — — +|+ — = +
o |+ + — — i+ + — -
B+ 4+ + +]= - = =

leiame, et

paarid (I, VII) ja (IV, VI) moodustavad U:, kus det |ui | >0,
paarid (IV, VI) ja (IlI, V) moodustavad U, , kus det |ui"{>0,

paarid (11, V) ja (I, VII) moodustavad U, kus det |’ | <O.

Saab koostada tsiiklilise ahela Uy, Us, U, selliselt, et Us NUs ja Us N ur
ulatuses vastavalt det Iu‘;.,,|>0 ja det [u';’,’|>0, kuid UT N U3+ ulatuses, vastu-
pidi, det Iu‘i_’|<0. Jarelikult elliptiline tasand Sy * (r) on mitteorienteeritav. Mar-

gime, et sfdidri Sy(r) esimene ruutvorm maéérab temal Riemanni meetrika, muutes
fa kahemddtmeliseks mitteorienteeritavaks Riemanni muutkonnaks.

Elliptilist ruumi S3* (r) kui hiipersfadri S3(r) < Eq diametraalsete punktide
paaride hulka saab kisitleda samamoodi. Erinevus on selles, et lisanduvad ud==

x4 ’ x4 4 x4 . -3
==, 4 =r—  u¥==r — ja uus kaart (Us, @4) nii, et
X1 Xq X3
X1 X _ X3
ulmr:r_’ 2..rn=r_" u3.w=r______-
X4 X4 X4
Uleminekutel tuleb .
r
P —_ . L4 P
det |ul_]—~ ()’ <9, det |ui,| @y <0,
- : rh
jery z ——
det lu:’_” l =_— (u3”)4 <0; det ] u*i,,, ‘ - (ulm)4

Jdib vaid vahetada niiteks 4V ja u? osad ning u!” ja u*” osad, et koik iilemi-
nekudeterminandid muutuksid positiivseteks. Tekib selline neljakaardiline atlas,
millest nihtub, et elliptiline ruum Ss* (r) on orienteeritav diferentseeruv muut-
kond.

Uldiselt elliptiline ruum S:_l (r) on diferentseeruv muutkond, seejuures orien-

teeritav, kui n-—1 on paaritu arv, ja mitieorienteeritav, kui n— 1 on paarisarv.
Selle viite iildine tdestus viljub kdesoleva kursuse raamidest.
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84. Globaalanaliiiis. Klassikaline matemaatiline analiifls k&s#-
leb ruumi R» piirkondades antud funktsioone, nende diferentseert:
mist, integreerimist jms. Teda saab niifid laiendada terviklikel
diferentseeruvatel muutkondadel méairatud funktsioonide analfiii-
siks — nn. globaalanaliiiisiks. Vajadus selle jirgi om ilmne. On ju
nditeks Maa pinnal (ligikaudu sfaaril) antud skalaarvili (tempe-
ratuuri-, rdhu- jms. vali) sfddril antud funktsioon. Teine sama
titipi funkisioon on néditeks suunast sdltuv kiirguse intensiivsus
maapinna kohal olevas punktis. Kaksikliigendi asendiga seostuv
reaalarvuline suurus (nditeks potentsiaalne energia) kujutab endast
tooril antud funktsiooni jne.

Et diferentseeruv muutkond on «kokku kleebitud» lihtmuutkon-
dadest, iga viimane on aga bijektsioonis ruumi R® mingi piirkon-
naga, siis saab globaalanaliiiis muidugi dra kasutada koik klassi-
kalise analiiiisi tulemused. Lisanduvad uued, nn. globaalefektid.
Monevorra tdiustub ka siimboolika ja terminoloogia.

Olgu anutd n-modtmeline diferentseeruv muutkond M,. Funkt-
siooniks sellel nimetatakse kujutust f: M,—R. Kaardi (Ue, @)
bijektsiooni @, abil saab moodustada kujutuse fep 190 (Un)—R,
kus @q(Uy) on ruumi R% teatav piirkond (joon. 86). See viimane
kujutus on seega klassikaline n muutuja funktsioon; teda tihista-
takse fa=f-q ! ja nimetatakse funktsiooni f kaardiesituseks.

Funktsiooni f nimetatakse diferentseeruvaks, kui tema igal kaar-
diesitustel f, on olemas piirkonnas ¢ (Us) kuitahes korget jarku
osatuletised kdigi argumentide jirgi. Kerge on kindlaks teha, et
funktsiooni f diferentseeruvus ei séltu atlase valikust ekvivalentsete
atlaste hulgas.

Iga kaardi (Ug,s) korral on osahulk U, samuti diferentseeruv
muutkond, seejuures lihtmuutkond. Tema puhul on eriline osa nn.
koordinaatfunkisioonidel. Selliselt nimetatakse funktsiooni x%: Ug,—
— R, mis igale punktile x = U, seab vastavusse punkti g (x)=
= (ul, ..., i, ..., u*) =R" i-nda koordinaadi, s.t. xi(x)=ut =R.
Siin xi (w4, ..., uf, ..., u*)=u’; seega koordinaatfunktsioon x! on

diferentseeruv funktsioon lihtmuutkonnal U,.

Kui f:M,—R korral f(Mn)=1{c}, kus ¢ on konstanine reaal-
arv, siis koneldakse konstantsest funktsioonist ¢. Sel juhul ka fo=c¢;
jdrelikult konstantne funktsioon on diferentseeruv. Diferentseeruval
muutkonnal M, antud diferentseeruvate funktsioonide hulka tihis-
tatakse F(M,). See hulk on kinnine funktsioonide liitmise ja kor-
rutamise suhtes, sest kui f= & (M,) ja g=F (M,), siis ka f4+ge=
=F (M») ja f[g=F (M), kuna diferentseeruvate fo ja go korral ka
(F+8)a=Tat8e ja (f€)a=[egx on teatavasti diferentseeruvad.
Tekib diferentseeruvate funktsioonide ring & (M,) (vt. [1], § 13).

Funktsiooni fe¥ (M) diferentseerimine, nagu jidrgnevast sel-
gub, on tihedalt seotud vektorviljaga diferentseeruval muutkonnal
M,. Igas kaardis (Uq,@a) saab nimelt indeksi i iga viddrtuse korral
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Ofa

arvutada osatuletise W; i=1, ..., n, seega midrata operaatori
0 C e . ... Ofa . . .
5, mis viib funktsiooni f funktsiooniks Sui Seejuures filemi-

nekul monele teisele kaardile (Ug,@g) on mittetithja Uyg ) Upg ula-
fuses

fe(ub, ..., u?)=[fo(ut(u¥, ..., u™), ..., un(u¥, ..., u™)).
Jérelikult
0 . Oy _Ofs ,__ .0
out’ f= out ot v T Mgy
ja siit
9 a9
out’ P gut’

Selliselt teisenevad osatuletisoperaatorid iileminekul iihelt kaar-
dilt teisele. Nad ei ole invariantsed. Invariantse operaatori saami-
seks vaatleme mingit vektorvdlja koordinaatidega 2! kaardis
(Us, po) ja koordinaatidega 2" kaardis (U, pg). Sel korral
¥ =2z’

ja jarelikult

., 0 Y 6) o 0 e O . 0

! —— ! )R Y A 77 AT T W 5 ) S

T (2t47) (ui’ ouk @ (wu) our ¢ % ouk < Jui
kujutab endast kaardist séltumatut diferentseerimisoperaatorit. See
operaator tédhistatakse Z ja samastatakse vektorviljaga. Ta viib
funktsiooni fe F (M) funktsiooniks Zf selliselt, et

i Ofe
(Zf)a=2i= . (84.1)
Siin kdik (Zf)s, on antud vektorvilja Z (s.t. antud funktsioonide
2; = F(Uy)) korral diferentseeruvad funktsioonid piirkonnas @u(Uq),
seega Zf on diferentseeruv funktsioon muutkonnal M,. Nii selgub,
et Z on kujutus Z:F(M,) > F (M), seejuures jargmiste omadus-
tega:

Z([+g)=7Z+2g, (84.2)

Z(fg) =,(Zf)g+F(Zg), (84.3)

mis on kergesti kontrollitavad valemit (84.1) kasutades.
Globaalanaliiiisis defineeritaksegi vektorvdli Z diferentseeruval
muutkonnal M, kui operaator Z :JF (My)-—>5(Mn), mis rahuldab
tingimusi (84.2) ja (84.3).
Koigi vektorviljade hulk diferentseeruval muutkonnal M, tihis-
tatakse 3(M,). Temas defineeritakse liitmine ja funktsiooniga
A e F(My) korrutamine valemitega

(Z4W)[=Z[+Z],
(AZ) f=AZf.
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Nende tehetega on vektorviljade hulgal 3(M,) maiiratud tea-
tav struktuur, mis tldistab vektorruumi struktunri 2,

Kahe vektorvilja Z ja W jarjest rakendamise tulemus WZ ei ole
enam vektorvili: omadus (84.2) kehtib kiill ka sel puhul, kuid (84.3)
on rikutud, sest

(WZ) (j&) =W (Z(fg)) =W ((Z)g)+ W (f(Zg)) =
= (W(Z[)) e+ (Z]) (Wg)+ (W[) (Zg)+f (W (Zg),

paremal kaks keskmist liidetavat on «iilearuseds. Kiill aga nahtub
siit, et kui votta ka Z(W(fg)), mille puhul need liidetavad tulevad

samasugused (ainult teises jdrjekorras), ja moodustada operaator
LW —WZI=][Z, W], siis

(2, W] (fe) = (ZW — WZ) (fg)= (Z(W})— W (Zf)) g+
+H(Z(We)— W (Zg)) = ([Z, WIf) g+F ([Z, W]g).

Seega operaatoril [Z, W] on omadus (84.3). Vahetult on niha, et
tal on ka omadus (84.2), mistdttu ta on vektorvili, s.t. [Z,W] =
& 3(Myn). Teda nimetatakse vektorviljade Z ja W kommutaatoriks.

Vektervidlja [Z, W] v5ib siin kisitleda Z ja W omalaadse korru-
tisena (nn. Lie? korrutisena). Sel teel saab hulgas 3(M,) miirata

teatava algebra struktuuri. Definitsioonist

[Z,W]=ZW —WZ (84.4)

jdrelduvad vahetult Lie korrutamise jargmised omadused:
[W,Z]=—[Z, W], (84.5)
[Y, [Z, W11+[Z, [W, Y]1+[W, [Y, Z]] =o. (84.6)

Viimast omadust nimetatakse Jacobis? samasuseks; paneme tihele,
et kaks viimast liidetavat vasakul on saadud esimesest Y,Z, W tsiik-
leerimisel. Algebrat, milles on rahuldatud omadused (84.5) ja
(84.6), nimetatakse Lie algebraks ([1], lk. 540). Antud juhul on
tegemist diferentseeruval muutkonnal ‘M antud vektorvéljade Lie
algebraga 3 (M,).

Ulaltoodust on ndha globaalanaliiiisi iseloomulikud jooned:
objektide vaatlemine terviklikel diferentseeruvatel muutkondadel,
seejuures moisted ja siimboolika arendatakse vilja selliselt, et kaob
vajadus otseselt kasutada koordinaate, mille valikus on ‘alati eba-
soovitatav suvalisuse moment. Laialdaselt kasutatakse kaasaegse
algebra moisteid. :

Vilisdiferentsiaalvormide siimboolikas on neid pohimotteid osa-
liselt juba rakendatud. Kuigi eespool (art. 79) on vilisdiferent-

! Erinevus vektorruumist seisneb selles, et F(Mn) ei osutu korpuseks, sest
temas on olemas nullitegurid, niiteks funktsioonid. mis on nullid muutkonna M,
teineteist tdiendavatel osadel (vt. art. 79). Kui aga kitsendada A valiku vaba-
dust, lubades ainult konstantseid funktsioone, s.t. korpuse R elemente, siis hulgas
3(Mn) tekib vektorruumi (seejuures 1opmatumddtmelise) struktuur iile R.

2 Marius Sophus Lie (1842—1899), norra matemaatik.

5 Carl Gustav Jacob Jacobi (1804—1851), saksa matemaatik.
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siaalvorme kaisitletud piirkonnas D — E,, mis on tegelikult sama-
viirne kisitlusega lihtmuutkonnal, on avaldise (79.3) tdhisius o
juba koordinaadivaba. Jddb veel ka vilisdiferentsiaalvormi definit-
sioon ning viliskorrutamise ja vélisdiferentseerimise tehete definit-
sioonid muuta koordinaadivabaks. Kuidas see on vbdimalik, seda
niitame siinkohal {iksnes lineaarsete diferentsiaalvormide puhul.

Olgu kaardis (Ua,@a) antud vektorvili Z=.zi—azi- ja lineaarne
diferentsiaalvorm w=a;dui. Uleminekul monele teisele kaardile
(Up, ) on mittetithja Ug N Up ulatuses

zi’=u§'zi,‘ aifmaiu?i,.
Jirelikult q;zi=a¢z¥ on kaardist sdltumatu invariantne funkisioon,

mida tdhistatakse o (Z) ja nimetatakse o vddrtuseks vektorvaljal Z.
Nii tekib kujutus

0 3 (M) > F (Ms), (84.7)

millel on jargmised kergesti kontrollitavad omadused:
O (Z+W)=0(Z)4w» (W), (84.8)
o (fZ) =fw (Z). (84.9)

Lineaarse diferentsiaalvormi vaibki defineerida kui kujutuse (84.7)
omadustega (84.8) ja (84.9).

Kaardivabalt defineeritud lineaarset diferentsiaalvormi nime-
tatakse enamasti l-vormiks. Kahe 1-vormi ® ja 8 ning funkisiooni
f = F(Mp) puhul defineeritakse

(0+46) (Z2) =0 (Z)+6(2), (84.10)

(fo) (Z2) =fw(Z); (84.11)

sellega muudetakse kfikide muutkonnal M, méératud l-vormide

hulk vektorruumi iildistavaks struktuuriks iile F (Mn) (vi. allviide

k. 369). Esitus w=a;du’ kaardis (Uq, @) on siit tuletatav jarg-
miself. '

Funktsiooni f =% (M) puhul tuleb defineerida l-vorm df, selle

funktsiooni tiisdiferentsiaal. Kaardis (Uq, @) muidugi df=-%:f.— dut,

seega (df) (.Z)=gf; zi= (Zf)o (vt. 84.1). Niisiis, kaardist soltu-
matult 4
(df) (2) =Zf. (84.12)

Niiitd kaardis (Ua, @)

— v,_ﬁ..) .

s

kus ai=(co'(’-£—.), samal ajal aga

out
dut (Z) =du? (zi _é%') =2i dut (—(%- ) =2J 5—2—3- ui==234t =21
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(siin on kasutatud valemeid (84.8), (84.9) ja (84.12)). Kokku-
vottes, (84.10) ja (84.11) pShjal :

©(Z) =az=q;(dut(Z) )= (a; dui) (Z),
s. t. w=a; dut.

Kui lisaks on antud veel teine 1-vorm 0, mis kaardis (Ua, @a)
avaldub kujul 8=b;dui, siis selles kaardis on defineeritud vilis-
korrutis '

L] /\ B=aibj du? /\ dui.,

Siin dut, ..., du™ on baasielemendid, nii nagu fi, ..., f* art-s 78.
Seetottu (78.4) pohjal

(dut N\ dui) (Z, W) =dut (Z) dui (W) — dui (Z)dut (W)
ning jarelikult

(@ A 0) (Z, W) =a;b;[dut (Z)dui (W) — dut(W)dui(Z)] == i

= (@i du’) (Z) (b; dwi) (W) — (a: du?) (W) (b; dul) (Z)

ehk

(0 A\ B)(Z,W)=w(Z)8(W)— o (W)0(Z) (84.13)
— see ongi valiskorrutise koerdinaadivaba definitsioon. Nii definee-
rituna kuulub véliskorrutis o A9 nn. 2-vormide hulka.
Vilisdiferentsiaaliga on lugu pisut keerulisem. Kaardis (Ua, 9a)
valemi (79.5) kohaselt
dw=dai /\ dut,
Siit (84.13) ja (84.12) jirgi

do (Z, W) =da;(Z)du! (W) — da, (W) dui (Z) =
== (Za;) (Wui)— (Wa;) (Zu?).

Lisame sobivad liikmed, lahutades nad kohe seejarel:
do (Z, W) =[ (Za:) (Wui) +a; (ZWui)] —

— [(Wal) (Zu’)—[—deZu*)] -— .
— [a: (ZWui) — a; (WZui) ].
Esimestes nurksulgudes on tegelikult
Z(a;(Wu')) =Z((a;du?) (W))=Zo (W),

teistes analoogiliselt W (Z), kolmandates aga a;((ZW — WZ)ut) =
=a;du'([Z, W])=0w ([Z,W]). Seega

do(Z,W)=Zo(W)—Wo(Z)—a([Z,W]).  (84.14)

See kirjutis on koordinaadivaba, kusjuures paremal on juba
koordinaadivabalt defineeritud suurused. Jirelikult saab valemit
(84.14) kasutada l-vormi o vilisdiferentsiaali koordinaadivabaks
defineerimiseks. Tuleb aga kohe Gelda, et praktilisteks arvutusteks
on valem (84.14) liialt keerukas; tegelik td6 kiib ikkagi valemi
(79.6) kohaselt. Niiiid on selge, et tulemus ei saa séltuda kaardi
valikust — fakt, mis on muidugi kontrollitav ka koordinaaditeisen-
duse valemeist (83.1) lihtudes.
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Mirgime I6petuseks, et valemiga (84.14) defineeritud vilisdife-
rentsiaal de 1-vormist o kujutab endast, samuti nagu eespool vaa-
deldud valiskorrutis o A 6, teatavat 2-vormi, Kuidas késitletakse
2-vorme (ja veelgi iildisemaid p-vorme) globaalanaliiiisis, kuidas
neid korrutatakse ja vilisdiferentseeritakse, see saaks selgeks art-i

79 sisu iilekandmisel siia; kuid konesolevad arutlused viljuksid
kdesoleva kursuse raamidest.

Harjutusiilesanded

138. Sfddri S(o, r_)={x:x-’i-|—x§+x23=r2} jaocks saab ndidata kaks atlast:

1) kahekaardiline {(Ui, 1), (U @2)}, kus U, = S(o, r)\{p,} ja @, on ste-
reograafiline projektsioon ekvaatoritasandile poolusest p, koordinaatidega
(0,0, (—1)er), a=1,2; 2) kuuekaardiline {(V+ v, (V, L )}is=123 kus V¥ ja

V— on lahtised poolsfadrid vorratuste x,>0 ja x;<<0 poolt maaratud poolruurmdes
nmg Pt ja g7 on prOJekteerlmls.ed paralleels.e.lt xi-teljega iilejédnud kahe koordi-

naadi tasandile. Kontrollida, et kumbki atlas muudab sfdari diferentseeruvaks muut-
konnaks ning et need diferentseeruvad muutkonnad en ekvivalentsed.
139. Vaatleme tasandi E; sirgete hulga kaht kaarti: esimeses votame vorran-

: T T
diga y=xtana+4b amtud sirge koordinaatideks v'=a ja v?=b; —--E-<vl<-§-,
—oo < b <C o0; teises vorrandiga x=ytana'+b" antud sirge koordinaatideks
vV'=gqa’ ja vg’wb’ 0 <o <m —oo < b’ < oo, Kontrollida, et nendega muude-
takse see hulk kahemaotmeliseks diferentseeruvaks muutkonnaks seejuures mitte-
orienteeritavaks (sama ehitusega mis Mdbiuse lehel).

140. Seades ruumis Es punkti o ldbivatele tasanditele vastavusse nende nor-
maalsirged, teha kindlaks, et nende tasandite hulgas (ehk elliptilise tasandi S3(r)

sirgete hulgas) on olemas loomulik m1tteor1enteer1tava diferentseeruva muutkonna
(elliptilise tasandi) struktuur. "

141. Seades ruumis !E; punkti o ldbivatele pseudoeukleidilistele {asanditele vas-
tavusse nendega ortogonaalsed sirged lébi selle punkti o, ndidata, et nende tasan-
dite hulgas (ehk LobatSevski tasandi Ls(Q) sirgete hulgas) on sama orienteeritava
diferentseeruva muutkonna struktuur mis ruumi Es tasemepinnal {x: x2 -}—x2 x2

=g? — iihekattelisel pdordhiiperboloidil (voi ka silindril {x: .x’i +x§ --Q"’}).
142, Vaatleme ruumis Ej sfddri S(o,r)=={x:x% 42?42 =r?} punkti » kau-

gust tasandist vorrandiga x;=r sfdiril antud funktsmomna f. Sfdari punktide kii-
rusvektorite vilja pdorlemisel xs-telje {imber nurkkurusega o vaatleme kui sfdiril
antud vektorvilja X. Niidata, et Xf=owx,.

143. Olgu X, Y ja Z sfddri punktide kurusvektorlte valjad podrlemisel nurk-
kiirusega 1 vastavalt X3-, Xs- ja x-telje {imber. Ndidata, et [X Y|=22Z (mirk sbi-
tub pborlemissuundade valikust). ¥




HARJUTUSULESANNETE VASTUSED JA SELGITUSED

1. a) 8x, — 2x54-2x3 — 6x,— 5=0; b) x=—144¢, Xo==1 — 1§, xz=={ x;=
=2 — 3.

2. Esimesel tasandil on vorrandid x,=2u,, xy=u,, x3=0, Xy=—1u-}+2u, tei-
_ |
sel x1=1—2v; — vy, x2=20,, x3=—1+430,4+ vy, xs=Avs. Kui 7\.5&3 siis 2-tasan-

2A 1
, 0, — ); kui A=—, siis nad ei
3A—1 3h—1 3

1Giku, kuid on paralleelsed vektori (1,2, 0, —1)-sihiliste sirgetega.

A
did ldikuvad punktis ( ,
\ 3A—1

3
3. Kaugus on —Vg—j?\,] '
9
13. Konesolev 2-tasand on eukleidiline, kui A2= <7, pseudoeukleidiline, kui

9 9
th>—l7~, ja isotroopne, kui A2=—.

15 x: 5 . 1 +1 5 I 1
. X=—e}—ey-}—e3; Xe,=—, Xey=Xe3=—.
3 1 3 2 3 3 1 3 2 3 3

16. See isomeetria on liikumine; tegemist on pdérdega alguspunkti (0,0,0)
vektori (—1,—2,0) sihis libiva telje (imber nurga ¢ vdrra, kus cos cp=§, ning

sellele jargneva litkkega vektori (1, —1, 2) vorra.
17. .1r=3i’l +3i-;+3i';—5i;.

Xa %
19. x1=acos?, xg——:asm;—.

12—1

20. x,=-—acos 27, x3=——a tan v cos 2v; tdhistuse tan 1=¢ puhul x;,=a Pl
2— - . .y

Xp=at o l; siit x‘*‘l (xl-i—a)-}—xf; (%1 — a)=0. Viirtustele fi=1, f,=—1 vastab

kahekordne punkt o.

21. Trohhoid: x, = {(Rr)cosrt FArcos{(R=r)t, xp= +(REr)sinrtF
F Arsin(R £ r)¢; siin «+» on epi- ja «—» hiipo- korral, ¢ on ldbiveeretud kaare
pikkuse ja rR suhe ning Ar on veereva ringjoone kiilge kinnitatud punkti kaugus
selle ringjoone keskpunkiist. Epi- ja hiipotsiikloidi korral A=1.
Tsiikloid: x,==r(f —sin ¢), xo=r(l —cos 1)} (vrd. {2], lk. 269); ringjoone evolvent:
X1=R(cos t+tsint), xo=R(sint—tcost) (vrd. 2, lk. 295); astroid: x;=R cos®T,
X;==R sin®1; kardioid: x,=2r(1 —cos1)cosT, X;=2r(1 —cost)sint (koordinaa-
tide alguspunki on liikkega nihutatud veereva ringjoone algasendi ja liikumatu
ringjoone puutepunkti; vrd. {2], Ik 272). Kui R=2r, siis hiipotrohhoid on_ellips
pooltelgedega r{1-}4) r11 —Ai].
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22. Astroid x*lfs -+ x_’2/8 = R%s ehk (4152l -+ x‘;——- R?)3 4+ 27R5’x21’ x: = 0; kardioid:
(x':’- +x2 +'2rx1)2=4r2(x‘*; + %?). Astroidil on neli isedrast punkti (=R, 0), (0, =R); “
kardioidil on iiks isedrane punkt (0, 0).
a a
23, x = 5 (1-+4cos 2¢), x2=-é—-sin 2t, xs==asint, te [0,2n). Parameetri
vaartustele ;=0 ja f;=um vastab kahekordne punkt (a, 0, 0).

24, x;=aektcost, x,=aettsint, xz=be*t; logaritmilise spiraali (b=0)
polaarvorrand; g=uaek*?,

i 4
25. a=—.
2

28. Vordhaarne hiiperbool: 2x,x;=S, kus S on konstantne pindala.
29. Astroid: x;==ccos®A, xp==csin®A, kus ¢ on ldigu konstantne pikkus.

2
1 v
30. Parabool: x2=? (-—;-—-52421), kus g on raskuskiirendus.
v _

31. Tsiikloid (vt. harjutusiilesanne 21).
32. Ruut tippudega diameetrite otspunktides.

33. Néapundide: viia poolus mihisjoone isedrasesse punkti, minna iile polaar-
koordinaatidele ja vBrrelda harjutusiilesande 21 vastusega.

5
35. Pikkus kahe jérjestikuse isedrase punkti vahel on -—2—a, kogupikkus 10a.

36. x=(%]/2(s2+-8), %2—3, 2Arshl42-s).

37. xy==atcost, xy=atsinf, xy==ct; siin t=or, kus ® on konstantne poor-
lemiskiirus ja tv aeg; a=w~-lvysina, c=w-lvgcos @, kus v, on konmstantne liiku-
miskiirus sirgel ob ja a en selle sirge nurk poorlemisteljega.

2a
7o — r o _ — —
40. .xl-._kxz 1, X, =%Xy kx,, x;_.— ®xe. 41 k JEaWE: .
av?
42, tana= —~—, kus g on raskuskiirendus.
g(a*4-b%)
a
45. k=n= .
2a%+4-s
& 8
as? f  as? _ _ ) _ q
46. x;= f cos--—-é——d,s, Xo= f sin 2 ds, vorrandite paremaid pooli, nn.
a 0 .

Fresneli integraale, ei ole vdimalik avaldada elementaarfunktsioonide kaudu, nende
praktilisel rakendamisel tuleb kasutada vastavaid tabeleid.

e
2 .
0 - ! — 2 — yyg . To®Wvpsina .
47. T « 1=To—V¢? — v? — 2 @? v? sin® @ 4+ ————— aresin :
» 10 ¢ 0 ¢ ¢ Cvg sin a .V"g—""? #
| —v?
vt. harjutusiilesande 87 vastus.
20vpsina .
48. k= o ildiselt siin v=v,Y14+7%0?sin%a ja w=v’; , seega het-
22—y
G .
kel 1==0 on v=1, ja w==0; edasi kasutada harjutusiilesannete 37 ja 41 vastuseid.
49. Ellipsoid: x==(acos u cos uy, b cos u, sin up, ¢sinu,), {ihekatteline hiiper- ’

boloid: x= (@ ch 4, cos uy, b chusinuy, ¢shu;), kahekatteline hiiperboloid; x=
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«hk

A ]
1

= (a sh u; cos uy, bshu,sinu,, cchuy), elliptiline paraboloid; x= ( U ]/Fco.s U,

—_ 1
1) ]/q sin U, 3“1) .

50, x=(ulcb-s Uy, 4 sin ug, auy); parameetrijoonteks on sirged (u)-jooned) ja
kruvijoomed (up-jooned).

f Id-uus Ly — Uig—1
51. Uhekatteline hiiperboloid: x=(a , b , € )
P t+us urtuy -y

hiiperboolne paraboloid: x==((44-Us) Yo, (s — ) Vg, 2u\uy);  ndpunidide: esi-
tada nende pindade iildv3rrandid vorretena, lahutades neis enne ruutude vahed

tegureiks, ning seejirel tdhistada vérrete poolte ithised viirtused kord uy, kord us.
2

2 .
‘ u u
52. p(u))= ( u;, 0, ~—2-1—«), q(u) = (0, Uy, i-—é); siin «4» on elliptilise
P l
ja «—» hiiperboolse paraboloidi korral.

55. Mahispind on poérdellipsoid pooltelgedega r, r ja r}2; podrdeteljeks on
antud ringjoone paralleelseid kddle poolitay sirge, keskpunktiks selle ringjoone
keskpunkt; seejuures mahispind puwfub ainult neid parve sfddre, mille raadius

- e g - r
#1 ole viiksem kuj —.

V2
56. Nipundide: kui joonel on vektorvdrrand X=X(s), siis normaaltasandi
unadrab vorrand #(s)[y —x(s)]=0, kus s — joone loomulik parameeter — on
parve parameetri osas; koveruskeskpunkti ja koverustelje kohta vt. [5], k. 70, 93.
2a
.88. ds-2=du21+(ui+a2)du22, teine ruuivorm: —————du, du,.
‘ Vu? t-a

59. 4(0,0), B(a, 1), C(~a,1); AB=AC=§[V3_+II1(2+]/3—)], BC = 2a;
1

)/ 1 _— —
L A=——2— , £ B=/ C=arccos —; S=a‘2[ 5 (2—72) +In(1+]/2)] =2 0,74a2,
B
60. ds2=p? dw‘i -+ (a+b cos )2 du'~’2; S=4n2ab.

1
61. Punktis A: —, punktis B: 0 ja — ,» punktis C: 0 ja
- a

| 372a 3Y2a
64. Peasihid poolitavad parameetrijoonte vahelised nurgad; peakoverused:
a a
=, ky—— :
a’+u? a*u?
' a?— p2 b2 —. (2
65. (ia V-———-——, 0, *c V—-—————-), vrd. [6], 1k. 382
a? — 2 a?—c2 |
1 2y . ffr . 1 9
68. A= (. +_F )-_ ,hu Minimaalpinna puhul (142)" = 2f'f" = 2f’——-_—'-_f——
2f (14-F2)¥s f

(1+77)’ _ 2£ ehk lna?(1 4+ f?) = Inf? ehk [ = + V(é)z — 1 ehk

2 7

NOE

:sobiva valikuga saame soovitud tulemuse.

= &dx;; siit integreerimisega, xs-telje suuna ja alguspunkti
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i 70. Koverusjooned: u;=0=C,, up=_=C,, asiimptootjooned: wy=-4u;+C.
© 72, y=Cux, g_%=c2,
73. m1=3(1+uf+ug)du., w2=3(1+u21+u22)du2,
Wp=—W0g =2(1‘|‘”21 -}-ui ) V(g duy+-uy dus).
2

74. k1=—k2= .
3(l-i-u‘~’1 +u22)2

1
75. kg=-é-tan u;sin a; loksodroomi korral ¢g=a==const, T'y=0 kui meri-

1
diaani (suurringjoone) geodeetiline koverus, I‘2=a5tan u, kui paralleeli geodee-

tiline k&verus, kus R on sfdiri raadius (r=R cos u; on paralleeli raadius ning
1

— sin uy — paralleeli koverusvektori projektsioon puutujatasandil).

r

76. Arvestada, et k; on joome normaalkdverus projekteerival silindril, joone
ristprojektsioon aga on sel puhul normaalldige.

2”2 2u, 6P1 1
78, I'i=— , L= i Ol = : .
3(1+4-u? +ul)? 3(l+u‘:+u2)2 Oup 3(1+u’+u?)
ar’, 1 4 - .
O I'y= . . K=— (=Fkiky koeskolas harjutus-
duy 3(1+u21+u22) -9(1+u'~’-l+u22)4
iilesandega 74).
' 4
79. Kaldhelikoid a=z— D X= (u"l‘ cos u’;, u.’i‘ sin u;“,_ u";+au,";), konesoleva

poordhiiperboloidi korral tuleb vektorvorrandis (31.7) votta ¢(u)=wm, Y(m)=
= Vu21—a2. Nende pindade esimesed ruutvormid ldhevad iihtimisse parast tei-
sendust: u1=1/u*l2+a2, u2-=u°’2‘+arcta-n—l-. Poordhiiperboloidi saamiseks {ihe-
a
kordselt tuleb kaldhelikoidil votta osa, kus u;‘ e [0, 2m).
80. Kruvipind: x--—---(u’:= cos u7, u’: sin u, F (u"‘l‘)+au*2), péordpinna vorrandis

(31.7) votta @(w)=u), P(w)=f(w). Pérast teisendust uy=yul’+a?, wn=

~ aF’ (¢ .
=u’;+ f -—a;_—i-f—tlf- dt tekib esimeste ruutvormide {ihtimise noudest lihisat iidipi
[t}

diferentsiaalvorrand funktsiooni f(x,) méiiramiseks. Kruvipinnal piirduda osaga,
kus u"; e [0, 27).

81. Asiimptootjoone tunnus: ko=»#, seega k= |kg|. Koverusjooneks on geo-
deetiline joon parajasti siis, kui tefna peanormaalid moodustavad tasaniduva
pinna, see omadus on aga, nagu kerge ndidata, ainult tasandilistel joontel.

82. Kasutada valemeid (50.7) ja (50.8). :

83. Liouville'i pinna korral on eelmises harjutusiilesandes nédidatud siisteemil
olemas esimene integraal f(u;) sin?q@ — g(ug) cos®?p=a, millest asendamise teel
saadakse lihtne diferentsiaalvorrand.

84. Siin ds-2=u1(du,2l —]—dui) ja geodeetilised jooned madratakse vorrandiga

(ug-L-b)2=4a(u, — a), kus a ja b on suvalised konstandid.
85. Joone peanormaal iihtib konesoleva miéhispinna normaaliga, geodeeti-
line joon aga laheb painutamisel geodeetiliseks jooneks.
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87. Koerdinaadid ruumis £E3 voib valida nii, ek ¢ on poolus, kus u1=£;

U, 2
meridiaanidel (ue==const) on siis (53.2) pdhjal R-———j rdu1=r(—g———u1), seega
[

—

2

2n
n R n R 3 . R
U=——— ja s=rcos{——— duy=2snrsin— ., Sama tulemuseni voib
2 r 2 rJ r
jouda ka elementaargeomeetriliste kaalutlusiega.
L
‘2_ 2n
; . " R
88. Valemi (53.5) jargi S=r? f COS t) dulfdu2=2nr2(l——cos——); siit
Ei4 R Q : 7
7T F
saame Sy(r) kogupindalaks 4mr? (R=1mr).
89. Valemi (53.10) jargi
i F14
K3 B’ 2 _2
! {1 1 2
Ve=r? f cos? u; duy fcos Uy dily fdu-3=r3[—-u]+—sin 2u1] < = x
11 R n ‘ 0 2 4 2T T
FREE —a
H
K} 2n
X sin uy < U], -

90. Sisenurga o« tippu ldbivad kiilgsuurringjooned piiravad sfdériosa, mille
pindala subtub sfdiari kogupindalasse 4mr? nagu a:m, s.t. on 4ar2. Koigi sise-
nurkade puhul saadavate selliste sfddriosade pindalade summa on iihelt poolt
4arit-4pri4dyri=4r2(a+p+y), teiselt poolt aga 4mr?4-4S (sest kumbki kolm-
nurk lisandub veel kaks korda). _

91. Kui antud punktid mairatakse paaridega (a, —a) ja (b, —b) ning vaa-
deldava hulga punkt paariga (x, —x), kus kdik vektorid on pikkusega r, siis

x-a x-b
hulka médrava tingimuse saab (53.3) pohjal véljendada jargmiselt: ~——=—-—
r r

ehk (@ — b)-x=0, viimane vorrand aga mairabki sfdéri keskpunkii labiva hiiper-
tasandi normaalvektoriga a — b.
92. Niiteks S%(r} puhul vastab sirgele sfadri So(r) keskpunkti ldbiv tasand,

sellega ristuv diameeter aga madrabki soovitud punkti — antud sirge pooluse.

93, Tuleb votta iga antud sirget libiva tasandi poolus, nende hulk ongi
antud sirge polaarsirge. Sfdidri Ss(r) keskpunkti ldbiv 2-tasand ruumis E4, mis
méirab selle polaarsirge, on tdielikult ortogonaalne antud sirget méédrava 2-tasan-
diga, seega isokliinme sellega. Seetdttu antud sirge ja tema polaarsirge on paral-
leelsed Cliffordi jargi.

94. Oletame, et vajalik Cliffordi paralleel on olemas. Ristbaasi ruumis Es
saab valida nii, et antud sirge méiratakse vektorite e, ja e; rihiga, antud punkt
vektori k,=e, cos a-+e;sin a sihiga ja seda punkti l&biv sirge, mis 1dikab risti
antud sirget ja selle Cliffordi paralleeli, vektorite e, ja e; rihiga. Polaarsirge,
mille madrab vektorite es ja es riht, 16ikab art. 5 tulemuste pdhjal samuti risti
antud sirget ja paralleeli, kusjuures punkt, milles toimub teine l6ikumine, on
teatava vektori ks=e, cos B-}-e,sin B sihis. Et ki, ke-riht ja e, eo-riht on isokliinsed,
siis siisteem (5.5) on samasus % suhtes, seega

(Rie)) 2 (k1e2) 2= (ko) 2 (koey) 2 =cos? @,
(Rie,) (Roe)) + (Rie;) (Roes) =0,

95 Diferentsiaalgeomeetria 377




Esimesest tingimusest cos?a=cos?f==cos? ¢, teine on praegu samaselt rahulda-
tud. Seega B=4-a@; see tingimus méaidrab tdesti kaks Clitfordi paralleeli, sest
(5.5) annab sel korral samasused.

95. Lp(0) saab esitusest (56.2), vbdttes seal u3=0. Ringjoone keskpunkiiks

votame védrtusele u;=0 vasiava punkti. Seda ldbivatel hiiperboolsetel sirgetel,
u

1
kus u;=const, on (56.4) poShjal s=¢ J dw, ning kui ringjoone raadius on R, siis
0

2n
R R
8iit R=gu,, s, 1. ringjoonel u;=—=const. Ringjoone pikkus: s=g sh-EL['du2=
Q 0
R_R . . _— . S
=2nQsh——. Et sh—>—, kui R+0, siis LobatSevski geomeetrias on ringjoone

Q Q
pikkus suurem kui 2nR.
96. Reaksarendustest ([3], lk. 76):

_ PA
SinX=X ——-4—— —
3!+51
x2 ozt
cosx=1 - —fp—— —
2!+41

[ x x2
er—=l4—t—00r .,
+I! +2!+

xR {x % |

Jjéreldub, et smz=-sm (-—-—E-) = ——e(—-Q—-—l— 3 + s +) =
___.i pi _—%_. X X 3 ix'_lxi’Jx‘* _
---—E(e —e )__lShE’ cosTQ——cos(———Q—-)—l—,—szTM Q4+...—

1 —_— —— x
=.,2,.( P 4-e P)=ch—. Jddb ainult teha vajalikud asendused.
e
97. Valemite (57.7) ja (57.8) poolte jagamisel voib saada cota avaldise,
.analoogiliselt cot § avaldise ja jddb need korrutada ning arvestada seost (57.6).
Edasi tuleb kirjutada seos (57.7) sinp jaoks ja jagada selle pooled (57.8) pool-
tega. Voib kasutada ka hilperboolse koosinusteoreemi duaalset kuju (57.5).

b c
98. Et —I<<cosa={1 ja sh—sh—=>0, siis

e
c b c b ¢
—sh —sh —=Csh—sh—cos a << sh—sh—:
0 e e @ Q Y
C
muutes siin mirgid ja liites ch—ch —, saame
Q Q
b+c b—c¢
ch t = ch-i =ch—
Q T e Q

ning seega _
btc=c=b—rc.

99. Kirjutada hiiperboolne koosinusteoreem (57.2) ka cos B ja cosy puhul ja
wveenduda, et kui a=b==c, siis need avalduvad samuti nagu

a a a a a
ch?— —och— ch—(-ch-—-—]) ch —
Q Q () o Q
COS QL= = — )
a a a
sh? — ch? ——1 14ch—
0] Q Q



- -

a a

Jdédb veel ch— avaldada th2—- kaudu ja asendada. P
Nelinurga korral arvestada, et diagonaalid jagavad korrapédrase kolmnurgs

neljaks tdisnurkseks vordhaarseks kolmnurgaks hiipotenuusiga @ ja sisenurg

a a a :

5 seega cotz-—2--=ch-—. Jédb avaldada siit cos a.

@

100. Hajuvad sirged saab hiiperboolse lijkumisega viia sellisesse asendisse,
et ithe sirge kujutis on x_"l‘-teljel, ristloigu kunjutis on x;‘-teljel ja teise sirge kuju-
tis mididratakse vorrandiga x;‘=0=const<g. Valemist (58.7) saame sel korral

a o?
th? —=—=————_, Et th?2x on x>0 korral kasvav funkisioon, siis & miinimum

e Q—x -
saavutatakse siin viadrtusel x‘:‘= , s.t. ristsirgel. Kui .x’;‘z—>92-—~—02, siis

a
th2——1, s.t. a—o0.

0
103. Valemite (58.5) erikuju on jargmine:
s s T
1¥ = —_—— g = , x 4 s () e |
= ¢ @ tAxT+1 2 = ¢ e 'hxT+1 3 = ¢ o~ 'AxT+1

Iga sfddri saab pirast sobivat p66ret ruumis Lz(@) viia nende valemilega maa-
ratud teisendusega siddriks, mille kujutis Beltrami—Kleini mudelis on keskpunk-
tiga 0. Seega pdrast pobret saadud sfdédri esitab mudelis pind, mille vorrand
tekib, kui teha vajalikud asendused vorrandis x’l“’2+x:’2+x:""=r2<g2:

Do, : * *
Ax¥+e (hx*-+@)* (Ax*+0)*

Siit
Q2(x;'_‘”+2-xgx’l"+.?u2g2+x’;’+x’;“) s=r? (Mx’:”-j-zxg x’f+92)

ja pdrast vajalikke teisendusi
; 2 2
(x5+n)? : %2 ¥y

2 LY
a b b

='l’I

kus
- e'—r 2,202 i 2 r
e
_ r
Et siin A’<C1, —-<1, siis on Gesti tegemist lameda pGordellipsoidiga. Kones-
Q
oleva sfddri keskpunkti kujutiseks on selle pddrdellipsoidi sisepunkt (—Ag,0,0).
104. Sfdiri esimene ruutvorm (vrd. 36.17):
dx?=ds*=r2(d0,-+-cos? @; dul ).

Siin
2t 1'('9-}-“)
an —. e
PN o e (‘e+n) 2\ T2 ey
o= co =8in ) = = ,
T ety 4 COSTI=SITA By 1/ = 1-4-¢%v,
14tan? — e,+—)
9. 2
seega
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1 1
105. Siin p=—2-g, q=3(g—r), seega dr (o, x)==¢ In

(60.4) jirgi
- [

106. Siimmeetria jargi nel]a.s tipp on mudelis ringjoonte

Q+r
Q—r

2

X2 — 2cx4-0¥x?=¢? —@? ehk x(x— )= 92 . Seejuures t—a

rite (¢ —x, —x) ja (—x, ¢ — %) vahel, mistottu

Teiselt poolt

(x1—c)* 22 =

c2—p? ja xf+(x2—c)2mc2—q2 16ikepunkt, seega teatav punkt (x, x), nii et

on nurk vekto-

x{x—c) o?
€OS =—C05 (T — ) =— —_—,
(x—c)> %2  2R?
2
kus c—Re=r. Et samal ajal ¢ —Re=g? ehk (¢+R) (s —R)=g? ek c+R=",
2 2__,2
siis 2R=2 =2~ 5,
r r
20%?
cos o= .
: (@ —=r?)F
r Z +r
Jdidb eelmises lahenduses saadud seosest a=gln o avaldada e°® -——-,Q p ja
—_r . _
—= g—r k
£ P= , et leida
Q-+
pl—2 ("@"“ | @—r) 1 @t ——=n® %
S = "

Lihtne vbrdlus annab niiiid soovitud valemi (mida v&ib muide kontrollida ka

harjutusiilesande 97 teise seose jéargi,

a
kus o ossa tuleb praegu votta ry ja. B

4
0858 - ).
* R
107. Siit x2=r2 ja s=ct, kus ?=a?4A%?% a=rsin—, b=rcos—. Vasta-
r r
‘vatest arvutustest selgub, et
1 { s .8 As . As
kn=t-4—x= { Acos—, Asin—, Bcos—, Bsin—},
r? c r ¢ c €
A2 — 1)ab? 1 —A2)a2b .
‘kus A= ( ) , B= ( ) Skalaarruudu arvutamisega saame siit
f s s As AS
k avaldise. Edasi xb=n'+4ki= ( - 'sin~c—, Ccos—, —Dsin— D cos—) ,
' c € ¢
kar--eb M (kbr — ea) AZ—1
kus C=——"7— = , == =41. Skalaarruudu arvuta-

rc re |A2 — 1]
misel ja k& avaldise asendamisel saame siit ¥ avaldise.

108. Kui A=0, siis
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. . R . R
x=| rsin—cos{, rsin—sint{, rcos—, 0
r r r -

ning joon on xiXpxg-ruumis Ej kujutades endast sféddri 'x21+x22+x";=r2 16iget
« R a—at’ . . » . . R -
tasandiga x3 = rcos—. Lboikeringjoone raadius on rsin—, koverus seega
r r

] -1 .
'(rsin-——-) ning  kdverusvektori  projekisioon  sfddri  puuiujatasandil

-
(ron ) eosy
r sin — cos —.
r r
109. Siin x?=-—0?% edasine kordab ﬁle-%elmist lahendust viikeste modifikat-
sioonidega, niiteks a=gsh—, b=gch— korral b?—a*=¢’ edasi A=
0
1-+-A2) ab? 1--A2) a2h ' _ ' |
o (1 i , B=— U+ 2) . kus c2=a4A? jargnevall k=
Qce Q¢
=A%-— B? jne.

110. Kui A==0, siis |
R
xz(gsh—-—-cos t Qsh—R-sint, 0, gchi).
Q Q 0

Valemi (56.7) kohaselt

R
dz (%, Xo) —ech—
X, Xx
AL O . @ —ch—,
Q Q® e 0

seega .
dj; (x, JCQ) -——'R.
111. Kui koos joone punktiga x vaadelda koOnesoleva hiiperboolse sirge
punkti y kohavektoriga ' ' *
y=1(0, 0, gshr, gchr),
siis

dL (x1 y) xy
ch =

—— z—-ch-ﬁ— (shtsh'c—-ohtcht)=ch—R—ch(t——'c).
Q Q* Y Q

Fikseeritud # viidrtuse korral omandab see suurus minimaalse vdédrtuse parajasti
siis, kui t=*%, kusjuures konstantne miinimum R on siis ka kaugusel di{x,y);
seega vaadeldav joon on ekvidistani. Edasine toimub samuti nagu eelmistes lahen-
dustes. V5ib kasutada ka harjutusiilesannet 109, kui tdhistada selles Af=t* ehle
t—t*A~1, asendada ning vGtta seejdrel A —-oo. Sel puhul saame praegu vaadel-
.dava joone; tema koverus ja vddne saadakse 109 omadest piirvddriustena samas
protsessis A — co.

113. Siin x?=—02 Eelmise lahenduse eeskujul
dr(x, o R
ch —-—E—-(~—yl-=— ch i (sh u; sh v — ch u ch ) =—ch —ch (4, — T)
e e Q

omandab koos kaugusega di(x,y) minimaalse vaariuse =y, puhul, kusjuures
dr(x,y) minimaalseks véartuseks on konstant R. Vaadeldava pinna puhul

R
ds?=dx%==g? ( sh? — du? 4ch? i du? ) =duv? +dv?,

R R
kus v,=u; o sh—, vs=us0ch—. Nurk ¢, mille moodustab joon u;=f, to=Af
joonega u;=-const, midratakse seosesi

381



o? ch2-£ A dit du,g
Q

cos p= ‘ =
VQZ ﬁ( sh? _‘S_ di2-ch? 3_. A2 412 ) ]/ @2 ch? ——13- du?
e 0 e
' R
Ach— ’
0 _
— ==consf,
f '
Yor & ran K
Q Q

1
115. T : (2, 22, 23) l""g‘ [f (21, 25, 23) 4 (22, 23, 21) + (23, 21, 22) — [ (22, 21, 23) —
— (21, 25, 20) — [(25, 25 21) |5 Tia,8,=Jpa,1,1.
116. dim Sk=-ki!-n(n+1) voo (n+k—1), dimA"=’-§'—n(n— 1} ... (n—k+1).

117. Kumbki pole alamalgebra; kénesolev korrutami.ne viib sellest v.'a'ljal

120. Valemlst (537) gn:l, o= (u.l)z, 3= (u‘)zcoszu2, gij=0 (L‘-;E]),
Valemi1(71.12) jérgi . \
Pl =T =T — —=—1lcog g T2 —T2 —T2 —T2
I‘H—I‘m_ 13_1"123—0., 1‘22-— ul, 1"33-—- u! cos® u?; I‘“—I‘H—I‘B_I‘%—O,
| :
2 2 2 2. 3 e T8 — 78 T3 — 3 —_—
I‘m—ul, I‘33—-smu cos u?; I‘“—I’W—I‘SS—I‘W—O, Fl_a_--ul, I‘Za—— tan w2,

Siisteemil (71.10) on kuju

dz' — u! (2% du+-cos? u?- 23 dud) =0,

1
dz? + — (2' du+-2° du') t-sin u? cos u?-2° duP =0,
u

1
dz® + —- (2! dut+-2° du')— tan u?(2? dud4-2° du?) =0.
u

122, Tuletada valemeist (73.6) l&htudes Christoffeli siimbolite teisenemissea-
dus (72.7).

124. 2n%3  Tuleb arvutada integraal (53.10), kus R==rcosu; ja (53.6)

P ] d i : " > a E b ] * ] o .

128. Vaadelda seoseid (75.12) kuue lineaarvdrrandi siisteemina kuue tund-
matu Rijx; midramiseks, kontrollida, et siisteemi determinant on nullist erinev
ning et iilesandes niidatud avaldis rahuldab seda siisteemi.

130. Tiiendada lineaarvormide a, ..., ap siisteemi ruumi V* .tiieliku baa-
sinj, lisades sobivad ap+i, ..., @n, avaldada b; sellel baasil, asendada need
avaldised antud tingimusse ning arvestada seejirel viliskorrutiste ax A o=

=—a; A\ ar, 1<<hk<{l<{n, lineaarset {soltumatust.

131, Kui aifi A fi=(b:f1) A (c,-fJ')l- siis a¢j=b[ic-j]=—é- (bicj— bjc;); asen-
dus Pliickeri tingimusse annab samasuse. Vastupidi, kui kehtib see tingimus ja
nditeks a;o%0, siis antud a:;fi Af! on -asz-(alzf1+-a32f3+...+an2f“) ja apf*4-
“+a13f3+ ... Faiaf* viliskorrutis; analoogiliselt, }mi moni teine a;;5-0; kui aga

kaik ai;=0, siis lileks teguriks vdib votta 0.

182. a) do=2(u8—1)dul A du?® A\ dus; b) dm='u2u3 dul N dud4ulu® du? A dub,
¢) do=6y*dx A\ dy A\ dz; d) de=2(x>+y*)-1dx A dy. :
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4
133. V=? ar®. Lahenduskidiku vaata [3], k. 364.

I .
134. V=—2- n?4. Siin (60.1) ja (60.2) pdhjal w=2r"(u?4r?) =3 du; A\ dus A\ dus;
tuleb leida f i{ éj' ®, see on aga tehtav {ileminekuga sfddrkoordinaatidele R, 8 ja @

ruumis R3® ning piirprotsessi R —oo kasutamisega.

135 {F—e OF " 1 oF . 1 oF
. grad = 1€ € ’
& Lo ub aur T s i, cos u?t oud
d ' da®  0d(a?cos u?)
div = —_— ul 2al .l ,
(ul)2  ou! L el + u! cos u? [ out u? ]
e, esul  egul cos u?
1 .
rota= ) ; 0 9 d
(al)“cos u dul oud Aud
at @?u!  adul cos u?

136, A——— ° [-(“1)2 ° ]+ 1 J -(.cos w2 ')‘+
(u')? Out L oul (#)%cos u? ou? du?
1 & |
(#')2cos?u? O(u?)?

138. Niiteks kaardipiirkondade U, ja VT iihisosades iileminek esimese kaardi

koordinaatidelt teise kaardi koordinaatidele mdidratakse (59.2) analoogide ja
vorrandist x2l+x“'2-|-x‘; =r? jdrelduvate seostie x1=in2—v2l'—v§, Xo==Uy,

x3=u, pohjal jirgmiste 1opmatult diferentseeruvate funktsioonidega:

2, 2
2riug Uy 4-ug — r?
1= ——

Uz

u? 4-ul 42’ u? +-ul -t

Analoogiliselt tulevad iileminekud teiste kaardipaaride (Ug,, ¢g) ja (Vj_“-, $b¥) puhul.
a4
139. Vabalt vGetud kaldsirge korral a’=-—2—-—a ja b'=—bcola, seega
n
kaardipiirkondade {ihisosas, mis koosneb kahest tiikist: —-2—<v‘<0, —oo< b«

)4
(langevad kaldsirged) ja 0<v'<-§-, —oo<Zh<Coo (tousvad kaldsirged), on

dileminekuvalemeiks
T
V=——1l, ov¥=—v2cotvl

L) i - L] - avi’
Paremad pooled on diferentseeruvad funkisioonid, kusjuures det 397 =

v
—cot v! on esimesel tiikil negatiivne, teisel positiivne (vrd. Mébiuse lehe kasitlu-
sega art-s 83; mirgime, et sama v?¥ saab v'==a ja v’=>b ning v'=-u, vi=—b

L)/
korral, seega protsessis a—r? saab samale piistsirgele laheneda kahelt poolt,

1 ﬂ * n [} v ed
miststtu  konesoleva {ihisosa dirtel v‘=—2—— ja UI=—'§' toimub «vdindega»

.samastamine nagu Mdbiuse lehe puhul).

383




142, Siddri esitust (53.1)  kasutades leiame, et f(x)=r—x =

=r(l —cosu,cost;) ning et X=ow P seega
Ug

Xf=coT [ (1 — cos u cos 1) | = w@r cos u, sin uy=wx,.
Uy

143, Vahetades esituses (53.1) vektori x kahe viimase koordinaadi osad ja
tahistades parameetrid v, ja v, saame samuti nagu eelmises lahenduses, kus

niiid o=1, et Y= . Vahetades didrmiste koordinaatide osad ja kasutades

Uz

tédhistusi w; ja w,, saame Z= o Seejuures sama punkii x korral cos u; cosuy=
Wy

==C0S$ U COS U, COS U; $in Ug==8inv,, sin 4;=cos v, sin vy, seega u;=aresin (cos v X
‘ d

X sinwg), us==arccot (cotv,cosvy) ja siit Y=cosu, ~+tan u; sin u.

o,y Ous
Talitades analoogiliselt leiame, et Z=—=—sinu, " J-tan u, cos ug ” Niiiid
XY = ( COS Uy - tan u, sin us 9 ) = —sin # 9 + cos u2-—2— +
Jug i ng Oty ‘ Ouy Oug
-+ tanu; cos i ” + tan u; sin iy R YX = ( COS Uy ” 4 tan u; X

2

0 G, 0? a?
Xsin 4y ) =C08 Uy ———--tan 4, 8in U 3 scega [XV]=XY—YX=Z.

3
duy | Ous Ous Oty ug
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