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EessOona

Matemaatika proseminari iilesandeks on keskkoolis omandatud elemen-
taarmatemaatika olulisemate teemade kordamine, sellealaste teadmiste siiven-
damine ning vastava sisuga iilesannete lahendamisoskuse viimistlemine.

Kéesolev oppevahend sisaldab lithikokkuvotte vajalikkust teoreetilisest ma-
terjalist (modisted, seosed, valemid) koos néitetilesannete ja kontrollkiisimuste-
ga. Niiteiilesanded on valitud nii, et nad stivendaksid koolis opitut ja oleksid
aluseks korgema kooli matemaatiliste distsipliinide paremale omandamisele.

Viljaanne ,Aritmeetika ja algebra“ holmab matemaatika proseminariks moel-
dud materjalist esimese osa ning kisitleb tehteid arvude ja algebraliste avaldis-
tega, suhte ja vorde ning protsentarvutuse pohimaisteid, vorrandite ja vorra-
tuste lahendusmeetodeid.

Oppevahendi peatiikid I-IV koostas E. Abel, V peatiiki - E. Jogi, VI peatiiki —
E. Mitt.

Koostajad






Peatiikk 1

Taisarvud

§ 1. Naturaalarvud

1. Naturaalarvude hulk Ny. Arvu moiste on matemaatikas iiks algmoisteid,
mida ei defineerita mingite teiste moistete kaudu. Koéige lihtsamateks arvu-
deks on naturaalarvud, mis tekkisid aastatuhandete véltel vajadusest loendada
meid timbritsevaid esemeid. Naturaalarvudeks on arvud 1,2, 3, .... Kaasaja ma-
temaatikas eksisteerib paralleelselt kaks erinevat kdsitlust, millest iihes arv 0
loetakse naturaalarvude hulka kuuluvaks, teises aga mitte. Naturaalarvude hulk
on lopmatu ja selle hulga stimboliks on tavaliselt N. Edaspidi loeme ka arvu 0
naturaalarvuks ja tdhistame vastavat hulka tdhega Nj.

2. Liitmine jakorrutamine. Oeldakse, et naturaalarvude hulk Ny on kinnine
liitmise ja korrutamise suhtes, s.t. iga kahe naturaalarvu a ja b summa a + b
ning korrutis a- b on alati naturaalarv.

Kahe naturaalarvu a ja b summaks on arv a+ b, mis saadakse, kui naturaal-
arvude jadas arvust a arvu b vorra edasi loendada.

Kahe naturaalarvu a ja b korrutiseks a - b nimetatakse summat, milles arv b
esineb a korda liidetavana, s.t.

a-b=b+b+---+b.
—_—

a liidetavat

Mainitud tehetel on jirgmised omadused:
1. kommutatiivsusa+b=b+a,a-b=>b-a;
2. assotsiatiivsus (a+b)+c=a+ (b+c), (a-b)-c=a-(b-c);

3. distributiivsus a-(b+c¢c)=a-b+a-c.
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Seejures mistahes naturaalarvu a korral:
a+0=0+a=a, a-0=0-a=0.

Vordsete tegurite korrutise a-a-...-aleidmist a-a-...- a leidmist nimeta-
——
n tegurit
takse arvu a astendamiseks astendajaga n. Koneldakse ka astmest a". Kuin =1,
siis defineeritakse a' = a. Kui n = 0, siis a° korral loetakse a° = 1. Siimbol 0° aga
ei oma mingit tdhendust.

3. Lahutamine. Lahutamine on liitmise p66rdtehe. Lahutada arvust a arv b,
tdhendab leida selline arv x, et b+ x = a. Leitud arvu x nimetatakse arvude a ja
b vaheks ning tdhistatakse x = a — b. Naturaalarvude hulgas ei ole lahutamine
alati teostatav. Nditena voiks tuua vahed 4 -5 ja 20 — 100, mis ei kuulu hulka Nj.

4. Jagamine. Jagamine on korrutamise péordtehe. Jagada arvu a arvuga b
(b # 0) tdhendab leida selline arv x, et a = b- x. Arvu x nimetatakse arvude a
ja b jagatiseks ja tahistatakse x = a : b. Oeldakse ka, et arv a on arvu b kordne
ehk arv a jagub arvuga b. Arvu b nimetatakse arvu a jagajaks ehk teguriks. Ka
jagamine ei ole alati teostatav naturaalarvude hulgal Nj. Nditeks jagatised 3 : 2
ja 5: 7 ei kuulu naturaalarvude hulka. Jagatised 3:3 =1 ja 30: 10 = 3 on aga
naturaalarvulised. Jagamine arvuga 0 pole defineeritud.

5. Alg- ja kordarvud. Uhest suuremat naturaalarvu nimetatakse algarvuks,
kui tal on parajasti kaks erinevat jagajat, s.t. arv jagub vaid iseendaga ja arvuga
1. Algarvudeks on arvud 2,3,5,7,11,13,17,.... Juba Eukleides (3. sajand e.m.a.)
tOestas, et algarvude hulk on I6pmatu. Ténini pole aga suudetud leida seadus-
pdrasust, mille kohaselt paiknevad algarvud naturaalarvude jadas 1,2,3,4,5,....

Uhtest suuremat naturaalarvu, mis ei ole algarv, nimetatakse kordarvuks.
Sellisteks on niiteks arvud 4, 75,204, 1035, ....

Arv 1 eiole ei alg- ega kordarv.

6. Aritmeetika pohiteoreem. On tGene jargmine lause (aritmeetika pohiteo-
reem).

Iga kordarv on iihesel viisil esitatav algarvude korrutisena.

Arvu esitamist algarvuliste tegurite korrutisena nimetatakse arvu algteguri-
teks lahutamiseks.

Nditeks arvude 96, 525 ja 1982 lahutamine algteguriteks toimub jargmise
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uldise skeemi kohaselt:

9% | 2

48 | 2 525 | 3

24 |2 175 | 5 1982 | 2

12 |2 355 991 | 991
6|2 717 1

33 1 1982 =2-991
1 525=3-.5%.7

96=2°.3

7. Arvude suurim iihistegur. Antud arvude iihisteguriks nimetatakse iga na-
turaalarvu, mis osutub koigi antud arvude teguriks. Leides arvudele 45 ja 60
vastavad tegurite hulgad, saadakse:

Ay =1{1;3;5;9;15;45},

Ago = {1;2;3;4;5;6;10;12; 15;20; 30;60}.
Seega arvude 45 ja 60 iihisteguriteks on 1; 3;5; 15. Kui antud arvudele a ja b vas-
tavad tegurite hulgad A, ja A, on leitud, siis tihistegurite hulk on T = A; N Ap,.
Suurimat arvu tihistegurite hulgas nimetatakse antud arvude suurimaks iihis-

teguriks. Toodud néiites arvude 45 ja 60 suurimaks iihisteguriks on arv 15. Selle
asjaolu méarkimiseks voib kasutada tdhistust:

SUT(45,60) =15 vdi S(45;60) = 15.

Arve, mille suurimaks tihisteguriks on arv 1, nimetatakse iihistegurita arvu-
deks. Niiteks arvud 16 ja 25 on iihistegurita, sest SUT(16;25) = 1.

Arvude suurima tihisteguri leidmiseks lahutatakse koik need arvud algtegu-
riteks. Suurim tihistegur vordub antud arvude koigi iihiste algtegurite korruti-
sega.

Niide. Leida SUT(126;540;630).

Lahendus. Lahutame arvud algtegureiks

540 | 2
126 | 2 270 | 2 g‘i’g g
63 |3 135 |3 105 | 3
21 |3 45 | 3 35 | 5
77 153 .
1 , 5[5 1
126=2-3°-7 54(1):22.33'5 630=2.32.5.7

Ulaltoodud votte kohaselt SUT(126;540;630) = 2-3%-7 = 18.
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Vastus. SUT(126;540;630) = 18.

Kui naturaalarvude a ja b korral SUT(a; b) = d # 1, siis leiduvad sellised na-
turaalarvud kjal,eta=k-djab=1-d.

8. Arvude vidhim iihiskordne. Antud arvude iihiskordseks nimetatakse iga
naturaalarvu, mille jagajaks e. teguriks on iga antud arv. Nditeks arvude 8 ja 16
tihiskordseiks on arvud 16,32,48,64 jne. Arvude 35 ja 15 iihiskordseiks on aga
105,210,420 jne. Vdhimat arvu tihiskordsete hulgas nimetatakse antud arvude
vidhimaks tihiskordseks.

Naéiteks arvude 8 ja 16 vdhimaks tihiskordseks on arv 16, mille méarkimiseks
kasutatakse kirjutist:

VUK(8;16) =16 voi V(8;16) = 16.

Arvude 35 ja 15 korral aga VUK(35; 15) = 105.

Arvude vdhima tihiskordse leidmiseks lahutatakse koik need arvud algte-
gureiks ja kirjutatakse vilja koik esimese arvu algtegurid, millele lisatakse teise
arvu need algtegurid, mis esimeses arvu algtegureiks lahutuses puuduvad, siis
kolmanda arvu need algtegurid, mis puuduvad esimeses ja teises arvu algtegu-
rite lahutuses jne. Vdahim iihiskordne vordub koigi nii véljakirjutatud algteguri-
te korrutisega.

Niide 1. Leida VUK(270;300;315).

Lahendus. Lahutame arvud algteguriteks.

270 | 2 300 | 2
135 | 3 150 | 2 ‘;’(1)2 2
45 |3 753 )
15| 3 255 i
55 55
1
1 1 .
315=3%2.5.7

270=2-3>.5 300=2°.3.5°
Ulaltoodud eeskirja kohaselt VUK (270;300;315) = 2-3% - 52 -7 = 18900.
Vastus. VUK(270;300;315) = 18900.

Kahe arvu a ja b vdhima iihiskordse leidmisel esineb parajasti iiks jargne-
vast kolmest voimalusest:

1) Kuiarvud aja b on tihistegurita, siis VUK(a; b) = a- b,
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2) Kui iiks arvudest a ja b on teise kordne, niiteks b = k- a, siis VUK(a; b) = b,
3) KuiSUT(a;b)=d #1,st.a=k-djab=1-d, siisVUK(a;b) = k-1-d.
Mistahes naturaalarvude a ja b korral kehtib vordus:
a-b=SUT(a;b)-VUK(a; b).
Niide 2. Leida arvude 72 ja 96 suurim iihistegur ja vdhim tihiskordne.

Lahendus. Lahutame arvud 72 ja 96 algteguriteks.

96 | 2
72| 2

48 | 2
36 |2

2412
18 | 2

12 ]2
913
303 6|2
1 313

1
72=23.37 — 5

96=2"-3

Siis SUT(72;96) =2-2-2-3 =8-3 = 24 ja VUK(72;96) = 2%.32.22 =72 .4 =
288. Niiiid pole raske kontrollida ka vorduse 72 -96 = SUT(72;96) - VUK(72;96)
kehtivust.

Vastus. SUT(72;96) = 24; VUK(72;96) = 288.

Niide 3. Esimene laev jouab tagasi sadamasse A iga 8 pdeva jdrel, teine laev
10 pédeva jdrel ja kolmas 15 pédeva jdrel. Missuguse koige liihema aja m66dudes
kohtuvad sadamas A esimene ja teine laev, esimene ja kolmas laev, koik 3 laeva,
kui laevad lahkusid sadamast iitheaegselt?

Lahendus. Esimese ja teise laeva kohtumiseks kuluva pdevade arv peab olema
nii arvu 8 kui ka 10 kordne. Liihim aeg on siis V' (8;10) = 40 pdeva. Esimese ja
kolmanda laeva kohtumiseks kulub vdhemalt V' (8;15) = 120 pdeva. Koik kolm
laeva kohtuvad V' (8;10;15) = 120 pdeva pérast.

Vastus. Esimene jateine laevkohtuvad 40 pdeva; esimene ja kolmas - 120 pdeva
ja koik kolm laeva ka 120 pdeva pérast.

Niide 4. Ounamiiiijal oli miiiigiks pakutavaid dunu vihem kui 500. Kui miiiija
piitidis ounu letile asetada kahekaupa, jdi iiks oun iile. Siis paigutus ta Gunad
letile kolmekaupa ja jille jdi iiks iile. Paigutades dunu neli, viis kui ka kuuekau-
pa, osutus, et ikka iiks dun jadb iile. Kuid seitsmekaupa 6nnestus dunad 16puks
letile paigutada. Kui palju 6unu oli miiiigiks?
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Lahendus. Olgu otsitav dunte arv NV < 500. Vastavalt tilesande tingimustele v0i-
me Oelda, et arv N jagub arvuga 7 ning arv N — 1 jagub arvudega 2, 3, 4, 5 ja 6.
Jérelikult

(N -1):VUK(2;3;4;5;6).

Et VUK(2;3;4;5;6) = 60, siis otsitav arv N on arvust 500 viiksem arvuga 7 jaguv
arv, mis on iihe vorra suurem teatavast arvust 60 kordset. Liites koigile {ilesande
tingimusi rahuldavatele arvu 60 kordsetele (60;120;180;240;300;360;420;480)
juurde arvu 1, saame, et ainuke 7-ga jaguv arv on 301.

Vastus. Miitigiks pakuti 301 duna.

9. Arvustandardkuju. Arvude tdhistamiseks vajatakse numbrimaérke ja neist
arvude moodustamise siisteeme. Naturaalarvude iileskirjutamiseks kasutatak-
se nn positsioonilist arvusiisteemi, mille aluseks on tavaliselt arv 10. Kasutatak-
se kiimmet numbrimadrki 0,1,2,...,9, kusjuures iga numbri vdartus soltub te-
ma asendist (positsioonist) arvu tdhises. Positsioonilises arvusiisteemis on arve
voimalik iiles kirjutada silisteemi aluse astmete abil. Nii nditeks 4256 tdhendab
kiimnendiisiisteemis arvu:

4-103+2-10°+5-10' +6-10°.

Mistahes n-kohalise kiimnendsiisteemi naturaalarvu m, mille tihesliste numb-
rit tdhistagu a;, kiimneliste numbrit ay, sajaste numbrit as jne., iileskirjutus
kiimne astmete kaupa (arvu standardkuju) on jargmine:

M=Qnay_1...a30201 = an- 10" 1+ a,_; - 10" 2 +

+...4a3-10°+ap-10' + ay - 10°.

Kaasaegsetes arvutites kasutatakse laialdaselt kahend-, kaheksand- ja kuue-
teistkimnendsiisteemi.

§ 2. Taisarvud

1. Taisarvude hulk Z. Naturaalarvude hulk Ny ei ole kinnine lahutamise suh-
tes. Koneldakse naturaalarvude hulga Ny laiendamisest, kui lisatakse hulga Ny
elementidele uusi arve nii, et saadud hulk oleks kinnine liitmise, korrutamise ja
lahutamise suhtes ning samal ajal sdiliksid koik naturaalarvude hulgal definee-
ritud tehete omadused.

Naturaalarvu vastandarvuks —a nimetatakse arvu, mille summa antud ar-
vuga a on vordne nulliga. Seega:

a+(—a)=0.
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Hulka, mis koosneb naturaalarvudest 1,2, 3, ..., nende vastandarvudest —1,—2, -3, ...
ning arvust 0, nimetatakse tdisarvude hulgaksja tdhistatakse stimboliga Z. Hulk
Z on kinnine kolme tehte — liitmise, korrutamise ja lahutamise suhtes.

On tdene jargmine lause.

Iga tdisarv on esitatav kahe naturaalarvu vahena.

Mairgime siiski, et selline esitus ei ole iihene. Toepoolest, arvu —7 voib esi-
tada nditeks vahedena:

-7=7-14, -7=14-21, -7=53-60 jne.

Naturaalarve 1,2, 3,... nimetatakse positiivseteks tédisarvudeks, nende vastandar-
ve —1,—-2,-3,... aga negatiivseteks tdisarvudeks.

2. Taisarvude jaguvus. Oeldakse, et tdisarv a jagub tdisarvuga b, kui leidub
selline tdisarv c, et a = b- c, ja kirjutatakse a : b. Kirjutis m/ n tihendab, et arv
m ei jagu arvuga n.

Tdisarvude jaguvusel on jargmised iilaltoodud definitsioonist lihtsalt jarel-
duvad omadused:

1. Kuia:a,siisa:ligaac Zkorral.

2. 0:a,a#0.

3. Kuiaibjabic,siisa:c.

4. Kuia:bjab:a,siisa=bvdia=-b.

5. Kui a: b, siis (a-c) i biga c € Z korral.

6. Kuia:bjacid,siis(x-a+y-b)ic,igax,ye Zkorral.
7. Kuiaibjab=c-d,siisaicjaaid.

8. Kuia:bjacib,siiska(a+c)/b.

Mitmesuguste iilesannete lahendamisel on tihti vaja otsustada, kas mingi
arv voOi avaldis jagub antud arvuga. Lahendamist holbustavad arvude jaguvuse
omadused, mida tuntakse arvude jaguvustunnuste nime all.

Vaatame nditena, kuidas on voimalik tuletada jaguvustunnust arvuga 2. Ol-
gu antud n-kohaline naturaalarv standardkujul m = a,, - 10" ' +a,_1-10" 2% +
.t a3-10°+ ap - 10" + a; - 10°. Arv 10 ja tema suvaline aste 10% (k € N) ja-
gub arvuga 2. Jaguvuse kuuenda omaduse pohjal voime siis delda, et avaldis
ay- 10%1 + Aj_1- 10524+ ..+ as-10° + ay - 10* jagub arvuga 2. Jarelikult arvu
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m jaguvus arvuga 2 soltub arvu m tiheliste numbrist. Jarelikult jagub tdisarv
arvuga 2 parajasti siis, kui ta lopeb tthega numbritest 0,2,4,6 voi 8.

Tdisarve, mis jaguvad arvuga 2, nimetatakse paarisarvudeks. 1ga paarisarv
on esitatav kujul 2 - k, kus k € Z. Tdisarve, mis ei jagu arvuga 2, nimetatakse
paarituteks arvudeks. Suvalise paaritu arvu voib esitada kujul 2k + 1, kus k € Z.

Usna lihtsalt on tuletatav ka jaguvustunnus niiteks arvuga 3 (voi ka arvuga
9).

Esitame standardkujul antud rn-kohalise naturaalarvu m kujul

m=a,-10" ' +a,1-10"% 4+ +a3-10°+a,-10' + a; =
=a,10" ' =) +a,110" 2= 1) +a3(10° - 1) + a, (10 - 1) +
+a1+a+az+---+ap—1+ ay.

Kergelt on kontrollitav, et iga vahe 10 -1, kus k = 1,2,3,..., jagub arvuga
3 (ka arvuga 9). Seega antud arv m jagub arvuga 3 (arvuga 9) parajasti siis, kui
arvu koikide numbrite summa (ristsumma) ay + a, + az +--- + a,—1 + a, jagub
arvuga 3 (vastavalt arvuga 9).

Analoogiliselt on tuletatavad ka jaguvustunnused suvalise naturaalarvuga.
Piirdume siinkohal vaid arvudega 4, 5, 8, 10, 25 ja 100 jaguvustunnuste sonas-
tusega.

1. Arvjagub 4-ga parajasti siis, kui arvu kahest viimasest numbrist moodus-
tatud arv jagub 4-ga.

2. Arvjagub 5-ga parajasti siis, kui ta 16peb numbriga 5 v6i 0.

3. Arv jagub 8-ga parajasti siis, kui arvu kolmest viimasest numbrist moo-
dustatud arv jagub 8-ga.

4. Arvjagub 10-ga parajasti siis, kui ta l6peb numbriga 0.

5. Arvjagub 25-ga parajasti siis, kui arvu kaks viimast numbrit on nullid voi
moodustavad iihe arudest 25,50 v6i 75.

6. Arvjagub 100-ga parajasti siis, kui ta 16peb kahe nulliga.

Eraldi rithma moodustavad jaguvustunnused arvudega 7,11 ja 13 (vt. néi-
teks Kowal, S. Meelelahutusest teadmiseni. Tln., Valgus, 1979, lk. 205-211).

Mis puutub jaguvustunnustesse iilejadnud algarvudega, siis praktiliselt osu-
tub lihtsamaks jagamise teel (kui see on voimalik) kindlaks teha jaguvuse kiisi-
mus, kui kasutada vastavaid jaguvustunnuseid.

Siiski voimaldab jaguvustunnuste ja arvude omaduste teadmine lihtsustada
monede iilesannete lahenduskdiku.
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Naide. Kas arvud 73128 ja 573 jaguvad arvuga 24?

Lahendus. Arvuga 24 jaguvad need arvud, mis on samaaegselt nii arvu 3 kui ka
arvu 8 kordseid. Arvude 73128 ja 573 ristsummad on vastavalt 21 ja 15. Seega
molemad arvud jaguvad arvuga 3. Kontrollime jaguvust arvuga 8. Arvu 73128
kolmest viimasest numbrist moodustatud arv on 128 ning 128 : 8. Jarelikult arv
73128 jagub arvuga 24. Arv 573 on aga paaritu arv, seega ta ei jagu arvuga 8 = 23
ega jarelikult ka arvuga 24.

Vastus. Arv 73128 jagub arvuga 24, 53 aga mitte.

Niaide. Milline number tuleks kirjutada 15-kohalises arvus 555...55% tiheliste
kohale, et saadud arv jaguks arvuga 6.

Lahendus. Kuna arvuga 6 jaguvad arvud, mis on samaaegselt nii arvu 2 kui ka 3
kordsed, peab otsitav arv olema paarisarv, mille ristsumma jagub 3-ga. Et vaa-
deldava arvu ristsumma saamiseks tuleks arvule 14-5 = 70 lisada sobiv {iheliste
number arvude 0, 2, 4, 6 v0i 8 seast, peab otsitavas arvus iiheliste kohale kirju-
tada numbrid 2 voi 8.

Vastus. Arvuga 6 jaguvad 15-kohalised arvud 555...52 ja 555...58.

3. Jddgiga jagamine. Tdisarvude hulgal ei ole jagamine alati teostatav. See-
pdrast voetakse kasutusele nn. jécdigiga jagamise moiste.

On toene jargmine lause.

Mis tahes tédisarvude a ja b > 0 korral leidub parajasti tiks tdisarvude paar g
ja r nii, et

1) 0<sr<b;

a r
2) a=q-b+r,ehk —=c+—.
) a=q-b+r,e b c+b

Oeldakse, et arv a on jagatud arvuga b jaégiga r.

Arvu a nimetatakse jagatavaks, arvu b — jagajaks, arvu q — mittetdielikuks
jagatiseks ja arvu r — jédgiks.

Tingimustest|1)|ja [2)| jareldub, et tdisarvude a ja b jagamisel tekkinud jadk
r on iiks arvudest 0,1,2,...,b—1, ning et tdisarv a jagub tdisarvuga b parajasti
siis, kui jadk r = 0.

Nidide. Leia mittetdielikud jagatised ja jadgid, mis tekivad arvude 37 ja —49 ja-
gamisel arvuga 11.
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Lahendus.

37:11=3 (jadk 4) ehk 37=3-11+4,
—49:11=-5(jadk6) ehk —-49=-5-11+6.

Mirkus. Negatiivsete arvude jagamisel eksitakse tihti jidgi mdédramisel tingi-
muse Vastu. Kirjutatakse nditeks, et —49 = (—4) - 11 —5. Kuigi vordus kehtib, ei
vasta see jddgiga jagamise esimesele noudele, sest siin r = =5 < 0.

Kontrollkiisimused

10.

11.

12.

13.

. Millised arvud kuuluvad hulka Ny?
. Millised tehted on alati sooritatavad naturaalarvude hulgal Ny?

. Kas naturaalarvude hulk Ny on 16plik v6i lopmatu?

Kas naturaalarvude hulgas Ny leidub suurimat elementi? Vdhimat ele-
menti?

Sonastada liitmise tehte omadused.

Kuidas muutub summa, kui a) tiht liidetavat suurendada 6 vorra; b) tiht
lildetavat suurendada 9 vorra, aga teist vihendada 5 vorra; c) tiht liideta-
vat suurendada 9 vorra, teist aga vdhendada 5 vorra?

Kuidas on defineeritud lahutamine?

. Kas lahutamine on alati teostatav naturaalarvude hulgal Ny?

. Arvust a lahutati arv b. Kuidas nimetatakse teostatud tehte komponente

ja resultaati?

Kuidas muutub vahe, kui a) vdhendatavat suurendada 7 vorra, aga vihen-
dajat suurendada 5 vorra; b) vihendatavat suurendada 8 vorra, vihenda-
jat vdhendada 4 vorra; c) vdhendatavat vdahendada 3 vorra, vdhendajat
suurendada 6 vorra?

Mida tdhendab arvu a korrutamine arvuga b?
Kas korrutamine on alati teostatav naturaalarvude hulgal Ny?

Sonastada korrutamise tehte omadused.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Kuidas muutub korrutis, kui a) iiht tegurit suurendada 4 korda; b) iiht
tegurit suurendada 5 korda, teist aga vdhendada 5 korda?

Millistel juhtudel on kahe naturaalarvu korrutis vordne iihega tegureist;
kummagi teguriga?

Kuidas on defineeritud korrutamine arvuga jagamine?
Kas jagamine on alati teostatav naturaalarvude hulgal Ny?

Kuidas muutub jagatis, kui jagatavat suurendada 12 korda, aga jagajat va-
hendada 2 korda?

Millistel juhtudel on kahe antud naturaalarvu jagatis vordne iihega antud
arvudest; kummagi arvuga?

Jagatavat suurendati 2 korda. Kuidas muuta jagajat, et jagatis viheneks 3
korda?

Milliseid arve nimetatakse algarvudeks, milliseid kordarvudeks?

Kas arvud —10; —7; —3; 0; 1; 3; 11; 14 on alg- voi kordarvud?

Sonastage aritmeetika pohiteoreem.

Millal 6eldakse, et arv a jagub arvuga b?

Mida nimetatakse arvu ristsummaks?

Sonastage jaguvustunnused arvudega 2, 3, 4, 5, 8, 9, 10, 25 ja 100.
Missugused arvud jaguvad arvuga 6, missugused arvuga 14?
Missugustel tingimustel kahe arvu summa kindlasti jagu-ub arvuga m?

Missugustel tingimustel kahe arvu summa kindlasti ei jagu antud arvuga
m?

Millal korrutis kindlasti jagub algarvuga?

Millal korrutis kindlasti jagub kordarvuga?

Millal kahe vahe kindlasti jagub antud arvuga m?
Milliseid arve nimetatakse antud arvu tegureiks?

Milliseid arve nimetatakse antud arvude iihistegureiks?
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

PEATUKK 1. TAISARVUD

Millist arvu nimetatakse antud arvude suurimaks iihis- teguriks ja kuidas
ta leitakse?

Milliseid arve nimetatakse tihistegurita arvudeks?
Milliseid arve nimetatakse antud arvude kordseiks?
Milliseid arve nimetatakse antud arvude tihiskordseiks?

Millist arvu nimetatakse antud arvude vdhimaks iihiskord-seks ja kuidas
ta leitakse?

3
Millised arvudest —10; 7; Z; 0,75; —1,01; 2; 200; —1237; 0 on naturaalarvud,

millised tdisarvud?
Milline on tdisarvude hulga suurim (vdhim) element?

Milliste tehete suhtes on kinnine naturaalarvude hulk Ny, tdisarvude hulk
Z2?

Kuidas on voimalik esitada iga tdisarv naturaalarvude abil?
Milliseid tdisarve nimetatakse paarisarvudeks; paarituteks arvudeks?
Milliseid arve on rohkem, kas paaris- voi paarituid?

Kuidas defineeritakse naturaalarvu a aste a”, kui n > 1; kui n = 1 ja kui
n=0?

Millist arvu nimetatakse naturaalarvu vastandarvuks?

Kas naturaalarve vastandarvud on naturaalarvud?

Kas igal tdisarvul on vastandarv?

Nimetage arvude 1,5,100,0, -3, —75 vastandarvud, kui voimalik.
Mitmekohalisi arve kujutavad jairgmised esitused:

1) 4-10°+3-10*+2-103+7-10°+3-10" +5-10°%;
2) 2:103+4-10%
3) 9-103+9-102

Esitage arvud 752; 10200; 5432 ja xyz standardkujul.

Andke (m + 1)-kohalise naturaalarvu iileskirjutus 10 astmete kaudu.
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54. Kas voib tdisarvu a jagamisel arvuga 13 tekkida jadk, mis on vordne tihega
arvudest 0;1;-3;-13;7;12;13;20?

55. Kas voib 6elda, milline jddk tekib tdisarvude a ja b summa a + b (korrutis
ab) jagamisel arvuga m, kui on teada, et a ja b jagamisel arvuga m tekki-
nud jadgid on vastavalt ry ja r?
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Peatiikk I1

Murdarvud

§ 3. Harilikud murrud

1. Hariliku murru méiste. Kahe naturaalarvu a ja b # 0 jagamine on teosta-
tav vaid siis, kui arv a on arvu b kordne. Vastasel juhul ei ole jagatis b naturaal-
arvuline. Et saada uue naturaalarve sisaldav arvude hulk, mis sdilitaks hulgal
Np defineeritud tehted ning oleks samal ajal ka kinnine jagamise suhtes, laien-
datakse hulka Ny uute arvudega — harilike murdudega. Harilikuks murruks ni-
metatakse kahe (nullist erineva) naturaalarvu jagatist a : b ja tdhistatakse stim-

a . . ;
boliga 7 Arvu a nimetatakse murru lugejaks, arvu b — murru nimetajaks.

Murdu, mille lugeja on védiksem nimetajast (a < b), nimetatakse lihtmur-

1
ruks. Naiteks murrud —;— —1037 Liigmurruks nimetatakse murdu, mille lugeja
3 5103 4
ei ole viiksem nimetajast (a = b). Nditeks murrud 5 § T

Iga naturaalarv a # 0 on esitatav liigmurruna T

a, ¢
2. Murrupohiomadus. Kahte harilikku murdu i ja 3 nimetatakse vordseiks,

kui a-d = b- c. Murdude vordsuse tingimusest tuleneb murru pohiomadus. Kui
murru lugejat ja nimetajat korrutada voi jagada iihe ja sama (nullist erineva)
naturaalarvuga, siis murru védrtus ei muutu, s.t.

kui naturaalarv k # 0.
Pohiomaduse tdestus pohineb murdude vordsuse tingimusel a - (k- b) =
(k-a).

19
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Murru lugeja ja nimetaja korrutamist iihe ja sama arvuga nimetatakse mur-
ru laiendamiseks, jagamist aga murru taandamiseks. Murdu, mille lugeja ja ni-

metaja on iihistegurita arvud, nimetatakse taandumatuks murruks. Nditeks on
27107 5 . e . .

taandumatud murrud g; = ; ES ; T Kui aga murru lugejal ja nimetajal leidub
a

tihiseid tegureid, koneldakse taanduvast murrust. Taanduva murru — taanda-
m

mine loetakse lopetatuks, kui on leitud selline taandumatu murd —, mis on
n

~ . a
vordne esialgse taanduva murruga 7

420
1800

Lahendus. Esimene vote — jarjestikune taandamine. Taandatakse murdu mi-
tu korda jérjest lugeja ja nimetaja iihiste teguritega, kuni joutakse taandumatu

Niaide. Taandada murd

murruni. Antud murru 1800 puhul voib nditeks taandada jérjest lugeja ja ni-

metaja tihiste teguritega 10, 2 ja 3, s.t.

420 42 21 7

1800 180 90 30°
Ratsionaalsemaks osutub tdieliku taandamise vote, mille puhul taandatakse
murru lugeja ja nimetaja suurima {ihisteguriga. Kuna antud niites 420 = 22
3-5-7ja 1800 = 23 -3%. 5%, siis SUT(420;1800) = 23 -5 = 60. Taandades niiiid

7
0 arvuga 60, jouame taandumatu murruni 30"

murdu

3. Uhe- jaerinimelised murrud. Murde, mille nimetajad on vordsed, nime-

251, 3
tatakse iihe- ehk samanimelisteks murdudeks. Néiteks —, — ja —. Vastasel kor-

ral koneldakse erinimelistest murdudest. Nditeks —, — ja —. Kasutades murru

pohiomadust voib ka erinimelisi murde teisendada iihenimelisteks, laiendades
murde sobiva teguriga nii, et tihiseks nimetajaks oleks ldhtemurdude nimeta-
jate vihim tihiskordne.

Kahe murru vihima iihiskordse leidmisel esineb kolm juhtumit, siis ka ka-

a, c
he taandumatu erinimelise murru i ja 3 (b # d) teisendamisel iihenimeliseks

voib vaadelda kolme jargmist voimalust:
1. Olgu nimetajad b ja d iihistegurita arvud. Siis VUK(b; d) = b - d ning

a-d .
=—— ja

a c-b
b b-d

C_
d d-b
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2. Olgu iiks nimetajatest b ja d teise kordne. Niiteks VUK(b; d) = b ning

. c k-¢c k-c
a —=——=—"1.
BT d b

a a
b b

3. Olgu nimetajad b ja d suurimaks iihisteguriks arvm, s.t. b=m-kjad =
m- n. Siis VUK(b; d) = m- k- n ning

k c-k

a- c-
d-k m-nk

:ﬂ:m-k- Ja

S
Q
S

SN
N
Qlo

3 7 4
Niide. Teisendada tihenimelisteks jairgmised murrud: 1) = ja E; 2) - ja = ;3)
3.5 51 7 2 7 . 351

—ja—;4) —ja—;5) —;—ja—.
IZJ 8 )IOSJ 9 )300 SSJ 315

Lahendus. 1) Kuna 10 =2-5, siis VUK(2;10) = 10 ja

2
3\ 6

5 10

)

2) Kuna SUT(7;5) = 1, siis VUK(7;5) = 35 ning

5 7
4V 20 6V a2
- == ja - =—.
7 T35 5 T35

3) Kuna SUT(8;12) =4 ning 8 =2-4 ja 12 = 3 -4, siis VUK(8;12) = 8-3 = 24.
Seega
2 3
3Y 6 . 5% 15
B8 T
. . - . 51
4) Teisendamine muutub hoélpsamaks, kui enne taandada murdu — lu-
51 17-3 17

geja ja nimetaja suurima iihisteguriga 17, saame — = —— = —. Tei-
105 35-3 35
\9
e g e . . 3.7 . 3 27 .
sendades niiiid tihenimelisteks murrud = ja 3’ leiame, et = = = ja
5
7V 35
9 45

5) Kasiin iilesandes taandame esmalt viimase murru arvuga 9, s.t.

351 39
315 35
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Kuna 300 = 22-3-5% ja 35 = 5-7, siis VUK(300;35) = 2%-3-5%-7 = 2100. Seega

7 2100 2%2.3.5
2 V14 4T gago 39V 2340
300 2100’ 1 2100’ 35 2100

4. Harilike murdude vordlemine. Murdude jdrjestamisel suuruse jargi lah-
tutakse jargmistest printsiipidest.

1) Uhenimelistest murdudest on suurem murd, mille lugeja on suurem. Néi-

23 1
teks — > —; — > —.
5 5 26 26

2) Vordsete lugejatega erinimelistest murdudest on suurem murd, mille ni-
5 5
metaja on vidiksem. Nditeks — > —; — > —.
7 111 7
3) Mittevordsete lugejatega erinimeliste murdude vordlemiseks tuleb mur-
rud teisendada kas tihenimelisteks voi siis vordsete lugejatega murdu-

3
. o 8 2" .
deks ning kasutada vastavat tunnust. Nditeks — > —, sest 3 "9 ning
3
6 6 . . 2 5 2 6 1
— > — tunnuse 2. pohjal. Kuid - > —, sest = = —= > — tunnuse 1. pohjal.
9 3 9 3 9 9
a, ¢
5. Harilike murdude liitmine. Kahe ithenimelise murru i ja 7 summa de-
fineeritakse vordusega
a c_a +c
b b b’
5 7 12 2
Ndidel. -+ -=—=—-=2.
6 6 6 1

. . a. C.. . . .. .
Kahe erinimelise murru — ja — liitmiseks teisendatakse murrud tihenime-

liseks ja siis liidetakse kui tthenimelisi murde. Kuna tihenimelisteks teisenda-
misel esineb kolm juhtumit, siis ka erinimeliste murdude liitmisel voib vaadel-
da kolme voimalust. Selgitame neid néite varal.

3 6 2 5 7 5
Niide 2. Arvutadal) = +-; 2)—-+—; 3) —+—.
5 7 3 18 24 36

Lahendus. 1) Kuna SUT(5;7) = 1, siis VUK(5;7) = 35. Seega

JOLQO
3 5% 3.7+45:5 21+25 46

+ =—.
5 7 35 35 35




§ 3. HARILIKUD MURRUD 23
2) Kuna 18 =6-3, siis VUK(18;3) = 18. Seega

6 _
2V 5% 1245 17

3 18 18 18

3) Kuna24 =2°3ja36=2%.3% siis SUT(24;36) = 2%-3 = 12 ning VUK (24;36) =
12-2-3 =72. Seega

3 _ 2
7Y 5\ 21410 31

24 36 72 72

Kahe hariliku murru summa on alati harilik murd (miks?). Murdude liitmine
sdilitab koik naturaalarvude liitmise omadused (kontrollida!).
Murdarvu, mis on esitatud naturaalarvu ja lihtmurru summana, nimetatak-

1
se segaarvuks. Nditeks esitatakse arvude 3 ja 1 summa segaarvuna 32. Iga liig-

1
murd on esitatav segaarvuna ja vastupidi. Nditeks voib liigmurdu e esitada
16-8+7 16-8 7
= +—-=16-.
8 8 8 8

segaarvuna

6. Harilike murdude korrutamine. Kahe hariliku murru % ja 2 korrutami-
ne defineeritakse vordusega
a c_a-c
b d bd
Kahe suvalise hariliku murru korrutis on harilik murd (miks?).
Arvu m nimetatakse arvu n péordarvuks, kui nende korrutis on vordne ar-

1 4. 5
vuga 1. Poordarvudeks on nditeks murrud 3 ja2ning = ja T

a .
Murru — p6ordarvuks on alati murd —.

a
Harilike murdude korrutamisel sdilivad koik naturaalarvude korrutamise
omadused (kontrollida!).

a c
7. Harilike murdude jagamine. Hariliku murru i jagamiseks murruga 3 tu-

d
leb jagatavat % korrutada jagaja poordarvuga = s.t.

QU

a.

ol

= Q
Qlo
= Q
(Sl
(o
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Naiiteks
510 5 3 53 3
7°3 710 7-10 14
o c . b b
Seega, murru — poordarvu leidmiseks tuleb1: —=1- p = 2

§ 4. Ratsionaalarvud

1. Harilike murdude lahutamine. Olgu iilesandeks leida kahe hariliku mur-
ru m ja £ vahe m_ B. Lahutamise tehte definitsioonist ldhtudes tuleb leida
n’- n n o n
selline arv x, et
p m
X+==—.
n o n

Korrutades selle vorduse molemaid pooli naturaalarvuga n, saadakse vordus
x-n+p=m,

millest
xX-n=m-p.

m
Kui niitid m — p on naturaalarv (s.t. kui m = p), siis on vahe P Z harilik murd
ning

m p_m-p

n n n

Kuna aga kahe mistahes naturaalarvu vahe pole alati naturaalary, siis ka hari-
like murdude hulk pole kinnine lahutamise tehte suhtes. Et sellest puudusest
vabaneda, tuuakse sisse harilike murdude vastandarvud nii, nagu seda tehti

. o a a .
naturaalarvudegi korral. Hariliku murru i vastandarvu % nimetatakse nega-
tiivseks murdarvuks.

2. Ratsionaalarvude hulk ). Arvude hulka, mis koosneb harilikest murdu-
dest, nende vastandarvudest ja arvust 0 nimetatakse ratsionaalarvude hulgaks
Q. On tdene jargmine lause.

Iga naturaalarv on esitatav mingi kahe tdisarvu a ja b # 0 jagatisena 7

4 8 201 3 30
Selline esitus pole kaugeltki iihene. Nditeks 2= - =-=—, — = - = — jne.
: oo o2 04 1003 9 907
Ratsionaalarvude hulk @ on kinnine liitmise, lahutamise, korrutamise ja
nullist erinevate arvudega jagamise suhtes.
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§ 5. Kiimnendmurrud

1. Kiimnendmurrumdiste. Ratsionaalarvu, mille nimetajaks on arvu 10 min-
gi naturaalarvuline aste 10" (n € Np), nimetatakse kiimnendmurruks. Kimnend-
murdu
_ _ by b b,
ap-10% V1 g 1 10% 24 4 a 10+ a1+ —+ — +. o —,
k k=1 2 10 T 102 10!

kusO0<a; <9, (i=1,...,k-1),1<a,<90<b; <9, (j=1,...,1), esitatakse
kokkuleppeliselt kujul

aidr-1...41, b]bg. .. bl.
3 7 305 2 4
Niiteks — =0,3; — =0,07; — =0,305;3-10+5+ — + — = 35,24.
10 102 103 10 0 10%
Lopmatuteks kiimnendmurdudeks nimetatakse arve, mida esitatakse kiim-
nendmurdudele sarnasel kujul, kuid milles kiimnendkohti paremal pool koma

on lopmata palju, s.t. arve kujul

dk&lk_l...dl,blbg...bn....

Lopmatut kiimnendmurdu nimetatakse perioodiliseks, kui arvu murdosa
mingist kohast alates teatav number v6i numbrite rithm 16pmatult kordub. Kor-
duvat numbrite rithma nimetatakse perioodiks. Kui periood algab vahetult pa-
rast koma, siis nimetatakse kiimnendmurdu puhtperioodiliseks, vastasel korral
aga segaperioodiliseks. Nditeks on 10pmatuteks puhtperioodilisteks kiimnend-
murdudeks murrud 0,33... = 0,(3) perioodiga 3 ja 67,451451451... = 67,(451)
perioodiga 451; segaperioodilisteks on aga murrud 0,332565656... = 0,332(56)
ning 12,092939293... =12,0(9293).

Kui korduvat numbrite rithma I6pmatu kiimnendmurru murdosas ei leidu,
koneldakse ka mitteperioodilisest kimnendmurrust.

Iga 16plikku v6i l1opmatut perioodilist kiimnendmurdu on voimalik esitada
ratsionaalarvuna, s.t. kahe tdisarvu jagatisena ja vastupidi, iga ratsionaalarv on
esitatav kas 16pliku voi lopmatu perioodilise kiimnendmurruna.

Mairkus. Iga 1oplikku kiimnendmurdu voib vaadelda ka kui 16pmatut pe-
rioodilist kiimnendmurdu. Néiteks 2,35 = 2,3500... = 2,35(0).

2. Hariliku murru teisendamine kiimnendmurruks. Igaharilik murd on esi-
tatav kas lopliku voi l6pmatu perioodilise kiimnendmurruna.
Taandumatud harilikud murrud, mille nimetaja algteguriteks on ainult ar-
vud 2 ja 5, teisenevad 10plikeks kiimnendmurdudeks. Nditeks
3 3 35 75

== = =0,075
40 23.5 23.53 103
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9 9 _ 92 Mo
625 5% 5%.24 10* 7
5.5 _ 55 625
g 23 23.53 108
Taandumatud harilikud murrud, mille nimetaja algtegurite seas leidub ar-
vudest 2 voi 5 erinevaid algarve, teisenevad 10pmatuteks perioodilisteks kiim-
nendmurdudeks.

Hariliku murru teisendamiseks kiimnendmurruks tuleb murru lugeja jaga-
2 3 23
da nimetajaga. Nditeks 3= 2:3=0,(6); -= 3:7=0,(428571); — =23:50=0,46

50
.23 23 23-2 46 35 .35 35.5%
Voi—=——=——-=—=046; — =35:16=2,1875Vv0i — = —— =
50 52.-2 52.22 102 16 16 24.5%
21875
— =2,1875.
10

3. Lopliku kiimnendmurru teisendamine harilikuks murruks. Olgu antud
16plik kiimnendmurd, milles kiimnendkohtade arv (kohti pdrast koma) on n.
Selline 16plik kiimnendmurd avaldub hariliku murruna, mille lugejas seisab
tdisarv, mis saadakse kiimnendmurrust koma drajdtmisel, nimetajaks aga on

JR— 25 3431 9
10". Nditeks 0,25 = —; 3,431 = ——; 0,0009 = —;.
100 103 104

4. Lopmatu perioodilise kiimnendmurru teisendamine harilikuks murruks.
Lopmatut perioodilist kimnendmurdu saab esitada teatava lopmatult kahane-
va geomeetrilise jada summa abil. Nditeks

21 21 21

02121...=—+—=+—=+...;
100 1002 1003
53 53
2,5353...=2+ —+—=+...;
100 1002
35 26 26
0,3526) = —+——=+—=+...;
100 1002 1003
5 5

42
3425) =3+ —+—+——+....
100 1000 10000

Seetottu saab niisuguse kiimnendmurru teisendamisel harilikuks murruks ka-

e . a
sutada lopmatult kahaneva geomeetrilise jada summa valemit S = 1= kus a

on jada esimene liige ja g on jada tegur. Esitatud ndidete puhul

0,2121...=
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53

53
2,5353...=2+ %0 =2,
1- L~ “99
26
03526 = 3 . 1002 _35 26 3491

==
100 I_Wlo 100 9900 9900

3,42(5) =3 + 42 + 10 —342+ > —3383
’ 7100 1_%_ 100 900 900

Niitid voib kergesti pohjendada jargmised laused.

Puhtperioodilise Iopmatu kiimnendmurru murdosa teiseneb harilikuks mur-
ruks, mille lugejaks on kiimnendmurru periood, nimetajaks aga arv, mis on kir-
jutatud nii mitme 9-ga, kui mitu numbrit on perioodis, ja Iopeb nii mitme 0-ga,
kui mitu kohta on perioodis.

7 35 153 21 7 53

Naiteks 0,(7) = —; 0,(35) = —; 2,(153) =2—; 0,21) = — = —; 2,(63) =2—

o9 9 999 99 33 99

Segaperioodilise ldpmatu kiimnendmurru murdosa teiseneb harilikuks mur-
ruks, mille lugeja leidmiseks tuleb arvust, mis seisab murdosa alguses pérast
koma kuni teise perioodini, lahutada arv, mis seisab kohe parast koma kuni
esimese perioodini; nimetajasse tuleb aga kirjutada arv, mis algab nii mitme 9-
ga, kui mitu numbrit on perioodis, ja 16peb nii mitme 0-ga, kui mitu numbrit
seisab pdrast koma esimese perioodi ees.

Niiteks
3526—-35 3491
0,35(26) = = ;
9900 9900
425 —42 383
3,42(5) =3+ —=3—;
900 900
235—-2 233
0,2(35) = = —,
990 990

Lopmatut mitteperioodilist kimnendmurdu ei ole voimalik esitada hariliku
murruna.

§ 6. Reaalarvud

1. Reaalarvude hulk R. Igapidevase elu vajadusi rahuldavad tdielikult ratsio-
naalarvud. Algul piisas ka matemaatiku tarbeks nendest arvudest. Alles hiljem
selgus, et mitte koikidel vorranditel ei ole lahendeid ratsionaalarvude hulgas
(nditeks x* = 2). Osutus, et ka l6ikude pikkuste mootmiseks ei piisa alati rati-
soonalarvudest. (Nditeks tihikruudu diagonaali pikkust ei vdljenda tikski rat-
sionaalarv). Ka ringjoone pikkuse ja diameetri suhe ei ole vordne iihegi ratsio-
naalarvuga. Vajalikke uusi arve hakati nimetama irratsionaalarvudeks.
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Iga irratsionaalarv on esitatav mitteperioodilise 16pmatu kiimnendmurru-
na ja vastupidi. Ratsionaalarvud ja irratsionaalarvud koos moodustavad reaal-
arvude hulga R, mis on kinnine nelja aritmeetika pohitehte suhtes.

2. Arvtelg. Niitlikkuse mottes kujutatakse reaalarve sageli punktidena tea-
taval sirgel — arvteljel (s.o. sirgel, millel on mirgitud arvude 0 ja 1 kujutised
ning millel liikumissuunda arvu 0 kujutiselt arvu 1 kujutise poole loetakse posi-
tiivseks suunaks). Kauguste mootmiseks valitakse arvteljel pikkuseiihikuks sel-
le 16igu pikkus, mille otspunktid kujutavad arve 0 ja 1. Vastandarvude a ja —a
kujutised paiknevad arvteljel simmeetriliselt arvu 0 kujutise suhtes (vt. joon.

>

2 1 0 1 2

Joonis 1

Koneldakse, et ratsionaalarvud paiknevad arvsirgel tihedalt selles mottes, et va-
lides arvsirgel suvalise kuitahes vdikese pikkusega l6igu, leiame sellel 16igul ikka
mone ratsionaalarvu kujutise. Ent ratsionaalarvude kujutised ei tdida veel kogu
arvsirget. Oeldakse, et reaalarvud tdidavad arvsirgel pidevalt selles mottes, et
mistahes kahe reaalarvu kujutise vahel ei leidu nn. "tiihja kohta"s.t., et vaadel-
dava 16igu iga sisepunkt on mingi reaalarvu kujutiseks. Reaalarvude ja arvtelje
punktide vahel on tiksiihene vastavus.

3. Reaalarvu absoluutviirtus. Reaalarvu a absoluutvddrtuse |a| all moista-
me suurimat arvudest a ja —a, s.t.

al a, kuia=0;
al =
—a, kuia<D0.

Naiteks 4| = 4; |-5,2| = —(=5,2) =5,2;

5 5
= §y |0)(3)| = O)(S)-

Reaalarvu absoluutvédirtusel on jargmised omadused:
1) |lal=0;

2) |-al=lal;

3) a<|al;

4) —a<]al;

5) llal—|bll <la+ Dbl <|al+|bl;
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6) llal—Ibll<la—Dbl<lal+|bl;

7) la-bl=|al-|bl;

8) (%\ =%(b¢0).

Reaalarvu a absoluutvéirtus |a| on vordne arvu a kujutise kaugusega arvu 0
kujutisest arvteljel. Tihti voetakse toodud reaalarvu absoluutviartuse geomeet-
riline interpretatsioon absoluutvdirtuse definitsiooniks.

§ 7. Reaalarvu astendamine ja juurimine

1. Astme moiste. Reaalarvu a astendamiseks iithest suurema naturaalarvuga
n nimetatakse korrutise

a'=a-a-a-...-a
-~
n tegurit

leidmist. Arvu a nimetatakse astendatavaks ehk astme aluseks ning arvu n as-
tendajaks ehk astmendiitajaks.
Nditeks 2° =2-2-2-2=8; (-0,1)* = (=0,1) - (-0,1) - (-0,1) - (—0,1) = 0,0001.
Uhest suuremate naturaalarvuliste astendajate n ja k korral on reaalarvu
astmel jirgmised omadused.

1) Positiivse arvu iga aste on positiivne arv. Néiteks 12" > 0.

2) Negatiivse arvu aste paarisarvulise astendaja korral on positiivne arv. Néi-
teks (-3)* > 0.

3) Negatiivse arvu aste paarituarvulise astendaja korral on negatiivne arv.
Niiteks (—0,02)* < 0.

4) Arvu 0 suvaline aste (n€N, n>1) on 0, s.t. 0" = 0.
5) Arvulsuvaline asteon 1,s.t. 1" = 1.
Tehted astmetega toimuvad jargmiste reeglite kohaselt.
6) Vordsete alustega astmete korrutamise ja jagamise reeglid

a-a"=a

ak:a"=a" " kuik-n>1.

k+n,
)
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7) Astme astendamise reegel
n
(ak) =ak",

8) Korrutise astendamise reegel

(a~b-c)k:ak-bk-

9) Jagatise astendamise reegel

Niide.
1) 23.22=25
2) (0,1)°:(0,1)* = (0,1)°.
3) [(-3?%] = (-3

4) (2-3)*=2%.3%

22 (2)% (1)?
) @:(6) 2(5)-
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c*.

2. Juure mdoiste. Kui reaalarvude a ja b korral kehtib vordus a” = b, siis del-
dakse, et arv a on vordne n-astme juurega arvust b ja mérgitakse kujul

a=b.

Arvu b nimetatakse juuritavaks, arvu a juureks, naturaalarvu n juurijaks.
Vaadeldavat astendamise poordtehet nimetatakse juurimiseks. Vastavalt juure

definitsioonile saame, et
n
(%) - b.

Seega

V8 =2, sest 23 = 8ja V-8 =-2, sest (-2)3 = —8.

Kuid juurel v/—16 ei ole véirtust reaalarvude hulgas, sest astme omadus-
te 1 ja 2 pohjal ei leidu reaalarvu, mille neljas aste oleks negatiivne. Jarelikult,
negatiivse reaalarvu b korral ei ole juurel %/ reaalarvulist védrtust.
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Paarisarvulise juurija n = 2k korral tekib juure leidmisel ka positiivsest ar-
vust iiks isedrasus. Lihtudes tilalantud juure definitsioonist, oleks néiteks juu-
rel V9 kaks erinevat vddrtust 3 ja -3, sest nii (3)? = 9 kuika (~3)? = 9. Et juurimis-
tehe paarisarvulise juurija korral oleks samuti iiheselt defineeritud, voetakse
kasutusele aritmeetilise juure moiste. Aritmeetiliseks n-astme juureks mittene-
gatiivsest reaalarvust b = 0 nimetatakse mittenegatiivset reaalarvu a = 0, mille
korral a" = b. Jarelikult muutub juurimine iiheseks tehteks, kui paarisarvulise
juurija korral vaadelda vaid aritmeetilist juurt, paarituarvulise juurija korral aga
lahtuda juure tildisest definitsioonist. Seega

Y a2k = |al.

Niide. V4 =2, Va® = a, vV a* = |al, {/=0,001 = —0,1; v/ (=5)2 = | = 5|; X/ (b)2k =
Ibl, “\/ ()21 = c.

3. Aritmeetiliste juurte omadused. Olgu jargnevas a = 0 ja b = 0 mingid
reaalarvud; k, n ja m tihest suuremad naturaalarvud. Aritmeetilistel juurtel on
jargmised omadused:

1) VYa-b=¥a Vb;

fa a
2) {/—=—=,kuib#0;
b Vb

3) \/Va="Va

9 Va)"=Var

5) Var="Varm;

6) kui a> b, siis a> Vb;

7) Va*-b=\alVb;

8) b-Ya=Va-b"
Mirkus. Kui b <0, siis b- /a=—-Va-|b|".
Niide. Teostada juurimistehe:

1) V54=v27-V2=3/(3)3-V2=3-V2;

V10 /10 .
2) E:\/;:\/E;
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3) 25 = V52 = V/5;
4) V25.V2=V25. /28 =/25.28=/26.22=2.V/22 = 2. 2;
5) V27a% =3lal-V3;
6) 2v3=322=V12;

31 _ a5 _ e
7) (—5)\/2— \/;— V/52;

8) V(-3)2=|-3|=3;
9) V(-3)6=]-3|=3;

10) \ \/Ez V2;

11) /3981 =3 ¥/31=1/3.395=1/9. ¥3=3. ¥3;

12) \3/3</3\5/§: \3/3 2/35.3 = \3/3. /36 = 3/3. /33 = V/310.33 = V/313;

13) {/6\/16\3/_:</6\/24-3/3_:</6\6/212-32:\4/6-22-\3/§: /63263 =
V2934 = v/23. /3.

4. Astme moiste iildistamine. Reaalarvu a aste a”’ on seni defineeritud vaid
iithest suurema naturaalarvulise astendaja n korral. Jirgnevad definitsioonid
voimaldavad lisaks eelnevale arvutada mistahes reaalarvu a(a # 0) astet ka mis-
tahes tdisarvulise astendaja p € Z korral, kui p € {1;0;,-1;-2;...}.

1\' 1
1) Kui p =1, siis a' = a. Niiteks (-2)! = -2; (5) =3

2) Kui p =0, siis a° = 1. Niiteks 5° = 1; [0,(5)]° = 1.

I . o 11 1 1

3) Kui tédisarv p <0, siis al = .Niiteks3 ™ “ = —==—;(-3)" " = =
32 9 (-3)1

I 1.(2)_1_3_( )

-3 33 2" 10

al—p)
4= (—10* =10
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Rohutagem veelkord, et arvu 0 astet 0° ei defineerita.
Positiivsete reaalarvude a > 0 korral voib defineerida ka astme moiste suva-
lise ratsionaalarvulise astendajaga E Kui p € Zja g € N, siis arvu a aste asten-

dajaga g defineeritakse valemiga

Qls

= Var

P
2
2 a2 o3/ S[1 s[[(1}} 1\ 1
Niiteks 23 = V22ja873 = V8 ZSEZ (5) :(E) =71

Samal ajal, vastavalt noudele a > 0, ei oma maotet aste (—8) 3.

Ratsionaalarvulise astendajaga astmetel on samad omadused, mis naturaal-
arvulise astendajaga astmete korralgi (vt.[§ 7} p.[I}).

Reaalarvu a astme mdistet on voimalik veelgi tildistada. Olgu meil ratsio-
naalarvude jada

a

X1, X2y ey Xpyenny

mille piirvddrtuseks on reaalarv x, s.t. x = lim x,,. Siis astme a* (a > 0) all mais-
n—o0

tetakse piirvadrtust

a* = lim a*".
n—oo

Reaalarvulise astendajaga x astme a* lihem kisitlus viljub elementaarmate-

maatika kursuse raamest. Tdpsemalt voib sellest lugeda nditeks 6pikust Kang-
ro, G. Matemaatiline analiiiis 1. TIn., Valgus, 1982.

5. Reaalarvude aritmeetiline ja geomeetriline keskmine. Reaalarvude a;, ay, ...

aritmeetiliseks keskmiseks a nimetatakse nende arvude summa jagatist liideta-
vate arvuga n, s.t.

_ aqta+---+ay
a= .
n

Naiteks arvude 1; 2; 3; 3; 5; 5 ja 5 aritmeetiline keskmine on
1+2+3+3+5+5+5 24 3

a= =3-.
7 7 7

Arvu g, mis vordub n-astme juurega n positiivse reaalarvu a, ay, ..., a, kor-
rutisest, nimetatakse antud arvude geomeetriliseks keskmiseks. Jarelikult

Nditeks arvude 1; 5; 15 ja 25 geomeetriline keskmine on arv

g=v1-5-15-25=V/54-3=5- V3.

)ai’l
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Kahe arvu geomeetrilist keskmist nimetatakse ka nende arvude keskmiseks vor-
deliseks.
Niiteks arvude v/5 ja 7 geomeetriline keskmine ehk keskmine vardeline on

2=\ V5-7=V5-72 = V245,

Kahe erineva mittenegatiivse reaalarvu a ja b korral ilmselt

[va-vi)

2
=0,
2

millest lihtsustades saame, et

b
a; = Vab.

Seega oleme toestanud jargmise lause.

Kahe positiivse reaalarvu aritmeetiline keskmine ei ole viiksem nende ar-
vude geomeetrilisest keskmisest.

Viimane lause leiab laialdast rakendamist mitmesuguste iilesannete lahen-
damisel.

Ndide. Toestada, et suuruse x koikide positiivsete vddrtuse korral kehtib vorra-
tus

2 Vi oVis0.0%
Lahendus. Arvestades tdestatud lauset ning juure ja astme omadusi voime kir-

jutada, et
12/, 4%
RIS LSRR P e

Rakendades sama omadust astmenditajate suhtes leiame, et
12 4
\/};\/}> /1%‘%: / 12/_x4: Yx.

Et aga korrutisest 2 = 2P jareldub alati vorratus a = b, siis olemegi toesta-
nud noutud vorratuse kehtivuse

12x+4x
oW p o Va5 0075 500 VR,
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Kontrollkiisimused

1) Millist murdu nimetatakse harilikuks murruks?

3 7 5 5 104 103
2) Millised murdudest —; - = = — on liht-, millised liigmurrud?
5 1’5 104’ 104

3) Milliseid harilikke murde nimetatakse vordseiks?
4) Sonastada murru pohiomadus.
5) Mis on murru laiendamine; taandamine?

6) Millist murdu nimetatakse taandumatuks?
7) Nimetada murdude 33 ja 5 tihine nimetaja.

104 50 55 3 2
8) Vorreldamurde a)—; —; b)—;—=; ¢)—;—

7 7 9 7 4’3"
9) Kuidas on defineeritud harilike murdude liitmine?

10) Kas harilike murdude liitmisel on kommutatiivsuse ja assotsiatiivsuse oma-
dus? (Pohjendada).

11) Millist arvu nimetatakse segaarvuks?
12) Kuidas on defineeritud harilike murdude korrutamine?

13) Kas harilike murdude korrutamisel on kommutatiivsuse ja assotsiatiivsu-
se omadused? (P6hjendada).

14) Kas harilike murdude liitmine ja korrutamine on seotud distributiivsuse
omadusega? (Pohjendada).

15) Defineerida arvu péordarv.
16) Sonastada harilike murdude jagamise reegel.

17) Tuletada harilike murdude jagamise reegel ldhtudes kahe arvu jagatise
definitsioonist.

18) Kas harilike murdude lahutamine on alati teostatav? Miks?
19) Milliste tehete suhtes on kinnine harilike murdude hulk?

20) Milliste arvude hulka nimetatakse ratsionaalarvude hulgaks?
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21) Kuidas on esitatav iga ratsionaalarv tdisarvude kaudu? Kas selline esitus
on iihene?

22) Milliseid arve nimetatakse kiimnendmurdudeks: Iopmatuteks kiimnend-
murdudeks?

23) Milline kiimnendmurd on perioodiline?

24) Millised murdudest 4,44(56); 1,(551); 0,000(3); 12,(6) on puhtperioodi-
lised, millised segaperioodilised?

25) Millise kiimnendmurruna avaldub iga ratsionaalarv?

26) Kuidas teisendadalopmatut puhtperioodilist ja segaperioodilist kiimnend-
murdu harilikuks murruks?

27) Millised harilikud murrud teisenevad 16plikeks kiimnendmurdudeks, mil-
lised Iopmatuteks perioodilisteks kiimnendmurdudeks?

1 1
28) Millised jargmistest arvudest —50; —13,5; -330 = V'5; 10; 4°°; 6,(6) on 1)

naturaalarvud; 2) tdaisarvud; 3) ratsionaalarvud; 4) irratsionaalarvud; 5)
reaalarvud?

29) Kas lopmatu kiimnendmurruna esitatud arv voib olla ratsionaalarv? ir-
ratsionaalarv?

15
30) Kirjutada lopmatu kiimnendmurru kujul arvud E; 2 ;5,25 7.

31) Defineerida reaalarvu absoluutvaartus.
32) Esitada reaalarvu absoluutvédirtuse geomeetriline tolgendus.

33) Milliste y vdartuste korral on 6iged vordused 1) y = |y|; 2) =y = |yl; 3)
|—yl=1yl?

34) Kus paiknevad arvsirgel arvu x kujutised, kui 1) |x| <2; 2) [x] >3; 3) 2<
|x| < 32

35) Anda reaalarvu astme moiste naturaalarvulise astendaja korral.
36) Anda n-astme juure moiste.
37) Anda aritmeetilise n-astme juure moiste.

38) Sonastada vordsete alustega astmete korrutamise ja jagamise reeglid.
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39)
40)
41)
42)
43)
44)

45)

46)

47)

Sonastada astme astendamise reeglid.

Sonastada korrutise ja jagatise astendamise reeglid.
Millega vordub (—1)1%% ja (-1)3332

Sonastada korrutise ja jagatise juurimise reeglid.

Sonastada juure juurimise reegel.

Arvutada v/ (=2)2-9; V/(=3)?-43; V33 +8.

Kuidas defineeritakse reaalarvude aritmeetiline ja geomeetriline keskmi-
ne?

Mida nimetatakse kahe arvu keskmiseks vordeliseks?

Kuidas on vorreldavad kahe arvu aritmeetiline ja geomeetriline keskmi-
ne?
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Suhe ja vorre. Protsentarvutus

§ 8. Vordeline ja poordvordeline jaotamine

1. Suhtemdiste. Arvude ajab # 0 suhteksnimetatakse nende arvude jagatist
a
a: b ehk —, kus arve a ja b nimetatakse suhte liikmeteks.
Suhe a : b nditab, mitu korda arv a on suurem arvust b. Suhte moiste on
tildisem kui hariliku murru moiste (miks?). Hariliku murru péhiomadus laieneb

ka suhtele.
Kui reaalarv m # 0, siis suhted a: bja (a- m) : (b- m) on vordsed, s.t.

E_(l-m
b b-m

See omadus lubab murdarvude suhte asendada tédisarvude suhtega. Nditeks

5 3
2V 3% 10 9
- = =—:—=10:9.
3 5 15 15
2. Vorde moiste ja pohiomadus. Kui suhted a : b ja ¢ : d on vordsed, siis
koneldakse vordest
a'b:C'dvéiE:£ (D)
’ ' b d
kus arve a ja d nimetatakse vorde vdlisliikmeteks, arve b ja c aga vorde siseliik-
meteks. Korrutades vorret (1) arvuga b - d, saame vorduse

ad = bc, 2)

mida tuntakse vorde pohiomadusena. Sonastame selle omaduse:
Vorde vilisliikmete korrutis vordub vorde siseliikmete korrutisega.

39
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20
Omadust (2) kasutatakse vorde tundmatu liikme leidmisel. Nditeks kui <

20-
0,7:14,siis20-14=0,7xjax = ? =400.
Vorde (I) korral koneldakse kei, et arvud a ja c on vordelised arvudega b ja
d.Vordest (1) jarelduvad vorded

a b d ¢ . d b
—_ = —’ _= — a _=—
c d b a ) c a
sest nende vorrete vilisliikmete ja siseliikmete korrutised on koik vorduse

pohjal vordsed.

3. Suhte javorde omadusi. Kui on antud vordsed suhted

a_adx_  _Gn_
bl_bg_"'_bn_q’

siis a; = b1 q, a, = b»2q, ..., a, = b, q. Leiame niiiid suhte
atay+...tan big+bq+...+bynq qbr+ba+...+by)
bi+by+...4b,  bi+by+...+4b,  bi+by+...+b,

Seega kehtib omadus

1 a_ G _an_ it @+...tap
b1 b, bn b1+b2+...+bn.

Vordest % = % jarelduvad jargmised vorded:

aJ_rb_cJ_rd

2 )
) b d

axtb cxd

3) = ,
a c

a+b c+d

4) = .

a-b c-d

4. Vordeline jaotamine. Kuion antud suhted a;: a,a,:as,as: ay,...,ay-1:
anp-1ja an-1: a, siis kirjutatakse lithidalt a; : ay : as : ... : a,.

Olgu iilesandeks jaotada arv A vordeliselt etteantud arvudega ki, ko, ..., k.
See tdhendab, tuleb jaotada arv A selliseks n osaks suurustega a;, ay, ..., ay-1, an,
mille korral

ata+...+a,=A
ja
a:ax:.....agp=ki:ky:...: ky.

Taolise iilesande lahendamise eeskiri seisneb jargnevas:
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1) leidaosadetiildarvk=k; + ky+...ky;
2) leida iihele osale vastav suurus g = A: k;
3) leida osade ay,...,a, suurused, kuna a; = k;-q, a =k»-q,...,a, =kn-q.

Niide 1. Kooperatiivi kuuluval neljal perekonnal tuli sooja vee eest kokku tasu-
da 70 rbl., kusjuures tasumine toimus vordeliselt perekonna liikmete arvuga.
Kui palju tuli maksta igal perekonnal, kui neis oli liikmeid vastavalt 1, 3, 4 ja 62

Lahendus. Tasuda tuli vordeliselt arvudega 1, 3, 4 ja 6. Perekonnaliikmete ko-
guarv k = 1+ 3+ 4+ 6 = 14. Uhe perekonnaliikme kohta tuli tasuda 70: 14 =5
rubla. Seega perekonnad maksid vastavalt 1-5rbl. =5rbl.; 3-5rbl. = 151bl.; 4-5
rbl. =20 rbl. ja6-5 =30 rbl.

Kontroll. 5+15+20+30=70;5:15:20:30=1:3:4:6.
Vastus. Perekondadel tuli tasuda vastavalt 5 rbl., 15 rbl., 20 rbl. ja 30 rbl.

Niide 2. Kahe kooli kohtumisohtust vottis osa 153 opilast ja 0Opetajat kummast-
ki koolist. Leida opilaste arv kummastki koolist ja 6htul viibinud dpetajate arv,

5 2
kui kahe kooli dpilaste arvud suhtuvad nagu 5 : 3 ja teise kooli opilaste arv suh-

3
tub Opetajate arvu nagu 2 : %

5 2
Lahendus. Olgu opilaste arvud a; ja ap ning Opetajate arv as. Siis a; : a = 5 : 3
3
ning a, : az = 2 : = Teisendame esmalt antud suhted tdisarvulisteks. Saame
2
5 2% 5 4 , S
(112(12:62— :6:6:5:4]aa2:a3:2 :==10:3.Seegaa;:a, =5:4

jaay:as= io)O : 3. Teisendame kumbagi suhet niiiid nii, et suuruse a, kohal
seisaks iiks ja sama arv. Siis a; : ax = (5a; : (5a2) =25:20 ning a, : as = (2ay) :
(2as) = 20 : 6. Jarelikult on tarvis arv 153 jaotada vordeliselt arvudega 25, 20 ja
6, sest a; : ay : az = 25: 20 : 6. Et osade iildarv k = 25+ 20 + 6 = 51, siis tihele
osale vastav osavotjate arv on 153 : 51 = 3. Seega esimesest koolist 0li 25-3 =75
opilast; teisest koolist oli 20 -3 = 60 dpilast ning dOpetajaid oli 6htul 6-3 = 18.

Kontroll. Osavaotjaid oli toepoolest 75 + 60 + 18 =153 ning 75:60=5:4 =

oo
Wil

3
ja60:18:1023:2:g.

Vastus. Esimesest koolist osales 75 opilast, teisest koolist 60 dpilast, Opetajaid
oli 6htul 18.
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5. Poordvordeline jaotamine. Jaotada A poédrdvordeliselt antud arvudega

ki, ko, ..., k, tdhendab jaotada (arv) A vordeliselt arvude ki, ko, ..., k, poordar-
1 1 1

d ,—.
vudega — Pt s

Niide 1. Kolmel vennal tuli ihiselt ehitatava garaaZi ehitusmaterjali eest tasu-
da 290 rbl. Nad leppisid kokku, et igaiiks tasub poordvordeliselt ehitusel tehtud
tootundide arvuga. Kui palju tuli igal vennal tasuda, kui té6tatud tundide arvud
olid 99, 66 ja 882

Lahendus. Tasuda tuli poordvordeliselt arvudega 99, 66 ja 88 ehk vordeliselt

1 1 1 1

arvudega —, — ja —. Teisendades vajaliku suhte tdisarvuliseks, saame —

99 66 = 88 99 °

I 1 12 N

— = —— =8:12:9. Etosade koguarv k =8+12+9 = 29, siis iihe
66 88 792 792 792

osa maksumus on 290 : 29 = 10 rubla. Jarelikult tuli vennal, kes oli t66tanud 99
tundi, tasuda 8-10 rbl. = 80 rbl.; vennal, kes oli to6tanud 66 tundi, tasuda 12-10
rbl. =120 rbl. ja 88 tundi t66tanud vennal tasuda 9-10 rbl. = 90 rbl.

1 1 1
Kontroll. 80 +12+90=290;80:120:90=8:12:9=—: —:—
99 66 88’

Vastus. Vendadel tuli to6tasud tundide arvudele 99, 66 ja 88 vastavalt tasuda 80
rbl., 120 rbl. ja 90 rbl.

Naide 2. Jaotada arv 76 kolmeks liidetavaks a, b ja c nii, et osad a ja b oleksid

1
poordvordelised arvudega 1 ja > b ja c aga poordvordelised arvudega 3 ja4.

Lahendus. Arvud a ja b peavad olema vordelised arvudega 1 ja 2, s.t. a: b =
1 1
1:2, ning arvud b ja c¢ vordelised arvudega 3 ja —, s.t. b: ¢ = 3 : —. Suhte po-

hiomaduse b : ¢ = (k- b) : (k- c) tottu, saame selle suhte taandada tdisarvude
suhteks b : 12 = 12 : 1. Esimese vorde vdoime aga kirjutada kujul a: b : 6 : 12.
Seegaa:b:c=6:12:1. Et osade iildarv on

k=6+12+1=19,
siis tihele osale vastab arv 76 : 19 = 4. Seega

a=6-4=24;b=12-4=48jac=4-1=4.

Kontroll. 24 +48+4=76;24:48=1:2;48:4=12:1.

Vastus. Arv 76 tuleb jagada liidetavateks 24, 48 ja 4.
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§9. Protsentarvutuse pohiiilesanded

1. Protsendi mdiste. Uhte sajandikku osa antud arvust A (tervikust) nimeta-
takse iiheks protsendiks (lithidalt 1%) arvust A. Nii néiteks 1% arvust 100 on 1;
3% arvust 100 on 3; 10% arvust 55 on 5,5.

Kui vaadeldavaks tervikuks votta arv 1, siis 1% arvust 1 on 0,01; 5% on 0,05;

1 1 1 1
10% on 0,1 = E; 25% on 0,25 = L_L; 33,3% on 0,33...= §; 50% on 0,5 = 5; 75% on

3
0,75 = 4_1; 100% on 1; 200% on 2; 1000% on 10 jne.

2. Protsentarvutuse kolm pohiiilesannet. Protsentiilesannetes esineb ala-
ti kaks arvu. Uks neist arvudest (olgu selleks arv A) moodustab alati terviku,

100
millele vastab 100 osa ehk 100% tervikust. Teine arv (olgu selleks nditeks arv a)

moodustab alati teatava osa tervikust A. Moodustagu arv a tervikust a 100 osa

ehk m%. Selge on siis, et protsentiilesannete lahendamise voti peitub vordes

A a
—_— = (1)
100 m

Soltuvalt sellest, milline kolmest arvust A, a voi m on otsitav, saamegi kolm
protsentiilesannete pohitiitipi.

1) Osa suuruse (osaméidra) m leidmine protsentides terviku A ja osa a jérgi
ehk kahe arvu suhte védljendamine protsentides.

Taoliste iilesannete tiitipsonastus on jargmine: leida, mitu protsenti moo-
dustab arv a arvust A, Otsitavaks on siis suurus m% arvust A. Kui arv A on

A
tervik, siis 1% arvust A on 100" Et leida niitid, mitu protsenti moodustab

A
arv a arvust A, tuleb arv a jagada arvuga 100’ s.t. tuleb leida suhe

A a
a:——=—-100.
100 A

Jarelikult arv @ moodustab arvust A
a
m% = (= -100) %.
A
Samale tulemusele jouame ka vorde (I) lahendamisel m suhtes.

Niide 1. Mitu protsenti moodustab arv 1 arvust 5?
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o 5 1
Lahendus. Et arv 5 on tervik, siis 1% arvust 5 on on 100 ~ 20° Jagades

1 1 s
0sa, s.0. arvu 1, arvuga 20’ saame 1 : 20 20. Jarelikult arv 1 moodustab

20% arvust 5. Vorde . .

100 m
lahendamisel arvu m suhtes jouame samale tulemusele

1
m% = (g . 100) % =20%.

Vastus. Arv 1 moodustab 20% arvust 5.

Naide 2. Milline on kaevandatava maagi vasesisaldus protsentides, kui
225 kg maagi tootlemisel saadakse 34,2 kg vaske?

Lahendus. Tervikuks selles iilesandes on 225 kg maaki. Seega tuleb leida,
mitu protsenti moodustab arv 34,2 tervikust 225, s.t. tuleb arvutada

(34,2
225

—_—- 100) % =15,2%.

Vastus. Kaevandatav maak sisaldab 15,2% vaske.

Niide 3. Tsehhis toodeti teatud aja jooksul 180 detaili. Pérast tehnilist
reorganiseerimist suudeti sama aja jooksul valmistada 243 detaili. Mitme
protsendi vorra suurenes tsehhi tootootlikkus?

Lahendus. Sellesiilesandes tuleb arvu 243 vorrelda tervikuga 180. Leiame,
mitu protsenti on 243 tervikust 183, s.t. arvutame

243
(— . 100) % =135%.
180

Kuna esialgsele tootootlikkusele (180 detaili) vaatab 100%, pdrastisele (243
detaili) aga 135%, siis to6tootlikkus suurenes 135% —100% = 35% vorra.

Vastus. Tsehhi tootootlikkus suurenes 25% vorra.
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2) Osa s leidmine terviku A ja osaméédra m jargi. Taoliste lilesannete tiilip-
sOnastus on jargmine: leida m% tervikust A. Otsitavaks on siin suurus s.

A
Et 1% tervikust A on 100’ siis m% arvust A on 100 - m. Jarelikult on

A
a=——-m
100

Samale tulemusele jouame ka vorde (I) lahendamisel a suhtes.

Naide 4. Leida 55% arvust 54.

54 27
Lahendus. Tervikuks on siin arv 54. Et 1% arvust 54 on 100 = =0’ siis 55%
arvust 54 on
27
55.— =29,7.
50

Vastus. 55% arvust 54 on 29,7.

Niide 5. Tsehhis toodeti 180 detaili pdevas. Mitme detaili vorra suureneb
toodangu véljalase pdevas, kui tootlikkus suureneb 35% vorra?

Lahendus. Tervikuks on siin 180. Tuleb leida 35% arvust 180. Et 1% arvust
180 on — = 1,8, siis 180 on
100

180
35-— =63.
100

Vastus. Tsehhi pdevatoodang suurenes 63 detaili vorra.

Niide 6. Kui palju tuleb tasuda 85 kopikat maksnud raamatu eest pdrast
hinnaalandust 20% vorra?

Lahendus. Tervikuks on siin 85 kop. Uus hind a kopikat moodustab 100%—

85
20% = 80% esialgsest hinnast 85 kop. Kuna 1% arvust 85 on 100 =0,85,
siis raamatu uus hind on

80-0,85 kop. = 68 kop.
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Vastus. Raamatu uus hind on 68 kop.

3) Terviku A leidmine, kui arv a moodustab m% arvust A. Ulesannete tiiiip-
sOnastus on jargmine: leida arv, millest arv a moodustab m%. Otsitavaks
on siin tervik A. Kui arv a moodustab m% otsitavast arvust A, siis 1% ot-

. . a . . . .. a
sitavast tervikust A on — ning tervik A ise on siis — - 100. Seega
m m

a
A=—-100.
m

Samale tulemusele jouame ka vorde (1) lahendamisel suuruse A suhtes.

Niide 7. Leida arv, millest arv 15 on 12%.

Lahendus. Kuna arv 15 on 12% otsitavast tervikust A, siis 1% tervikust A

15 5 : - ~ 5
on -1 Jarelikult otsitav tervik ise on vordne arvuga 7 100 = 125.

Vastus. Kuna arv 15 on 12% otsitavast tervikust A, siis 1% tervikust A on
15

5 . .. . o - 5
2-1 Jarelikult otsitav tervik ise on vordne arvuga 1 100 = 125.
Naide 8. Tootootlikkuse suurendamise tulemusena 35% vorra hakkas tsehh

pédevas tootma 243 detaili. Mitu detaili toodeti pdevas varem?

Lahendus. Kuna 243 detaili moodustab 100% + 35% = 135% esialgsest

243
toodangust, siis 1% otsitavast suurusest on 'ECE Jarelikult, otsitav tervik

243
on — -100 = 180.
135
Vastus. Tsehhi varasem pdevatoodang oli 180 detaili.

Niide 9. Liha kaotab keetmisel 35% oma massist. Kui palju keedetud liha saa-
dakse 2 kg toorlihast? Kui palju tuleb votta toorest liha, et saada 2,6 kg keedetud
liha?

Lahendus. Antud iilesandes tervikuks A on toore liha kogus, millele vastab 100%
iseendast. Keedetud liha kogus a on osa arvust A ja moodustab 100% —35% =
65% keedetava liha kogusest.

Esimesele kiisimusele vastamiseks tuleb leida osa a, teisele kiisimusele vas-
tamiseks aga tervik A.
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Kui tervik A on 2 kg ning tuleb leida saadav keedetud liha kogus a kg, mis
moodustab 65% kogusest 2 kg, siis

2
a=——-65=1,3.
100

Et 2,6 kg keedetud liha moodustab 65% otsitavast tervikut, siis arv A on

vordne
2,6

A= -100 =4.
65

Vastus. 2 kg toorest lihast saadakse 1,3 kg keedetud liha ning 2,6 kg keedetud
liha saamiseks tuleb votta 4 kg toorest liha.

Niide 10. Toolise palka tosteti kaks korda, kummalgi korral sama protsendi
vorra. Selle tulemusena tousis palk 100 rublalt 125 rubla 44 kopikale. Mitme
protsendi vorra tosteti kummalgi korral palka?

Lahendus. Tervikuks on siin esialgne palk 100 rbl. Oletame, et palka tosteti x%
vorra. Seega pdrast esimest palgakorgendust sai to6line 100% + x% = (100 + x)%
esialgsest 100 rublast, s.t. ta sai

ar =22 100+ %) = (100 + 1)
1~ 700 N

rubla. Pérast teist palgakorgendust x% vorra sai ta (100 + x) % vahepealsest pal-
gast a; rbl., s.t. ta sai palka

a)
— - (100 + x)
100

rubla, mis iilesande tingimuste kohaselt on vordne 125 rbl. ja 44 kop.. Jarelikult
arvu x leidmiseks saame vorrandi
100+ x
100

(100 + x) = 125,44.

Lahendades seda vorrandit, saame
(100 + x)? = 12544,

millest
100+ x =112
ning
x=12.
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Vastus. Toolise palka tosteti kummalgi korral 12% vorra.

Naide 11. Kaevur tdidab pdevanormist 75%. Ta kavatseb pédevast téohulka suu-
rendada 40% vorra. Mitu protsenti pdevanormist tdidab kaevur niitid?

Lahendus. Tervikuks A on siin pdevanorm. Kuna kaevur tdidab 75% pédevanor-
mist A, siis tema to0hulk a pdevas moodusutab 75% arvust A, s.t.

A
a=——--75=0,75A.
100

Kui kaevur suurendab t66hulka 40% vorra, siis tema poolt sooritatud t66hulk b
on 100% +40% = 140% t6ohulgast a = 0,75 A. Seega

0,75- A
b=
100

-140=1,05A.

Niiiid tuleb leida, mitu protsenti moodustab arv b arvust A, s.t. tuleb véljenda-
da suhe b: A protsentides. Selleks arvutame

(b ) (1,05A )
—-100|% = -100]% = 105%.
A A

Vastus. Suurendades péevast toohulka 40% vorra, tdidab kaevur 105% esialg-
sest pdevanormist.

Naide 12. Kui palju on vaja votta 5%-lise niklisisaldusega ja kui palju 40%-lise
niklisisaldusega terast, et saada 140 tonni 30%-lise niklisisaldusega terast?

Lahendus. Leiame esmalt 140 tonnis terases sisalduva nikli koguse a. Kuna 140
tonnis on 30% niklit, siis nikli kogus tonnides on

140
n=——-30=42.

100
Oletame, et 140 tonni 30%-lise niklisisaldusega terase saamiseks tuleb votta A
tonni 5%-lise niklisisaldusega terast ja B tonni 40%-lise niklisisaldusega terast.
Siis

A+ B =140. (2)

Et esimeses sulamis on 5% niklit, siis A tonnis selles terases on nikli kogus ton-
nides

A
a=——-5=0,05A.
100
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Et teises sulamis on 40% niklit, siis B tonnis selles terases on nikli kogus
tonnides

B
b=—-40=0,4B.
100
Kokku vajatakse aga 42 tonni niklit, seega
0,05A+0,4B =42. (3)

Lahendades vorranditest (2) ja (3) koosneva siisteemi arvude A ja B suhtes,
saame, et A =40 ja B =100.

40
Kontroll. Et 40 tonnis 5%-lise niklisisaldusega terases on niklit 100 -5 =2 tonni

. . o 10 Co
ning 100 tonnis 40%-lise niklisisaldusega terases 100 -40 = 40 tonni niklit, siis

140 tonnis uues sulamis on 2 + 40 = 42 tonni niklit, mis tdepoolest moodustab
40% terasekogusest 140 tonni.

Vastus. Vajalik kogus sobiva niklisisaldusega terast saadi, kui 5%-list sulamist
voeti 40 tonni ja 40%-list sulamit 100 tonni.

Niide 13. Arv A on arvust B suurem 50% vorra. Mitme protsendi vorra on arv
B vidiksem arvust A?

Lahendus. Kui arv A on arvust B suurem 50% vorra, siis see tihendab, et arv A
moodustab 150% arvust B. Seega

A
—-100 =150,
B
millest
A 150
B 100’
B .
Vastuse kiisitule leiame, kui vdljendame protsentides suhte e Ulalpool saadud
B 100 B 2 B
vorduse pohjal leiame, et — = —, millest — = — ehk — = 0,(6). Seega arv B
A 150 A 3 A

moodustab arvust A B
(Z . 100) % = 66,(6)%.

Jarelikult on arv B arvust A viaiksem

100% - 66,(6)% = 33,(3)% vorra.

Vastus. Kui arv A on arvust B suurem 50% vorra, siis arv B on 33,(3)% vorra
viiksem arvust A.
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Kontrollkiisimused

1
2)
3)
4)
5)

6)

7)

8)
9)
10)

11)

12)
13)
14)
15)

16)

Mida nimetatakse kahe arvu suhteks?

Mida néitavad suhted 4:2 ja 3:9?

Teisendada tédisarvulisteks suhted —: 3;

= -
) co

ol N
W | =

N |~

Mida nimetatakse vordeks?
Sonastada vorde pohiomadus.

Kui arvud aja b on vordelised arvudega c ja d, mida voib siis 6elda arvude
aja cning b ja d kohta?

Selgitada, mida tdhendab arvu A jaotamine vordeliselt (pdordvordeliselt)
antud arvudega ki, ko, ..., k.

Mida nimetatakse {iheks protsendiks antud arvust?
Viljendada protsentides arvude 1 ja 4; 3 ja 5; 5ja 2; 12,5 ja 50 suhted.
Mitu protsenti arvust 1 moodustavad arvud 0,5; 2,15; 1,75; 0,(6); 0,02; 2,0?

Millise osa moodustavad 5%; 20%; 72%; 100%; 200%; 7,5% ja 0,75% min-
gist arvust A?

Sonastada prontsentarvutuse kolm pohitilesannet.

Millisel vordel pohineb prontsentiilesannete pohitiitipide lahendamine?
Kuidas viljendada kahe arvu suhet protsentides?

Kuidas toimub terviku leidmine protsentiilesannetes?

Kuidas toimub osa leidmine tervikust protsentiilesannetes?



Peatiikk IV

Algebraliste avaldiste teisenda-
mine

§ 10. Algebraliste avaldiste moiste ja klassifikatsioon

1. Algebraline avaldis. Matemaatikas nimetatakse avaldiseks eeskirja, mis
teatava suuruse leidmiseks médrab kindlaks nii konstantide ja muutujate vaar-
tusega sooritatavad operatsioonid kui ka nende operatsioonide teostamise jar-
jekorra.

Avaldist, mille vdartuse leidmiseks tuleb 16plik arv kordi kasutada vaid nelja
aritmeetika pohitehete (liitmist, lahutamist, korrutamist ja jagamist) ning as-
tendamist ja juurimist tdisarvulise astendaja ja juurijaga, nimetatakse algebra-
liseks avaldiseks.

Algebralisteks avaldisteks on 4ax? —5y; ?; Vx+a*z" jne.

Avaldist, milles kasutatakse iilimalt loenduv arv kordi aritmeetilisi tehteid
ning piirprotsesse naturaalarvu n jirgi, nimetatakse analiiiitiliseks avaldiseks.
Sellisteks on néiteks avaldised

00 x2n+1 n )
;0(—1)n(2n+1)!; ’}ijgogf(xi)Axi; log(x“ —2) + tan(x) jne.

Iga algebraline avaldis on analiiiitiline avaldis.

2. Algebraliste avaldiste pohiliigid. Kui algebralises avaldises ei esine juu-

rimistehet, siis koneldatakse ratsionaalsetest algebralistest avaldisest. Nditeks
x+a

y10 ’

ab?+az— Juuri sisaldava algebralise avaldise korral rdédgitakse irratsi-

4.p43
onaalsest algebralisest avaldisest. Nditeks a™ 5 b+ e,

51
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Kui algebralise avaldise vdartuse leidmiseks tuleb teostada tehteid vaid reaal-
arvudega (konstantidega), siis koneldakse ka arvavaldisest. Sellisteks on nditeks

25-15 V4 —-572

avaldised ;5-(3+8-4); —;

Muutujaid sisaldavate avaldiste nditeks voib tuua algebralised avaldised 5 +

a
§; ¥+y*-1lja . Iga muutujaid sisaldav avaldis muutub arvavaldiseks, kui

koikide muutujate asemele panna muutujate mingid konkreetsed reaalarvuli-
sed vddrtused.

3. Avaldise méaaramispiirkond. Muutujaid sisaldavate avaldiste vaartused sol-
tuvad muutujate vadrtustest. Sellistel avaldistel voib muutujate teatavatel vaar-

tusel avaldiste enda vaddrtus puududa. Nditeks puudub avaldisel is vadrtus,
kui x =5, sest tekib jagamine nulliga. g

Muutujate vdartuste hulka, mille korral antud avaldisel leidub véartus, ni-
metatakse antud avaldise mddgramispiirkonnaks.

Koolimatemaatikas piirdutakse selliste avaldiste vddrtustega, milles muutu-
jad omandavad vaid reaalarvulisi vdartusi. Nende avaldiste mddramispiirkon-

nad on kirjeldatavad reaalarvude hulga teatavate alamhulkade kaudu. Néiteks

algebralise avaldise maédramispiirkonda kuuluvad koik jérjestatud reaal-

x+
arvude paarid (x;y), milyle korral x + y # 0. Analiiiitilise avadise x -log(z — y)
maédramispiirkonda kuuluvad koik reaalarvude kolmikud (x; y; z), mille korral
z—y>0.
Mitme (algebralise) avaldise koos vaatlemisel tuleb kindlaks teha nende tihi-
ne madramispiirkond. Nii tuleb avaldiste

x+1 x(y+2)

koos vaatlemisel eeldada, et x # -1, x #0ja y # —2.
Muutujaid x, y, z, ..., w sisaldavaid kahte avaldist nimetatakse samavdidir-
seiks antud piirkonnas D, kui

1) piirkond D kuulub antud avaldiste tihisesse mddramispiirkonda;

2) muutujate x, y, z, ..., w mistahes vadrtuste korral piirkonnast D on antud
avaldiste vaidrtused vordsed.

Niiteks on avaldised (a — b)? ja a* — 2ab + b* samaviirsed piirkonnas D =
{(a;b) | a€ R, beR}. Avaldised x? + 1 ja y(x* + 1) ei ole samaviirsed iiheski piir-
x2-1
x—1

konnas, sest nad sisaldavad erineva arvu muutujaid. Avaldised x + 1 ja
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on samavadrsed iihises mddramispiirkonnas D = {x | x € RA x # 1} ei ole aga
samavdadrsed kogu reaalaarvude hulgal R.

Uleminekut iihelt avaldiselt teisele, temaga samavéiirsele avaldisele, nime-
tatakse avaldise samasusteisenduseks.

4. Vordus, samasus ja vorrand. Kui kahe avaldise vahele on kirjutatud vor-
dusmiark, siis koneldakse vordusest

A=B. (1)

Niiteks on vordus
X y
= . 2)
x+1 x(y+2)

Andes vorduses (1) koigile muutujatele konkreetsed arvulised vaartused aval-
diste A ja B tihisest mddramispiirkonnast, saame arvvorduse.
Nditeks saame vordusest (2) muutujate vadrtustel x =1 ja y = 2 tdese arv-

vorduse >TT Muutujate vddrtustel x = 1ja y = 1 (kuuluvad méddramispiirkon-

~ 1 1
da), saame aga vddra arvvorduse — = —.

Muutujaid sisaldavat vordust (1), mis muutub toeseks arvvorduseks muu-
tujate koigi vddrtuste korral avaldiste A ja B iihisest mddramispiirkonnast, ni-
metatakse samasuseks A= B.

Lihtsamateks samasusteks on vordused, mis viljendavad aritmeetiliste te-
hete oma;dusi a+b=b+a; (a+b)-c=a-c+b-cjne. Samasuseks osutub ka

a

vordus = a° + 2a + 4 igal reaalarvude hulgal, millel a # 2.

Kui acxl/a_ldistel A, Bja C on ithine mddramispiirkond, siis selles piirkonnas:
1) samasustest A= B ja B = C jareldub samasus A = C;
2) samasusest A = B jdreldub A+ C = B+C;
3) samasusest A= B jdreldub A-C=B-C.

Muutujaid sisaldavat vordust (1), mis ei osutu samasuseks avaldiste A ja
B iihises mddramispiirkonnas, nimetatakse vorrandiks A = B. Avaldiste iihist
madramispiirkonda aga nimetatakse vorrandi mddramispiirkonnaks. Muutu-
jate neid véartusi vorrandi A = B mddramispiirkonnast, mis muudavad antud
vorrandi toeseks arvvorduseks, nimetatakse vorrandi lahenditeks.

Nii nditeks osutub vordus (2) vorrandiks, mille tiheks lahendiks on arvupaar
(1;2).

Vorrandi A = 0 lahendeid nimetatakse ka algebralise avaldise A nullkohta-
deks.
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Leidub vorrandeid, millel lahendid puuduvad, monel vorrandil on neid 16p-
lik arv, teisel voib lahendeid olla kuitahes palju. Oluline on jilgida vorrandi
maddramispiirkonda vorrandi lahendite leidmisel. Nditeks puuduvad vorrandil

x= > lahendid naturaalarvude hulgas, leidub aga iiks lahend ratsionaalarvude

hulgas. Vorrandil x* = —4 puuduvad reaalarvulised lahendid, kompleksarvude
hulgas aga on lahendid olemas. Vorrandite lahendamisest tuleb tiksikasjaliselt
juttu edaspidi.

§ 11. Uks- ja hulkliikmed

1. Uksliige. Hulkliige. Uksliikmeks nimetatakse reaalarvu a ja muutujate x, y,..., w
naturaalarvuliste astendajatega astmete korrutist

axy. o wa. 1)

1
Naditeks on avaldised xyz, 3x* —5b%cz3, 28 x yz, 3 zw?® tiksliikmed, kuid aval-

1
dised x + 1, a® + b?, 3y°—, =52y~ aga mitte.
X

Uksliikmes esinevat reaalarvulist tegurit a nimetatakse iiksliikme kordajaks.
Kordaja 1 jaetakse tavaliselt kirjutamata. Astendajate k, [,..., g summat k + [ +
.-~ + g nimetatakse iiksliikme (1) astmeks. Nii on iiksliikme —7xya® aste 1 + 1 +
3 =5 iiksliikme 0,1x aste 1, aga tiksliikme 53 aste on 0.

Uksliikmeid nimetatakse sarnasteks, kui nad iiksteisest iildse ei erine voi kui
nad erinevad ainult kordajate poolest. Nii on sarnased iiksliikmed 5x*yab® ja
(—=0,3)*x*yab®; xy ja xy, kuid iiksliikmed xy ja xy? ning 5xy ja 5y ei ole sarna-
sed.

Uksliikmete liitmisel ja lahutamisel saadud avaldist nimetatakse tiksliikme-

3
te algebraliseks summaks ehk hulkliikmeks. Nii on avaldis 2x -5y + Zx yz-0,1
hulkliige.
Uksliikemete liitmistehtel on kommutatiivsuse ja assotsiatiivsuse omadu-
sed.

Mirkus. Eelpool defineeritud on tegelikult nn. ratsionaalne iiksliige. Kui
avaldises (1) astendajad k, [,...,q kuuluvad positiivsete ratsionaalarvude hul-
ka, saadakse nn. irratsionaalsed tiksliikmed. Sellisteks on avaldised —2x,/y ja

(0,1)3x%y%.

Ratsionaalsete iiks- ja hulkliikmete mdidramispiirkond on méiratud kogu
reaalarvude hulgaga R.
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2. Uks- jahulkliikmete koondamine. Sarnaste iiksliikmete algebralise sum-
ma asendamist sellise liidetavatega sarnase iiksliikmega, mille kordaja on vord-
ne liidetavate iiksliikmete kordajate summaga, nimetatakse sarnaste iiksliik-
mete koondamiseks. Et koondada sarnased iiksliikmed summas 2xy —5xy +
6xy, tuleb antud summa asendada tiksliikmega (2 -5+ 6)xy = 3xy.

Hulkliikme koondamine tdhendab antud hulkliikme esitamist kujul, milles
koik sarnased tiksliikmed koondatud.

Niide 1. Koondada hulkliige 5x* — 4x +3 —3x* + x — 2.

Lahendus. Antud hulkliikmes on sarnasteks iiksliikmeteks 5x* ja —3x%; 4x ja
x ning 3 ja —2. Et koondamisel mitte eksida, soovitatakse sarnased liikkmed ka
eristada. Seega:

5x°—4x+3-3x2+x-2=(5-3)x>+ (-4+ Dx+3-2=2x>-3x+1.

Niide 2. Koondada 3ax® —5x+ 7y +4ax® —5ax* - 6y.

Lahendus. 3ax* —5x+7y+4ax’> —5ax*> -6y =2ax*-5x+y.

3. Uks-jahulkliikmete korrutamine. Kunakoolimatemaatikas lubatakse al-
gebralistes avaldistes esinevatele muutujatele vaid reaalarvulisi vdartusi, siis
voime tehete teostamisel iiks- ja hulkliikmetega lahtuda reaalarvude hulgal de-
fineeritud tehete omadustest.

3.1) Uksliilkme korrutamine iiksliikmega. Uksliikmete korrutamisel korrutatak-
se nende kordajad ja tiksliikmeis esinevate muutujate astmed. Lahtudes reaal-
arvude korrutamise omadustest, leiame korrutise

7a’bc-(-2ab*)=7-(-2)-a®-a-b-b* -c=-14a*b’c.

3.2) Hulkliikme korrutamine iiksliikmega. Ldhtudes korrutamis- ja liitmistehet
siduvat distributiivsuse seadusest, saadakse reegel: hulkliikme korrutamisel iiks-
liikkmega korrutatakse selle iiksliikmega hulkliikme iga liige ja saadud korruti-
sed liidetakse. Nditeks

(5a°—3bc+c®)2ac = (5a°)(2ac)+(=3bc)(2ac)+(c®) (2ac) = 10a®c—6abc®+2ac’.

Hulkliikme korrutamisel arvuga —1 jdetakse kokkuleppeliselt number 1 kir-

n

jutamata ja lisatakse sulgudes oleva hulkliikme ette vaid mark "—".
Nditeks (-1)- (2a—3b—-4ab) =—-(2a—-3b—-4ab) =—-2a+3b+4ab.
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3.3) Hulkliikme korrutamine hulkliikmega. Korrutamiseks tuleb iihe hulkliikme
iga liige korrutada teise hulkliikme iga liikmega ja saadud korrutised liita. Néi-
teks

Sx(x—+2x+y)(x+y) :ﬁ—&c_y+¢+2x_y+ﬂ+y2:7x2—2xy+y2.

4. Hulkliikmete summa javahe. Hulkliikmete summa ja vahe teisendamisel
avatakse sulud ja koondatakse sarnased tiksliikmed.

Niide 1. (5x° —4x+3)+ (3x* —x+2) =5x* —4x+3+3x°> - x+2=8x*—5x+5.

Niide 2. (17a*-8a®y—-5)—(6x—5a°y+9a*) =17a* -8a®y-5-6x+5a°y—-9a* =

8a4—3a3y—6x—5.

Moningate iilesannete lahendamisel on tarvis paigutada hulkliige sulgu-
desse.

Nédide 3. 6x+y—3xy+5=(6x+y) +(-3xy+5).

Niide 4. 6x+y—-3xy+5=(6x+y) - (3xy—5).

Niide 5. 6x+y—-3xy+5=—-(-6x—y)— (3xy—5).

5. Uks- ja hulkliikmete astendamine. Korrutamise abivalemid. Uksliikme-

te astendamisel naturaalarvulise astendajaga n lihtutakse reaalarvude korruti-
se astendamise reeglist. Nditeks

(—2x2%2)% = (=22 ()4 (%) 4 2% = 1628 y122%.

Hulkliikmete astendamisel lahtutakse reaalarvu astme definitsioonist. N&i-
teks

@2x-5y+7)*=@2x-5y+7)2x-5y+7) =
=4x°—10xy+14x—10xy +25y° =35y + 14x - 35y +49 =

=4x% +25y* —20xy +28x — 70y +49.

On tuletatud terve rida hulkliikmete astendamist holbustavaid valemeid. Too-
me jargnevalt moningad neist, mida tuntakse korrutamise abivalemite nime all.

1) Ruutude vahe valem x* — y* = (x — y) (x + y).

2) Summa ruudu valem (x + y)? = x> + 2xy + y°.
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3) Summa kuubi valem (x + y)® = x> +3x%y + 3xy* + y°.
4) Kuupide summa valem x° + y° = (x + ) (x* = xy + y°).
5) Vahe ruudu valem (x — y)* = x* - 2xy + y°.

6) Vahe kuubi valem (x — y)°® = x> —=3x°y + 3xy* - °.

7) Kuupide vahe valem x° — y° = (x — ) (x* + xy + y?).

8) Kolmliikme ruutude valemid

(x+y+z)2:x2+y2+zz+2xy+2xz+2yz,

(x—y—z)2:x2+y2+z2—2xy—2xz+2yz.

Neid valemeid kasutatakse nii vasakult paremale kui ka paremalt vasakule pal-
jude iilesannete lahendamisel.

6. Hulkliikme lahutamine tegureiks. Hulkliikme esitamist selliste {iks- voi
hulkliikmete korrutisena, millede korrutamisel saame esialgse hulkliikme, ni-
metatakse hulkliikme lahutamiseks teguriteks. Nditeks

3ax*—6a’x" +12ax® = 3ax3(x— 2a8x* + 4),

sestleides korrutise 3ax?(x—2a®x*+4) saame esialgse hulkliikme 3ax*—6a’x"+
12ax3.

Iga hulkliige ei lahutugi teguriteks. Niiteks x — y — 1 ja a® + 4.

Hulkliikmete tegureiks lahutamisel kasutatakse teatavaid abivotteid, mida
tilesannete lahendamisel rakendatakse kombineeritult.

6.1) Uhise teguri sulgude ette toomine. Olgu antud iiksliikmed 10xy ja 4x°y.
Esitame nad korrutisena 10xy = (2x) -5y ja 4x°y = (2x)-2xy. Uksliiget 2x nime-
tatakse iiksliikmete 10xy ja 4x*y iihiseks teguriks. Uhist tegurit omavate iiks-
liikkmete algebralise summa voib alati esitada iihise teguri ja teatava hulkliikme
korrutisena. Toodud niite korral 10xy—4x*y = 2x(5y—2xy). Oeldakse, et ithine
tegur 2x on hulkliikmest 10xy — 4x?y toodud sulgude ette.

Niide 1. 12ax*—6a’x"+3ax® = (3ax3)4x—(3ax3)(2a6x4)+(3ax3)-1 =3ax’ (4x—
2a8x* + 1).

Niide 2. —20bc® +25b*c® —35b3¢* = =5bc?(4c—5b + 7Th*c?).

Sulgude ette toodavaks tihiseks teguriks voib osutuda ka hulkliige.
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Niide 3. 6a(2c—d)+3b(2c—d) =3[2ac—-d)+b2c—-d)]=3-2c—-d)2a+ D).
Niide4. 3p(p—q)-5(g—p)* =3p(p-q) -5(p—q)* = (p-PBp-5(p— ) =
(p—q)Bp-5p+5q9)=(p—q)(5q9—-2p).

Niide 5. 4x(x—y)—8x*y(y—x)+8xy—8x* = 4x(x—y) —8x*y(y—x) +8x(y—x) =
Ax[(x—=y)=2xy(y—x)+2(y—x)] =4x(y—x)[-1-2x+2] =4x(y — x)(1 - 2xY).

6.2) Rilhmitamine. Liidetavate jarjekorra muutmisega hulkliikmes ja sulgude
sobiva paigutamisega voib sulgudesse jadda hulkliikmeid, milledel leidub iihiseid
tegureid.

Niide 6. 3(x—2y)? -3x+6y =3(x—-2y) - (Bx—6y) =3(x —2y)® —3(x—2y) =
3(x—2y)(x—2y—-1).

Naide 7. ab+2a-3b—-6=(ab-3b)+(2a-6)=b(a-3)+2(a-3) = (a-3)(b+2).
Niide8. xy—zy—x+z-y+1=(xy—zy-y)—(x—z-1) =y(x—z-1)—(x—2z-1) =
(x—z-1D((y-1).

Nidide 9. 2x° +3x+1=2x>+2x+x+1=2x(x+ D+ (x+1D = (x+1D2x+1)

6.3) Korrutamise abivalemite rakendamine. Nende valemite kasutamine aitab
hulkliikmete teguriteks lahutamisel. Vaatame jargmisi nditeid.

Naiide 10.

4a°c* - (a* +c* - bH)? = [2ac - (a* + ¢* - b)) - [2ac+ (@* + ¢* — b*)] =
=[=(a®-2ac+c®) +b*]-[(a* +2ac+c*) - b*] =
= [b* - (a-0)*]-[(a+c)* - D] =
=[b+(a-0c)]-[b-(a-0c)lla+c+b)a+c—b) =
=(b+a-c)b-a+c)a+c+b)(a+c—-Db).

Niide 11. a'' -2a'%+a’ - a’" +24%-a® = a9(a2—2a+ 1 —a5(a2—2a+ 1) =
@ -2a+D)@* -1 =a’a-1*@-1)(@®+1)=a’(a-1)3@a+1)(a*+1).

7. Ruutkolmliikme lahutamine tegureiks. Hulkliiget ax? + bx + ¢ (a # 0) ni-
metatakse ruutkolmliikmeks muutuja x suhtes. Ruutkolmliikme tegureiks la-
hutamiseks on tarvis seda hulkliiget teataval kindlal viisil teisendada, s.t. eral-
dada ruutkolmliikmest teatava kaksliikme tdisruut. Vaatame seda teisendust
jargnevate ndidete varal.

Niide1. x> +6x+13=(x*+2-3x+9)—-9+13 = (x +3)* + 4.
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9 ) 5 25 25 52 1
Naide 2. x“* -5x+6=x"-2-x-—+———+6=(x—=] ——.
2 4 4 2 4

Ndide3. —x*+8x—7 = —(x*—8x+7) = —(x*~2-4x+16-16+7) = —[(x—4)*~9] =
9— (x—4)%

7 7
Niide 4. 7+4x—2x2:—2(x2—2x—z) =—2(x2—2-1-x+1—1—§) =2

9-2(x-1)>%.

Esitame niitid tdisruudu eraldamise votte ka tildjuhul.
b c
ax*+bx+c=a x2+—x+c—) =
a a

=a x2+2-—x+—2——2+—
2a 4a 4a a

( b \? (c bz) ( b)2 b? - 4ac
=allx+—| +|=-——]||=a -
a 4a

X+—
2a 2a 4a
Taisruudu eraldamine ruutkolmliikmest on alati voimalik. Kui selle teisenduse
tulemusena saame kahe avaldise ruutude vahe, siis on voimalik antud ruut-
kolmliiget ka tegureiks lahutada. Kasutades néidetes 2} [3|ja[4| ruutude vahe abi-
valemit, saame

b WD c)_

5)2
1) x2—5x+6:(x——) -

1

2 4

=2zl ll2) 3
Xx——|+= x——|-=
2] 2 2] 2

2) —x*+8x-7=9—(x—-4)*=
=B+x-D]-B-x-D]=x-1(7-x);

=(x-2)(x-3);

3) 7T+4x-2x*=9-2(x-1)*=
= [3+v2e-1|-[3-v2- -]

Ndites (1| aga saime kahe avaldise ruutude summa, mis ei lahutu tegureiks
reaalarvude hulgal.

Ruutkolmliikme tegureiks lahutamisel voib kasutada ka teist votet. Kui os-
kame leida ruutvorrandi ax? + bx + ¢ = 0 reaalarvulisi lahendeid x; ja xp, siis
antud ruutkolmliige lahutub tegureiks

ax’ +bx+c=alx—x)(x—x).

(x—1)*-

9

2

]:
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- 2 . 1. .
Naide 5. Et ruutvorrandi 2x +5x — 3 = 0 lahenditeks on arvud 5 Ja -3, siis

1
2x*+5x-3 :2(x— 5) (x+3).
Samale tulemusele jouame ka tdisruudu eraldamise vottega. Toepoolest

2 e g o[ 2e2v 3 Co(210.2,,.22 2 3
2x°+5x-3=2|x"+—-x =2|x"+2-—x+
2 2 4 16 16 2

5\ 49 5 7 5 7
X+-| ——|=2|x+-—=||x+-+-|=
4 16 4 4 4 4

1
=2|lx——
2

Niide 6. Ruutvorrandil x* + 6x + 13 = 0 puuduvad reaalarvulised lahendid ja
nagu nigime ka niites|1} ruutkolmliige x* + 6x + 13 ei lahutunud tegureiks.

=2

(x+3).

§12. Algebralised murrud

1. Uksliikme jagamine iiksliikmega. Uksliikme jagamisel iiksliikmega leiame
sellise iiksliikme, mille korrutis jagajaga annab tulemuseks jagatava.

Niide 1. 6a’b?: 2ab = 3ab?, sest 3ab’-2ab = 6a°b°.

-5
Naide 2. —5x5y62 :3xy= ?x‘lye, sest ?x‘ly6 ‘3xy = —5x5y62.

Uksliikmete jagamisel jagatakse nende kordajad ja neis esinevate muutu-
jate astemd. Jagatis ei ole alati tiksliige. Nditeks ei leidu sellist tiksliiget A, et
A-3a®-b* = —10ab. Samal ajal voime kiill leida algebralise avaldise A, mille

10
korral A-3a®-b? = —10ab. Toepoolest, kui A = —?a_z - b1, siis iiksliikmete
10
jagatis —10ab:3a°b* = —?a_z b~! ei ole iiksliige.

2. Hulkliikme jagamine iiksliikmega. Hulkliikme jagamisel iiksliikmega ja-
gatakse antud hulkliikme iga liige selle tiksliikmega ja tulemused liidetakse.

Naiide 1. (Sx3 —6x° + 7X):x= 5x3: x + (—6x)x+7x:x= 5x°—6x+7.

Kuna tiksliikemte jagatis alati ei tarvitse olla iiksliige, siis ka hulkliikme ja-
gatiseks tiksliikmega ei tarvitse alati olla hulkliige.

3
Niide 2. (6xy—3x°2):2x*=3x"1.y— EZ'
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3. Hulkliikme jagamine hulkliikmega. Hulkliikme jagamisel hulkliikmega
leitakse selline hulkliige, mille korrutis jagajaga annab jagatava hulkliikme.

Niide 1. Kuna (x+2)(2x* —3) = 2x° + 4x* —3x — 6, siis voime kirjutada, et (2x> +
4x* -3x—6): (x+2) =2x* -3 ning x> +4x* -3x—-6): (2x* -3) = x + 2.

Hulkliikete jagamistehet vormistatakse kujul

2x3 +4x* —3x -6[2x*-3

2x° -3x x+2
(esimene jaik) 4x° -6
4x° -6
0

Uldjuhul pole kahe suvalise hulkliikme jagatis mitte hulkliige, vaid iildisem
algebraline avaldis, nn. algebraline murd.
Kahe iihest muutujast soltuva hulkliikme jagamisel tuleb

1) molemad hulkliikmed korrastada muutuja astmete kahanemise suunas;

2) jagadajagatava hulkliikme korgeima astme iiksliige jagaja hulkliikme suu-
rima astme tiksliikmega, saadud tiksliige on jagatise esimene liige;

3) jagatise esimene iiksliige korrutada jagajaga ning korrutis lahutada jaga-
tavast; saadud vahe on esimene jaik;

4) jagatise jirgmise liikkme leidmiseks tuleb esimese jadgiga toimida nii, na-
gu toimisime jagatavaga punktides 2 ja 3; jagamist tuleb jatkata seni, kuni
jouame jadgini null voi jadgini, mille aste on vdiksem jagaja astmest.

Niide 2. Jagada hulkliige 15x*— x*—13x° +8x* — 13x+4 hulkliikmega 3x* + x—4.

Lahendus.

15x° —x* —13x% +8x% —13x +4[3x* +x -4
15x° +5x* =203 5x° —2x°+3x—1
(esimene jadk) —6x* +7x° +8x% —13x +4
—6x* —2x° +8x°

(teine jazk) 9x° —~13x +4
9x +3x% —12x

(kolmas ja#k) —-3x*  -x +4

—3x*  —x +4
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Vastus. (15x5 —x*-13x3+8x*—13x+ 4): (?))c2 +x—-4)= 5x3—2x*+3x—1.

Niide 3. Jagada hulkliige 12x* — 3x% + x? + 5 hulkliikmega x* — 5x + 1.

Lahendus.
12x* -3x%  +x? +5|x%>—5x+1

12x* —60x% +12x? 12x% +57x + 274

(esimene jaik) 57x° —11x° +5

57x° —285x°>  +57x

(teine jadk) 274x°> —-57x +5

274x% —1370x +274

(kolmas jadk) 1313x —269

Vastus. Antud hulkliikmete jagamisel tekib jagatis 12x°+57x+274 ja jadk 1313x—
269,

12x* 33 + x> +5=(12x*> +57x+274) - (x* = 5x+ 1) + (1313 x — 269).

4. Algebraline murd. Algebralisi avaldisi, millises ei esine jagamistehet ega
negatiivseid astendajaid, nimetatakse algebralisteks tdisavaldisteks. Uks- ja hulklii-
med on tdisavaldised, kuid niiteks avaldised 4x 2y ja 5: (x + y) mitte.

Kahe algebralise tdisavaldise A ja B jagatist A: B, mis ei osutu tdisavaldiseks,

nimetatakse algebraliseks murruks 3 Algebralisteks murdudeks on jagatised

10ab  6xy-3x*z  Va?+a+Vb
3a3p?’ 2x2 " Va+b-yC

Kui algebralisele murrule pole lisatud tema méadramispiirkonda, tuleb ar-

vestada, et murd — on mdéédratud vaid muutujate selliste vddrtuste korral, mis

kuuluvad avaldiste A ja B iihisesse mddramispiirkonda ning ei muuda nimeta-
X+

ja B vadrtust vordseks nulliga. Nii nditeks pole algebralise murru vadrtus

x f—
madratud muutujate x ja y selliste vadrtuste korral, mille puhul x — y = 0.

5. Algebralise murru pohiomadus. Hariliku murru péhiomadus laieneb ka
algebralistele murdudele. Kui avaldiste A, B ja C iihisesse méddramispiirkonda
kuuluvate vadrtuste korral B # 0 ja C # 0, siis kehtib samasus

A C-A

B C-B
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x2—2xy+4 _ (x2—2x+4)(x+2)

Niide 1. P = 212 piirkonnas, kus x # 2 ja x # —2.
24 yv4 12 3_.3
Naide 2. A A = i piirkonnas, kus x°— y2 #0.
x+y x2—y?
-b (-)(a-b) b-
Naide 3. a = ((a-b) = a piirkonnas, kus x # y.

x-y (Dx-y) y-x

Toodud kolmes néites kasutati murru pohimomadusi algebralise murru laien-
damiseks. Sama omadust saab kasutada ka algebraliste murdude taandamisel
murru miidramispiirkonnas.

ax+ay alx+y)

Niide 4. = —x+y,kuia;£0jax;éy.
ax—ay ax-y) x-y
-8l (X*-9x*+9) (x-3)(x+3)(x*+9) ) 3
Niide 5. = = =(x+3)(x“+9) =x"+

x—3 x—3 x—3
3x% +9x+27 piirkonnas, kus x # 3.

6. Algebraliste murdude teisendamine iihenimelisteks. Algebralise murru
pohiomadust kasutades saab erinevate nimetajatega murde teisendada iihe-
nimelisteks. Ka siin ilmneb tdielik analoogia harilike murdude teisendamisega
tihenimelisteks murdudeks.

Niide. Teisendada iithenimelisteks murdude paarid

0 x+1 x2+2x+3. 2 3 _
2x-5" 8x3-125""" (x+1D(x-2) (x-2)(x+3)’
2x—3 X
x+1 x+2°

Lahendus.

1) Kuna 8x%—125= (2x—5)(4x? + 10x + 25), siis

x+1  (x+1)(4x*+10x+25)
2x—5 (2x—5)(4x2+10x+25)
X +2x+3 X*+2x+3

8x3-125 (2x—5)(4x2+10x+25)

ja

Ulesandes on eeldatud, et 8x> — 125 # 0.
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2) Kuna kummaski nimetajas on tihiseks teguriks avaldis x — 2, siis

\X+3
2 B 2(x+3) q
x+D(x-2) x+D(x-2)(x+3) J
\X+1
3 3(x+1)

(x—-2)(x+3) - (x+1)(x-2)(x+3)

Selles iilesandes on vaatluse all piirkond, kus x # -1, x #2 ja x # —3.

3) Kuna nimetajatel iithised tegurid puuduvad, siis

2
2x-3%" _@x-ya+2) o x ¥ xGxer))
x+1 X+ D(x+2) L T x+2)(x+ 1)

Siin x # —1ja x # -2.
Enne algebraliste murdude teisendamist tihenimelisteks tuleb
1) murdude nimetajas olevad hulkliikmed lahutada tegureiks;

2) taandada koiki murde niipalju, kui see on voimalik v6i vajalik.

7. Tehted algebraliste murdudega. Algebraliste murdude liitmine, lahuta-
mine, korrutamine, jagamine ja astendamine toimuvad analoogiliselt vastava-
tele tehetele harilike murdudega. Tehete sooritamisel algebraliste murdudega
tuleb aga alati silmas pidada muutujate lubatavate vddrtuste piirkondi, mida
kokkuleppeliselt voib ka kirjutamata jatta.

Vaatame moningate tehete sooritamist ndidete varal. R6hutagem, et parast
tehte sooritamist tuleb resultaadiks saadud algebraline murd lihtsustada, s.t.
teisendada lihtsaimale kujule.

Naiide 1.

X +2 X X+1

2x—3 _(2x—3)(x+2)+ xX(x+1)

x+1 Ttz T G+D+2) i+ Dx+2)
B 2Cx-3)(x+2)+x(x+1) B

x+D(x+2)
_2x*-3x+4x-6+x"+x _
B (x+1)(x+2) -
_ 3x*+2x-6
x4+ D(x+2)
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Niide 2.
¥ 3x°+81  x°  3(x+3)(x*-3x+9) _
x-3 x2-9 x-3  (x-3)(x+3)
_x® 3(x*-3x+9) x*-3x*+9x-27 _
T x-3 x-3 B x-3 B
¥ (x-3)+9(x-3) *x-3)(x*+9) ,
= = =x"+9.
x-3 x-3
Ndide 3.
25 2a a’ +25a (a—5)*+15a _
Z+5a+25 a-5 (a-5)0a+5a+25)]  a-5
_ 25(a—-5)+2a(a®+5a+25) - (@’ +25a°) a*—-10a+25+15a
- (a—5)(a® +5a+25) ' a-5 -
_ 25a-125+2a’+10a* +50a—a®-25a° a*+5a+25
- (@a—5)(a? +5a+25) - a-5
a’®—-15a*+75a-125 a®*+5a+25 (a—-5)°-(a*+5a+25)
S @-52(@+5a+25) a5  (a-57% (@+5a+25) >
Niide 4.
(az_bz_a).(xz_yz_x)_az_bz_az.xz_yz_xz__bz'_yz
a X a X a X
_(=bP)-x b*x
Ca-(-yh) ayr
Ndide 5.
@-11" [(a-D@+D)* (a-1\* (a-1)*
ab+Db W_(b)_b‘*'

Toodud niidetes teostatud tehete sooritamisel on eeldatud, et muutujad
omavad vaid lubatavaid vaartusi. Néiteks iilesandes 4 on eeldatud, et a # 0,
x#0jay#0.

§ 13. Absoluutvairtust sisaldavate avadiste lihtsus-
tamine

Absoluutvairtust sisaldavate avaldiste lihtsustamisel tuleb ldhtuda reaalar-
vu absoluutvidrtuse definitsioonist ja omadustest. Et

x+1, kuix+1=0
[x+1| = ]
—(x+1), kuix+1<0,
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siis
x+1, kuix=-1
[x+1| = )
—(x+1), kuix<-1.

Kirjutatu tdhendab, et kdigi nende muutuja x véirtuste korral, mis ei ole
vdiksemad arvust —1, tuleb avaldise |x + 1| vdartus leida eeskirja x + 1 pohjal,
muutuja x lilejddnud véirtuste korral aga eeskirja —(x + 1) pohjal. Kui x =0 >
—1,siis[x+1]=x+1=1.Kuiagax=—-4<-1,siis [x+1|=—(x+1)=—(-3) =3.

Jargmiste ndidete korral piitiame selgitada selliste avaldiste lihtsustamist,
milles absoluutvdartuste markide vahel seisavad avaldised ainult ithe muutuja
suhtes.

Niide 1. Lihtsustada avaldis 2 — |x — 3|.

Lahendus. Et
x-3, kuix=3
lx—3| = ]
—-x+3, kuix<3,

siis

2—(x-3) kui x=3
2—|x-3|= )
2—(—=x+3) kuix<3,

5—x, kuix=3
x—1, kuix<3.

Niide 2. Lihtsustada avaldis | x| + |x — 2| piirkonnas, kus x < 0.

Lahendus.
x, kuix=0 x-2, kuix=2
Et |x|= ) ja |x-2|= .
-x, kuix<0 —(=x-2), kuix<2,
siis antud piirkonnas x < 0 saame, et | x| = —xja |x—2| = —(x—2). Jarelikult meie

avaldis teiseneb piirkonnas x < 0 jargmiselt:

x| +|x=2]|=—-x—-(x—-2)=-2x+2=2(1 —Xx).

Naide 3. Lihtsustada avaldis |x+ 1| —|2x + 5], kui x = -2.
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Lahendus.

5
x+1, kui x=-1 2x+5, kuix=-2=
Et lx+1]= . ja |2x+5|=
—(x+1), kuix<-1 _(2x+5), kuix<-2,

siis muutuja x lubatavate vdartuste piirkond x = —2 tuleb jagada kaheks osa-
piirkonnaks -2 < x < -ljax=-1.Kui -2 < x < -1, siis [x+ 1| = —(x+1) ja
|2x + 5| = 2x + 5. Jdrelikult selles piirkonnas meil avaldis teiseneb nii:

[x+1]|—12x+5|=—(x+1)—(2x+5)=-3(x+2).

Et teises piirkonnas x = —1 leiavad aset vordused |x+1| = x+1ja|2x+5| = 2x+5,
siis avaldis saab kuju:

[x+1]—|12x+5]=x+1-(2x+5) =—-x—4.

Vastus.
—3(x+2), kui -2<x<-1

|x+1|—|2x+5| = )
—(x+4), kuix=-1.

Ulesannetes, mis sisaldavad enam kui iihe avaldise absoluutvéirtust, on
otstarbekas kogu arvtelg jaotada osapiirkondadeks, mille otspunktideks on ab-
soluutvddrtuste markide vahel olevate avaldiste nullkohad ning méaramispiir-
konna otspunktid (kui nad on lisatud).

Igas nii saadud osapiirkonnas tuleb kogu avaldise kditumist uurida.
2|x|+ |x—5]|

13 —xl
Lahendus. Absoluutvidirtuste markide vahel olevate avaldiste nullkohad on x; =0,
X2 =5ja x3 = 3, millest viimane ei kuulu avaldise mddramispiirkonda. Seega tu-
leb antud iilesandes kogu arvtelg jagada neljaks piirkonnaks, nagu on kujutatud
ka jargmisel joonisel

Naide 4. Lihtsustada avaldis

I 11 i Iv
N Y N >
0 3 5

Analiitisime avaldise kditumist igas piirkonnas eraldi, arvestades, et

X, kuix=0 x—5, kuix=5
|x| = |x—5]=

-x, kuix<0, —-x+5, kuix<5

. 3—-x, kuix<3
ja 13—-x|= .
—3+x, kuix>S3.



68 PEATUKK 1V. ALGEBRALISTE AVALDISTE TEISENDAMINE

I Kui x <0, siis
2|x|+|x—-5] 2(-x)+(-x+5) 5-3x
3-x 3-x T 3-x’

IT Kui0 < x < 3, siis

2lx|+|x—=5] 3 2x+(—x+5) _X+5
3-x| 3-x T 3-—x
IIT Kui 3 < x <5, siis
2|x|+|x—=5| 3 2x+(—x+5) _X+5
13-x| x-3 x-3

IV Kui x =5, siis
2|x|+|x—-5] 2x+(x-5) 3x-5

3-x] = x-3 x-3°

Ulesande vastuse voib esitada piirkondade kaupa voi kokkuvotval kujul
5-3x

3 , kuix<0
P ,
2|x|+|x— 5| 3T’ kui0sx<3
—:< Y
13— x| Y kui3<x<5
3x 25
, kuix=5.
x—3

§ 14. Irratsionaalsed avaldised

1. Lihtsamate irratsionaalavaldiste lihtsustamine. Irratsionaalavaldistest
koneldakse siis, kui algebraline avaldis sisaldab mingi muutujat sisaldava al-

gebralise avaldise A astet A ehk juurt V'A (m on naturaalarv). Irratsionaalsete
avaldiste teisendamisel tuleb eriti hoolikalt jalgida kogu avaldise mddramispiir-
konda. Lahtutakse siin jdllegi raeelarvude korral defineeritud juure maistest ja
omadustest. Seega juure VA madramispiirkonnaks on paarituarvulise juurija
m korral juurealuse avaldise A médidramispiirkond, paarisarvulise juurija m =
2k korral aga on VA mdadramispiirkonnaks juurealuse avaldise A mééiramis-

x—1
piirkonna osapiirkond, mille korral A = 0. Nii on avaldise \3/ —— maédramis-
X

piirkonnaks avaldise —— maéédramispiirkond, s.o. koik nullist erinevad reaal-

X
xX+4 xX+4
arvud. Avaldise \4/ —— maddramispiirkonnaks on aga piirkond, kus —— =0 ja
X X
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x#0.
Edaspidi tuleb arvestada ka seda, et vastavalt juure omadustele Y A2k = |Al.

Niide 1. Lihtsustada avaldis V/ (a — b)2.
Lahendus. Kuna v/ (a— b)? = |a—- b|, siis

- b, kuia=b
/—(a—b)zzla—blz{a uiaz=

—(a—>b), kuia<hb.

Antud avaldis on mddratud muutujate a ja b koigi reaalarvuliste vadrtuste kor-
ral.

1
Néide 2. Tuua avaldisest |/ 1+ — juure mérgi alt vélja muutuja x eeldusel, et
X

x<0.
/1+ 1 [x2+1 Vx2+1 Va?+1
x2 2 Ve lx ]

siis lilesandes antud piirkonnas x < 0, saame | x| = —x. Jarelikult antud piirkon-
nas

Lahendus. Et

\/ 1 Vx?+1 x2+1
1+— = = )

x2 | x| X

1 Vx2+1
1+ —==- .
X X

Vastus. Kui x <0, siis

x
Niide 3. Viia avaldises % muutuja y juuremargi alla, kui x = 0ja y <0.

X
Lahendus. Etiilesandes antud piirkonnas x = 0 ja y < 0 avaldis £ on miéra-
y
tud ning y = —|yl ja |y|* = y?, siis

Vx_ vx_ | x __[x
y oyl iy 2

X X
Vastus. Kuix=0jay<0,siis — = — | —.
y
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X
Niide 4. Viia avaldises £ muutuja y juuremargi alla.
y

Lahendus. Antud iilesandes pole lisatud kitsendusi muutujate x ja y suhtes.
Esmalt on tarvis leida antud avaldise méaramispiirkond. Lugeja v/x on mééra-
tud, kui x = 0 aga nimetaja kui y # 0. Kuna paarisarvulise juurijaga juure korral
on véga oluline juuremaérgi alla viidava avaldise mark, siis tuleb meil vaadelda
eraldi kahte osaiilesannet 1) y < 0 ja 2)y > 0. Esimesel juhul on {ilesanne lahen-
datud niites 3. Kui aga y > 0, siis y = |y/|, seega

vx _ |x
y ¥z
Vastus. Ulesanne on lahenduy, kui x = 0, y # 0 ning siis

X
7

—‘/%, kui y <0.

Niide 5. Lihtsustada avaldis v/ (x +1)2+ v/ (x—1)2, kui -1 < x < 1.

, kui y>0

<%

Lahendus. Kuna v/ (x+1)2+V (x—1)2 = |x+1|+|x—1] ja antud piirkonnas —1 <
x<lalatix+1>0jax—1<0,siis

Vx+1D2+V(x-12=|x+1|+|x-1|=x+1—-(x—-1)=2.

Vastus. Piirkonnas —1 < x < 1 on antud avaldise vdartus vordne arvuga 2.

Niide 6. Lihtsustada avaldis v/ (x + 1)2 + v/ (x — 1)2.

Lahendus. Kuna vV (x+1)2+V(x—=1)2 = |x+ 1| +|x—1]| ja tilesandes pole lisa-
tud mingeid kitsendusi muutuja x suhtes, tuleb meil arvtelg jagada kolmeks
piirkonnaks

Kuna esimeses piirkonnas x < —1 kehtivad vorratused x+1<0jax-1<0,
siis

V+1D2+V(x—-1)2=|x+1|+|x-1|=-(x+1)—(x—1) = —2x.
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I 11 11
N , N >
-1 1

Et teises piirkonnas —1 < x < 1 kehtivad vorratused x+1=0ja x — 1 <0, siis

V+1D2+V(x—12=|x+1|+|x=1l=x+1—(x—-1)=2

nagu nigime ka niites
Kolmandas piirkonnas x = 1 kehtivad vorratused x+1 > 0ja x—1 = 0. Seega
siin

VE+12+vV(x-12=|x+1|+|x—-1|=x+1+x—1=2x.
Vastus.
—2x, kuix<-1
Vr+12+vVx-12={2  kui-1<x<l1
2Xx, kui x=1.

Pikemate ja keerulisemate avaldiste lihtsustamisel tuleb arvestada algeb-
raliste murdudega sooritatavate tehete ning astmete ja juurte omadusi.
2 1 b
v—a 1—%1” 2va+bx
Lahendus. Kuna iilesandes a < 0, siis —a > 0 ja v/—a on méédratud ning

(vV=a)? = —a. Lisaks tuleb aga eeldada, et a+ bx > 0. Nendel eeldustel teostame
teisendused:

Naiide 7. Lihtsustada

:v—a, kuia<D0.

2 1 b2 1 b 1
v—a 1—%1”“ 2vVa+bx Vv—-a %ﬂ_bx 2vVa+bx V—a
2-a-b-1

- v—a-(—=bx)-2vVa+bx-v/—a -
a 1

" (—@)(-x)Va+bx xvVa+bx
Vastus. Eeldustel a < 0ja a+ bx > 0 on antud avaldis samavédirne avaldisega

1
x\/a+bx'
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b + b 2
Naide 8. Lihtsustada £ + 4 (a+b) —a.

it

(a+ b)?

Lahendus. Teisendamine on voimalik vaid eeldustel b > 0 ja -—az=0.

2

= 0. Kuna b > 0 korral ka

Viimane vorratus teiseneb aga kujule
(a-Db)*

= 0, siis antud iilesande mdidramispiirkond on médratud tdielikult vor-
ratusega b > 0, mille tottu

a-b .
\/(a—b)z \/(a—b)z a-bl | 5oy wiazb
—-—a= = = a—b
4b 4b 2vb - , kuia<b.
2vb

Kogu antud avaldise lihsustamisel tingimustel a = b > 0 saame

\/E a (a+b)2 \/_ a Ia bl

a —_—
2\/_ 2\/_ 2vh
b
_\/E a +a—b_
2 2vb  2Vb
_b+a+a-b a
2vb Vb’
Lihtsustades antud avaldist tingimustel b > 0 ja a < b, saame
Vb
\/E a (a+b)2 a_\/E L, a a- b _b+a-a+b VB
2 o 2 ovb 2vb  2vb '

Vastus.
kuia=b>0

a

h bz =
|
2vb Vb, kuia<bb>0.
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2. Irratsionaalsuse kaotamine murru lugejast voi nimetajast. Olgu A min-
gi irratsionaalne algebraline avaldis. Kui leidub selline irratsionaalne avaldis B,
mis ei ole samaselt vordne nulliga nii, et korrutis A- B on ratsionaalne avaldis,
siis Oeldakse, et avaldis B on avaldise A kaasavaldis (kaastegur). Esitame mo-
ningate avaldiste kaasavaldised:

1) kui p,q,...,r on naturaalarvust n vdiksemad naturaalarvud, siis avaldise

A= VXP-Y4-. .- 7"

kaasavaldiseks on

B= Vx(n—p) Y@ L z(n-r)

sest
A-B=X-Y-...-Z;

2) avaldiste
A=VX+VY (X=0;Y=0)

kaasavaldised on vastavalt
B=VX3VY,

sest

3) avaldiste

A=VX+VY

kaasavaldised on vastavalt
B=VX2FVXY +V Y2

sest

AB = (3/%)31(3/?)3 =XtV

p
Olgu antud irratsionaalne algebraline murd C = —, milles vdhemalt nimeta-

ja (lugeja) on irratsionaalne avaldis. Kui seda murdu laiendada nimetaja (luge-
P PK

ja) kaasavaldisega K, siis saame murru C = — = OK’ milles nimetajas (lugejas)
on ratsionaalne avaldis. Koneldakse, et oleme kaotanud irratsionaalsuse murru
nimetajast (lugejast).

Kasutades eelpool toodud kaasavaldisi lahendame méned néiteiilesanded
irratsionaalsuse kaotamiseks murru nimetajast.
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Niide 1.

va _xva
a

* = (kuia>0)
Va-a |

Nk

Naide 2.

X x(a+\/5) x(a+\/5) ‘ . ,
a—\/E:(a_\/E)(m\/z): P (kuib=0jab+#a").

Naide 3.

1 _ 1 _ (Vx+7)-Vz
VIEVIHVZ  (VEVI) +VE (Ve vT) + Vel [(Ve+ vT) - Vel
(VE+VI)-VE
(Vx+y3) - (va)*
- (Wx+vI) -z
X+ty—z+2,/Xy

Murru iihekordse laiendamisega ei 6nnestunud seekord kaotada irratsionaal-
sust nimetajast. Teostame vajaliku teisenduse veelkord.

(VE+vi-va)[ty+a-2vxy]  _ (VE+VT-VE) [ty +2) -2VT7]

[(x+y-2)+2/x7] [(x+y-2)-2%F] (X+y—2)2—4xy

Niiiid on nimetaja vabastatud irratsionaalsusest. Koik teisendused on lubatud
vaid piirkonnas, kus x >0,y >0,z >0 ning (x + y — 2)> —4xy #0.

3 X — 3
Niide 4. Kaotada irratsionaalsus murru q lugejast.
Xty

Lahendus. Etavaldise v/x— ¢/y kaasavalidis on Vx2+ Yxy + 1/ y?, siis piirkon-
nas, kus x # —y, saame

vi-yy (E-m) (Ve ymr V) -
Y (x+y)(‘3/ﬁ+\3/x_J’+W) (x+y)(\3/?+\3/x_y+W).
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3. Liitradikaali valemid. Algebraliste avaldiste A ja B iihisosa mddramispiir-
konda kuuluvas mistahes osapiirkonnas kehtivad samasused

m:\/fxﬂ/gxﬂ#fl_@ﬂ,

mida tuntakse ka liitradikaali valemite nime all. Neid valemeid on otstarbekas
kasutada moningate irratsionaalsete avaldiste lihtsustamisel.

243 N 2-V3 )2
VZ+V2+vV3 VZ-V2-v3)

Lahendus. Kuna liitradikaali valemite pohjal

/72+\/§:\/2+\;m+\/2—\2m:\/§+\/§:\/§+1

Niide 1. Arvutada (

V2
ja
[ ~ /3 1 V3-1
2_‘/52\/;£: NG
siis
2+v3 (\/\g/;)z _(\/§+1)2~\/§_ (V3+1)° _V3+1
\/§+\/2+\/§_\/§+‘/§§1_ 2(3+v3)  V2-VB(v3+1) V6
ning

-vi (B wstvsvaa

VEi-\2—va va-Ll T 2(3-V3)

Jarelikult antud avaldise vaartus on vordne

[ )
+ = =2.

S

6 V6 V6

2b+2vVb% -4
VD2 —4+b+2

Lahendus. Kasutades murru lugeja teisendamiseks liitradikaali valemit, saame

V2b+2Vbh2-4=VvV2-\/b+Vb2-4=

Naide 2. Lihtsustada
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3 \/b+\/b2—b2+4+\/b—\/b2—b2+4 B
= 5 5 =
=vVb+2+Vb-2.

Seega, lahutades nimetaja tegureiks, saame

v2b+2vb2—4_ Vb+2+vb-2 1
VB2—4+b+2 Vb+2(WVb-2+Vb+2) Vb+2

piirkonnas, kus b+2>0jab-2=0.

Niide 3. Lihtsustada %3 +30\/2+1/9+4V2,

Lahendus. Selles iilesandes tuleb liitradikaali valemit kasutada korduvalt. Es-
malt leiame

\/9+4\/§:\/9+\/§:\/9+ E;1_32+\/9_ z1_32:\/§+1.

Jargnevalt saame lihtsustada avaldise

\/2+(\/§+1):\/3+\/§:\/3+\gm+\/3_\gm:\/§+l.

Jaab lihtsustada viimane osa kogu avaldisest

\/13+30(\/§+1):\/43+30\/§:\/43+\/ﬁ:

43 + /1849 -1800 43 —+/1849 -1800
:\/ > + > =5+3V2.

Vastus. \/13 +30\/2+1/9+4V2=5+3V2.
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Kontrollkiisimused

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)

9)

10)

11)
12)
13)
14)
15)
16)

17)

18)
19)
20)
21)

22)

Avaldise moiste.

Algebralise avaldise moiste. Nditeid.
Analiititilise avaldise moiste. Nditeid.
Ratsionaalse avaldise maoiste. Niiteid.

Avaldise mddramispiirkonna maoiste. Nditeid.
Vorduse moiste. Nditeid.

Samasuse moiste. Nditeid.

Vorrandi moiste. Nditeid.

Kas vordus (x — y)2 =x*-2x y+ y2 on samasus?

x%-1

Kas vordus = x + 1 on samasus?

Millist avaldist nimetatakse tiksliikmeks; hulkliikmeks?
Mida nimetatakse iiksliikme kordajaks, mida astmeks?
Milliseid iiksliikmeid nimetatakse sarnasteks?

Mida maistetakse sarnaste iiksliikmete koondamise all?
Mida moistetakse hulkliikme koondamise all?

Millisel kujul tuleb alati hulkliige esitada?

Kuidas toimub iiksliikme korrutamine tiksliikmega; hulkliikme korruta-
mine iiksliikmega; hulkliikme korrutamine hulkliikmega?

Kuidas toimub tiks- ja hulkliikmete astendamine?
Sonastada korrutamise abivalemid.

Mida tdhendab hulkliikme teguriteks lahutamine?
Nimetada tegureiks lahutamise erivotteid.

Kuidas toimub ruutkolmliikme lahutamine tegureiks?
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23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)

33)

34)
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Kuidas toimub tiks- ja hulkliikme jagamine?

Tdisavaldise ja algebralise murru moiste.

A
Mida tuleb kindlasti arvestada algebralise murru 3 madramispiirkonna
leidmisel?

Algebralise murru pohiomadus.

A
Kui A, B ja C on mingid algebralised avaldised, kas siis murd 7 Onsama-

It vord AC,
selt vordne murruga ——¢
88 BC

Kuidas toimub algebraliste murdude teisendamine iihenimelisteks?

Milliseid tehteid voib sooritada algebraliste murdudega?

2Xx
Leida |a—1]|5—- bl ja |—|
X

Leida v/x2 +2, Va?, {/ﬁ ja V/(-2)".

Millist avaldist nimetatakse antud irratsionaalse avaldise kaasavaldiseks?
Niiteid.

Mida tdhendab irratsionaalsuse kaotamine murru lugejast voi nimeta-
jast?

Milliseid valemeid nimetatakse liitradikaali valemeiks?



Peatiikk V

Vorrandid ja vorrandististeemid

§ 15. Ruutvorrandid. Ruutvorrandeiks taanduvad vor-
randid

1. Vorrandi samasusteisendused. Samasuse, vorrandi, vorrandi mairamis-
piirkonna ja lahendite moiste on antud § p.
Uhe tundmatuga vorrandi voime esitada kujul

flx) =gk,

millest leiame tundmatu need vddrtused (vorrandi mdidramispiirkonnas), mis
muudavad antud vorrandi toeseks arvvorduseks.

Toome nditeid iihe tundmatuga vorrandi madramispiirkonna ja lahendite
kohta.

Niide 1. Vorrandi 2x + 3 = x + 8 mddramispiirkonnaks on (—oo, +o0) ja lahend
x =5 kuulub méiramispiirkonda.

Naide 2. Vorrandit
5x 7+x_12(x+2)
x+3 3-x x2-9
teisendades saame vorrandi
5x 7+x_ 12(x+2)

+ = )
x+3 x-3 (x-3)(x+3)

mille médramispiirkonnaks on (—oco —3) U (-3,3) U (3, +00). Viimane murdvor-

1
rand taandub ruutvérrandiks 6x—17x—-3 =0 lahenditega x; = 3;x, = — r Kuna

x1 = 3 ei kuulu méadramispiirkonda, siis ldhtevorrandi lahendiks on x = s

79
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Niide 3. Vorrandi

2 1 1
X“+6+——=5x+—
x—2 x—2

mdédramispiirkonda ei kuulu x = 2. Koondades sarnased liikmed tekib vérrand
x> —5x + 6 = 0, mille lahenditeks on X1 = 2; x> = 3. Et x = 2 ei kuulu méaaramis-
piirkonda, siis on lahendiks x = 3.

Naiide 4. Juurvorrandi

xX+3
\/25—x2:—5+10

X —

vasakul poolel on mote, kui 25 — x> =0, ja paremal poolel, kui x # 5. Seega on
maddramispiirkonnaks [-5,5) ja sinna kuulub lahend x = 4.

Kaht vorrandit
f) =gk 1)
ja
fi) =g (%) 2)
nimetatakse samavdidirseteks (ekvivalentseteks) mingil hulgal M, kui neil on sel-
lel hulgal iihed ja samad lahendid, s.t. iga hulka M kuuluv vorrandi (I) lahend
on vorrandi (2) lahendiks ja vastupidi.

Vorrandeid nimetatakse samavéarseteks ka juhul, kui vorranditel ei ole la-
hendeid.

Niide 5. Vorrandid x* — x = 20 ja (x +4) (x — 5) = 0 on samaviirsed kogu reaal-
arvude hulgal R, sest peale lahendite x; = —4 ja x, =5 teisi lahendeid ei ole.

Niide 6. Vorrandid (x—3)(2x+5)(x*—2) = 0ja (x—3)(2x+5) = 0 on samavéirsed
ratsionaalarvude hulgal Q, kuid ei ole samavéirsed reaalarvude hulgal R.

Niide 7. Vorrandid x =0 ja x(x? + 1) = 0 on samaviirsed reaalarvude hulgal R.
Lahendiks on x = 0.

xX2+1 x+1

= —— ei ole samavairsed reaalarvude hul-

Niide 8. Vorrandid x? = xja

x X
gal R, sest esimese vorrandi lahend x = 0 ei kuulu teise vorrandi md4ramispiir-
konda.

Niide 9. Vorrandid x° +5 = 0 ja 2x* +7 = 0 on reaalarvude hulgal samaviirsed,
kuna kummalgi vorrandil ei ole reaalarvulisi lahendeid.

Teisendusi, mis annavad esialgse vorrandiga samaviadrsed vorrandid nime-
tatakse samasusteisendusteks.
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1) Kui vorrandi
fx)=gkx) 3)

molemale poolele liita ¢ (x), mis omab motet vorrandi (3) méiramispiir-
konnas, siis uus vorrand

F@) +@x) =gx) +¢x)
on antud vorrandiga samavéaérne.

2) Kui vorrandi
fx)=gkx)

molemat poolt korrutada voi jagada iihe ja sama nullist erineva arvuga,
siis saame antud vorrandiga samavidarse vorrandi.

Mirkus. Vorrandi mélemat poolt ei voi korrutada ega jagada muutjat sisaldava
avaldisega.

Niide 10. Vorrandi x° = x jagamisel x-ga saame x* = 1 ja x = +1. Kaotasime
lahendi x = 0. Oige lahendusviis:

xa—x:O; x(xz—l):O; x1=0;, xp=1;, x3=-1.

Nidide 11. Vorrandi x—5 = 1 moélema poole korrutamisel avaldisega x—3 saadav
vorrand (x —5)(x —3) = x — 3 ei ole samavéddrne lihtevorrandiga, mille ainsaks
lahendiks on x = 6. Uuel vorrandil on kaks lahendit x; = 6;x, =3, x = 3 ei ole
ldhtevorrandi lahendiks.

Vorrandi lahendamisel piititakse vorrandit teisendada nii, et iga uus vor-
rand oleks eelnevaga samavdirne. Kui vorrandiga samavéarset vorrandit po-
le voimalik tuletada, siis asendatakse antud vorrand niisuguse vorrandiga (voi
vorranditega), mille lahenditeks on koik antud vorrandi lahendid ja lisaks voib
olla veel lahendeid, mida nimetatakse esialgse vorrandi voorlahenditeks. VoOr-
lahendid eraldatakse antud vorrandi lahenditest kontrollimisel, asendades koik
leitud lahendite vddrtused lahtevorrandisse.

Vorrandi
fx) =gx) (4)
jédrelduseks nimetatakse vorrandit
f2(x) = g2(x), 5)

kui vorrandi (4) teisendamisel vorrandiks eqblei teki lahendite kadu, s.t. vorran-
di (4) koik lahendid on ka vorrandi (5) lahenditeks.

Jarelduse tihistamiseks kasutatakse mirki =. Niiteks x—1 =0 = x* = 1,
sest lahend x = 1, mis on ldhtevorrandi ainsaks lahendiks on ka teise vorrandi
tiheks lahendiks.
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2. Tiielik ruutvérrand. Vorrandit ax® + bx + ¢ = 0 nimetatakse téielikuks
ruutvorrandiks, kui a # 0; b # 0; ¢ # 0. Vorrandi maddramispiirkonnaks on (—oo, +00)
ja seepdrast jargnevate ruutvorrandite korral maddramispiirkonda enam ei esi-
tata. Tdieliku ruutvorrandi

ax*+bx+c=0 (kusa>0)

lahendivalem
-b+Vb?-4c
2a
tuletatakse kasutades tdisruudu eraldamist ruutkolmliikmest (§ 11} p.[7).
Avaldist

X1,2 =

D=b*—4c

nimetatakse ruutvorrandi diskriminandiks. Soltuvalt diskriminandist voib vaa-
deldaval ruutvorrandil:

1) olla kaks erinevat reaalarvulist lahendit, kui D > 0;

2) olla kaks vordset reaalarvulist lahendi, kui D = 0;

3) lahend puududa reaalarvude hulgas, kui D < 0.
Niide 1. Vorrandil

3x*-7x+2=0 (D=49-4-3-2=25>0)
on 2 reaalarvulist lahendit x; = 2; x, = %
Niide 2. Vorrandil

4x*—4x+1=0 (D=16-4-4-1=0)

on 2 vordset lahendit x; » = %
Niide 3. Vorrandil

4x*-7x+6=0 (D=49-4-4-6=—47<0)
reaalarvulised lahendid puuduvad.

Kui tdieliku ruutvorrandi lineaarliikme kordaja on paarisarv (b = 2k) ning

ax®+2kx+c=0,

siis on otstarbekas kasutada lahendivalemit

—k+Vk?-ac

X1,2 =
a
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Niide 4. Vorrandil 3x° +28x+9 =0 on k = 14, siis

14+V196-27 14+13
3 o3

X1,2 =

Lahendid: x; =9; x» = %

Niide 5. Missuguse a vdartuse korral on vorrandil
2+a)x* +6ax+4a+1=0

kaks vordset lahendit?

Lahendus. Lahendid on vordsed, kui D = 0. Antud juhul
36a°—42+a)4a+1)=0

ja peale teisendi saame vorrandi

5a°-9a-2=0,

1
millest a; =2; a, = 5
I : 1
Vastus. Parameetri voib olla 2 vidrtust: a; =2 jaay = 5

3. Taandatud ruutvorrand. Taandatud ruutvorrand

x2+px+q:0

83

on tdieliku ruutvorrandi erijuhuks, kui a = 1; b = p ja ¢ = q. Lahendivalem on

a2 =-—

NS

SR

Niide 1. Vorrandil x*> — x — 30 = 0 on 2 lahendit x; = 6; x, = =5, sest D > 0.

Niide 2. Vorrandil x*> —2x + 1 = 0 on 2 vordset lahendit x12=1(D=0).

Niide 3. Vorrandil x? — 6x + 12 = 0 reaalarvulised lahendid puuduvad (D < 0).
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4. Mittetdielikud ruutvorrandid. Mittetdieliku ruutvorrandisaame tdielikust
ruutvorrandist, kui a # 0, kuid iiks voi molemad kordajatest b ja ¢ on nullid.
Mittetdielike ruutvorrandite liigid on jargmised.

[ ¢
1) Kui b = 0, tekib vorrand ax? + ¢ = 0, mille lahendeiks on X12 == -

Reaalarvulised lahendid on, kui < <0.
a

2) Kui ¢ = 0, saame vorrandi ax® + bx = 0, mille lahendamiseks lahutame
vasaku poole tegureiks x(ax + b) = 0. Siin on 2 voimalust:

1) x=0;

b
2) ax+b=0,millest x=——.
a

b
Lahendid: x; =0; xp = -

3) Kuib=0,c=0, siisaxZ:Ojaxl =x,=0.
Niide 1. x* —52x = 0; x* = 52; 1 = +2V/13.
Niide 2. x*>+3x=0; x(x+3)=0; x; =0 xp = —3.
5. Ruutvorrandilahendite omadused. Viete’i teoreem. Taandatud ruutvor-
randi lahendite summa vordub lineaarliikme kordaja vastandarvuga ja lahen-

dite korrutis vordub vabaliikmega.
Taandatud ruutvorrandi

x2+px+q:0

kordajad p ja g on seotud lahenditega x; ja x, jargmiselt:

x1+x2:—§+ (5)2—4"'(—5— (5)2_6/):—%

2
| P P\? p p\? _(_P)? P\? _

xZ"CZ—(‘T 2 ‘“’)(‘5‘ & ‘q)—(‘z) —( 5) -4) =«

Teoreem voimaldab monel juhul peast arvutades leida ruutvorrandi lahen-

did.

Niide 1. Vorrandi x> —5x + 6 = 0 lahendid on x; = 2ja xp =3, sest x1+x2 =
2+3=5jax;-x=2-3=6.
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Leida peast jargmiste vorrandite lahendid:

1) x*—4x+3=0 5) x*-x—-12=0
2) x*-2x-35=0 6) x> —4x-60=0
3) x**-x-56=0 7) x> -17x+72=0
4) X*+7x+10=0 8) x*+4x-5=0

Taandatud ruutvorrandi lahendite omadust kasutame jargmiste iilesannete la-
hendamisel.

Niide 2. Vorrandit x* + px + g = 0 lahendamata avaldada p ja g kaudu tema
lahendite ruutude summa.

Lahendus. Lahtume seosest (x] + X2)* = x{ +2x1 X + x5 ja avaldame x{ + x5 =
(%1 + x;g)2 —2x1x2. Kuna x1 + xo = —pja x; - x2 = g, siis

xf+x§ = (—p)2 -2q= p2—2q.
Niide 3. Vorrandis 3x% — 5x + k = 0 médrata k nii, et selle vorrandi lahendid X1

ja x, rahuldaksid vorrandit 6x; + x, = 0.

5 k
Lahendus. Taandatud ruutvérrandi x* — =x + 3 0 lahendite omadust ja lisa-

tingimust kasutades saame stisteemi

X1+ X2 =

FTw | o

xl'.X'gzg

6x1+x2=0,

1
mille lahenditeks on x; = _5; Xp=2jak=3x1-%x=3- (—5) 2==-2.

6. Ruutkolmliikme lahutamine teguriteks. Ruutkolmliikme tegureiks lahu-
tamist k'zisitleti p.[7} Teades ruutkolmliikme ax® + bx + ¢ nullkohti x; ja xo,
s.t ruutvorrandi ax® + bx + ¢ = 0 lahendeid, voime ruutkolmliikme lahutatada
tegureiks

ax’ +bx+c=alx—x)(x—x).

Erijuhul, kui a =1, siis

X2+ px+q=(x—x1)(x—x2).
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Niide 1. Lahutada tegureiks ruutkolmliikme 2x* — 5x + 2. Nullkohtade leid-

1
miseks lahendame vorrandi 2x> —5x +2 = 0, mille lahendeiks on x; = +§; Xp =
+2. Jarelikult

2x2+5x+2:2(x—%) (x—2)=(2x-1)(x-2).

Niide 2. x> +5x—14= (x—2)(x+7), sest X1=2; x,=-7.

5 1 1 2 1
Ndide3. 4x“—4x+1=4|x— 3 X— ) =(2x-1)2x-1)=(2x—-1)7,sestxy 2 = >
Niide 4. Ruutkolmliiget 2x? +3x+2 = 0 ei saa tegureiks lahutada, sest vorrandil
2x% +3x+2 =0 ei ole reaalarvulisi lahendeid (D < 0).

Ruutkolmliikme tegureiks lahutamist kasutatakse nditeks algebraliste mur-
dude taandamisel.

Niide 5. Taanda murrud:

x*+6x-91  (x—7J(x+13) x+13
x2+8x-105 (x—7)(x+15) x+15

2a°+8a—90  2(a*+4a—45) 2(a+9a—5] 2(a+9)
3a?-36a+105 3(a®-12a+35) 3(a-7(a—5] 3(a-7)
2x*~11x+5 20—5)(x~3) 2x-1
3x2-14x-5 3(x—5)(x+1) 3x+1

2)

7. Ruutvorrandi koostamine lahendite pohjal. Ruutvorrandi koostamiseks
juhul, kui on antud tema 2 lahendit x; ja x,, voib kasutada iihte kahest voima-
lusest:

1) taandatud ruutvorrandi lahendite omadust (Viete'i teoreemi);
2) ruutkolmliikme esitamist kahe teguri korrutisena.
Esimesel juhul (Viete'i teoreemi kohaselt) x; + xo = —pja x; - x2 = q.

Niide 1. Koostame ruutvorrandi, mille lahendid on 2 ja (-3).
Kuna -p =2+(-3)=-1jaq = 2-(—3) = —6, siis ruutvorrand on X’ +x-6=0.

Niide 2. Koostame sama vorrandi tegureiks lahutamist kasutades. Siis

(x-2)[x—(-3)]=0 ja x*+x-6=0.
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Niide 3. Koostame kahel viisil ruutvorrandi, mille lahendeiks on x; = —g ja
— 2.
Xp = 5
1) —p=x1+x2= —§+g = _ﬁ; q=Xx1-X2= —1; xz+§x—1 =0; 18x*+
29 18 3 18 3
23x-6=0;

3 2 , 23 1 2
2) |x+=||x—=1=0;, x*+—x—-==0; 18x“+23x—-6=0.
2 9 18 3

8. Murdvorrand. Murdvorrandiks nimetatakse vorrandit, mis sisaldab tund-
matut murru nimetajas.

Murdvorrandi lahendamist alustame kindlasti vorrandi madramispiirkon-
na leidmisega.

Naiide 1. Lahendada vorrand

2 1 N x—4 ~0o
x2-4 x(x-2) x(x+2)

Lahendus. Kuna x # 2; x # 2 ja x # 0, siis vorrandi mdidramispiirkonnaks on
] —o00,—2[U] —2;0[U]0;2[U]2, +o0o]. Teisendades ldhtevorrandit, tekib vorrand

x*—5x+6=0,
millest x; = 2 (ei kuulu madramispiirkonda) ja x, = 3.
Vastus. x =3.

Niide 2. Lahendada vorrand

x—3 B 2x
X+x-2 x2+x-2

Lahendus. Madramispiirkonna leidmiseks lahendame vorrandi X +x-2=0,
millest x; = -2 ja x, = 1. Kuna see ruutkolmliige on murru nimetajas siis x # —2
ja x # 1. Vorrandi mdaramispiirkond on | — oo, —2[U] — 2, 1[U]1, +oo] .

Antud vorrandist jareldub vorrand x> —2x +1 = 0, mille lahendeiks on x; » =
1 (mis ei kuulu lahtevorrandi mdaramispiirkonda).

Vastus. Lahendid puuduvad.

Niide 3. Lahendada vorrand

30 13 _7+18x
x2-1 x2+x+1 x3-1°
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Lahendus. Lahutades nimetajad tegureiks, omandab vorrand kuju

30 13 7+18x
x+Dx-1) x2+x+1 x-D2+x+1)

Nimetajatest selgub, et x # 1, x # 1. Ruutkolmliikmel x°+x+1 ei ole reaalarvulisi
nullkohti (D < 0). Mddramispiirkond on | —oo,—1[U] —1,1[U]1, +o0] .

Pirast teisendusi saame vorrandi x*>—5x—36 = 0, mille lahendeiks on xX1=9;
X2 = —4, mis kuuluvad ka esialgse vorrandi madramispiirkonda.

Vastus. x1 =9; x, = —4.

9. Abitundmatu kasutamine vorrandilahendamisel. Mond kérgema astme
vorrandit on voimalik teisendada, nii, et abitundmatut kasutades tekib ruut-
vorrand.
Niide 1. Vorrandi (x* +2x) — 14(x* + 2x) — 15 = 0 lahendamisel on sobiv ka-
sutada abitundmatut y = x* + 2x. Nii tekib ruutvorrand y* — 14y — 15 = 0, mille
lahendid on y; = 15; y» = —1. Niilid on tegemist kahe ruutvorrandiga:

1) x*+2x—15=0, mille lahendid on X1 =-5;x,=3;

2) x*+2x+1=0, kust xX12=-1.

Vastus. x1 = —=5; x23=-1; x4 =3.

2 {2

maddramispiirkonda ei kuulu x = 0.

Niide 2. Vorrandi

x—1
Lahendamiseks kasutame abitundmatut y = =——. Vastava ruutvorrandi y*—

X
3y —4=0lahendeiks on y; =4; y, = —1. Vorrandeist

T =4 ja —==1
X X

1 1
leiame lahendid x; = — 5; Xo = > mis kuuluvad méddramispiirkonda.

1
Vastus. x1=——; xp = —.
3 2
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Niide 3. Vorrandi
1 18 18

+ p— =
x242x-3 x24+2x+2 x2+2x+1

maddramispiirkonda ei kuulu ruutkolmliikmete X2 +2x-3; x> +2x+2 ja X +2x+1
nullkohad, s.t. x # -3; x # -1; x # 1.
Kasutades abitundmatut y = x* + 2x + 1 omandab vorrand kuju

1 18 18
=0

y—4 y+1 'y
millest y> — 17y +72=0jay; =8, y» =9.
Edasi on 2 voimalust:

)

1) x> +2x+1=8; x*+2x—7=0, millest x; » = —1+2v2
2) X +2x+1=9 x> +2x—8=0; x3 = —4; xp = 2.
Kontrollime lahendite kuuluvust mddramispiirkonda.

Vastus. x1p=-1%+ 2\/5; X3 =—4; x4 =2.

Niide 4. Lahendada vorrand
3 1 N 4 4 1 3

+ -+ =
x x-1 x-2 x-3 x—-4 x-5
Uhise nimetaja leidmine ei ole siin otstarbekas. Rithmitades ja liites murde

(3 3 ) ( 1 1 ) ( 4 4 )
—+ + + + + =0,
X x-5 x-1 x-4 x—-2 x-3

saame pdrast teisendamist
3(2x-5) 2x-5 4(2x-5)
+ =
x>-5x x*>-5x+4 x*>-5x+6
Maédramispiirkonda ei kuulu x=0,x=1,x=2,x=3, x=4jax=5.
Uhise teguri sulgude ette toomisel

3 1 4
(2x—5)( + ):O

+
x2—-5x x2-5x+4 x2-5x+6

5
saame vorrandist 2x — 5 = 0 {ihe lahendi x; = X Vorrandi

( 3 N 1 N 4
x2-5x x2-5x+4 x*2-5x+6

lahendamiseks kasutame abitundmatut y = x* — 5x. Lahendus on analoogiline
eelmise niitega.

Vastus. x1 =2,5; xp3 =

(Six/ﬁ).

N =
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§16. Erikujulised vorrandid

1. Kaheliikmelised vorrandid. Algebralist vorrandit
ax"+b=0 (a>0,b>0) (1)

nimetatakse kaheliikmeliseks vorrandiks. Asendus

ol b
x=y\/; )

taandab ldhtevorrandi (I) kujule
y'+1=0. (3)

Lahendanud vorrand (3), leiame asendusest (2) ldhtevorrandi (I) lahendid.
Vaatleme jiargnevalt erijuhte.

1) Kui n =2, siis lahendame vérrandit ax® + b =0;

1) vorrandil y2 + 1 = 0 reaalarvulisi lahendeid ei ole;

2) vorrandit y* — 1 = 0 lahendades saame y = +1 ja seosest (@) leiame

2) Kui n = 3, siis on vorrandiks ax® + b = 0:

) ¥*+1=0; (y+1)(y*—y+1) =0.Kuna y*—y+1 =0 ei oma realarvulisi

lahendeid, siis y=—-1jax = ¥ —;
a
3 2 . . 3 b
2) y¥-1=0; (y+D(y —y+1)=0millesty=1jax= \/;.
3) Kui n =4, siis saame jargmised juhud:
1) y*+1 =0, millel realarvulisi lahendeid ei ole;

b
2) y4—1 =0; (yz—l)(y2+1) =0, millest y+1, x = i/;.

Niide 1. Lahendada vorrand 8x° —27 = 0.
Vorrand (3) omab kuju y* — 1 =0, millest y = 1 ja seosest

copofb s
Y a 8 2
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3
Niide 2. 4x°-3=0; 5-1=0; yi1=1;, yp=-1; yg,:J_rGZ.

Uldise votte asemel voib kasutada ka vorrandi vasaku poole tegureiks lahu-
tamist.

Niide 3. 8x>—27 omab pérast tegureiks lahutamist kuju (2x—-3) (4x*+6x+9 = 0).

3
Kuna teisel teguril reaalseid nullkohti ei ole (D > 0), siis2x—3=0ja x = 3

2. Biruutvorrand. Biruutvorrandiks nimetatakse vorrandit
ax* +bx*+c=0,

kus a #0, b #0, ¢ # 0. Mddramispiirkonnaks on (—oo, +00).
Biruutvorrandi lahendamisel kasutame abitundmatut y = x ja lahendame
ruutvorrandi
ax* +bx*+c=0.

Kui ruutvorrandil reaalarvulised lahendid puuduvad, siis puuduvad nad ka bi-
ruutvorrandil.
Olgu ruutvorrandi lahendid y; ja y», siis

=y ja x=p.
Erijuhud
1) kui y; =0ja y, = 0, siis biruutvorrandil on 4 realarvulist lahendit
X12=£VY1, X34=%EV)2;
2) kui y; =0ja y» <0, siis on 2 realarvulist lahendit
X12 = £V )15
3) kui y; <0ja y» =0, siis on 2 realarvulist lahendit
X1,2 =2V Y2;
4) kui y; <0ja y» <0, siis realarvulised lahendid puuduvad.
Biruutvorrandi lahenditel x1, x», x3, X4 on jirgmised omadused:

1) x1;+x+x3+x4=0;
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c
2) X1-Xp X3 X4=—.
a

Niide 1. Taandada murd
x*=9x%+20
x*—10x2+24°

Lahendus. Lahendame biruutvorrandid x* —9x? +20 = 0 ja x* — 10x* +24 = 0.
Kasutades lahendeid lahutame lugeja ja nimetaja tegurtiteks. Seega

x-9x2+20  (x+2)(x-2)(x—V5)(x+v5) x*-5
xt-10x2+24  (x-2)(x+2) (x—V6)(x+v6) x*-6

Niide 2. Koostada biruutvorrand, mille lahendiks on
2 .
X1,2 = J_rg ja Xx34=+4.

2 2
Lahendus. (x - §) (x + §) (x—4)(x+4)=0; 9x*—148x>+64=0.

3. Kolmeliikmeline vorrand. Algebralist vorrandit
ax*" +bx"+c=0,

kusn=2,a#0,b#0, c#0nimetatakse kolmelikmeliseks vorrandiks. Kui n = 2,
saame biruutvorrandi. Lahendamisel kasutame abitundmatut y = x".

Niide 1. x® —17x* + 16 = 0. Asendame x* = y, siis y* — 17y + 16 = 0, millest
yn=16jay,=1.

1) x*=16; x1,=+2;
2) x'=1;x34==1.

Vastus. x1==22; x34==*1.

4. Juurvorrand. Vorrandit, milles tundmatu esineb juuritavas avaldises, ni-
metatakse juurvorrandiks (irratsionaalvorrandiks).

Lahendamiseks tuleb asendada juurvorrand ratsionaalse vorrandiga, mis
on samavadrne ldhtevorrandiga voi viimase jarelduseks. Sageli toestatakse vor-
randi molemad pooled mingisse astmesse. Nii saadud vorrand voib osutuda
lahtevorrandi jarelduseks. Paarisarvulise astendajaga astendamisel on voima-
lus voorlahendi tekkimiseks. Seepédrast on tingimata vajalik lahendi kontroll.
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Vorrandi méddramispiirkonna leidmisel arvestame, et paarituarvulise juu-
rija korral on irratsionaalse avaldise médramispiirkonnaks juurealuse avaldise
madramispiirkond, paarisarvulise juurija korral peab juurealune avaldis olema
mittenegatiivne.

Lahendame jargmised juurvorrandid:

) V2x—-4-Vx+5=1;

2) V2x+1+Vx-3=2Vx;

3) VI+xvVx2+24=x+1;

4) V9-5x=v3—-x+ \/36T;

=

5) Vx+V2x-3=v12(x-1);

6) Vx+ vVx=12;

7) Yx+2Vx2=3;

8) + ==,
x—1 12-2x 2

Lahendused.

1) Lahendus. Vorrandi V2x—4—Vx+5=1 maddramispiirkond on

2x—4=20
x+5=20,

millest x = 2.

Teisendame vorrandit nii, et kummagi pool vordusmaérki on iiks juuraval-
dis ja tostame vorrandi molemad pooled ruutu

2 2
(\/2x—4) - (1+ \/x+5) .
Nii saame vorrandi x — 10 = 2v/ x + 5. Teistkordsel ruutu tostmisel

x2=20x+100=4x+20; x*-24x+80=0; x; =20,x,=4.

Lahendeid ldhtevorrandisse asendades veendume, et vorrandit rahuldab
ainult x = 20.
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4)
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Vastus. x =20.

Lahendus. Vorrandi vV2x+1+Vx—-3=2Vx maddramispiirkond on

2x+1=0
x—-3=0,

millest x = 3. Ruutu tostes

2 2
(Vax+1+vx=3) = (2va); [2v@r+DE-3)) = x+2%;
2
7x°>—24x-16=0; Xx1=4, x= - (ei kuulu méddramispiirkonda).
Kontrollime lahendit x = 4.

Vastus. x =4.

Lahendus. \/1+xV x?+24=x+1

2
b/1+xVx2+2ﬂ =(x+1)? l+xVx2+24=

X +2x+1; x(\/x2+24—x—2):0;

x1=0jaVvVx?+24—x-2=0; (\/x2+24)2:(x+2)2; 4x =20; x> = 5.

Molemad lahendid sobivad

Vastus. x; =0; x, =5.

Lahendus. Vorrandi9-5x=v3—-x+

madramispiirkond on
3—-x

9-5x>0
. ehkx<1,8
3—x>0
2
VM9—5xx3—x):3—x+6{\M9—5xx3—xﬂ = (3—x+6)%.2x2—3x—27 =

0; x1 = —3; x2 = 4.5 (ei kuulu madramispiirkonda).

Kontrollime lahendit x = —3.
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5) Lahendus. Vorrandi vVx+v/2x —3 = v/12(x — 1) médramispiirkond on (—oo, +00).

3 3
Tostes kuupi (\3/}+ Vv 2x—3) :(\3/ 12(x—1)) ;
x+3Vx22x-3)+3vVx(2x-3)2+2x-3=12(x—1);

3vx(2x-3)(Vx+ vV2x-3)=9x-9|: 3.

Kasutades ldhtevorrandit sulgavaldise asendamiseks, saame vorrandi

Vx@2x-3)- (%/12(x— 1)) =3(x-3),
Mida veel kord kuupi tostes

12x(x-1)2x-3)-33x-1)3%=0;
(x—1)[12x2x-3)-27(x—1)?] = 0.

Siin kas (x — 1) =0, millest x; = 1 vo6i
12x(2x-3)-27(x—1)>=0; x*-6x+9=0; x=3.

Molemad lahendid kontrollisime pdhjal sobivad.

Vastus. x1=1; xp =3

6) Lahendus. Vorrandi vx + v/x = 12 médramispiirkond on x = 0.

Asendame v/x = y, siis vx = y? ja tekib vorrand y* + y — 12 = 0, millest
y1=3ja y, = —4 (ei sobi). Kuna y = 3, siis vVx=3jax = 3% =381.

Vastus. x =81

7) Lahendus. Vorrandi /x+2v/ x2 =3 méaidramispiirkond on (—oo, +00), Asen-

3
dame y = v/ x2, siis 2V +y-3=0;y1=1; y» = -3 ning x; = 1° = 1;

( 3)3 27 3
Xp=|-7| =——F%=-33.
8 8

3
Vastus. x1=1; xp = —35.
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8) Lahendus. Vorrandi

§/12_2x+§/ x-1 5
x-1 12-2x 2

12-2x
miiramispiirkonda ei kuulu x = 1 ja x = 6. Asendame

=y, siis

1 5
lahtevorrand omandab kuju y + — = 2 millest saame, et 2y* =5y +2 =0
y

1
ning y; =2; y» = 2 Edasi peame lahedama kaks vorrandit

5/12—-2x o4 /12-2x 1
\/ =2jay/ =-.
x—1 x—1 2

97 2
Tostes kuupi ja teisendades leiame, et x; = 2; x, = Io = SE' Kontroll!

Vastus. x1=2; xp =5—.
19

5. Absoluutvaartust sisaldavvorrand. Absoluutvaartust sisaldavates vorran-
dite lahedamisel kasutame absoluutvairtuse definitsiooni:

X, kuix=0
x| = .
—x, kuix<DO.
Lahendame jargmised absoluutvédartust sisaldavad vorrandid:
D [x—-11=3;
2) 2x+3|-2=4x+1;
3) [1-x|+|x—-1|=x;

4) |x+2|+|x|+|x—-2|=4.

Lahendused.



§ 16. ERIKUJULISED VORRANDID 97

1) Lahendus. |x—1|=3.
Vastavalt definitsioonile

x—1, kuix=1
lx—1|= ,
—(x-1), kuix<]l.
Uhe vorrandi asemel saame kaks jargnevat:

1) kui x = 1, siis |[x — 1| = x — 1 ja asendades ldhtevorrandisse, saame
x—1=3, millest x=4. Et4 > 1, siis x = 4 on vorrandi lahend;

2) Kui x < 1, siis [x — 1] = —(x — 1) ja vorrandiks on —(x — 1) = 3, mille
lahend x = -2 rahuldab tingimust x = -2 < 1.

Vastus. x1 =4; xp=-2

2) Lahendus. |2x+3|—-2=4x+1.
Definitsioonist

. 3
2x+3, kuix=—-

2x+3|-2=
—(2x+3), kuix< ~5

3
1) kuix=—-—,siis2x+3-1=4x+1jax=0;
2
3
2) kuix<—§,siis—(2x+3)—2:4x+1jax:—1.
Vastus. x1 =0; x, = —1.

3) Lahendus. |1—x|+|x—-1|=x.
Leiame absoluutvéirtuste nullkohad: x = 1, ning jaotame x-telje saadud

punktid osadeks
x<1 x>1
} > X
1
1) kuix<1,siis|1-x|=1-xja|l—-x|=—(x—-1). Seetdttu omab ldh-

2 2 2
tevorrand kuju 1 — x+ 1 —x = x, millest x = —. Et 3 <1, siis x = 3 on
lahend.
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2) Kuix>1,siis|1-x|=—-(1-x)=x-1ja|l—x|=x—1ningvorrandiks
onx—-1l+x-1=xjax=2.

Kuna 2 > 1, siis x = 2 on vorrandi lahendiks.

2
Vastus. x1 = 5; Xo = 2.

4) Lahendus. |x+2|+|x|+|x—-2|=4.
Antud vorrandi puhul tekib 4 osapiirkonda:
x< -2 -2<x<0 O<x<2 x>2
: : : - X
-2 0 2

1) kui £-2,siis|x+2|=-(x+2); |x|=—-x
jalx=2|=-(x-2).
Vorrand omab kuju

4
—(x+2)—x—(x—2)=4, millest x = -3 (ei kuulu vaadeldavasse osapiirkonda).
2) =2<x<0,siis|x+2|=x+2, |x]=x,

[x+2]=—-(x+2)
X+2-x—-(x—2)=4; x=0 (eikuulu osapiirkonda).

3) 0<x<2
[x+2|=x+2; |x|l=x; |x-2|=-(x—-2);
X+2+x—(x—2)=4; x=0 (kuulub osapiirkonda);

4) x>2
x+2|=x+2; |x|l=x; |x-2|=x-2;

4
X+2+x+x—-2=4; x= 3 (ei kuulu osapiirkonda).

Vastus. x=0.
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§17. Kahe tundmatuga vorrandisiisteem

1. Vorrandisiisteemi moiste ja samaviairsus. Kahe tundmatuga vorrandi-
siisteemi voib esitada kujul:

{ﬁmwzgmw o

£,y =g(x,).

Siisteemi (1) lahendiks nimetatakse arvupaari (xg, yo), mis muudab molemad
vorrandid toesteks arvvordusteks

Jf1(x0,¥0) = 81(x0,¥0);  f2(x0, y0) = 82(X0, Y0)

Lahendida siisteem, tdhendab leida koik lahendid. Kaht siisteemi

hHxy) =g1(x,y) )
L(x,y) =8(x,y)
ja
f3(x,y) = g3(x, ) 3)
falx,y) = ga(x, y)
nimetatakse samaviadrseteks (ekvivalentseteks) mingil hulgal M, kui neil on sel-
lel hulgal iihed ja samad lahendid, s.t. iga hulga M kuulub siisteemi (2) lahend
on ka siisteemi (3) lahendiks ja vastupidi.
Vorrandisiisteeme nimetatakse samavddrseteks ka juhul, kui neil ei ole la-
hendeid.
Kui siisteemi (1) mdiaramispiirkonda pole antud, siis loetakse selleks siistee-
mi kuuluvate vorrandite mdaramispiirkondade iihisosa.
Vorrandite samasusteisendusi on késitletud § p.
Vorrandisiisteemiga (I) on samavddrne

HGoy)—gix, ) =0
f2(x,y) - g(x,y) =0,
mis voimaldab kahe tundmatuga vorrandisiisteemi esitada kujul

Fi(x,y)=0
F(x,y)=0.

4)

Vorrandisiisteemi

{ﬁmw:gmw )

Jo(x,¥) = gs(x, y)
nimetatakse siisteemi (I) jarelduseks, kui siisteemi (1) iga lahend on siisteemi
lahendiks.
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Mirkus. Siisteemile (I) voime lisada vorrandi, mis on ta jarelduseks. Seejuures
siisteemi (I) lahendite hulk ei muutu.

Niide. Lahendada siisteem
3

x
Xy+24=—
y

3

Y
-6=—.

Xy .

Lahendus. Méadramispiirkonda ei kuulu x = 0, y = 0. Korrutades vorrandi vas-
tavaid pooli, saame
(xy+24)(xy—6) = xzyz,
millest
xy=8. (6)

Viimane vorrand on jidreldus, mille lisame antud siisteemile:

xy=8

b +24_x_3

Y oy
3

xy—6:y—.
x

Teine ja kolmas vorrand lihtsustuvad, kui asendame neisse esimese vorrandi

xy=8
f—32
1y

3

Y -o.
X

Korrutades esimese ja teise vorrandi vastavaid pooli, saame
x* =28,
Esimese ja kolmanda vorrandi vastavate poolte korrutamisel saame
y4 =24

Lahendatava siisteemi jarelduseks on siisteem

x4 = o8
yi=ot
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millest
x==x4; y==x2.

Kasutades vorrandit (6) saame lahenditeks arvupaarid (—4; —2) ja (4;2). Kont-
rollimine nditab, et need arvupaarid rahuldavad ldhtevorrandeid.

Vastus. (—4;-2); (4;2).
2. Vorrandisiisteemi lahendamine asendus- ja liitmisvottega. Kui vorran-
dististeemi iiks vorrand on lineaarne, siis on soovitav siisteemi lahendada asen-

dusvottega. Asendusvote sobib monikord ka juhul, kui siisteemis puudub li-
neaarvorrand.

Niide 1. Lahendada siisteem
x*—x y+ y2 =63
x—y=-3.

Lahendus. Teisest vorrandist avaldame x = y—3 ja asendades esimesse vorran-
disse, saame
y2 -3y-54=0,

millest y; =9; y» = —6. Asendusest arvutame x; = 6; x» = —9.
Lahendite digsust kontrollida iseseisvalt (ka jargnevates iilesannetes).

Vastus. (6;9); (—9;-6).
Niide 2. Lahendada siisteem

x*+3xy—-18=0
4y2+xy—7:0.

Lahendus. Avaldame teisest vorrandist x tundmatu y kaudu

mille asendame esimesse vorrandisse ja saame biruutvorrandi
4y* —53y*+49=0,

mille lahendid on y; 2 = +3,5; 34 = £1. Asendusest leiame, et x12 = F12; x34 =
+3.

Vastus. (-12;3,5); (12;-3,5); (3;1); (=3;—1).
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Uhest tundmatust vabanemiseks nimetatakse selle muutuja elimineerimi-
seks. Selleks korrutatakse vajaduse korral vorrandite vastavaid pooli niisuguse
teguriga, et iihe tundmatu kordajad oleksid teineteise vastandarvud. Seejarel
liidetakse vorrandite vastavad pooled ning saadakse iihe tundmatuga vorrand.

Naide 3. Lahendada siisteem

2x—y—xy=14
X+2x+xy=-7.

Lahendus. Liites vorrandi mdlemad pooled saame
3x+y=7

ja uueks stisteemiks on
2x—-y—xy=14
3x+y=7,

mille lahendame asendusvottega.
7
Vastus. (3;-2); (_5; 14).

Niide 4. Lahendada siisteem
x2+y2+x+y:18
{xz—y2+x—y:6.
Lahendus. Liites vorrandi mdlemad pooled saame vorrandi
x*+x-12=0,
mille lahendid x; = —4 ja x, = 3 asendame y leidmiseks esimesse vorrandisse.
Vastus. (—4;2); (—4;-3); (3;2); (3;-3).

Niide 5. Lahendada siisteem

X+y=7xy
X—y=3xy.

Lahendus. Kuikorrutame esimest vorrandit arvuga 3 ja teist arvuga —7, siis pa-
rast liitmist tekib vorrand
2x—-5y=0.

Asendusvotet kasutades leiame lahendid.

11
Vastus. (0;0); (—;—).
25
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3. Abitundmatuvote. Vorrandisiisteemide lahendamise lihtsustamiseks ka-
sutatakse abitundmatuid. Lahendame moned néited.

Niide 1. Lahendada stisteem

34

LY
x 15
+y

2 =34,

x
y
2

Lahendus. Mairamispiirkonda ei kuulu x = 0; y = 0. Abitundmatuks valime ¢ =

X N ~ .
—. Siis siisteemi esimesest vorrandist saame

1562 —34t+15=0,

millest
1 = 5' = 3
1— 3) 2 = 5
Teine vorrand avaldub abitundmatu kaudu
2 34

Y 1122

jay* =9; y* = 25, millest y; » = +3, y34 = +5. Seosest x = yt leiame x vairtused.

Vastus. (5;3); (=5;-3); (3;5); (—3;-5).

Niide 2. Lahendada siisteem

1 1 5
—_t — ==
X y 6
1 1 5
x2 y2 36

Lahendus. Maaramispiirkonda ei kuuulu x =0 ja y = 0. Olgu abitundmatuteks

1 1
u=—jav=—,siis stisteem omandab kuju
X y
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Teise vorrandi vasaku poole lahutame tegureiks ja asendame u+ v esimesest
vorrandist. Tekkinud siisteemi

5

u+v=-

6

1

U—v=-

6
. .. e 1 1
kmMMmehmmm%nmme%awmmmnu:?vzg.

Vastus. (2;3).

Naide 3. Lahendada siisteem

X 5
x, [y_5
\/; x 2
x+y=10.
Lahendus. Madramispiirkonna saame tingimusest xy > 0. Abitundmatu ¢ =
X . . ~ .
\/j asendamisel esimsesse vorrandisse

21> —5t+2=0,

1
millest t; =2; £, = —5 Tekib 2 stisteemi

oy x_1
y y 4
x+y=10 x+y=10

Vastus. (8;2); (2;8).

Naiide 4. Lahendada siisteem
X+ -
Xty x-y_5
xX-y x+y 2
x% + y* = 20.

X+
Lahendus. Maaramispiirkonda ei kuulu x = y, x = —y. Abitundmatu ¢ = Xy

X—-y
asendamisel esimesse vorrandisse

202 -5t42=0; H=2; b=
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Siisteemidest
x+y 9 x+y 1
x—=y xX—-y 2
x*+y* =20 x*+y?=20
leiame lahendid.

Vastus. (3\/5; \/5); (—3\/5;—\/5); (—3\/5; \/5); (3\/5;—\/5).

4. Homogeenne ruutvorrandisiisteem. Ruutvorrandisiisteemi, kus moélema
vorrandi koik liikkmed peale vabaliikme on tundmatute suhtes ruutliikmed, ni-
metatakse homogeenseks ruutvorrandisiisteemiks.

Naiide 1. Lahendada stisteem

x2—5y2 =-1
3xy+7y2 =1.

Lahendus. Kasutame abitundmatut ¢. Olgu x = ty, siis slisteemiks saame

yA(t?-5)=-1
V:3t+7) =1,
millest
1

t2-5
1

3t+7
Kuna vordsed on vasakud pooled, siis ka

Y=

Y=

11
2-5 3t+7

ja vorrandi t? +3t+2=01lahendid on t; = -1, f, = —2. Vorrandist

1 1
madrame y; » = i? ¥3,4 = £1jaavaldisest x = ty leiame x; » = ii; X34 = F2.

1 1 11
Vastus. (—;——); (——;—); 2;-1); (=2;1).
2 2 2
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5. Vorrandisiisteemilahendamise votteid.

Niide 1. Lahendada siisteem

-y =19x-y)
x?’+y3 =7(x+Yy).

Lahendus. Lahutame vorrandi vasaku poole teguriteks ja votame tihise teguri
sulgude ette, siis
X=PE*+xy+y*—19)=0
{ (x+y)(x2—xy+y2—7) =0.

Et korrutis on null, siis tekib stisteemist 4 uut siisteemi:

x-y=0 x-=y=0

x+y=0, xz—xy+y2—7:0,
x2+xy+y2—19:0 x2+xy+y2—19:0
x+y=0, xz—xy+y2—7:0.

Nende stisteemide lahendamine ei tohiks raske olla.

Vastus. (V19 V19); (=3;-2); (~V7-V7) (-2-3); 0;00; 2:3); (V7 V75 3:2)

(\/E; —\/E).

Naiide 2. Lahendada stisteem
x° - y3 =19
x? y—Xx y2 =6.

Lahendus. Korrutame teise vorrandi arvuga —3 ja liidame esimesele. Siis
x-y3=1 ja x—-y=1.

Teisest vorrandist
xy(x—y)=6.

Arvestades tingimust x — y = 1 saame, et xy = 6. Edasi lahendame siisteemi
x—y=1
Xy =6.

Vastus. (—2;3); (3;2).
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Niide 3. Lahendada siisteem

x2—2xy—3y2:0
xz—xy—Zx—sy:&

Lahendus. Esimene vorrand on homogeenne, mille lahendame x suhtes (ruut-
vorrand, mille kordajad on 1, =2y ja —3y%). Saame

x=y+\/y?+3y?=y=+2y,

millest x = 3yja x = —y. Niilid on voimalik esimene vorrand lahutada teguriteks
(x=3y)(x+y)=0
ja stisteem omandab kuju

(x=3y)(x+y)=0
x? -xy—2x-3y=6.
Jargnevalt lahendame siisteemid

x=3y=0 . x+y=0
2 Ja 2
X" —xy—-2x-3y=6 xX*—xy—-2x—-3y=6.

3 1 3 3
Vastus. (—2;2); (——;——); (—;——); (6;2).
2 2
Niide 4. Lahendada siisteem

x+y+x2+y2:18
xy+x2+y2:19.

Lahendus. Kasutame abitundmatuid x + y = u, xy = v ja vorrandit x> + y* =
u® —2v, siis siisteem omandab kuju

u+u’-2v=18
v+ u2—2v:19,

millest
w-u-20=0

ja

U =-4

| Il
D W,
—_—N—

U
V1 =

Uy = -3.
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Liahtetundmatud maarame siisteemidest

X+y=5 xX+y=-4
Xy=6 xy=-3.

Vastus. (—2— V7;-2+ \/?); (—2+ V7;-2- \/?); (2;3); (3;2).

Naide 5. Lahendada vorrandisiisteem

xy=2
yz="6
xz=3.

Lahendus. Korrutame nende vorrandite vastavad pooled, siis x*y*z* = 36, mil-
lest xyz = +£6. Asendades viimasesse jdrjest lihtevorrandid, mis sisaldavad kaht
tundmatut, leiame kolmanda tundmatu.

Vastus. Vastus. (£1;+2; £3).

6. Vorrandijavorrandisiisteemi koostamise niiteid. Ulesande lahendamisel
vorrandi abil viljendatakse iilesande andmete ja tundmatute olulised seosed
vorrandina voi vorrandisiisteemina ning lahendatakse need. Jargnevates néi-
detes on pearohk pandud vorrandite koostamisele. Vorrandite lahendamine ja
lahendite kontroll jadb iseseisvaks tooks.

Niide 1. Tooliste palka tosteti kahel korral {ihe ja sama protsendi vorra. Selle
tulemusena tousis palk 84 rublalt 180 rbl ja 96 kopikale. Mitu protsenti tosteti
palka kummalgi korral?

Lahendus. Oletame, et palka tdsteti x% vorra. Esimene palgatous on 84-0,01x
rbl; teine (84 +84-0,01x)-0,01x rbl. Kuna palka tésteti kokku 120,96 —84 = 36,96
rbl vorra, saame vorrandi

84-0,01x+(84+84-0,01x)-0,01x = 36,96.
Ruutvorrandi lahendeist iiks ei sobi, sest x ei saa olla negatiivne.
Vastus. Palka tosteti kummalgi korral 20%.

Niide 2. Anumas oli 10 liitrit sajaprotsendilist dddikhapet, millest osa kalla-
ti dra ja asemele pandi sama hulk vett. Seejdrel kallati dra sama palju segu ja
anum tdideti uuesti veega. Mitu liitrit kallati 4&ra kummalgi korral, kui 16puks oli
anumas 64 %-line dddikhappe lahus?
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Lahendus. Eeldame, et dra kallati x liitrit 44ddikhapet, siis anumasse jdi 10 — x
10—-x .. . .. .
liitrit dddikha-

liitrit 4adikhapet ja x liitrit vett. Seega on segu igas liitris
pet. Pdrast x liitri segu viljakallamist on anumas

10-x (10— x)?
(10—x)- =

10 10
liitrit 44ddikhapet. Pérast vee lisamist on anumas dddikhapet

(10 — x)?
10-10

-100%.

Vastavalt lihteandmetele (10 — x)? = 64; x = 2.
Vastus. Kummalgi korral kallati dra 2 liitrit.

Niide 3. Uhes anumas on piirituse ja vee segu, kus piirituse ja vee suhe on 2 : 3,
teises anumas 3 : 7. Mitu pange segu tuleks votta kummastki anumast, et saada
12 pange segu, mida iseloomustab suhe 3 : 5?

Lahendus. Oletame, et esimesest anumast voetakse x pange segu, siis on seal

2
gx pange piiritust. Teisest anumast voetakse siis 12 — x pange segu, milles on

3 3 9
E(IZ — x) pange piiritust. Uus segu peab sisaldama piiritust 3 12= > pange.
- 2 3 9
Vorrand: —x+ —(12-x) = —;x=9.
5 10 2

Vastus. Esimesest anumast tuleb votta 9 ja teisest anumast 3 pange segu.

Niide 4. Kahekohalise arvu kiimneliste number on iiheliste numbrist kaks kor-
da suurem. Kui numbrite kohad vahetada, saadakse esialgsest arvust 36 vorra
védiksem arv. Leidke esialgne arv.

Lahendus. Kahekohalist arvu xy voib esitada kujul xy = 10x + y ja arvu yx =
10y + x iilesande tingimuste kohaselt

x=2y
10x+y=10y+x+ 36.
Lahendades x =9; y = 4.
Vastus. Esialgne arv on 84.

Niide 5. Missugune kahekohaline tdisarv viheneb 14 korda, kui arvu viimane
number maha tdmmata?
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Lahendus. Olgu otsitav arv xy. Kui tdommata maha y, siis arv x on 14 korda
vdiksem ldhtearvust. Seega

10x+y=14x ja 4x=1y.
Et y on tihekohaline ary, siis x < 3. Kui x = 1, siis y = 4; kui x = 2, siis y = 8.
Vastus. Ulesande tingimusi rahuldavad arvud 14 ja 28.

Naide 6. Kahekohalise arvu kiimneliste number on tiheliste numbrist 2 vorra
vdiksem. Leida see arv, teades, et ta on suurem kui 21 ja vdiksem kui 38.

Lahendus. Olgu arv xy =10x + y, siis:

X+2=y
21<10x+y<38.
Asendades
21<10x+x+2<38

8 3
19<11x<36; 1—<x<3—
11 11

x vadrtusteks sobivad 2 ja 3. Olgu x; = 2, siis y; = 4. Kui xp = 3, siis y» =5.

Vastus. Need arvud on 24 ja 35.

Naide 7. Kiirrong ldbib tunnis 10 km rohkem kui postirong. Kiirrongil kulub
160 km ldbimiseks 2 tundi vihem aega kui postirongil 180 km ldbimiseks. Mitu
kilomeetrit 1dbib kiirrong tunnis?

Lahendus. Olgu kiirrongi kiirus x km/h, siis postirongi kiirus on x — 10 km/h.

Kiirrong sdidab — tundi, postirong 10 tundi. Kuna ajavahe on 2, siis saa-
X x—
me vorrandi
160 180
—+2=
X x—10

)

millest x = 40.
Vastus. Kiirrongi kiirus on 40 km/h.

Niide 8. Omnibuss véljus linnast A linna B, mille vahemaa on 150 km. Kolm
tundi péarast vdljumist oli omnibuss sunnitud peatuma 20 minutit. Seejarel 14-
bis ta lilejddnud tee 6 km vorra suurema tunnikiirusega ja joudis linna B hiline-
miseta. Leida omnibussi esialgne kiirus.
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Lahendus. Olgubussi esialgne kiirus x km/h. 3 tunni pdrast on buss ldbinud 3x

15
km ja jadb soita (150 — 3x) km. Selle tee 1dbimiseks kulus aega Tx tundi,
X

150
kuigi kogu tee ldbimiseks oleks pidanud kuluma — tundi. Saame vorrandi
x

150 1 150-3x
—=3+—-+—
3 X+6

Millest x = 30.
Vastus. Omnibussi esialgne kiirus oli 30 km/h.

Nidide 9. Paat ldbis 15 km périvoolu ja 12 km vastuvoolu ning kulutas selleks
sama palju aega, kui tal oleks vaja olnud 28 km ldbimiseks seisvas vees. Leida
paadi kiirus seisvas vees, kui voolu kiirus on 2 km/h.

Lahendus. Olgu paadi kiirus seisvas vees x km/h, siis:

15 12 28

x+2 x-2 X

millest x = 8.
Vastus. Paadi kiirus seisvas vees on 8 km/h.

Niide 10. Kaks rongi vidljuvad linnadest, mille vahemaa on 360 km, ja sdidavad
teineteisele vastu. Kui teine rong viljuks jaamast 1,5 tundi varem esimesest,
kohtuksid nad poolel teel. Kui nad viljuksid iiheaegselt, oleks pdrast 5-tunnist
soitu nende vahemaa 90 km. Leida kummagi rongi kiirus.

Lahendus. Olgu esimese rongi kiirus x km/h, teise rongi kiirus y km/h. Poolel

180 180
teel kohtumisel on esimene rong olnud teel — tundi, teine — tundi. Et teisel
x
rongil kulub aega 1,5 tundi rohkem, siis

180 180
=15

y X

Pérast 5-tunnist soitu on rongid labinud 270 km. Seega

yJde

5x+5y=270.
Siiteemist
180 180
- - = 1r5)
y X
xX+y=54

x=30jay=24.
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Vastus. Kiirused on 30 km ja 24 km tunnis.

Niide 11. Kaks kommunistlike noorte brigaadi 16petasid koos todtades puude
istutamise katseaias 4 pdevaga. Mitu pédeva oleks kulunud selleks t66ks kum-
malgi brigaadil eraldi, kui iiks brigaadidest oleks voinud lopetada puude istu-
tamise 6 pdeva kiiremini kui teine?

Lahendus. Oletame, et iihel brigaadil kuluks x péeva, teisel (x + 6) pdeva. Uhe

N . 1. 1 . 1
pdevaga tehakse t60st vastavalt — ja 76 0sa, koos toodtades aga 1 osa. Saame
X

_ ) X+
vorrandi
1 1 1
-t — =
X x+6 4

millest x = 6.

Vastus. Pdevi kuluks 6 ja 12.

Niide 12. Kaks brigaadi koos to6tades 1opetaksid tee remondi 6 pdevaga. Esi-
mesel brigaadil kuluks kogu teest 40% remontimiseks 2 pdeva rohkem kui tei-

sel 13—% remontimiseks. Mitu pdeva kuluks kummalgi brigaadil {iksinda t60-

tades?

Lahendus. Kulugu t66ks esimesel brigaadil iiksinda to6tades x pdeva, teisel y
pédeva. Vastavalt lilesande tekstile saame siisteemi

1 1 1
_+_:g’
X

40xy 40y

100 300
millest x =10; y = 15.

Vastus. 10 pdeva, 15 pédeva.

§18. Logaritm- ja eksponentvorrandid

1. Logaritmi definitsioon ja selle rakendusi. Positiivse arvu N logaritmiks
alusel a (0 < a # 1) nimetatakse astendajat x, millega alust a astendades saa-
dakse arv N.
Kui a* = N, siis x =log, N.
Kui arvu N logaritmi tdhistamiseks alusel a kasutada log, N, siis saame sa-
masuse
alogaN = N.

Léahtudes logaritmi definitsioonist on voimalik lahendada kolme tiitipi vorran-
deid:
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1) leida arvu logaritmi, kui antud on alus;
2) leidalogaritmitav, kui antud on alus ja logaritm;

3) leida alus, kui antud on arv ja logaritm.

1
Niide 1. Kasutades logaritmi definitsiooni leiame log; 36; log, 3 jalog 1 4:

1) logg36 =2, sest 6% = 36;

1 3 1
2) log, 3 =-3,sest2 " = 5;

112
3) log% 4 =-2, sest (5) =4;

4) log,log,16 =log,4 =2.
Niide 2. Kasutades logaritmi definitsiooni leida logaritmitav:
1) log, x =5; kuna 2% = x, siis x = 32;
1-3
2) log% x=-3; 3 = x, siis x = 27;
3) log x=14; V2)*=x; x=4.
Niide 3. Leida logaritmi alus:
1) log,8=3; x> =8 x=2;

2) 1 ! 4; x* L
og, — =4, X" =—;X==
8x g1 81 3

3
3) logx\/_:z;x%:\/g;x:&

Niide 4. Kasutades samasust a'°8" = N, arvutame:
1) 2988 =g;
2) 3610862 = 6210852 — gloge4 — 4.
3) 81051087 — (92)0.5l087 _ 7.

4) 510g5 10-1 _ 510g5 10 _5—1 — 1_0 =2

5
5) (3'°8°%)2 =52 = 25,

113
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2. Logaritmi omadused. Lihtume eeldusest, et x>0, y>0ja (0 < a# 1), siis
kehtivad jargmised omadused:

iy

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

log, xy =log,x+log,y.

log, % =log,x—log,y.

log, x" = nlog, x.

1
log, V/x = —log,, x.

n
log,1=0.

log,a=1.

log;, x = -log, x.

log, b

a
log, b-log, a=1.

Omadus [7] véimaldab iile minna iihelt aluselt teisele. Uleminekul natu-
raallogaritmilt kiimnendlogaritmile kasutatakse ka ligikaudset seost

log N = 0,4343In N.
Omadusest[7]jareldub, et:
log,N log, N
log y N=—2%4 =24
Bat log, ak k
log. N
Nidide. 1) log, N = g2“ ;

2)

3)

log 7z N =2log, N;

log,,,N=-log,N.

3. Logaritmvorrandid. Vorrandit, milles tundmatu esineb logaritmitavas voi
logaritmi aluses, nimetatakse logaritmivorrandiks.

Logaritmvorrandi lahendamiseks puudub {iildine meetod. Kasutatakse lo-
garitmi definitsiooni ja potentseerimist.
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3.1) Logaritmi definitsiooni kasutamine.

Niide 1. Lahendada vorrand

log,(5x+1) =3.

1
Lahendus. Maaramispiirkonna leiame tingimusest 5x + 1 > 0, millest x > ~5

Logaritmi definitsioonist jareldub, et
3 . 7
5x+1=2" ja x=-.
5
Lahendid kontrollida iseseisvalt.
7
Vastus. x=-—.
5
Niide 2. Lahendada vorrand
logx_l(x2 —-5x+10) =2.

Lahendus. Mairamispiirkonnaks on ]1;00[. Definitsiooni pohjal x*> —5x +10 =
(x-1%3x=9x=3.

Vastus. x=3.

3.2) Potentseerimine. Potentseerimiseks nimetatakse teisendust, mis seisneb
vorrandilt

log ) f(x) =108,y 8(x) (1)

uleminekuks vorrandile

f(x)=gx). (2)
Olgu xo V6rrandilahend, s.t. et:
1) ¢(xp) on positiivne ja ei vordu iihega;

2) arvud f(xp) ja g(xp) on positiivsed;

3) f(xo) = g(xp).

Viimasest tingimusest selgub, et xo on vorrandi [2|lahendiks ja vorrand 2| vor-
randi[l|jarelduseks. Seega lahendite kadu ei toimu. Kiill voib vorrandil 2olla la-
hendeid, mis ei ole vorrandi[l]lahendiks. Siit tekib lahendi kontrollimise noue,
et eraldada vorrlahendid.
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Niide 3. Lahendada vorrand
log, x =log, (6 — x?).

Lahendus. Potentseerides saame vorrandi:
xX=6-x",

mille lahendid on x; =2 ja x, = -3.
Kontrollimine néitab, et x, = —3 on voorlahend. Sama tulemuseni jouame
maddramispiirkonda kasutades.

Vastus. x = 2.

3.3) Ruutvdrrandiks taanduvad logaritmvérrandid.

Naide 4. Lahendada vorrand:
1 1
+ =1.
5-logx 1+logx

1
Lahendus. Madramispiirkonda ei kuulu x = 10°, x = 1o’ x < 0. Péarast uihise

nimetaja leidmist saame ruutvorrandi
log® x —5logx +6 =0,

mille lahenditest (logx); =2, (logx), = 3 leiame logaritmi definitsiooni kasuta-
des x; =100, x, = 1000.

Vastus. x; =100, x, = 1000.

3.4) Logaritmi omaduste kasutamine.

Niide 5. Lahendada vorrand
log,s x +1og, x +log, x =7.
Lahendus. Logaritmi alused avaldame astmetena
log,s x +1og,. x +log, x =7.

Kasutades omadust 9 leiame, et

log, x log,x
i+i+10gzx:7,
4 2

millest 7log, x = 28; log, x = 4; x = 16.
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Vastus. x =16.
Niide 6. Lahendada vorrand

log, x +log, 4 =2.

Lahendus. Kasutame omadust 8, siis

log, 4=
©8x log, x

ja vorrand omandab kuju

=2

1 +
08 log, x

millest
logi x—2log, x+1=0

jalog,x=1,x=4.

Vastus. x =4.

4. Eksponentvorrand. Vorrandit, milles tundmatu esineb astendajas, nime-
tatakse eksponentvorrandiks. Vorrandi lahendamiseks puudub algoritm, see-
pdrast vaatleme nditeid.

4.1) Logaritmimisv3te.
Niide 1. Lahendada vorrand:
2X _3x—1 . 5x+2 =4
Lahendus. Logaritmides alusel 2
x+(x-1log,3+ (x+2)log,5=2,

millest

~ 1+log,3+log,5

Naiide 2. Lahendada vorrand

x°8%+2 = 1000.
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Lahendus. Logaritmides
(logx+2)logx=3

jalahendame ruutvorrandi
log” x +2logx -3 =0,

millest
(logx); =-3; (ogx)2=1; x;=0,001; x=10.

Vastus. x; =0,001, xo = 10.

4.2) Logaritmi samasuse kasutamine.

Ndide 3. Lahendada vorrand
xlogx(x2+3) —4.
Lahendus. Samasusest jareldame, et
x*+3=4,
millest x> = 1 jax;=1;x=-1.

Vastus. Lahendid puuduvad, sest 1 ja —1 ei saa olla logaritmi aluseks.

4.3) Vordsete alustega astmed.
Niide 4. Lahendada vorrand

5x6—9x3+11 — 125
Lahendus. Sama vorrandi voime esitada kujul

5x6—9x3+11 _53

Vordsete astendajatega astmete vordsusest jareldub astendajate vordsus ning

X*-9x3+11=3; x*-9x°+8=0; x=1, =8 x=1, x=2

Vastus. x1 =1, x, =2.
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Niaide 5. Lahendada vorrand

QDO+ _

(=D0+2) = 0 siis (x— 1) (x+2) =0jax; =1, xp = —2.

Lahendus. Kuna a
Vastus. x1 =1, xp = —2.

Naide 6. Lahendada vorrand

Vastus. x =6.

4.4) Ruutvdrrandiks taanduvad eksponentvérrandid.

Niide 7. Lahendada vorrand
2-3*%-5.3"-1323 =0,
Lahendus. Asendades y = 3* tekib ruutvérrand

2y* -5y —1323 =0,
1
millest y; =27, y» = —245. Arvestades ldhtetundmatut
1) 3%=27,3"=3% x=3;

1
2) 3= —245 (lahendit ei ole).

Vastus. x =3.

Niide 8. Lahendada vorrand
4%+ 2%+ = g0.
Lahendus. 4 = 2%, siis vorrandist
22 4+2.2-80=0, 2°=8,
millest x = 3 ja 2* = —10 (ei sobi).

Vastus. x =3.
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4.5) Sulgude ette toomise vdte.
Niide 9. Lahendada vorrand
3" 13 =108.

Lahendus. 3*(3+1) =108;3* =27, x=3.
Vastus. x=3.
Niide 10. Lahendada vorrand

271 42772 42773 = 448,
Lahendus. 2*7>(2% +2+1) =448; 2> =64; x—-3=6; x=9.

Vastus. x=9.

5. Vorrandisiisteemid. Vaatleme moningaid erijuhte.
Niide 1. Lahendada siisteem

9*¥*tY =729
3x =,

Lahendus. Teisendame ldhtesiisteemi kujule

32(x+y) — 36
3x—y—1 — 30
millest
2(x+y)=6 x=2
x=y-1=0 =1.

Vastus. (2;1).
Niide 2. Lahendada siisteem

logx logz logx y=0
log,9=1
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Lahendus. Siisteemi esimest vorrandit potentseerides log,log, y = 1; log, y =
2 x% = y. Teisest vorrandist leiame, et y = 9. Siisteemist

x2:y
y=9

x=3
y=9.

jareldub, et

Vastus. (3;9).

Naiide 3. Lahendada stisteem
xxz—y2+8x+1 =1,
2V =8.2%

Lahendus. Teisest vorrandist 2¥ = 2°*3 selgub, et y = x+3. Esimesest vorrandist
saame 2 voimalust: 1) x = 1; 2) x* — y* + 8x + 1 = 0 ja nii tekib 2 siisteemi

x=1 x2—y2+8x+1:0
y=x+3 y=x+3.
Esimesest stisteemist x = 1, y = 4. Teisest slisteemist

xz—(x+3)2+8x+1:0; 2x—-8=0;, x=4;, y=7.

Vastus. (1;4); (4;7).
Niide 4. Lahendada siisteem
{ log(x—y)—2log2=1-log(x+y)
logx—1log3 =log7—logy.
Lahendus. Méadramispiirkond on x > y > 0. Teisendame siisteemi, siis

log(x — y) +log(x+ y) =1+ 2log2
logx +logy =1og7+log3

log(x* — y*) =1log40 x*—y* =40
logxy =1log21 xy=21.

Siisteemi lahendades x; = 7, y; = 3, x2 = =7, y» = —3. Viimane lahendipaar ei
kuulu méadramispiirkonda.
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Vastus. (7;3).
Niide 5. Lahendada siisteem
yx2—2x—15 -1
{ x+y="7.
Lahendus. Samaviirne siisteem on

(7 _ x)x2—2x—15 — 1
y=7-x.

Esimese vorrandi lahendid saame tingimusest
1) 7-x=1;
2) 7-x#0,x*-2x-15=0

ja vastavad siisteemid on:

7-x=1 ) x*-2x-15=0
]a
y=7-x y=7-x.

Vastus. (—3;10); (5;2); (6;1).

Kontrollkiisimused

1) Mida nimetatakse vorrandi maddramispiirkonnaks?

2) Mis on the tundmatuga vorrandi lahendiks?

3) Millal on kaks vorrandit samavairsed?

4) Milliseid vorrandi teisendusi nimetatakse samasusteisendusteks?
5) Millal nimetatakse vorrandit eelmise vorrandi jarelduseks?

6) Millist ruutvorrandit nimetatakse taielikuks ruutvorrandiks?

7) Téieliku ruutvorrandi lahendivalem.

8) Millist avaldist nimetatakse ruutvorrandi diskriminandiks?
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9)
10)
11)
12)

13)

14)

15)

16)
17)
18)
19)
20)
21)
22)
23)
24)
25)
26)
27)
28)
29)
30)

31)
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Kuidas soltuvad ruutvorrandi lahendid diskriminandist?
Millist ruutvorrandit nimetatakse taandatud ruutvorrandiks?
Taandatud ruutvorrandi lahendivalem.

Sonastage Viete'i teoreem. Millal kehtib?

Tooge nditeid mittetdielike ruutvorrandite kohta. Kuidas neid lahenda-
takse?

Kuidas saame ruutkolmliiget lahutada tegureiks, kui teada on nullkohad?

Millised voimalused on ruutvorrandi koostamiseks antud lahendite poh-
jal?

Millist vorrandit nimetatakse murdvorrandiks?

Millist vorrandit nimetatakse kaheliikmeliseks vorrandiks?
Millised voimalused on kaheliikmelise vorrandi lahendamiseks?
Millist vorrandit nimetatakse biruutvorrandiks?

Biruutvorrandi lahendite omadusi.

Millist vorrandit nimetatakse kolmeliikmeliseks vorrandiks?
Kuidas lahendatakse kolmeliikmeline vorrand?

Millist vorrandit nimetatakse juurvorrandiks?

Kuidas lahendatakse absolutvéartusi sisaldav vorrand?

Kahe tundmatugu vorrandisiisteemi tildkuju.

Mida nimetatakse vorrandisiisteemi lahendiks?

Millal on kaks vorrandisiisteemi samavairsed?

Millist vorrandisiisteemi nimetatakse antud siisteemi jarelduseks?
Vorrandisiisteemi lahendamise votteid.

Millist ruutvorrandisiisteemi nimetatakse homogeenseks?

Logaritmi definitsioon.
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32)

33)
34)
35)
36)

37)
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Milliseid iilesandeid on voimalik lahendada ldhtudes logaritmi definit-
sioonist?

Logaritmi omadusi.

Millist vorrandit nimetatakse logaritmvorrandiks?
Logaritmvorrandi lahendamise votteid.

Millist vorrandit nimetatakse eksponentvorrandiks?

Eksponentvorrandi lahendamise votteid.



Peatiikk VI

Vorratused

§19. Vorratuse moiste

1. Arvvorratuse moiste. Kahereaalarvu aja b vordlemisel voib esineda kolm
voimalust: a ja b on vordsed (a = b), a on suurem kui b (a > b), a on viiksem
kui b (a< b).On teada, et

a=b < a-b=0,
a>b < a-b>0,
a<b < a-b<O.

Kui kaks arvu voi arvavalaist on iihendatud mérgiga ,suurem*® (>) voi , vdik-
sem“ (<), siis koneldakse, et on antud arvvéorratus. Arvvorratusteks on ka selli-
sed tdhti sisaldavad vorratused, kus tdhtede all moeldakse kindlaid arve nagu
T, e.

Kui vorratusmarki kasutatakse koos vordusmargiga, siis on tegemist mitte-
range vorratusega. Kirjutis a < b tdhendab, et a < b voi a = b. Sel juhul 6del-
dakse ka, et a on mittesuurem kui b. Mitterange vorratus on samuti a = b, mida
loetakse, et a on mittevdiksem kui b. Seega

asb < a<bva=b,

az=bh < a>bva=h.

Vorratused kujul a > b ja a < b on ranged vorratused.
Avaldis kujul a < b < ¢ kannab ahelvéorratuse nimetust. Kirjutis a < b < ¢
tdhendab, et a < bja b < c, seega

a<b<coea<bAb<ec.

125
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Arvvorratused voivad olla toesed voi vddrad. Vorratus on toene, kui ta kujutab
enesest toest lauset. Nii on toesed vorratused naiteks 2+3-5>10-2-3, 7e > 10,
4-(-8)<2-12, -2 <0.Vidrad vorratused on niiteks 4-5—-8<3-(-2), 1 +3 <6.

2. Arvvorratuste omadused. Arvvorratuse korral kehtivad jirgmised oma-
dused.

1) Kui a < b, siis b > a.

2) Kuia<bjab<c,siis a< c (transitiivsus).

3) Kuia < b, siiska a+ m < b+ m, kus m on suvaline reaalarv.
4) Kui a < b, siis m > 0 korral am < bm ja m <0 korral am > bm

5) Kuia< bjac<d,siis a+c < b+d (samapidiseid vorratusi voib liikmeti
liita).

6) Kuia< bjac>d,siisa—c < b-d (vastupidiseid vorratusi voib liikmeti
lahutada, kusjuures jddb selle vorratuse, millest lahutatakse, méark).

3. Algebralised vorratused. Vorratuses voib esineda iiks v6i mitu tundma-
tut. Nii on tundmatuid sisaldavad vorratused ehk algebralised vorratused nii-
teks x> 2x+1, x+ y < xy, x* > 0. Uldjuhul mirgime algebralisi vorratusi kujul
fi < fovoi fi > f, kus fi ja fo on vorratuses esinevad muutujaid sisaldavad
matemaatilised avaldised.

Algebralise vorratuse fi < f, mddramispiirkonnaks nimetatakse vastava-
te matemaatiliste avaldiste f; ja f, mddramispiirkondade iihisosa. Algebrali-
ne vorratus voib selles esinevate tundmatute asendamisel arvulise vddrtusega
vaadeldava vorratuse mdidramispiirkonnast muutuda tdoeseks voi vddraks arv-
vorratuseks. Nditeks vorratus

abc<a+b+c

ontodene, kuia=1, b=1jac=2, kuid vddr,kuia=2,b=2jac=3.

Muutuja vadrtust, mis kuulub vorratuse mdaramispiirkonda ja muudab vor-
ratuse toeseks, nimetatakse vorratuse lahendiks. Vorratusel voib olla tiks, mitu,
l6pmata palju lahendeid voi lahendid hoopiski puududa. Niiteks on vorratu-
sel Vx—1++v1—x =0 iiks lahend x = 1, vorratusel 3x > 45 aga Iopmata palju
lahendeid, n.o. x > 15. Vérratusel (x — 1)? < 0 aga puuduvad lahendid.

Vorratuse lahendamine tdhendab selle koigi lahendite leidmist.
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Kui algebraline vorratus on tdene kogu médramispiirkonnas, siis nimeta-
takse seda vorratust samasuseks. Sellised on nditeks vorratused

a+b
a’+b*>=0, > = Vab.

Kahest vorratusest

h<h
ja
81<8

osutub teine esimese jdrelduseks, kui esimese vorratuse iga lahend on ka teise
vorratuse lahendiks. Kaht vorratust nimetatakse samavdcdrseteks, kui kumbki
neist on iilejadnu jirelduseks. Niiteks x* > 1 on vorratuse x > 1 jirelduseks,
kuid nad ei ole samaviirsed, sest x > 1 ei ole vorratuse x> > 1 jirelduseks (vor-
ratuse x° > 1 lahend niiteks x = —2 ei ole vorratuse x > 1 lahendiks). Samaviir-
sed vorratused on niiteks x > 1 ja x° > 1. Samavéirsete vorratuste lahendihul-
gad tihtivad. Nii on samavéérsed ka vorratused xX*+1<0 ja (x— 3)? < 0, kuna
kummagi vorratuse lahendihulk on tiihi.

Vorratuse lanendamisel asendatakse antud vorratus samavdarse, kuid liht-
sama vorratusega, kuni saadakse vorratus, mille lahendid on hdlpsasti leita-
vad. Antud vorratuse asendamine samavddrse vorratusega tugineb vorratuse
omadustest tulenevatele, pohiliselt jairgmistele teisendustele: 1) vorratuse liik-
me kandmine vorratuse poolt teisele poole, muutes iilekantava liikme margi
vastupidiseks, 2) vorratuse molema poole korrutamine (jagamine) iihe ja sama
nullist erineva arvuga, jattes vorratuse margi samaks positiivse arvuga korruta-
misel (jagamisel) ning muutes vOrratuse margi vastupidiseks negatiivse arvuga
korrutamisel (jagamisel). Siit jareldub, et vorratuse pooli ei tohi korrutada (ja-
gada) tundmatut sisaldava avaldisega.

Alati ei onnestu aga lahendatavat vorratust asendada samavédirsega, vaid
tuleb ta asendada antud vorratusest jarelduva vorratusega. Sel juhul voib uue
vorratuse lahendite hulk ja ka mé&idramispiirkond olla laiem. Seetottu on iga
vorratuse lahendamise iiks etapp selle vorratuse madramispiirkonna leidmine
ning selle arvestamine edaspidises lahenduskaigus.

Nditeks on vorratus x + vVx—2 < 5+ vV x—2 samavidirne vorratusega x +
Vx—2—-Vx—2 < 5. Viimasest liikmete koondamisel saadav vorratus x < 5 ei
ole aga esialgsega samavéddrne.

Samavddrseks osutuvad nad esialgse vorratuse mddramispiirkonnas x—2 =
0 ehk x = 2. Arvestades niiiid ldhtevorratuse méddramispiirkonda, saameantud
vorratuse lahenditeks 2 < x < 5.
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§ 20. Erikujuliste iihe tundmatuga vorratuste lahen-
damine
1. Lineaarvorratused. Vorratustkujul ax+b >0 (agakaax+b<0,ax+b=0,

ax+ b < 0) nimetatakse lineaarvorratuseks ehk esimese astme vorratuseks, kui
a > 0, siis

b
ax+b>0 << x>-——.
a
Kui aga a <0, siis
b
ax+b>0 < x<-——.
a

Et lineaaravaldise ax + b mddramispiirkond on alati (co, —00), siis lineaarvorra-
tuste lahendamisel seda tavaliselt vilja ei kirjutata.

Niide 1. Lahendada vorratused:
1) -4x+13<1-(2-3x),
2) x—-3<-2+x,
3) x-3>-2+x.
Lahendus. 1) Kandes vorratuses
-4x+13<1-(2-3x)

tundmatut x sisaldavad liikmed vorratuse vasakule poolele ja vabaliik-
med paremale, saame vorratuse

—7x < —14,

millest x > 2. Seega on antud vorratuse lahenditeks koik arvust 2 suure-
mad reaalarvud.
Vastus. x> 2 ehk]2,00].
2) Kandes vorratuses
X—-3<-2+x

tundmatut x sisaldavad liikmed vorratuse vasakule ja vabaliikmed pare-
male poolele, saame vorratuse

X—x<-2+3,
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millest liikmete koondamisel saame vorratuse
0<1,

mis on toene arvuvorratus soltumata tundmatu x vadrtusest. Seega sobib
antud vorratuse lahendiks iga reaalarv.

Vastus. —oo < x < oo ehk ] —o0o0,00]
3) Vorratus
X=3>-2+x
on samavdairne vorratusega
X—x>-2+3,

millest
0>1.

Viimane on véir arvuvorratus, sdltumata tundmatu x vadrtusest. Seega
on antud voOrratus vddr tundmatu x iga vddrtuse korral. Jarelikult vorratu-
sel lahendid puuduvad.

Vastus. Lahendid puuduvad ehk lahendite hulk on @.

Niide 2. Kui kaugele linna sadamast tuleks rajada ujula, et laeval edasi-tagasi

km
soiduks ei kuluks iile 15 minuti, kui laeva kiirus seisvas vees on 20 o ning

. km
voolu kiirus on 4 T?

Lahendus. Tahistades otsitava kauguse tihega x, saame iilesande tingimuste

pohjal koostada vorratuse
x x 1
—+—<-,
24 16 4

Korrutades vorratust murdude iihise nimetajaga 48, saame vorratuse

2x+3x<12,

millest 5x <12 ehk x <2,4.

Vastus. Ujula tuleks rajada linna sadamast mitte kaugemale kui 2,4 km.
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2. Lineaarvorratusesiisteem. Kuion vajaleidakahe vdi enama vorratuse tihised
lahendid, siis 6eldakse, et tuleb lahendada véorratusesiisteem. Vorratusestuistee-
mi lahendiks on vorratuse iihised lahendid ehk vorratusesiisteemi lahendihul-
gaks on vorratuste lahendihulkade iihisosa. Seega tuleb vorratusesiisteemi la-
hendamisel lahendada esialgu iga vorratus eraldi ning seejdrel leida koigi vor-
ratuste tihised lahendid.

Kahest vorratusest koosnevad iihe tundmatuga lineaarvorratusesiisteemid
on nditeks

3x-1>2 2x+5>41 5x—3>1+x
2x+3<4, 4x-1=0, 3—-18x<4x-30.

Kahest vorratusest koosneva iihe tundmatuga lineaarvorratusesiisteemi la-
hendamisel jouame alati {iheni jairgmistest voimalustest:

{x>m {x>m {x<m {x<m
1) 2) 3) 4)

x>n, x<n, x<n, x> n.

Kui m < n, saame esimesel juhul vorratusesiisteemi lahendiks x > n ehk
1n,00[ (joon.[2a), teisel juhul — m < x < n ehk]m, n[ (joon.[2b), kolmandal juhul
— x < m ehk ] — oo, m[ (joon.|2c) ja neljandal juhul lahendid puuduvad (joon.

2d).
-—— = =N,
m n X m n X m n x m n x
@ (b) © (d)
Joonis 2

Niide. Lahendada vorratusesiisteemid:

1 5x-3>1+x 3 2x>4x+6
3-18x<4x-30, 4x+3<2x+1,
{4x+7x>2x+13 5 23(x—3)—1<5
—x—7>i
3x-8<2x+1, 3 o

Lahendus. 1) Lahendades iga vorratuse eraldi, saame lahenduskdigu liihi-
dalt iiles mérkida jargmiselt:

{5x—3>1+x {4x>4 {x>1
fr— pr—

3-18x<4x-30 —22x<-33 x>156 = x>15
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Vastus. x> 1,5 (vt. joon.[3).

2) Antud vorratusesiisteemi lahenduskéik on lithidalt jairgmine:

{4x+7>2x+13 {2x>6 {x>3
fr—— frm——

3-18x<4x-30 x<9 X<9 = x<9

[ — —— .
1 1.5 X 3 9 X
Joonis 3 Joonis 4

Vastus. 3 < x <9 ehk]3,9[ (vt. joon.[4).

3)

2x>4x+6 —-2x>6 x<-3
fr—— fr—
4x+3<2x+1 2x< =2 x<-1 = x<-3

Vastus. x <—3 ehk]—o0,-3[ (vtjoon.[5).

% > >
-3 -1 X 6 24 X
Joonis 5 Joonis 6
4)
2(x-3)-1<5 2x<12 <6
3x X — 7x — - 9@
—=7>— —>7 x>24
3 12 24

Vastus. Lahendid puuduvad (vt joon. @
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3. Ruutvorratused. Uhe tundmatuga ruutvorratuseks nimetatakse teise ast-
me vorratust kujul ax*+bx+c>0voiax’*+bx+c<0 (aga ka ax*+bx+c=0,
ax*+bx+c<0).

Ruutvérratuse algebralisel lahendamisel uurime vastava ruutvorrandi ax®+
bx + ¢ = 0 diskriminandi mérki. Kui diskriminant D = b* — 4ac > 0, siis leiame
ruutvorrandi lahendid x; ja x; ning lahutame ruutkolmliikme lineaartegurite
korrutiseks

a(x—x1)(x—x2).

Seega tuleb lahendada vorratus
alx—x1)(x—x)>0 voi a(x—x1)(x—x)<0.

Olgu a > 0 (vastasel juhul voib vorratuse pooli korrutada —1-ga). Siis esi-
mese vorratuse lahendamiseks tuleb lahendada vorratusesiisteemid

x—x1>0 x—x1<0

X—Xx2>0, X—x2<0

ning leida nende siisteemide lahendihulkade tihend.
Vorratuse a(x — x7)(x — x») < 0 korral tuleb lahendada vorratusesiisteemid

{x—x1>0 {x—x1<0

X— X2 <0, X—x2>0

ning leida nende lahendihulkade iihend.

Seega taandub ruutvorratuse lahendamine D > 0 korral lineaarvorratuste
siisteemide lahendamisele.

Kui D < 0, siis ruutvorrandil ax? + bx + ¢ = 0 lahendid puuduvad ning ruut-
kolmliige ax® + bx + c ei lahutu lineaartegurite korrutiseks. Sel juhul on ruut-
kolmliikme ax® + bx + ¢ véidrtus positiivne iga x korral, kui vaid a > 0. See aga
tihendab, et ruutvorratuse ax? +bx+c > 0 lahenditeks on kaik reaalarvud, kuid
ruutvorratusel ax? + bx + ¢ < 0 lahendid puuduvad.

Kui aga D = 0, siis ruutvérrandi ax® + bx + ¢ = 0 lahendid x; = x, ning ruut-
vorratuse vasak pool lahutub tegureiks

a(x— x1)2.
Seega tuleb lahendada vorratus
a(x—x1)2 >0 vOi a(x—x1)2 <0

Et (x — x1)2 on positiivne iga x korral vélja arvatud x = x;, siis on vorratuse
a(x — x1)? > 0 lahenditeks iga x # x1, kuid vorratusel a(x — x1)? < 0 lahendid
puuduvad (eeldatud on, et a > 0).



§ 20. ERIKUJULISTE UHE TUNDMATUGA VORRATUSTE... 133

Niide 1. Lahendada vorratus
x?-2x-15=0.

Lahendus. Ft vastava ruutvorrandi x> —2x — 15 = 0 korral D = 4 + 60 > 0, siis
lahendid on x; = -3 ja x» =5 Seega

x*—2x-15=(x+3)(x—5).
Antud vorratus on samavéddrne vorratusega
(x+3)(x—=5)=0.
Siit

x+3=20 . x+3<0
vOi
x-5=0, x-5<0

Lahendades kummagi siisteemi eraldi, saame, et x = 5, x < —3 (vt. joon. .

I — —
5 X

-3 5

><V

Joonis 7

Vastus. x=5Vv x < -3 ehk]5,00[U] —o0,-3|.

Ruutvorratuste lahendamiseks kasutatakse enamasti lihtsamat, graafilist vo-
tet, mis tugineb vastava ruutfunktsiooni y = ax? + bx + ¢ graafiku uurimisele
(vt. joon. . Ruutvorratuse ax® + bx + ¢ > 0 (ax* + bx + ¢ > 0) lahendamine té-
hendab ruutfunktsiooni y = ax? + bx + ¢ positiivsuspiirkonna (negatiivsuspiir-
konna) leidmist.

Naiide 2. Lahendada vorratused:

1) x*-2x-15>0, 4) —x*+4x-4>0,
2) —x>+4x-4>0, 5) —x>+4x-4<0,
3) —x*+4x-4<0, 6) x>—2x+4>0.

Lahendus. 1) Leiame vastava ruutfunktsiooni y = x* — 2x — 15 nullkohad:
x> -2x-15=0, x1 = =3, x2 = 5. Graafikult (joon. @) ndeme, et vaadelda-
va ruutfunktsiooni y = x* — 2x — 15 positiivsuspiirkond ja seega ka antud
vorratuse x° — 2x — 15 > 0 lahendid on x < —3 v&i x > 5.
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Vastus. x < -3V x> 5 ehk]5,00[U] — o0, —3].

2) Vorratus

on samavairne vorratusega

Ay
a>0
D <0
0 X

Ay
a>0
D>0
xl\sz X

0| X1 =X

x> +4x-4>0

4

><"O (e}

Funktsiooni y = ax? + bx + ¢ graafik

x>—4x+4<0 ehk (x-2)*<0.

0|/x1 x2\=x
4 a<0
D=0

X1 = X2 -

Et vastav ruutfunktsiooni y = (x — 2) viirtus iga x korral mittenegatiivne
(vt. joon. , siis vorratusel (x —2)* < 0 lahendid puuduvad.

Vastus. @.

3) Kuna vorratus

X’ +4x—-4>0
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4)

5)

Va Ya
w
[ +
~
/ v
S, o'
-3 /5 x //*
#f 4
I 1 y
'\ + >
0 1 2 X
Joonis 9 Joonis 10

on samavdirne vorratusega
x*—4x+4>0 ehk (x-2)*>0,

siis on ruutfunktsiooni y = x* — 4x + 4 positiivsuspiirkonnas koik reaalar-
vud, vilja arvatud x = 2 (vt. joon.[10).

Vastus. x <2V x>2ehk]—o00,2[U]2,00]l.

Antud mitterange vorratus
—x*+4x-42=0
on samavdadrne mitterange vorratusega
x*-4x+4<0 ehk (x-2)*<0.

Seda tingimust tdidab vaid iiks arv x = 2 (vt. joon.|10).
Vastus. x =2.

Antud mitterange vorratus
—x*+4x-4<0
on samavadrne mitterange vorratusega
x*~4x+4=0 ehk (x-2)%=0.

Seda tingimust tdidavad aga koik reaalarvud (vt. joon. [10).
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Vastus. —oo < x < oo ehk ] —o0o,00[ ehk R.

6) Vorratusele
x> —2x4+4>0

vastava ruutvorrandi diskriminant on negatiivne. Et ruutliikme kordaja
on positiivne (a = 1), siis on vaadeldava ruutkolmliikme iga vdirtus po-
sitiivne ehk ruutfunktsiooni y = x* — 2x + 4 graafik tervenisti iilevalpool
x-telge.

Vastus. —oo < x < oo ehk | — o0, 00].

Naiide 3. Millised reaalarvudest 2,3,4,—2,0,10 on vorratuse
—x*+4x-32=0
lahenditeks?

Lahendus. Asendades vorratuses tundmatu x antud reaalarvudega, saame vas-
tavad arvvorratused

10, 2=0, -3=0, -15=0, -3=0, 0=0 ja -63=0.

Et tdesed neist on vaid 1 = 0, 2 = 0 ja 0 = 0, siis on vorratuse lahenditeks antud
reaalarvudest vaid 2,3 ja 1.

Vastus. Lahenditeks on 2, 3ja 1.
4. Ruutvorratusesiisteem. Vorratusesiisteemi, milles vihemalt tiks vOrratus-
test on ruutvorratus, nimetatakse ruutvorratusesiisteemiks. Ruutvorratusesis-

teemi lahendamisel tuleb leida iga vorratuse lahendid ja seejdrel méédrata saa-
dud lahendihulkade tihisosa.

Niide. Lahendada vorratusesiisteemid:

X +2x—-15<0 3 x*+5x+6<0
x-10<0, X’ +6x+9<0,

X —6x-16<0 X —6x-16>0
24, 94,
x“—8x+12>0, x“—-8x+12<0,
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x> -8x+12<0
5) )
X“+4x+4<0.
Lahendus. [D)]Ruutvorratusesiisteemi

X +2x-15>0
x—10<0

esimese vorratuse lahendid kuuluvad piirkonda x < =5 Vv x > 3 ning teisel vor-
ratusel piirkonda x < 10. Nende piirkondade tithisosa on x < -5V 3 < x < 10 (vt.
joon.[11).

Vastus. x<-5v3<x<10ehk]—-o0,-5[U]3,10].

20 /% A, )22 [ .
-5 0 3 10 X -2 0 2 6 8 X
Joonis 11 Joonis 12
2)| Stisteemi

% +6x—16<0
x°—8x+12>0,

vorratuste lahendid on vastavalt—2 < x < 8 ja x <2 v x > 6. Nende piirkondade
tihisosa ja seega ka antud vorratuse lahendid on -2 < x <2V 6 < x < 8 (vt. joon.

12).
Vastus. —-2<x<2V6<x<8ehk]—-2,2[u]6,8].

[3)] Stisteemi
X’ +5x+6<0
x> +6x+9<0,

esimese vorratuse lahendid on —3 < x < -2, teisel x = —3. Antud siisteemil on
ainus lahend x = -3.

Vastus. x=-3.

Siisteemi

X —6x-16>0
X —8x+12<0,

vorrandite lahendid on vastavalt x < -2 Vv x > 8 ja 2 < x < 6. Et nendel lahen-
dihulkadel tihisosa puudub (joon. [L3), siis antud vorratusesiisteemil lahendid
puuduvad.
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Joonis 13

Vastus. Lahendid puuduvad.

[6)|Stisteemi
{ x> -8x+12<0

X’ +4x+4<0.

teisel vorratusel lahendid puuduvad. Seega ei ole ka vorratusesiisteemil lahen-
deid.

Vastus. Lahendid puuduvad.

5. Intervallmeetod. Korgema astme vorratused. Intervallmeetodit kasuta-
takse vorratuste P,(x) > 0 ja P,(x) <0, aga ka P,(x) = 0 ja P,(x) < 0 lahenda-
misel, kus P, (x) on muutuja x suhtes n-astme hulkliige.

Intervallmeetod seisneb jargnevas. Vorratuse vasakul poolel oleva hulkliik-
me nullkohad jaotavad x-telje 16plikuks arvuks intervallideks, milledest iga-
tihes vorratuse vasak pool sdilitab mérgi. Seega tuleb kindlaks méérata vorratu-
se mark iga intervalli mingis punktis, ning vastavalt vorratusele, sobivad inter-
vallid vélja valida.

Praktiliselt kujuneb vorratuse lahendamine intervallmeetodil jirgmiseks. Tei-
sendame vorratuse vasaku poole korrutiseks:

Pp(x) =a(x—a)(x—az)...(x— B x—B2)'-...
...-(x2+p1x+q1)(x2+p2x+ qz)-...

(P pix+qi),

milles a4, as,...,B1, B2,... on hulkliikme nullkohad, k, [,... vastavalt nullkohta-
de B1, Ba, ... jirk. Ruutkolmliikmed x? + p1 x+ ¢ ei vordu nulliga iihegi x véirtu-
se korral. Kanname saadud nullkohad x-teljele ning ldbime need pideva joone-
ga jargmiselt. Eeldades, et a > 0 (vastavasel juhul korrutame lahtevorratust —1-
ga), alustame abijoone tdmbamist paremalt iilalt ja labime koik nullkohad, 16i-
gates x-telge, kui nullkoht on paaritut jarki, ja puudutades x-telge, kui nullkoht
on paarisjarku. Nii oleme saanud funktsiooni y = P,(x) graafiku skitsi, mille
pohjal kirjutame vilja vorratuse lahendid.

Niide. Lahendada vorratused:
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1) B+ x>-2x2-2x> 0,
2) X*(x+2)(x-13x*+1) <0,
3) X¥*(x+2)(x-13x*+1) <0,
4) (x—1)(x*+6)(x+3)*(2—-x) <0,
5 (x+1)(x-3)>0.
Lahendus. [1)]Vorratus
B+x?-2x>-2x>0

on samavaarne vorratusega
x(x—-2)(x+1)>0.

Vastava funktsiooni y = x(x—2)(x+1) nullkohad on x = 0, x = 2, x = —1 ning koik
need on iihekordsed. Seega ldbib joon neid punkte x-telge 16igates (vt. joon.
[14). Antud vorratuse lahendamine tdhendab funktsiooni y = x(x —2)(x + 1) po-

120 1 2/ | )
S s
Joonis 14 Joonis 15

sitiivsuspiirkonna leidmist. Positiivsuspiirkonna moodustavad need x vaartu-
sed, mille korral funktsiooni graafiku skits asub {ilalpool x-telge. Antud juhul
on positiivsuspiirkonnaks, aga seega ka vastava vorratuse lahenditeks —1 < x <
Ovx>2.

Vastus. —1<x<0vx>2ehk]—-1,0[U]2,00[.

[2)| Vorratuses
Px+2)x-1D3*+1) <0

tegur x* + 1> 0, mistdttu antud vorratus on samaviirne vorratusega
X (x+2)(x—1)° <0.

Nullkoht x = 0 on paarisjdrku, mistottu abijoon sellel kohal puudutab x-telge.
Nullkohtades x = —2 ja x = 1 aga ldbib abijoon x-telge lbigetes, sest need on
paaritut jarku (vt. joon.[I5). Antud vorratuse lahendidon -2 < x <0v0<x <1.

Vastus. —2<x<0v0<x<1ehk]-2,0[u]0,1].
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Kasutades joonist[15|saame vorratuse
Fx+2)(x-1)3x*+1)<0
lahenditeks -2 < x <1 ehk [-2,1].
Vastus. —2<x<1ehk[-2,1].

[@)]Vorratuse
x-1D*+1D)x+3)%2-x=0

vasakul poolel oleva hulkliikme pealiikme kordaja on negatiivne (—1) viimase
teguri 2 — x tottu. Korrutades antud vorratust —1-ga, saame vorratuse kujul

x-1D*+1D)(x+3)2%x-2)<0.

Edasi lahendame juba nii nagu eelmisi nditeid. Antud vorratuse lahenditeks
saame x = —3jal < x <2 (vt. joon.[I5).

Vastus. x=-3v1<x<2ehk{-3}uUll,2].

y
@q/_, -_— g
-3 01r2x -1 3x -1 3 X
Joonis 15 Joonis 16 Joonis 17
Lahendades vorratust
(x+1D(x-3)>0
intervallmeetodil, paneme tédhele, et molemad nullkohad x = -1 ja x = 3 on

paaritut (esimest) jarku. Seega kulgeb abijoon joonisel 16 nédidatud viisil ning
vorratuse lahenditeks saame x < —1 v x > 3 (joon. [16).

Antud vorratus on aga ruutvorratus. Lahendades seda kui ruutvorratust (vt.
joon.[I7), jouame samale tulemusele.

Nédeme, et intervallmeetodi rakendamisel kasutatav abijoon kui vastava funkt-
siooni graafiku skits kajastab vaid selle funktsiooni nullkohti ning positiivsus-
ja negatiivsuspiirkondi, mida vajamegi vorratuste lahendamisel.

Vastus. x<-1v x>3ehk]—o00,—-1[U]3,00l.



§ 20. ERIKUJULISTE UHE TUNDMATUGA VORRATUSTE... 141

Mirkus. Korgema astme vorratusi voib lahendada ka algebraliselt. Selleks tu-
leb alguses samuti, nagu intervallmeetodi rakendamise korralgi, antud vorra-
tuse vasak pool teisendada korrutiseks. Seejarel tuleb vilja kirjutada koik voi-
malused, millal tegurite korrutis on, vastavalt antud vorratusele, kas positiivne
vOi negatiivne. Nii saadud siisteemide lahendite iihend ongi ldhtevorratuse la-
hend.

Praktikas aga kasutatakse seda meetodit suhteliselt harva selle suure t66-
mahu tottu.

6. Murdvorratused jamurdvorratussiisteemid. Vorratust, mis sisaldab tundma-
tut murru nimetajas, nimetatakse murdvorratuseks. Rangele murdvorratusele
saab iildjuhul anda kuju

anx"+ a1 x" 1+ +a;x+ap
by x™+ Dby 1 XM L+ -4+ bix+ by

>0 (voi<O0).

Selline range murdvorratus on oma méddramispiirkonnas aga samavédirne ran-
ge vOrratusega

1 1

(@nx™ + an1x" +- -+ a1 x+ ap) (b x™ + b1 X 4+ bix+ by) >0

(voi vasatavalt < 0), sest jagatisel ja korrutisel on sama mairk. Seega taandub
range murdvorratuse lahendamine korgema astme vorratuse lahendamisele,
kasutades siis intervallmeetodit. Mitterange murdvorratuse lahendamisel tuleb
eriti tdhele panna asjaolu, et nimetajas oleva avaldise nullkohad ei kuulu antud
vorratuse lahendite hulka.

Naide. Lahendada vorratused:

2 x—-1Dx-2
) =<1, gy ¥-D&x=2 o
x—1 x-3
x2—-x-12
x—1 Zrox—15" "
2) T —3>2 A Tex
X+5
16
xX+—<10
6) X
2x% +1 x+5 15
3) >0, ———>2.
x4 2 X

Lahendus. [L)]Vorratuse
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maédramispiirkonna saame tingimusest x — 1 # 0 ehk x # 1. Kanname koik liik-
med vorratuse {ihele poolele ja viime tihisele nimetajale. Siis saame vorratuse

3—x x—3
——<0 ehk ——>0.
x—1 x—1

Viimane vOrratus on samavddrne vorratusega
(x-3)(x-1)>0.

Saadud ruutvorratuse lahendid on x <1 v x > 3 (vt. joon.|18).
V rl
N_B —13\\J/6 X

Joonis 18 Joonis 19

Vastus. x<1v x>3ehk]—-o00,1[U]3,00].

[2)|Vorratuse
x—1
— =2
xX+5
mdédramispiirkonna saame tingimusest x + 5 # 0 ehk x # 5. Kandes vorratuse

koik liikkmed tihele poolele ning viies iihisele nimetajale saame vorratuse
-x-11 x+11
<0

=0 ehk <
xX+5 xX+5

Viimane vOrratus on samavddrne vorratusega
(x+1D)(x+5)<0

lahtevorratuse méddramispiirkonnas. Lahendipiirkonnaks on —11 < x < =5 (vt.
joon.[19).

Vastus. —11 < x < -5ehk[-11,-5).

[3)] Vorratust
2x*+1
!
voiks lahendada analoogiliselt kahe eelmise nditega. Kuid sellise lahendamis-
kdigu jarele puudub siin vajadus. Tarvitseb vaid jalgida murru lugejat ja nimeta-
jat. Et nii 2x* +1 > 0 kui ka x* > 0 iga x korral, siis ka nende jagatis on positiivne
iga x korral. Arvestades maddramispiirkonna tingimust x # 0, saame vastuse.
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Vastus. —co<x<0Vv0< x<ooehk (—o0o,0) U (0,00).

[4)]Vorratuse
(x-1)(x-2)
— <0

x—3

asemel voime lahendada vorratuse
x-1D(x-2)(x—-3)<0.

Antud tegurite korrutis on negatiivne, kui x <1v 2 < x <3 (vt. joon. [20).

(~__/ {//\

/1 23 X

Joonis 20 Joonis 21

Vastus. x<1v2<x<3ehk(-oo,1)uU(2,3).
[G)|Vorratuse
xX2—-x-12
e ——
x24+2x-15

madramispiirkonna saame tingimusest
x> +2x-15#0ehk x #-5jax #3.
Asendame antud vorratuse selle mddramispiirkonnas samavéadrse vorratusega
(x+3)(x—4)(x+5)(x-3) =0.
Kasutades intervallmeetodit, leiame selle lahendid (vt. joon. 21).
Vastus. x<-5v-3<x<3Vvx=4ehk (-oo,-5)U[-3,3)U[4,00).

[6) Murdvorratusesiisteemi
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lahedamisele asudes leiame koigepealt vorratuste tihise mddramispiirkonna.
Aantud juhul saame selle tingimusest x # 0. Seejdrel lahendame kummagi vor-
ratuse eraldi ja leiame lahedite hulkade tihisosa ldhtevorratusesiisteemi maa-
ramispiirkonnas. Antud siisteemi lahenduskaik on lithidalt jairgmine:

x> —10x+16 (x—2)(x—8)
- <0 = T <0 (x—2)(x—8)x<0
X — X
x%2+x-30 (x=5)(x+6)
() = == >0 (x—=5)(x+6)2x>0.
2X 2Xx

Esimese vorratuse lahendidon x < 0v2 < x < 8 (vt. joon.), teisel -6 < x <0V
x> 5 (joon. ). Vorratusesiisteemi lahenditeks on aga piirkondade iihisosad

/OAZM{; X /{\1)\/543

Joonis 22
(vt. joon.[23).
z 2 [ 777725 N
-6 0 2 5 8 X
Joonis 23

Vastus. —-6<x<0v5<x<8ehk(-6,0)u(5,8).

7. Juurvorratused. Vorratust, milles tundmatu esineb juuritavas, nimetatak-
se juurvorratuseks. Juurvorratuste lahendamisel tuleb arvestada juure definit-
siooni ja vorratuse mddramispiirkonda. Seega taandub vorratuse

\/ f(0) < Vo)

lahendamine paarisarvulise juurija (n = 2k) korral slisteemi

fx)=0
¢©>0
fx) <)

lahendamisele. Paarituarvulise juurija (n = 2k + 1) korral on aga vorratus

\/ f(0) < Vo)
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samavadarne vorratusega

fx) <e(x).
Niide. Lahenda vorratused:
1) V2x+4>-8, 7) Vx2—x—-6<x+5,
2) V2x2+1>-3, 8) V3x—-10>V6-x,
3) V2x—-4<-1, 9) V2x—1<vVx+2,
4) Vx-5<3, V17— 15x—2x2
10) >0,
5 V3x+6>x+1, x+3
6) Vx+2<-2, 11) \V2-V3+x<Vi+x
Lahendus. [1)]Vorratuse
V2x+4>-8

madramispiirkonna leiame tingimusest 2x + 4 = 0. Siit x = —2. Vorratuse va-
sak pool on positiivne ja parem negatiivne. Et mistahes positiivne arv on alati
suurem suvalisest negatiivsest arvust, siis rahuldavad antud vorratust koik x
vadrtused, mis kuuluvad méaaramispiirkonda, s.t x = —2.

Vastus. x = -2 ehk [-2,00).

[2)] Vaadeldava vorratuse

V2x2+1>-3

madramispiirkonna moodustavad koik reaalarvud, sest iga x korral on 2x%+1>
0. Antud vorratuse vasak pool on positiivne iga x korral ja seega ka suurem kui
—3. Jarelikult kehtib vorratus iga x korral.

Vastus. —oo < x < oo ehk (—o0,00).

Et vorratuse

vV2x—-4<-1

vasak pool on positiivne ega saa olla vdiksem negatiivsest arvust —1, siis sellel
vorratusel lahenid puuduvad.

Vastus. Lahendid puuduvad.
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Vorratus
Vx-5<3

omab motet, kui x —5 = 0 ehk x = 5. Sel juhul on vérratuse mélemad pooled
positiivsed ning neid voib astendada. Tostes antud vorratuse molemad pooled
neljandasse astmesse, saame vorratuse

x—5<81 ehk x<86.

Arvestades madramispiirkonda ja viimast tingimust, leiame vorratuse la-
hendid.

Vastus. 5 < x <86 ehk [5, 86).

[5)|Vorratusel
V3x+6>x+1

on mote, kui 3x+6 = 0 ehk x = —2. Antud vorratuse parem pool vdib aga olla nii
positiivne kui ka negatiivne.

Kui x +1 = 0 ehk x = —1, siis voib vorratuse mélemad pooled ruutu tosta.
Selle tulemusel saame (pédrast sarnaste liikmete koondamist) vorratuse
x*>—x—5<0. Siit —1,8 < x < 2,8. Arvestades niiiid tingimust x = —1 ja méddra-
mispiitkonda (x = —2), saame lahenditeks —1 < x < 2,8.

Olgu x + 1 < 0 ehk x < —1. Siis kehtib lahendatav vorratus iga x korral, kui

vaidx<-ljax=-2,st. -2<x<-1.

Vastus. -2<x<-1v-1<x<2ehk-2<x<2.

[6)| Vorratus
Vi+2<-2
on samavaarne vorratusega
x+2<(-2)°

Siit x < —10.
Vastus. x <-10ehk]—o00,—-10].

Vorratus

VXx2—x—-6<x+5

omab motet, kui x*> — x —6 = 0 ehk x < —2 v x = 3. Vaatleme x + 5 suhtes kahte
voimalust.
Olgu x +5 > 0. Siit x > —5. Tostame vorratuse molemad pooled ruutu

(\/ x2—x—6)2 < (x+5)>%.
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9
Parast lihtsustamist saame vorratuse —11x < 31, millest x > —Zﬁ. Arvestades

vorratuse madramispiirkonda, tingimust x > —5 ja viimast tulemust (vt. joon.
24), saame vorratuse

.
i Z Z
—5_2% -2 3

Joonis 24

9
tihed lahendipiirkonnad: —Zﬁ <x<-2vx=3.
Olgu niitid x + 5 < 0 ehk x < —5. Sel juhul peaks olema mittenegatiivne suu-
rus (\/ X2—x—-6< 0) vdiksem kui negatiivne suurus (x + 5 < 0). Et seda aga olla

ei saa, siis siit ka vorratuse lahendeid juurde ei tule.
U [3,00].

9 9
Vastus. -2—<x<-2vx=3ehk |-2—,-2
11 11

[8)]Vorratuse

V3x—-10>v6-x

lahendamine taandub siisteemi

3x—-10>0
6—-x=0
3x-10>6—x

lahendamisele. Siit

10

x> —
x>4 4<x<6
= = X< 0.
x<6 X<6

x>4

Vastus. 4 < x <6 ehk 14,6].

[9)]Vorratus

\3/2x—1< \3/x+2

on samavadadrne vorratusega
2x—-1<x+2.

Siit x < 3.

Vastus. x <3 ehk]—o0,3|.



148 PEATUKK VI. VORRATUSED

[IO)|Vorratuse
V17— 15x — 2x2
>0
x+3

madramispiirkonna leiame jargmiselt:

17-15x-2x>>0 . -8<x<1
xX+3#0 X # -3.

Viimasest siisteemist saame antud vorratuse maiaramispiirkonnaks —8,5 < x <
-3V -3 < x < 1. Et ldhtevorratuse lugeja on positiivne, siis peab positiivne ole-
ma ka nimetaja, st x + 3 > 0 ehk x > —3. Arvestades niiilid ka vorratuse mééra-
mispiirkonda (vt. joon.[25), saame

s N7 22\ .
-8 -3 01 X
Joonis 25

lahendipiirkonnaks -3 < x < 1.

Vastus. —3<x<1ehk]-3,1][.

[II)]Vorratuse
VZ2-vV3+x<vid+x

lahendamine taandub vorrandisiisteemi

3+x=0 1)
44+ x>0 2)
2-V3+x20 3)
2—V3+x<4+x (4)
lahendamisele. Vorratustest (1) ja (2) saame, et x = —3. Vorratuse (3) teisenda-
me kujule
V3+x<2.

Viimast ruutu tostes saame, et 3+ x < 4, ehk x < 1. Seega on lahendatava vorra-
tuse méddramispiirkond -3 < x < 1. Vorratus (4) on samavddrne vorratusega

V3+x>-2-x. (4a)

Selle lahendamiseks vaatleme vorratuse parema poole suhtes kahte voimalust.
Kui -2 - x <0 ehk x < 2, siis tdstame vorratuse molemad pooled ruutu:

(M)Z > (=2 - x>
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Siit

3+x>4+4x+ x> ehk x> +3x+1<0.
Viimase vorratuse lahendid on —-2,9 < x < —0,4. Arvestades tingimust x < -2,
saame, et —2,9< x < -2.

Olgu -2 — x < 0 ehk x > —2. Sel juhul on vorratus rahuldatud iga x > -2
korral. Seega on vorratuse (4) lahendid aga —2,9 < x < co. Arvestades niiiid veel
vorratuse madramispiirkonda, saame ldhtevorratuse lahendite piirkonnaks —2,9 <
x <1 (vt. joon.[26).

Z Z
-3-29 0 1 X

v

Joonis 26

Vastus. —2,9<x<1ehk]-2,9;1].

8. Absoluutvairtusi sisaldavad vorratused. Vorratust, milles tundmatu esi-
neb absoluutvdirtuse mairgi all, nimetatakse absoluutvddrtust sisaldavaks vor-
ratuseks.

Lahendame koigepealt pohivorratused.

1) |x| < a,kui a > 0. Arvestades absoluutvdirtuse definitsiooni, saame antud
vorratusest kaks vorratust.

1) kui x =0, siis |x| = x ning ldhtevorratus saab kuju x < a, st 0 < x < a;

2) kui x < 0, siis | x| = —x ning ldhtevorratus saab kuju —x < a ehk x >
—2,st—a<x<0.

Arvestades niiiid, et vorratust rahuldavad nii0 < x < akuika —a < x <0,
siis saame lahendipiirkonna lithemalt {iles kirjutada kujul —a < x < a (vt.
joon.[27). Viimane vorratus on samavéérne siisteemiga

xX>-a
x<a.
2) |x|] < a, kui a < 0. Sel juhul vorratuse lahendid puuduvad, sest iga x korral

on | x| = 0 ega saa olla vidiksem mingist negatiivsest arvust.

3) |x| > a, kui a > 0. Absoluutvaartuse definitsiooni rakendades saame siin,
analoogiliselt esimese juhuga toimides, et vorratust rahuldavad x < —a
vOi x > a. (vt. joon.[28).
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x| < a x| > a
)72 2 . 2 (7%
—-a a X —-a a X
Joonis 27 Joonis 28

4) |x| > a, kui a < 0. Sel juhul on vorratuse lahendiks tundmatu x iga reaal-
arvuline vaartus.

Naide 1. Lahendada vorratused:
1) 2x-1|<3, 2) |x+2|>1, 3) |x+3|—-x<5.

Lahendus. V6rratus |2x — 1| < 3 on samavddrne vorratusega -3 <2x—1<3.
Siit (liites arvu 1) saame, et —2 < 2x < 4, millest (2-ga jagades) saame, et —1 <
x<2.

Vastus. —1<x<2ehk]-1,2[.

[2)] Vorratusest |x +2| > 1 tuleneb, et x +2 < —1 v6i x +2 > 1 ehk x < -3 voi
x>-1.

Vastus. x<-3vx>-1ehk]—-o00,-3[u]—1,00].

B)|Antud vorratus
[x+3]—-x<5

on samavadrne vorratusega
[x+3|<x+5,

mis on omakorda samavadrne vorratusega
—(x+5)<x+3<x+5.

Siit
X+3>-(x+5)
X+3<x+5.
Esimese vorratuse lahendid on x > —4. Teine vorratus on aga tdene tundmatu

x iga vddrtuse korral (3 < 5). Stisteemi lahendiks, mis on vorratuste lahendite
tihisosa, on seega x > —4.

Vastus. x> —4 ehk]—4,00].
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Kui vorratuses esineb enam kui iihe avaldise absoluutvaartus, siis vaatleme
vorratust intervallides, milledeks jaotavad absoluutvddrtuse maérgi all olevate
avaldiste nullkohad x-telje.

Naide 2. Lahendada vorratused:

D |x=1|+|x+1| <4, 4) X <x
_ 2x-1| 7
2) >1,
3x+1
3 - 0 5) |x+ 2| —|x|
—1>0, _
e Vi-22

Lahendus. [1)]Vorratuse
[x-1l+|x+1]<4

vasakul poolel absoluutvdartuse markide all olevate avaldiste nullkohad on x; =
—1ja x» = 1. Seega tuleb vorratust vaadelda kolmes intervallis (vt. joon.[29).

- o, s J

-1 1 X 2 -1 0 1 2 x

Joonis 29 Joonis 30

Intervallis —co< x < -1
[x-1=—-(x-1) ja |x+1]=—(x+1).
Siin saab vorratus siis kuju
—(x-1-(x+1) <4,

millest —2x < 4 ehk x > —2. Arvestades ka vaadeldavat piirkonda, saame vorra-
tuse lahenditeks selles intervallis -2 < x < 1.
Poolldigul —1 < x < 1 saab vorratus kuju

—(x-1D+x+1<4.

Siit 2 < 4, mis on tGene arvvorratus. Seega on vaadeldava piirkonna iga x 1dhte-
vorratuse lahendiks, s.t. -1 <x < 1.
Intervallis 1 < x < co teiseneb antud vorratus kujule

x—-1+x+1<4.

Siit 2x < 4 ehk x < 2. Arvestades piirkonda, saame vorratuse lahenditeks 1 < x <
2.

Vaadeldes lahendeid piirkondade kaupa, ilmneb, et neid saab tihendada (vt.
joon.[30) ja vorratuse lahendid kirjutada kujul -2 < x < 2.
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Vastus. —2<x<2ehk]-2,2][.

[2)]Vorratus
4—-x

x+1

on samavadrne vorratusega
[4—x|>|x+1]|,

kui x + 1 # 0. Nullkohad x; = 4 ja x» = —1 jaotavad x-telje kolmeks intervalliks
(vt. joon.|31).
Kui x < -1, siis

[4—x|=4-x ja |x+1|=—-(x+1).

Sel juhul saame vorratuse
4—x>—-(x+1).

Siit saame toese vorratuse 4 > —1, mis titleb, et iga x < —1 on ka ldhtevorratuse
lahendiks.

Y .

-1 4 X

Joonis 31

Kui —1 < x <4, siis
[4—x|=4-x ja |x+1]l=x+1

ning vorratus saab kuju
4—-x>x+1.

Siit x < 1,5. Seega on vaadeldavas piirkonnas vorratuse lahenditeks —1 < x <
1,5.
Piirkonnas x > 4

[4—x|=—-4-x) ja |x+1]l=x+1

ning vorratus saab kuju
—4-x)>x+1.

Siit saame vddra arvvorratuse —4 > 1. See tdhendab, et vaadeldavas piirkonnas
vorratusel lahendid puuduvad.

Vottes kokku esimese ja teise piirkonna lahendid, saame, et x < -1 v6i —1 <
x<1,5.
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Vastus. x<-1v-1<x<1,5ehk]—-o0,-1[U]-1;1,5].

Vorratuse
4—x

x+1

>1

voib lahendada ka teisiti, kasutades pohivorratuse |x| > a lahendeid x < —a v

x > a. Antud juhul
4—x . 4-x
—<-1 v01 ——>1.
x+1 1

Esimese vorratuse lahendame kui murdvorratuse:

4—x+x+1 5
— <0 —<0=2>x+1<0=>x<-1.
x+1 x+1

Teise murdvorratuse lahendamine:

4—x—x-1 3-2x
T>0:> 1 >0=>3-2x)(x+1)>0=>-1<x<1,5.
X

Seega on vorratuse lahendid x< -1v-1<x<1,5.

[B)]Vorratuse

x—4
3—-x
maddramispiirkonnas x # 3. Et mistahes avaldise absoluutvddrtus on positiivne,
kui avaldis ei vordu nulliga, siis antud juhul peab olema x —4 # 0 ehk x # 4.
Seega on antud vorratuse lahenditeks koik reaalarvud, védlja arvatud x = 3 ja

x =4.

>0

Vastus. —co<x<3v3<x<4v4<x<ooehk]—-oo,3[U]3,4[U]4,00l.

[4)]Vorratus
x—8

2x—1

<X

on samavadadrne vorratusega
|x—8| < x|2x—1|,

kui2x—1 # 0 ehk x # 0,5. Ka antud vorratust tuleb lahendada kolmes piirkonnas
eraldi (vt. joon.[32)

% I,

>

0,5 8 x

Joonis 32
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Kui x < 0,5, siis
—-(x-8)<-x2x-1)

ehk
x—-8>x2x-1).

Teisendades seda, saame ruutvorratuse
2x2-2x+8<0 ehk x*—x+4<0.

Viimasel vorratusel aga lahendid puuduvad.
Kui 0,5 < x < 8, siis
—(x—-8)<x(2x-1).

Saadud ruutvorratuse
2x*-8>0 ehk x*-4>0

lahendid on x < —2 v x > 2. Vaadeldavas piirkonnas on vorratuse lahendid 2 <
X <8.
Viimases piirkonnas x > 8 saame vorratuse

x-8<x(x—1) ehk x*-x+4>0.

Viimane vorratus on tdene iga x korral. Seega on ldhtevorratuse lahenditeks
x> 8.

Uhendades vorratuse lahendid erinevates piirkondades, leiame vorratuse
lahendid: x > 2.

Vastus. x> 2 ehk]2,00l.

Esitame ka vaadeldava vorratuse teise lahenduse, kasutades pohivorratuse
lahendeid. Antud vorratus o
x —

2x—1

<X

on samavairne ahelvorratusega

viimane aga samavdarne vorratusesiisteemiga

x—38

2x—-1
x—8
2x-1

—Xx<

<X
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Siit esimese vorratuse g
x —

2x—-1
lahenditeks saame —2 < x < 0,5 Vv x > 2. Teise vOrratuse

—Xx<

x—8
2x—1

<X

lahendid on x > 0,5.
Et (-2<x<0,5Vx>2)Ax>0,5,siis (vt. joon.[33)

> 2.
‘ >
-2 0,5 2 X
Joonis 33
[b)|Vorratuse
|x+ 2| —|x] >0
V4 - x?

madramispiirkonna saame tingimusest

4-x*>0, st |x|<2 ehk -2<x<2.

Et V4 — x2 > 0, siis tuleb lidhtevorratuse asemel leida piirkonnas —2 < x < 2 vor-

ratuse
|x+2|—|x[>0

lahendid. Mdiramispiirkond jaotub kaheks intervalliks (vt. joon. 34).

- N

-2 0 2 X

Joonis 34

Kui -2 <x<0,siisx+2+x>0ehk x> -1.Siit -1 < x<0.Kuiaga0<
X < 2,slis x+2—-x>0ehk 2> 0. Et alati 2 > 0, siis on vaadeldava intervalli
x iga védrtus vorratuse lahendiks. Vorratuse lahendid saame kahe piirkonna
lahendeid ithendades: —1 < x < 2.

Vastus. —1<x<2ehk]-1,2[.
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9. Parameetreid sisaldavad vorratused. Vorratust, milles peale otsitava(te)
esineb veel (moni) tdheline muutuja, millest s6ltub vorratuse lahend, nimeta-
takse parameetrit sisaldavaks vorratuseks.

Parameetrit sisaldava vorratuse lahendamisel tuleb 1) leida lahendipiirkon-
nad parameetrite kaudu ja 2) uurida lahendi soéltuvust parameetrist. Seega tu-
leb uurida, milliste parameetri viadrtuste korral on vorratusel lahendid ning koi-
gi selliste parameetri vadrtuste jaoks leida vorrandi lahendid.

Niide 1. Lahendada parameetritest a ja x sdltuvad vorratused:

1)

3
>0, 3) x—s <—(x+1),
2a

a+x

2) mx+1>2(x-1), 4) V2a+x+vV2a-x>a.

Lahendus. Vﬁrratuse > 0 lahendamine taandub jargmiste vorratuse-

stisteemide lahendamisele:
2a>0 2a<0
a+x>0, a+x<0,
Esimesest slisteemist saame, et a > 0 ja x > —a, teisest, et a <0 ja x < —a.

Vastus. Kui a > 0, siis x > —a, ja kui a <0, siis x < —a, a = 0 korral vorrtusel
lahend puudub.

Teisendame vorratuse

mx+1>2(x-1)

kujule
(m-2)x>3.
Edasisel lahendamisel tuleb ldhtuda x kordajast a — 2.
Kui m -2 >0ehk m > 2, siis x > —L,
m-—2

kuim-2<0ehkm<2,siisx<——,
kuim-2=0ehkm=2,siis0-x >n—13_ehk 0 > —3, mis on toene vorratus, S.t.
x voib olla mistahes reaalarv.
Vastus. Kuia—2>0ehk a> 2, siis x > —%,
kuia—-2<0ehka<?2,siis x< —L

. .o m_z’
kui a =0, siis co < x < co.
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[3)Vorratusel
a—1 3
<—(x+1)
2a
puuduvad lahendid, kui a = 0. Leiame vorratuse lahendid a iilejadnud vaartus-

te korral. Selleks teisendame vorratuse kujule

2 2
(1__)x<z(1__).
3a 3a

2 2
Olgu1—3—>0. Siita<0v61a>g.SeljuhuleZ.
a

x—2

2 2
Kuil-—<0ehkO<a<—,siisx=2.
3a 3

2 2
Kuiagal- 34" 0ehka= 3 siis on vorratuse lahendiks x iga védrtus.
a

Vastus. Kui a <0, siis x =2,
kui a = 0, siis lahendid puuduvad,

kui0<a< —,siisx =2,
kuia:§,siis—oo<x<oo,

. 2 ..
kui a > g,susx<2.

[4)]Vorratuse
va+x+va-x>a
madramispiirkonna leiame vorratusesiisteemist
a+x=0
(1
a-x=0

Siit ilmneb (liites vorratused), et a = 0. Kui a = 0, siis on siisteemil ai-
nus lahend x =0, s.t. et a = 0 korral koosneb ldhtevorratuse madramispiirkond
tihest punktist x = 0. Sel juhul (a = 0, x = 0) pole aga ldhtevorratus rahuldatud,
s.t. lahendid puuduvad. Kui a > 0, siis on siisteemi pohjal ldhtevorratuse
maddramispiirkonnaks —a < x < a. Tingimustel a > 0 ja —a < x < a on ldhtevor-
ratuse molemad pooled positiivsed, mistottu voime need ruutu tosta. Parast
teisendamist saame siis vorratuse

2Va2-x2>a®-2a. 2)

Niiiid tuleb vorratuse (2) parema poole suhtes vaadelda kolme juhtu. Esi-
teks, kui a® —2a < 0 ehk 0 < a < 2, siis vorratus (2) kehtib iga x korral masra-
mispiirkonnast, s.t. —a < x < a. Teiseks, kui a* —2a = 0 ehk a = 2 (a = 0 korral
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lahendid puuduvad), siis vorratus (2) saab kuju
2V4-x2>0,

millest -2 < x < 2.

Lopuks olgu a’—2a > 0. Siit a > 2 (vdimalus a < 0 on vilistatud, kuna on
eeldatud, et a > 0). Sel juhul, tostes vorratuse (2) molemad pooled ruutu, saame
vorratuse

4(a® - x%) > a® —4a® + 44,

mille lihtsustamisel jouame vorratuseni
, ad-a)
X°< —.
4

Siit ilmneb, et a = 4 korral lahendeid ei ole. Aga samuti puuduvad lahendid
a > 4 korral. Kui 2 < a < 4, siis

ava4d—a) avald—-a)
2 YT

Vastus. Kui a <0, siis lahendid puuduvad,
kui0<a<?2,siis—a<x<a,
kuia=2,siis-2<x<2,

. .. avald-a) avad—a)
kui2<a<4,siis——<x< —
kui a = 4, siis lahendid puuduvad.

Niide 2. Missuguste parameetri m viirtuste korral on vorratuse 4x* + 2(m +
2)x + m+2 > 0 lahendiks kogu reaalarvude hulk?

Antud ruutvorratuse lahendiks on kogu reaalarvde hulk siis, kui vastava ruut-
vorrandi diskriminant on negatiivne, s.t.

D=4(m+2)*>-16(m+2) <0.
Siit (m +2)% —4(m + 2) < 0. Viimase vorratuse lahendid on =2 < m < 2.

Vastus. Antud vorratuse lahendiks on kogu reaalarvude hulk, kui -2 < m < 2.

10. Eksponentvorratused. Vorratust, milles tundmatu esineb astendajas, ni-
metatakse eksponentvorratuseks. Selle lahendamisel kasutame eksponentfunkt-
siooni omadusi, poorates eriti tdhelepanu eksponentfunktsiooni alusele. Vor-
ratuse

a/™<af®  (a>0,a#1)
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lahendamisel on kaks voimalust:

kui a>1, siis a/®<a8®W xf(x) < gx),

kui 0<a<1, siis a/™® <a8® = f(x)>gx)

(vt. joon.[35).
A y A y
a>1 O<ax<xl
0 X 0 Y
(@) (b)
Joonis 35

Niide. Lahenda vorratused:

y3r<l 4) 25* <6-5° -5,
9
2) (0,5)* > 0,25, x. 2X
5) (0,25 > 75,

3) 394X 5 043

6) -3*-7>0.

9-3%
1
Lahendus. Arvestades, et 3 =372 kirjutame antud vorratuse

1
3F< =
9

kujul 3* < 372, Kuna astme alus 3 > 1, siis x < —2.

Vastus. x < -2 ehk]—o0,-2].
[2)|Antud vorratus
(0,5* = 0,25

on samavairne vorratusega (0,5)* = 0,5%. Kuna astme alus 0,5 < 1, siis on tege-
mist kahaneva funktsiooniga. Seega x < 2.
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Vastus. x <2 ehk]—o00,2].
t 243 = 3°, siis antud vorratus
3%471% > 243

saab kuju 3**~%* > 3%, Kuna 3 > 1, siis x* —4x > 5 ehk x> —4x—5 > 0. Lahendades
viimase ruutvorratuse, leiame, et x < —1 voi x > 5.

Vastus. x<-1v x>5ehk]—-o00,—-1[U]5,00l.

[4)|Antud vorratus
25 <6-5%-5

teiseneb kujule
5% —6-5"+5<0.

Tehes asenduse z = 5%, saame ruutvorratuse
2
z°—6z+5<0,

mille lahendidon 1 < z< 5.
Bt z=5%, siis 1 <5 <5ehk5° <5% <5, Kuna5>1,siis0< x < 1.

Vastus. 0<x<1ehk]0,1]

[5)|Antud vérratus
(0,25)* > 22T,

on samavadrne vorratusega
2x

2725 5 925+

2x
Et2>1, siis —2 > =1 Lahendame viimase murdvorratuse:

X+
X X
—-xX>— = Xx+—<0 =
x+1 x+1

X2 +2x
x+1

<0 = x(x+2)(x+1)<0.

Kasutades intervallmeetodit leiame, et x < -2 v0i -1 < x < 0.

Vastus. x<-2v—-1<x<0ehk]—-o00,-2[U]-1,0[.
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/

/ -2 -1 0 X
Joonis 36
[6)| Teisendame vorratuse
64
-3*-7>0
9-3*
vasakut poolt jargmiselt:
64 o _3-2:37+1 (3 -1)°
9-—3% 9-3*  9-3x °
Uurides niiiid vorratust
(3*-1)?
9ot

ilmneb, et (3x —1)2 > 0, kui x # 0. Jarelikult peab olema ka 9—3* > 0 ehk 32 > 3%,
millest x < 2.

Vastus. —oco<x<0v0<x<2ehk]-o0,0[U]0,2].

11. Logaritmvorratused. Vorratust, milles tundmatu esineb logaritmitavas
voilogaritmi aluses nimetatakse logaritmvorratuseks. Logaritmifunktsiooni oma-
duste pohjal

kui a>1, siis log,f(x)<log,g(X) < 0< f(x) < g(x),
kui 0<a<1, siis log,f(x)<log,g(x) < 0<gx) < f(x)

(vt. joon.[37).

Seega on logaritmvorratuse lahendamisel oluline jdlgida logaritmi alust ja
vorratuse madramispiirkonda.

Naide. Lahenda vorratused:
1. log(x+3) <log2x,
2. log, 5 x>1log, 510,

3. logy 5 x-log, x+logy s x+2<0,
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Ya Ya
a>1 O<axl
0 X 0 1 3
(@ (b)
Joonis 37
4. log:-103>0,
5. log(x—2)+log(1—x)>1,
3x—
6. log: <1,
3 x+2
7. log; [log, (x*~5)] >0,
8. log,(x+7)>log,(x+1),
9. 1I3-log, x| <2,
x—2
log, —
10. 5 X <1,
11. log,x— +1>0.

Lahendus. [L1Et antud vorratuses

a

log(x +3) <log2x

logaritmide alus 10 > 1, siis 0 < x 4+ 3 < 2x. Siit x = 3.

Vastus. x =3 ehk [3,00].

[2]Vorratuses

log, 5 x >1og; 510

logaritmide alus 0,5 < 1. Jarelikult 0 < x < 10.
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Vastus. 0 < x<10ehk]0,10].

BJAntud vorratuses
logy s x-log, x+logy s x+2<0

teisendame logaritmid iihisele alusele 0,5. Et

siis saab antud vorratuse kirjutada kujul
—(logy 5 X%+ logysx+2<0

ehk
(logy 5 x)? - logysx—2=0.

Lahendades saadud ruutvorratuse logoy5 x suhtes, leiame, et
log 5 x <1vo0i logy 5 x = 2.

Siitx=2v0i0< x<0,25.

Vastus. x=2v0<x<0,25¢ehk]0,0,25]U[2,00].

[4]Et antud vorratuses
logx-10,3>0
x+5

logaritmitav 0,3 < 1 ning logaritm sellest positiivne, siis peab olema logaritmi
alus

X
0<—«1
X+

(vt. joon. 37p). Saadud murdvorratuse lahendamine taandub vorratusesiistee-
mi

x—-1

—>0

X+5

x—1

—x<1

X+5

lahendamisele. Esimese vorratuse lahendid on x < =5V x > 1 ja teisel x > =5
ning vorratusesiisteemi lahendiks x > 1.

Vastus. x> 1 ehk]1,00]l.
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Leiame koigepealt antud vorratuse
log(x—2) +log(1-x)>1

maddramispiirkonnas:

x—-2>0 >2
ehk {7~
1-x>0 x<l.

Et slisteem on vastuoluline, siis antud vorratusel lahendid puuduvad.
[6]Vorratuse

3x—-1
log% xX+2

maddramispiirkonna leidmiseks lahendame vorratuse

<1

3x—-1
xX+2

<0

1 1
Siitx<-2vx> 3 Asendades lihtevorratuses 1 = log% 3’ saame, et

10g1 3x- <10g11
3 x+2 33
Et0<1<1,siis
3 3x-1 1
x+2 3

Selle murdvorratuse lahendid on x < -2 v x > —. Arvestades madramispiirkon-

da, saame lahtevorratuse lahendid.
Vastus. x<-2v x> 0,625 ehk ] —o0,—2[U]0,625, 0]
[Z]Et vorratuses
log;[log, (x*=5)]1>0

vélise logaritmi alus 3 > 1 ja logaritm positiivne, siis logaritmitav lahtevorratu-
ses
log,(x*—5)>1
ehk
log, (x* —5) > log, 4.
Etsiin 4 > 1, siis
x*—5>4ehk x* > 9.
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Siis
x<-3vx>3. (D

Lahendatava vorratuse middramispiirkonna leiame siisteemist

x> -5>0
log, (x* —5) > 0.

Et lahtevorratusest tulenes vorratus log, (x* —5) > 1 siis on siisteemi teine vor-
ratus rahuldatud. J4ib {ile arvestada siisteemi esimest vorratust. Sellest

x<—-V5vx> V5. 2)

Arvestades niitid tingimusi (1) ja (2), saame ldhtevorratuse lahendid.

Vastus. x < -3 Vv x>3ehk]—-o00,-3[U]3,00[.

[8]Antud vorratuse
log,(x+7) >log,(x+1) 3)
madramispiirkonnas
x+7>0
x+1>0.

Siit x > —1. Minnes {ile alusele 2, saame vorratuse (3) kirjutada kujul

1
> log, (x +7) >log,(x+1).

Siit
Vx+7>x+1. 4)

Et méddramispiirkonnas on x > —1, siis on x + 1 > 0. Seega voime juurvorratuse
molemad pooled ruutu tdsta. Saadud ruutvorratusest

¥+x-6>0

leiame, et —3 < x < 2. Arvestades mddramispiirkonda x > —1 saame vorratuse
lahendid.

Vastus. —1<x<2ehk]-1,2[.

[Q]Vorratuse
I3 —1log, x| <2
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maddramispiirkonnaks on x > 0. Arvestades absoluutvairtust saame, et
-2<3-log, x<2.
Siit

-5<-log,x< -1,
1<log,x <5,
log, 2 <log, x <log, 2°,

2<x<2°.

Vastus. 2 < x < 2° ehk]2,2°[.

[10JAntud vorratuse
log, £2
578 x <1

maddramispiirkonna leiame jargmiselt:

x—2
—>0= (x—-2)x>0 = x<0vx>2.
X

Et1=5"ja5 > 1, siis saame lihtevorratusest, et
x—=2 x—2
log;—— <0 ehk log;—— <logs1.
X x

Viimasest (kuna 3 > 1)

x—2 -2
— <] = —<0 = x>0.
X X

Arvestades niilid viimast tulemust x > 0 ja mddramispiirkonda x < 0 Vv x > 2,
leiame antud vorratuse lahendid.

Vastus. x> 2 ehk]2,00]

11, Vorratus log, x — I + 1 > 0 on parameetrit a sisaldav logaritmvor-
0

a
ratus. Selle méddramispiirkonnaks on x > 0, kusjuures x # 1. Antud vorratus on

oma mdadramispiirkonnas samaviirne vorratusega
2
log, x +log, x—6)log, x > 0.
Tehes siin asenduse log, x = t, saame vorratuse

(t’+1-6)t>0 ehk (r—2)(r+3)t>0.
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-3 0 2 t

Joonis 38

Kasutades intervallmeetodit (vt. joon.[38), leiame, et -3 < t <0V ¢ > 2. Arvesta-
des asendust saame vorratused

-3 <log,x<0vlog,x>2.

Vaatleme parameetri a suhtes kahte voimalust.
Esiteks, kui a > 1, siis ™ < x < 1v x > a?. Ja teiseks, kui 0 < a < 1, siis
l<x<a3vo<x<a

Vastus. Kuia>1,siisa3<x<1lvx>a® kui0<a<l1,siisl<x<a3v0<
2
x<d.

Kontrollkiisimused
1) Mis on vorratus?
2) Kasvorratus3=0,0<0,5=5 on toene? Miks?
3) Mida tdhendavad kirjutised

a<b<c, a<b=sc?

4) Milline on range (mitterange) vorratus?
5) Kirjutada siimbolites jargmised véljendid:

a) aon mittenegatiivne,
b) b on mittepositiivne,
c) aon mittesuurem kui b,

d) ¢ on mittevaiksem kui d.
6) Arvvorratuse omadused.

7) Miks vorratuse omaduste hulgas ei ole omadusi eeldusel, et a > b?
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8) Olgua<4jab<2. Avaldada a+ b.

9) Olgua>5jab<8.Avaldada a—b.
10) Mida tdhendab vorratuse lahendamine?
11) Mis on vorratuse mddramispiirkond?
12) Mis on vorratuse lahendid?

13) Millist vorratust nimetatakse samasuseks?

a+b

14) Kas vorratus = v ab on samasus kogu reaalarvude hulgal?

a—+
15) Kas vorratus > v ab on samasus a = 0 ja b = 0 korral?

16) Milliseid vorratusi nimetatakse samavaarseteks?

1
17) Kas reaalarvude hulgal on vérratused 4x* < 0 ja —— > 0 samavéérsed?
X
Miks?

18) Millist vorratust nimetatakse lineaarvorratuseks?

19) Milline on lineaarvorratuse madramispiirkond?

20) Millised on vorratuse 6x —5 = 7 lahendid?

21) Millised on vorratuse x + 2 < x + 5 lahendid?

22) Millised on vorratuse x —3 > x + 1 lahendid?

23) Milline on kahe tundmatuga lineaarvorratusesiisteemi mairamispiirkond?
24) Kuidas lahendada iihe tundmatuga lineaarvorratusesiisteemi?

25) Millised on vorratusestisteemide

3+x>2 l1-x<1 xX—1>6

{x+5<10 b {x—2>3 {x+1<2
lahendid?
26) Millist vorratust nimetatakse ruutvorratuseks?

27) Milline on ruutvorratuse mdidramispiirkond?
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Kuidas toimub ruutvorratuse algebraline lahendamine?
Kuidas toimub ruutvorratuse graafiline lahendamine?
Millised on vorratuste

a) x*+4x+4>0, b)x*-8x+16<0
lahendid?
Kuidas asub parabool, kui ruutliikme kordaja on positiivne?
Kuidas asub parabool, kui ruutliikme kordaja on negatiivne?
Kuidas toimub ruutvorratusesiisteemi lahendamine?

Kuidas leitakse intervallid, milles vorratuse vasakul poolel olev hulkliige
sdilitab margi?

Intervallmeetodi rakendamine vorratuse lahendamisel, kui vorratuse va-
sak pool ei oma kordseid nullkohti.

Intervallmeetodi rakendamine vorratuse lahendamisel, kui vorratuse va-
sak pool omab ka vordseid nullkohti.

Miks paaritut jarku nullkoha ldbimisel hulkliige muudab marki (abijoon
ldbib x-telje 10igates)?

Miks paarisjarku nullkoha ldbimisel hulkliikme mérk ei muutu (abijoon
puudutab x-telge)?

Miks intervallmeetodi rakendamisel abijoone tombamist alustame koige
suuremast nullkohast paremalt iilalt, kui pealiikme kordaja on positiivne?

Mis on murdvorratus?

Millist tiitipi vorratuse lahendamisele taandub murdvorratuse lahenda-
mine? Miks?

Kas mitterange vorratuse lahendite hulka saavad kuuluda lugeja nullko-
had? Miks?

Kas mitterange vorratuse lahendite hulka saavad kuuluda nimetaja null-
kohad? Miks?
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53)
54)
55)

56)

PEATUKK VI. VORRATUSED

Millised on vorratuse

1 5

a) —— =0, b <0
) (x—3)? ) (x—1)?
lahendid?
Millised on vorratuse
10 2
a) <0, b) —— >0

x—3 x—2
lahendid?
Mis on juurvorratus?

Kuidas leida juurvorratuse madramispiirkond?
Kuidas lahendada juurvérratust, kui muutuja esineb ainult juuritavas?

Kuidas lahendada juurvérratust, kui muutuja esineb mitte ainult juurita-
vas?

Millised on vorratuse

a) Vx=0, b) Vx <0, c)Vx<0
lahendid?

Millised on vorratuse

a)Vvx<2, b) Vx> -2
lahendid?

Millised on vorratuse

a) Vx=0, b) Vx<0
lahendid?
Arvu absoluutvdartuse definitsioon.
Mis on absoluutvéértusi sisaldav vorratus?
Vorratuse | x| < a lahendid, kui a > 0.

Vorratuse | x| > a lahendid, kui a > 0.
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Millised on vorratuse
a) |x| <0, b) |x| >0, c) x| <0, d)|x|=0
lahendid?
Millised on vorratuse |x — 1| + |x + 2| > 0 lahendid?
Millised on vorratuse |x — 2| + |x + 1| < 0 lahendid?
Mis on parameetrit sisaldav vorratus?

Kuidas toimub parameetrit sisaldava vorratuse lahendamine?
s ~ X .
Millised on vorratuse — > 1 lahendid?
a

Millised on vorratuse (3 — a)x < 3 — a lahendid?
Mis on eksponentfunktsioon?
Eksponentfunktsiooni y = a* graafiku paiknevus séltuvalt alusest a.
Mis on eksponentvorratus?
Millised on vorratuse
a)3*<1, b)3*=1
lahendid

Millised on vorratuse

X X
a) (1) >1, b) (1) <1
2

lahendid
Millised on vorratuse
1 X
a) 2% >4, b) (—) >4

lahendid
Logaritmi definitsioon.

Mis on logaritmfunktsioon?
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74)
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76)
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Milline on logaritmfunktsiooni y = log, x méaéramispiirkond?
Logaritmfunktsiooni y = log,, x graafiku paiknevus soltuvalt alusest a.
Mis on logaritmvorratus?

Millised on vorratuse
a) log, x <0, b) 10g0’5 x<0, c) log,2>0, d) logxi <0
lahendid?
Millised on vorratuse
a) logx <log3, b) log% x< log% 10

lahendid?



Sisukord

I disarvu

§1. [Naturaalarvud|. . .. ........ .. ... ... .. .

1.

PN LN

Naturaalarvude hulk Ng| . . . . . ... . ... . ... .. ....
Liitmine ja korrutamine| . . . ... ... ... .. ... ... ..

Aritmeetika pohiteoreem|. . . . . ... ... . oL L.
Arvude suurim thistegurl. . . . . ... L oL oL L.
Arvude vahim iihiskordne| ......................
Arvustandardkujul. . .. ...

§2. |T'eiisarvud| ...................................

1.
2.
3.

Tédisarvude hulk Z|. . . .. ... ... ..............
Tdisarvude j aguvus| ..........................
Jadgigajagamine. . . ... ... ...

II |Murdarvua|

§ 3. |Harilikud murrud| ..............................

1.

IR

Hariliku murrumaiste] . . .. ....................
Murru pohiomadus] . . . . ... .. L
Uhe- ja erinimelisedmurrud| . . . .. ...............
Harilike murdude vordlemine|. . . . .. ..............
Harilike murdude liitmine{. . . . ... ......... ... ..
Harilike murdude korrutamine|. . . ... .............
Harilike murdude jagamine{. . . ... ...............

§ 4. |R.at

sionaalarvud, . . ... ... .. L L

Harilike murdude lahutamine|, . . . ... .............
Ratsionaalarvude hulk Q. . . .. ..................

173



174 SISUKORD
§ 5. |K1'imnendmurrud| .............................. 25
1. [Kimnendmurrumaoiste] . . . . .. ............... .. 25

2. [Hariliku murru teisendamine kiimnendmurruks|. . . . . . . . 25

3. [Lopliku kiimnendmurru teisendamine harilikuks murruks|, . 26

4. |Lépmatu perioodilise kiimnendmurru teisendamine harilikuks |
MUuITuks| . . ... 26

§6. [Reaalarvud|. . ............. ... ... ... ... .. ... 27
1. |Reaalarvude hulk IR2| .......................... 27

20 JArVEelgl . . .. 28

3. |Reaalarvu absoluutvaartus| ...................... 28

§7. [Reaalarvu astendamine jajuurimine|. . . . ... ........... 29
1. |Astme m6iste| .............................. 29

2. Juuremoiste] . . . ... 30

3. |Aritmeetiliste juurte omadused| ................... 31

4. |Astme maiste iildistamine|. . . .. ....... ... .. ... 32

5. |Reaalarvude aritmeetiline ja geomeetriline keskmine| ..... 33
[Kontrollkiisimused|. . . . . ... ... ... .. . L 34

III |Suhe javorre. Protsentarvutus| 39
§8. |Vordeline ja poordvordeline jaotamine| . . . .. .. ... ... ... 39
1. |[Suhtemdiste] . . . .. ... .. 39

2. |Vorde maiste ja pohiomadus| . . ... ... ... .. ... 39

3. |Suhtejavordeomadusil. . . .. ........ ... ... 40

4. |Vordeline jaotamine]. . . . ... ....... .. ... .. ... 40

5. [Poordvordeline jaotamine. . . . .. ... ... 42

§9. [Protsentarvutuse pohiiilesanded . . . ... ... ... ... .. ... 43
1. [Protsendimoiste]. . . .. ............. ... ... ... 43

2. |Protsentarvutuse kolm pohlulesannetI ............... 43
[Kontrollkiisimused|. . . .. ... ... ... ... ... ... 49

1\Y |Algebraliste avaldiste teisendamine| 51
§ 10. |Algebraliste avaldiste moiste ja klassiﬁkatsioon| ........... 51
1. |Algebralineavaldis|. . . ........................ 51

2. |Algebraliste avaldiste pohiliigid|. . . .. .............. 51

3. |Avaldise mddramispiirkond| . . . . .. ... ... ... ... 52

4. |Vordus, samasusjavorrand|. . . . . ... ... ... ... 53

§11. [Uks-jahulkliikmed| . ... .. ... .. ... ... ... . ... 54
1. [Uksliige. Hulkliige| . . . ... ..................... 54

2. |Uks- ja hulkliikmete koondamine| . . . . ... .......... 55

3. |Uks- ja hulkliikmete korrutamine{ . . . . ............. 55

4. [Hulkliikmete summajavahe| . .. ................. 56




SISUKORD 175
5. [Uks- ja hulkliikmete astendamine. Korrutamise abivalemid| .

6. [Hulkliikme lahutamine tegureiks|. . . .. ... ... ... .. .. 57

7. |Ruutkolmliikme lahutamine tegureiks| .............. 58

§12. |Algebralised murrud]. . . ... oL 60

1. [Uksliikme jagamine iiksliikmegal. . . ... ............ 60

2. [Hulkliikme jagamine {iksliikmega| . . . .............. 60

3. |Hulkliikme jagamine hulkliikmega| ................. 61

4. |Algebralinemurd, . .. .......... ... .. .. .. ... 62

5. |Algebralise murru pohiomadus|. . . . . ... ........... 62

6. |Algebraliste murdude teisendamine l'ihenimelisteks| ...... 63

7. [Tehted algebraliste murdudegal. . . . .. ............. 64

§ 13. |Absoluutvéirtust sisaldavate avadiste hhtsustam1ne| ........ 65

§ 14. [Irratsionaalsed avaldised|. . . .. ... ................. 68

1. [Lihtsamate irratsionaalavaldiste lihtsustamine]. . . . ... . . 68

2. |[rratsionaalsuse kaotamine murru lugejast voi nimetajast | .. 73

3. [Liitradikaalivalemid, . . ... .................... 75

[Kontrollkiisimused|. . . . .. ......... .. ... ........ 76

V |Vorrandid ja vorrandisiisteemid| 79

§ 15. |Ruutv6rrandid. Ruutvorrandeiks taanduvad. . | ........... 79

1. |Vorrandi samasusteisendused| . . . ................ 79

2. [Taielikruutvorrand| . . . . ... ... ... .. L L. 82

3. [Taandatud ruutvorrand|. . . . .. ... ... ... ... ..., 83

4. |Mittetdielikud ruutvﬁrrandid| .................... 84

5. [Ruutvorrandi lahendite omadused. Viete'i teoreem| ...... 84

6. [Ruutkolmliikme lahutamine teguriteks|. . . . . ... ... ... 85

7. |Ruutvorrandi koostamine lahendite p6hjal| ........... 86

8. Murdvorrand|. . . . ... ... .. 87

9. |Abitundmatu kasutamine vorrandi lahendamlsel| ....... 88

S 16. |Er1ku1uhsed vorrandid]. . . ... ... 90

1. [Kaheliikmelised vorrandid|. . . .. ................. 90

2. Biruutvorrand, . . . ... ..o 91

3. [Kolmeliikmeline vérrand|. . . . ................... 92

4. Juurvorrand|. . . . ... L 92

5. |Absoluutvéirtust sisaldav Vorrand| ................. 96

§17. |Kahe tundmatuga vorrandisiisteem| . . . ... ... ... 99

1. [Vorrandisiisteemi maiste ja samavdérsus) . . . . ... ... .. 99

2. |Vorrandisiisteemilahendamine asendus- ja liitmisvﬁttega|. . 101

3. |Abitundmatuvote|. . . .. .. ... ... . 103

4. [Homogeenne ruutV()rrandisiisteem| ................ 105

5. [Vorrandisiisteemilahendamise V6tteid| .............. 106




176 SISUKORD

6. [Vorrandi ja vorrandisiisteemi koostamise néiiteid| ........ 108

§18. |Logaritm— jaeksponentvorrandid|. . . ... ... ... L. 112
1. |Logaritmi definitsioon ja selle rakendusi| ............. 112

2. [Logaritmiomadused| . . .. ............... . ... .. 114

3. [Logaritmvorrandid] . . .. ...... ... .. L L L 114

4. [Eksponentvorrand|. . . .. ... ... ... oo 117

5. V6rrandisiisteemicl| .......................... 120
[Kontrollkiisimused|. . . ... ........... ... ... ..... 122

VI |V(”)rratusea| 125
§19. [Vorratuse moiste]. . . . .. ... 125
1. |Arvvorratuse moistel. . . . . . ... u e 125

2. |Arvvorratuste omadused| ....................... 126

3. |Algebralised vorratused]. . . . .. .......... .. ...... 126

§ 20. |Erikujuliste iithe tundmatuga vorratuste...|. . . . . ... ...... 128
1. [Lineaarvorratused|. . . .. .. .. ...... ... 128

2. Lineaarvﬁrratusesiisteenﬂ ...................... 130

3. Ruutvorratused]. . . . . ... ... 132

4. [Ruutvorratusesiisteem| . . . . ... ................. 136

5. |[Intervallmeetod. Korgema astme v()rratused| .......... 138

6. [Murdvorratused ja murdvorratussiisteemid|. . . ... ... .. 141

7. Juurvorratused|. . . ... 144

8. |Absoluutviirtusi sisaldavad V6rratused| .............. 149

9. [Parameetreid sisaldavad vorratused|. . . .. ... ........ 156

10. Eksponentvﬁrratused| ......................... 158

11. [Logaritmvorratused|. . . ... ............... ... .. 161

[Kontrollkiisimused|. . . .. ......... ... ... ... ..... 167




	Eessõna
	Täisarvud
	Naturaalarvud
	Naturaalarvude hulk N0
	Liitmine ja korrutamine
	Lahutamine
	Jagamine
	Alg- ja kordarvud
	Aritmeetika põhiteoreem
	Arvude suurim ühistegur
	Arvude vähim ühiskordne
	Arvu standardkuju

	Täisarvud
	Täisarvude hulk Z
	Täisarvude jaguvus
	Jäägiga jagamine


	Murdarvud
	Harilikud murrud
	Hariliku murru mõiste
	Murru põhiomadus
	Ühe- ja erinimelised murrud
	Harilike murdude võrdlemine
	Harilike murdude liitmine
	Harilike murdude korrutamine
	Harilike murdude jagamine

	Ratsionaalarvud
	Harilike murdude lahutamine
	Ratsionaalarvude hulk Q

	Kümnendmurrud
	Kümnendmurru mõiste
	Hariliku murru teisendamine kümnendmurruks
	Lõpliku kümnendmurru teisendamine harilikuks murruks
	Lõpmatu perioodilise kümnendmurru teisendamine harilikuks murruks

	Reaalarvud
	Reaalarvude hulk R
	Arvtelg
	Reaalarvu absoluutväärtus

	Reaalarvu astendamine ja juurimine
	Astme mõiste
	Juure mõiste
	Aritmeetiliste juurte omadused
	Astme mõiste üldistamine
	Reaalarvude aritmeetiline ja geomeetriline keskmine

	Kontrollküsimused

	Suhe ja võrre. Protsentarvutus
	Võrdeline ja pöördvõrdeline jaotamine
	Suhte mõiste
	Võrde mõiste ja põhiomadus
	Suhte ja võrde omadusi
	Võrdeline jaotamine
	Pöördvõrdeline jaotamine

	Protsentarvutuse põhiülesanded
	Protsendi mõiste
	Protsentarvutuse kolm põhiülesannet

	Kontrollküsimused

	Algebraliste avaldiste teisendamine
	Algebraliste avaldiste mõiste ja klassifikatsioon
	Algebraline avaldis
	Algebraliste avaldiste põhiliigid
	Avaldise määramispiirkond
	Võrdus, samasus ja võrrand

	Üks- ja hulkliikmed
	Üksliige. Hulkliige
	Üks- ja hulkliikmete koondamine
	Üks- ja hulkliikmete korrutamine
	Hulkliikmete summa ja vahe
	Üks- ja hulkliikmete astendamine. Korrutamise abivalemid
	Hulkliikme lahutamine tegureiks
	Ruutkolmliikme lahutamine tegureiks

	Algebralised murrud
	Üksliikme jagamine üksliikmega
	Hulkliikme jagamine üksliikmega
	Hulkliikme jagamine hulkliikmega
	Algebraline murd
	Algebralise murru põhiomadus
	Algebraliste murdude teisendamine ühenimelisteks
	Tehted algebraliste murdudega

	Absoluutväärtust sisaldavate avadiste lihtsustamine
	Irratsionaalsed avaldised
	Lihtsamate irratsionaalavaldiste lihtsustamine
	Irratsionaalsuse kaotamine murru lugejast või nimetajast 
	Liitradikaali valemid

	Kontrollküsimused

	Võrrandid ja võrrandisüsteemid
	Ruutvõrrandid. Ruutvõrrandeiks taanduvad…
	Võrrandi samasusteisendused
	Täielik ruutvõrrand
	Taandatud ruutvõrrand
	Mittetäielikud ruutvõrrandid
	Ruutvõrrandi lahendite omadused. Viete'i teoreem
	Ruutkolmliikme lahutamine teguriteks
	Ruutvõrrandi koostamine lahendite põhjal
	Murdvõrrand
	Abitundmatu kasutamine võrrandi lahendamisel

	Erikujulised võrrandid
	Kaheliikmelised võrrandid
	Biruutvõrrand
	Kolmeliikmeline võrrand
	Juurvõrrand
	Absoluutväärtust sisaldav võrrand

	Kahe tundmatuga võrrandisüsteem
	Võrrandisüsteemi mõiste ja samaväärsus
	Võrrandisüsteemi lahendamine asendus- ja liitmisvõttega
	Abitundmatu võte
	Homogeenne ruutvõrrandisüsteem
	Võrrandisüsteemi lahendamise võtteid
	Võrrandi ja võrrandisüsteemi koostamise näiteid

	Logaritm- ja eksponentvõrrandid
	Logaritmi definitsioon ja selle rakendusi
	Logaritmi omadused
	Logaritmvõrrandid
	Eksponentvõrrand
	Võrrandisüsteemid

	Kontrollküsimused

	Võrratused
	Võrratuse mõiste
	Arvvõrratuse mõiste
	Arvvõrratuste omadused
	Algebralised võrratused

	Erikujuliste ühe tundmatuga võrratuste…
	Lineaarvõrratused
	Lineaarvõrratusesüsteem
	Ruutvõrratused
	Ruutvõrratusesüsteem
	Intervallmeetod. Kõrgema astme võrratused
	Murdvõrratused ja murdvõrratussüsteemid
	Juurvõrratused
	Absoluutväärtusi sisaldavad võrratused
	Parameetreid sisaldavad võrratused
	Eksponentvõrratused
	Logaritmvõrratused

	Kontrollküsimused


