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Praktikum 1

Vektorruum, vektorruumi alamruum

1.1 Vektorruum

,{Deﬁnitsioon 1.1] N
Mittetihja hulka V nimetatakse vektorruumiks ile reaalarvude R, kui sellel hulgal on defineeritud

lineaarsed tehted: hulga V' elementide littmine ja hulga V elementide korrutamine reaalarvuga mii,
et iga a,b € V korral kehtib a+b € V ning iga k € R ja iga a € V korral kehtib ka € V. Kehtivad
aksioomid:

VR1. Liitmise assotsiatisvsus: iga a,b,c € V korral (a+b)+c=a+ (b+c);

VR2. Hulgas leidub nullelement @ € V nii, et igaa €V korrala+60 =a, 0 +a=a;

VR3. Iga elemendi a € V korral leidub vastandelement —a € V nii, et a+ (—a) =0, (—a) +a=06;
VRA4. Liitmise kommutatiivsus: tga a,b € V korrala+b =b + a;

VR5. Iga a,b €V jaiga k € R korral k(a+ b) = ka + kb;

VR6. Igaa €V jaigak,l €R korral (k+1)a=ka+ la;

VRT. IgaacV jak,l €R korral (kl)a= k(la);

VRS8. IgaacV korral la = a.
. J

Ulesanne 1.1. Millised jargmistest arvuhulkadest on vektorruumid arvude liitmise
ja korrutamise suhtes?

(@) N (© @ () C
(b) Z @ R @ R*

Ulesanne 1.2. Defineerime hulgal R” = {(ay,...,an) | ai1,...,a, € R} liitmise ja ska-
laariga korrutamise vordustega

(al,...,an)—f—(bl,...,bn) = (a1+bl,...,an+bn),
klai,...,an) = (kai,... kay), k€R.

Toestage, et selliste (n.6. komponenthaaval defineeritud) tehete suhtes on hulk R"
vektorruum.

Ulesanne 1.3. Tehke kindlaks, kas jargmised maatriksite hulgad on vektorruumid
maatriksite liitmise ja skalaariga korrutamise suhtes.

(a) koigi reaalarvuliste elementidega (e) Mat, 1(R)

triksite hulk
maatriksite hu (f) Mats(C)

(b) koigi n-ndat jirku regulaarsete ruut-
maatriksite hulk (g) {( (b) “ ) | a,b,c e R}
c
(c) koigi kolmandat jiarku singulaarsete

ruutmaatriksite hulk (h) {( 1 a ) | a,b,c € R}
b c ) )
(d) Mate(R)



1.2. Vektorruumsi alamruum

o{( 1)

Ulesanne 1.4. Reaalarvuliste funktsioonide summa ja korrutis reaalarvuga on de-
fineeritud punktiviisiliselt. Tehke kindlaks, kas jargmised funktsioonide hulgad on
vektorruumid.

(a) hulk RR={f|f:R— R}
(b) koigi iilimalt n. astme poliinoomfunktsioonide hulk R,,[z]
(c) koigi n-astme poliilnoomfunktsioonide hulk

(d) l16igul [a,b] pidevate funktsioonide hulk Cfqy)

1.2 Vektorruumi alamruum

Definitsioon 1.2}

Vektorruumi V- mittetihja alamhulka U nimetatakse vektorruumi V alamruumaiks, kui
AR1. igaa,beU korrala+b e U (s.t. U on kinnine vektorruumi V' listmise suhtes);

AR2. igaa e U jak € R korral ka € U (s.t. U on kinnine vektorruumi V' skalaariga korrutamise
suhtes);

Ulesanne 1.5. Tehke kindlaks, millised jirgmistest hulkadest on vektorruumi R*
alamruumid.

(a) {(0,a,b,0)|a,beR}
(b) {(1,a,b,¢)|a,b,ceR}
(c) {(a,b,—b,a)]|a,bcR}
(@) {(a,b,¢,d) | a,b,c,d € R,a+b=d}

Ulesanne 1.6. Tehke kindlaks, millised jargmistest hulkadest on vektorruumi V
alamruumid.

(a) V = Es, fikseeritud tasandiga ortogonaalsete vabavektorite hulk

(b) V =Es, fikseeritud sirgega paralleelsete vabavektorite hulk

(c) V:Matg(R),{<_Z 2) |a,b€R}
) szatg(R),{G Z) |a,b,c€R}

(e) V=R> {(a,b,a,b,a)]|a,bcR}
(f) V=R {(a,b,a,b,a) |a,bERa+b=2}

(g) V=R {(a,bc,de)]|ab,cdecRa+e=>b+d}



Praktikum 2

Vektorite lineaarne soltumatus

2.1 Lineaarne soltumatus

,{Deﬁnitsioon 2.1}
Vektorruumi V' vektorite siisteemi ay,as,...,a, nimetatakse lineaarselt soltumatuks, kui mista-
hes k1, ko, ..., k, € R korral vordusest

~\

k1a1+k2a2—|—-~-+knan:9

jareldub, et
ki=ky=---=k,=0.

Vektorite siisteemi nimetatakse lineaarselt soltuvaks, kui ta ei ole lineaarselt soltumatu.
. J

A Teoreem 2.1 N\

Nullist erinevate vektorite stisteem, milles on vihemalt kaks vektorit, on lineaarselt soltuv siis ja

atnult siis, kui selles stisteemis leidub vihemalt ks vektor, mis avaldub tulejidnud vektorite lineaar-

kombinatsioonina.
\ J

Ulesanne 2.1. Olgu a, b, ¢ vektorruumi V vektorid. Kui vektorruumi elemendid a, b, c
on lineaarselt soltumatud, kas siis ka vektorruumi elemendid a+ b, b+ c ja c+a on
lineaarselt soltumatud?

Ulesanne 2.2. Millist tingimust peab rahuldama arv k € R, et vektorruumi R3 vek-
torid a; = (k,1,0), a2 = (1,k,1) ja ag = (0,1, k) oleksid lineaarselt soltuvad?

Ulesanne 2.3. Millist tingimust peavad rahuldama arvud k,l,m € R, et vektorruumi
R? vektorid a; = (1,k, k?), ag = (1,1,1?) ja ag = (1,m, m?) oleksid lineaarselt soltuvad?

Ulesanne 2.4. Naidake, et vektorruumi V vektorite siisteem on lineaarselt soltuv,
leides nende vektorite mingi mittetriviaalse lineaarkombinatsiooni, mis vordub null-
vektoriga.

(a) V= R37 a1 = (1,2,5), az = (5,3,1), ag = (—15,-2,21)
(b) V =Rofz], fi(z) = 2% +5, fo(zr) = 2” —dz +3, fs(z) = 2” + 162 +13
(c) V=C,z1=2+5i,20=1—1, 23 =6+ 29

(d) V=RE fi(z)=sin’z, fo(z) = cos’z, f3(z) =1



2.1. Lineaarne soltumatus

Ulesanne 2.5. Toestage, et jirgmised vektorite siisteemid vektorruumis V on li-
neaarselt soltumatud.

(a) V=R3a; =(53,1),as=(1,1,1), a3 = (1,4,2)

(b) V:R?))al:(1:7?/’3)’322(2733_ya1)7x’y€R7x7£6’
1 0 0 1 0 0 0 0
V = Mato(R), E11 = FEio = Ey = FEoo =
(C) az()7 11 <00>, 12 (00)’21 (10>>22 (Ol)

Ulesanne 2.6. Uurige, kas jargmised vektorite siisteemid funktsioonide vektorruumis
RR on lineaarselt s6ltuvad ning jaatava vastuse korral leidke mingi mittetriviaalne
lineaarkombinatsioon, mis on vordne nullvektoriga.

(a) z4+2,2—-2 (e) 22+2z,322 -1, x+4
(b) 6z+9, 8z +12 (f) sinz, cosx

(c) L, (z—1)% -1 (g) sinz, cosz, sin2x

(d) 4—=x,2x+3,62+38 (h) 22, z|z|



Praktikum 3

Vektorruumi baas ja vektori koordinaadid

3.1 Lineaarne kate

Definitsioon 3. 1}

Vektorruumi V' alamhulka, mis koosneb vektorite a1, aq,...,am koigist lineaarkombinatsioonidest,
nimetatakse vektorite ay,asq, ..., ay, lineaarseks katteks ehk lineaarkatteks. Seega

L(a17a2a"'7am) :{k1a1+"'+kmam7 k17"'7km GR}

Ulesanne 3.1.

Leidke vektorruumi R* vektorite aj,...,am lineaarne kate, kui

(a) ay = (1,0,0,—1), az = (2,1,1,0), ag = (1,1,1,1), ag = (1,2,3,4), a5 = (0,1,2,3)
(b) a; =(1,2,1,2), az = (2,1,2,1), ag = (0,3,0,3), ag = (1,1,1,1)

(C) a; = (1> 17 172)7 az = (2707 171)7 ag = (4727315)7 aq = (0721 1a3)

3.2 Baas ja vektori koordinaadid

Definitsioon 32}

Vektorruumi V' vektorite siisteemi M nimetatakse moodustajate siisteemiks ehk tekitajate siistee-

miks, kui vektorruumi V' iga vektor avaldub stisteemi M kuuluvate vektorite lineaarkombinatsioonina.

,[Deﬁnitsioon 3.3} N

Vektorruumi baastks {e1, ez, ..., ey} nimetatakse selle vektorruums lineaarselt séltumatut moodus-

tajate ststeems.
\ y,

A Lause 3.1 N

n-mootmelises vektorruumsis on iga n lineaarselt soltumatust vektorist koosnev stisteem baas.

. J
{Deﬁnitsioon 3.4} N
Olgu V' vektorruum, olgu e = {e1,ea,...,en} selle vektorruumi baas ja a € V. Kui a = z1eq +
To€g + -+ + Tpen, sits kordajaid x1,xs, ..., 1, € R nimetatakse vektori a koordinaatideks baasi e

suhtes.
\ y,

Ulesanne 3.2. Leidke vektorruumi C vektori —5 + 4i koordinaadid baasi e = {-1+
2i,2 + i} suhtes.

Ulesanne 3.3. Tooge niide vektorruumi R*

(a) Dbaasist



3.3. Vektori koordinaadid wuel baasil

(b) lineaarselt soltumatust vektorite siisteemist, mis ei ole baas
(c) moodustajate siisteemist, mis ei ole baas

(d) vektorite siisteemist, mis ei ole lineaarselt soltumatu ega moodustajate siisteem

Ulesanne 3.4. Leidke vektorruumi V = {( Z b) | a, b,ceR} vektorite A =
-b ¢
3 4 jaB= 200 koordinaadid baasi
—4 1 -5 2
o 10 7 01 ’ 0 0
0 1 -1 0 0 1
suhtes.

Ulesanne 3.5. Tehke kindlaks, kas jairgmised vektorite siisteemid on vektorruumi R3
baasid ning leidke vektori a = (3,7,13) koordinaadid iga baasi suhtes:

(a) e1=1(1,0,0), e2=(0,1,0), e3 = (0,0,1)

(b) ap = (1,0,0), az = (17 170)’ ag = (17 17 1)

(c) a1 =(1,1,1), a2 = (1,2,3), ag = (1,4,9)
Ulesanne 3.6. On antud vektorruumi R3 vektorid e; = (2,1,-3), e2 =(3,2,-5) ja
eg = (1,—1,1). Naidake, et vektorsiisteem {e1, e2, eg} on selle vektorruumi baas. Leidke

suvalise vektori x = (z1,z2,73) ja konkreetse vektori a = (6,2,—7) koordinaadid
sellel baasil.

3.3 Vektori koordinaadid uuel baasil

r 2y
Olgu {e1,...,en} ja {€],..., e} vektorruumi V kaks baasi ning olgu vektor a € V.

I/ I/
a=2x1€1+ -+ ITpen, a=x1€ +---+1T,€,.

Seosed koordinaatide vahel uuel ja vanal baasil on

1 x} i) 1
.l =A] ... ], ol =A7 ],

kus A on baasiteisenduse maatriks ja on teada seosed

e/]_ =ajiey +--- +an1en,...,e’n = aip€1 + - -+ apnen-
\ J
Ulesanne 3.7. Leidke iileminekumaatriks vektorruumi V baasilt {ey,...,e,} baasile
{e},...,e,} ja leidke vektori a koordinaadid nende baaside suhtes, kui

(a) V=R3e; =(1,2,1),ex=1(23,3),e3=(3,71) €] =(3,1,4), 5, = (5,2,1),
eg = (1, 1, —6), a—= (9,4, —1)

(b) V=C,e1=1—i,ea=1+i,€}, =2, €, =2i,a=2+2i



Praktikum 4

Arvread
4.1 Arvread
{Deﬁnitsioon 4.1] ~\
oo n
Arvrida Zuk nimetatakse koonduvaks, kui tema osasummade jada S, = Zuk koondub, s.t. kui
k=0 k=0
eksisteerib loplik piirvddrtus
n
Ji, S0 = Jiwg, > =S
o0
Arvu S nimetatakse rea Zuk summaks. Arvrida, mis ei koondu, nimetatakse hajuvaks.
k=0
\ y,

Ulesanne 4.1. Leidke jargmiste ridade osasummade jadad (S,) ja summad S.

L ! = 241
(a) ;n(n—l—l) (c) ,;n(?“ﬁ?) (e) Zn2n+1

o0 2 0
(b) Z 3n+1) () ;(271—}-1)(2714-3) ® ;n

Ulesanne 4.2. Leidke read, mille osasummad on jirgmised.

(a) Sp=In(n+2) (c) S :n_1|_1
(b) .= "12 (d) Sp=n+1

4 Lause 4.1 N

o0
Koondumise tarvilik tingimus (arvrea hajumise tunnus). Kui rida Z uy, koondub, siis tema
k=0
tldliige liheneb nullile:
lim wuy = 0. (4.1)

k—o0

Tarviliku tingimuse kehtimine ei ole piisav rea koondumise ile otsustamiseks. Kui tingimus (4.1)
o0

et ole tdidetud, siis voib kindlalt delda, et rida Z ug hajub. Seetottu nimetatakse tarvilikku tingimust

k=0
ka arvrea hajumise tunnuseks.

Ulesanne 4.3. Niidake hajuvuse tunnuse abil, et jirgmised arvread hajuvad.

> 2 4 — Tnb S| (d)
(a) ;2371—1 (b) Zn6+3 (c) nzlﬁ i(”“)

n=1




4.2. Geomeetriline rida

4.2 Geomeetriline rida

4 Lause 4.2 N\

Geomeetriline rida

oo

ddb=14q+@+. "+
k=0

koondub siis ja ainult siis, kui |q| < 1. Geomeetrilise rea summa avaldub sel juhul

Tehted koonduvate ridadega

1. Kui reas lisada voi dra jatta 1oplik arv liikmeid, siis see ei mojuta rea koonduvust. Koonduv
rida jaab koonduvaks ning hajuv rida jaab hajuvaks.

2. Kui rida koondub, siis koondub ka rida }_ cu, kus ¢ on reaalarv, seejuures kehtib vordus

o0 oo
E Cur = C E Ul .
k=0 k=0

3. Kui kaks rida > ug ja > vg koonduvad, siis koonduvad ka read, mis on moodustatud nende ridade
summast ja vahest ning kehtib vordus

Z(uk:tvk) :Zuk:tzyk.
= k=0 k=0

k=0

Ulesanne 4.4. Tehke kindlaks, kas jirgmised geomeetrilised read koonduvad voi
hajuvad. Koondumise korral leidke rea summa S.

a oog C OOCOSTLT( e N i ﬂ
@ 35 © > ();(2n+ 2 )

00 X 9n+3 i n
(b) (- @ Y2 0 S
n=1 n=0 n=0

Ulesanne 4.5. Pall kukub 2 meetri korguselt ja porkab igal porgatusel % korgusele
tagasi (vorreldes oma viimase korgusega).

Leidke palli poolt ldbitud vertikaalne vahemaa.

Ulesanne 4.6. Esitage 1pmatu perioodiline kiimnendmurd 7.(36) hariliku murruna
(kahe tdisarvu jagatisena).

Ulesanne 4.7. (IT) Kahendsiisteemi arv teisendatakse kiimnendsiisteemi arvuks
jargmise valemi abil:

by by by
bo,blbzbg...b—bo—l— 5 +22+23+....

Esitage kahendarv 1,101010... | ithe kiimnendsiisteemi murruna (ratsionaalarvuna).



Praktikum 5

Harmoonilised read, positiivsed arvread

5.1 Harmooniline rida ja integraaltunnus

Lause 5.1
Harmooniline rida

k=1

koondub parajasti siis, kui o > 1 ja hajub, kui o < 1.

Ulesanne 5.1. Millised jargmistest ridadest koonduvad ja millised hajuvad?

@ > o (d) Zm (8 > —
n=0 n=0 n=1
oo [ee) o0
2 2 3n—1
b i
b > () Y m >
n=1 n=1 n=1
oo o0 3n
—-n
() 2 e ) > 5o
n=0 n=0
,{Deﬁnitsioon 5.1} N
Positiivseks arvreaks nimetatakse rida Z Uy, kus uy >0 19a k=0,1,... korral.
k=0
\ y,

ALause 5.2 N

Rea koonduvuse integraaltunnus. Olgu funktsioon f pidev ning monotoonselt kahanev funktsioon
o0

piirkonnas [0,00) ja olgu up = f(k). Positiivsete liikmetega rida Zuk koondub siis ja ainult siis,
k=0

kui paratu integraal / f(x)dz koondub.
0

\. J

Ulesanne 5.2. Uurige jargmiste ridade koonduvust integraaltunnuse abil.

=1 =1 n—1
(a) nz::l% (C) nz:;nlnn (e) r;),nz“

O @ > ® 35

— nln’n



5.2. Positiivsete arvridade vordluslaused

Ulesanne 5.3. Tudeng sai kontrolltéds 1 punkti 10-st (10%). Iga jiireltdd maksi-
maalset punktide arvu suurendatakse 10 vorra.

Tudengi eelmise t66 saadud punktid kantakse iile protsentides tehtava t66 maksimaalsest voima-
likust. Kui tudeng saab igas t66s 1 punkti juurde, siis mitu jareltéod laheb vaja, et tudeng saaks
l1opuks kokku 50% jareltoo punktidest? Kas on voimalik kogusummana saada ka taispunktid?
Selgituseks: IT t66s on tudengil ees 2 punkti 20-st (10%), ta saab iihe juurde ja kokku 2+1 = 3.
III t66s on tudengil ees 23—0 <30 = % p. 30-st (15%), ta saab iihe juurde ja kokku % +1= % jne.

Ulesanne 5.4. Paigutame n kaarti jargmiselt: iilalt teine kaart toe-
tab iilemist poole pealt, iilalt kolmas kaart eelmist 3/4 pealt,
e —— =
neljas kaart eelmist 5/6 pealt (iildiselt (2n — 1)/(2n) e
pealt) jne. Teoreetiliselt jaéab selline kaardipakk tasakaa- S —
lu. Kui kaugele lauast on voimalik n kaartist koosneva T -
paki iilemist dart viia? Proovige kodus jargi! Lihtsam —

on paigutada kergeid ohukesi plaate, kui néiteks raskeid
raamatuid (joonis: http://mathworld.wolfram.com/).

5.2 Positiivsete arvridade vordluslaused

A Lause 5.3 ~

o0 o0
Esimene vordluslause. Olgu > uy ja > vy sellised positiivsed read, et
k=0 k=0

0<wur <wvr igak €N korral.

&)

Kui rida Y vy koondub, siis koondub ka rida > uy.
k=0 k=0

o0 o0
Kui rida Y uy hajud, siis hajub ka rida > vy.
k=0 k=0
4 J

4 Lause 5.4 N

o0 o0
Teine vordluslause. Eeldame, et read Y up ja > vi on positiivsete litkmetega read ning eksis-
k=0 k=0

teerib loplik prirvddrtus lim U _ #0.
k—00 Vg

o0 o0
Sel juhul rida Y vy koondub parajasti siis, kui koondub rida » ug.
k=0 k=0
. J

Ulesanne 5.5. Millised jargmistest ridadest koonduvad ja millised hajuvad?

> 9 > 1 . e
(a) ;::29”_1 (e) ;m (i) nzzzlsmn

00 1 0 1 . 1
®) Y () > cos— R ey
n=0 (’I’L+3)4 n=1 n (']) Z n2
n=1
. n+2 > n+3
(c) Z 3 (8) Z == = (14n2\°
a2 T Vs (k) ;;)(1-1-”3)
> 1 . cos?n
(d) - (h) —7 . T
nz_:ln2+n—1 r; n4/3 (1) 22 sin —
n=0

11
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Praktikum 6

Arvridade koondumine

6.1 Absoluutne koonduvus

,{Deﬁnitsioon 6. 1}

N
Rida -
Z g (6.1)
k=0
nimetatakse absoluutselt koonduvaks, kui rea litkmete absoluutvidrtustest moodustatud rida
oo
D sl (6.2)
k=0
on koonduv.
. J
,[Omadus 6'1] N\ 4 Omadus 6.2 N
D’Alembert’s koonduvustunnus. Kui on ole- Cauchy tunnus. Kui on olemas piirvddrtus
mas purvadartus
<1, rida koondub absoluutselt,
e <1, m'da koqndub absoluutselt, klinolo V0wel { > 1, rida hajub,
klggo . >1, rida hajub, =1, ei saa otsustada.
=1, eisaa otsustada. \ )
. J
Ulesanne 6.1. Uurige d’Alembert’i tunnuse abil jargmiste ridade koonduvust.
o] o] s
n? (=2)"n 0o sin — 3tz
D 2 @ > 5 n S Z
n! n J—
n=1 n=1 5 (g) n+1 Inn
n=1
>2 > P Y sy
(b) — (e) —= (h) nnt o)
n=1 n n=1 \/ﬁ 7; (_e)n nz::l nl 52n
nt 245 X (2n)! )
(c) Z n () Z (1) Z il i n3"
n=0 o (2n+1)lnn

Ulesanne 6.2. Uurige Cauchy tunnuse abil jirgmiste ridade koonduvust.

> 6
(a) ;(2n+5)”

v

> /3n-5

b

o 3 (s
o 2n

(c) —
n:ln

> 7r
d 1.5" sin —
(d) nz:l sin

(e) Z CcCosST™Nn

®) 23— (

[eS)
n2

> 5

n=1

oo

(8)

2?’L

m >

n=1

n
1+n>

(i) i(

n+1
()

)

(k)

M)



6.2. Vahelduvate mdrkidega read

6.2 Vahelduvate markidega read

{Deﬁnitsioon 6'.2] N\
Vahelduvate mdarkidega reaks nimetatakse rida
Z(—l)kak, kus aj, > 0. (6.3)
k=0
. J

A Lause 6.1 N

Leibnizi koonduvustunnus. Kui
1. ap > a1 >...an > ... (Gldliikmete absoluutvidrtuste jada on monotoonselt kahanev);

2. lim ax =0,
k—o00

siis vahelduvate mérkidega rida (6.3) koondub.
\ J

Ulesanne 6.3. Uurige jargmiste vahelduvate markidega ridade koonduvust.

oo _171 . n
(a) ZSHL) (c) Z =3 () Z 0 (45)

S (=1t = n - nt1 D7
(b) ZW (d) Z(—0-99) () Z(—l) on?
n=2 n=1 n=2

6.3 Absoluutne ja tingimisi koonduvus

. )
Iga absoluutselt koonduv rida on koonduv. Kui koondub rida (6.2), siis sellest jéreldub, et
koondub ka rida (6.1).

\ J
,{Deﬁnitsioon 6.3} N\
Kui rida Zuk koondub, aga ei koondu absoluutselt, siis sellist rida nimetatakse tingimisi koon-

k=0
duvaks.
. J

Ulesanne 6.4. Millised jargmistest ridadest on absoluutselt koonduvad, millised on
tingimisi koonduvad ja millised on hajuvad?

n+1 & (_1)7171 . 0
(a) Z (e) Zm (1) Z(—
n=1 n=1 n=0
o~ (- (D" e 1
b _— f — ; 1\
(&) nzl n 0 = In(n + 2) G Y1 —

—1)ntl . cosnm o0
& (g) Z 1

i[M]8

(c)

Ze(nt1)n o ) > (1"
n=1
= (1 SN
d o h sin | 7n + — s T
(d) ; 2n—1 (h) ; < +n> 1) Za”arcsin%
n=1

13



Praktikum 7

Astmeread. Taylori read

7.1 Astmeread, koonduvuspiirkond

,{Deﬁnitsioon 7. 1} N

Astmerea

o0
Zakxk=a0+a1m+a2m2—|—...—|—anx”+... (7.1)
k=0

koonduvuspiirkonnaks nimetatakse hulka

C = {x eR : rida Zak z* koondub } (7.2)

k=0

Astmerea (7.1) absoluutse koonduvuse piirkonnaks nimetatakse hulka

A= {x eER : rida Zak 2% koondub absoluutselt } . (7.3)
k=0

Definitsioon 7.2]
Arvu R nimetatakse astmerea koonduvusraadiuseks.
Eeldusel R > 0 nimetatakse vahemikku (—R, R) rea (7.1) koonduvusvahemikuks.

o0

Rea Z ay (x — a)¥ korral on vastav koonduvusvahemik (a — R,a + R).
k=0

Koonduvusraadiuse leidmiseks kasutatakse jargmisi piirvéédrtusi eeldusel, et ar # 0 alates mingist
kohast (s.t on olemas ko € N nii, et a, # 0 iga k > ko korral) ja piirvadrtused eksisteerivad:

1
% | R= lim ——. (7.4)

k—oo k ‘ak|

R = lim

k— o0

Q41

Ulesanne 7.1. Leidke jargmiste ridade koonduvusraadius, koonduvuspiirkond ja ab-
soluutse koonduvuse piirkond.

@ Y-t () (-1 ¢z +1)" @) Y (n+2)ta”
n=0 n=0 n=0

4)2n+1

G) Z (x—i_n'
n=1

I (&) Y vnl2r+5)" © Sy
n=1

() S 5@ —1)" (n Ve
n=0 n=0

n=2 n=1
@ > -y W 35 LS gy
n=0 n=0 " M Zn+1<§)

n=0



7.2. Astmeritta arendamine

7.2 Astmeritta arendamine

-
Astmerea summa S(z) = Y. ayz® on pidev funktsioon igas 16igus [a,b] C (=R, R), kus R on selle rea
k=0
koonduvusraadius. Seda rida voib 16igus [a, b] liikkmeti integreerida. Erijuhul [0, z] C (=R, R)
¢ _ — a k+1
S(t)dt =
f sea=Y 2t
k=0
Rida voib liikmeti diferentseerida igas punktis € (—R, R), s.t.
"(z) = Z kajpaz* 1
k=1
\
Ulesanne 7.2. Arendage jargmised funktsioonid astmeritta
! (¢) f(x) =In(1+x)
a )=
(@ f@) =11
x
(b) f(z)= 1= 23 (d) F(z)= [arctanz?dx
7.3 Taylori ja Maclaurini read
{Deﬁnitsioon 7.3}
Funktsiooni f Taylori reaks punktis ¢ nimetatakse astmerida
Z ap, (x — )", (7.5)
n=0
mille kordajad (Taylori kordajad) on a, = %f(")(c), n=0,1,2,....
Seega on funktsiooni f Taylori rida punktis c
e / 7 (n)
Zan(x—c)":f(c)+¥(x—c)+f27('c)(x—c)2+...+ / n'(c)(:r—c)"—l—.. (7.6)
n=0 ’ ’
Maclaurini reaks nimetatakse Taylori rida, kus ¢ = 0
\

Ulesanne 7.3. Arendage jargmised funktsioonid Taylori ritta punktis ¢ =0

. 1 22
(a) xe? (c) 1528 (e) e+ Tz (g) cos 7
(b) (d) In(1+22) (f) cosx —sinx

(h) e2?
Ulesanne 7.4.

Arendage integraalimirgi all olev avaldis Taylori ritta (astmeritta)
ning integreerides liikmeti, arvutage nende integraalide viirtused tiipsusega 108

T

0.2 o1 o
(a) [ sina?dx (c) [ Vitatds () [ ixctanz arctana |
0 0 0

smx 05 s
(®) f (d) ge e (f) ja:sin:z:?’da:
0

Ulesanne 7.5. Arendage funktsioon f(z)

= /x Taylori ritta punktis ¢ = 1, kirjutades
vilja vihemalt rea neli esimest liiget.

15




Praktikum 8

Fourier’ read. Mitme muutuja funktsiooni maaramispiirkond

8.1 Fourier’ read

,{Deﬁnitsioon 8.1} N
2l-perioodiline funktsioon f,
Funktsiooni f trigonomeetriliseks Fourier’ -
reaks loigus [—m, 7] nimetatakse rida f(z) = % + Z (ak coskz%x T b sink?x),
k=1

(o)

f(x):C;O—FZ(akcoskx—Fbksinkx), .
= 1

= /f(w)cosk:%xdx,, k=0,1,2,...,

ar = -
kus kordajad ay,br, on mddratud vordustega ; ]
x l
1 1 LT
ak:f/f(x)coskxdx, k=0,1,2,..., bkzj f(x)51nk7xdx7 k=1,2,....
™
g -1

1 ™
bk:f/f(x)sinkavclav7 k=1,2,....
T

. J

A Teoreem 8.1 N

Dirichlet’ teoreem. Kui funktsioon f on tikiti sile loigus [—m,w|, siis selle funktsiooni Fourier’
rida koondub summaks S = S(x), kusjuures
1. funktsiooni f pidevuspunktides x € [—m,n], S(x) = f(x),

2. funktsiooni f katkevuspunktides vordub rea summa funktsiooni f parempoolse ja vasakpoolse
piirvadrtuse aritmeetilise keskmisega ehk kui ¢ € (—m,m) on funktsiooni [ katkevuspunkt, siis

N | =

S(x) =5 (fle=0)+ f(c+0)).

\. J

Ulesanne 8.1. Leidke 2m-perioodilise ruutlaine f Fourier’ rida ja uurige selle koon-
duvust, kui

Ulesanne 8.2. Leidke 27-perioodilise kolmnurkse laine f(z) = |z| Fourier’ rida ja
uurige selle koonduvust, kui z € [, 7].




8.2. Kahe ja kolme muutuja funktsiooni mddramispiirkond

Ulesanne 8.3. Leidke 2-perioodilise laine f Fourier’ rida ja u
kui

—-1<z<L0,
0<x<l1.

urige selle koonduvust,

Ulesanne 8.4. Leidke 4-perioodilise laine f Fourier’ rida ja u
kui

urige selle koonduvust,

1, —2<a< 1,
flx) = 0, -l<z<l,
1 1<z <2

8.2 Kahe ja kolme muutuja funktsiooni maaramispiirkond

Definitsioon 8.2}

Kahe muutuja funktsiooni mddramaispiirkonnaks nimetatakse argumentide x ja y vddrtuspaaride

(z,y) hulka, mille puhul funktsioon z = f(x,y) on mddiratud.

Ulesanne 8.5. Leidke jargmiste funktsioonide miiramispiirkonnad D ja skitseerige

need.

(a) flz,y)=z+y (1) flz,y) = V1- (22 +y)?

(b) fl,y) = Vd—2?—y? () flz,y) =In(z® +y) +sinz

y) = In(4 — 2% — 2

(¢) flz,y) =In(4—2"—y7) ©) flog) =

(d) f(z,y)=In(z+y) y-ve

(e) flz,y)=In(z+y)+ ﬁ ~ In(1+x)

(£) flz,y) =3+ —(z—y)? 1 —

(g) f(z,y) =x+e+arccosy (m)  flwy) = W+m

(h) f(a:,y):\/l—x2+\/1_y2 (n) f(%y):m%-m
Ulesanne 8.6. Leidke jargmiste kolme muutuja funktsioonide maaramispiirkonnad
E.

(a) flz,y,2) =1+ —\Jy—+=2 (d) f(z,y,z) = arcsinz — arccos(yz)

() flz,y,2) = V(22 +1) — Vye* (€) flz,y,2)=+/4— — 22

(€) f(z,y,2) =In(zy) +Inz €) flz,y,2) = !

3+ cosmx 4 cos Yy + cosmz
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Praktikum 9

Piirvaartus ja pidevus

9.1 Kahe muutuja funktsiooni piirvaartus

,{Deﬁnitsioon 9. 1}

ldhenemisel punktile My, siis kirjutatakse

lim
(Iﬁ‘/)_)(wo 7110)

\.

Olgu D C R?, f : D — R ning olgu My = (x0,v0) hulga D kuhjumispunkt (igas iimbruses leidub
vdhemalt ks temast erinev vaadeldavasse hulka kuuluv punkt).

Funktsiooni f(x,y) pitrvddrtuseks punkti M (x,y) lihenemisel punktile Mo (o, yo) nimetatakse ar-
vu A, kui argumendi tokestamatu ldhenemine punktile (zo, yo) toob kaasa funktsiooni f(x,y) vadrtus-
te tokestamatu lihenemise arvule A. Kui arv A on funktsiooni f(x,y) piirvadrtuseks punkti M (x,y)

f(xvy) = A

~\

Ulesanne 9.1. Leidke jargmised piirvairtused.

a lim x>
( ) (x,y)%(fZ,l) y
b li 2 3
(b) (l‘,y)lir%?#l)( v+ 3y)
(©) lim T+ sinmwx
(z,y)—(2,2) Y
(d) im 2202 :

(zy)=(0,0) T

sin xy

im
(zy)—=(0,0) Y

(e)

f) lim —
(z,y)—(0,0) 4/ 1+ Yy — 1
4— /16 — 2% — y?
I
&) (r.0)2(0,0) x? 4+ y?
22 — o2

h I _—
(h) (x,y)lgfo,()) 2 + 22 4 y?

(i)

)

(k)

O

(m)

(n)

(o)

(p)

z =Y

a=0+ x4+ Ilnx
y—0+

|
lim n(zy)
=20t wsiny
sin (22 + y?)
im
(zy)—(0,0)  T°+Y

3
lim 2% 4+ y?) sin —
(I,y)—>(070)( v) Ty

lim it
(z,y)—(2,0) tan xy

sin bx

lim
(z,9)—(0,10) Y

1
lim 1+ 229%) +%+s2
(w,y)—>(0,0)( v)
lim 2%+ 2 z?y?
(l’yy)—>(070)( V)



9.2. Kahe muutuja funktsiooni pidevus

Kui funktsioonil z = f(z,y) on punktile My mé6da kahte erinevat lahenemisteed erinevad piirviar-

tused, siis piirvaartust lim f(z,y) el leidu.

(z,y) = (0,y0)

Ulesanne 9.2. Naiidake, et jargmiseid piirvairtusi ei eksisteeri.

a lim ; LH
( ) (m,y)—>(0,0) z + y (d) (xvy)i)r?l’fl) x2 - y2
z? 4+ y2 2_
b) lim —— 7 m Y1
(b) (2y)—(0,0) T2 — y? + 2y (e) (w,y)1—>m(1,1) y—1
2
(c) lim —~

(2y)—(0,0) y — 22

9.2 Kahe muutuja funktsiooni pidevus

,{Deﬁnitsioon 9.2] ~\
Funktsiooni z = f(x,y) nimetatakse pidevaks punktis My, kui funktsioon on selles punktis madratud
ning funktsiooni vddrtus punktis (zg,yo) vordub tema piirvidrtusega lihenemisel sellele punktile:

lim  f(z,y) = f(xo,y0)-

(z,y) = (0,y0)

Vastasel korral nimetatakse funktsiooni katkevaks punktis M.
. J

Ulesanne 9.3. Naiidake, et jargmised funktsioonid on pidevad oma miiramispiirkon-

nas.
xy 2, 2
(@) flz,y) = —7—; Ty . 2.9
s () flay)={ dryp T TAO
0, kui 22 + y? = 0;
_rty+z 9csinl kuiz #0
(b) f(!L‘,y,Z)— lnz (d) f(w,y): y I . 7é 9
kui z = 0.
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Praktikum 10

Esimest ja korgemat jarku osatuletised
Puutujatasand ja normaal

10.1 Esimest jarku osatuletised

,{Deﬁnitsioon 10.1 }

N
Funktsiooni z = f(x,y) esimest jirku osatuletiseks argumendi x jdrgi nimetatakse piirvadrtust
A _
2 = lim flz+ Az, y) — f(z,y)
" Az—0 Az
Funktsiooni z = f(x,y) esimest jirku osatuletiseks argumendi y jdrgi nimetatakse piirvadrtust
Avy) —
2~ Tim flz,y+Ay) - f(2,y)
Y Ay—0 Ay
. J

Ulesanne 10.1. Leidke definitsiooni kasutades jargmiste funktsioonide osatuletised.

(a) flz,y) =2 —xy+2y° (c) flz,y)=v*
(b) flz.y) =3y @) fz,y) = xl_y

Ulesanne 10.2. Leidke jargmiste funktsioonide esimest jarku osatuletised.

(a) f(z,y) = >t (f) fla,y) = 2; +4 M) flay) =a¥
(b) flz,y) =2’y +2 (g) flz,y) =1+ 22y? (m) f(z,y)=(z+y)!
(c) g(x’y’ 2) = 2y + (h) f(x,y) = cos(4x — y) (n) flz,y) =1 +ay)™
Yy
(1) f(x,y) =xsiny (0) f(l',y) — gsiny

(d) f(z,y,2) = In(zz) + ) .y

In(y>) G flzy) =teny (P) f(o,y2) =2+
(e) flz,y) = (z+2y)° (k) f(z,y) = arctan xly (@) flz,y,2t) = Z:gtj

10.2 Korgemat jarku osatuletised

Arvutades osatuletised esimest jarku osatuletistest, saame teist jirku osatuletised

D (O1Y_BS 0 (o) _ o
e 9x \ Oz 0x2’ 'Y Oy \ Oy oy?’

fuiﬁaiffyf w0 (Of\ _ O°f
ooy \ox ) Oxdy V' 0x \9dy) Oydx

nimetatakse segatuletiseks.

Teist jarku osatuletisi




10.8. Pinna puutujatasand ja normaal

A Teoreem 10.1 N\
0z 0z 0%z 02z
0x’ Oy’ Oxdy’ Oydx
selle mingis imbruses madratud ja pidevad, siis selles punktis on teist jarku segatuletised vordsed

Kui funktsioon z = f(x,y) ning tema osatuletised on punktis M(x,y) ning

?z 0%z
0xdy  Oydx’
\ J

Ulesanne 10.3. Leidke jargmiste funktsioonide teist jirku osatuletised.

(@) flz,y)=2"+y () flzy) =a¥

(b) flz.y) =2’y —y’x (8) flz,y) =In(x+y?)

c 2,y) = a2y + - — Tty
(c) flz,y) y+y (h) f(x,y)—arctanl_xy

(d) f(x,y) = xsin(x + y) (1) f(g;,y,z) = xyz + hl(ﬂ? +y+ Z)

(e) f(z,y)= i;z (G) f(z,y,z) =sin(1 + zyz)

Ulesanne 10.4. Leidke jirgmiste funktsioonide segaosatuletised faye

(@) flz,y) =2"+ysinz (c) flz,y) =ycosy+ e

(b) flx,y) =2%cosz +y?Inz
Ulesanne 10.5. Leidke jargmiste funktsioonide mérgitud osatuletised.

(@) flz,y) =x+zn(zy), [, =7 (b) flz,y,2) =e™ e, fr. =7

10.3 Pinna puutujatasand ja normaal

,
Pinna z = f(z,y) puutujatasand punktis A = (a,b, f(a,b)) avaldub vorrandiga
z = f(a,b) + fi(a,b)(z — a) + f,(a,b)(y — b). (10.1)
\
e N\
Pinna z = f(z,y) normaal punktis A = Pinna z = f(z,y) normaal punktis A =
(a,b, f(a,b)) avaldub parameetriliste vorrandite- (a,b, f(a,b)) avaldub kanoonilise vorrandiga
ga
T—a y—>b z — f(a,b)
= tf! 7b 5 = = o 10.3
Z a + fib(a ) f;(a7 b) fé(a, b) _1 ( )
y=b+tf)(a,b) (102
z = f(a,b) —t. \
\ J

Ulesanne 10.6. Leidke puutujatasand ja normaal jargmistele pindadele méargitud

punktis.
(a) z=xcosy — ye® punktis (0,0,0) (f) z=2?—y? punktis, kus x = —2jay =1,
(b) z=1In(2? + y?) punktis (1,0,0) (g) 2= o punktis, kus x =1 jay =2
= —(12+y2) 1
(c) z=e punktis (0,0,1) (h) z = sin(zy) punktis, kus z = 7/3 ja
(d) z=+/y—z punktis (1,2,1) y=-1
(e) z=4z?+ y? punktis (1,1,5) (i) 2z = cos(x/y) punktis, kus z = 7 jay = 4
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Praktikum 11

Taisdiferentsiaal
Ligikaudsed arvutused taisdiferentsiaali abil

11.1 Taisdiferentsiaal

N\
Olgu
funktsiooni f muut punktide Py = (z,y) ja P = (z + Az, y + Ay) vahel.
J
,{Deﬁnitsioon 11.1 } N

Kahe muutuja funktsiooni f juurdekasvu peaosa argumentide juurdekasvude tokestamatul kahane-
misel nimetatakse selle funktsiooni tdisdiferentsiaaliks. Funktsiooni z = f(x,y) tdisdiferentsiaal
on kujul

dz =z, dz + 2, dy.

Funktsiooni uw = f(x,y, z) tdisdiferentsiaal on kujul

du = u}, dz + uy, dy + u’, dz.

Ulesanne 11.1. Leidke jargmiste funktsioonide tiisdiferentsiaalid.

(a) f(z,y)=x+3y (e) flx,y)=e'tv

(b) f(z,y) =22* - dzy (f) flz,y) = —coszy

(©) Jlww) = (8) f(r.0)=v"

(d) flz,y)= g (h) f(z,y,2) = tan(z — 2y + 32)

Ulesanne 11.2. Arvutage funktsioonide muudud ja tédisdiferentsiaalid etteantud
vairtustel.

(a) U:$2—3l‘y+2y27 kuix:67y:27 A.’E:OB, Ay:02

(b) w=a%2—2y2? +3zyz, kuiz =2, y=1,2=3, Az =0.1, Ay =0.1, Az = —0.2



11.2. Funktsiooni muudu ligikaudne leidmine

11.2 Funktsiooni muudu ligikaudne leidmine

e )
Kui funktsiooni z = f(z,y) argumentide muudud Az, Ay on kiillalt viikesed, siis

Az ~ dz

ehk
fl@+ Az, y + Ay) — f(z,y) = fo(z,y)Az + f,(z,y)Ay.

\ S

Ulesanne 11.3. Leidke jargmiste funktsioonide ligikaudsed muudud argumendi mér-

gitud muutuse korral.
(a) u = 4x? — zy, punktist (1,2) punkti (1.01,2.02)
(b) w = 2%/3y'/2 punktist (8,9) punkti (7.97,9.03)

(c) u= L, punktist (—3,—2) punkti (—3.02, —1.98)
=Yy

(d) w=2ze Y, punktist (—3, —2) punkti (—3.02, —1.98)
(e) u=xe®™ —y? punktist (—1,0) punkti (—0.97,0.03)

(f) w=In,/zy, punktist (5,10) punkti (5.05,9.95)

Ulesanne 11.4. Ristkiiliku kiiljepikkusteks moodetakse 100 m ja 150 m.

Mootmisel voidi eksida iithe meetriga. Milline on voimalik viga selle ristkiiliku pindala arvuta-
misel? Milline on viga pindala arvutamisel, kui mé6tmise viga on 0.5 m?

Ulesanne 11.5. Kahe linna elanike arv (tuhandetes) on vastavalt x ja y, telefoniko-
nede hulk pievas nende vahel avaldub kujul 12zy.

Hinnake iihes pdevas tehtavate telefonikonede arvu kasvu, kui elanike arv linnades kasvab vasta-
valt 40 tuhandelt ja 60 tuhandelt 1000 inimese vorra molemas linnas.

Ulesanne 11.6. Piistsilindri korgust suurendatakse 12 sentimeetrilt 12.2 sentimeet-
rini ja pohja raadiust vihendatakse 8 sentimeetrilt 7.7 sentimeetrini.

Hinnake selle silindri ruumala ja kogupindala muute.

Ulesanne 11.7. (Maj) Elektroonikafirma, mis toodab pievas x DVD-méngijat ja y
Blu-Ray-méngijat, kasum (eurodes) avaldub funktsioonina P(z,y).

Kui praegu toodab firma paevas 200 DVD-maéangijat ja 300 Blu-Ray-méngijat, siis hinnake kasumi
kasvu kui péevas toota viis DVD-mangijat ja neli Blu-Ray-méangijat rohkem.

(a) P(x,y) =22%— 3xy + 33> (b) P(z,y) = 32% — 4oy + 4y
Ulesanne 11.8. Risttahuka kujuline kinnine kast kaetakse virviga.

Hinnake kastil oleva varvi kogust, kui kasti kiiljepikkused on 1.2, 0.9 ja 0.6 meetrit ning varvikihi
paksus on 1 mm.
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PEATUKK 11. TAISDIFERENTSIAAL. LIGIKAUDSED ARVUTUSED
TAISDIFERENTSIAALI ABIL

Ulesanne 11.9. (F') Tuulekiilm on temperatuur, mida inimene oues olles tunneb ja
soltub ohutemperatuurist ¢ (iihik °C) ning tuule kiirusest w (iihik km/h).

Tuulekiilma arvutamiseks kasutatakse valemit C(t,w) = 13.12 + 0.6215¢ — 11.37w%16 +
0.3965tw" 1. Hinnake tajutava temperatuuri muutust, kui temperatuur langeb —10 kraadilt kaks
kraadi ja tuule kiirus touseb 18 kilomeetrilt tunnis 21.6 kilomeetrini tunnis.

Ulesanne 11.10. (F') Vere kogus liitrites, mis pumbatakse ldbi kopsude minutis ar-
=
minutis), y ja z on hapniku kontsentratsioon veres (ml hapniku liitri vere kohta)

vutatakse valemist C' = kus z on kopsudes omastatud hapniku kogus (milliliitrit

vastavalt vahetult parast ja enne kopsude labimist.

Tiiiipilised mootetulemused on x = 250, y = 160 ja z = 150. Hinnake siidame véljundi arvuta-
misel tehtavat viga, kui iga néitaja mootmisel voidi eksida viie {ihikuga.

Ulesanne 11.11. (K) Ideaalse gaasi iihe mooli rohk, ruumala ja temperatuur on
seoses PV = 8.317, kus P on rohk kilopaskalites, V on ruumala liitrites ja T on

temperatuur °K.

Hinnake rohu muutust, kui mahtu suurendatakse 12 liitrilt 12.3 liitrile ja temperatuur vaheneb
310 kraadilt 305 kraadini.

11.3 Funktsiooni vaartuse ligikaudne arvutamine

r )
Kui Az ja Ay on kiillalt vaikesed, siis

f@+Az,y+ Ay) = f(z,y) + fo Az + f Ay.

Kui u = f(x,y, 2), siis

\ J

Ulesanne 11.12. Arvutage ligikaudsed vairtused.

(a) 1.03%05 (e) V/5e002 +2.032

(b) 1n(0.09% 4 0.99?) (f) V125v/17

(c) 2.013 —0.972 (8) (1-V10)(1+v24)
(d) 1.04%% +1n1.02 (h) sin gw cos %w

Ulesanne 11.13. (Maj) Cobb’i-Douglas’i tootmisfunktsioon on kujul QK,L) =
4K3/ALY4 kus K on kapitalikulud ja L on t66joukulud.

On teada, et Q(10000,625) = 20000. Leidke ligikaudu @ (10010, 623) vaartus.
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Praktikum 12

Ekstreemumid. Optimiseerimine
Ilmutamata funktsiooni tuletis

12.1 Kahe muutuja funktsiooni lokaalsed ekstreemumid

A Lause 12.1 N

Olgu funktsioon z = f(x,y) kaks korda pidevalt diferentseeruv oma statsionaarses punktis (a,b).
Taihistame

" "

xTrxr X 2
W(l’,y) = ‘ 17 //y = f;lmfg//,y - (f;ly) .

yr  Jyy
a) Kui W(a,b) >0 ja f/ (a,b) > 0, siis punktis (a,b) on lokaalne miinimum.
( ) ( 9 ) -] T ) ) p b
b) Kui W{(a,b) >0 ja f” (a,b) <0, siis punktis (a,b) on lokaalne maksimum.
( Ja [ p
(¢c) Kui W(a,b) <0, siis punktis (a,b) ei ole lokaalset ekstreemumit.
(d) Kui W(a,b) =0, siis ekstreemumi olemasolu jadb lahtiseks.

Y J

Ulesanne 12.1. Klassifitseerige joonistel margitud punktid.

Ulesanne 12.2. Leidke jargmiste funktsioonide lokaalsed ekstreemumid.

() fley)=1-(z+1)° -y (e) flz,y)=a?—ay+y*—2z+y
(b) flz,y) =2 +y* -3z (f) f(z,y) =2®+y3—3zy
(¢) flz,y) =12~ (y—1) () flz,y)=vVaZ+1+y2+1

(d) f(z,y) =1—/a?+y? (h) f(z,y) = 2* +y — 2In(zy)



PEATUKK 12. EKSTREEMUMID. OPTIMISEERIMINE

12.2 Kahe muutuja funktsiooni suurim ja vahim vaartus antud
piirkonnas

Ulesanne 12.3. Leidke toodud funktsioonide globaalsed ekstreemumid max f ja min f.

(@) flz,y)=2*4+y* -y, (z,9) € {(z,y) : 2* +y* <1}
(b) flz,y) =2 —y* 42, (z,y) € {(z,y) s 2® +3y> < 1}
(C) f(a:,y)zx—Zy—l,(:L‘,y)e{(x,y):xZO,yZO,ygl—m}

(d) f(z,y) =2 —zy+9° (z,9) € {(z,y): |z[+|y| <1}

() f(z,y) = (22° +3y2)e ™V, (z,y) € {(z,y) : 2 +1* < 4}

Ulesanne 12.4. Alleelid A,B ja O méiiravad neli veregruppi: A (AA voi AO), B (BB
voi BO), O (0O) ja AB. Hardy—Weinbergi seaduse kohaselt on kahte alleeli kandvate
inimeste osakaal populatsioonis

P =~ 2pq + 2pr + 2rq,

kus p, g ja r on vastavalt A, B ja O osakaalud populatsioonis. Kasutades fakti, et p+qg+1r =1,
naidake, et P vaartus on koige rohkem %

12.3 Optimiseerimine

Ulesanne 12.5. J aotage arv 30 kolmeks positiivseks liidetavaks nii, et nende korrutis
oleks maksimaalne.

Ulesanne 12.6. Kaikidest risttahukatest, millel on iihesugune ruumala, leidke see,
mille tiispindala on minimaalne.

Ulesanne 12.7. (Maj) Autotootja miiiib iihte mudelit Ameerikas ja Euroopas erineva
hinnaga. Ameerikas miiiidavate autode hind (tuhandetes dollarites) on p = 20 — 0.2z
(kus 0 < x <100) ning Euroopas kiisitakse hinda ¢ = 16 — 0.1y (kus 0 < y < 160).

Siin x ja y on péevas miilidavate autode arv vastavalt Ameerikas ja Euroopas. Autotootja kulu-
funktsioon on C' = 20 + 4(x + y). Leidke autotootja tulufunktsioon (st kiive miinus kulu). Mitu
autot ja millise hinnaga tuleks kummalgi turul miiiia, et teenida voimalikult suurt tulu?

Ulesanne 12.8. Laborikatsed niitasid, et x mg ravimi A ja y mg ravimi B koostoime
avaldub funktsioonina f(x,y) = zy — 222 — y? + 100z + 60y (kus 0 < x <55, 0 <y <60).

Leidke molema ravimi kogused, mis tagavad suurima toime.

Ulesanne 12.9. Psiihholoogilises eksperimendis osaleja, kes harjutab uut oskust z

tundi ja puhkab y tundi, katse tulemused avalduvad funktsioonina f(z,y) = zy — 22 —

y? + 11z — 4y + 120 (kus 0 < 2 < 10, 0 < y < 4).

Leidke harjutamiseks ja puhkamiseks kuluv aeg, mis tagab voimalikult korge katse tulemuse.
Ulesanne 12.10. Neli linna iihendavad ressursid soovides ehitada iihise telemasti.
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12.4. Ilmutamata funktsiooni tuletis

Leidke selline punkt A(z,y), kus masti kauguste ruutude summa linnadest oleks minimaalne, kui
linnad asuvad punktides (-5, 0), (1, 7), (9, 0) ja (0, -8).

12.4 Ilmutamata funktsiooni tuletis

A Valem 12.1 N\
Kui pidev funktsioon y = f(x) on antud ilmutamata kujul vorrandiga F'(x,y) = 0 ja F,F,, F, on
pidevad punktis (v,y) ja F,(x,y) # 0, siis funktsiooni y = y(z) tuletis vaadeldavas punktis on

Fi(z,y)
f(z)=—-22 : (12.1)
F(z,y)
. J

Ulesanne 12.11. Leidke jirgmiste ilmutamata kujul antud funktsioonide y = y(x)
tuletised y/'.

(a) y+siny+e*=0 (e) 1+1In(z?+4?) =2 arctan%
(b) z+y=e""Y (f) we¥ + ye® —22%y =0

(c) ¥>+2ry—2=0 (g) 223 4 23 = ¢2/3 (a = const)
(d) 22 -2zy+yt=4 (h) zcoszy+ycosz =2

Ulesanne 12.12. Leidke jargmiste ilmutamata kujul antud funktsioonide y = y(x)
tuletised margitud punktis P.

(a) 23 —-2y2+ay=0, P=(1,1) (c) 2 4+ay+y*—7=0, P=(1,2)

(d) ze¥ +sin(zy) +y—In2 =0, P =

2 _ 9. _9_ = (—
(b) zy+y*—3x—-3=0, P=(-1,1) (0,1n2)

12.5 Taylori valem kahe muutuja funktsiooni jaoks *

A Valem 12.2 N

Olgu antud funktsioon z = f(x,y), mis on mddratud mingis piirkonnas S. Eeldame, et punkti
My(a,b) imbruses on funktsioonil z pidevad osatuletised kuni jarguni n + 1. Funktsiooni f n-astme
Taylori valemiks punktis My = (a,b) nimetatakse funktsiooni

Po(@,y) =f(a,b) + f.(a,b)(z — a) + f,(a,b)(y — b)+ (12.2)

% (f;/ac(aabxx - a)Q + Qf;ly(avb)(x - a)(y - b) + fg;/g/(G’?b)(y - b)2) +.F Rn(x7y)>

kus R, on Taylori valemsi jadkliige.
. J

Ulesanne 12.13. Leidke jargmiste funktsioonide Taylori poliinoomid punktis (a,b).

(@) f(x,y

(z,y) = (z+y)°, n=3, (a,b) = (0,0)
(b) flz,y)

(z,9)

(z,y)

= (x+y)?, n=3, (a,b) = (1,1)
(c) f(z,y) =cosxzcosy, n=2, (a,b) =(0,0)

(d) flz,y)=zy+3+ 5 n=2 (a,b)=(1,3)
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Praktikum 13

Lagrange’i kordajate meetod
Tuletis antud suunas

13.1 Lagrange’i kordajate meetod
A Valem 13.1 ~\

Funktsiooni f(x,y) tingliku (lokaalse voi globaalse) ekstreemumi leidmiseks lisatingimusel g(z,y) = 0
Lagrange’i kordajate meetodil moodustame Lagrange’i funktsiooni

J(z,y,\) = f(z,y) + Ag(z,y),

kus A on tundmatu Lagrange’ kordaja. Tinglike statsionaarsete punktide leidmiseks lahendame siis-
teems

Ulesanne 13.1. Leidke vihim kaugus nullpunktist (0,0) jooneni z%y = 16.
Ulesanne 13.2. Leidke vihim kaugus nullpunktist (0,0,0) tasandini z + 2y + 2z = 3.

Ulesanne 13.3. Leidke Lagrange’i meetodiga jirgmiste funktsioonide tinglikud
lokaalsed ekstreemumid antud lisatingimustel.

(@) flz,y)=2*+y* z+y=2 (e) flz,y,2)=x—2y+2z2, 2?+y>+2%=
1 1 1 1 1 9

b = — — —_— = —

(b) f(=,y) Ty Bt

(F) f(z,y,2) =22 +y*+22, x4+y+2z=

(c) flz,y)=6—4x+3y, 2>+y*=1 6, —y=0
1 1 1
(d) Jloyz)=wtytz Ho+2=1 (@) fry,2) =ay+az, P4yt =3,
(x,y,2 > 0) y+z=2

Ulesanne 13.4. (F') Sojalaevalt lastakse rakett vilja horisontaalse algkiirusega V, ja
vertikaalse algkiirusega V.

2V, V,

Raketi laskekaugus on R(V,, V) =
m(V2 + V)
e

, kus g on raskuskiirendus. Raketi kineetiline energia

on fikseeritud: = F. Leidke raketi maksimaalne laskekaugus.

13.2 Tuletis antud suunas, gradient

A Valem 13.2 N

Kui w = f(z,y,2) on diferentseeruv punktis (x,y,z) ja wvektori § suunakoosinused on
(cos i, cos B, cos7y), siis funktsiooni u = f(x,y,z) tuletis punktis (z,y,z) vektori §= (x1,y1,21)
suunas leitakse seosest

ou x z
o ’ / 1 Y1 x|
— fuzcosa+uycosﬁ++uycos'yfum?_,l Jruyﬁ + u,
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13.2. Tuletis antud suunas, gradient

Ulesanne 13.5. Leidke funktsiooni f(z,y) = y* + 22y3 + 2%y? muutumiskiirus punktis
(0,1) ja suunas §, kui

(a) §=(1,2) () §=(3,0)

(b) §=(1,-2) (d) 5§=(L1)

A Valem 13.3 N\

Igas punktis (x,y, z), kus leiduvad funktsiooni u = f(x,y, z) esimest jirku osatuletised, saame vaa-
delda funktsiooni f gradienti

Vf(z,y,2) = gradu = (f, f;, f1)-
. J

A Omadus 13.1 N

a) Gradient on igas punktis risti pinna ni-

v00jooNEga. >
b) Gradient nditab pinna kiireima tousu o
suunda ning suurima tousu arvvddartus on C%

lgrad u.

—_

7

¢) Gradiendi vastandvektor —gradu nditab

pinna kitreima languse suunda ning suu-

rima languse arvvddrtus on |gradul. Joonis : http: //mathinsight. org/

. J

Ulesanne 13.6. Leidke funktsiooni gradient antud punktis.

(a) flx,y) =3z" —2c+y* -5, P(1,-2) (d) flz,y.2) = (v + 2y — 2)e™7,
P(1,-1,0)
(b) f(z,y) =cos(z+vy), P(§,%)
) v) ( v P(e 3 (e) f(x,y,z)=zye®, Ple,e,—1)
(C) f(xvya Z) - nyZSa P(la _la _1) (f) f(-%,y) — .7}21/2 _ 2$y + 37 P(l, _1)

Ulesanne 13.7. Leidke funktsiooni suurim kasvukiirus antud punktis.

(@) flo.y) = o 1, P2,-1) © fo.y) = e, P(2.0)
(b) f(ry) =) POLY (@) f(.y) = Ina? +42), P(1,-2)

Ulesanne 13.8. (F) Temperatuur T(z,y) (kraadi °C) igas punktis zy-tasandil on
T(z,y) = x%e7Y.

Millises suunas kasvab temperatuur punktis (2, 1) koige kiiremini?
Milline on suurim kasvukiirus selles punktis?

Ulesanne 13.9. Niidake gradiendi suunad kontuurkaardil mirgitud punktides. Mil-
line on kiireima tousuga trajektoor igast mérgitud punktist?

() (b)
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Praktikum 14

Kahekordse integraali arvutamine

14.1 Kahekordse integraali arvutamine

,{Deﬁnitsioon 14.1}

N
Funktsiooni f(x,y) kahekordseks integraaliks ile piirkonna D nimetatakse tema integraalsumma
purvadrtust, kut suurim osapiirkondade diameeter X — 0, kui see piirvddrtus eksisteerib ja ei soltu
piirkonna D osadeks jaotamise viisist ega punktide (x;,y;) valikust

//f(x,y)dS = H%)Zf (x4, y5) AS,;. (14.1)
D =1
. J
4 Valem 1/4.1 N
yh
\HHHHHHH Kui D = {(z,y) ra <z <b, yi1(z) <y < yo(2)}, siis
ﬁ “‘j v2(v)
= = //fmydxdy—/dx/fxy (14.2)
: : a oy ()
0 a b x
Kui D ={(z,y): c <y <d, z1(y) <z < x2(y)}, siis
z2(y)
/ flz,y dxdy—/d / flx,y) du. (14.3)
¢ zi(y)
. J

Ulesanne 14.1. Joonistage jirgmised integreerimispiirkonnad D ning asetage integ-
reerimisrajad funktsiooni f(x,y) kahekordses integraalis valemite (14.2) ja (14.3) jargi.

a on kolmnurk tippudega (0, 0), (2,0), on ring z° + y* <

D on kolmnurk tippudega (0,0), (2,0 d) Donringz?+y?<1
(2,1)

D iiratud j t

(b) D on kolmnurk tippudega (0, 0), (2, 1), (e) on 2pl.1ra He Joontesa
(=2, 1) y=x"jay=1

(c) D on ristkiilik tippudega (0,0), (2,0), (f) D on piiratud joontega
(0,1), (2,1) y=a%jay=a’

Ulesanne 14.2. Muutke integreerimisjarjekord jargmistes integraalides.

Inz

(a) jdwif(m)dy (b) /dx/fx y)d
0 0



14.1. Kahekordse integraali arvutamine

1 V12 3 cosx
O/dy l_/y f(z,y)dx (g) _/72r dx 0/ f(z,y)dy
2 ™ sing
(@) /dm/fwy () O/dx0/f<x,y>dy
(e) /1 dix 1/_%f(aa,y) dy (i) /3 dx /3 fz,y)dy
-2 2%l L 14v=2?+4a-3
0 Vy+1 1 V1-y?
(f) /dy / f(z,y dw—i—/ dy / f(z,y)dx
-1 _/yF1 0 i

Ulesanne 14.3. Leidke jargmised integraalid.

(a) //m dz dy, kus D on kolmnurk tippudega (0,0), (1,1) ja (0,1)

(b) //y dx dy, kus D on piiratud joontega y =0, z = 1 ja y = 22
D

(c) //sin(m + y)dz dy, kus D on piiratud joontega y = —z, y =0jax =7

(d) //cos(ac —y)dz dy, kus D on piiratud joontega y =0,y =x jax =7

(e) //ezy dx dy, kus D on ristkiilik D = {(z,y) : 0 <2z <In4,0 <y <In2}
(f) //M dx dy, kus D on piiratud joontega y =1, y =x jaxz =e

(g) / %dw dy, kus D on piiratud joontega y =0, y =Ilnxz ja x = ¢

(h) //wsin(l +2%) cos(1 +y?*)drdy, kus D = {(z,y): ~1 <2 <1,-1<y <0}
i) //(y — 22%) dx dy, kus D on piiratud kinnise joonega |z| + |y| = 1

D

) //xy dxz dy, kus D on piiratud joontega y = x, y =2z jax +y = 2

Ulesanne 14.4. Mairatud integraali arvutamine kahekordse integraali abil.

Esitage integraalialune funktsioon argumendi y integraalina, vahetage integreerimisjarjekord ja

leidke integraal

2
/(arctan mx — arctan x) dx.
0
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Praktikum 15

Muutujavahetus kahekordses integraalis

Uleminek polaarkoordinaatidele

15.1 Muutujavahetus kahekordses integraalis
A Valem 15.1

N
Kui z = z(u,v),y = y(u,v) siis muutujavahetuse valem on
//fxy dmdy—//f x(u,v), y(u,v))|J (u,v)| du dv, (15.1)
xl,
kus teisenduse jakobiaan J(u,v)=| "} "7 | #0, kui (u,v) € A.
Yu Yo
Kehtib J(u,v) = L kus u = u(z,y),v =v(z,y) ja J(z,y) = Uy Uy
) 7J(.T,y)’ - 7y7 - 7y ] 7y - (U:/t U,ly
\ J

Ulesanne 15.1. Leidke jargmised integraalid.

(a) //(2x+y—2)2da:dy, kus D ={(z,y): -1 <z—-y<1,-1<2x+y <2}

(b) //(a:2 + y?)dz dy, kus D on ro6pkiilik, mis on piiratud sirgetega z +y = 1, = +y =

D
2, 3x+4y=5jadz+4y==6

(c) //(y —x) dx dy, kus D on réopkiilik, mis on piiratud sirgetegay =x+1, y=2—3, y =

D .
—5+2jay=—-%5+4

(d) / / dx dy, kus D on piirkond, mis asub esimeses veerandis ja on piiratud joontega zy = 1,

D
zy=4,y=2xjay==x

15.2 Uleminek polaarkoordinaatidele

A Valem 15.2

Uleminek polaarkoordinaatidele:

T =TCcosg
A= a<p< <r<
{ y:TSiD@ ) {(Ta<)0) 04_4,0_5,7“1(90)_7”_7”2(@)},

kus teisenduse jakobiaan on J(r,p) =r

r2(p)

/
T =12(9)
/
/
/
/
/ D
/ -
p -

// =
7/ r:m////

7/

//f x,y d:cdyf/d / flrcosp,rsing)rdr  (15.2)

@ r1(p)




15.2. Uleminek polaarkoordinaatidele

Ulesanne 15.2. Esitage jargmised piirkonnad polaarkoordinaatides.

y y y

(b) (d) ) 2
Ulesanne 15.3. Leidke jargmised integraalid, minnes iile polaarkoordinaatidele.

@ [V dedy, s @ [V Ry ks

D D

D ={(z,y) : 2* +y* <4, z,y >0} D={(z,y): 22 +y> <1}
(b) //d:c dy, kus (e) //sin(x2 + y?) dx dy, kus

D D

D= {(z,y) : 2 +y* <4,y > —V2} D= {(z,y): 72 < a? + 12 < 472}
(c) //(952 +y°)? dz dy, kus () //arctan Y da dy, kus

x
D D
D={(z,y): a*+y* <1, y >0} D={(z,y): 2> +y* <1, 2,y >0}

Ulesanne 15.4. Leidke jargmised integraalid.

@ [V dedy, s D= {(r,y): 2 + (y +2)? < 4)
l%:{(x,y): (x—1)2+9%2 <1} (e) //ydmdy, kus D = {(z,y): 4o <
(b) //xdxdy,kus £2+y2§8m, r<y<2x}
D= ()47 <L o200 g J[VE TP drdy, D4y =
D

D={(z,y): 2> +(y—-1)2<1
{(z,y) (y—-1)? <1} (e) / / dz dy, kus D on piiratud joontega

(d) //(332 + y?) dx dy, kus D
% y=0y=v2—22 =y (z >y
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Praktikum 16

Kahekordse integraali rakendused

16.1 Kahekordse integraali geomeetrilised rakendused

16.1.1 Tasandilise kujundi pindala

Valem 16.1

Ulesanne 16.1. Leidke zy-tasandil asetsevate kujundite pindalad, kui need kujundid
on piiratud jargmiste joontega.

(a) y=2% y=1,2=0 (8) r=acosp, r=bcosp, (b>a>0)
(b) y=e®, y=e" y=ce (h) r=a(l+ cosyp) (kardioid)

(c) y=2°, y=2"" y=4 (i) r = 2cos4y (kaheksaleheline roos)
(d) zy=4, z+y=>5 (4) (@* +y*)? =2zy

(e) 3a2 = 25y, 5y? = 0a (k) (22+y%)? = 2(2% —y?) (Bernoulli lem-

niskaat)

2 2 _
(f) 2*+y°=16 1) (22 +92)? = 223

16.1.2 Keha ruumala

A Valem 16.2 N
Kahekordne integraal funktsioonist f(x,y) > 0 dle piirkonna E on TZ z=fxy)
vordne koverjoonelise silindri ruumalaga, kui silinder on pealt pii- : \//_{,
ratud pinnaga z = f(z,y) jo olt pinnaga E: LS

Vi ://f(x,y)dmdy 0
D @
4 J
Ulesanne 16.2. Leidke jargmiste pindadega piiratud kehade F ruumalad Vg.
(a) Tasandid z = 0, y = 0, z = 0 ja 2 +y = 1 ning elliptiline paraboloid
z+y+z=1 z =222 +y? + 1.
(b) Tasandid z =0, y=0, z=0, x =4 (d) Tasandid z = 0 ja « + z = 6 ning si-
ja y = 4 ning poordparaboloid z = lindrid y = /7 ja y = 2/
2 2
iyl (e) Tasand z = 0, poordparaboloid z =

2 4.2 g il 24,2
(c) Tasandid z = 0, y = 0, z = 0 ja z* + y~ jasilinder = +y* = 1.



16.2. Kahekordse integraali fiitisikalised rakendused

(f) Koordinaattasandid, silinder 2% +y? = () Sfadr 22+y2+22 = 3 ja poordpaboloid

1 ja pind z = /4 — 22 — 2, kus 22 + 2z = 22 + 12

y> <1, 2>0jay >0.
(k) Silindrid 22 + % =1 ja 2% + 22 = 1.

(g) Tasandid z = 1, y = 0 ja z = 0 ning o 5 o
. . 9 9 (1) Poordparaboloidid z = 4 — z* — y* ja
hiiperboolne paraboloid z = x* — y~. 9 5
2z =2+ " + y“.
(h) Tasandid z = 0, y = 0, z = 0 ja

ey 2 2 _ . .
9 + 3y = 12 ning silinder y? = 2z. (m) Silinder =z 4+ y* = 3 ja kahekatteline

hiiperboloid 22 = x2 + 32 + 3.
(i) Tasandid z = 1 ja z = 12 — 3z — 4y

n) z=cosxcosy, z=0, [z +y| < I ja
ning elliptiline silinder z? + 412 = 4. () Y | V<3l

lz —y| < 5.

Ulesanne 16.3. Kiilgseintega kuppeltelk on konstrueeritud joonisel nididatud funkt-

siooni jargi.

i surface
z=15

0.03x% — 0.03y?2
Et projekteerida ventilatsiooni- ja kiittesiistee-

mi, on tarvis teada telgi ruumala. Leidke kup-
peltelgi ruumala, kui tema pohjaks on joonisel
margitud ristkiilik (k6ik mo6tmed on antud jal-
gades, 1 ft ~ 0,3 m).

16.2 Kahekordse integraali fiitlisikalised rakendused

16.2.1 Tasandilise kujundi mass

A Valem 16.3 N

Olgu tasandilise kujundi pindtihedus antud pideva funktsiooniga o = o(x,y), kus (z,y) € D. Tasan-
dilise kujundi D mass avaldub kahekordse integraalina tle piirkonna D:

mp = Z/Q(%Z‘J) dx dy.

. J

Ulesanne 16.4. Leidke ringi mass, kui ringi raadius on 10 cm.

Ringjoonel on pindtihedus 1,2 g/cm? ning see on vordeline punkti kaugusega ringi keskpunktist.

Ulesanne 16.5. Leidke ruudukujulise plaadi mass, kui plaadi kiilje pikkus on 2a cm.

Plaadi materjali tihedus on igas punktis vordeline punkti kauguse ruuduga diagonaalide 16ike-
punktist ning on ruudu tippudes 1 g/cm?.
Ulesanne 16.6. Funktsioon

10000e¥ bakter
fz,y) =

1_1_% cm2

kirjeldab mingi bakteri populatsiooni tihedust xy-tasandil, kus = ja y moodetakse
sentimeetrites.
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PEATUKK 16. KAHEKORDSE INTEGRAALI RAKENDUSED

Leidke bakterite arv ristkiilikul [—5, 5] x [—2,0].

Ulesanne 16.7. (F') Elektrilaengu pindtihedus kettal raadiusega R meetrit on
o(r, ) = kr(1 —sin) C/m?* (siin k on konstant).

Integreerige pindtiheduse funktsiooni iile ketta, et leida elektrilaeng Q.

16.2.2 Tasandilise kujundi masskese

4 Valem 16.4 N

Kui tasandilise kujundi pindtihedus on o(x,y), siis tasandilise kujundi masskeskme (z.,y.)

koordinaadid saab arvutada valemitest

mp

1 - ; X,y
xc:7//x9(w7y)dwdy ( 7%:%) D )
D : g —

1
Yo = —//yg(w,y)dxdy
mp
D

. J

Ulesanne 16.8. Leidke bumerangi kujulise piirkonna masskese, kui see asub xy-
tasandil paraboolide y?> = —4(x — 1) ja y* = —2(x — 2) vahel.

Ulesanne 16.9. Leidke xry-tasandil asetsevate homogeensete kujundite masskeskme
C = (z¢,y.) koordinaadid, kui need kujundid on piiratud jargmiste joontega

(a) Ringjoon z?+9*> =1 (y > 0) ja sirg- (d) Kardioid r = 2(1+cos ¢) ja polaartelg
joon y = 0. p=0.

(b) Sinusoid y = sinz ja sirged z = 0 (e) z-telg ja tsiikloid z = 4(t — sint),
x=m/4jay=0. y = 4(1 — cost) kaar, kui 0 < ¢ < 27.

(c) Jooned y =22 jaz+y=2.

Ulesanne 16.10. Leidke ringi 22 +4? < 4 masskeskme koordinaadid, kui pindtihedus
ringi igas punktis on vordeline tema kaugusega punktist (2,0).

Ulesanne 16.11. Leidke poolringi 22 + 42 < 1 masskeskme koordinaadid, kui pindti-
hedus poolringi igas punktis on vordeline tema kaugusega ruuduga punktist (1,0).
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Praktikum 17

Kolmekordsed integraalid

17.1 Kolmekordse integraali arvutamine

"""" S Kui B = {(z,y,2) : 21(z,y) < z < 22(z,y), (z,y) € D},
$118
/,/[‘/“.“\\\ z=2z1(x,y), 22(1;71})
U ///f(x,%z)dxdydz://dxdy / f(@,y,2)dz.

. A D z1(z,y)

- (17.1)
A 4
\ J

E

kus piirkond F on piiratud silindriliste pindadega

21 =4 —1y?%, 29 = y? + 2 ja tasanditega v = —1, z = 2.

Ulesanne 17.2. Leidke jirgmised integraalid.

(a) ///nyszxdydz, kus B = {(2,9,2): 0<2<3, 0<y<2 0<2<1}
E

*) ///ydxdydz’ kus B ={(2,4,2): 0<2<3, 0<y<2 0<2<2-y}
E

(©) ///(H‘L)d‘”dyd% kus B = {(z,y,2): 2 <y <1, 0<2<2}
E

(d) ///W’kUSE:{(xayaz)0§l‘§1,2§y§572§2§4}

e

E

(e) ///a:y223 dx dydz, kus E on piiratud hiiperboolse paraboloidiga z = xy ja tasanditega
E
r=1y=0,y=xzjaz=0

(f) ///(233 + 3y — z)dx dydz, kus E on piiratud tasanditega x =0,y =0, 2 =0, 2z = 3 ja
E

r+y=2



PEATUKK 17. KOLMEKORDSED INTEGRAALID

17.2 Uleminek silinderkoordinaatidele

\.

A Valem 17.2 \
Uleminek silinderkoordinaatidele. Tegemist on muutu-
javahetusega kujul z
P(r,o,h)
T =7rcosy T
y=rsiny, teisenduse jakobiaan on J(r,p,h) =1 '
z=nh 0 :
~ I
o T y
///f(x,%z)dz:///f(rcosgp,rsincp,h)rdrdgpdh /\/ ~J
E A x

(17.2)

Ulesanne 17.3. Uleminekuga silinderkoordinaatidele leidke jargmised integraalid.

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

(f)

///z dx dydz, kus E on piiratud silindriga 22 + y?> = 1 (z > 0, y > 0) ja tasanditega
E

r=0,y=0, z=0jaz=2;

dx dy dz ) )
///H—(z—l)z kus B = {(z,y,2): 2> + 4 <1, 0 <z < 1};
B

///xz dx dydz, kus E on piiratud silindriga 22 + y? = a? (z > 0, y > 0) ja tasanditega
E
z=0,z=1, y:a:jay:x\/g;

///y dx dy dz, kus E on piiratud silindriga 2412 = 2z, tasandiga z = 0 ja paraboloidiga
E

z = 2%+ y%

///z\/ 22 + y2 dx dy dz, kus E on piiratud silindriga 22 + 32 = 2z (y > 0) ja tasanditega
E

z=0,z=6jay=0;

///(x2+y2)dxdydz, kus B = {(z,y,2): a> <22 + 92+ 22 < b% 2> 0};
E
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Praktikum 18

Sfaarilised koordinaadid. Kolmekordse integraali rakendused

18.1 Uleminek sfairkoordinaatidele

A Valem 18.1 N

Uleminek sfiirkoordinaatidele.
Tegemist on muutujavahetusega kujul

{ x = pcossind

y = psinpsind
z = pcosf

Teisenduse jakobiaan on J(p,0,p) = o*sin6.

///f(m,yw)dz:///f(gcosgosin@,gsingosin@,QCOSH) 0°sin 6 dody db
E A

Ulesanne 18.1. Uleminekuga sfiirkoordinaatidele leidke jirgmised integraalid.

(a) ///zdxdydz, kus E on piiratud sfisri osaga 22 + > +22 =1 (y > 0, z > 0) ja

E
tasanditega y = 0 ja z = 0;

(b) ///\/mdl‘dydz, kus B = {(z,y,2): 22+ 94>+ 22 < 1, y > 0};
E

(© ///\/mdx dydz, kus E on kera 2% + y? 4 2% < z;
Io

@ /// e , kus E on kera 2? + 3 + 2% < 1;
VaZ+y? + (2 —2)?

(©) ///(:C2 +y?) dedydz, kus E = {(z,y,2): 22 + y?> + 2% < d?, 2> 0}
E

® ///(932 +y?)dedydz, kus E = {(z,y,2): > <2 +y* + 22 <0}
E

18.2 Kolmekordse integraali rakendused

18.2.1 Keha ruumala leidmine

Valem 18.2

Keha E ruumala Vg avaldub valemiga

ng// drdydz. (18.1)
E




PEATUKK 18. SFAARILISED KOORDINAADID. KOLMEKORDSE INTEGRAALI
RAKENDUSED

Ulesanne 18.2. Leidke kehade ruumalad, kui nad on piiratud jargmiste pindadega.

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)
(2)

z=9—19%jaz=1+y? ning tasandid z = —1 ja x = 5;

Paraboloidid z = 22 + y? ja z = 222 + 22 ning silinder 22 + y% = 1;

Paraboloidid z = 22 + 3? ja z = 22 + 2y? ning tasandid x = 1, y = z ja y = 2x;
Silindrid y = 22 ja 3y = 4 — 22 ning tasandid z = 0 ja z = 9;

Hiiperboolne paraboloid z = zy ning tasandid x =0, y =0, xr4+y=1jaz +y = z;

2

Paraboloidid z = 22 + 32 ja z = 222 + 2y2, silinder y = 22 ning tasand y = z;

Pind (22 + 9% + 22)2 = az,a > 0;

Ulesanne 18.3. Leidke keha ruumala, kui see on piiratud jirgmiste pindadega.

(a)
(b)
(c)

z:y2, r=0,z=1,y=-1,y=1, 2=0
r4+z=1,y+22=2 (x,y,2>0)

y+z=2 v=4—y> (v,y,2>0)

Z
. z |
A
!
>,
y -y
X/ ’ ¥
X
(d) 22+y*=1,2=~y, 2=0
() y=1—u, z:cos%, 0<z<1
(f) 22+’ =4,2=0, x+2=3
Z
L
B J 4
"-»-___*y N )
# s
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18.2. Kolmekordse integraali rakendused

18.2.2 Keha mass ja masskese

A Valem 18.3 N\

Olgu keha tihedus antud pideva funktsiooniga o = o(z,y,2), (x,y,2) € E.

Keha E mass avaldub mg = ///g(x, y,z)dx dydz.
E

1
Te = —///mg(x,y,z) dr dy dz
meg

B
1
Keha E masskese C = (z.,ye, 2c) asub punktis { Ye = mg yo(x,y,z) de dy dz

E
1
Ze = —///zg(:my,z) dr dy dz
mg
E

. J

Ulesanne 18.4. Leidke kuubi E = {(z,7,2) : 0 < z,y,z < 10} mass, kui kuubi tihedus
igas punktis on o(z,y,z) = z.

Ulesanne 18.5. Leidke risttahuka E = {(z,y,2) : 0 <2 <a,0<y<b0<z<c} mass,
kui tihedus igas tema punktis on o(z,y,2) = +y + z.

Ulesanne 18.6. Leidke tasanditega * + y+ 2z =a, t =0, y = 0 ja z = 0 piiratud
pliramiidi mass, kui piiramiidi tihedus igas punktis on vordne punkti aplikaadiga.

Ulesanne 18.7. Leidke kera mass, kui kera raadius on a ja kera igas punktis tiheduse
ruut ¢ = a? — (22 + 12 + 22).
Ulesanne 18.8. Leidke silindri E = {(z,y,2) : 22 + 32 < a%, 0 < z < ¢} mass, kui

tihedus igas tema punktis on vordeline punkti kauguse ruuduga silindri teljest.

Ulesanne 18.9. Leidke kera kihi a® < 22 + y? 4 2?2 < 4a® mass, kui kihi tihedus igas
punktis on p66rdvordeline punkti kaugusega punktist (0,0,0).

Ulesanne 18.10. On teada, et kerakujulise planeedi raadius on R ja tema mass on
m.

Planeedi tihedus on stimmeetriline kera keskupnkti suhtes ning kahaneb lineaarselt planeedi pinna
suunas. Millega vordub tihedus keskpunktis, kui planeedi pinnal on see voetud vordseks nulliga?

Ulesanne 18.11. Kerakujuline planeet raadiusega R omab atmosfaari tihedusega
p = poe~", kus h on kérgus planeedi pinna kohal, ;o on tihedus merepinnal ja ¢ on
positiivne konstant.

Leidke selle planeedi atmosfidéri mass.

Ulesanne 18.12. Leidke homogeensete kehade masskeskme koordinaadid, kui kehad
on piiratud jargmiste pindadega.

(@) r+y+z=4,2=0,y=0, 2=0 () 224y +22=1,2=0, y=0,
=0(x>0,,vy>0,2>0
(b) Z2=uay, z=1,y=1,2=0(2>0) i (z>0,y>0,2>0)

Ulesanne 18.13. Leidke poolkera z2 + 3% + 22 < 4 (2 > 0) masskeskme koordinaadid,

kui tema tihedus igas punktis on arvuliselt vordne punkti kaugusega kera keskpunk-
tist.
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Praktikum 19

Joonintegraalid
19.1 Esimest liiki joonintegraalid
A Omadus 19.1 N
Esimest liiki joonintegraal ei soltu integreerimistee AB ldbimise suunast.
4 J
A Valem 19.1 N
Esimest liiki joonintegraali arvutamine
b
AB: y=y(e), a<z<b: [ #eis = [ 1)V TF s
AB a
d
AB: z=2x2(y), c<y<d: / f(z,y)ds = /f(:c(y),y) 1+ (z)%dy
AB c
B
AB: r=r(p), a<p < / [z, y)ds = /f(?“(w) cos p, 7(p) sin ) \/72() + (r],) *dyp
AB «@
B
AB: z=2a(t), y=yt), a<t<g: / [z, y)ds = /f(l“(t),y(t)) (@) + (yp)dt
AB «
AB: xz=z(t), y=yt), z2=2(), a<t<f:
B
[ taais = [ .m0 00/ @) + 00 + 60 e
AB a
4 J

Ulesanne 19.1. Arvutage jirgmised integraalid

(a) /mcisy, AB:y=x/2—-2,A(0,-2),B(4,0)

2 +y
AB Y

(b) ds, AB:2x+y+1=0,A(1,-3), B(0,—1)

(c) / xyds, AB :x = cost,y = sint, A(1,0), B(0,1)
(d) / Va2 +y2ds, AB: 2% +9? =a* (z > 0), A(a,0),B(0,a)
AB
(e) /(m—y)ds, L:a?+y* =2z
() /asyds, kui L on ristkiiliku ABCD kontuur, kus A(0,0), B(4,0), C(4,2), D(0,2)

322%ds
(g) / T kus L on kruvijoone esimene keerd: x = acost,y = asint,z = at (0 < t < 27)



19.2. Teist litki joonintegraalid*

19.1.1 Esimest liiki joonintegraali rakendused

A Valem 19.2 N

Joone kaare pikkus avaldub valemiga bag = /ds

AB
Silinderpinna pindala avaldub valemiga

Sapcp = /f(x,y)ds,
AB

B Y
kus f(x,y) > 0 on pidev zxy-tasandil asetseval siledal / M
X A

joonel AB

Ulesanne 19.2. Leidke jargmiste joonte pikkused

(a) r=e¥, pe|0,2n]
(b) = =3t, y=3t z=2t3 A(0,0,0), B(3,3,2)
Ulesanne 19.3. Leidke vertikaalsete silinderpindade pindala, kui pindade alumised
servad asetsevad xy-tasandil ja ililemine serv on jargmiste pindade loikejoon
(a) y+z=1(x>0), z=y () 2°+y*=16, 2=y
(b) 2?2 +y? =4, 2z=2"+4

Ulesanne 19.4. Leidke silinderpinna 22 + y? = 2z selle osa pindala, mis asub kera
22+ 9% + 22 = 4 sees.

19.2 Teist liiki joonintegraalid™
A Omadus 19.2 N\

Teist liiki joonintegraal muudab mdrki integreerimistee ldbimissuuna muutmisel :

/ Pdx + Qdy + Rdz = — / Pdz + Qdy + Rdz.
AB BA
Kinnise joone L ldbimise posititvne suund on kellaosuti liskumisele vastupidine suund, kui vaadata

z-telje positiivselt poolelt xy-tasandile)
. J

A Valem 19.3 N

Tasandilise joonintegraali arvutamine

b

AB: y=y(z), a<z<b: flz,y)de = | f(z,y(z))dz
Joees]

AB: z=ux(y), c<y<d: flx,y)dy = | f(x(y),y)dy
o]

8
AB: x=2a(t), y=y(t) a<t<p: flz,y)de = | f(t)z'(t)dt
A/B /oz

B
/ F(y)dy = / F(ty (1)t
AB *
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PEATUKK 19. JOONINTEGRAALID
Ulesanne 19.5. Arvutage integraalid

(a) /xydm, AB :y=sinz, A(0,0), B(m,0)
AB

(b) /ydm, AB :2y+x=4,A(4,0),B(0,2)
AB

(c) /yda:, AB :x = cost,y = sint,t € [0,7/2]
AB

(d) /:Udy, L on kolmnurga ABC' kontuur, kus A(0,0), B(3,0), C(0,2)
L

(e) /(3:2 + 4?)dz, L on kontuur, mille moodustavad sirged z =1, =5, y =1, y = 3
L

19.2.1 Teist liiki joonintegraali rakendused

/ Valem 19.4 N

Kui tasandiline kujund D on piiratud kinnise joonega L, siis tema pindala avaldub valemitega

o= faty= e = fipn

Litkugu materiaalne punkt massiga m mdooda joont AB punktist A punktini B jou F = (P,Q,R)
toimel. Jou F t86 on arvutatav valemiga

W:m/de—i—Qdy—i—Rdz.
AB

. J

Ulesanne 19.6. Leidke zry-tasandil olevate tasandiliste kujundite pindalad, kui nad
on piiratud jargmiste joontega.
(a) ellips x =acost, y=bsint (c) astroid z2/3 + y?/3 = ¢%/3
2

2
(b) y=2a° z=y (d) kardioid r = a(1 4 cos p)

Ulesanne 19.7. Olgu zy-tasandil joud F suunatud igas punktis M (z,y) punkti O(0,0)
poole ja tema suurus F' olgu vordne punkti M kaugusega punktist 0.

Leidke jou t66 W, mis on kulunud {ihikmassiga punkti nihutamiseks moééda parabooli y? = 8z
kaart punktist (2,4) punkti (4,4v/2).

Ulesanne 19.8. Joud konstantse suurusega F on xzy-tasandi igas punktis z-telje
suunaline.
Leidke jou t66 W, mis kulub iihikmassiga punkti nihutamiseks moéoéda ringjoont z2 + y? = a?

negatiivses suunas punktist (0, a) punkti (a,0).

Ulesanne 19.9. Joud F on suunatud xy-tasandi igas punktis M (z,y) punkti O(0,0)
poole ja tema suurus on vordne punkti M kaugusega punktist O.

Leidke jou F t66 W punkti massiga m nihutamisel punktist A punkti B.
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Praktikum 20

Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandid
Lineaarsed diferentsiaalvorrandid

20.1 Diferentsiaalvorrandi lahend

Definitsioon 20.1}

Diferentsiaalvorrandi lahendiks nimetatakse sellist diferentseeruvat funktsiooni, mille asetamine

vorrandisse muudab vorrandi samasuseks soltumatu muutuja suhtes.

Ulesanne 20.1. Naiidake, et antud funktsioon on temale jargneva diferentsiaalvor-
randi lahendiks.

(e) z= yey+1, z(lnz —In y)dy —ydr =0

r = Cosp, dy
f — =0
(f) { y = sinp, aj_’_yd:v

(b) y= w, xy +1y=cosx
x

(C) y = earcsin2a}’ my’ — ytanlny

Ulesanne 20.2. Leidke antud vorrandite i) ja ii) iihised lahendid.
(@) )y =y+1 i)y =
(b) )y =y*+2z—2" i)y =—y* —y+ 2z +2° +a

() Dy == i)y =y+ua

20.2 Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandid

{Deﬁnitsz'oon 20.2}

Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandiks nimetatakse diferentsiaalvorrandit kujul

Ji(x)g1(y)dx + f2(z)g2(y)dy = 0,

kus funktsioonid fi(x), fa(x) on argumendi x funktsioonid ja g1(y), g2(y) argumendiy funktsioonid.
4 J

( 1
Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi lahendamisel eraldatakse muutujad. Muu-
tujate eraldamiseks jagatakse vorrandi molemaid pooli avaldisega

91(y) f2(z)

Saame eraldatud muutujatega diferentsiaalvorrandi

B ol
R )

Integreerides vorrandit liikmeti, saame eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi iildlahendi.

=0.




PEATUKK 20. ERALDUVATE MUUTUJATEGA DIFERENTSIAALVORRANDID.
LINEAARSED DIFERENTSIAALVORRANDID

Erilahendi saamiseks asendame iildlahendisse algtingimuse y(zo) = yo ja avaldame saadud vordu-
sest konstandi C.

Ulesanne 20.3. Leidke antud eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi iildla-
hend (erilahend).

(a) y’ = eQm—y (d) y/ =1+ y2’ y(O) -0
;) Y- 1 ' - ™
(c) y e (f) sinzdy —ycoszdx =0, y(§)_1

Ulesanne 20.4. (K) Leidke raadiumi massi muutumise seadus soltuvalt ajast, kui
ajamomendil ¢t = 0 on raadiumi mass mg.

Olgu ajamomendil ¢ raadiumi mass m, ajamomendil ¢t + At vastavalt m + Am.

m
Ajavahemikus At lagunenud raadiumi mass on Am. Suhe —— on keskmine raadiumi lagunemis-

At
kiirus. Selle suhte piirvaartus

m 27 _ dm
At—>0 At dt

on raadiumi lagunemise kiirus ajamomendil . Radioaktiivse aine lagunemise seadus iitleb, et
lagunemise kiirus on vordeline (veel lagunemata) aine hulgaga m.
Lahendage raadiumi lagunemisele vastav diferentsiaalvorrand

dm
g
dt s

kus k > 0 on vordetegur. Miinusmaérk naitab, et aja kasvades raadiumi mass kahaneb.

Ulesanne 20.5. (F) Leidke, palju jdidb soola 1000 liitrises mahutis olevasse soolvee
lahusesse 40 minuti parast.

Olgu algselt soola soolalahuses 50 kilogrammi. Lahusele lisatakse konstantse kiirusega 10 liitrit
minutis soolvett, mis sisaldab 10 grammi soola liitri vee kohta.

Samal ajal voolab lahus ka mahutist vélja kiirusega 10 liitrit minutis, lahus segatakse mahutis ja
lahuse hulk mahutis on piisivalt 1000 liitrit. Olgu o‘(cs)itav soola kogus kilogrammides ajahetkel ¢
z(t

1000
Lahendatav diferentsiaalvorrand ja algtingimus on kujul

tahistatud xz(t), siis soola on ajahetkel ¢ mahutis kilogrammi liitri kohta.

dx 1 10z
@ 10 1000 (0 =50
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20.3. Lineaarsed diferentsiaalvorrandid

20.3 Lineaarsed diferentsiaalvorrandid

{Deﬁnitsioon 20.3}

Lineaarseks esimest jarku diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vorrandit, mis on lineaarne
otsitava funktsiooni y ja selle tuletise y' suhtes.

~N

Hariliku esimest jarku lineaarse diferentsiaalvorrandi ildkujuks on

po(@)y' + pi(x)y = f(x),

kus po,p1 ja f on antud funktsioonid ning lahend y = y(x) on otsitav.
Lineaarse diferentsiaalvérrandi kujul y' + p(x)y = f(x) tldlahend avaldub valemiga

y=e" fp(“)d”(/f(x)efp(’”)dxdm + C).

Konstandi varieerimise meetod (Lagrange’i meetod): lahend on kujul y = y;, + y.
a) Lahendame vastava homogeense vorrandi

Y +p@)y =0,
vorrandi konkreetse lahendi leidmiseks asendame saadud tildlahendis
yp = Ce— Jp@)dz
integreerimiskonstandi C' uue otsitava funktsiooniga C(z)
Yy = C(z)e  P@)d=

b) Leiame tuletise funktsioonist y., arvestades, et C(z) soltub argumendist = (korrutise tuletis)
¢) Asendame esialgsesse vorrandisse y. ja y., leiame otsitava C(x).
G J

Ulesanne 20.6. Leidke antud lineaarse diferentsiaalvorrandi iildlahend (erilahend).

(ad) y—-—y=ax-1 (8) Yy coszx+ysinz =1

(b) 2y +y = 322 (h) y=2(y —xcosx)

(c) 2%/ +ay=—1 () o + 2zy = 2ze ™

(d) z(nlz)y —yhl|z| =2 () (zy+e")de = zdy

(e) ¥ +ycosx = e Sin2 (k) ¢ +ycosx =cosz, y(0) =1
(f) v —ycotx =2xsinx (1) z(lnz)y +y=2Inz, y(e) =0

Ulesanne 20.7. (F) Leidke voolutugevuse I = I (t) avaldis jirjestikuses vooluahelas,
millesse on liilitatud vooluallikas elektromotoorse jouga FE(t), takistus R ja indukt-
sioonipool induktiivsusega L.

Ajamomendil ¢ on pingelangus takistusel RI(t) ja induktsioonipoolil LI’(t), me eeldame, et voo-
luahel suleti ajamomendil ¢ = 0. Kasutades Kirchhoffi seadust saame

LI'(t) + RI(t) = E(t).

Lahendage vorrand vahelduvvoolu allika korral, mille elektromotoorne joud E(t) avaldub kujul
asin(wt).
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Praktikum 21

Homogeensed diferentsiaalvorrandid
Murdlineaarset funktsiooni sisaldavad diferentsiaalvorrandid

21.1 Homogeensed funktsiooonid

,{Deﬁm’tsioon 21.1}

~\
Olgu D mingi piirkond xy-tasandil, mis koos iga punktiga (x,y) € D sisaldab ka kiire (tz,ty),t > 0.
Piirkonnas D mddratud funktsiooni f(x,y) nimetatakse k-astme homogeenseks funktsiooniks,
kui iga (x,y) € D ja iga t > 0 korral kehtib vordus
f(ta,ty) = t* f(x,y),
kus k on reaalarv.
4 J
Ulesanne 21.1. Leidke jargmiste funktsioonide jaoks homogeensuse aste k.
r+y — 72 2 _
(a) f(z,y) = () z=a"+y" —ay
Yy—x
() z=a*y—y
T
(b) z=+/2*+y?log— z+y
Yy (e) z= Py
21.2 Homogeensed diferentsiaalvorrandid
,{Deﬁnitsioon 21.2} N

Homogeenseks esimest jirku diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vorrandit y' = f(x,y), kui f on
0-astme homogeenne funktsioon:

fta,ty) = f(z,y),t > 0.

Homogeenne diferentsiaalvorrand taandub eralduvate muutujatega vorrandiks muutujavahetusega

d d
—sy s lwss=als), P —sral.

¥
%
Homogeenseks diferentsiaalvorrandiks taandub vorrand kujul P(z, y)dz+Q(z, y)dy = 0, kus P(z,y)
ja Q(x,y) on sama astme homogeensed funktsioonid. Selleks tuleb vorrandit ldbi jagada argumendi

x sellise astmega x®, kus a on vordne vorrandis oleva argumendi y korgeima astmenéitajaga.

Ulesanne 21.2. Leidke antud homogeense diferentsiaalvorrandi iildlahend. Naidake,
et vorrand on homogeenne.

2
(a) y(z —y)de = 2>dy e W_¥V ¥,
b p =0 dr 22 =z
(b) (z+y)de+ (y—a)dy = € - 2
(c) ayy =a?+y° YTy
d d
(d) y2+x2—y:x &

dzr Y dzr



21.3. Homogeenseteks diferentsiaalvorranditeks taanduvad vorrandid

Ulesanne 21.3. (F) Paikesekiirte koondamise iilesanne. Leidke, millise kujuga peegel
peegeldab paralleelsed kiired iihte punkti.

Tegemist on péordpinnaga, mille telg on paralleelsete kiirte sihiline. Valime koordinaatteljestiku
nii, et kiired tuleksid z telje suunast ja ning peegelduksid koordinaatide algusesse. Leidke joon y =
y(t), mille poorlemisel imber z telje tekib konealune po6rdpind, kui vastav diferentsiaalvorrand

on kujul
r_ Y

NZZE Y

21.3 Homogeenseteks diferentsiaalvorranditeks taanduvad vor-
randid

Diferentsiaalvorrand, mis sisaldab murdlineaarset avaldist, on kujul

Iy <a1m+a2y+a3>
y bll‘+b2y+b3 ’

Kui a3 = b3 = 0, siis on tegemist homogeense vorrandiga.
Vorrand teisendub homogeenseks diferentsiaalvorrandiks, kui determinant

ai

D= bl Zz = albg — b1a2 75 0.

Muutujavahetus on jargmine:
r=X4+uy=Y +w.

Muutujavahetuses sisalduvad arvud w ja v tuleb méérata nii, et uutele muutujatele X ja Y iile min-
nes on vabaliikmed saadavas murdlineaarses avaldises vordsed nulliga. Selleks lahendame lineaarse
vorrandisiisteemi u ja v suhtes:

au+asv+ag = 0,

biu+byv+by =

Kui D = 0, siis muutujavahetusega z = a1x + asy teisendub vorrand eralduvate muutujatega

diferentsiaalvorrandiks.
\ J

Ulesanne 21.4. Lahendage antud homogeenseteks diferentsiaalvorranditeks teisen-
duvad vorrandid.

(a) (z4+y+ldz—(x—1)dy=0 (¢) (z+2y+1)de— (2x+4y+3)dy =0

(b) (y+2)dz = 2z +y —4)dy (d) (z+2y+ 1)de — (20— 3)dy = 0

Ulesanne 21.5. Lahendage antud homogeenseks diferentsiaalvorrandiks teisenduv
vorrand

By — Tz + 7)dx — (3x — Ty — 3)dy = 0.

Ulesanne 21.6. Lahendage antud homogeenseks diferentsiaalvorrandiks teisenduv
vorrand

(y,+1)ln<y+x> _ Yyt

T+ 3 x+3
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Praktikum 22

Bernoulli diferentsiaalvorrandid
Eksaktsed diferentsiaalvorrandid
Numbrilised meetodid

22.1 Bernoulli diferentsiaalvorrandid

,{Deﬁnitsioon 22.1}

N
Bernoulli diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vorrandit kujul
dy a
- )y = q(z)y®,
o Tp)y =alx)y
kus p ja q on teadaolevad argumendi x funktsioonid ja a on mingi reaalarv.
Eeldame, et a # 0 ja a # 1 (sest vastasel juhul on tegemist lineaarse vorrandiga).
\ J
e D
Bernoulli vorrand on teisendatav lineaarseks vorrandiks muutujavahetusega
z=y'"% Z=(1—-a)y %
Enne muutujavahetust korrutame vorrandit teguriga y—.
G J

Ulesanne 22.1. Leidke antud Bernoulli diferentsiaalvérrandi iildlahend. Naidake, et
vorrand on Bernoulli vorrand.

(a) y — y_ L (e) zy —222/y =4y
x
(£) ¥ =(y+y*)cosx
(b) 3y +y°=1
(g) v =y*cos®z+ytanz
(h) zy’dy = (2* +y°)da

(@) (@+D +y°) =~y (i) zydy = (v* + x)dx

22.2 Eksaktsed diferentsiaalvorrandid

,{Deﬁnitsioon 222}

Diferentsiaalvorrandit

M (z,y)dx + N(z,y)dy =0

nimetatakse eksaktseks ehk tdisdiferentsiaalseks vorrandiks, kui leidub kahe muutuja funktsioon
u=u(x,y) nii, et vorrandi vasak pool on vérdne selle funktsiooni taisdiferentsiaaliga:

M(z,y)dz + N(z,y)dy = du = —dx + ——dy.

Vorrandi eksaktsuseks piirkonnas D on tarvilik ja piisav, et iga (xz,y) € D korral kehtiks

vordus
oM  ON

Py o




22.3. Diferentsiaalvorrandite lahendamine ligikaudselt

Funktsiooni u leiame jérgmise siisteemi abil:

ou ou

%— ,@:N

Ulesanne 22.2. Leidke antud eksaktse diferentsiaalvérrandi iildlahend. Naidake, et

vorrand on eksaktne.

9 B _ —ydx — xdy
(a) (z*+y)dz+ (x —2y)dy =0 (g) zdxr+ydy = 25
_ 922 _ _ =
(b) (y—3z)dx — (4y — z)dy =0 (h) x(y2 +1)da + (x2y+2y3)dy -0
() W —a) =y 2 1 322
0 G+ (G- )=

2 i) 1 22

@ (e e (2 Yo N

S y (z—y)? G) <1+ey>dx+ey<1—x) dy =

y

e) 2(3zy® +223)dx + 3(22%y +y?)dy =0
(e) 2(3zy ) (22°y + y*)dy () eV dn = (29 + 2e-v) dy

xdx + 2z + y)dy
f =0
®) (z +y)? O] (x 72 _1) dw—%dyzo

r2— 2

22.3 Diferentsiaalvorrandite lahendamine ligikaudselt

r 1
Vaatleme esimest jarku diferentsiaalvorrandit ' = f(z,y) koos algtingimusega y(zg) = yo.
Otsitavaks on siin funktsioon y = y(z), mille puhul on vaja see leida 16igus [z, ].

Euleri meetodi arvutuseeskiri:

. b—x
Yi =Yi—1 + f(xi—layi—l)ha i=1,...,m, kus h = 70

n
\ J

e D
Runge-Kutta 4. jirku meetodi arvutuseeskiri:

h .
yi:yi—1+6(k1+2k2+2k3+k4)75Zzla"'vna

h

h
k1 = f(miz1,yi—1), ke = f(ziz1 + §7yi—1 + 5161),

h h
ks = f(xi—1 + 7 Yi—1 + §k2)7 ka = f(xi—1 + h,yi—1 + hks).

\ J

Ulesanne 22.3. Leidke Euleri meetodi abil diferentsiaalvorrandi lahendi lihisviir-
tused argumendi vaartustel x; = z9 + 0.14, kusi=1,2,3.

Yy Yy—
a ! = ) 1 = 1 d / = = 1
(@) v'=".v1) (d) vy y+x,y(0)
(b) ¥ =1+a+y% y(0)=1

Yy
(¢) ¥ =2"+y% y(0)=0 (€) v'=y*+_, y(2) =4
Ulesanne 22.4. Leidke Runge-Kutta 4. jarku meetodi abil diferentsiaalvorrandi
Y =1+a2"+4% y(1) =0

lahendi ldhisvairtused argumendi vaartustel x; = zg + 0.1i, kus i=1,2,3.

o1



Praktikum 23

Teist jarku diferentsiaalvorrandid

23.1 Teist jarku diferentsiaalvorrandite lahendamine vorrandi

jargu alandamise teel

1. Diferentsiaalvorrand kujul ¢y’ = f(z).
Antud juhul saab vorrandi lahendada kaks korda jérjest integreerides. Arvestame, et

p_dy _d (dy
4 dz?2 dx \dx )’

y = /f(x)dw—i—Cl.

Lahendi y saamiseks integreerime teist korda.
\ J

Siis

f 2
2. Diferentsiaalvorrand kujul F(z,y’,y") = 0.
Vorrandi jarku saab alandada muutujavahetusega

Asendades saadud diferentsiaalvorrandi lahendi w vorrandisse ¥y’ = u, saame diferentsiaalvorrandi,

mille lahend on y.
\ J

Ulesanne 23.1. Lahendage diferentsiaalvorrandid kaks korda jarjest integreerides.

(a) @y =1 @ ¥+ @+ P =(@-1)7
(b) cos*(z)y” =1 (€) 4y = de® + 3252
(c) ay’=1+2a (f) ¥ =In(x)

Ulesanne 23.2. Lahendage diferentsiaalvorrandid jirgu alandamise teel.

(a) (z—1y" =y (f) 2y’ =(1+22%)y
(b) 2% +ay =1 (8) =y’ =y +2°

() (% +1)y" = 2xy (h) ' = xn(z)y"
(d) =y’ =v (1) zy" =y In <Z;,>

(e) ry’ = —y G) 2,1 (y/)2



23.2. Konstantsete kordajatega lineaarsed homogeensed diferentsiaalvorrandid

23.2 Konstantsete kordajatega lineaarsed homogeensed diferent-

siaalvorrandid
,{Deﬁnitsioon 23.1} N
Konstantsete kordajatega lineaarseks homogeenseks teist jarku diferentsiaalvorrandiks
nimetatakse vorrandit kujul
y" +ay + by =0, (23.1)
kus a,b on konstandid.
. J
e "
Kui y; ja y2 on lineaarselt s6ltumatud vorrandi (23.1) lahendid, siis on
y = Cry1 + Coyo
antud vorrandi (23.1) tildlahendiks.
Kaht funktsiooni y; ja y2 nimetatakse lineaarselt soltumatuteks nende méaramispiirkonnas X, kui
Chy1(x) + Coya(x) = 0,z € X, kehtib vaid C; = Cy = 0 korral.

\ J
r \
Diferentsiaalvorrandi (23.1) lahendite leidmisel tuleb vaadelda kolme juhtu vastavalt karakterist-

liku vorrandi

k*+ak+b=0 (23.2)
lahenditele:
1) reaalsete ja omavahel erinevate k1, ks korral on vorrandi (23.1) tildlahend

Yy = C’leklgc + Cgekzx
2) vordsete karakteristliku vorrandi lahendite k1 = k = —§ korral on vorrandi (23.1) iildlahend
y=(Cy + ng)ek”c =(C1 + C’gx)efgx
3) imaginaarsete karakteristliku vorrandi lahendite k1 o = a4 37 korral on vorrandi (23.1) iildlahend
1
y = e**(Cy cos fx + Coysin fz),a = — g,ﬂ = 5\/4b —a?.
\ J

Ulesanne 23.3. Lahendage teist jarku konstantsete kordajatega lineaarsed homo-
geensed diferentsiaalvorrandid.

(@) ¥v'+y =2 (h) 2y" 43y =2y

(b) y" =2y () ¥ +3y +5y=0
() v =4y =5y @) ¥ +9%=0

(d) ¥"+4y=0 (k) "+ 7y +17y =0
(@) v'=2/~y () y"+4y' 5y =0,

() v' =7y =0 y(—-1) =0, y'(-1) =1

(g) 3y" =5y, y(0)=2, y'(0) = (m) o =203y —5y), y(0) =1, y'(0) =4

wlot
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Praktikum 24

Teist jarku konstantsete kordajatega lineaarsed
diferentsiaalvorrandid

{Deﬁnitsioon 24. 1}

N
Konstantsete kordajatega lineaarne mittehomogeenne teist jirku diferentsiaalvorrand
on vorrand kujul
y" +ay +by = f(x), (24.1)
kus a,b on konstandid ja vabaliige f on argumendi x funktsioon.
. J
e )
Vérrandi (24.1) tildlahend on esitatav kujul y = yp, +ys, kus yp, on vastava homogeense vorrandi
y"+ay’+by = 0 iildlahend ja y. on mittehomogeense vorrandi (24.1) iiks konkreetne lahend.
\ J
-
Madramata kordajate meetod konkreetse lahendi y,. leidmiseks
y' +ay' +by = f(z), (1)
k*+ak+b=0 (2)
(1) vabaliikme f(z) kuju Vorrandi (2) lahendid (1) lahendi y, kuju
— m m—1
@m(z) = Qo™ + @1 to Arv 0 ei ole (2) lahend Ry (z) = roz™ + ma™ 1 + .+
Arv 0 on (2) lahend xRy, ()
e Qm (x) (a on reaalarv) Arv « ei ole (2) lahend e**R,, (.’E)
Arv a on (2) lahend xe®® Ry, ()
Arv a on 2-kordne (2) la- | 22e**R,, ()
hend
€ Q. () cos Bz
Vol Arvu.d a£if3 ei ole (2) la- eo‘x[Rm(x) cos Bz + Ry (2) sin ﬁx} ,
e Q () sin Sz hendid ﬁm (x) =Fox™ + 1™ L+ ... + Ty
(o ja B on reaalarvud) Arvud a+if on (2) lahen- xeo“”[Rm(x) cos Bz + Ry, () sin Bx}
did
Arvud a=%if on 2-kordsed xQeaz[Rm (2) cos Bz + Ry (z) sin 539}
(2) lahendid
\

Ulesanne 24.1. Lahendage jargmised teist jirku konstantsete kordajatega lineaarsed
mittehomogeensed diferentsiaalvorrandid, kus f(z) = Q. ().

(&) v"+y' =3 (e) ¢+ =32
(b) ¥ +4y +3y==x (f) vy +y =83 + 2422 — 10z
() v -1 +12y=x (g) v'—3y +922+6x—13=0

(d) ¥y +4y=2x+3 (h) v —4y —5y=2%+1



Ulesanne 24.2. Lahendage jirgmised teist jarku konstantsete kordajatega lineaarsed
mittehomogeensed diferentsiaalvorrandid, kus f(z) = e**Q, ().

(a) y”—|—3y/+2y:66_5x (C) y”—|—2y’—|—y:3e_x

"o — 2x
(b) Y Y 2y = 4e (d) y// —y = 4e”

Ulesanne 24.3. Lahendage jargmised teist jarku konstantsete kordajatega lineaar-
sed mittehomogeensed diferentsiaalvorrandid, kus f(z) = e**Q,(z) cos fx voi f(z) =

e Qm(z) sin fx.
(a) ¢y =Ty + 6y =sinz (d) v+ 9y =sin3zx
(b) v'—4y —y=sinx (e) ¥v'+y=4sinz
(c) v +vy —2y=8sin2z

Ulesanne 24.4. Lahendage jargmised teist jarku konstantsete kordajatega lineaarsed
mittehomogeensed diferentsiaalvorrandid.

(a) y¥" =2y —3y=23—4de” (d) ¥ -y =e"+z
(b) ¥ +y=dxe” (e) y'+9y=(2?+1)e*
(¢) ¥ +y=u=xsinz (F) v'+4y +3y=u+e*

Ulesanne 24.5. Leidke Cauchy iilesande
Y
y'-y+3=0 y0)=2 ¢(0)=5b
lahend y.
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Praktikum 25

Teist jarku lineaarsed diferentsiaalvorrandid

25.1 Lineaarsed homogeensed diferentsiaalvorrandid

,{Deﬁnitsioon 25.1}

\.

Lineaarne homogeenne teist jarku diferentsiaalvorrand on vorrand kujul

Y +pi(x)y + p2(x)y =0,

kus p1,p2 on antud funktsioonid.

e )

Kui on teada teist jirku lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi

y" +pi()y +p2(2)y =0
iiks lahend y; # 0, siis saab antud diferentsiaalvorrandi alandada esimest jarku diferentsiaalvorran-
diks Liouville-Ostrogradski valemi abil:
i) ol EOE @ [y
y1(x)ys(z) — y1(x)y2(x) =€ , yo(x) = y1(x ——————du.
? ' (y1(2))?

\ J

Ulesanne 25.1. Lahendage jargmised teist jirku lineaarsed homogeensed diferent-

siaalvorrandid, kasutades Liouville-Ostrogradski valemit.

()

(b)
(c)
(d)
(e)

(f)

(g)

2 sin(x
v +=y +y=0,y = ()
X X
eI
zy" + 2y —xy =0, y=—

y" —2(1 +tan?(z))y = 0, y; = tan(x)

(e*+1)y" =2y —e*y=0, y1 =e* —1

y" + o tan(z) — ycos?(z) = 0, 1

eSin(z)

y" 4y (tan(z) —2 cot(z))+2y cot?(x)
0, y1 = sin(x)

2%y = 2zy + (3% +2)y = 0, 1
x cos(2x)

(h)
(i)
§)
(k)
O

(m)

(n)

(o)

n 2y
cos?(x)

=0, y; = tan(x)
2z +1)y" +4ay —4y =0
z(x=1)y" —ay' +y=0
22y " In(z) — 2y +y =0

2y — 2+ 1)y +2y=0

(22 +1)y" -2y =0

(@ +1)y" +ay —y=0

zy" —(x+ 1)y —2(x-1)y=0



25.2. Lineaarsed mittehomogeensed diferentsiaalvorrandid

25.2 Lineaarsed mittehomogeensed diferentsiaalvorrandid

{Deﬁnitsioon 25.2}

N\
Lineaarne teist jirku mittehomogeenne diferentsiaalvorrand on vérrand kujul
y" +pi()y +p2(2)y = f(2),
kus p1,p2 ja f on antud funktsioonid.

4 J
e )
Kui on teada vorrandile vastava homogeense vorrandi y” + p1(z)y’ + p2(x)y = 0 iildlahend
yn = Cry1(z) + Coya(x) ja mittehomogeense vorrandi iiks konkreetne lahend y., siis mitte-

homogeense vorrandi iildlahend y avaldub kujul
Y = Yn + Yx = Y + C1y1(x) + C2y2(2).
\ J
r y
Konstantide varieerimise meetodiga otsime lahendit kujul
y«(z) = Cr(2)y1(2) + C2(2)y2(2),
kus otsitavad funktsioonid C(z) ja Ca(x) leiame siisteemist
{ C1(@)y1(x) + Co(@)y2(x) = 0,
Cr(@)yi(x) + Co(@)ys(x) = f()
\ J

Ulesanne 25.2. Lahendage jargmised teist jirku lineaarsed mittehomogeensed dife-
rentsiaalvorrandid.

(@) o' +y+ey=c p=cose™) () ay’ - (1+2e%)y = date”
(b) v —y +e¥y = ze2® — 1, y; = sin(e?) (f) v —2y tan(z) =1

2 1 sin(x (g) (1—z)y' +xy —y=2x—-1)2%"* 0<
() ¢vV'+=y+y=-,n= )

T x T r<l1

(d) 2%y’ —ay =3y =5z", y = l, x>0 (h) 2%y —a(@+2)y +(x+2)y = 22°, x>
X

0

o7



Praktikum 26

Korgemat jarku diferentsiaalvorrandid
Harilike diferentsiaalvorrandite siisteemid

26.1 Korgemat jarku diferentsiaalvorrandite lahendamine

Definitsioon 26’.1}

Vérrandit

F(x7 y? y/) A '7y(n)) = 07

kus F on antud n+ 2 muutuja funktsioon, nimetatakse n-jarku harilikuks diferentsiaalvorran-
diks.

Diferentsiaalvorrandit kujul
y™ = f(z)

saab lahendada vorrandi molema poole korduva integreerimise teel. Integreerides vorrandi molemat
poolt, saame

y(n=1 — /f(a?)dx+01

ja analoogiliselt n — 1 korda jéatkates jouame otsitava lahendini y.
\ J

Diferentsiaalvorrandis
F(x7 y(k)ﬂ y(k-‘rl)? A 7y(n)) = 07

saab jarku alandada muutujavahetusega

o =

lugedes z muutuja x funktsiooniks z = z(x).
Uue otsitava funktsiooni suhtes on saadud diferentsiaalvorrand n — k-jarku kujul

F(z,2,2,...,20%)) = 0.

Ulesanne 26.1. Lahendage jiargnevad diferentsiaalvorrandid.

(a) ¢y 4+ cosx=0 (e) zy® =qyW
(b) x3y/// -9 (f) y/// — (y//)2
(c) y¥W =cosx (g) v"=2(y"—1)cotx

(d) 2y/// + (y//)B — 0 (h) Iy/// — yll _ my//



26.2. Lineaarsed konstantsete kordajatega n-jirku diferentsiaalvorrandid

26.2 Lineaarsed konstantsete kordajatega n-jarku diferentsiaal-
vorrandid

Lineaarse homogeense konstantsete kordajatega n-jirku diferentsiaalvorrandi tildkuju
on

Y™ 4y Y 4 4 an_1y + any =0, (26.1)

kus aq,...,a, on konstandid ja y
karakteristliku vorrandi

y(x) otsitav funktsioon. Vorrandi lahendamiseks leitakse

K4+ a k" +...+ap1k+a,=0

lahendid, karakteristlikud vaartused ki,...,k,. Paarikaupa erinevate karakteristlikute véartuste
korral on vorrandi iildlahendiks

y=C1e® + .. 4+ Cefre.

Lineaarse konstantsete kordajatega n-jirku diferentsiaalvorrandi iildkuju on
y™ + a1y 4 4 an1y + any = f(2), (26.2)

kus aq,...,a, on konstandid, f antud vabaliige ja y = y(z) otsitav funktsioon.
Vorrandi iildlahend avaldub kujul

y=Ciy1 + ...+ Cryn + yu.

Konstantide varieerimise meetodiga otsitakse lahendit y, kujul

y«(z) = Cr(2)y1(2) + . .. + Cn(2)yn(2)-

Funktsioonid C4(z),...,Cy(z) lelame stisteemist
Ci(@)yi (@) + ... + Cp(2)yn(z) = 0,
Cr@)yr(x) + ... + O (2)yp(x) = 0,

Ulesanne 26.2. Lahendage jargnevad lineaarsed konstantsete kordajatega diferent-
siaalvorrandid.

(a) ¥y"—-8y=0 (d) y® —y@ =ze* — 1

() yW—y=0 z—1

(e) y/// + yll — x2

m__a.n I
(c) y 3y +3y —y=0 (f) y" —y = 2sinz
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PEATUKK 26. KORGEMAT JARKU DIFERENTSIAALVORRANDID. HARILIKE
DIFERENTSIAALVORRANDITE SUSTEEMID

26.3 Harilike diferentsiaalvorrandite stisteemid

{Deﬁnitsioon 26’.2} N

Normaalkujuliseks stisteemiks nimetatakse diferentsiaalvorrandite ststeemi, kus vorrandite va-
sakuteks poolteks on otsitavate funktsioonide esimest jirku tuletised, paremad pooled aga tuletisi ei

sisalda: J
% = fl (1’7917 7yn)a
........................... (26.3)
dyn
dl’ - fn(x7y1"'ayn)7

kus fr(z,y1,...,yn) on antud funktsioonid ja yr = yi(x) on otsitavad funktsioonid, k =1,2,... n.

Arvu n nimetatakse stisteemi jarguks.
. J

{Deﬁnitsioon 26’.3} N

Normaalkujulise stiisteemi (26.3) lahendiks vahemikus (a,b) nimetatakse kogumit diferentsee-

ruvatest funktsioonidest y1 = y1(x),...,yn = yn(x), mis rahuldavad sisteemi (26.3) igat vorrandit

iga x € (a,b) korral.
\ J

Ulesanne 26.3. Naiidake, et antud funktsioonide siisteem on antud diferentsiaalvor-
randite siisteemi lahendiks.

1 / 2
S y = 2xy°,
(a) y fL’Q, {

, Z
=——1.

z=—xlnz, z T

_ /I _ -y

y*a’% y*e I

b

(b) {z:2ex, {2’2269.
1

I
y:x+e_x7 y=1—-
(c) . 1°
z=e", o — )
y—x

Ulesanne 26.4. Lahendage diferentsiaalvorrandite siisteemid.

! r_ 2

@) v=2z="y (@) y=22="
(b) y/:Z+1a2,:y+1 2x z
(e) v = =yt — =
1 1 1+ 2 T

() ¥y=1--,2= T T

R () =L =t

z Yy
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Praktikum 27

Harilike diferentsiaalvorrandite siisteemid
Osatuletistega diferentsiaalvorrandid

27.1 Harilike diferentsiaalvorrandite suisteemid

Ulesanne 27.1. Lahendage diferentsiaalvorrandite siisteemid.

2 dz d dz
Y : _ Yy _ _
(a) y/:Z_x7Z,:y+]. (1) E—2$_y+27£—2y—275—2
(b) ¥ =2y, 2 = (z— )™ g, W
o v o @) o =-9% =2
c) y=142z"",2"==2
dx dy
K) — =y+t, —=x—t
(d) ¥ =y+z 2 =-5bz (k) a vty T
(e) 4y —2 +3y=sinz, y + 2= cosz 1) %+3x+4y=0,%+2$+5y:0,
dx dy dz
f)y —= - = - =
) G=vrs g -rtsn g =ty 2(0) = 1, y(0) = 4
dz dy dz dr d
_— = — _— = _— = — y
(&) oy =2-y =2 =20 (m) — =a+5y, — =—w—3y,
dx dy dz
T T A z(0) = =2, y(0) = 1

Ulesanne 27.2. Lahendage diferentsiaalvorrandite siisteemid integreeruvate kombi-
natsioonide leidmise teel.

(a) o =y?>+22 2 =2z () etdﬁzl et@:1
) o 5 ) y . y —dt «x
Yy = y &=
CR R e . 2
(@ y=L =2 ® & T n 1
z Yy
d P dy 2?2 —1
T Y Y x = 2 2
d) = = -7 = dt  2y(x®—y*—1
(d) — il iy y(@? —y* —1)
d d dx 1 dy 1
(e) d—j:sinxcosy,d—z:cosxsiny (h) Ezl—g,*t:x_t



PEATUKK 27. HARILIKE DIFERENTSIAALVORRANDITE SUSTEEMID.
OSATULETISTEGA DIFERENTSIAALVORRANDID

27.2 Osatuletistega diferentsiaalvorrandid

{Deﬁnitsioon 217. 1}

~\
Vorrandit, mis seob otsitavat mitme muutuja funktsiooni tema osatuletistega ja soltumatute muutu-
jatega, nimetatakse osatuletistega diferentsiaalvorrandiks.

4 J

r 1

Kahe muutuja x ja y korral on esimest jarku osatuletistega diferentsiaalvorrandi tildkujuks

ou ou
"Ox’ Oy

F (x,y,u

Osatuletistega diferentsiaalvorrandi lahendiks nimetatakse sellist funktsiooni u(z,y), mis sellesse
vorrandisse asetatuna muudab vorrandi samasuseks.

Geomeetriliselt vastab vorrandile u = u(z, y) pind ruumis, seda pinda nimetatakse integraalpinnaks.
Teist jarku osatuletistega diferentsiaalvorrand on kujul

ooy 00 00 B Oy B
o Yoz’ Oy’ 0x2’ Oy?’ dxdy )

Ulesanne 27.3. Niidake, et u(z,t) = 322 — 2zat + 302t? on lahendiks lainevérrandile

0%u 1 9%u

0122 a2 o2’

Ulesanne 27.4. Niidake, et u(z,t) = asin(bz) cos(abt)

2 1 92
(i) on lahendiks lainevorrandile % = @%’
(ii) omab kuju u(z, t) = F(z + vt) + G(x — vt).

r )
Cauchy ilesanne osatuletistega diferentsiaalvorrandi jaoks: otsitava erilahendi jaoks on vaja teada
ruumilist koverat, millest vastav integraalpind 1abi ldheb.

Algtingimused on kujul
u(@,yo) = f(x), ulzo,y) =g(y).
\ J

Ulesanne 27.5. Lahendage osatuletistega diferentsiaalvorrandite Cauchy iilesanded.

ou ou
(a) xa—y+u:0, u(z, 1) = 22 (c) 33%:?47 u(l,y) = y?
Ju 2 2 (d) x%—o U l =
(b) %:xy,uzl,x +y =1 o y?y =y
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Praktikum 28

Lineaarsed osatuletistega diferentsiaalvorrandid

Kui otsitavaks funktsiooniks on kahe muutuja funktsioon u = u(z, y), siis lineaarne homogeenne
osatuletistega diferentsiaalvorrand on kujul

ou ou
p(z,y) 5 +a(=, y)% =0. (28.1)

Vorrandi (28.1) lahendamiseks tuleb lahendada harilik diferentsiaalvorrand kujul

d d
AN (28.2)
p(z,y)  qlz,y)
Osatuletistega vorrandi (28.1) lahend avaldub kujul
u=f(P(z,y)),
kus % on hariliku diferentsiaalvorrandi (28.2) lahend kujul ¥(z,y) = C.
\ J
r )y

Kui otsitavaks funktsiooniks on kahe muutuja funktsioon v = u(z,y), siis lineaarne osatuletis-
tega diferentsiaalvorrand on vorrand kujul

ou ou
— — = . 28.3
p(z,y) 7 T q(z,y) 3y r(z,y) (28.3)
Vérrandi (28.3) kordajad ja vabaliige soltuvad ainult sdltumatutest muutujatest x ja y.

Vorrandi (28.3) lahendamiseks tuleb lahendada harilike diferentsiaalvorrandie siisteem kujul

de _ dy _ du
p(z,y)  qlzy)  r(zy) (28.4)

Osatuletistega vorrandi (28.3) lahend avaldub kujul

u= f(1(z,y),¥2(z,9)),

kus 11, 19 on harilike diferentsiaalvorrandite siisteemi (28.4) soltumatud lahendid kujul ¢ (z, y) =
C1, Y2 (z,y) = Cs.

Ulesanne 28.1. Lahendage osatuletistega diferentsiaalvorrandid, otsitavateks funkt-
sioonideks on u = u(zx,y).

ou  Ou ou ou 9
(a) y%—xa—y (d) Qx%Jr(y—:c)a—y—m =0
ou Ou  ,0u
(b) yg =u () zy5, —27g, =
U ou ou
(c) yaf+$afy—xfy (f) y87+x67:x2+y2



Kordamine kontrolltooks nr.

3

28.1 Ulesanded kordamiseks

Ulesanne 28.2. Leidke homogeense diferentsiaalvorrandi

y2

' =y - —

iildlahend. Niidake, et diferentsiaalvorrand on homogeenne.

Ulesanne 28.3. Leidke eksaktse diferentsiaalvorrandi
(y° — x)dy = ydx

iildlahend. Niidake, et vorrand on eksaktne.

Ulesanne 28.4. Leidke teist jarku lineaarse diferentsiaalvorrandi iildlahend

Y — 3y + 2y = 3e22.

Ulesanne 28.5. Leidke teist jarku lineaarse diferentsiaalvorrandi iildlahend

v+ 3y = 922 — 81.

Ulesanne 28.6. Lahendage diferentsiaalvorrand jargu alandamise teel

y W=y

Ulesanne 28.7. Leidke jargmise kolmandat jirku lineaarse diferentsiaalvorrandi iild-

lahend

" / .
Yy —y =2sinx.

Ulesanne 28.8. Niidake, et funktsioonide siisteem

y=x+e *, z=¢€"

on lahendiks harilike diferentsiaalvorrandite siisteemile
y/ =1- 2_17
7= (y—az)

Ulesanne 28.9. Leidke diferentsiaalvorrandite siisteemi

{ y = 2x+2

2= 2?2 — 2"

iildlahend, kus otsitavateks funktsioonideks on y = y(z) ja z = z(z).



28.1. Ulesanded kordamiseks

Ulesanne 28.10. Lahendage diferentsiaalvorrandite siisteem

y' = z—15sin4x,
Z/: 3_y7

kus otsitavateks funktsioonideks on y = y(z) ja z = z(z).

Ulesanne 28.11. Niidake, et funktsioon u(z,y) = 22 + y? on lahendiks osatuletistega
diferentsiaalvorrandile

ou ou 0
xr— —y— =0.
dy You
Ulesanne 28.12. Leidke osatuletistega diferentsiaalvorrandi
el =0
x a9y uy
3

selline lahend w = u(z,y), mis rahuldab tingimust u(x,0) = z°.
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Praktikum 29

Lineaarsed osatuletistega diferentsiaalvorrandid
Eksami naidisiilesanded

29.1 Lineaarsed osatuletistega diferentsiaalvorrandid

Ulesanne 29.1. Lahendage osatuletistega diferentsiaalvorrandid, otsitavateks funkt-
sioonideks on u = u(zx,y).

Ou 8u QO0u

(a) y —l— y8 ux (d) e*— + 3y = ye

ou ou ou ou
b) y— —z— =% — 22 e =
(b) Yor l‘ay y - (e) cos o + cos:ngy COS T COS Y
(c) xuau + u@ =z

oz Y oy
e )

Kui otsitav funktsioon on kolme muutuja funktsioon u = u(z,y, 2), siis lineaarse homogeense
osatuletistega diferentsiaalvorrandi iildkuju on

ou ou ou

Vorrandi (29.1) lahendamiseks tuleb lahendada harilike diferentsiaalvorrandite siisteem kujul

dx dy dz
= = . 29.2
PG dwyE) - W@y s (26.2)

Osatuletistega vorrandi (29.1) iga lahend avaldub kujul

= f(l/)l((t, y,z)a 1/)2(.%, y,z))a

kus 11, ¥ on diferentsiaalvorrandite siisteemi (29.2) soltumatud lahendid kujul ¢4 (z,y,2) =
Cl7¢2(m7yvz) = C(2-

Ulesanne 29.2. Lahendage osatuletistega diferentsiaalvorrandid, otsitavateks funkt-
sioonideks on u = u(x,y, z).

ou ou ou ou ou ou

(a) x%—&-yafy—i—zgzo (c) (:L'—z)%—i-(y— )874_2 5—0
ou ou ou ou z0u
(b) (z—y)%+(3:—z)a—y+(y—a:)%—0 (d) m—+ 8y+§$_0

Ulesanne 29.3. Leidke antud vérrandi selline integraalpind v = u(z,y), mis 1dbib
antud joont.

(a) ng:ng,yzl,u:ZT (d) (1+x)g—+x ?;—O,xzo,u:yQ
ou ou ou B 3
(b) —+(e fy)ay—(),x:(),u:y (e) m%—ya—y—u,yfx,ufx
9, Ou

du , (f) :B* +(y+a’



29.2. Eksami ndidistilesanded

29.2 Eksami naidisulesanded

Ulesanne 29.4. Leidke lineaarse osatuletistega diferentsiaalvorrandi

@4— x@—o
ay " or

(1+97)
selline lahend u = u(z,y), mis rahuldab tingimust u(z,0) = z2.
Kirjutage koik vorrandite (siisteemide) nimetused, mida lahendate.

Ulesanne 29.5. Lahendage lineaarne osatuletistega diferentsiaalvorrand

ou ou
i y_lf =

=¥’ —1 0
9 oy € (z,y > 0),

kus otsitavaks funktsiooniks on u = u(z,y).
Kirjutage koik vorrandite (siisteemide) nimetused, mida lahendate.

Ulesanne 29.6. Lahendage lineaarne osatuletistega diferentsiaalvorrand

( —zez)@—l—ze ou _ Ou _

kus otsitavaks funktsiooniks on u = u(z,y, 2).

Kirjutage koik vorrandite (stisteemide) nimetused, mida lahendate.
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Praktikum 30

Vastused

Praktikum 1

Vastus 1.1. (a) ei (b) ei (c) ei (d) jah (e) jah (f) ei

Vastus 1.2. on
Vastus 1.3. (a) ei (b) ei (c) ei (d) jah (e) jah (f) jah (g) jah (h) ei (i) jah
Vastus 1.4. (a) jah (b) jah (c) ei (d) jah

Vastus 1.5. (a) on (b) ei ole (c¢) on (d) on

Vastus 1.6. (a) on (b) on (c) on (d) ei ole (e) on (f) ei ole (g) on

Praktikum 2

Vastus 2.1. jah

Vastus 2.2. k3 —-2k=0

Vastus 2.3. (k—0)(k—m)(l—m)=0

Vastus 2.4. (a) —ba1 +4az2 +a3 =0 (b) =5f1 +4f2+ f3=0(c) =5z1 +4220+23=0(d) fi+ fo— fz =0

Vastus 2.6. (a) lineaarselt sdltumatu (b) 4(6z + 9) — 3(8z + 12) = 0 (c) lineaarselt sdltumatu (d) 2(4 — z) — 32(2z +

3) 4+ 11(6x + 8) = 0 (e) lineaarselt soltumatu (f) lineaarselt séltumatu (g) lineaarselt sdltumatu (h) lineaarselt séltumatu

Praktikum 3

Vastus 3.1. (a) L(a1,...,a5) = {(x + 2y + z,y + 22,y + 3z, —z + 42): z,y,z € R} (b) L(a1,...,as) = {(z + 2y, 2z +
Y, +2y,y +22): 2,y €R} (c) L(a1,...,a4) = {(z + 2y, 2,2+ y,2x + y): 2,y € R}

Vastus 3.2. (15—3, ,g)

Vastus 3.3. Olgua; = (1,1,1,1),a2 = (0,1,1,1),a3 = (0,0,1,1),a4 = (3,2,1,0) jaas = (1,0,0,0). Siis (a) {a1,a2,a3,a4}

(b) {a1,a2,a3} (c) {a1,a2,a3,a4,a5} (d) {a1,a2,a5}
Vastus 3.4. A koordinaadid on (3,4, —2) ja B koordinaadid on (2,5, 0)

Vastus 3.5. (a) on baas, koordinaadid on (3,7,13) (b) on baas, koordinaadid on (—4, —6,13) (c) on baas, koordinaadid
on (1,1,1)

Vastus 3.6. Suvalise vektori (21, 2, x3) koordinaadid uue baasi suhtes on (—3z1 —8x2 — 53, 221 +5x2 + 33, 1 +z2+23).

Seega vektori (6,2, —7) koordinaadid uue baasi suhtes on (1,1,1).

—27 =71 —-41
Vastus 3.7. (a) Uleminekumaatriks on ( 9 20 9 ) jaa=—139%;1 + 38ez + 24e3, a = €} + e}, +€f
4 12 8

(b) Uleminekumaatriks on ( !

1 l)jaa:061+262,a:e’1+e’2



Praktikum 4

Vastus 4.1, (a) Sp=1- 711, 5=1(b) Sa =1 - 55l S=2 (@ Sa=H -1 (G +:5+:45) 5= 1
2 1

(A) Sn =242, 5 =1 (e) Sn = 2725, S =1 (F) Su = "5, 5 5 00

Vastus 4.2. (a) S1 =1n3, an zln%ﬁ (b) S1=2,an = ﬁ (c) S1 = %, an = ﬁ d)S1=2,an=1

Vastus 4.3. (a) li “2 L 0m) tim 2T L 20 tim = =120 nm (") Zeso

astus 4.o. a n;moo?,nfl —3 n;moo n6+3 = (& n;moo %— n;moo " =e

Vastus 4.4. (a) koondub, S = 22 (b) hajub (c) hajub, cos(nt) = (—=1)" (d) koondub, S = 68542 (e) koondub, S5 = 2
(f) koondub, S = 1%

Vastus 4.5. 10/3 ehk 3.33(3) m.
Vastus 4.6. %

Vastus 4.7. 5/3 ehk 1.66(6)

Praktikum 5

Vastus 5.1. (a) koondub kui geomeetriline rida, S = 3 (b) hajub kui harmooniline rida, « = 1 (c) koondub, kui
geomeetriline rida, S = —%5 (d) hajub, kui geomeetriline rida, ¢ = % > 1 (e) hajub, kui harmooniline rida, o = % <1 (f)
koondub, kui geomeetriline rida, S = 2 (g) hajub, kui harmooniline rida, o = —0.9 < 1 (h) koondub, kui geomeetriline

rida, S = %
Vastus 5.2. (a) koondub (b) hajub (c) hajub (d) koondub (e) hajub (f) koondub

Vastus 5.5. (a) hajub, kuna ekvivalentne harmooniline rida hajub (b) koondub, kuna (reast suurem) geomeetriline
rida teguriga ¢ = 1/4 koondub (c) hajub, kuna ekvivalentne harmooniline rida hajub (d) koondub, kuna ekvivalentne
harmooniline rida astmega o = 2 > 1 koondub (e) hajub, kuna ekvivalentne harmooniline rida hajub (f) hajub, kuna (reast
viiksem) harmooniline rida hajub (g) hajub, kuna ekvivalentne harmooniline rida hajub (h) koondub, kuna (reast suurem)
harmooniline rida astmega o = % > 1 koondub (i) hajub, kuna ekvivalentne harmooniline rida hajub (j) koondub, kuna
néiteks (reast suurem) harmooniline rida astmega o = 2 > 1 koondub (k) koondub, kuna néiteks ekvivalentne harmooniline

rida astmega o = 3 > 1 koondub (1) koondub, kuna ekvivalentne geomeetriline rida teguriga ¢ = 2/5 < 1 koondub

Praktikum 6

Vastus 6.1. (a) D =0 < 1, koondub (b) D =2 > 1, hajub (¢) D = % < 1, koondub (d) D = % < 1, koondub (e)
D =1, tunnus ei t66ta, hajub kui harmooniline rida astmega a = % (f) D= % < 1, koondub (g) D = 1, tunnus ei t6dta,
koondub, kuna ekvivalentne harmooniline rida astmega 2 koondub (h) D = é < 1, koondub (i) D =4 > 1, hajub, (voi siis
naidata, et u, — 00) (j) D =3 > 1, hajub (k) D = % < 1, koondub (1) D =3 > 1, hajub

Vastus 6.2. (a) C =0 < 1, koondub (b) C = % < 1, koondub (¢) C =2 > 1, hajub (d) C = g > 1, hajub (e) C =1,
tunnus ei t66ta, koondub kui harmooniline rida astmega o = 1.5 (f) C' = £ < 1, koondub (g) C = % < 1, koondub (h)
C =2>1, hajub (i) C =0 < 1, koondub (j) C =0 < 1, koondub (k) C =0 < 1, koondub (1) C = % < 1, koondub

Vastus 6.3. (a) koondub (b) koondub (c) koondub (kahanemist on lihtsam néidata lébi funktsiooni tuletise) (d) koondub

(e) tunnus ei t66ta, rida hajub, kuna u, — oo (f) tunnus ei t66ta, rida hajub, kuna u, — 1/2
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PEATUKK 30. VASTUSED

Vastus 6.4. (a) koondub absoluutselt (b) koondub tingimisi (c¢) koondub absoluutselt (d) koondub tingimisi (e) koondub
absoluutselt (f) koondub tingimisi (g) koondub tingimisi (h) koondub tingimisi (siinus tuleks lahti kirjutada korrutiste
summaks) (i) hajub, kuna |un| — 1 (j) koondub absoluutselt (k) hajub, kuna |u,| — 1 (1) hajub, kui a € (—o0, —1)U[1, 00);

koondub tingimisi a = —1 korral; koondub absoluutselt a € (—1,1) korral

Praktikum 7

Vastus 7.1. (a) R=1,A=(-1,1)jaC=(-L1] (b)) R=%, A=C=($,8) (c)R=1,A=C=(-1,1) (d) R=38,
A=C=(-412)(e) R=1 A=C=(-3,00 (f) R=3,A=C=(-33) (g R=1%, A=C=(-3,-2) (h) R = o0,
A=C=(—-00,0) (i) R=0,A=C={0} (j) R=00, A=C = (—00,00), rldazy koondub iga y € R korral, jéarelikult
ka esialgne rida ((z +4)2=y) (k) R=0,A=C={3} 1) R=3, A=C = (-3,3)

o0
1
Vastus 7.2. (a) Kasutame geomeetrilist rida Z " = T2 kui |z| < 1,
—x
oo
=> (-D"z", C=(-1,1)
n=0
(b)
3n+1
=S o=t

(c) Lahtume vordusest [ ﬁ dr =In|z + 1|+ C,

ot n+1
=>( 1)" C=(-1,1]
n=0
(d) Lahtume vordusest [ 1+112 dr = arctanx + C,
s x4’ﬂ+2
t 2 — _1\n —[—
arctan Z( 1) 1 C=[-1,1]
n=0
S n,.n S n,.3n S n$2n+2 - n 1 n
Vastus 7.3. 3 z" (c) Z(—l) 23" (d) 2}(—1) ) (e) Z:D ((—1) + H) " (F) 11—z —
2 3 4 5 n
TE T <g>Z -7 o
1

oo
Vastus 7.4. 0.00266636 t —1)ntt
astus (a) , reas ;( ) =1 @n 1

() 0.100001 (d) 0.48491714 (e) 0.48722236 (f) 0.18533015

T piisab votta kaks esimest liiget (b) 0.09994446
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Praktikum 8

M—LH
(]38

Vastus 8.1. f(z) = sin((2n — 1)z), z € R\ {nm,n € Z}

(2n — )7

Vastus 8.2. f(x) = cos((2n —1)z), z € R

[ME]
|
(e
A
&)
3
o~

p

Vastus 8.3. f(z) = Z sin((2n — 1)7z), ¢ € R\ Z

8
— (2n— )7

Vastus 8.4. f(x) = i % [cos ( 5 > — cos (nTr)] sin (?), ze{R\Z}U{dn: n € Z}

Vastus 8.5. (a) D = {(z,5): y > 0}, 0D = {(&,): y = 0}; (b) D = {(,): 2> + 3> < 4}; () D = {(w,1): a® +y? < 4};
(@ D= {(@y):z> -y} (€ D={(@y:z>-yo>0a#1}% () D={(52):z € R} (g) D =R x [-1,1]; (h)
D= [-1L,1% () D= {(&y): —a®—1<y < —a2+1} () D = {(@,9): 22 > —y}; (&) D = {(&,): y* > & > 0}; (1)
D = (—1,00) x ((=1,00) \ {0}); (m) D = {(2,): 2 < 2% + 42 < 3}; (n) D= {(w,y): 2 < a? + 1% < 4, 2% +y2 £ 3};

Vastus 8.6. (a) B = {(z,4,2): 2> 0,y > 0,z > 0}; (b) B = {(z,3,2): 2 > 0,y > 0}; (¢) F = {(z5,2): 7y > 0, > 0};
(d) E ={(z,9,2): z,yz € [-1,1]}; (e) E = {(z,y,2): 22 + y? + 22 < 4}; (f) E on kogu xyz-ruum, vilja arvatud punktid,

mille koik koordinaadid on paaritud taisarvud.

Praktikum 9

Vastus 9.1. (a) 4; (b) 16; (c) 1; (d) 0; (e) 0; (f) 2; (g) §; (h) 0; (i) 0; (j) —oo0; (k) 1; (1) 0; (m) 1, vdtta u = zy ja

arvestada, et u — 0 korral tanwu ~ u; (n) %; (0) 1; (p) 1, arvestada, et limu = lime!" % = elimInu,

Vastus 9.3. (a) Pidev, koik mitme muutuja elementaarfunktsioonid on pidevad oma méaéaramispiirkonnas; (b) pidev, kdik

mitme muutuja elementaarfunktsioonid on pidevad oma méadramispiirkonnas.

Praktikum 10

Vastus 10.1. (a) f; =2z —y, f; =4y —=; (b) fi = ﬁ» Iy = ﬁ% (¢) f=0,f,=2y; (d) fz = ﬁy

—_ 1.
fé - (Ify)Z’

Vastus 10.2. (a) f; = 2e2*T3V, f/ = 3e2*T3Y; (b) fI = 3z?y+2, f] =23 (c) f1, = 33:2y2:2 fé =322 47, f’ = 2:p3yz'

_ 1 _ 1 _ 2. — — . —_ 2
At () f = —dsin(de —y), £} = sin(dz —y); () f; = siny, f; = weosys () fx = y% fy = —oreZaes
Y Y
(&) f4 = 13z £y = itz () fo = wav=), f) = aVlna; (m) fb = y(@+v)V~", £ = fln(e +v) + 7251 ()

2
fr = a®ylna+ Z], f) = a™[zlna + ¥-], kus a = 1 + zy. Osatuletise f, saame osatuletisest f; vahetades = ja y

kohtadega. (0) fi = sinyz™"¥=!, f = flnzcosy; (p) fi = 2z, f), = 2y°"", fL =y’ Iny; (@) fo = 755, ) = =5

fl (zt2’fi:(z t%zv

Vastus 10.3. (a) fi, =2, fi, = fi, = 0; (b) fi, = —f1, = 6y, =3(22—y?); (c) fil, =0, fll, 3, = 1—1%2;
(d) fiy = 2cos(z +y) —zsin(z +vy), fy, :—msm(:c—I—y) *cos(x—&—y)—xsm(x—&-y) (e) :—4y(z+y)*3, oy =
dz(x +y)73, fiy, = 2@ —y)(@+y) 7% (F) fie = yly - 1)fcy’2, fit, = a¥In?a, fI = wy’l(l +yhnz) (z > 0); (g)
o = —ma vy = %7 vy = —m; (h) fip = 3.z fyy = _Of%)?’ wy = 0 (zy # 1); ()
= :’/!/y: Vo= —s, ;’y:z—s, N =y—s, Z’/’z:x—s7kuss:(x+y+z)’2;(j) o= —y?22sinw, ZIJ/?J:
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PEATUKK 30. VASTUSED

—x222sinv, fY, = —x%y?sinv, Joy = zcosv — xyz?sinv, fI, = ycosv — xy?zsinv, ye = TCOSU — x2yzsinwv, kus
v=14zyz.

"o_ 1o _ . "no_ g _ 2y, "o ozt
Vastus 10.4. (a) fy, = fyn = cosxz; (b) fofy, = fyn = %5 (¢) fofy, =Y.

Vastus 10.5. (a) fir, = 0; (b) fiy. = fli, = e™V*(1 + 3wyz + a?y?2?);

Vastus 10.6. (a) puutuja on z = z — y; (b) puutuja on z = 2(x — 1), normaal on x = 1+ 2t, y = 0, z = —t; (c) puutuja

onz=1,normaalz =0, y =0, 2 =1—1; (d) puutujaonz =1— ‘CT_I—I—L;Q, normaal on —2(z—1) =2(y—2) = —(z —1);

(e) puutuja on z = 5+ 8(x — 1) + 2(y — 1), normaal on %1 = y7_1 = i—f; (f) puutuja on z = —4x — 2y — 3, normaal

on wf"f = yf_; = Z:13; (g) puutuja on z = 2/5 + 3x/25 — 4y/25, normaal on %71 = yf_f = Z:éf; (i) puutuja on
_ 1 _z—7 s _ T—T7 _ y—4 _z2—1/V2

z= (1 T + 16 4)), normaal on Vs mi/aevE = =1

72



Praktikum 11

Vastus 11.1. (a) df = dz + 3dy; (b) df = 4(z — y)dz — 4ady; (c) df = ydz + xdy; (d) df = %; (e) df =
e+ (ydw + zdy); (f) df = sin(zy)(yde + zdy); (g) df = y* Inyde + xy® 'dy; (h) df = L5 2dutdde

cos?(z—2y+3z)
Vastus 11.2. (a) du(P) = —0.2, Au = —0.21; (b) du(P) = 2.5, Au = 2.504.
Vastus 11.3. (a) 0.04; (b) —0.01; (¢) —0.1; (d) 0.591; (e) 0.06; (f) 0.0025.
Vastus 11.4. 125 m?; 250 m2.
Vastus 11.5. 1200.
Vastus 11.6. vihenevad vastavalt 44.87 cm?® ja 13.67 cm?.
Vastus 11.7. (a) 4300 eurot; (b) 8000 eurot.
Vastus 11.8. 4680 cm3.
Vastus 11.9. Umbes —3.28° C.
Vastus 11.10. 0.5 liitrit minutis.

Vastus 11.11. Rohk langeb umbes 8.83 kPa.

Vastus 11.12. (a) 1.12; (b) —0.03; (c) 7.18; (d) 1.1; (e) 3.037; (f) 22223; (h) 1—‘/457r.

Praktikum 12

Vastus 12.1. (a) P on lokaalne miinimum, @ ei ole ekstreemumpunkt, R on lokaalne maksimum; (b) P on sadulpunkt,

Q@ on lokaalne maksimum, R ei ole ekstreemumpunkt.

Vastus 12.2. (a) locmaxf = f(—1,0) = 1; (b) locminf = f(1,0) = —2, kriitilises punktis (—1,0) lokaalset ekstreemumit
ei ole; (c) kriitilises punktis (0,1) ekstreemumit ei ole; (d) locmaxf = f(0,0) = 1; (e) locminf = f(1,0) = —1 (f)
locminf = f(1,1) = —1, kriitilises punktis (0,0) lokaalset ekstreemumit ei ole; (g) locminf = f(0,0) = 2; (h) locminf =

f(1,2) = 3 — In4, punkt (—1,2) (kus osatuletised on nullid) ei kuulu funktsiooni mééramispiirkonda;

Vastus 12.3. (a) maxf = f(0,—1) =2, minf = f(0, %) = —0,25; (b) maxf = f(—1,0) = f(1,0) = 3, minf = f(0,1) =
f(ov_l) = 1; (C) maXf = f(lzo) = 07 minf = f(07 1) = _3; (d) maxf = f(_lzo) = f(lvo) = f(o»_l) = f(oal) =
1, minf = f(0,0) = 0; (e) maxf = f(0,1) = f(0,-1) = %, minf = f(—\/g,O) ~ —0.82.

Vastus 12.4. Rajaks on sirged ¢q =0, r=0jaqg+7r=1.

Vastus 12.5. 10+ 10+ 10.

Vastus 12.6. Kuup.

Vastus 12.7. P = —0.2z2 + 16z — 0.1y2 + 12y — 20, 40 autot Ameerikas hinnaga 12000 $, 60 autot Euroopas hinnaga
10000 $.
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PEATUKK 30. VASTUSED

Vastus 12.9. 6 tundi harjutamist ja 1 tund puhkust.

Vastus 12.10. A= (5/4,—1/4)

@ T—y_q _

Vastus 12.11.  (a) ¢/ =/771+‘Zosy; By =S @y =G5 @y = S ey =750y =
7ey+yez —4dxy . ’_ 7y2 3 . ; _ cos(zy)—zysin(zy)—ysinz
zeV+e® —2227 (8)y = x2/3° (h) v = 22 sin(zy)—cos :

Vastus 12.12. (a) 4/3; (b) 2; (¢) —4/5; (d) —(2 —1n2).

Vastus 12.13. (c) Pa(z,y) =1— 3(22 +3?); (d) Pa(z,y) =9+ 3 —1)2 + (z — 1)(y — 3) + %(y —3)%
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Praktikum 13

Vastus 13.1. Vihim kaugus on 2v/3
Vastus 13.2. Vihim kaugus on 1

Vastus 13.3. (&) fmin = 2 punktis (1,1) ja A = —2, (b) fmax = 1 punktis (2,2) ja A = —1; fmin = —1 punktis (-2, —-2)
ja A =1, (¢) fmin = 1 punktis (%,f%) jaix= g, fmax = 11 punktis (7%, %) ja= ,% (d) fmin = 9 punktis (3,3,3) ja
A=9, () fmin = —9 punktis (—1,2,-2) ja A = 1; fmax = 9 punktis (1, -2,2) ja A = —1, (f) fmin = 6 punktis (1,1,2) ja

M =22 =0,

Vastus 13.4. Maksimaalne laskekaugus on %

Vastus 13.5. Muutumiskiirused on (a) 2v/5, (b) = 5‘/5, (c) 2 ja (d) 3v2.

Vastus 13.6. (a) Vf(1,—2) = (10, —4), (b) VF(Z,T) = (L2, - ¥2), (c) Vf(1,~1,—1) = (~1,2,3), (d) Vf(1,~1,0) =
(1,2,0), (e) Vf(e,e,—1) = (1,1,¢), (F) VF(1,—1) = (4, —4).

Vastus 13.7. (a) [Vf(2, —1)] = 2V5, (b) |[Vf(L, 1) = 2, (c) |VF(2,0)| = 2, (d) [Vf(1,-2)| = 23

4v2

Vastus 13.8. Temperatuur kasvab kdige kiiremini suunas (1, —1) ja suurim kasvukiirus on == (°C kraadi pikkusiihiku

€
kohta).

Vastus 13.9. Kiireima tousuga trajektoor igast punktist on sirge, mis on risti selle kontuurjoonega, millel see punkt

asetseb.
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PEATUKK 30. VASTUSED

Praktikum 14

Vastus 14.1. (a)fdsz:cy)dy—fdyff(xyda:(b)fdxff:cy)dy—‘rfd:cffxydy—fdyffa:y)da:

—2y

2 1
(c)({daz{f(m,y)dy:ofdyoff z,y) dz (d) 7f1 d:r_f f(z,y) dy:if dyjfx,y dz,kus a =vV1—2a22 jab=+/1—1y2 (e)

<
Wl

1 1 1 c 1 z2 1
7f1 dmfzf(w,y)dy=0fdyj f(z,y) dz, kuSC=\/??(f){dzf3f(w 'Y) Ofdy f(z,y)dz.

ol —

Y

1 1 1 e 1 a 2
Vastus 14.2. (a)(j;dyff(a;,y)dar (b)Ofdyif(a:,y)dx (c){dmlf f(z,y)dy, kus a = V1 — 22 (d)gdyzf(x,y)dx+

4 2 1 Vi-a?

2fdyff(90 y)dz (e) fdyff(a:ydx—i-fdy f f(z,y)dz, kus a = y+1 (f) fldw S fly)dy ()
% —a - z2—1

fl dy jﬁ f(z,y) dx, kus a = arccosy (h) f dy fbf(ac7 y) dz, kus b = arcsiny.

0 —a 0 b

Vastus 14.3. (a) + 5 (b) 2 15 () 7 (d) 2 (e) <, arvestada, et e*7Y = e%e™ Y (f) % (g) % (i) %2 G) %

Praktikum 15

Vastus 15.1. (a) 6; (b) 3,5; (c) —6; (d) £In2.

Vastus 15.2.
(a)D:{(r,cp): 0<r<9, g§<p§27r}
™ ™
) D={(ne): 1<r<4, 2 <p< 7}
(c)D:{(w): 0<r< L ,fwg?’—”}
sing 4 4
(d) D= {(w): 0<r<— ,oswsf}
cos 3
2\/3 T 2 T
= : <r< i — <r<—,
(e) D {(rgo) 1*r*cosgp7kulwe[0’6] jal<r g’ kulgoE[G 2]}
(f) D= {mo L o<r<o —fsmf}
cos 3 3
Vastus 15.3. (a) 4,7” (b) 37 +2 (c) § (d) 2% (e) m(cos w2 — cosdm?) (f) 7{—2
Vastus 15.4. (a) % (b) % (c) % (d) 247 (e) 7
Praktikum 16
Vastus 16.1.  (a) 2 (b) 2 (c) 16 — & (d) 7,5 — 8In2 (e) 5 (F) 716 (g) “=9 (h) 372 () 27 (j) 1, minna iile

polaarkoordinaatidele (k) 2, minna iile polaarkoordinaatidele (1) %

Vastus 16.3. 8000 ft® ehk u. 216 m3

Vastus 16.2. (a) L (b) 282 (c) 3 (d) 288 (e) T (£) TE=2Y3) (g) 1 (h) 16 (i) 227 (j) 2= (k) 16 (1) 3 (m)
47(2v/6 — V/3) (n) 7

Vastus 16.4. 807

Vastus 16.5. 4a?/3
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Vastus

Vastus

Vastus

Vastus

Vastus

Vastus

16.6. 4000(1 —e~2)In3,5 ~ 4332, 88

16.7. Q=

16.8. (0,

16.9. (a) <0, %) (b) <(1f D+, (

2kTR3
3

6/5)

16.10. (—2/5, 0)

16.11. (

_ 644157
80+407’

C

)

™
16

PRV @ (12,85 @ (

5 32

3’ 97

) () tam, 203
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PEATUKK 30. VASTUSED

Praktikum 17

Vastus 17.1. 24
Vastus 17.2. (a) 6 (b) 4 (c) 2 (d) 10In 2 (e) 5o () 11

Vastus 17.3. (a) 5 (b) %2 (c) ‘11%(\/5_ V2) (d) 0 (e) 32 (f) w

Praktikum 18

Vastus 18.1. (a) g (b) 5 (¢) {5

(d 2,7", osa lahendusest: minnes iile sfadrkoordinaatidele, saame
27 1 s 0 do 1 s d 5 4 0 4 1
—/dsO/r2dr o E/rdr/—(r —drcosf+4) :w/rdr(\/(r+2)2—\/(r—2)2):
Vr2 —4rcosf®+4 2 Vr2 —4rcosf + 4
0 0 0 0 0 0
1
ﬂ/rdr(r +2—|r—2|). Et r — 2 <0, siis edasi arvestame, et |r — 2| = —(r — 2).

0

5 87 (b%—c®
(e) 435~ (F) e

Vastus 18.2. (a) 128 (b) § (c) % (d) 16 (e) % (f) % (g) Lgs, sfadrkoordinaatides, arvestame kujundi siimmeetriat

Vastus 18.3. (a) % (b) % (c) 23—0 (d) % (e) :—2 (k) 127

Vastus 18.4. 5000

Vastus 18.5. abc(a+b+c)/2

Vastus 18.6. a%/24

Vastus 18.7. m2a*/4

Vastus 18.8. 7kmac/2, kus k on vérdetegur

Vastus 18.9. 6kna?, kus k on vordetegur

Vastus 18.12. (a) (1, 1, 1) (b) (3/5, 3/5, 9/32) (c) (3/8, 3/8, 3/8)

Vastus 18.13. (0, 0, 4/5)

Praktikum 19

Vastus 19.1. (a) v/51n2, (b) ? In3, (c) 1/2, (d) ma?/2, (e) 2m, (f) 24, (g) Saw3+/2.
Vastus 19.2. (a) v2(e?>" — 1), (b) 5.

Vastus 19.3. (a) v/2/2, (b) 127, (c) 32.

Vastus 19.4. 16

Vastus 19.5. (a) 7, (b) —4, (c) —7/4, (d) 3, (e) 32,

Vastus 19.6. (a) mab, (b) 1/3, (c) 37a?/8, (d) 3ma?/2.
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Praktikum 20

Vastus 20.2. (a) y =e¢® —1 (b) y = 22 (c) Uhiseid lahendeid ei ole.

Vastus 20.3. (a)2e¥—e?*=C (b) 2?2 —\/1—-4y2=C,y=%+1(c)y=1+C(z+1),z# -1 (d)y=tan(z+C), C =0
(e) y> =2In|l +e*|+C,C=1-2In2 (f) y = Csinz, C =1

Vastus 20.4. m(t) = mgoe **

Vastus 20.5. =~ 36.8 kg. Ndpunéide: Soolakoguse muutumise kiirus on vordne vahega sissevoolava lahuse ja viljavoolava
lahuse soola koguste kiirustest. Soola lisamise kiirus on 10 g/l -10 1/min = 100 g/min, see on 1/10 kg/min. Kuna vélja

voolab lahust 10 1/min, siis soola voolab vilja lahusest kiirusega 102/1000 kg/min.

Vastus 20.6. (a) y=Ce® —xz (b) y =22+ C/z (c) 2y =C —Inlz| (d) y = Cx +zln|ln|z|| (e) y = e~ 5% (2 + C)
(f) y= (22 + C)sinz (g) y = Ccosz +sinz (h) y = (C +sinz) (i) y = («2 —|—C’)e*””2 () y=e*(C+1n|z|), z =0 (k)
y=1() y=1nje|—1/Inz]

R
Vastus 20.7. I =Ce L'+ #H-;-R? sin (wt) — #-QI:RZ cos (wt)

Praktikum 21

Vastus 21.2. (a) y = Wﬂc =0,y =0 (b) 1/2In(z? + y?) —arctan ¥ = C (c) y? = 2z%(In|z|+ C) (d) y = Cet

@ y=2- ey =2 () =0 +v7)
Vastus 21.3. y2 =C(z+ \/m)

Vastus 21.4. (a) y+2=(z—D(njz—-1+C)(z#1),z=1(b) (y+2)2=Clz+y—1),y=1—z (c) 8y — 4z +

In|dz + 8y + 5| = C,y = —5/8 = 1/2z (d) In (22 — 3) — 32 = C

Vastus 21.5. (y+z—1)°@y—2z—-1)2=C

Vastus 21.6. 1n(f;+T§) =14+ I%y

Praktikum 22

Vastus 22.1. (a) y? =C22 —z (b) y3 =1+ Ce™® (c) y(e®* +Ce?*) =1,y =0 (d) y(z+ 1)(In|z+ 1|+ C) =1,y =0
(e) 5 = #*(C +Infal)®,y = 0 (£) y(Ce 5% —1) = L,y = 0 (g) y~> = (C — 3w)cos® z,y = 0 (h) ¥ = Cu — 3a%, 5 = 0
(i) y?> = C2? — 22,2 =0

Vastus 22.2. (a) %-ﬁ-xy—yQ =C (b) 22 —zy+2® =C (c) y* =dzy+C (d) In ¥ — 2L = C (e) z* +32%y* +13 = C

z—y
() ety + 22 =0 () 5+ 22 + L b oy =C () 2202+ D +y* =C () 55— L =0 () 2 +yeh =C ()

e V—y?=C (1) 22 —y2—z=C

1
y

Vastus 22.3. (a) y1 = 1.1,y2 = 1.2,y3 = 1.3 (b) y1 = 1.2,y2 = 1.45,y3 = 1.78 (¢) y1 = 0,y2 = 0.001,y3 = 0.005 (d)
y1 = 1.1,y2 = 1.18,y3 = 1.25 (e) y1 = 5.8,y2 = 9.44,y3 = 18.78
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Praktikum 23

Vastus 23.1. (a) y = Ciz+Co+zIn|z| (b) y = Ciz+Co—In|cosz| (¢) y = C’1$+C’2+%+J1 In|z| (d)y = Clzr:—f—C'z-‘,-ﬁ
(e) y:ez+w’1/2+01x+6’2 f)y=Ciz+C1 — %x2+%x2lnx

2
Vastus 23.2. (a) y=C1 (% — :L‘) +Cy (b)y=0Ch ln|x|+02+w (c)y=C (er %) +C2 (d) y = C1z2 +C2 (e)
y=Ciln|z|+Cs2 (f) y = Cre®” +Cs (g)y= Clx2+02+§ (h)y=Ci(zln|z|—z)+C2 (i) y = eeclz’QC“Ll(eCl z—1)4+C>

. In|1-C
(J)QZ*CLI*MCiflzlJFCE

Vastus 23.3. (a) y = Cie 2% +C2e% (b) y = C1€2*+C3 (c) y = C1e®*T sinz+C2e2? cosz (d) y = C1 cos(2z) +C2 sin(2z)
(e) y = Cre® + Cae®x (f) y = C1e™ +C2 (g) y = 5 +1 (h) y = Cre*/2 4+ Cae 2% (i) y = Cre %/* 4 Coe %/
() v = Cicos(3x) + Casin(3z) (k) y = Cre~ % sin (@) + CreF cos (@) M)y = éefs(”rl) (€846 —1) (m)

y = e3%(sinx + cos x)

Praktikum 24

Vastus 24.1. (a) y =3z + C1 + C2e™% (b) y = C1e™% + C2e73% + ((3z — 4)/9) (c)y = C1e*® + C2e3® + /12 + 7/144
(d)C4 cos(2x) + Casin(2z) + /2 +3/4 (e) y = C1 + Coe™® 4+ 23 — 322 4+ 6z (f)y = C1 + C2e™ % + x(223 — 5z + 10)
(g)y = C1 + C2e3® + 23 + 222 — 3z (h)y = C1€5% + C2e™® — 23 /5 + 12/2522 — 126/125z + 499/625

Vastus 24.2. (a)y = Cie™® + Coe™ 2% 4+ 1/2e75% (b)y = C1€?® 4+ Cae™ +4/3xe?® (c)y = e~ *(3/222 4+ C1 + Caz) (d)
y = 2ze® + C1e* + Cae™®

Vastus 24.3. (a)y = C1e5% +Coe® +5/74sin(z) +7/74 cos(z) (b)y = C4 e(ZHVE)z 4 Che2=VE)z _ 1/10sin(z)+1/5 cos(x)
(c)y = C1e® + Cre™2® — 1/5(6sin(2x) + 2cos(2x)) (d)y = Cqcos(3z) + Casin(3z) — 1/6xcos(3z) (e) y = Cq cos(zx) +
Ca sin(z) — 2z cos(x)

Vastus 24.4. (a) y=e® — 1+ C1e™? + C2e3% (b) y = C1 cos(z) + Casin(z) + (2 — 2)e® (c) y = (C1 — x2/4) cos(z) +
(C2 + x/4)sin(z) (d) y = C1 + C2e® + xe® — (1 + /2) (e) y = C1 cos(3z) + Casin(3x) + 3% (22/18 — /27 + 5/81)) (f)
y=C1e™® + Cae™3% +1/3(x — 4/3 + 1/5¢3%)

Praktikum 25

Vastus 25.1. (a) y = M (b) y = % (c) y = Cirtanz + Co(1 + ztanz) (d) y = Ci(e® —
1) + Ca(e® + 1)1 (e) y = C1e5% + Coe™ 5% (f) y = Cisinz + Casin?z (g) y = Cizcos(2x) + Coxsin(2x) (h)
y = Crtanz + Co(1 + wtanz) (i) y = Ciz + C2e72® (j) y = C1(1 + zIn|z|) + Cox (k) y = Ciz + Ca(ln|z| + 1) (1)
y = C1(2z+1)+C2e?* (m) y = C1(224+1)+Co (x4 (z2+1) arctanz) (n) y = C12+C2v22 + 1 (0) y = C1**+Co(3z+1)e™?

Vastus 25.2. (a) y = Cycos(e”®)+Casin(e *)+e % (b) y=Cicose T+Casine®+z (c) y =C1 Sigz +C’2%+% (d)
y= G4 CozP+at (e) y = Cre™ +Cot (22— 1)e™” (f) y = C1+Cotana+ L (1 4z tana) (g) y = Cre®+Caz— (20— 1)
(h) y = Ciz + Coze® — 272

80



Praktikum 26

Vastus 26.1. (a) y = C1 + Cax + C3z? +sinz
(b) y = C1 + Caz + Cs322 + In ||

(¢) y=cosx + Chra3 + Cox? + Csx + Cy

(d) y=C1+ Cozx +4/3y/(c1 + )3

(e) y=0C1+ Cox + 03502 —+ C4J:3 + 051‘5

f) y=C1+Coz —C3In|C3 + z| —zln|C3 + z|
(g) y = C1 + Cox + C3(222 + cos 2x) + %

(h) y=C1+ Coz + Cze % (z + 2)

Vastus 26.2. (a) y = C1e2® + e~%(Cq sin v/3z + C3 cos V/3zx)
(b) y=C1e* + Cae™® + Cysinz + Cycosx

(c) y = Cre®x? + Cre®x + Cse®

(d) y = C1 + C2e® + Csa® + Cya? + Cox + % + 6’% — 4eg
(e) y=C1+Ce*+Cszx+zlnz

(f) y=C1+ Coe™® + C3e” + cosw

Vastus 26.4. (a) y=Cicosz+ Casinz, z=—Cqsinz + Ca cosx
(b) y=C1e* +Coe™® — 1, z=C1e* — Coe % —1
(c)y=z+ cllcz e=C1%, 7 = Crer®

(d)y= CeC1% 7z = C1Cpef1®

2

(@ y=Ci+n(?+1),z2=92+ 2 4 (L + )@ +1)+ 2 -2

— Ciz? ,_ _ 1 ,—Cia?
(f) y = Cae = seepe

Praktikum 27

Vastus 27.1. (a) y = C2e€1%, 2z =z + Cngleclz, y=0,z=z+C

(b) y = Clexz, z=2xz(Ce —In|z|)

()y=Ciz+Co— 2, 2(Cr—z—1) =1

(d) y = C1e® + C2e75%, 2 = —6C2e57

(e) y=Cre ™ + Coe 3% z = Cre™* + 3Cqe 3% 4 cos(x)

(g) x = (C1 — C2)cost+ (C1 + C2)sint, y = Cy sint — Cacost + Czet, 2 = Cy cost + Casint + Czet
(j) = = 3C1 cos(3t) — 3Ca2 sin(3t), y = Ca cos(3t) + C1 sin(3t)

(k) z2=Cret —Coe t+t—1,y=Cret +Cre™t —t+1

Dz=-2e"t+3e"" y=et+3e 7

(m) z = (sint — 2cost)e™t, y = et cost

Vastus 27.5. (a) u= C(a:)efg, C(z) = 2w
(b) u=y% +Cy), Cly) = 1 - y*5=

(¢) u=yln|z[ + C(y), Cly) = y*

(d) u=C(y), Cly) =y



PEATUKK 30.

Praktikum 28

Vastus 29.1. Selles iilesandes on f suvaline pidevalt diferentseeruv funktsioon.
(a) u= f(a? +3?)

(b) u=ev f(y)

(u=fa*-y’)+y-=

(d) 22 —4u=f (7(123’)2)

(e) u=af(z® +y?)

(f) u==y+ f(z* — y*)

Vastus 28.2. Diferentsiaalvorrand on homogeenne, kuna kehtib

ty oy oy
te,ty) = — — == - = =t"f(z,
flaty) == - 55 ="~"73 f(=z,y)

ehk funktsioon f(z,y) on 0-astme homogeenne funktsioon. Vérrandi lahendid on y = =0

T
1n|:1:\+C7y

Vastus 28.3. Diferentsiaalvorrand on eksaktne, kuna osatuletised on vordsed

o _ o _
dy ox

4
Vorrandi iildlahend on kujul u(z,y) = C, seega —yx + yZ =C

Vastus 28.4. y = Cie® + C2e?® + 3ze?®
Vastus 28.6. y = 555(z + C1)® + Caz? 4 Csz + Ca,y = Cs2? + Cox + Cr
Vastus 28.7. y=Cj+ C2e® 4+ Cze * + cosz

Vastus 28.10. y = Cjicosx+ Casinx + 3 +4cosdzx, z=—Cqsinz + Cycosz — sindx

y2

Vastus 28.12. = aPe2x

Praktikum 29

Vastus 29.1. Selles iilesandes on f suvaline pidevalt diferentseeruv funktsioon.
(a) u=yf(z® —y?)

(b) u=zy + f(z* +y*)

(c) u? =2z + f(¥)

O O =

(e) u=siny + f(sinz — siny)

Vastus 29.2. Selles iilesandes on f suvaline pidevalt diferentseeruv funktsioon.
(@u=r(%2)

(b) u=f(z+y+za%+y? +2?)

(c) u=f (272, =)

@ u=f(2 %)

Vastus 29.3. (a) u = 2zy
(b) u=ye® —e®* 4+ 1
(c) u = y2e2Va-2

(d) w= iy
(e) u=2ay
f)u=y—a?

VASTUSED
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