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FEessona

Kéesolev iilesannetekogu sisaldab kolme iileliidulise kooliopilaste mate-
maatikaoliimpiaadi (1976, 1977, 1978. a.) iilesanded ning rida tilesandeid Ziirii
materjalidest, kokku 115 iilesannet. Ulesannetele on antud lahendused.
Ulesannete lahenduskaike pole esitatud osaliselt sellepérast, et kogu-
miku maht on piiratud, aga ka seetottu, et koikide iilesannete lahendused
pole iilesannetekogu autoritele teada.

Ulesanded (112} [113] M @7 @M |%|gl| on suhteliselt lihtsad. Ulesannete
96][b)}, [10T][b)], [103}, [107, [108} [109], [110} [111]lahenduse idee ei ole aga autorite-
le teada. Autorid on ténulikud, kui keegi lugejatest saadab mone margitud
iilesande lahenduse voi monele iilesandele lihtsama lahenduse aadressil: Tar-
tu, 202400, TRU, matemaatilise statistika ja programmeerimise kateeder, V.
Altleis. Ulejadnud lahendusteta iilesanded on keskmise raskusastmega.

Igal oliimpiaadil lahendati iilesandeid kahel paeval, kusjuures kummalgi
péeval oli lahendamiseks 4-5 tundi aega. X oltimpiaadi teisel paeval esitati
koikidele osavotjatele ja XI oliimpiaadil 10. klassi opilastele 3 rasket iilesannet
arvestusega, et iga osavotja lahendab keskmiselt {ihe iilesande. Erinevalt X
oliimpiaadist hinnati XI oliimpiaadil rohkem edasijoudmist iihes iilesandes
kui mitme iilesande lihtsate alapunktide lahendamist.

Kéesolev tilesannetekogu on moeldud esmajoones matemaatikahuvilistele
keskkooliopilastele ja sobib seega kasutamiseks kooli matemaatikaringides.

Téaname dotsent E. Mitti hinnaliste nouannete ja méarkuste eest. Samuti
tdname S. Harmi, kes osutas suurt abi késikirja tehnilisel vormistamisel.

Autorid
1. mail 1978. a.






Ulesanded

X tileliiduline kooliopilaste matemaatikaolimpiaad

8. klass. Esimene paev

1. Oletame, et lauale on asetatud 50 kella. On teada, et koik kellad kéivad
tapselt. Naidata, et leidub selline moment, millal koikide kellade minutiosu-
tite otspunktide kauguste summa laua keskpunktis on suurem kui koikide
kellade keskpunktide kauguste summa laua keskpunktist.

2. Ritta on kirjutatud jarjest 1000 reaalarvu. Selle rea alla kirjutatakse
uus rida jargmise reegli pohjal: iga arvu A alla kirjutatakse selline naturaal-
arv, mis nditab, mitu kordaarv A esineb esimeses reas. Teisest reast saadakse
analoogilisel viisil kolmas rida: teise rea iga arvu B alla kirjutatakse selline
naturaalarv, mis naitab, mitu korda arv B esineb teises reas. Seejarel konst-
rueeritakse analoogiliselt kolmandast reast neljas rida, neljandast viies jne.

a) Néidata, et leidub rida, mis langeb kokku talle jargneva reaga.

b) Naidata, et 11. ja 12. rida tihtivad.

¢) Tuua sellise esialgse rea néide, mille korral kiimnes rida ei vordu iihe-
teistkiimnendaga.

3. Tasandil on antud 3 vordse raadiusega ringjoont.

a) Naiidata, et kui koik ringjooned loikuvad tihes punktis (vt. joonl[l]), siis
kaarte AK, CK ja LK summa on 180°.

b) Niidata, et kui ringjooned asetsevad nii, nagu joonisel , siis kaarte AB,
CD ja EF summa on 180°.

4. Naturaalarvud z; ja x5 on viiksemad kui 10 000. Lahtudes antud ar-
vudest konstrueeritakse jada x1, z9, x3, Z4,. .., kus arv x3 on vordne |x; — x5/,
arv x4 on vordne minimaalsega arvudest |z, — zo|, |z — x3], |ve — 23], arv
x5 on minimaalne arvudest |x; — xo, |21 — 23|, |11 — 24|, |72 — 23|, |22 — 24|,
|x3—x4] jne. (iga jargmine arv vordub minimaalsega koikide eelnevate arvude
vahede absoluutvédrtustest). Néidata, et x5, = 0.
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Joonis 1 Joonis 2

8. klass. Teine paev

5. Malelaual, millel on 99 x 99 ruutu, on méargitud mingi kujund ¢, mille
igas ruudus istub kirbes. Teatud ajamomendil tousevad koik kédrbsed lendu
ja maanduvad uuesti antud kujundi ® ruutudele, kusjuures iihte ruutu voib
sattuda mitu kéirbest.

On teada, et iga kaks kiirbest naaberruutudes asuvad
péarast maandumist jélle naaberruutudes voi siis iihes
jasamas ruudus (naaberruutudeks nimetatakse ruute,
milledel on iihine kas serv voi tipp).

a) Olgu kujund @ - ,tsentraalne rist* (vt. joon. [3),
s.t. keskmise horisontaali ja keskmise veritkaali Joonis 3
ithend. Naidata, et sellisel juhul leidub kérbes, kes
lendav kas samasse ruutut voi naaberruutut.

b) Kas punkti a vidide kehtib, kui kujund ® on ,ak-
na raam‘ (vt. joon. , s.t. ,tsentraalse risti“ ja
koikide malelaua dareruutude ithend?

¢) Kas punkti a viide kehtib, kui kujund ® on kogu
malelaud? Joonis 4

6. Nimetame kolmnurka ,suureks”, kui tema koik kiiljed on pikemad kui
1. Olgu antud vordkiilgne kolmnurk ABC', mille kiilje pikkus on 5.

a) Néidata, et kolmnurgast ABC' saab vilja l6igata 1000 ,suurt kolmnurka.

b) Niidata, et kolmurka ABC' saab tervenisti loigata 1000 ,suureks* kolm-
nurgaks.

c) Niidata, et kolmnurka ABC saab tervenisti 16igata 1000 ,suureks” kolm-
nurgaks nii, et igal kahel kolmnurgal kas ei ole iihiseid punkte, voi on
ithine tipp, voi on iihine kiilg.

d) Toestada viited b ja ¢ juhul, kui ABC' on korrapérane kolmnurk kiilje-
pikkusega 3.



7. Nimetame naturaalarvu ,universaalseks®, kui teatud numbrite maha-
tombamisega on voimalik temast saada mistahes etteantud iiheksakohalist
arvu, mille koik numbrid on erinevad ja ei vordu nulliga.

a) Tuua niide ,universaalsest” arvust, milles on 9> = 81 numbrit.

b) Tuua niide sellisest ,universaalsest“ arvust, milles on 9> — 9 + 1 = 73
numbrit.

c) Naidata, et iga ,universaalse arvu korral leidub selline number, mis esineb
temas vihemalt iiheksa korda.

d) Proovige konstrueerida ,universaalne* arv, milles oleks voimalikult vihe

numbreid. (On teada, kuidas konstrueerida sellist arvu, milles on 9% —2-
9 + 4 = 67 numbrit.)

9. klass. Esimene paev

8. Vt. il. Bl

9. Kas on voimalik nummerdada koik kuubi tipud numbritest 1 ja 2 moo-
dustatud erinevate kolmekohaliste arvudega nii, et iga kahe naabertipu juur-
de kirjutatud arvud erineksid vihemalt kahes numbrijargus?

10. Vt. il. [

11. Tasandil on antud vektorid a, l;, Cja CZ millede summa on 0. Toestada,
et

— — —

@+ 16|+ |+ |d = |a+d +b+d +|¢+d|

9. klass. Teine paev

12. Vt. il. [6l

13. Ringjoonele on paigutatud n reaalarvu (n > 3), millede summa on
null. Uks neist arvudes on 1.

a) Néidata, et leiduvad kaks naaberarvu, mis erinevad véhemalt 4/n vorra.

b) Naidata, et leidub selline arv, mis erineb oma naaberarvude aritmeetili-
sest keskmisest vihemalt 8/n? vorra.

¢) Hinnangut, mis on antud eelmises punktis, saab parandada. Piitidke asen-
dada arv 8 mingi suurema arvuga nii, et viide b kehtiks endiselt koigi
naturaalarvuliste n korral.

d) Naidata, et kui n = 30, siis leidub ringjoonel arv, mis erineb oma naaber-
arvude aritmeetiliste keskmiste mitte vihem kui 2/113 vorra. Tuua néide
kolmekiimnest arvust ringjoonel, kus iga arv ei erine oma naaberarvude
aritmeetilisest keskmisest mitte rohkem kui 2/113 vorra.



14. Olgu antud naturaalarv N. Naturaalarvude jada ai, as, as, . .., ag ni-
metatakse ,, N-universaalseteks®, kui sellest jadast on voimalik teatud liikmete
mahatombamisega saada arvude 1,2, ..., N koik permutatsioonid (s.t. selli-
sed jadad N elemendist, millesse iga arv 1,2, ..., N kuulub tapselt iihe kor-
ra). Naiteks jadas 1,2,3,1,2, 1,3 on ,3-universaalne”, aga jada 1,2, 3,2, 1,3, 1
pole , 3-universaalne”, sest tema litkmete mahatombamisel ei ole voimalik saa-
da permutatisooni 3, 1, 2. Kéesoleva iilesande eesméargiks on saada antud N
jaoks koige lithema ,, N-universaalse jada liikmete arvu hinnang.

a) Tuua niide ,, N-universaalsest* jadast, milles on N? liiget.

b) Tuua niide sellisest ,, N-universaalsest* jadast, milles on N?— N +1 liiget.

c) Toestada, et iga ,, N-universaalne* jada sisaldab vihemalt N(N + 1)/2
liiget.

d) Néidata, et koige lithem ,4-universaalne jada koosneb 12 elemendist.

e) Piitidke leida antud N jaoks voimalikult lithike ,, N-universaalne® jada.

(On teada, et saab konstrueerida sellise ,, N-universaalne® jada, milles on
N? — 2N + 4 liiget.)

10. klass. Esimene paev

15. Olgu xy ja z; naturaalarvud, mis on vaiksemad kui 1000,
Ty = |z0 — 21|, X3 = |11 — 22|, 4= Ty — 73]

jne. Néidata, et vihemalt iiks arvudest xs, 3, ..., 1500 on vordne nulliga.

16. Korraparases 1976-nurgas on tahistatud koikide kiilgede keskpunktid
ja koikide diagonaalide keskpunktid. Milline on téhistatud punktide maksi-
maalne arv iihel ringjoonel?

17. Ruudukujulisele paberilehele on joonistatud n ristkiilikut (ristkiliku-
te kiiljed on paralleelsed paberilehe servadega), kusjuures iga kaks ristkiilikt
ei oma iihiseid sisepunkte. Toestada, et koikide nende ristkiilikute véljaloi-
kamisel ruudust jadb jarele mitte rohkem kui n + 1 tiikki.

18. Kolm jalakiijat liiguvad tasandil sirgjooneliselt ja konstantsete kiirus-
tega. Algmomendil ei asu nad {ihel sirgel. Toestada, et nad saavad asetseda
iihel sirgle mitte rohkem kui kahel korral.

19. Vt. ul. [l

10. klass. Teine paev

20. Korraparase n-nurga keskpunkt on punktis O. Selle hulknurga tippu-
desse on kirjutatud arvud +1 ja —1. Uhel kidigul lubatakse muuta marki



koikidel neil arvudel, mis asetsevad mingil korraparase k-nurga (keskpunkti-
ga punktis O) tippudes (sealjuures on lubatud ka 2-nurgad, kusjuures 2-nurga
all moistetakse 16iku keskpunktiga punktis O). Toestada, et juhtudel a, b ja ¢
eksisteerib niisugune +1 ja —1 paigutus, et mitte iihegi arvu kiikudega pole
voimalik saada paigutust, kus koik arvud on +1.

n = 15.
n = 30.

n on suvaline kahest suurem naturaalarv.

a
b
c

)
)
)
d) Puiidke leida suvalise n korral koikvoimalike erinevate +1 ja —1 paigu-
tuse arv, kus mitte iithestki paigutusest pole voimalik saada iihtegi teist
paigutust ilaltoodud reeglit rakendades. Naidata, et kui n = 2100, siis

selliseid paigutusi on 24,

21. Sfaaril raadiusega 1 on fikseeritud suurring, mida nimetame ekvaato-
riks. Kasutame ka teisi geograafilisi moisteid nagu poolus, meridiaan, paral-
leel.

a) Defineerime sfdéril funktsiooni f, mis seab igale sfdéri punktile vasta-
vusse selle punkti kauguse ruudu ekvatoriaaltasandist. Kontrollida, et
funktsioonil f on jargmine omadus: kui M7, M, ja M3 on kolme omava-
hel ristuva raadiuse otspunktid sfdaril, siis

J(My) + f(My) + f(M3) = 1. (1)

Edaspidi (punktid b, ¢, d ja e) olgu f suvaline mittenegatiivne funktsioon
sfadril, mis vordub nulliga koikides ekvaatori punktides ja mis rahuldab

tingimust .

b) Olgu M ja N iihe meridiaani punktid, mis asetsevad pohjapooluse ja
ekvaatori vahel. Toestada, et kui punkt M on ekvatoriaaltasandist kau-
gemal kui punkt N, siis f(M) = f(N).

c) Olgu M ja N suvalised sfdéri punktid. Toestada, et kui M on ekvato-
riaaltasandist kaugemal kui N, siis f(M) = f(N).

d) Tdestada, et kui M ja N asetsevad iihel parallelil, siis f(M) = f(IV).

e) Toestada, et funktsioon f langeb kokku punktis [a)] kirjeldatud funktsioo-
niga.

22. Vt. iil. [14]
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XI iileliiduline kooliopilaste matemaatikaoliim-
piaad

8. klass. Esimene paev

23. Tasandil on antud iseennast mitteloikav kinnine murdjoon, mille tiks-
ki 3 tippu ei asetse iihel sirgel. Murdjoone kaks liili moodustavad ,erilise’
paari, kui nendest iithe pikendus l6ikab teist, kusjuures nad ei tohi olla naa-
berliilid. Toestada, et ,erilisi“ paare on paarisarv.

24. Tasandil on antud n punkti, mis ei asetse iihel sirgel. Iga punkti juur-
de on kirjutatud mingi reaalarv. On teada, et kui sirge 1dbib kahte voi enamat
antud punktidest, siis koikide sellele sirgele jadvate punktide juurde kirjuta-
tud arvude summa on vordne nulliga. Néidata, et koik arvud on vordsed
nulliga.

25. Olgu antud kolmnurk ABC|, mille iimber on joonestatud ringjoon.
Loik, mis iihendab kaarte AB ja AC keskpunkte, 16ikab kolmnurga kiilgi AB
ja AC punktides K ja L. Olgu kolmnurga siseringjoone keskpunkt punktis
O. Niidata, et punktid A, K, L ja O asetsevad rombi tippudes.

26. Ringjoonele on asetatud musti ja valgeid nuppe. Esimesel kdigul voe-
takse ringjoonelt dra koik need mustad nupud, milledel on valge naaber (kas-
voi ainult tihel pool). Teisel kdigul voetakse ara valged nupud, milledel on
must naaber, kolmandal kidigul voetakse jéalle dra need valged nupud, mille-
del on must naaber jne. Nii kdiakse senikaua, kuni ringjoonele jédavad ainult
iihte vérvi nupud.

a) Oletame, et algul oli ringjoonel 40 nuppu. Kas on voimalik, et pérast
neljandat kiiku kaéb ringjoonele ainult iiks nupp?

b) Oletame, et algul oli ringjoonel 1000 nuppu. Mitu kiiiku on vaja sooritada
minimaalselt, et ringjoonele jaaks ainult iiks nupp?

8. klass. Teine paev

27. Ummarguse laua taga istuvad 7 pakapikku. Igaiihel on kruus. Kruusides-
se on valatud kokku 3 liitrit piima. Uks pakapikkudest valab oma piima vord-
selt tilejadnud 6 kruusi. Seejérel teeb tema parempoolne naaber sedasama jne.
Pérast seda, kui viimane, seitsmes pakapikk on oma piima &dra jaotanud, on
koikides kruusides samapalju piima kui algul. Kui palju piima oli algul igas
kruusis?

28. Nimetame 2n-kohalist arvu ,eriliseks”, kui ta on taisruut ja tema n
esimesest numbrist ja n viimasest numbrist moodustatud arvud on taisruu-
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dud, kusjuures teine arv voib alata numbriga null, kuid ei tohi ola samaselt
null.

a) Leida koik 2- ja 4-kohalised ,erilised* arvud.
b) Kas leidub 6-kohalisi ,erilisi* arve? (Néidata, et neid kas ei leidu, voi siis
tuua sellise arvu néide.)

29. On antud positiivsete reaalarvude hulk a;;as;. .. ;a,. Selle hulga iga
osahulga jaoks kirjutatakse vélja temasse kuuluvate elementide summa (vaa-
deldakse summasid tihest, kahest, ..., n liidetavatest). Nédidata, et koik vil-
jakirjutatud arvud saab jaotada n rithma nii, et igas rithmas suurima arvu
suhe viahimasse ei iileta 2.

30. On antud 1000 piletit jarjekorranumbritega 000, 001, ..., 999 ja 100
urni numbritega 00, 01, ..., 99. Piletit lubatakse lasta urni, kui urni numbrit
on voimalik saada pileti jarjekorranumbrist selle mingi numbri mahatomba-
misel. Toestada, et

a) koik piletid saab paigutada 50 urni,
b) koiki pileteid ei saa paigutada vihem kui 40 urni,
c) koikide piletite paigutamiseks ldheb vaja vdhemalt 50 urni.

9. klass. Esimene paev

31. Kolmnurkadel 77 ja T5 on iihine vilisringjoon, kusjuures kolmnurga 75
tipud asetsevad kolmnurga T} tippude vaheliste kaarte keskpunktides. Toes-
tada, et kuusnurga 77 n'T5 vastastippe iihendavad diagonaalid on paralleelsed
kolmnurga 77 kiilgedega ja loikuvad iihes punktis.

32. On antud l6pmatu jada aj, ag, . ... On teada, et lim (2a,1 —a,)/2 =
n—a0
0. Naidata, et lim a,, = 0.
n—oo
33. Vt. il. 23

34. Teataval maal on igast linnast igasse linna voimalik soita teisi linnu
labimata. On teada iga sellise soidu maksumus. Koostati kaks marsruuti labi
koikide linnade. Esimest tiiiipi marsruudil esimene linn valitakse suvaliselt,
seejrel soidetakse sellesse linna, kuhu soit on koige odavam. Edasi valitakse
labimata linnade hulgast jéllegi see, kuhu s6it on koéige odavam (kui mingil
sammul on mitu sellist linna, siis valitakse suvaliselt iiks neist) jne. Teist
tiilipi marsruudi korral valitakse esimene linn samuti suvaliselt, jargmiseks
linnaks valitakse aga veel labimata linnade hulgast see, kuhu soit on koige
kallim. Toestada, et esimest tiilipi marsruudi labimine ei ole kallim kui teist
tlitipi marsruudi labimine.
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9. klass. Teine paev

35. On antud ruuduline paberileht mootmetega 100 x 100 ruutu. Paberile
on joonestatud teatav hulk iseennast mitte-loikavaid murdjooni, mis kulge-
vad mooda ruutude kiilgesid. On teada, et mistahes kaks murdjoont ei oma
ithiseid punkte. Murdjooned asuvad paberilehe sisemuses, kuid nende alg- ja
lopp-punktid paberilehe serval. Néidata, et peale antud ruudukujulise pabe-
rilehe tippude leidub veel solmpunkt (kas ruudu sisemuses voi serval), mis ei
kuulu tihelegi murdjoonele.

36. On antud naturaalarvud xi,xo, ..., Tm, Y1,Y2,- - ., Yp. Summad x; +
To+...+xmjayr +y2+ ...+ 1y, on omavahel vordsed ja viiksemad kui mn.
Niidata, et vorduses

T +2To+ ...+ Ty =1 +Y2+ ...+ Y,

saab osa liidetavaid maha tommata nii, et vordus jaab kehtima.

37. Tasandil on antud 1000 ruutu, kusjuures koikide ruutude kiiljed on
parallelsed koordinaattelgedega. Olgu M nende ruutude keskpunktide hulk.
Naidata, et on voimalik dra mérgistada osa ruute nii, et hulga M iga element
satub mitte vihem kui iihte ja mitte rohkem kui nelja méargistatud ruutu.

38. Laual on kangkaal ja n erinevat kaaluvihti. Vihte asetatakse jérjest
kaalukaussidele, s.t. igal sammul voetakse laualt {iks viht ja asetatakse ta
iihele voi teisele kaalukausile (mitte tingimata vaheldumisi).

a) Toestada, et vihte saab asetada sellises jarjekorras, et algul vajub alla
vasakpoolne kauss, seejirel parempoolne, siis jille vasakpoolne jne. Sel-
lisele kaalumiste seeriale seame vastavusse n-tahelise sona VPVPVP. . .|
kus V tdhendab vasakpoolse, P — parempoolse kaalukausi allavajumist.

b) Tdestada, et tahtedest V ja P moodustatud mistahes n-téhelise sona
jaoks voib leida sellise kaalumiste seeria, mis vastaks antud sonale.

10. klass. Esimene paev

39. Vt. iil. BIl
40. Vt. iil. 32

41. Kumera hulktahuka M igast tipust véljub 3 serva. On teada, et hulk-
tahuka iga tahu timber saab joonestada ringjoone. Naidata, et koik hulkta-
huka tipud asetsevad mingil sfaéril.

42. On antud hulkliige '® + 2% + =28 + ... + =z + 1. Isikud A ja B
méangivad jargmist méngu. Algul asendab A mingi térnikese reaalarvuga,
seejarel asendab B mingi jarelejaanud tarnikese reaalarvuga, siis asendab jalle
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A jne. (kokku 9 kéiku). Kui saadud hulkliikmel puuduvad reaalsed nullkohad,
siis loetakse voitjaks méngija A, kui aga sellel hulkliikmel on kasvoi iiksainus
reaalne nullkoht, siis loetakse voitjaks B. Kas B saab voita A igasuguse
méangu korral?

43. Vt. il. 23

10. klass. Teine paev

44. Vaatleme hulkliikmeid P(x) = ' + a;2"! + ... + a; ja Q(x) = 2 +
bizF=' + ... + b;. Utleme, et need hulkliikmed kommuteeruvad, kui iga z
korral kehtib vorduds P(Q(z)) = Q(P(x)).

a) Leida iga arvu « jaoks koik hulkliikmed, mille aste ei iileta kolme ja mis

kommuteeruvad hulkliikmega 22 — o.

b) Olgu P(z) ruutkolmliige ja k naturaalarv. Toestada, et leidub mitte roh-

kem kui iiks k-astme hulkliige, mis kommuteerub hulkliikmega P(x).

c¢) Leida koik 4-nda ja 8-nda astme hulkliikmed, mis kommuteeruvad antud

ruutkolmlitkmega P(x).

d) Hulkliikmed Q(z) ja R(z) kommuteeruvad tihe ja sama ruutkolmliikmega

P(z). Toestada, et nad kommuteeruvad ka omavahel.

e) Toestada, et leidub 16pmatu jada hulkliikmeid Py(z), Ps(x), ..., kus

Py(x) on k-astme hulkliige ja Py(x) = 2% — 2, nii et iga kaks hulkliiget

selles jadas kommuteeruvad.

45. Olgu A 2n-kohaline naturaalarv (esimene number ei ole null). Arvu A
nimetatakse ,eriliseks”, kui ta on taisruut ja tema n esimesest ja n viimasest
numbrist moodustatud arvud on samuti taisruudud. Sealjuures teine arv voib
alata numbriga null, kuid ei tohi olla samaselt null.

a) Leida koik kahe- ja neljakohalised ,erilised arvud.

b) Naiidata, et leidub vdhemalt {iks 20-kohaline ,eriline* arv.

c) Néidata, et 100-kohaliste ,eriliste arvude arv ei tileta kiimmet.
d) Néidata, et leidub vihemalt {iks 30-kohaline ,eriline* arv.

46. Marslaste tdhestik koosneb 10 téhest ja iga kolmetdheline sona moo-
dustab perekonnanime (s.t. et Marsil on tépselt 1000 erinevat perekonnani-
me). Marsil kehtivate seaduste pohjal peab marslase eesnimi olema kaheté-
heline ning ta peab olema saadav tema perekonnanimest iihe tdhe mahatom-
bamisel.

a) Niidata, et saab moodustada nimekirja 50 eesnimest, et iga voimaliku
perekonnanimega marslane voib valida endale {ihe neist eesnimedest.

b) Niidata, et sellises nimekirjas ei saa olla vihem kui 40 eesnime.

c) Naidata, et selles nimekirjas on vihemalt 50 eesnime.
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d) Mé6dunud sajandil olid marslaste perekonnanimed neljatéahelised ja ka-
hetdheline eesnimi saadi sellest mingi kahe tdhe mahatombamisel. Néi-
data, et moodunud sajandil sai ldbi ajada 34 eesnimega.

e) Leida minimaalne kahetéheliste eesnimede arv, mis kolbaks juhul, kui
marslaste perekonnanimi koosneb k tdhest. Lahendada iilesanne juhul
kui £ =4,5,6 jne.

XII ileliiduline kooliopilaste matemaatikaoliim-
piaad

8. klass. Esimene paev

47. Tahistame stimboliga a, tdisarvu, mis on ldhim arvule \/n. Leida
summa

48. Nelinurga ABCD sees on valitud punkt M nii, et kujund ABM D on
roopkiilik. Naidata, et kui CBM = CDM, siis ACD = BCM.

49. Niidata, et mitte iihegi naturaalarvulise m korral arv 1978™ — 1 ei
jagu arvuga 1000™ — 1.

50. Tasandil on antud loplik punktide hulk K. Sellele lisatakse koik
punktid, mis on saadud koikide antud hulga punktide iihekordsel peegelda-

misel tiksteise suhtes. Téhistame saadud hulga siimboliga K. Analoogiliselt
saadakse hulgast K7 hulk K5, hulgast K5 hulk K3 jne.

a) Olgu K{ kahepunktiline hulk (punktid A ja B), kusjuures punktide vahe-
line kaugus on 1. Millise vihima n korral leidub hulgas K, punkt, mille
kaugus punktist A on 10007

b) Olgu K, iihikulise pindalaga vordkiilgse kolmnurga tippude hulk. Lei-
da vdhima kumera hulknurga pindala, mis sisaldab hulga K,, (n =
1,2,3,... korral).

8. klass. Teine paev

51. Kolm automaati triikivad kaartidele naturaalarvude paare. Automaa-
did tootavad jargmiselt. Esimene automaat, lugenud kaardi (a, b), viljastab
kaardi (a + 1,b + 1). Teine automaat annab kaardi (a,b) pohjal vélja kaardi
(a/2,b/2) (ta to6tab ainult siis, kui a ja b on paarisarvud). Kolmas automaat
annab kaartide (a, b) ja (b, ¢) pohjal vélja kaardi (a, c). Peale selle on teada,
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et koik automaadid tagastavad ldbiloetud kaardid. Olgu algul antud kaart
(5,19). Kas on voimalik, kasutades suvalises jarjekorras, saada kaarti

a) (1,50),

b) (1,100)?

c¢) Olgu antud kaart (a,b), kusjuures a < b, aga tarvis on saada kaart (1,n).
Milliste n vaértuste korral on see voimalik?

52. Ringi raadius R on sisse joonestatud n-nurk, mille pindla on S. Igal n-
nurga kiiljel on dra méargitud punkt. Naidata, et sellise hulknurga iimbermoot,
mille tippudeks on mérgitud punktid, ei ole vdiksem kui 25/R.

53. Malelaua (mootmetega n x n ruutu) nurka on asetatud nupp. Kaks
mangijat nihutavad vaheldumisi seda nuppu mooda malelauda, kusjuures
tihel kiigul nihutatakse nupp lahtevéljalt tema naabervéljale (s.t véljale, mil-
lel on léhteviljaga iihine kiilg). Kui nupp on mingil véljal juba viibinud, siis
teistkordselt kiia sellele véljale pole lubatud. Voitjaks loetaksse see méngija,
kes kaib viimasena.

a) Néidata, et kui n on paarisarv, siis alustaja saab alati voita, aga kui n
on paaritu, siis saab voita tema partner.

b) Kes voidab, kui méngi algul nupp ei asetse malelaua nurgas, vaid tema
naabervéljal?

54. Tasandil on antud 16plik hulk mitteldikuvaid loike, kusjuures iikski
loikude paar ei asetse iihel sirgel. Kas on voimalik iihendada antud loikude
otspunktid omavahel sirgloikudega nii, et tekib iseendaga mitteloikuv murd-
joon?

9.klass. Esimene paev

55. Vt. il. @7l
56. Vt. il. 48]

57. Laual on kaks kuhja tikke. Esimeses kuhjas on m, teises n tikku,
kusjuures m > n. Kaks méngijat votavad vaheldumisi kuhjadest tikke. Uhe
kiigu jooksul votab méngija iihest kuhjast suvalise (nullist erineva) arvu
tikke, kuid nii, et tema poolt voetud tikkude arv on teise kuhja tikkude arvu
kordne. Voitjaks loetakse see méngija, kes votab mingist kuhjast viimase
tiku.

a) Néidata, et kui m > 2n, siis alustaja saab alati voita.

b) Milliste reaalarvu « véértuste korral kehtib jargmine viide: kui m > an,
siis alustaja saab alati voita?
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58. Niidata, et leidub selline l1opmatu tokestatud jada xz,, et iga m ja k
korral (m # k) kehtib vorratus

e — 22 >
Ty — Tp| = ————
S Im—k
9. klass. Teine paev
59. Vt. ul. Bl
60. Vt. il. b2
61. Reaalarvud xy,xs, ..., z, asetsevad 16igul [a, b], kus 0 < a < b. Toes-
tada vorratus
1 1 1 + b)?
(x1+ @2+ ... + ) <—+—+...+—> < (a+)) n?.
Ty T2 T 4ab

62. On antud algarv p > 3. Vaatleme koordinaattasandil hulka M, mis
koosneb sellistest taisarvuliste koordinaatidega punktidest (x,y), kus 0 < p
ja 0 < y < p. Naidata, et hulgas M on voimalik dra mérkida p erinevat punkti
nii, et iikski nelik méargitud punktide hulgast ei ole roopkiiliku tippudeks ja
iikski kolmik ei asetse iihel sirgel.

10. klass. Esimene paev

63. Olgu f(x) = x®>—z+ 1. Niidata, et koikide naturaalarvuliste m korral
(m > 1) arvad m, f(m), f(f(m)), f(f(f(m))),... on paarikaupa iihisteguri-
teta.

64. Néiidata, et saab leida sellise reaalarvu A, et funktsiooni y = A -sinx
graafikusse saab sisse joonestada vihemalt 1978 paarikaupa mittekongruent-
set ruutu. (Ruutu nimetatakse sissejoonestatuks, kui koik tema tipud kuulu-
vad graafikule.)

65. Olgu K, iihikulise ruumalaga korrapérase tetraeedri tippude hulk.
Hulgale K, lisatakse koik need punktid, mis saadakse koikide antud hulga
punktide iihekordsel peegeldamisel {iksteise suhtes. Téahistame saadud hulga
siimboliga K7. Analoogiliselt saadakse hulgast K7 hulk K5, hulgast K5 hulk
K3 jne.

a) Vaatleme vihimat kumerat hulktahukat, mis holmab hulga K koik punk-
tid. Mitu tahku on vaadeldaval hulktahukal? Millised on need tahud?
b) Milline on selle hulktahuka ruumala?
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c¢) Leida vihima kumera hulktahuka ruumala, mis sisaldab hulga K, koik
punktid (n = 2,3,4,... korral).

66. Vt. il. b8l

10. klass. Teine paev

67. Vt. il. b1l

68. 68. Naidata, et iga tetraeedri jaoks voib leida kaks sellist tasandit, et
tetraeedri ristprojektsioonide pindalade suhe nendel tasanditele ei ole vaik-

sem kui v/2.

69. Olgu antud reaalarvud ay, as, ..., a,. Defineerime
b = (a1,a9,...,a,)/k, k=1,2,3,... n,
C = (a; —b))? + (ag — b2)* + ... + (an — by)?,

D = (a1 — b,)* + (az — by)* + (a, — b,)*.

Naidata, et kehtib ahelvorratus C' < D < 2C.

70. Olgu z,, = (1 + V2 + V2 +4/3)". Jada x, iga liiget saab esitada
kujul z,, = a2 + $uA/3 + tan/6 + Gn, KUS @, 70, Sp ja t, on taisarvud. Leida
jargmised piirvagartused:

. Tn . Sn -
lim —, lim —, lim —.
n—=90 gn n—=%0 [y n—=% (p

71. Vt. il 62

Ulesandeid Ziirii materjalidest

72. Leida koik naturaalarvud, mida ei saa esitada jéarjestikuste naturaal-
arvude summana.

73. Leida vorrandi 3 - 2% + 1 = y? koik téisarvulised lahendid.
74. Nimetame naturaalarvu ,tasakaalustatuks®, kui tema mingi ,algus”
tihtib tema mingi ,lopuga” (néiteks 1971, 20320).
a) Néidata, et ,tasakaalustatud* arvude osa koikide n-kohaliste arvude hul-
gas el iileta 1/9.

b) Naidata, et voib leida sellise naturaalarvu, mis muutub ,tasakaalusta-
tuks®, kui talle 16ppu kirjutada suvaline numbritest 0,1,2,...,9.

75. Naidata, et kui n on naturaalarv, siis
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a) [vn+vn+2] =[v4n + 2],
b) 0 <vidn+2—+yn—+vVn+1<

1
164/n3

76. Olgu 1 + 29 + ... + 2, = 0 ning m ja M vastavalt vihim ja suurim
arvude x1, o, ..., 7 hulgas. Toestada, et

o+ wi 4. 2k < —kmM.
77. On antud jada ag, ay, . .., a9, kus ax = (ag_1+axs1)/2k =1,2,...,2n—
1 korral. Toestada, et

1
n+1

S|

(a0+a1+...+a2n)> (a1+a3+...+a2n,1)

ning leida milliste jadade aj korral kehtib vordus.

78. Olgu p algarv, kusjuures p > 5. Esitame murru 1/p 16pmatu perioo-
dilise kiimnendmurruna ja vaatleme selle perioodi.

a) Néidata, et perioodi koigi numbrite summa jagub 9-ga.

b) Naidata, et kui perioodil saab jaotada m ,tiikiks* nii, et igas ,tiikis* on
k numbrit, siis saadud ,tiikkide summa (,tiikke” vaadeldakse kiimnend-
siisteemi arvudena) jagub arvuga 99...9 (k itheksast).

79. Kas saab leida sellised arvud a ja b, et |a — b| = 1978 ning vorrandil
ax?® + bx + ax + b = x puuduvad reaalsed lahendid?

80. Naidata, et kui x > 0, siis e* > z°.

81. Milline on vorrandi e®* = ax? + bz + ¢ maksimaalne lahendite arv
(a, b, c - reaalarvud)?

82. Jada x, on antud jargmiste rekurrentsete seostega: x, 11 = T, + (, —
¢)?, kui n > 1, ning z; = 0. Milliste ¢ véirtuste korral kehtib jada z,, koon-
dub?

83. Jadad a, ja b, on antud jérgmiste seostega: a,4+1 = a, + /a2 + 1,
a; = 1; b, = a,/2", n > 1. Néidata, et jada b, koondub.

84. 12% sfaari pinnast on véirvitud mustaks. Naidata, et sellesse sfaari
saab sisse kujundada risttahuka nii, et {ikski tema tipp ei asu sfaéri varvitud
osal.

85. Malelaua ruutudele on kirjutatud 1,2, 3,...,64 suvalises jarjekorras.
Naidata, et saab leida kolm 2 x 2 ruutu nii et nendes ruutudes olevate arvude
summa on suurem kui sada.
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86. Naidata, et kui 1 + 2o + 23 = y1 + Yo + Y3 = T1y1 + Toyo + x3y3 = 0,
kus mitte koik suurused x; ja y; ei ole nullid, siis

2 2
T Y1 -

i+ a3+ a3 yi+ys s

2
3

87. Milliseid kuuekohalisi arve on rohkem: kas selliseid, mida saab esitada
kahe kolmekohalise arvu korrutisena, voi selliseid, mida ei saa esitada kahe
kolmekohalise arvu korrutisena?

88. Lopmatu suure ruudulise paberi igasse ruutu on kirjutatud musta
varviga +1 voi —1. Néidata, et koikide ruutude kiilgedele saab kirjutada
punase varviga +1 voi —1 nii, et punaste arvude korrutis mooda suvalist
kinnist kontuuri on vordne koikide selle kontuuri sees asuvate mustade arvude
korrutisega.

89. On antud hulkliige 2'° + «2% + +2® + ... + +x + 1. Isikud A ja B mén-
givad jargmist mangu. Algul asendab A mingi tarnikese reaalarvuga, seejérel
asendab B mingi jarelejadnud tarnikese reaalarvuga, siis asendab jélle A jne
(kokku 9 kéiku). Kui saadud hulkliikme koik nullkohad on reaalsed, siis loe-
takse voitjaks B, kui aga sellel hulkliikmel on kasvoi iiksainus kompleksne
nullkoht, siis loetakse A voitjaks. Kas B saab voita A igasuguse méngu Kkor-
ral?

90. Nimetame arvu ,taiuslikuks®, kui tema koikide tegurite summa on
vordne selle arvu kahekordsega. (Néiteks 6 ja 28 on ,taiuslikud®, sest 2 -6 =
142+346ja2-28=1+4+2+4+7+ 14+ 28). Néidata, et arv kujul 4n — 1
ei ole ,taiuslik".

91. Ringi raadiusega 4 on joonestatud kolmnurk (tipud asetsevad ring-
joonel). Kolmnuka ja igasse segmenti on joonestatud siseringjooned. Niidata,
et nende nelja ringjoone raadiuste summa ei ole suurem kui 5.

92. Niidata, et vorrandil z!y! = z! on I6pmata palju lahendeid tingimusel,
etx>1jay>1.

93. Milline peab olema seos kolmnurga kiilgede vahel, et nurkade jaoks
kehtiks vordus a = 2(5 — )?

94. Milliste naturaalarvuliste NV véértuste jaoks leidub taisarvuliste kor-
dajatega hulkliige Py(x), mis N erinevas téisarvulises punktis on vordne N
ja punktis x = 0 on vordne nulliga?

95. a) Leida summa

o (D"
Un =), ——
k=1 n
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b) Naidata, et

c) Naidata, et

lim S, =1
n—0oo
96. Olgu c ja d reaalarvud.
a) Naidata, et kui jada a, korral lim (a, + ca,—1) = 0 ja |¢| < 1, siis
n—0o0
lim a, = 0.
n—aoo

b) Olgu lim (a,+a, 1 +a, 2+...+a, g1+ca,_k) = 0. Milliste ¢ vaartuste
n—0o0

korral on lim a, = 07
n—a0

¢) Analoogiline kiisimus juhul, kui nlgrolo (an + cap-—1 + da,—2) = 0 (leida

koikvoimalikud ¢ ja d vddrtused).

97. Korraparase 1000-nurga tipudesse on kirjutatud téisarvud, kusjuures
on teada, et naaberarvud erinevad iihe vorra. Oletame, et algul on mingi tipu
juurde asetatud 2 nuppu. Kaik seisneb selles, et molemat nuppu nihutatakse
itheaegselt ja teineteisest soltumatult nende naabertippudele (mo6da ring-
joont). Néidata, et nuppe saab nihutada niimoodi, et pérast igat kdiku on
nad vordsete arvudega tippudes ja parast viimast kdiku diameetri otspunk-
tides.

98. Olgu antud tabel n x n, mille igasse lahtrisse on kirjutatud arv 0
voi 1. Uhel sammul muudetakse ithtedeks kdik need nullid, millised asuvad
mingi sellise ristkiiliku neljandas tipus, mille kolmes iilejadnud tipud on iithed
(vaadeldakse selliseid ristkiilikuid, mille kiiljed on paralleelsed antud tabeli
servadega). Maksimaalselt mitme sammu jooksul saab antud tabel muutuda?

99. Ringjoonel asetseb n numbrit (nullid ja tihed). Paarissammudel lii-
hendatakse iihe vorra iga nullide seeriat, paaritutel sammudel - iga iihtede
seeriat. Mitu kdiku kulub minimaalselt, et ringjoonele ei jadks enam iihtegi
numbrit?

100. Kas saab mingi puukujulise graafi iga liili juurde kirjutada natu-
raalarvu (,kauguse“) nii, et iga naturaalarvulise M korral, kus 1 < M < N,
leiduks parajasti iiks paar graafi tippe, millede vaheline  kaugus* on M?

101. a) Naidata, et valem 10k — 14 [%] + 6 [%] + 1, kus k on téisarv,
esitab koik tdisarvud, mis on iihisteguriteta arvuga 30.

b) Kas iga perioodilise taisarvude hulga korral eksisteerib teatavas mottes
analoogiline valem?
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102. Mitmel erineval viisil saab 13 rohelisest ja 14 punasest kuubist (moot-
metega 1 x 1 x 1) kokku panna kuubi (méotmetega 3 x 3 x 3), mille igas reas
oleks paaritu arv rohelisi?

103. Lopmatu suures ruudukujuliste kvartalitega linnas on sisse viidud
ithesuunaline liiklus. On teada, et igale ristmikule saab soita kahes suunas
ja et igalt ristmikult saab &dra soita kahes suunas. Samuti on teada, et igalt
ristmikult saab soita méoda kinnist marsruuti. Néidata, et iga kahe ristmik
vahel saab soitsa vihemalt iihes suunas.

104. Tetraeedri, mille kiilje pikkus on a, tasapinnaline 16ige on nelinurk.
Niidata, et selle nelinurga iimbermoot on vihemalt 2a ning et see ei iileta
3a.

105. Millisteks osadeks (mitu kaksnurka, kolmnurka, nelinurka, ...) jao-
tavad sfaéri a) 4 ja b) 5 iildasendis ringjoont?

106. Mooda sfaari 3 suurringjoont liiguvad iihtlaselt kolm punkti. Mil-
listel algtingimustel (kiirustel, algfaasidel) ei osutu nad kunagi iihel sirgel
olevaiks?

107. Kolnurga ABC kiiljel AB on valitud punkt K ja kiiljel BC' punkt
L nii, et kolnurga siseringjoone keskpunkt asub loigul K L. Punktidest K ja
L on kontrueeritud kiiljega AC' paraleelsed sirged, mis loikavad kiilgi BC' ja
B A vastvalt punktides M ja N. Olgu nurkade BAC' ja AC'B nurgapoolitajate
loikepunktid loikudega LN ja KM vastavlt B; ja B,. Naidata, et punktid
B, B; ja By asuvad iihel sirgel.

108. Niidata, et kui a,b, ¢ ja d on positiivsed reaalarvud, siis a* + b* +
ct + d* + 2abed = a?b? + a?c + ...+ Ad2.
109. Tasandile on paigutatud loplik hulk loike, mis on paralleelsed y-
teljega. Naidata, et kui
a) iga kolne neist saan loigata sirgega, siis saab koiki 16ike l6igata mingi
sirgega;
b) iga nelja neist saab l6igata parabooliga, mille telg on paralleelne y-teljega,
siis saab koiki loike loigata mingi parabooliga.
110. Ruumis on antud 4 sirget, milledel asuvad kuubi neli omavahel paa-
rikaupa kiivset diagonaali. Néidata, et kui mingi sirge loikab kolme nendest
sirgetest, siis loikab ta ka neljandat.

111. Naidata, et iga kumera hulktahuka jaoks saab leida sellise sidusa
pinnalaotuse, mille suvalised 2 tahku ei kattu.

112. Paralleelsed 16igud AA;, BB, ja C'C} ei asu iihel tasandil. Olgu
tasandite Ay B,;C', B;C1 A ja C1 A, B loikepunkt M ja tasandite ABC,, BC'A;
ja CAB;y loikepunkt M. Néidata, et 16ik M M; on paralleelne ldhteloikudega.
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113. Ruudu ABCD kiiljel AD on fikseeritud punkt E. Leida kiilgedel
AB ja BC punktid M ja K nii, et MK || CFE ja nelinurga CEM K pindala
oleks maksimaalne.

114. Punktidest A ja B alustasid soitu (mitte iiheaegselt) teineteisele
vastu jalgrattur ja mootorrattur. Parast kohtumist punktis C' pordusid nad
kohe timber ja soitsid tuldud teed tagasi. Lahtepunktidesse joudes poordusid
nad uuesti timber ja soitsid tagasi. Kohtudes punktis D, soitsid nad jélle
tagasi jne. Millises 16igu AB punktis toimub nende 1978. kohtumine?

115. Ruudulisele paberile on joonestatud ringjoon (ruudu kiilje pikkus
1), mille raadius on suurem kui 2. On teada, et see ringjoon ei 1abi iihtegi
solmpunkti, s.t. ruudu tippu. Nimetame solmpunkti rajapunktiks, kui kasvoi
tiks tema naabruses olevatest (s.t. kaugusel 1) solmpunktidest asub teisel pool
ringjoont. Leida koikide ringjoonest véljaspool olevate rajapunktide arvude
vahe.



Lahendused

[1} Olgu ¢ aeg minutites. Téhistame siimboliga R(¢) koikide minutiosutite
otspunktide kauguste summa laua keskpunktist ajamomendil . Olgu U koi-
kide kellade keskpunktide kauguste summa laua keskpunktist A. Tahistame
stimbolitega R;(t) ja U; (i = 1,2,3,...,50) vastavalt i-nda kella minutiosuti
otspunkti ja selle kella keskpunkti kauguse laua keskpunktist ajamomendil
t. Kuna kellad kaivad tépselt, siis ajamomentidel ¢ ja t + 30 on ¢-nda kella
minutiosuti suund diametraalselt vastupidine (vt. joon. .

Joonis 5

Taiendades kolmnurga A BC roopkiilikuks, saame kolmnurgast AC'D seo-
se
Ri(t + 30) + Rz(t> > 2U;.

Summeerides selle vorratuse vasakud ja paremad pooled ¢ vaartuste 1,2,
3,...,50 korral, saame tulemuseks:

R(t+30) + R(t) > 2U ehk [R(t+30)—U]+ [R(t)—U] > 0.

Saadud vorratusest on néha, et iga ¢ korral kas R(t) > U voi R(t + 30) >
U, mida oligi tarvis toestada.

2} [)] On ilmne, et teisest reast alates iikski arv ei tileta 1000 ja et iikski
arv ei iileta tema alla kirjutatud arvu. Jarelikult kolmanda rea arvude summa
ei ole viiksem kui teise rea arvude summa jne., kusjuures iga summa ei iileta
miljonit. Jarelikult peab leiduma kaks jéarjestikust rida, kus arvude summa

23
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on vordne, sest summad ei saa kogu aeg kasvada. Jarelikult langevad need
kaks jérjestikust rida kokku.

[b)] Néitame, et kui m-ndas reas (m > 2) arv ja tema kohale kirjutatud
arv on erinevad, siis see arv ei ole viiiksem kui 272, Kui m = 2, siis on see
védide ilmne, kuna teises reas esinevad ainult naturaalarvud. Olgu see viide
kontrollitud koikide ridade korral, millede jérjekorranumber on vaiksem kui
m. Olgu (m — 1)-es reas kirjutatud arv a ja tema alla kirjutatud arv b,
kus b > a. Sel juhul on (m — 2)-es reas teatav arv ithesugustest arvudest
rithmi, kusjuures igas riithmas on a arvu ja arvud erinevates riihmades on
erinevad. Siit jareldub, et b jagub arvuga a, s.t b > 2a. Peale selle vihemalt
iiks nendes riithmades sisalduvatest arvudest erineb arvust a ning jarelikult
induktsiooni eelduse pohjal on a > 2(m~V=2 Siis b > 2a > 2™~2. Seega on
meie viide toestatud matemaatilise induktsiooni pohjal koikide m > 2 korral.
Kui oletada, et 11. ja 12. rida on erinevad, siis eelneva pohjal peab leiduma
12. reas arv, mis on suurem kui 21272 = 1024. Kuid see on voimatu. Jérelikult
langevad iiheteistkiimnes ja kaheteistkiimnes rida kokku.

Arvestades eelnevat, voib konstrueerida rea: 0, 1,2,2,4,4,4,4,...,256, ...
256,488, ...,488. Siin arv 0 ja arv 1 esineb iihe korra, arv 2 kaks korda, arv
4 neli korda, ..., arv 256 esineb 256 korda, arv 488 esineb 488 korda. Kir-
jutades valja 2.,3.,4.,...,11. rea, on lihtne ndha, et 10. reas arv 256 esineb
512 korda ja arv 488 esineb 488 korda. 11. reas arv 512 esineb 512 korda ja
arv 488 esineb 488 korda.

Bl Esitame lahenduse ainult tilesan-
dele b), tilesanne a) lahendatakse ana-
loogiliselt.

Et ringjoontel on vordsed raadiused,
siis kaared ABD ja AFD on kongruent-
sed.

Sama voib Gelda ka kaarte EFB ja
EDB ning CBF ja CDF kohta.

Jarelikult AB+CD+EF = (ABD—
BD) + (CDF — DF) + (EFB — BF) —
(AFD - DF)+ (CBF— BF)+ (EDB -
BD) — AF + BC + DE.

Vaatleme niiiid kolmnurga AEC nurki.
- Néeme, et CAE = CAD + DAE =
(CD + DE)/2, ACE = (AF + EF)/2, AEC = (BC + AB)/2.

Et kolmnurga sisenurkade summa on 180°, siis
180° = CAE + ACE + AEC = (CD + DE + AF + EF + BC + AB)/2 =
[(AB+CD + EF) + (AF + BC + DE)]/2=AB+ CD + EF.

Toestame arvud x1,xs ja x3 limber nii, et nad asetseksid kahanevas

Joonis 6
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jarjekorras. Siis saadud jada voib erineda algjadast ainult kolme esimese liik-
me jarjestuse poolest. On ilmne, et see jada on kahanev (z; > xpy1), sest et
Zr41 leidmisel me kasutame koiki neid vahesid, mida me kasutame z; leid-
misel ja veel tdiendavalt vahesid |z, — z;|, kus ¢ = 1,2,...,k — 1. Ilmneb, et
iga k > 1 korral

Tk 2 Thy1 T Tht2,

sest vastasel juhul

Tpyo < T — Tg—1 = |$k - Cl?k+1|,

mis on aga voimatu. Oletame et xo; > 1. Siis loomulikult ka x99 = 1, x19 =
Too + To1 = 2, T1g = T1g + To9 = 3, Tiy = X1z + Tig = 5, T = 5+ 3 = 8,
Tis =2 8+0=13, 214 =2 13+8 =21, 213 = 21 + 13 = 34, x12 = 34 + 21 = 55,
x11 = 55+ 34 = 89, w19 = 89 + 55 = 144, xg > 233, xg = 377, X; > 610,
Tg = 987, x5 = 1597, x4 = 2584, x3 = 4181, x5 = 6765 ja x1 = 10947.

See on aga vastuolus iilesande tingimustega. Jarelikult xo; = 0.

Bl [a)] Vaatleme kérbest, kes istus
malelaua keskpunktis O. Kui ta las-
kus samasse ruutu, siis on iilesanne
lahendatud. Oletame, et ta lendas
paremale (iilejadanud juhud on ana-
loogilised), s.t. suunas OA (vt. joon.
. Valime nende kérbeste hulgast,
kes istusid algul kujundi OA ruutu- O X7 & A
del ja lendasid paremale, kiarbse X,
kes asus algul koige kaugemal punk-
tist O. Kui kéirbes X lendas edasi ai-
nult iithe ruudu vorra, siis on tlesan-
ne lahendatud. Kui ta lendas edasi
rohkem kui iihe ruudu vorra, siis te-
ma parempoolne naaber ei saanud
lennata vasakule, sest siis nad poleks
enam naabrid. Samuti ei saanud ta
parempoolne naaber lennata paremale, sest et X oli koige parempoolsem
kirbes, kes lendas suunas OA. Jarelikult kirbes X parempoolne naaber jai
paigale.

Joonis 7

b)] Kui kujund ® on ,akna raam®, siis
punkti a vaide ei kehti. Et seda néaidata,
,organiseerime’ kirbeste lennu kahes etapis.
Esimesel etapil lendavad koik kérbsed ruu-

K dukese K (vt. joon. aartele, kusjuures

Joonis 8
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naabrid jadvad naabriteks voi satuvad iihele
ruudule. Seda on voimalik saavutada, kui iga
kiarbes lendab naiteks talle ldhimasse ruudu-
kese K &areruutu, ruudukese K aareruutu-
del paiknevad kiarbsed jadvad aga paigale.
Teisel etapil lendab iga kirbes ruudukese K
vastaspunkti (ruudukese K keskpunkti suh-
tes). On ilmne, et ka sellisel juhul naabrid
jaavad naabriteks. Naitame, et nende kahe
lennu tulemusena iikski kédrbes ei jad paigale ega lenda naaberruutu. Toe-
poolest, oletame et esimesel etapil lendab kdrbes ruudust A ruutu B ja teisel
etapil ruudust B ruutu C'. Et ruut C asub K rajajoonel, siis paigale saavad
jaada ainult need kirbsed, kes asuvad K rajajoonel. Kuid see on voimatu,
sest need kérbsed lendavad teisel etapil K rajajoonelt vastavasse siimmeetri-
listesse punktidesse. Jarelikult ei jaa iikski kéirbes paigale. Kui oletada, et A
ja C' on naaberruudud, siis need kérbsed, kes on ruutudes A ja C, lendavad
esimesel etapil ruutudesse B ja C'. Kuid B ja C on siimmeetrilised ruudud
(ruudukese K keskpunkti suhtes) ja jarelikult ei ole nad naaberruudud. Seega
A ja C ei ole naaberruudud.

A d A
«
«
Joonis 9 Joonis 10

Kui kujund ® on malelaud, siis punkti @ vaide kehtib. Selle néita-
miseks defineerime ,kauguse* jargmiselt: ,kaugus® ruutude A ja B vahel on
minimaalne malekuninga kiikude arv, mis on vajalik selleks, et jouda ruu-
dult A ruudule B. Ulesande tingimustest jareldub, et ,kaugus* kirbeste vahel
parast lendu ei suurene. Malelaua ruutudest koosnevat ristkiilikut nimetame
invariantseks, kui iga karbes sellest ristkiilikust osutub pérast lendu jélle
selles ristkiilikus olevaks. Néiteks kogu malelaud on invariantne ristkiilik.
Vaatleme minimaalse ruutude arvuga invariantset ristkiilikut ja néitame, et
tema vertikaalse ja horisontaalse serva pikkus ei iileta kahte. Siis iga kidrbes
sellest ristkiilikust on pérast lendu kas naaberruudus voi esialgses. Oletame
vastuvaiteliselt, et minimaalse invariantse ristkiiliku R mootmed on a x b, kus
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a = b ja a > 2. Naitame, et selle ristkiiliku sees saab valida veel viiksema
invariantse ristkiiliku. Vaatleme algul juhtu, kus @ > b. Nimetame ristkiili-
ku R rajaks tema kahe darmise vertikaali ithendit (vt. joon. E[), iilejadnud
osa nimetame sisemuseks. Méargime, et iga sisemise ruudu kaugus ristkiili-
ku R suvalisest punktist on véiksem kui a. Kui koik kéirbsed ristkiiliku R
sisemusest lendavad uuesti R sisemusse, siis R sisemus moodustabki uue in-
variantse ristkiiliku. Oletame niiiid, et ristkiiliku R mingist siseruudust A
lendab kdrbes rajaruutu B. Vaatleme niitid ristkiilikut M, mis on koostatud
neist ristkiiliku R ruutudest, millede ,kaugus* ruuduni B on véiiksem kui a.
Et koik kdrbsed olid enne lendu ruudust A mitte kaugemal kui a — 1, siis
nad koik lendasid ristkiilikusse M. Jarelikult on M invariantne ristkilik. Et
temas on ruute vihem kui ristkiilikus R, siis sellel juhul on toestatud, et R
ei saa olla minimaalne invariantne ristkiilik. On jaanud vaadelda veel juhtu,
kus a = b > 2. Sel juhul nimetame rajaks koiki antud ruudu déreruute (vt.
joon. ja sisemuseks ruudu iilejasnud osa. Ulesande lahendamiseks sellisel
juhul sobivad samuti iilaltoodud arutlused.

Joonis 11 Joonis 12

@ Toestame vaited @ jalc) juhul, kui kolmnurga ABC kiilje pikkus on 3.
See lahendus sobib ka juhul, kui kiilje pikkus on 5. Punktis @ esitatud vaite
kehtivus jareldub vahetult punkti @ vaite kehtivusest.

b) Olgu K ja L punktd, mis jaotuvad kiilje AC' kolmeks vordseks osaks
(joon. . Konstrueerime punktidest K ja L kiiljele AC ristsirged KN ja
LM. Olgu

Ny = [KN] A [AP], M, = [LM] 0 [CN],

Ny = [AM;] A [KN], My = [CNs] A [LM] jne.

Lahtekolmnurk ABC jaguneb sel juhul kolmnurkadeks ABP, CPNy, AN, M,
CM; Ny, AN5M, jne. Kui valida punkt P nii, et BP = CP = 1,5, siis on
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koik konstrueeritud kolmnurgad ,suured”, sest et koikide kolmnurkade kiil-
gede projektsioonid kiiljele AC' ei ole lithemad kui 1. Ulesande lahendusest
ilmneb, et arvu 1000 asemele voib kirjutada suvalise naturaalarvu.

¢) Antud viite toestus on analoogiline punkti b viite toestusega. Olgu
punktid K, L ja P samad, mis punkti @ toestuses, KN ja LM kiilje AC
ristsirged. N; = [AP] n [KN] (joon. [12)). Valime 16igul K N; punkti N, ja
iihendaame ta punktidega A, P ja C. Olgu M; = [NoC'|n[M L]. Loigul LM,
valime punkti Ms ja tihendame ta punktidega A, Ns ja C'. Olgu M3 = [K N]n
[AM;]. Loigul K M3 valime punkti My ja ihendame ta punktidega A, Ms ja
C, jne. Seda protsessi jiatkates saamegi kolmnurga ABC' jaotuse ,suurteks"
kolmnurkadeks ABP, APN,, C PNy, ANyMsy, CNoMs, ... iilesandes noutud
viisil. [lmneb, et ka siin voib kolmnurkade arv olla suvaline.

Punktides @, @ ja @ piistitatud {iilesannete lahendused on analoogi-
lised iil.14 punktide @, @ ja Eﬂ lahendustega.

c) Naitame matemaatilise induktsiooni meetodiga, et iga ,,N- universaal-
se' jada (vt. il tekst) korral leidub selline jada liige, mis esineb selles jadas
vahemalt N korda.

Toepoolest, kui N = 2, siis viide kehtib. Oletame, et védide kehtib N = M
korral, s.t. igas ,,M- universaalses” jadas on selline element, mis esineb te-
mas viahemalt M korda. Vaatleme suvalist ,M + 1 - universaalset jada
ai, as, ...,ar. Olgu n < L minimalne selline indeks, et jadas ai,as,...,a,
esinevad koik numbrid 1,2,3,..., M + 1. Siis on ilmne, et element a,, esineb
jadas ay, as, ..., a, parajasti iithe korra. Vajaduse korral jada elemente timber
nummerdades on voimalik saavutada, et jada a,, .1, an4o,...,ar on , M- uni-
versaalse”. Jarelikult leidub selles jadas element g, mis esineb seal vihemalt
M korda. Et jadas aq,as,...,a, esinevad koik liikkmed 1,2,..., M + 1, siis
esineb seal ka element ¢. Jarelikult jada a,as,...,ar on M + 1 - univer-
saalne”, sest element ¢ esineb temas viahemalt M + 1 korda.

Seega iga ,,/N- universaalse” jada korral leidub selline element, mis esineb
temas viahemalt N korda.

Vt. iil. Bl lahendus
[9] On kiill. Vt. joon. [I3
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12 211

221 112

R LRt EEEREEE 121

111 22

Joonis 13

IE] Vt. iil. @ lahendus.

- Valides tasandil jarjestikku vektorid M N = N P = b PZQ
QM d saame kinnise murdjoone, sest et a+b+a+ d — 0. Muutes summas
vektorite a, b, c, d jarjekorda on voimalik saada erinevaid murdjooni. Antud
iilesande seisukohalt ei ole oluline, millist murdjoont vaadelda, sest et toesta-
tav vorratus ei muutu, kui vektoreid @, 5, cja d paarikaupa timber vahetada.
Niéitame, et nende murdjoonte seas on selliseid, mis loikavad iseennast.

P P
!
Q Q
Y A
M N M N
Joonis 14 Joonis 15 Joonis 16 Joonis 17

Toepoolest, votame vaatluse alla mingi murdjoone. Kui selle murdjoone
teatud tipp (nalteks Q) asub kolmnurga MNP sees (joon|l4), siis leiame
punkti @’ nii, QQ MN. Siis Q’N QM Jarelikult murdjoone M N PQ)
voib asendada murdjoonega NPQQ’ (joon[15). Kui M N PQ on kumer murd-
joon, siis algul teeme sellise konstruktsiooni, nagu on néidatud joonisel [16]
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See@_} voib _?eldada, et wdjocil M N PQ 16ikab iseennast. Olgu MN =
@,NP =1,PQ =72,0M = d. olgu R l6ikude NP ja MQ iihine punkt
(joon[L7). Siis

IME|+ |PR| > |PM| ja |NE|+|QR|> |QN].

Jarelikult . . . . . .
IMR| + |PR|+ |[NR| + |QR| = |PM| + |QN]|.

Bt

|PM| = |PQ+ QM| =7+ d|,|QN| = |QM + MN|=|a + d|
ja

Siis

D+ |d| =T+ d|+]|T+d| (2)
Et |@|+|T|>|a@+ | ning |@ + | = |7 + d|, siis
@+ 2| =0+ d| (3)

Liites vorratused ja , saame et
@+ B+ R+ d =@+ d|+|0+d|+[2+d|
M2 Vt. iil. [ lahendus.
Vaatleme lihtsuse mottes juhtu, kus n = 30. Ulejaddnud n vaar-
tuste korral on lahendus analoogiline. Tédhistame antud arvud siimbolitega

Y145 Y=135 - - s Y=1, Y0, Y15 - - - » Y15, Kus yo = 1.

a) Tahistame max |ypsi1—yx| = . Siis |yps1—yx| < o, kuik = —14,—13,.
—14<k<15

(siin y16 = y_14). Léhtudes arvust y, saame, et

= |yo| — |ysl,

kui s = +1. Seega y4+1 = 1 — a. Léhtudes vorratustest |yo — 11| < « ja
ly_2 —y_1] < a, saame, et y1o > 1 — 2a. Analoogiliselt jitkates saame, et
Ye =1 — |k|a, kui k = —14,—13,...,14,15. Et Sy = 0, siis 0 = Yy >
30—2(1+2+...+14)a—15a = 30 — 15a2. Jarelikult o > 30/15% = 2/15.

b) Antud juhul on vaja hinnata suurust A = (yg1 + Yr_1)/2 — yr. Kerge on
margata, et
A= (Yrr1 = Uk)/2 — (Yp — yr—1)/2.

.., 14,15
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Rakendame suuruse A hindamiseks iilesande a osa lahendust. Tahistame

Y1 — Yk = Ypr | max ly;| = a (kui k = 15, siis yx41 = y_14). Vaatleme

jada zp = y}/a. Lihtne on veenduda, et )}z, = 0 ning et maksimaalne
arvudest zj jaoks saame (rakendades punktis a saadud tulemust, et

max |2k+1 — 2| = 2/15.

Seega m]?X|Z/k+1 — 22Uk + Yp-1]/2 = /2 - max |2k — 21| = /15 = 2/225.
Osutub, et see hinnang on umbes 2 korda halvem kui parim hinnang.

Tépseima hinnangu saamise idee on lihtne: tuleb, ldhtudes hinnangust
[Yre1 — 2ur + yr_1]| < 208, tdpsemalt hinnata suurusi |ye1 — Y| ja seeja-
rel hinnata suurusi y; (kasutades seda, et yo = 1). Lopuks tuleb saada
vordusest Y.y, = 0 hinnang suurusele 5. Enne kui asuda selle plaani rea-
liseerimisele, méargime, et voib piirduda ainult simmeetriliste jadade vaat-
lemisega (s.t. yx = y_x). TOepoolest, jadast yx, kus Dy = 0 ja yo = 1
ning |yr+1 — 2Ux + Yr—1| < 20, voib saada siimmeetrilise jada z, kus
2k = (yx + y_x)/2, mis rahuldab samuti koiki neid tingimusi. Seega saame

Yo— v = (2yo — 11 —y-1)/2 < B,
Y1 —y2 = (2y1 — Yo — ) + (vo —y1) < 2B+ B =3P,

Y2 — Y3 < 567
yr — ys < 1543,
Yz — Yo < 130,

Seitsmest esimesest vorratusest saame, et
ye=1—k%8, kui 0<k<T,
ja iilejaanutest saame, et
yp = 1—B(7* +8) + B(15 - k)?, kui 7<k<15.

Summeerides saadud vorratused koikide k vadrtuste korral (arvestades, et
yr = y_x) saame, et 0 = 30 — 15(72 + 8%)3. Jarelikult 8 > 2/113. Vaib
maérkida, et punktide a ja b lahenduskéigud on lihtsalt {ile kantavad juhule,
kui n on suvaline kolmest suurem naturaalarv. Sellisel juhul on tapseimad
hinnangud jargmised.
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1) Naaberarvude maksimaalne vahe ei ole viiksem kui 4/n paarisarvulise
n korral ning ei ole viiksem kui 4n/(n? — 1) paarituarvulise n korral.

2) Arvu maksimaalne erinevus oma naaberarvude aritmeetilisest kesk-
misest ei ole viiksem kui 16/n% 16n/(n® + n — 2), 16/(n* + 4) voi
16/(n + n + 2) vastavalt sellele, kas n annab neljaga jagades jaigi 0,
1, 2 voi 3.

d) Sellise jada voib valida niiteks jargmiselt: yp, = 1—2k*/113, kui 0 < k < &;
yr = —1 +2(15 — k)?/113, kui 9 < k < 15; yp = y_s, kui 0 < k < 15;
Y15 = y_15 (def. kohaselt). Lihtne on kontrollida, et |(yx+1 — yx—1)/2 —
yr| = 2/113 iga kolme jarjestikuse arvu korral. Méargime, et see jada on
saadud mitterangetest vorratustest , vaadeldes seal vordusi ning vottes

B =2/113.
14l

a) Kirjutades jérjestikku N tihesugust rithma (1,2,...,N), saame , N-
universaalse jada, milles on N? liiget.

b) Kirjutame jarjestikku N — 1 rithma (1,2,...,N) ja loppu kirjutame
arvu 1. Selles jadas on N(N — 1) + 1 = N? — N + 1 liiget. Niitame, et see
jada on ,, N-universaalne®.

Olgu ¢ suvaline arvude 1,2,..., N permutatsioon kujul (by,bs,...,by).
Kuig= (N,N—1,N —2,...,1), siis esimeses rithmas tombame maha koik
arvud, vélja arvatud N; teises riihmas koik arvud, vélja arvatud N — 1 jne.
Kui ¢ ei ole vaadeldud kujul, siis teatava k korral peab olema by < bpiq.
Kui 7 < k, siis tombame i-ndas riithmas maha koik arvud peale b;; k-ndas
rithmas tombame maha koik arvud, véilja arvatud by ja bri1; kui m > k,
siis m-ndas riihmas tombame maha koik arvud, vélja arvatud b,,,,. Koige
lopuks tombame maha koige viimase arvu 1 ja saamegi permutatsiooni ¢

kujul bl,bg, ey bN.

c) Néitame, et kui N > 2, siis iga ,,N-universaalse” jada pikkus ei ole
viiksem kui (N?+3N —4)/2. On ilmne, et kui arv N esineb esimest korda ,, N~
universaalses” jadas k-nda liikmena, siis see osa ,,/N-universaalsest” jadast,
mis jaib paremale arvust NV, on ,,(N — 1)-universaalne jada. Téepoolest, et
saada suvaline arvuga N algav permutatsioon, tuleb maha kriipsutada koik
need jada elemendid, mis asetsevad arvust N vasakul.

Toestame antud punktis piistitatud vaite matemaatilise indukstiooni abil.
Kui N = 2, siis védide on lihtsalt kontrollitav. Oletame, et vdide kehtib N = M
korral. Olgu P suvaline ,,(M + 1)-universaalne” jada kujul ay, as, . .., ap. Kui
mingi arv esineb jadas P ainult {ihe korra, siis voib vajaduse korral tahistusi
muutes saavutada olukorra, et see arv on M + 1. Sellisel juhul arvust M + 1
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vasakule ja paremale jadvad osad moodustavad ,, M-universaalse” jada, mille
iga pikkus induktsiooni eelduse kohaselt ei ole viiksem kui (M? +3M —4)/2.
Jarelikult jada P pikkus ei ole viiksem kui

1+2- (M?*+3M —4)/2 > [(M +1)> +3(M + 1) — 4]/2.

Seega esineb iga arv jadas P viahemalt kaks korda. Olgu k viéhim selline
indeks, et arvude ay,as, ..., a; hulgas esinevad koik arvud 1,2,..., M + 1.
Muutes vajaduse korral tahistusi (s.t. nummerdades arve 1,2, ..., M + 1 im-
ber), voib eeldada, et ar = M + 1. Siis on ilmne, et kui i < k, siis a; # M + 1.
Arvust M + 1 vasakul esinevad koik arvud 1,2,..., M, seega mitte vihem
kui M arvu. Peale selle esineb jadas P vahemalt kaks arvu M + 1. Kui need
maha kriipsutada, siis jadb arvust a; paremale , M-universaalne* jada. Siit
tuleneb, et jada P pikkus ei ole viiksem kui

(M? +3M —4)/2+ M +2=[(M+1)? +3(M + 1) — 4]/2.

Jarelikult on vaide toestatud.

d) Vottes eelmise punkti viites N = 4, saame, et ,4-universaalne ja-
da sisaldab vahemalt 12 liiget. Sellist naidet konstrueerida ei ole raske, ,4-
universaalne on néiteks jada 1,2,3,4,1,2,3,1,4,2,1, 3.

e) Oletame, et 1 < k < N. Kirjutades jada 1,2,3,..., N jarjest k — 1
korda ja sinna jarele veel riithma kujul 1,2,3,...,N — k + 1, saame ja-
da pikkusega Nk — k + 1. Kui néiteks N = 5 ja k = 3, siis saame ja-
da 1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,1,2,3. Analoogiliselt punktiga b saab néidata, et
sellest jadast voib teatavate liikmete mahatombamisega saada suvalise k-
elemendilise jada arvudest 1,2,..., N, milles {ikski liige ei esine rohkem kui
tiks kord. Sellist jada omadust nimetatakse ,,( /N, k)-universaalsuseks".

Konstrueerime niiiid ,, N-universaalse® jada, mille pikkus on N? — 2N + 4.
Selleks kirjutame jada 1,2,..., N — 1 jérjest N — 2 korda ja sinna loppu
veel arvud 1 ja 2. Peale selle kirjutame veel sellesse jadasse N korda arvu N
jargmise reegli kohaselt: esimese arvu N kirjutame jada algusesse, teise arvu
N kirjutame esimesse rithma parast arvu N — 1, kolmanda arvu N kirjutame
teise rithma pérast arvu N — 2 jne. Viimase arvu N kirjutame viimasesse
rithma, arvude 1 ja 2 vahele. Sellisel juhul saame jada, mille pikkus on (N —
1)(N—2)+2+ N = N2—2N +4. Tihistame selle jada tihega P. Niitame, et
jada P on ,,N-universaalne“. Toepoolest, olgu ¢ suvaline arvude 1,2,..., N
permutatsioon ning olgu arv N jadas g k-ndal kohal. Arv NN jaotab jada ¢
kaheks osaks: vasakpoolseks (pikkusega k — 1) ja parempoolseks (pikkusega
N—FE). Meil on vaja jadast P maha tommata osa litkmeid nii, et saaksime jada
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q. Tombame koigepealt maha koik arvud N, véilja arvatud see, mille indeks
on k. Arvust N vasakule jaab sellisel juhul ,,(N — 1, k — 1)-universaalne® jada.
Sellest on voimalik saada iga jada arvudest 1,2, ..., N—1, mille pikkus on k—
1 ja milles iga arv esineb maksimaalselt iiks kord. Erijuhul on voimalik saada
jadas q arvust N vasakul seisvat osa. Arvust N paremale jaab jada jéargmisel
kujul: algul on rithm arve N—k+2, N—k+3,..., N—1,siis N—k—1 rithma
kujul 1,2,..., N — 1 ning lopuks arvud 1 ja 2. Téhistades vajaduse korral
arvud timber, saab muuta seda jada ,,(N — 1, N — k)-universaalseks”. Sellest
jada P osast voib mahatombamisega saada jada ¢ selle osa, mis asetseb arvust
N paremal. Jarelikult on konstrueeritud jada toepoolest ,,N-universaalne.

Néitame matemaatilise induktsiooni meetodiga, et kui sellises jadas x

ja xq1 on vaiksemad kui 2n, siis viahemalt liks arvudest 1, xo, . .., x3, vordub
nulliga (iilesandes n = 500). Kui n = 1, siis on viide lihtsalt kontrollitav.
Oletame, et k vadartuste 1,2,...,n — 1 korral on véiide toestatud. Et zy <

2n — 1,2y < 2n— 1,29 = 1, siis 23 < 2n — 2 ja x4 < 2n — 3. Kui niitid
r3 < 2n — 2 ja xy < 2n — 2, siis induktsiooni eeldusest jareldub antud véite
oigsus. Kui x3 = 2n—2,siiszy = 1, 1 = 2n—1 ja ¢y = 2n—2. Jaab toestada
vaite kehtivus ka sellel juhul. Toepoolest, x3 = 2n — 2, x4 = 2n — 3, x5 = 1,
re=2n—4, x7=2n—5, x5 =1, ..., 3, =2n — 2k, ..., x3, = 0.

Olgu n paarisarv. Fikseerime mingi koolu ja vaatleme koiki koole, mis
on sama pikkusega. Kui fikseeritud kool on ringi diameeter, siis sama pikkuse-
ga koole on antud korrapirases n-nurgas 7 ja nad loikuvad iihes punktis. Kui
fikseeritud kool ei ole ringi diameeter, siis sama pikkusega koole on n ja nende
keskpunktid asuvad ringjoone keskpunktist vordsel kaugusel. Jarelikult saab
koik margitud punktid, v.a. ringjoone keskpunkt, paigutada kontsentrilistele
ringjoontele, kusjuures igal ringjoonel asetseb tdpselt n punkti. Lihtne on
néha, et selliseid ringjooni on ”T_Q

Néitame, et n on mérgitud punktide maksimaalne arv iihel ringjoonel.
Oletame, et on antud veel mingi ringjoon. Antud ringjooni loikab ta maksi-
maalselt 2- ”T_Z punktis, sest iga ringjoonega saab tal olla maksimaalselt kaks
ithist punkti. Kui see ringjoon labib antud ringjoonte iihist keskpunkti, siis
el saa temal asetseda rohkem kui [2(n —2)] : 2+ 1 = n — 1 mérgitud punkti.
Jarelikult ei iileta mérgitud punktide maksimaalne arv mistahel ringjoonel
arvu n.

Oletame, et parast ristkiilikute véaljaloikamist jadvad jarele tiikid
Ay, Ay, -+ ) Ag. On ilmne, et igal tiikil A; on vihemalt neli nurka, mille suu-
rus on 90°. Jarelikult tiiki A; koikide 180° véiksemate sisenurkade juurde
jaavate valisnurkade summa ei ole viaiksem kui 360°. Teiselt poolt on ilmne,
et need vilisnurgad on kas véljaloigatud ristkiilikute sisenurgad voi antud
paberilehe vélisnurgad (vt. joon. . Jarelikult nende valisnurkade summa
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Joonis 18

ei tileta (n + 1) - 360°. Et iga tiiki A; korral selliste vélisnurkade summa on
vahemalt 360°, siis jarelikult £ < n + 1. Toestusest on naha, et kui kokku
saadi n + 1 tiikki, siis koik tiikid on ristkiilikud.

Lahendame tilesande geomeetriliselt. Laheme iile litkumatult koordi-
naatide siisteemilt liikuvale. Tingimust, et punktid P, @) ja R asuvad iihel
sirgel, tdhistame kujul R € PQ (P # Q).

Laheme iile liikuvale koordinaatide siisteemile, mis on seotud iihega ja-
lakéijatest. Siis taandub iilesanne jargmiseks: tasandil on antud liikumatu
punkt A; naidata, et kui punktid P ja @ liiguvad {ihtlaselt ja sirgjooneliselt,
siis stindmus A € P(@) saab toimuda maksimaalselt 2 korda, kui on teada, et
algmomendil A ¢ PQ.

Oletame, et mingil momendil ¢; asuvad jalakdjad P ja () punktides B
ja C nii, et A € BC. Votame kasutusele iihe | fiktiivse” jalakiija (', kes
momendil ¢ = ¢; asub punktis B ja liigub paralleelselt jalakidijaga () nii, et
alati A € QQ'. On ilmne, et tingimused A € PQ,A € PQ' ja Q' € AP on
ekvivalentsed (vt. joon. . Samuti on ilmne, et punkt @ liigub iihtlaselt.
Jarelikult sirge PQ’ séilitab sihi, s.t. ta jaab liikudes iseendaga paralleelseks.
Jarelikult saab ta vaid iithel momendil ¢t = ¢, 1dbida punkti A. (Voéimalus,
et punktid P ja ' iihtivad igal ajamomendil, vilistatakse algtingimustega.
Samuti jareldub algtingimustest, et punktid P ja ()’ ei saa kogu aeg olla sirgel
AB.)

19l Vt. iil. @1l lahendus.
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Joonis 19

Margime, et lopp-paigutus soltub algpaigutusest ja valitsevatest hulk-
nurkadest, kuid ei soltu kiikude tegemise jarjekorrast. Toepoolest, pérast
kdikude tegemist ldhtehulknurga tipus olev arv soltub esialgsest arvust selles
tipus ja sellest, kas see tipp satub paaris- voi paaritusse arvu hulknurkadesse.
Peale selle on ilmne, et iihes ja samas hulknurgas pole motet iile iihe korra
muuta marke.

Nimetame kahte paigutust ekvivalentseteks, kui iihte neist on voimalik
saada teisest (1opliku arvu kdikudega). Koiki paigutusi, mis on ekvivalent-
sed mingi fikseeritud paigutusega, nimetame ekvivalentsiklassiks voi lihtsalt
klassiks, mis on tekitatud antud paigutuse poolt. On ilmne, et koik paigu-
tused iihest klassist on omavahel ekvivalentsed, aga paigutused erinevatest
klassidest ei ole ekvivalentsed. Osutub, et koikides ekvivalentsiklassides on
ithepalju paigutusi. Toepoolest, olgu esimene klass tekitatud paigutuse N
poolt, teine paigutuse M poolt. Siis paigutusele esimesest klassist, mis on
saadud paigutusest N markide muutmisel teatavate hulknurkade tippudes,
seame vastavusse sellise paigutuse teisest klassist, mis on saadud paigutusest
M maérkide muutmisel samade hulknurkade tippudes. Selline vastavuse kor-
raldamise voimalikkus annabki aluse véita, et koikides klassides on iihepalju
paigutusi.

Ulesande punktides , @ javéiidetakse, et mitte koik paigutused ei satu
ithte klassi, punktis @ aga tahetakse teada voimalike klasside arvu. Téahis-
tame klasside arvu siimboliga F'(n), elementide arvu mingis klassis (iikskoik

2

millises) aga siimboliga f(n). Et paigutusi on tldse 2", siis F'(n) = TZ) Jéare-

likult tuleb F'(n) leidmiseks leida f(n). Leiame néiteks, kui palju on paigutusi
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klassis, mis on tekitatud +1 koosneva paigutuse poolt. On ilmne, et iga pg-
nurka (p, ¢ - naturaalarvud ja suremad kui 1) saab jaotada g-nurkadeks nii,
et nende arv on p. Me voime piirduda selliste jaotustega, kus ¢ on algarv.
Kui p on algarv, siis f(p) = 2 ja jarelikult

F(p) =271 (2)

Alustame punkti @ lahendamisest. Olgu n = bp, kus b on naturaalarv
ja p algarv. Leiame suuruse f(n) suuruse f(b) kaudu, kasutades n-nurga
jaotamist korraparasteks b-nurkadeks. Fikseerime mingi korraparase g-nurga.
Kui b jagub arvuga ¢, siis on ilmne, et see g-nurk sisaldub téielikult mingis
b-nurgas. Kui b ei jagu algarvuga ¢, siis on lihtne néidata, et sellel g-nurgal
on iga b-nurgaga tapselt iiks iihine tipp.

Oletame algul, et b : a. Siis b jagub arvu n koikide algarvuliste teguritega
ja iga valitav hulknurk sisaldab téaielikult mingis p-nurgas. Sel juhul voib eel-
dada, et margimuutused toimuvad tiksteisest soltumatult koikides b-nurkades
(neid on iildse p tiikki). Seega

fn) =101 (3)

Oletame niitid, et b ei jagu arvuga p. Varvime koik p-nurgad nii, et iga p-
nurk on vérvitud ithe virviga ja erinevad p-nurgad erinevate virvidega (kokku
on vaja b virvi). Siis on suvalise b-nurga koik tipud vérvitud erinevate vérvi-
dega. Jaotame oma tegevuse (s.t. kiikude tegemise) kaheks etapiks: esimesel
etapil valime p-nurkasid, teisel etapil iilejadnud ¢-nurkasid (¢ on arvu n algte-
gur g # p). Esimesel etapil toimub mérgimuutus ainult sama vérvi tippudes,
jéarelikult parast esimest etappi on koikides b-nurkades iiks ja seesama arvude
+1 ja —1 paigutus, kusjuures see paigutus voib olla taiesti suvaline. (Meenu-
tame, et me alustasime paigutusest, kus koik arvud on +1.) Siin ja allpool me
arvestame, et b-nurkades on iiks ja seesama paigutus, kui neid imber punkti
0 poorates koik sama vérvi tipud iihtivad.

Teisel etapil toimuvad margimuutused b-nurkade sees, sest arvu n algte-
gurid, mis ei vordu arvuga p, on arvu b teguriteks. Jarelikult iga paigutus,
mille korral paigutused koikide b-nurkade sees on ekvivalentsed, on saadav
esialgsest paigutusest. Leiame koikide selliste paigutuste arvu f(n). Esim-
ese b-nurga jaoks eksisteerib 2° sellist arvude +1 ja —1 paigutust. Ulejadanud
b-nurkades voib paigutust muuta f(b) viisil. Et tilejdédnud b-nurki on p — 1
tiikki, siis

F(n) = 2LFG)P (4)
Kasutades valemeid , ja voib leida f(n) suvalise n jaoks. Lihtne on
niidata, et F(n) = 2°, kus ¢(n) = n (1 - i) (1 - i) (1 - Pik> ning

P1 p2
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P1, D2, -, Pr on arvu n koik erinevad algarvulised tegurid. Edasi kasutame
valemeid ja[d

a) f(15) = f(3-5) =2°-[f(5)]* =27, F(15) = 2°.

b) f(30) = f(2-15) =215 f(15) = 2?2 F(30) = 28.

c) £(25) = f(5%) = 2%, f(50) = 2% .25 = 230 £(100) = f(2-50) = 2302 =
260’ f(?)oo) — 2100 . (260)2 — 22207 f(2100> — 2300 . (2220)6 — 21620.

Jirelikult F(2100) = 2y = 2%,

a) Olgu antud ristreeper OM7, OM,, OMjs. Vaatleme vektorit O—P),
kus P on sfaéri poolus. Kui téhistda F'(M) = (57\7 : 0—15)2 (skalaarkorrutis),
siis on ilmne, et F'(M) on punkti M kauguse ruut ekvatoriaaltasandist. Vekto-
ri OP koordinaadid baasil OM;, OM,, OMj; on punktide My, Ms, ja M3 kau-
gused ckvatoriaaltasandist. Et OP-OP = 1, siis F(M;)+F(My)+F(Ms) = 1.

b) On ilmne, et antud punkti lahendus jareldub punkti ¢ lahendusest. See-
drast toestame kohe punktis c esitatud viite. Et f(M;y)+ f(Ms) + f(M3) = 1,
kui My, Ms, ja M3 on kolme omavahel ristuva raadiuse otsepunktid sfaéril, siis
funktsioon f omab iihesuguseid véartusi diametraalselt vastupidistes punk-
tides. Jarelikult piisab ainult pohjapoolkera vaatlemisest. Seepérast oletame,
et M ja N asuvad pohjapoolkeral. Vaatleme suurringjoont, mille jaoks punkt
M on koige pohjapoolsem. Olgu '), suurringjoone see osa, mis asetseb pohja-
poolkeral. Oletame algul, et punkt N asub samuti kaarel I'j;. Olgu N’ selline
[y punkt, et [ON’] L [ON] ja M’ olgu iiks I'y; ja ekvaatori 16ikepunktidest.
Siis f(M)+ f(M') = f(N)+ f(N'), sest [OM] L [OM’] ning punktid N, N’
M ja M’ asuvad iihel ja samal tasandil. Et f(M') = 0, siis f(M) = f(N).
Oletame niitid, et punkt /N asub pohjapoolkera selles osas, mis jaab kaarest
I'ps lounasse. Siis leidub kaarel I'y; punkt ) nii, et suurringjoone kaar I'g
1abib punkti N. Eelneva mottekiigu pohjal saame, et F(M) = f(Q) = f(N).
Kui punkt N asub kaarest I'j; pohja pool, siis punktist M punkti N joud-
miseks voib vaja minna rohkem kui kaks sammu. Olgu m ja n punktidele M
ja N vastavad meridiaanitasandid ja a nende tasandite vaheline nurk. Jaota-
me nurga « meridiaantasanditega mq, mo, - - ,mg_1 k vordseks osaks. Niiiid
voib punktist M punktini N liikuda jargmisel viisil: algul liigume mooda
kaart 'y, 16ikumiseni meridiaanitasandiga m; (toimugu see l6ikumine punk-
tis M), siis liigume mooda kaart Ty, 16ikumiseni tasandiga ms (punktis M),
seejarel liigume mooda kaart I'y, loikumiseni tasandiga mg jne. On ilmne, et
mida suurem on k, seda vihem me liheneme ekVatoriaaltasandile & sammu
valtel. Lihtne on néidata, et arvu k saab valida nii suure, et punkt I'y, asub
punktist N pohja pool (s.t. et punkt N asetseb piirkonnas, mis asub kaarest
"y, 16una pool). Jarelikult kehtib ahelvorratus

fM) = f(My) = f(Ma) = -+ = f(My) = f(N).
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d) Olgu IIx paralleel, mille kaugus ekvatoriaaltasandist on z. Toestame
algul jargmise lemma. Lemma. Kui x + y + z = 1, siis voib konstrueerida
ristreeperi otspuntidega paralleelidel 11, II, ja II..

Toestus. Fikseerime punkti X paralleelil 11, ja konstrueerime punkti Y
nii, et |OY | L[OX], kusjuures Y € II,,. Selleks vaatleme suurringjoont, mille
tasand on risti raadiusega OX. Kui y = 1 — z, siis reeper konstrueeritakse
lihtsalt. Uks reeperi tipp on punkt X, teine tipp on antud suurringjoone ja
ekvaatori 1oikepunkt ning kolmas tipp on selle suurringjoone kaugeim punkt
ekvaatorist. Kui y < 1 — x, siis voiv teiseks tipuks votta iihe kahest suurring-
joone ja II, loikepunktist. Saame raadiuse OY. Kolmanda raadiuse saame,
kui konstrueerime raadiustega OX ja OY ristuva raadiuse. Olgu kolmanda
raadiuse otspunkt paralleelil I1,. Siis punktist a jareldub, et

FX)+FY)+F(V)=x+y+v=1.

Et aga ¢ +y + 2z = 1, siis jarelikult z = v, s.t et paralleelid II, ja II, iihtivad.
Seega on lemma toestatud.

Naitame niiiid, et funktsioon f on konstantne igal paralleelil.

Utleme, et funktsioonil f on paralleelil IT, hiipe mitte viiksem kui ¢ (¢ >
0), kui paralleelil IT,, leiduvad sellised punktid X ja X', et |f(X)—f(X")| = .
Vaatleme paralleelina I, sellist paralleeli, millel funktsioonil f on hiipe mitte
vaiksem kui €. Olgu paralleelid II, ja II, sellised, et paralleelidel I, I, ja II,
asetsevad kolme omavahel ristuva raadiuse otspunktid. Punktis a néitasime,
et F(X)+ F(Y)+ F(Z) =1 alati, kui X € I1,, Y € II, ja Z € II,. Péorates
seda ristreeperit timber lIouna- ja pohjapoolust ldbiva telje liiguvad raadiuste
otspunktid igaiiks oma paralleelil. Naitame, et iihel pralleelidest II, voi IT, on
funktsioonil f hiipe mitte véiiksem kui 5. Oletame vastuvéiteliselt, et see ei
ole nii, s.t et iga Y ja Y’ korral paralleelilt II, ja iga Z ja Z’ korral pralleelilt
Hz

FOY) = f(07) <5 a 1f(Z2) = J(Z)] < 5.

Kui punktid Y’ ja Z’ valida nii, et X', Y’ ja Z’ moodustavad ristreeperi
otspunktid, siis

X+ YY)+ f(2) = f(X)+ fY) + f(Z)) =
Jarelikult

e<|f(X)=fX) = [f(Y) = (V) + f(Z
<) = fYOI+1f(2) = f(Z)] < 5 +

f(2) <

= E.

)

) -
T3

\)

Saime vastuolu.
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Joonis 20

Valime arvu N nii, et N > g ja vaatleme 2N paralleeli II,,, II,,, ...,

IT,,, 1I,,, ..., II,,, mis vastavad arvudele y; < y» < o< yn <
1_7"’0, 21> 29 > ... > 2y, 2z = 1 —x — y; (x on fikseeritud). Ulaltdestatu
pohjal on funktsioonil f hiipe mitte viiksem kui § kas paralleelil IT,, voi I, .
Liikudes m6da funktsiooni f hiippepunkte ekvaatorilt pohjapoolusele (joon.
, saame et f(P) > (2)-(5) = 1. Saime jille vastuolu. Seega on funktsioon
f konstantne igal paralleelil.
Jarelikult soltub funktsioon f ainult muutujast z, kus 0 < x < 1. Definee-
rime g(x) = f(X), kusx e II,. Kui x +y + z = 1, siis g(z) + g(y) + g(z) = 1.
Kui z = 0, siis g(x) + g(1 — x) = 1 ning jérelikult

H?JN )

L—g[l—(z+y)]=gl+y)

ehk
gz +y) =g(x) +9(y), kuiz >0,y >0,z +y <L (1)

e) Punkti [c)| lahendamisel néitasime, et g(z) < ¢(y), kui vaid z < y.
Peale selle g(1) = 1. Omadusest tuleneb, et g(nz) = ng(x), kui nz <
1. Jarelikult g(1/n) = 1/n ning g(m/n) = m/n, kui m < n, s.t g(z)
x, kui x on ratsionaalarv. Oletame niiiid, et x on irratsionaalarv. Valime
ratsionaalarvud ry ja 7o nii, et r; < x < ry. Siis

/

r1=g(r1) < g(x) < g(ra) =12

ehk |g(x) — z| < |ry — r1]. Et vahe |ry — r1| saab muuta kuitahes viikeseks,
siis peab ka irratsionaalsete vdaartuste korral kehtima vordus g(z) = z.

22 Vt. iil[I1] lahendus.

On teada, et iga kinni-
ne iseendaga mitteloikuv murdjoon

Joonis 21
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jaotab tasandi kaheks osaks: sees-

miseks ja véilimiseks. Vaatleme koi-

gepealt neid murdjoone tippe P,

kus murdjoon moodustab seesmise

osa suhtes nurga, mis on vaik-

sem kui sirgnurk (joon. 21]). Sellis-

te nurkade molema haara pikendus

loikab antud murdjoont paarisarv kordi. Seega igale sellisele tipule P vas-
tab paarisarv ,erilisi paare. Paneme veel tdhele, et erinevatele tippudele
vastavad alati erinevad paarid. Koigis antud murdjoone iilejadnud tippudes
 moodustub nurk, mis on suurem sirgnurgast seesmise osa suhtes. Selliste
nurkade molema haara pikendus loikab murdjoont paaritu arv kordi, kok-
ku saame seega paarisarvu loikumisi. Jarelikult vastab igale tipule ) samuti
paarisarv ,erilisi“ paare, kusjuures erinevatele tippudele vastavad erinevad
paarid.

Kokkuvottes saamegi, et ,erilisi paare on paarisarv.

[24] Tahistame antud punktid arvudega 1,2,3,...,n ning nende punkti-
de juurde kirjutatud arvud stimbolitega oy, as, . . ., a,,. Olgu S koikide nende
arvude summa, s.t S = > | ;. Uhendame punkti k koikide iilejidanud punk-
tidega. Olgu tekkinud surgete arv ;. Ulesande tingimuste kohaselt £ = 2,
kui £ = 1,2,...,n. Leiame koikide arvude summa ldhtudes punktist k. Et
igal sirgel on koikide arvude summa null (siin vaatleme koiki sirgeid, mis 14-
bivad punkti k), siis koikide antud sirge punktist k erinevate punktide juurde
kirjutatud arvude summa on —qy, (iga sirge korral, mis 14bib punkti k). Jéare-
likult koikide arvude summa S = —ay S + ag, millest a = —S/(B — 1), kui

k=1,2,...,n. Summeerides saadud vordust iile koikide k vairtuste, saame
- =) a, =S5 ehk S(l—i— ):0,

Et sulgudes olev avaldis on positiivne, siis peab S = 0. Aga ay = —S/(8x—1).
Jarelikult koik arvud oy = 0.

25l Vt. iil[30 lahendus.

Alustame iilesande lahendamist 16pust. Nummerdame ka kdigud vas-
tupidises jéarjekorras. Sellisel juhul seisneb kiik teatavate nuppude lisamises
ringjoonele. Tahistame stimbolitega V,, ja M, vastavalt valgete ja mustade
nuppude arvu n kiigu jérel. Uldsust kitsendamata voib eeldada, et M, = 1.
Siis esimesel kiigul lisatakse valgeid nuppe, teisel kdigul lisatakse musti, kol-
mandal jille valgeid jne. Tahistame stimboliga S,, koikide nuppude arvu n
kiigu jérel. s.t S,, = M,, +V,,. On ilmne, et kui n kiigu jirel on ringjoonel .S,
nuppu ja jargmisel kdigul tuleb lisada valgeid nuppe, siis S,+1 < S, + 2M,,,
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sest iga musta nupu juurde saab asetada maksimaalselt 2 valget. Juhul kui
(n + 1). kiigul lisatakse musti nuppe, siis analoogiliselt S, 1 < S, + 2V/,.

a) Bt My =1,siis V] <2. My=2jaM; =1,5 <3,5 <S5 +2V; <7,
My <5, Vo <2 S3<T7+2-5=17V3<12, M3 <5, 5, <17+2-12 =
41. Jarelikult ei tohi algul ringjoonel olla rohkem kui 41 nuppu. Lahtudes
sellest printsiibist, on lihtne konstrueerida selline 40 nupu paigutus, et parast
neljandat kidiku jadb ringjoonele iiks nupp. Naiteks

MVMMMVMMVMMMVMMVMMVMMMVMVMMMVMMVMMVMMMVM.

b) Oletame, et igal kdigul lisatakse ringjoonele masimaalne arv nuppe,
s.t esimesel kiigul asetatakse iga musta nupu juurde kaks valget, teisel kdigul
asetatakse iga valge nupu juurde kaks musta jne. Néitame, et sel juhul S,, .o =
25,41 + Sy,. Oletame lihtsuse mottes, et n on paarisarv (juhtu, kui n on
paaritu, vaadeldakse analoogiliselt). Siis

Sn+1 == Sn + 2Mn ja Sn+2 = Sn+1 + 2Vn+1.
Et V.1 =2M, +V,, siis

Sn+2 - Sn+1 = (Sn-H - Sn) + 2<Vn+1 - Mn) =
= On+l — Sn + 2<Mn + Vn) = Sn+1 + Sn

Jérelikult
Sn+2 = Sn + 25n+1-

Et So=1ja S =3,s8iis5,=2-34+1=79=2-7+3=17,9, =
2:174+7=41,55=2-414+17=99,5¢ = 2-99+41 = 239,57 = 2-239+99 =
577,58 = 2- 577 + 239 = 1493. Seega kui ringjoonel on 1000 nuppu, on vaja
teha vahemalt 8 kéiku. Niisiis, kui algul oleks ringjoonel asunud 1493 nuppu,
oleks iilesanne lahendatud. Néitame, et ringjoonele on voimalik asetada 1000
nuppu nii, et péarast kaheksandat kiiku jaab sinna 1 nupp.

Nimetame kahte korvutiolevat sama varvi nuppu paariks, kui molemal
nupul on tema véarvist erineva varviga naabernupp. On ilmne, et kui igal
kéigul lisada ringjoonele maksimaalne arv nuppe, siis parast iga kiiku voivad
tekkida ainult {ihte ja sama vérvi paarid. Olgu P, paaride arv n kiigu jarel.
Néitame, et P,,o = .5,.

Seame igale nuppude paigutusele ringjoonel vastavusse jada aq, by, as, b,
..., ag, b, kus a; ja b; tdhistavad vastavalt mustade ja valgete nuppude see-
ria pikkusi. Naiteks paigutusele MMMVVMVMVVYV seame vastavusse jada
3,2,1,1,1,3.
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Olgu n paarisarv. Kui n kiigu jarel saadud paigutusele vastab jada aq, by,
ag, ba, ..., ag, by, siis jargmisel kiigul saadud paigutusele vastab jada 1,2,1,2,1,
2,100 +2,1,2,1,...,2,1, b + 2,...,bp + 2. Lihtne on néha, et péarast
(n+2). kiiiku saadud paigutusele vastab jada, milles mustade paaride arv on

(a1 —1)+b1+1)+(a—1)+ b +1)+...+(ag — 1)+ (b + 1) = S,

sest paaride arv on arvu 2 esinemise kordsus selles jadas. Jérelikult P, o =
S,. Uldsust kitsendamata voib eeldada, et viimasel kiigul lisatakse musta
varvi nuppe. Lisame igal kidigul ringjoonele maksimaalse arvu nuppe ja vii-
masel kdigul lisame moningatesse paaridesse kahe nupu asemel {ihe. Niitid on
lihtne ndha, et kui saadud paigutusest votta dra koik mustad nupud, mille-
del on valge naabernupp, siis saame sama nuppude paigutuse, mis oli parast
eelviimast kiiku.

Kui Sy = 1493, siis Py = S¢ = 239. Seega on sel juhul parast kaheksan-
dat kidiku voimalik saada koik paigutused, mille nuppude arv m rahuldab
ahelvorratust

1493 — 239 < m < 1493,

kusjuures koikidest neist paigutustest on 8 kiiguga voimalik saada algpaigu-
tust (s.t paigutust, kus My =1 ja Vj = 0).

Ulesande lahendamiseks votame algpaigutuseks MMMVMYV ja lisame igal
kiéigul maksimaalse arvu nuppe. Et Sy = 6 ja S; = 14, siis Sy = 2-14+6 = 34,
S3 =2-344+14 =82, 5, =2-8+34 =198, S5 = 2198 + 82 = 478,
Sg = 2-478 + 198 = 1154. Seega pérast 6. kdiku ringjoonel Py = Sy = 198
mustade nuppude paari. Et 1154 — 198 < 1000, siis on voimalik saada pérast
6. kédiku ka paigutust, milles on 1000 nuppu. Toimides niiiid vastupidiselt (s.t
vottes nuppe ringjoonelt &dra), saame kahe kdigu jarel paigutuse MMMVMV
ja viimasest omakorda kahe kiigu jarel paigutuse, milles on iiks nupp. Jare-
likult 1aheb vaja tépselt 8 kaiku.

On selge, et pérast piima jaotamist oli seitsmenda pakapiku kruus
tiihi, s.t seitsmes kruus oli ka algul tiihi. Kui tahistada piima esialgsed ko-
gused kruusides siimbolitega y; (i = 1,2,...,7), siis suuruste y; leidmiseks
tuleks kirja panna ja lahendada kiillaltki keerukas vorrandisiisteem. Ulesanne
lahendub aga palju lihtsamalt, kui vaadelda igal valamisel timbervalatud pii-
ma koguseid. Olgu need suurused tahistatud stimbolitega x; (i = 1,2,...,7).
Esimesel valamisel lisandub igasse kruusi, vilja arvatud esimene, 7 liitrit
piima. Teisel timbervalamisel lisandub koikidesse kruusidesse, vilja arvatud
teine, 72 liitrit piima jne. Kuna pérast seitsmendat valamist saabub jélle alg-
seis, siis peab igasse kruusi kuue valamisega lisandunud kogus olema vordne
sellest kruusist véljavalatud piima kogusega. Seega esimese kruusi korral x; =
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%(J}2+I3+ZE4+Z‘5 +x6+1x7), teie kruusi korral zo = %(ml +x3+x4+T5+T6+27)

jne. Liites i-nda vorrandi molemale poole suuruse %xi, saame vorrandid

1 7 7 7
Ty = 6(x1+x3+x4+x5+x6+x7) =T =Tz = = g
ehk 1 = 23 = 23 = 4 = 5 = g = x7. Tahistades selle iimbervalatava
koguse tihega x, saame, et esimeses kruusis oli algul x liitrit piima. Et teises
kruusis oli enne teist valamist x liitrit, siis algul oli x — ¢ = %;z: liitrit piima
jne.

Seega x + gx + %x + %x + %x + %x = 3, kust z = g. Jarelikult oli algul
esimeses kruusis g, teises %, kolmandas %, neljandas %, viiendas %, kuuendas
% liitrit piima, seitsmes kruus oli tiihi.

Vit. il punkti @ lahendus.

@ Oletame, et leidub kuuekohaline ,eriline arv‘ A. Téhistame arvu A
siimboliga 22, selle kolmest esimesest numbrist moodustatud arvu siimboliga
22, kolmest viimasest numbrist moodustatud arvu siimboliga y2. Sellisel juhul
saame vorrandi

100022 4+ y* = 22, kus 100 < z? <1000, 0 < y* < 1000.
Teisendades seda vorrandit, saame
(z — 1) (z +y) = 10002°.

Piitiame lahendada saadud vorrandit proovimise teel. Kui votta naitels x +
y = 1000 ning z — y = 22, siis 1000 — 2? = 2y. Et y? < 1000, siis y < 32.
Seega 0 < 1000 — 22 < 64. Saadud vorratuse lahendiks sobib ainult = 31,
kuid sesosest 1000 — 312 = 2y ei saa siis leida tdisarvulist vidrtust muutujale
Y.

Proovime 100022 lahutada teguriteks teisiti. Oletame, et

z —1y = 500

2z +y =222
Siis 222 — 500 = 2y ehk 22 —y = 250. Et 0 < y < 32, siis 250 < 2% < 282.
Saadud vorratuse lahendiks sobib ainult 22 = 256. Siis y = 22 — 250 = 6.

Jarelikult saame ,erilise* arvu 256036 = 5062.
Otsides lahendit, kui

24y =500
2 —y = 222,
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saame vorratuse 218 < z? < 250, millest 22 = 225. Sel juhul y = 25 ja
A = 225625 = 475%. Mirgime, et iildse on kuuekohalisi ,erilisi arve viis.
Lisaks tlaltoodutele on ,erilised arvud veel 144400, 32400, 576081.

Uldsust kitsendamata voib eeldada, et a1 < ay < ... < a,. Olgu
Sk = ZZ 1a; (So = 0). Konstrueerime otsitavad n rithma jérgmiselt. Olgu
Ay, nende véljakirjutatud arvude hulk, mis asetsevad poolloigul ]Sy _1, Sk].
Naitame, et hulgad Ay (kK =1,2,...,n) rahuldavad antud iilesande tingimusi.
Hulga A, maksimaalne element on Sk < 2, siis on ilmne, et hulga Ay,

maksimaalse ja mlmmaalse elemendi suhe ei uleta 2. Seega jaab iile vaadelda
vaid juhtu, kui K > 2. Siis

a1+a2+...—|—ak>2(ak—|—a2+...+ak,1)

ehk
ap > a; +ag+ ...+ ap_1 = Sp_1. (2)

Et Sy = ai+as+...a, > ay, siis jarelikult a; € Ay. Teiselt poolt on aga ilmne,
et arvude Si_1 ja aj vahel ei asetse iihtegi hulga A, elementi. TGepoolest,
kui nende vahel oleks veel mingi element hulgast Ay (néiteks element t), siis
t < ap < apye1 < apro < ... < a, ning seega summa ¢ liidetavate hulka ei
kuulu arvud sg, ap + 1, ..., a,. Jarelikult saab ¢ maksimaalne védartus olla
vaid a; + as + ... + ar_1 = Sk_1, mis on aga voimatu, sest eelduste kohaselt
t €]sg_1[. Jarelikult hulgas A element on ay. Siis tingimuse pohjal

S ar+...+a ar +...+a
Sk _ZRT e WO g 2R TR g
Qg Qg Qg

@ Vaatleme koiki neid urne, mis on nummerdatud arvuega km, kus
k — m on paarisarv. Selliseid urne on 50 (02, 04, 06, 08, 11, 13 ..., 97, 99).
Osutub, et need 50 urni annavadki meile iilesande lahenduse. Toepoolest,
oletame, et on antud mingi kolmekohaline arv ijk. Ilmselt on selles arvus kas
vahemalt kaks paarisnumbrit voi vihemalt kaks paaritut numbrit. Kriipsuta-
des maha iilejadnud kolmanda numbri saame selle jarjekorranumbriga piletit
lasta mingisse iilalkirjeldatud urni.

@ Piletit kkk saab paigutada ainult urni kk. Selliseid urne on 10. Piletid
numbritega Tyz, kus z, y ja z on paarikaupa erinevad, on kokku 10-9-8 = 720.
Urni ab (a # b) saab maksimaalselt t paigutada 24 piletit, mille koik numbrid
on erinevad (need on piletid uab, aub, abu, kus u # a ja u # b). Jarelikult
on 720 pileti jaoks vaja vihemalt 720 = 24 = 30 urni. Seega on kokku vaja
vahemalt 30 + 10 = 40 urni.

Olgu ay, selliste urnide arv, mille jarjekorranumber algab arvuga k,
kE=0,1,2,...,9. (s.t. me vaatleme urne, mille jarjekorranumber on kujul
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Joonis 22

kz.) Olgu a = min{ag;ay;...;ay}. Uldsust kitsendamata voib eeldada, et
urne kujul 0z on a tiikki. Nummerdades vajaduse korral urnid iimber, voib
eeldada, et meil on vélja valitud urnid timber, voib eeldada, et meil on vélja
valitud urnid 00, 01, ... , O(a — 1). Vaatleme niiiid piletit numbriga Ozy,
kus # > a ja y = a. Seda piletit saab lasta urni 77, sest urnid 0z ja Oy ei
kuulu eelduste kohaselt véljavalitute hulka. Suurused x ja y saavad teineteist
soltumatult omada viidrtusi a, a + 1, ..., 9. Seega piletite Oxy(x = a,y = a)
jaoks on vaja vihemalt (10 — a)(10 — a) urni kujul 7y, kus * > a ja y > a.
Urne kujul Oz on eelduste kohaselt a. Urne kujul 1z on mitte vihem kui
a. Sama voib viiita urnide 2z,3x, ..., (a — 1)z kohta. Seega on kokku urne
vihemalt (10 — a)(10 —a) + a-a = (10 — a)? + a® = 50.

Olgu ATy tipud A, B ja C ja AT, tipud A’, B’ ja C'. Vaatleme
loike AA’, BB’ ja C'C’. Need loigud on AT; nurgapoolitajad. Téepoolest,
BAA = 1BA = LA'C = A'AC. Jirelikult 16ik AA’ poolita nurga BAC.
Nurkade ABC' ja AC'B korral on toestus analoogiline. Jéarelikult 16igud AA’,
BB’ ja CC" 1oikuvad iihes punktis O, mis on ATj siseringjoone keskpunktiks.

Toestuseks piisab, kui néidata, et kujund AKOL on romb. Analoogia
pohjal on siis rombid ka nelinurgad BPOR ja CMON. Siit jareldub kuus-
nurga K LM N PR diagonaalide paralleelsus kolmnurga ABC' kiilgedega. Sa-
muti jareldub sellest, et murdjooned LOP, ROM ja KOM on sirgloigud.
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Naitame, et kujund AKOL on romb. Koéigepealt naitame, et kool AA” on
risti kooluga B'C’. Tdepoolest

1~ ~ 1,0, -
ASB' = J(BCA + AC") = J(AC' + B'C + CA) =
1 - ~ ~ 360°
= J(AC'B+ AB'C + CA'B) = = = o0°

Jérelikult on 16ik A A’ risti kooluga C” B’. Naitame niiiid, et 16ik C’' B’ poolitab
16igu A0. Bt

L —

ACB = 5A?B’ - %1970 Sy Tege
ja AO L B'C’, siis AS = SO. Niiiid on lihtne néha, et
A = [CA' = AB = FAB

Jarelikult KS = SL. Seega nelinurk AKOL on romb.
Et lim, o (ap1 — %an) = 0, siis fikseerides ¢ > 0, voib leida sellise
indeksi IV, et kui n > N, siis
1

|an+1 - éanl <e¢€

Siis ka |an41| — 3]an| < € ehk

la |<5+1|a]<€+1 calanl) (g E a2
pHES ST o == 2 )" T4 8 O
£ 3 |CLM| |M|
Sce<etgt oy 2n_M+1\25+2nM+1,
kus M > N. Kui valida M; nii,etM1>Mja2n_—Aj\jH<€n>M1 korral,

siis saame, et
’an+1’ < 357 (1)

kui n > M;. Et € on suvaline etteantud positiivne reaalarv, siis vorratusest
jareldub, et lim,, ,, a, = 0.

33l Vt. iil. 23] lahendus.

Olgu linnade arv n. Nummerdame linnad esimese marsruudi ldbimise
jarjekorras 1,2, 3, ..., n. Teisel marsruudil labitakse linnad mingis teises jar-
jestuses 11, 1g, ..., 1,. Tdhistame ¢-ndast linnast k-ndasse linna soidu maksu-
muse siimboliga (i, k) = (k, 7). Ulesande tingimuse pdhjal kehtivad jargmised
vorratused:

(kk+1) < (k,k+r), (2)

<
(ik> ik+l) < (Zka ik-i—r)a (3)



48

kusr =1,2,...,n—Fkjak =1,2,...,n— 2. Kui i, ei ole suurim hulgas
{ip} lps+1:tpsk;- - -3 0n}, siis leidub selles hulgas element iy,4,, €t iy, > i, ja
vorratuste ja pohjal

(ip ipt1) = (ipy ipsr) = (ipy ip +1). (4)

Kui 7, = n, siis ahelvorratus kehtib p vaartustele 1,2,...,n — 1 kor-
ral, ja liites saadud vorratused, ongi iilesanne lahendatud. Jarelikult voib
eeldada, et i, # n. Olgu teisel marsruudil linna n number ¢, s.t. et ¢, on
suurim hulgas {i;;ig+1; ... 19, }. Olgu iy = max{iz41;ig42;. .. ;0. Edasi olgu
iy = max{isi1;is12;---; 0} jne., kuni saame, et i, = max{iyi1;lur2;---;in}-
Selliselt olem vilja eraldanud koik linnad ¢y, 75, %, . . . 2y, ¢, millede numbrid
on suuremad koigist neile teistel marsruudil jargnevate linnade numbrtest.
Nende linnade korral ei kehti ahelvorratus , kuid vorratuste ja
pohjal
(Tgyige1) = (g i) = (lsyi5 + 1),
sest 15 < 74 jalinn ¢, jargneb teisel marsruudil linnale 7,. Analoogiliselt saame,
et
(1s,0511) = (is,7¢) = (44,44 + 1) jne,

kuni (iy,tys1) = (iw,in) = (in, i, + 1). Kokkuvottes oleme nende linnade
jaoks, mille numbrid on suuremad koigi neile jargnevate linnade numbritest,
saanud vorratused:

Ulejadnud linnade ip korral kehtivad vorratused

(ipaip+1) = (iznip + 1)-

Liites saadud vorratused, ndeme et
n—1 n—1
D (ikyiner) = Y (kk+1).
k=1 k=1

s.t. et soit teisel marsruudil ei ole odavam kui soit esimesel marsruudil.
Fikseerime selle ruudu jaoks koordinaatteljestiku nii, et ruudu ks

tipp asuks koordinaatide alguspunktis ja ruudu kiiljed asuksid koordinaat-

tegedel. Sellisel juhul on ruudu servadel asuvate solmpunktide koordinaadid
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kujul (0, k), (k,0), (100, k), (k,100), kus k£ = 1,2,...,99. Ruudu sisemuses
on solmpunkte 992, s.o. paaritu arv. Niitame, et kui koikidest ruudu serv-
dael asuvatest solmpunktidest algavad murdjooned, siis ldbivad need kok-
ku paarisarv ruudu sisemuses asuvaid solmpunkte. Vaatleme naiteks juhtu,
kus murdjoon algab punktist (0,4) ja 1opeb punktis (k,0). Néitame, et selle
murdjoone poolt ldbitavate solmpunktide arv on sama paarsusega, mis arv
t + k — 1. Toepoolest, sisemiste solmpunktide arv murdjoonel on iihe vor-
ra vaiksem murdjoone liilide arvust. Jérelikult tuleb naidata, et murdjoone
lilide arv on sama paarsusega, kui ¢ + k. Kuid see on ilme, sest murdjoone
horisontaalsete liilide arv saab erineda arvust k vaid paarisarvu vorra ja ver-
tikaalsete liilide arv saab erineda arvust ¢ samuti paarisarvu vorra. Jarelikult
solmpunktide arv vaadeldaval murdjoonel on kujul i + k£ — 1 + 2m.

Ulejdénud juhul (s.t. juhud, kus murdjoone alg- ja 16pp-punkt asuvad
mingitel teistel servadel) on analoogilised. Koikidel juhtudel tuleb solmpunk-
tide arvu paarsus samasugune kui arvul ¢ + £ — 1. Seega koikide murdjoonte
poolt labitavate solmpunktide arvu paarsus on sama, mis arvul

Z(i+k—1):4-§i—198.

ik i=1

Jarelikult labitakse paarisarv solmpunkte, seega leidub ruudu siseuses labi-
mata solmpunkt.

[B6l. Kui m = n = 2, siis on iilesande viite kehtivuses lihtne veenduda
proovimise abil. Oletame niiiid, et m > 2 ja n > 2. Uldsust kitsendamata
voib eeldada, et x,, = max(xi,Ts,...%y) ja Yo = max(yi, Y, ..., Y,). Kui
Ty = Yn, siis voib vorduse molemalt poolt taandada suurusega ,,(= y,).
Oletame, et z,, > y, (juhtu, kus z,, < y,, vaadeldakse analoogiliselt). Siis
voib antud vorduse kirjutada kujul

T+ o4+ T+ (T —Yn) =y1 H Y2t + Yoot (1)

n

n n—1

KuiS=ZyijaS’= Zyi,siisy>§ning5’=5—yn <S5 -2 <
i=1 i=1

(n—1)m, sest S < mn. Seega rahuldab ka vordus (|1 iilesande tingimusi. Kui

selle vorduse korral kehtib iilesande véide, siis kehtib see ka esialgse vorduse
korral, sest esialgses vorduses voib maha kriipsutada needsamad liikmed, mis

vorduses .
Korrates sama protseduuri, jouame vorduseni, kus iihel pool on kindlasti
kaks liidetavat. Vaatleme sellist vordust

x1+x2=y1+yg+---+yk<2k. (2)



20

Oletame, et 21 < x5 ja et yp = max(yi, Yo, ..., yx). Tahistame z; + x5 =
S. Oletame niitid, et vorduses ei saa iilaltoodud lahutamise protseduuri
jatkata, s.t et xo < yp. Et 29 = S/2 ja S < 2k, siis yp > S/2 ja y; +
Yo + -+ + yp_1 < k. Viimase vorratuse kehtimiseks on vaid iiks voimalus:
y1=ys = =yp1 = 1. Bt 1 < 5/2 <k, siis voime vorduses (2)) vasakult
maha tommat x; ja paremalt poolt x; iihte. Seega on iilesanne lahendatud.

Esmalt mérgistame &dra koige suurema ruudu A; ja vaatleme koiki
neid ruute, mille keskpunkt asub véljaspool ruutu A;. Valime nende ruutude
hulgast suurima, olgu see A, ja margistame ta #ra. Edasi vaatleme koiki
neid ruute, mille keskpunkt asub véljaspool hulka A; U A, ja méargistame ara
suurima nende hulgast, milleks olgu ruut As jne.

Nii satub iga ruudu keskpunkt mingisse méargistatud ruutu. Oletame niiiid
vastuvéiteliselt, et mingi ruudu B keskpunkt O sattus rohkem kui nelja mar-
gistatud ruutu. Kui B on mérgistatud ruut, siis see on voimatu, sest konst-
ruktsiooni kohaselt margistatud ruudu keskpunkt ei asetse kunagi mingis
teises margistatud ruudus.

Jérelikult ruut B saab olla ainult mérgis-

/001 tamata. Tombame 1dbi ruudu B keskpunk-
ti koordinaattelgedega paralleelsed sirged.
Need jaotavad tasapinna neljaks osaks. Et
ruut B on eelduste kohaselt kaetud vihemalt
19 /CO’Qviie margistatud ruuduga, siis peab tasandi
mingil osal olema kahe mérgistatud ruudu,
néiteks A; ja Ay keskpunktid C ja Cy (vt.
joon. [23)). Uldsust kitsendamata voib eelda-
da, et C10 < (C50. Sel juhul on ilmne, et
C1 € Ay. Kuid iihe mérgistatud ruudu kesk-
punkt ei saa olla teises margistatud ruudus.
Joonis 23 Seega saime vastuolu. Jarelikult ei asu iihe-
gi ruudu keskpunkt mitte enam kui neljas

margistatud ruudus.

a) Jarjestame kaaluvihud raskuse jargi. Asetame vasakpoolsele kaalu-
kausile koige kergema. Seejérel asetame parempoolsele kaalukausile raskuselt
jargmise kaaluvihi. Edasi asetame vasakpoolsele raskuselt jargmise kaaluvihi
jne. Et iga jargnev viht on raskem eelmisest, siis vajub igal kaalumisel alla
see kauss, kuhu viimati asetati viht.

b) Vaatleme koigepealt sona VVV...VV. Vastava kaalumiste seeria saa-
me, kui asetame vihte ainult vasakpoolsele kaalukausile. See pole aga ainus
voimalus. Naitame, et vihte saab kaalule asetada selliselt, et alati vajub alla
vasakpoolne kaalukauss ja seejuures pérast viimase vihi asetamist erinevad
kaalukaussidel olevad koormused teineteisest mitte rohkem kui kaalub koige
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raskem viht.

Olgu kaaluvihtide raskused kasvavas jarjekorras my, mo, ..., m,,s.t. m; <
mo < --- < m,. Asetame vasakule kausile jarjest vihid mq,ms,...,m,, kui
n on paaritu, voi meq, my, ..., m,, kui n on paarisarv. Seejirel asetame tile-
jaanud vihid paremale. Et my > 0, m3 > mq, ms > my, ..., m, > m,_1, siis
paaritu n korral

mi+msg+---+My >Mg+Myg+ -+ Mpy_1.

Seega on kogu aeg vasakpoolne kaalukauss raskem. Paarisarvulise n korral
saame vorratustest

Mo > M1, My > M3, Mg > My, ..., Mp > My_1

samuti, et
Mo +my+ - +mpy>my+mg+ -+ My_q,

mis iitleb, et vaskpoolne kaalukauss on kogu aeg raskem. Paneme niiiid téhele,
et paaritu n korral on vihid 16puks kaaludel tapselt samuti nagu sonale VPV-
PVP. ..V vastava kaalumise korral punktis a kirjeldatud meetodil. Jéarelikult,
kui votame vasakult dra vihi m,,, langeb alla parempoolne kaalukauss. Seega
on kaalukaussidel olevate koormuste erinevus vaiksem kui m,,. Paarisarvulise
n korral on vihid 16puks kaalul samuti nagu sonale PVPV...V vastava kaa-
lumiste seeria korral, kui kasutada punktis a kirjeldatud meetodit. Kui niiiid
votame vasakult ara vihi m,,, langeb alla parempoolne kaalukauss, s.t. jélle
on kaalukaussidel olevate koormuste erinevus vaiksem kui m,,.
Olgu niitid antud mingi n-tdheline sona tahtedest V ja P:

VV...VPP...PVV...VPP...P...,
—_———— N

k1 tahte ko tahte ks tahte k4 tahte

kus k; voib olla ka null. Jaotame vihid my, ms, ..., m, gruppidesse

(m17m27 s 7mk1)7 (mk1+17mk1+27 s 7mk1+k2>7 s

Niiiid asetame esimese grupi vihid jarjest kaalule vastavalt ki-tdhelisele so-
nale VV...V nii, et 1opuks kaalukaussidel oleva koormuse erinevus ei oleks
suurem kui my,. Seejérel asetame parempoolsele kaalukausile vihi myg, 1.
Et mg, 42 > mg,1 > my,, siis vihi mg, 1 (vl vihi my,,2) asetamisel pa-
rempoolsele kaalukausile langeb see alla. Edasi asetamegi teise grupi vihid
kaalule vastavalt ko-tdhelisele sonale PP...P nii, et lopuks kaalukaussidel
oleva koormuse erinevus ei oleks suurem kui my, +,. Analoogiliselt jatkates
saamegi kaalumiste seeria, mis vastab antud sonale.
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B9l Vt. iil. 31l lahendus.

Vt. iil. B2 lahendus.

On teada, et kolm punkti, mis ei asu iihel sirgel, méaravad ringjoone
ning neli punkti, mis ei asu {ihel tasandil, méaravad sféari. Niisiis, hulktahuka
tipp T} ja servade otspunktid 75, A ja B méidravad sfaéri S (joon. [24)).

Loigates seda sfaéri tasandiga T1AB,
saame ringjoone, millel asuvad punktid A
Ti, A ja B, jarelikult ka tahu T} AB koik C
ilejadnud tipud. Seega asuvad tahu T1AB
koik tipud sfaaril S;. Samal viisil arutledes
saame, et sfidaril S; on ka tahkude BT1T5D
ja AT T>C koik tipud. Analoogiline arutlus
néiitab, et TQCD, ATlTQC ja DTQTlB tlpud
asuvad tihisel sfaaril S,. Sfaaridel S ja S; on
vahemalt neli iihist punkti (77,75, A ja B).
Seega need sfiaarid iihtivad: S; = Sy = S.

Edasi vaatleme tippude A, B, C' ja D juures olevaid tahke. Ka nende tah-
kude koik tipud asuvad sfééril S. Analoogiliselt arutlust jitkates saamegi, et
antud hulktahuka koik tipud asuvad sfaéril S.

Saab kiill. Vaatleme seda hulkliiget parast seitsmendat kaiku. Siis on
kdigul B. Esimese kuue kiigu jooksul saab B méngida nii, et jarele jaab mitte
rohkem kui iiks tdrn muutuja x koikide paarisarvuliste astmete ees. Seega on
parast 7. kdiku kaks voimalust:

Joonis 24

1) asendamata on iiks paarisastme ja iiks paarituastme kordaja,

2) asendamata on kaks paarituastme kordajat.

Esimesel juhul kirjutab B jérelejaénud paarisastme kordajaks sellise arvu,
et koikide paarisastmete ees olevate kordajate summa oleks null (hulkliik-
me vabaliiget vaadeldakse kui x° kordajat). Jirelikult z = +1 korral soltub
hulklitkme véartus ainult kordajatest muutuja = paaritute astmete ees. Sol-
tumata A viimasest kdigust, on antud hulkliikmel x = 1 ja x = —1 korral
vastandarvulised védrtused. (Paaritu funktsiooni omadus!)

Teisel juhul voib B toimida jargmiselt. Oletame, et kirjutamata on kor-
dajad astmete 22"t ja 22™*! ees. Siis leiab B siisteemist
Q(—?)) 4 a(_3)2m+1 + b(_3)2n+1 =0 (3)
Q(2> +q- 22m+1 + b. 22n+1 =0

suurused a = ag, b = by ning kirjutab arvu ay astme z?™*! ette (Q(x) on
hulkliikme P(z) see osa, kuhu kordajad on sisse kirjutatud. Lihtne on néha,
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et siisteem (3)) on toepoolest lahenduv, sest determinant D = —(3?m+122n+1
22m+132n+1 7& 0)

Néitame, et soltuvalt A viimasest kiigust on hulkliikmel P(z) kas erimér-
gilised véértused kohal z = 2 ja x = —3, voi P(2) = P(—3) = 0. Tdepoolest,
kui A kirjutab astme z?"*! ette kordaja by, siis P(2) = P(—3) = 0. Kui
viimase kordaja b > by, siis

P(2) = Q(2) + ag2*™*! +b- 22! =
_ Q(2) + a022m+1 + b022n+1 + (b o 60)22n+1 _
— (b—bp)22"" > 0

ning

P(=3) = Q(=3) + ag(—3)**! 4 b(—3)"*+! =
= Q<—3) + ao(—3)2m+1 + bo(_3>2n+1 + (b . bo)(_3)2n+1 _
= (b—bo)(—3)""*" < 0.

Kui viimane A poolt kirjutatud kordaja b < by, siis saab analoogiliselt néi-
data, et P(2) < 0 ja P(—3) > 0. Jérelikult peab vorrandil P(z) = 0 olema
lahend zg, kus ¢ €] — 3, 2[.

[ 43l Vt. iil23 lahendus.

44l Tahistame P(z) = 22 — a, Q(z) = 23 + pa® + gz + r. Siis

P(Q(z)) = (Q(x))* — a = a® + 2pz° + (2¢ + p)a’+
+2(pq + r)z® + (¢ + 2pr)z® + 2rqr + 1’ — a

ja

Q(P(z)) = (P(2))” + p(P(x))* + ¢P(z) + 1 = 2® + (p — Ba)z’+
+ (3a® + q — 2pa)z? + pa® —aq +r — .
Vordusest P(Q(x)) = Q(P(x)) jareldub vastavate samade astmete ees oleva-
te kordajate vordus, seega p = r = 0. Kui a = 0, siis P(z) = 2%, Q(x) = 2°.
Kui a # 0, siis peab a = 2 ja ¢ = —3. Sel juhul P(z) = 22—2, Q(z) = 23 —3z.
Viimane on ainus kolmanda astme hulkliige, mis kommuteerub hulkliikmega
P(x) =22 - 2.

Kui analoogilisel viisil otsida esimese astme hulkliikmeid, siis selgub, et
hulkliikmega P(x) = x? — o kommuteerub ainult iiks esimese astme hulk-
liige Q(z) = x. Teise astme hulkliikmeid, mis kommuteeruvad hulkliikmega
P(r) = 2? — a, on samuti iiks: Q(x) = 2 — a.

b) Olgu P(z) = 2% + pr + ¢ ja Q(z) = 2* + a2 + - -+ + ;. Siis

Q(P(2) = (P(@)" + a(P(x)" "+ + a
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ja
P(Q(x)) = (Q(x))* + pQ(z) + ¢.

Arvud p,q,a1,as,...,a; midrame vastavate astmete ees olevate kordajate
vordlemisel hulklitkmetes Q(P(x)) ja P(Q(z)). Need on 2k-astme hulkliik-
med. Astme 2% kordaja on molemas 1. Aste 22*~! esineb hulkliikmes Q(P(z))
ainult avaldises (P(x))*, sest (P(z))*~! on juba (2k — 2)-astme hulkliige. T#-
histame astme z2*~! kordaja hulkliikmes Q(P(x)) siimboliga K (p,q), sest
ta soltub ainult hulkliikme P(z) kordajatest. Hulkliikmes P(q(z)) tekib aste
2?1 avaldises (Q(z))? astmete z* ja 2%~ korrutamisel, seega soltub astme
2?*~1 kordaja ainult suurusest a;. Tihistame astme 22*~! kordaja avaldi-
ses P(Q(z)) siimboliga L(ay). Vordusest L(a;) = K(p,q) arvutame antud
suuruste p ja ¢ jargi kordaja a;. See on voimalik, sest avaldises L(a1) on a;
esimeses astmes (lihtne arvutus niitab, et L(a;) = 2a;). Edasi, aste 222
tekib hulkliikmes P(Q(z)) astmete x* ja 272 ning 2*~! ja 2*~! korruta-
misel avaldises (Q(z))?, seega tema kordaja L(a,as) soltub ainult suurus-
test a; ja ag, kusjuures as on avaldises L(aq,as) esimeses astmes. Hulkliik-
mes Q(P(z)) esineb aste 2272 ainult avaldistes (P(z))* ja (P(z))k!, see-
ga tema kordaja K(p,q,a;) soltub ainult suurustest p, ¢ ja a;. Vordusest
L(ay,as) = P(p,q,a;) arvutame teadaolevate suuruste p,q,a; abil kordaja
ay. Kordaja ag arvutame seosest L(aq,aq,a3) = K(p,q, a1, as), korrates iilal-
toodud arutlust. Nii jatkates saame arvutada kordajad ay,as, ..., ax_1, olles
vorrelnud astmete z2%~1 2%=2 . 2%+ ees olevaid kordajaid hulkliikmetes
P(Q(z)) ja Q(P(z)). Kordaja a arvutamiseks vordleme astme z* korda-
jaid. Erinevalt esimese punkti késitlusest tuleb niitid hulkliikmes P(Q(x))
arvestada ka avaldist p - Q(z), kus x* kordajaks on p. Avaldises (Q(x))? te-
kib aste z* astmete 2* ja 2°, 27! ja x, 272 ja 2%, ... korrutamisel. Seega
voime astme x* kordaja hulkliikmes P(Q(x)) téhistada L(p,ai,as, ..., ay),
kus suurus a; on esimeses astmes. Hulkliilkmes Q(P(z)) on astme x* korda-
ja K(p,q,a1,as9,...,a5_1) ja seega osutub ay leidmine voimalikuks ka antud
juhul.

Jarelikult oleme hulklitkmete P(z) ja Q(z) kommutatiivsuse tingimuse
pohjal leidnud hulkliikme @Q(x) kordajate jaoks ainult ithed kindlad véér-
tused, s.t. et antud hulkliitkmega P(z) ei saa kommuteeruda kaks erinevat
k-astme hulkliiget.

Markus. Et kehtiks vordus P(Q(x)) = Q(P(x)), peavad loomulikult ka ast-
mete 271, 2872, 2!, 2° kordajad nendes hulkliikmetes olema vordsed. Ja-
relikult, hulkliige Q(z), mille kordajad me eespool arvutasime, voib ka mitte
kommuteeruda hulkliikmega P(x). Sel juhul pole iihtegi k-astme hulkliiget,
mis kommuteerub hulkliikmega P(z).

Neljanda astme hulkliige P(P(x)) ja kaheksanda astme hulkliige P(P(P(x)))
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kommuteeruvad hulkliikmega P(z). Punktib)|pohjal rohkem selliseid hulkliik-
meid ei ole.

(] Nii hulkliige Q(R(z)) kui ka hulkliige R(Q(z)) kommuteeruvad hulkliik-
mega P(x). Toepoolest,

ja

R(Q(P(z))) = R(P(Q(z))) = P(R(Q(z))).
Punkti @é)()hjal %(R(x)) = R(Q(x)), s.t. hulkliikmed R(x) ja Q(x) kom-
muteeruvad omavahel.

Siin peab koigepealt tegema veidi eeltood. Teame, et P3(z) = 2% — 3x
(vt. punkt [)]), Pi(z) = Po(Pa(x)), Ps(z) = Po(Pa(Pa(x))) (vt. punkt [c))).
Kergesti saame ka, et Ps(z) = P3(P2(z)). Koik need hulkliikmed kommu-
teeruvad hulklitkmega Ps(x), jarelikult ka omavahel. Vahetu arvutamisega
leiame ka P5(z) ja Pr(x). Seega

Ilmneb, et k =4,5,6,7,8 korral kehtib seos
Pi(z) = 2Py _1(z) — Py_s(x). (1)

Sama seosega defineerime hulkliikmed Py (x) koikide iilejaénud k véértuste
jaoks. Niitid tuleb néidata, et selliselt saadud hulkliikmed Py,_s(x) ja Py_1(x)
kommuteeruvad hulklitkmega Ps(x). Siis

Pp(Py(7)) = Po(7) - Pro1(Po(7)) — Pro(Pa(7))
Py(x) - P(Py-1(2)) — Po(Pr-2(x))
(2* = 2) [PPy () = 2] = [P o(x) — 2].

Leiame ka

Py(Py(z)) = PX(x) —2 =a%- P |(v) — 22 - Py_1(x) - Pp_o(x) + P7 5(x) — 2.
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Et oleks Py(Py(x)) = Py(Ps(z)), peab kehtima vordus
vPi1(7) - Peoa() = Py (2) — Pl y(2) = 2% — 4. (2)

Allpool néitame, et vordus kehtib koikide valemiga madratud hulkliik-
mete korral. Sellega saab iihtlasi toestatud, et koik hulkliikmed Py (z) kom-
muteeruvad hulklitkmega Ps(x), sest Pr(x) ja Ps(x) kommuteeruvad hulkliik-
mega Py(x) ja seose tottu saab rakendada matemaatilise induktsiooni
meetodit. Punktist [d)]omakorda jareldub, et hulkliikmed Py (x) ja P;(x) kom-
muteeruvad omavahel, kui £ ja 7 on suvalised naturaalarvud.

Toestame seose kehtivuse. Eeldame, et vordus on Oige mingi na-
turaalarvu i korral (néiteks ¢ = 4 korral). Leiame vorduse vasaku poole
k =1 + 1 korral, arvestades seost :

2Pi(x) - Pioi(z) — P(x) = PLy(2) =
= [z Pri(x) = Pa(2)] P (z) — [P (w) — Pia ()] -
— P2 \(2) = 2Py (2)Pralw) — Po(e) — P2y (x) = 2% — 4.
Seega on seos toestatud.
Osutub, et hulklitkmeid Pg(z) saab konstrueerida ka teisiti. Olgu

R = Pt T, (3)
s.t. et esitame funktsiooni t* + ¢t~ hulkliikmena suurusest ¢ + ¢t~ 1. Naiteks
Pt ?=(t+t 22, siit Py(z) = 2% -2
Bt =+t =3¢t +t"), P(x) =23

Asjaolu, et seos méaarab k-astme hulkliikme, jareldub matemaatilise in-
duktsiooni abil seosest

R = (Y Ry — (R R, (4)

Saadud hulkliikmete paarikaupa kommuteeruvus on samuti lihtsalt toestatav.
Toepoolest,

Pu(Pp(t+t™)) = P(t™ +t7™) = (t™)* + (™) F = t™F 7™k =
=" 4 t—km = Pp,(t" + t7%) = P (Pu(t +t71)).

Téhistades ¢ + t7! = z, saame, et Py(P,,(x)) = Pn(Pi(x)). Seega on Py(x)
ja P, (x) kommuteeruvad. Kui niiiid eeldada, et t on reaalarv, siis |z| =
[t +t71 > 2 ja seega on Py(x) ja P,(r) kommuteeruvus toestatud vaid
nende x védrtuste korral, kus |r| > 2. Kuid miski ei sega meid vaatlemast
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kompleksarvulisi ¢ vaartusi, sest seos (4f) kehtib nii reaalarvuliste kui ka komp-
leksarvuliste ¢ vaartuste korral.

Kahekohaline ,eriline” arv peab algama numbriga 1, 4 voi 9. Lihtne
on veenduda, et sobib vaid 49. Neljakohaliste ,eriliste” arvude leidmiseks
vaatleme esmalt arve kujul 16#x.

Et 40% = 1600, 412 = 1681 ja 422 > 1700, siis saame ,erilise* arvu 1681.
Kuid ,erilist* arvu kujul 25## ei leidu, sest 502 = 2500 ja 512 = 2601 > 2600.
Ei leidu ka ,erilisi arve kujul 36s#x, 49+, 64++ ja 81#x, sest (10k + 1) —
(10k)? > 100, kui 5 < k < 9. Jérelikult otsitavad arvud on 49 ja 1681.

@ Kui téhistada otsitava 20-kohalise ,erilise” arvu A kiimnest esimesest
numbrist moodustatud arv siimboliga 22 ja kiimnest viimasest numbrist moo-
dustatud arv siimboliga 2, siis

A=10"2% +¢y* =22, kus 10°<2? <10 ja 0<y?® <10

Ulesande iiks voimalikest lahendustest on jargmine. Kirjutame lahtevor-
randi kujul
(10°z)* + y* = 2°
ja piiiame kasutada Pythagorase ,kolmikute® iildkuju:

10°z = 2kmn,
Y= <m2 - 712)]6,
z = (m? +n?)k.

Vottes k = 1, jareldub kitsendustest x ja y kohta, et
10'°/4/10 < 2mn < 10" ja 0 <m?® —n? < 10°.

Siit on n#ha, et m ja n on ligikaudu vordsed ja nende suurusjirk on 10°.
Vottes niiteks m = 10° ja n = 10° — 1, saame, et molemad vorratused on
,peaaegu” tiidetud. Viga voib parandada niiteks nii: votame m = 105/2 ja
n = 105/2 — 1. Lihtne on néha, et sel juhul z = 2mn/10° = n = 10°/2 ja
y=m?—n?=10°—1, seega A = 24 999 000 019 999 800 001.

Esitatud lahendusviis on kiillaltki kunstlik. Punktis [c)| vaatleme lahen-
dust, mis on tunduvalt loomulikum ja mida voib rakendada ka kaesoleva
punkti lahendamisel.

Antud juhul saab otsitava arvu iiles kirjutada jargmiselt:

A= (10%2)* +y* =2* kus 10" <2 <10 ja 0<y? <10

Kui votta y = 0, siis z = 10%z. Et y # 0, siis z = 10%2 + ¢, kus t > 1.
Néitame, et t = 1. Toepoolest, kui oletada vastuviiteliselt, et t > 2, siis

(10%2)? + 3> = (10%2)* + 2 - 1052t + 12,
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millest
Y  =2-10%xt + 12 > 2102t > 2-10%° - 4/10-10** - 2 > 10°,

mis on aga vastuolus algtingimustega. Jérelikult t = 1 ja y? = 2 - 10%z + 1.
Seega,
(y—1D(y+1) =2-10%z = 2%°.5% . 1.

Et (y+1)— (y— 1) = 2, siis iiks tegureist, (y + 1) vai (y — 1), on kujul 2c,
kus ¢ on paaritu arv, ja teine tegur on kujul 2%¢;. Vaadeldes nende tegurite
jaguvust 5-ga, ilmneb, et ainult iiks neist tegureist saab jaguda 5-ga. Seega
saame 4 voimalust:

—1=2.5% —1=5%.9%
D {y +1=2% ) 3) {y +1=2 :
y+1=2%¢ y+1=2c
1=2.5% ] =52 9%
2) Y+ C 4> Y+ C1
y—1=2%¢ y—1=2c

Kolmas voimalus langeb ira, sest sel juhul y — 1 = 10%¢; ja y* > 10°°, mis
on aga voimatu. Neljandal juhul peab ¢; = 1, sest vastasel korral y? > 10°°,
mis on voimatu. Vottes siis ¢; = 1, saame lahendi

1
y=10"—1 ja @=5-10" -1
Esimesel juhul
c=(y—1)/2-5% <10%/2.5% = 2%,

Teisel juhul

1
c=(y+1)/2-5* <224+§‘5—25.

Et ¢ on naturaalarv, siis ¢ < 2. Seega nii esimesel kui teisel juhul 0 <
c < 2%*. Lahutades nii esimesel kui teisel juhul iihest vorrandist teise, saame
vastavalt

2.5%c—2%c; = -2 ja 2-5%c—2%¢ =2

ehk
5%¢c—2%¢ = -1 ja 5%Pc—2%¢ =1

Niitame, et kumbagi saadud vorrandit voib rahuldada maksimaalselt iiks
naturaalarvuline ¢ vidrtus, kus 0 < ¢ < 2?4, Oletame, et sel vorrandil on
kaks lahendit ¢ = a ja ¢ = b (vastavad c¢; védértused olgu c1, ja c1p), kus
0<a<2ja0<b< 2% Sel juhul 5*(a — b) — 2%*(cy, — ¢1p) = 0 ning
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seega peab a — b jaguma arvuga 22*, mis on aga voimatu. Analoogiliselt
vaadeldakse ka teist vorrandit. Jarelikult voib nii esimesel kui teisel juhul
leiduda mitte rohkem kui iiks ,eriline arv. Seega 100-kohalisi ,erilisi“ arve ei
saa olla rohkem kui kolm.

Lihtne on néha, et iilaltoodud hinnang on rakendatav koikidele 4m-kohalistele
arvudele ,erilistele arvudele, s.t. et iga m korral voib leiduda maksimaalselt
kolm 4m-kohalist ,erilist* arvu.

@ Antud juhul saab iilesande tingimuste pohjal vorrandi

1022 + 9% = 22, kus 10" <2® <10® ja 0<y?® <10%,
ehk
(z —y)(z +y) = 1022

Lahendame iilesande proovimise teel. Selleks lahutame suuruse 10%°z2
tegureiks néaiteks jargmiselt:

z—y=>5-10"
z+y = 222

Elimineerides muutuja z, saame vorrandi
22% — 2y =5-10" ehk 2% —y=25-10".

Naitame, et kui x = [\/ 25 - 1013] +1, siis on iilesanne lahendatud. Toepoolest,

2% ~ 2,5 - 10", mis ei ole vastuolus algtingimustega. Suuruse y jaoks saame
tingimuse

y=a2—25-10% < 2 [\/25 - 1013] <2.5-10%/10 = 10710
ehk
2 < 10%5,

mis pole samuti vastuolus algtingimustega. Jarelikult eksisteerib 30-kohaline
seriline’ arv.

Bt V25107 = 15811388,3. .., siis = [v25 1079 + 1 = 15811380 ja
y =22 — 25 10" = 22109321 ning

A = 2% = 250 000 022 109 321492 822 075 081 041 .

22 Y2

Punktide , @ jalc)[lahendus on analoogiline iil. [29 lahendusega.
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Uldsust kitsendamata voib eeldada, et marslaste tdhestik koosneb
siimbolitest 0,1,2,...,9. Jaotame tdhestiku A kolmeks hulgaks nii, et A =
Ay v Ay u Az kus Ay = {0;1; 2}, Ay = {3;4;5} ja A3 = {6;7;8;9}. Vaatleme
eesnimedena koiki neid kahetéhelisi sonu xy, kus x ja y kuuluvad iihte ja
samasse hulka A; (i = 1,2,3), s.t. 00, 01, 02, 10, 11, 12, 20, 21, 22, 33, 34,
35, 43, 44, 45, 53, 54, 55, 66, 67, 68, 69, 76, 77, 78, 79, 86, 87, 88, 89, 96, 97,
98, 99. Selliseid eesnimesid on 3-3 + 3 -3 + 4 -4 = 34. Naitame, et voib labi
ajada nende 34 eesnimega. Tdepoolest, kui on antud perekonnanimi xyzu,
siis tahtede x, y, 2 ja v hulgas leidub vihemalt kaks tédhte, mis kuuluvad iihte
ja samasse hulka A; (i = 1,2,3). Kriipsutades perekonnanimest Tyzu maha
kaks iilejadnud téahte, saame iihe 34-st eesnimest. Seega moodunud sajandil
said marslased labi ajada 34 eesnimega.

Vaatleme algul juhtu, kus & = 4. Néiitame, et see taandub juhu-
le, kus £ = 3. Oletame, et perekonnanimede arv kujul k= on a;. Olgu
a = min(ag, ai, ..., a,). Uldsust kitsendamata voib eeldada, et eesnimesid
kujul O+ on a tiikki. Vajaduse korral siimboleid iimber paigutades voib saa-
vutada olukorra, et esinevad eesnimed 00, 01,02, ...,0(a — 1). Vaatleme niitid
perekonnanimesid kujul Ozyz, kus z = a, y = a ja z = a. On selge, et kui
0 jatta maha tombamata, siis selle perekonnanime jaoks ei leidu sobivat ees-
nime. Jarelikult, maha tuleb tommata igal juhul siimbol 0. Seega iilesanne
taandub sellele, et antud eesnimedele on vaja lisada veel sellised eesnimed,
mis voimaldaksid koikvoimalikel kombinatsioonidel zyz valida enesele sobiv
eesnimi. Jarelikult on lilesanne taandunud juhule, kus k£ = 3, kuid ldhtehulga
{0;1;2;...;9} asemel on hulk {a;a+1;...;9}. Analoogiliselt punktiga [c]] (vt.
il. saab néidata, et selliste kolmekohaliste kombinatsioonide jaoks vaja-
minevate eesnimede arv ei ole viiksem kui (10—a—Fk)?+%?, kus k on mingi arv
1 ja 10 — a vahel. Edasi, eesnimesid kujul 0%, 1,2, ..., (a — 1)* on viihemalt
a? tiikki. Seega on eesnimede arv vihemalt a®+ &%+ (10— (a+k))?. Téhistades
10— (a+k) = b, saame, et vaja on minimiseerida avaldis B = a®+k*+0?, kus
a + k 4+ b = 10. Lihtne on néha, et suurus B saavutab minimaalse vadrtuse
Buin siis, kui kaks arvudest (nditeks a ja k) on vordsed kolmega ja kolmas
(antud juhul b) on vordne neljaga. Siis B, = 34. Et selline eesnimede ni-
mekiri ka tegelikult eksisteerib, seda niagime eelmises punktis.

Juhtu, kus k£ = 5, saab analoogia pohjal taandada juhule & = 4, kusjuures
minimiseerida tuleb antud juhul avaldis B = a?+b*+c*+d?, kus a+b+c+d =
10. Lihtne on néaha, et suuruse B minimaalne vairtus saavutatakse juhul,
kui naiteks a = b = 2 ja ¢ = d = 3. Minimaalse nimekirja pikkus tuleb
22422432432 = 26. Tosisasi, et eksisteerib eesnimede nimekiri pikkusega 26,
jareldub punkti d vastavast konstruktsioonist. Hulk A tuleb jaotada neljaks
osahulgaks nii, et A = A; U Ay U A3 U Ay, kus Ay = {0;1}, Ay = {2;3},
Ay = {4;5;6}, Ay = {7;8;9}.
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Kui k = 6, siis Byin = 2% + 22 + 22 + 22 + 22 = 20,
k= 7, Bpin =22 +22 +22 +22 + 12 + 12 = 18,
k= 8, Bpin =22 +22 +22 +12 + 12 + 12 + 12 = 16,
k= 9, Bupin =22 +22+ 124+ 12+ 124+ 12+ 124+ 1% = 14,
k =10, Bpin =22 +12+124+12+124+12+124+ 12+ 12 = 12,
k=11, Bpin =124+ 124124+ 12+ 12+ 12+ 12+ 12+ 12+ 1%2 = 10.
Kui k£ > 6, siis eesnimede nimekiri pikkusega Bi,;, konstrueeritakse ana-
loogiliselt juhuga k = 5.
Olgu k naturaalarv. Leiame koik indeksi m voimalikud vaértused,
mille korral a,, = k. Ulesande tingimuste kohaselt peab kéikide selliste m
vaartuste korral kehtima ahelvorratus

kE—05<+ym<k+05
ehk
K2 —k+025<m<k*+k+0,25

Seega on indeksi m voimalikud viirtused k2 —k+1, k> —k+2,..., k> + k.
Selliste indeksite arv on 2k. Jarelikult

1 1 1 1
+ + ..+ -
ak2—k+1  Qk2—k+2 a2 +k k

1 1 1 (1 1) (1 1 1 1)
— + — 4+ ...+ =l-+/+—+—+—+—]+
a1 a2 1980 a a2 a3 ayq Qs Qg

1 1 1
+...—|—< + + ...+ )=2+2—|—...+2=88.
#1893 1894 1980

ja

Leiame punkti C’ nii, et
kujund DMCC" on roéopkilik (vt.
joon. . Siis kolmnurgad CBM
ja_C'"AD on vordsed. Jarelikult
CBM = C'AD. Et CDM = CBM,
dis DOC' = CDM ~ GBI =
C"AD. Jarelikult punktid A, D,C" ja
C;aﬂlvad tihel ringjoonel (DOC" = A D
O’ AD!) ning seega

o _ Joonis 25
ACD = AC'D = BCM.

[49] Oletame vastuvéiteliselt, et 1978™ — 1 jagub arvuga 1000™ — 1. Siis
jagub arvuga 1000™ — 1 ka arv

(1978™ — 1) — (1000™ — 1) = 1978™ — 1000™ = 2™(989™ — 500™).
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Et 2™ ja 1000™ — 1 on ihisteguriteta, siis peab arv 989™ — 500™ jaguma
arvuga 1000™ — 1, Kuid see on voimatu, sest et

0 < 989™ — 500™ < 989™ < 1000™ — 1.

@ Vaatleme punktide A ja B poolt méaératud sirget. Toome sisse
koordinaadid. Olgu punkti A korral z = 0 ja punkti B korral x = 1. Et
sellisel juhul Ky = {0; 1}, siis K1 = {—1;0;1;2}. Matemaatilise induktsiooni
meetodiga on lihtne niidata, et

-1 3"—-1 "4+ 1
K,=<- ;— +1;...;3 + .
2 2 2

Toepoolest, kui n = 1, siis véide kehtib. Oletame, et viide kehtib n = m
korral, s.t.

o [T3rel o343 3me5 34l
m T 2 Y 2 Y 2 LA 2 °

Hulga K,,,, darmise vasakpoolse punkti saame, kui peegeldame hulga K,
aarmist parempoolset punkti x = 3”;—“ punkti x = # suhtes. Jarelikult,
selle koordinaat on

3m—1 (3’"—1—1 Bm—l) 3ml 1

2 R

3m—1

Hulga K, tlejaanud punktid, mis asuvad punktist x = — vasakul, saa-
me, kui peegeldame hulga K, iilejaanud punktid tema vasakpoolse otspunkti
suhtes. Et saada hulga K,,,; neid punkte, mis asuvad hulga K, darmisest
parempoolsest punktist paremal, tuleb peegeldada hulka K, tema &dérmise
parempoolse punkti suhtes. Jarelikult on hulga K,,., parempoolseima punkti
koordinaat

3m+1+ 3m+1+3m—1 _3m+1+1
2 2 2 N 2

ning seega

R | 3mtl 41
= {3}

Vottes n = 6 jan = 7, saame, et
Kg = {—364; —363;...;364; 365}

ja
K7 ={-1093; —1092; . ..;1093; 1094}.
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Seega n = 7 rahuldab iilesande tingimusi.

@ Nimetame ribaks tasandi koikide punktide hulka, millised jéavad kahe
paralleelse sirge vahele (sirged kaasa arvatud). Loeme riba laiuseks tema kahe
adresirge vahelise kauguse. On lihtne naidata, et kui hulk K, sisaldub ribas
laiusega d, siis hulk K, sisaldub ribas laiusega 3d. Toepoolest, olgu A ja B
hulga K, punktid. Siis nende punktide peegeldused teineteise suhtes asuvad
ribas R;, mille laius on 3d ja mis on saadud riba R peegeldamisel tema
ddresirgete suhtes (vt. joon. [26)

Lk ViV

Joonis 26 Joonis 27
Antud tilesande lahendamiseks valime hulga K| jaoks 3 riba (Ry, Ry, R3),
nii nagu on néidatud joonisel 27]

— QP Qe D, —

RSn

/

Joonis 28

Ulaltoodu pohjal sisaldub hulk K, ribades R;,, Ry, ja Rs,, milledest iga-
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iiks on saadud vastava riba 3"-kordsel laiedamisel (vt. joon. [28)). Osutub, et
saadud kuusnurkne kujund (ribade Ri,, Rs, ja Rs, iihisosa) ongi otsitav mi-
nimaalne kumer hulknurk, mis sisaldab hulga K,,. Toepoolest, kui fikseerida
hulgas K kaks punkti ja peegeldada neid teineteise suhtes n korda (punktis a
naidatud viisil), siis saadud hulga &&rmised punktid satuvad antud kuusnur-
ga kahte tippu. (Naiteks joonisel [28 punktide A ja B n-kordsel peegeldamisel
saadud hulga &arepunktid asuvad hulkade Rj,, ja Ry, déresirgetel, jarelikult
ka saadud kuusnurga kahes tipus.) Kuusnurga pindala S arvutamiseks kasu-
tame eelmise punkti tulemusi. Tahistagu Sy ldhtekolmnurga pindala. Joon.

péhjal

S=3-Sepp+3-Scag—2-5 =

3" +1\? 3 —1\° 1,
=3 3 —2= (32 —1).
() () ey

Kirjutame vahe b — a kujul 2°m, kus m on paaritu arv. Nimetame
kaarti (a,b) ,,m-universaalseks®, kui b — a jagub arvuga m. Naitame, et koik
automaadid séilitavad kaartide ,,m-universaalsuse* omaduse, s.t. et kui min-
gisse automaati sisestada ,,m-universaalne” kaart, siis automaadi poolt véiljas-
tatav kaart on samuti ,,m-universaalne“. Toepoolest, kui , m-universaalsele’
kaardile (¢, d) rakendada esimest automaati, siis kaart (¢ + 1,d + 1) on ,,m-
universaalne”, sest (d + 1) — (c+ 1) = d — ¢ ning (d — ¢) : m. Kui kaardile
(¢, d) rakendada teist automaati, siis peab (¢,d) = (2u,2v) ja 2(v — u) i m,
kust saame, et peab ka (v — u) i m, sest m on paaritu. Seega on kaart
(u,v) ,m-universaalne. Kui kaardid (¢, d) ja (d,e) on ,m— universaalsed®,
siis (d—c¢) im, (e—d)im, [(e—d)+ (d—c)] i m. Jarelikult (e — ¢) : m ning
seega on kaart (c,e) ,,m-universaalne®.

a) Kaarti (1,50) on voimalik saada néiteks jargmiselt:
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(6,20) 2 (3, 10) — L4 (10, 17)
|

|
3.
9,16) 2L (9 9142 (4, 18) <1—'(3,117)

(5,19) -1

3.
(2,16) =20 (1,8) Lo (8,15) 22 s (15, 22)

14 x 1. (8,22)

(22, 50) 3.
(8, 22)] ((81’ 580)) 3-,J(1,50)

b) Et kaart (5,19) on ,7-universaalne”, siis pole sellest voimalik saada
kaarti (1,100), sest 100 — 1 = 99 ei jagu 7-ga.

¢) Olgu b — a = 2°m, kus m on paaritu. Néitame, et kaardist (a,b) on
voimalik saada iga kaarti (1,km + 1), k = 1,2,3,.... Rakendades esimest
automaati n korda, saame kaardi (a + n,b + n). Valides arvu n nii, et (b +
n) i 2° saame kaardile (a + n,b + n) rakendada teist automaati s korda.
Tulemuseks saame kaardi (ai,a; + m). Néditame, et kui a; > 1, siis on sellest
kaardist voimalik saada uus kaart (ag,as + m), kus ay < a;. Toepoolest
rakedades kaardile (a1, a; +m) esimest automaati m korda saame kaardi (a; +
m, a; +2m). Kolmanda automaadi abil saame kaartidest (ai,a; +m) ja (a3 +
m,a; + 2m) kaardi (a1, a; + 2m). Vaatleme niiiid a; suhtes kahte juhtu. Kui
a; on paarisarv, siis teise automaadi abil saame kaardi (as, as +m), kus as =
%al < ay. Kui a; on paaritu, siis rakendame kaardile (a;, a; +m algul esimest,
siis teist automaati. Selle tulemusena saame kaardi (az,as + m), kus ay =
%(al +1). Siin samuti ay < a;. Jérelikult oleme moélemal juhul saanud kaardi
(ag,as + m), kus ay < ay. Kui ay > 1, siis korrates tilaltoodud méttekaiku,
saame kaardi (as,as + m), kus ag < as jne. Analoogiliselt jatkates jouame
16puks kaardini (1,m + 1). Rakendades sellele kaardile esimest automaati
m,2m,3m, ... korda, saame kaardid

(m+1,2m+1),2m+1,3m+1),...,(km+ 1L,km+m+1),....

Nendest kaartidest on kolmanda automaadi abil voimalik saada kaardid (1, 2m+
1), (1,3m + 1), (1,4m + 1), .... Jarelikult on kaardist (a,b) voimalik saada
koik kaardid kujul (1,km + 1), kus k =1,2,3,....

Olgu antud ringjoone keskpunkt O, margitud punktide poolt moo-
dustatud hulknurga iimbermoot p, lahtehulknurga tipud A, As, ..., A, ning
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mérgitud punktid By, Bs, ..., B,. Vaatleme algul juhtu, kus punkt O aset-

seb lahtehulknurga sisepiirkonnas (joon. . Nelinurga OB,, A, B; pindala
1 1

Sl = §A10 : BnBl . Singo < 5 : AlO . BnBl = §R : BnBl, kus @ on diago—

naalide B,B; ja A;0 vaheline nurk. Analoogiline arutlus néitab, et selline

vorratus kehtib ka koikide iilejadanud nelinurkade OB;_1A;B; korral, s.t, et

1
S; < §R - B;B;_1, kus i = 2,3,...,n. Liites saadud vorratused, saame, et

1 1
S < 5 R (BnBl + BlBQ + BQB3 + ...+ anan> = 5 Rp

Lihtne on néha, et iilaltoodud toestus on kehtiv ka juhul, kui punkt O asub
lahtehulknurga kiiljel.
A

Joonis 29 Joonis 30

Juhul kui punkt O asub véljaspool lahtehulknurka, voib toimida jarg-
miselt. Téhistagu O’ ldhtehulknurga maksimaalse kiilje A;A, keskpunkti
(joon. B0). Loigud O'By, O'Bs, ..., O'B,_; jaotavad lihtehulknurga neli-
nurkadeks O'By Ay By, O'ByA3Bs, ..., O'B,_2A, 1B, 1 (pindaladega vasta-
valt So, S3, ..., S,-1) ja kolmnurkadeks O’ A; By ning O'B,,_1 A,, (pindaladega
vastavalt S; ja S,). Kolmnurkades OO’A; (i = 1,2,...,n) on maksimaalne
kilg OA; = R, s.t, et O'A; < R, kui¢ =1,2,...,n. Suuruste Sy, S3,...,S,_1
korral kehtib vorratus

1
Si < 50/142 : BiBi—la kus i = 2,3,...,77,— 1.

See vorratus kehtib ka i = n korral, sest et kolmnurka O'B,,_1A,, voib vaa-
delda nelinurgana O'B,,_1A, B,

Kui tahistada kolmnurga O’A; B; tipust B kiiljele O’ A; langetatud kor-
gus tahega h, siis

1 1
Sl == 51410, : h < 51410/ . Ban
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Jarelikult
S:SI‘FSQ-F...—FSHQ
1
<3 (A1O"- BB, + A0"- ByBy + ...+ A0 - BB, 1) <
1 1
< §R<Ban + ByBy+ ...+ Ban_1> = 5 Rp‘

Olgu méangijad A ja B. Alustagu méan-
gija A.

@ Kui n on paarisarv, voib malelaua jao-
tada nn. ,doominokivideks* joonisel [3I] ndida-
tud viisil. Méngija A nihutab esimese kiiguga
nupu véljalt O valjale C' (vt. joon. . Edas-
pidi kasutab ta jargmist taktikat. Méangija B
on sunnitud (ka pérast esimest kiiiku) esimese-
na sisenema mingisse uude ,doominokivisse” ja
parast tema kdiku nihutab A nupu sellesama
,doominokivi“ vabale véljale. Kui alustaja ka-
sutab seda taktikat koikide jargnevate kiikude
jooksul, siis on ilmne, et ta voidab.

Kui n on paaritu, siis voib malelaua jao-
tada ,doominokivideks* joonisel [32] naidatud
viisil. On selge, et kui niitid B rakendab fiilal-
toodud taktikat, siis ta voidab, soltumata A
méngust. (Sest siin on méngija A alati sunni-
tud esimesena sisenema uude ,doominokivis-
se.)

@ Kui n on paarisarv, siis A voidab juhul,
kui ta avakiiguks valib C' — O (vt. joon. |31)
ja péarast kasutab punktis @ toodud taktikat. Joonis 32
Kui n on paaritu, siis A voidab kidiguga C' — D (vt. joon. . Toepoolest,
kui oletada, et méng 1opeb véljal O, siis tdhendab see seda, et viimasena
kdib A, sest et véljad D ja O on malelaual iihte vérvi (kumbgi méngija kiib
alati iihte ja sama vérvi véljadele). Kui méng 16peb monel teisel véljal, siis
on ilmne, et vili O jadb méangust vélja ja seetottu voib A pérast avakiiku
C — D kasutada punktis @ kirjeldatud taktikat. Jarelikult, kui n on paaritu,
voidab samuti méngija A, s.t. midngu alustaja.

B4l Ei ole alati voimalik. Kui naiteks 6
loiku paigutada joonisel néidatud viisil,
siis nende loikude otspunkte ei saa ithendada E
iilesandes noutud viisil.

Joonis 31

D|C|O

F

N\, A

Joonis 33



68

Loiku C'D saab ithendada ainult 16iguga
AB, sealjuures iiks punktidest C' voi D jaab
ithendamata (vastasel korral tekib teisest
punktidest isoleeritud nelinurk CABD). Ja-
relikult peab kas C' voi D olema otsitava
murdjoone alugspunkt. Analoogiline viide
kehtib punktide E, F' ning G, H kohta. Kuid
see on voimatu, sest murdjoonel ei saa olla
iile kahe alguspunkti.

B5L Vt. iil. @7 lahendus.
(6l Vt. iil. 48 lahendus.
T#histame méngijad tihtedega A ja B. Alustagu méngu A.

Loogiliselt on voimalik kaks vastandlikku juhtu: 1) méngija B saab voi-
ta A igasuguse mangu korral, s.t. méngijal B on voitev strateegia, 2) méngijal
A on voitev strateegia. Saab néidata, et esimene juht viib vastuolule. Toe-
poolest, oletame, et B saab voita A igasuguse méangu korral. Jarelikult, kui
A votab suuremast (esimesest) kuhjast n tikku, siis peab méngijal B olema
voitev kdik. Kuid pérast A kdiku jaab suuremasse kuhja m —n > n tikku. Ja-
relikult on méangija B teisel kdigul sunnitud votma esimesest kuhjas kn tikku.
Seega jadb esimesse kuhja pérast teist kiiku m — (k + 1)n tikku, kusjuures
B saab voita A igasuguse méngu korral. Kui A oleks esimesel kdigul votnud
kohe (k + 1)n tikku (esimesest kuhjast), siis oleks sama positsioon tekkinud
parast esimest kaiku ja jarelikult pidanuks voitma hoopis méangija A. Saadud
vastuolu néitab, et kui m > 2n, siis on méngijal A voitev strateegia.

@ Punktis @ esitatud toestus on oige ka juhul kui o > 2, s.t. ka sel juhul

on mangijal A voitev strateegia. Jaab vaadelda veel juhtu, kus 1 < a < 2.
1

Naitame, et kui 2 > a > 3 x (v/5 + 1), siis on méngijal A vditev strateegia.

Téahistame stimbolitega m;, ja ny tikkude arvud kuhjades parast k-ndat kaiku,

. 5+1
kusjuures olgu my = ny. Et 2 > ™o > V5

,slismy =n,ny =m—n

ning

<m1 n 1 _\/34—1

Edasi

- Mo 1 < 2 \/g—f—]_
Mo =N Ng =M1 — N — = = .
2 15 2 1 1) T e \/5_1 5
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Kui my/ng = 2, siis punkti @ pohjal saab voita A. Jarelikult voib oletada, et

\/5+1 mo
< =

2 %)

< 2.

Analoogiliselt iilaltoestatuga saame, et

ms V5+1 . my 1+45
l<—x< ja .
UE 2 Ty 2

Siin voib jille 6elda, et my/ny < 2. Uldsust kitsendamata voib eeldada, et
arvud m ja n on iihisteguriteta (sest iihise teguri d > 1 olemasolu ei muuda

méngustrateegiat).
Konstruktsiooni pohjal on jada n, monotoonselt kahanev, s.t. n > ny; >
m
ng > ... > ng, kui vaid 1 < —* < 2, k=1,2,...,s. Jarelikult peab teatud

paariskidigu jarel saabuma oh?kord kus mk/n;,C 2jang >1voimg =2 ja
nk = 1. Molemal juhul voidab A. Jarelikult, kui o > ‘[2“, siis méngijal A
on voitev strateegia. Naitame veel, et kui a < ‘f , siis voib valida sellised
kuhjad tikkude arvuga mg ja ng, et mg > « - no Ja méngijal B on voitev

strateegia. Toepoolest, valime taandumatu murru mg/ng selliselt, et a <
mo < \erl

. Kui niiiid valida kuhjades vastavalt mq ja ng tikku, siis tilaltoodud
mottekalgu pohjal kaotab alustaja.

Kerkib kiisimus, kust on saadud arv @ Osutub, et selle arvu voib
leida, 1ahtudes jargmistest kaalutlustest. Oletame, et arv « jaotab vahemiku
]1,2[ kaheks osaks nii, et kui ™ €]a, 2[, siis méngijal A on véitev strateegia;
kui aga ™ €]1, af, siis on méngijal B voitev strateegia.

Seega, kui
— €la, 2 ii €]l
n ]Oé, [7 SIS m—n ] 7a[
ja kui
Mot,af, sis —2 €] >a
T mp—mn

Jarelikult vorratustest m > no, n < (m — n)a, m; < ma ja ng >
(mq — nq)a saame, et
m?2 . mq 2
l+a<— ja l4+a>—.
n nq
Et = > a ja ’:—11 < a, siis voib arvud m, n, my ja n; valida nii, et ™ — «
ja a — ™ on kiillalt viikesed, jérelikult 1 +a < o® ja 1 +a > o®. Seega

1+ a = a?, millest o = @



Ulesande lahenduse tulemuse voib resiimeerida, jirgmiselt: kui 1 < ~<

*/5;1, siis on méngijal B voitev strateegia; kui aga > > @, siis on voitev
strateegia méngijal A.
Olgu z, = 4{v2n}, kus {z} = = — [2] téhistab arvu z murdosa.

Uldsust kitsendamata voib eeldada, et m > k. Siis
| — xk| = |4{V/2m} — 4{v/2k}| = 4V2m — 2k — [V2m] + [V2k]| =
= 4[v2(m — k) — [V2m] + [V2k]| =
[2(m — k)* — ([v2m] — [V2k])?| .
]

=R B V] - [V

>ﬁ<m—k>+?ﬁm]—[m]>

2\/§(m—k)+[jﬁerl]—\/ik:

:2\/§(m4—k)+1 >2ﬁ<m—kj+(m—k) -
4 1 1

2+ Dm—k) m—k [m—k

Vaatleme selle néite tildistust. Ahelmurdude teooriastﬂ on teada, et iga
ruutirratsionaalarvu o = a + /b (a ja b on ratsionaalarvud) jaoks voib leida
sellise positiivse konstandi ¢ nii, et koikide taisarvuliste p ja ¢ (¢ # 0) korral
kehtib vorratus

P 1
a— == —.
q cq®
Valime vastavalt arvule ¢ arvu p(q) nii, et murd p(q)/q oleks arvule «

kiillalt 1dhedal, s.t. et ’04 - Z%‘ < %. Kui ntiiid z,, = ¢(na — p(n)), siis

cn
< — =c.
n

|z,| = cn
n

Jarelikult on jada z,, tokestatud. Kui n # k, siis

2, — xk| = c[na — ka —p(n) + p(k)] =

p(n) — p(k)
n—k

o —

=cln — k|-
1
C(n—k)

Lvt. Xumunn A5, Iennwe dpobu. Tocrexuznar, 1949.
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Seega rahuldab jada z,, iilesande tingimusi.
B9l Vt. il. 51 lahendus.
Vt. iil. 52 lahendus.
Olgu ¢ > 0 (c védrtuse tédpsustame hiljem). Siis

1 1 1 v L c
S=($1+$2+"'+$n)'(I—1+x—2+"'+x—>:(Zz) <ZI_)
n i=1 i=1""%

2 2
1 [z <« 1|l [z ¢
SEEE) -ECED]

Vaatleme 16igul [a,b] funktsiooni
y = f(zr) = £+ £. Et funktsioo-

Ya ni f(z) graafik on nogus (vt. joon.
[34), siis f(z) saavutab maksimaalse

l y=g(x) vaartuse punktis x = a voi x = b.
b _ Toepoolest, et graafik on nogus, siis

y = f(z) punkte (a, f(a)) ja (b, f(b)) thendav

sirge y = g(z) asub vahemikus |a, b]
funktsiooni f(z) graafikust tilalpool.
Jarelikult, kui x € [a,b], siis f(z) =
st < gla) < max(f(a), f(B).
Kui valida ¢ nii, et f(a) = f(b), siis
a b +—=—+CSeegac—\/%.Jéire—
likult 16igul [a b]

f(w)<%+@=\/%+\/§
T DolCO RS I ol (YA

Fikseerime p punkti (z,y(x)) (r = 0,1,2,...,p — 1) selliselt, et x =
k ja y(z) = k* (mod p)P} Niitame, et need punktid rahuldavad iilesandes
piistitatud noudeid.

V&

Joonis 34

ning

2(Oeldakse, et arvud a ja b on kongruentsed mooduli m jirgi ja kirjutatakse a = b
(mod m), kui (a —b) : m. Lahemalt vt. L. Kivistik, J. Gabovits, Arvuteooria, TRU rotap-
rint, 1974.
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Oletame vastuvéiteliselt, et hulgas M leiduvad erinevad punktid (z1, 1),
(x2,y2) ja (x3,ys3), mis asuvad iihel sirgel. Sel juhul kehtib vordus

Yo—Y1  Ys— Yo
Ty— X1 Xy — To

millest
(y2 =y — )(@s — x2) — (ys — y2) (22 — 71) = 0.
Seega
(23 — 2 — 1*)(w5 — 22) — (23 — 23) (22 —21)] i p
ehk (xo—x1)(x3—x2) (21 —x3) i p. Kuid see on voimatu, sest 0 < |z; —x;| < p,
kui ¢ # 7. Jarelikult ei asu iikski punktikolmik {ihel sirgel.

Oletame, et leidub 4 punkti (x1,y1), (22, y2), (23, y3) ja (x4, y4), mis moo-
dustavad vordsed vektorid, siis

To—T1 =T3— T4 J&a Yo — Y1 =Y3— Ya

Jarelikult

(3 — 27 — 25 +a7) i p

ehk
[(z2 — x1) (22 + 1) — (x5 — x4) (23 + 24)] } P

Asendades niitid z9 = 11 + 3 — 14, Saame et:
2(551 — .2?4)(5133 — Z‘4) p.

Kuid see on voimatu. Saadud vastuolu naitab, et iikski punktinelik ei saa olla
roopkiiliku tippudeks.

Ulesande lahendamiseks piisab niidata, et jada iga element on {ihis-
tegurita arvu m, sest hiljem voib arvu m osas votta f(m), f(f(m)),... .
Toepoolest,

flm)=m*>-m+1=1 (mod m)
f(fim)=1"—1+1=1 (mod m).

Jarelikult arvud f(m), f(f(m)), ..., annavad m-ga jagades jadgiks iihe. Sel-

lega on toestatud, et jada koik liitkmed on toepoolest iihisteguriteta.
Péorame funktsiooni y = Asinaz graafikut kordinaatide suhtes 90°

vorra, s.t. et lisame funktsiooni y = Asinx graafikule veel funktsiooni x =

30Oeldakse, et arvud a ja b on kongruentsed mooduli m jirgi ja kirjutatakse a = b
(mod m), kui (a —b) : m. Lahemalt vt. L. Kivistik, J. Gabovits, Arvuteooria, TRU rotap-
rint, 1974.
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Asiny graafiku. Kui niitid kahe graafiku tihendit poorata koordinaatide al-
guspunkti suhtes 90° vorra, siis see hulk teiseneb iseendaks, sest et y = Asinx
on paaritu funktsioon. Jarelikult, kui esimeses veerandis on graafikutel y =
Asinzx ja x = Asiny loikepunkt, siis poorates seda loikepunkti 90° vorra,
saame jille nende graafikute 16ikepunkti. P6orates graafikute 16ikepunkti 0°,
90°, 180° ja 270° vorra, saame neli punkti, mis asuvad ruudu tippudes. Olles
sel viisil konstrueerinud kaks ruutu, piisab nende mittekongruentsuse toes-
tamiseks naidata, et nende tipud esimeses veerandis on erinevatel kaugustel
koordinaatide alguspunktist.

Joonis 35

Kui valime A > 19787 + 1, siis graafiku y = Asinx see osa, kus 0 <
r < %71’, loikab graafikut x = Asiny vihemalt 1978 punktis x1, 29, ..., T1978,
sealjuures koik need loikepunktid on erinevatel kaugustel koordinaatide al-
guspunktist (vt. joon. [35)).

Nimetame ,kihiks“ koikide ruumi punktide hulka, mis asuvad kahe
paralleelse tasandi vahel (tasandite punktid kaasa arvatud). Loeme ,kihi*
laiuseks tema kahe #ddrtasandi vahelise kauguse. On lihtne néidata, et kui
hulk K, sisaldub  kihis* R (laiusega d), siis hulk K, sisaldub , kihis“ Ry,
mille laius on 3d (tdestus on analoogiline iil. 50 punkt b toestusega). Té-
histame hulka K, sisaldava minimaalse kumera hulkktahuka siimboliga K.
Punktides a ja b esitatud iilesannete lahendused jarelduvad punkti ¢ lahen-
dusest, seepérast alustame punktist .

Valime tetraeedri K, tippude koordinaadid jargmiselt:

Ai(d,d,d), As(d,—d,—d), As(—d,d,—d), As(—d,—d,d).
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Suuruse d arvuline viartus tuleks leida tingimusest, et tetraeedri Ky ruumala
on 1, kuid antud juhul ei ole selle arvvaartus meile tahtis. Konstrueerime 7
Hkihti“ X1, X5, ..., X7 jirgmiselt:

Xy ={(z,y,2) | =] < d}, Xs ={(z,y,2) | |z —y — 2 — d < 2d},
Xo = {(2,9,2) | lyl < d}, Xo ={(z,y,2) [ | —2+y—2z—d <2d},
Xz ={(2,9,2) | || < d}, Xe=A(w,y,2) [| =2 —y+2—d| <2d},
Xy =A{(z,y,2) | |lr+y+2z—d| <2d}.

LKihid“ X4, X5, Xg ja X7 on valitud nii, et nende iihel dédrtasandil on 3 ja
teisel iiks hulga Ky punkt. (Selles on lihtne veenduda, kui punktide A;, As,
Asz ja Ay koordinaadid asendada ,kihtide“ X4, X5, Xg ja X; ddrtasandite
vorranditesse.) Lihtne on néha, et  kihtide* Xy, X5, X ja X7 tihisloik moo-
dustab tetraeedri Ky. Kui kiht“ X; (i = 1,2,...,7) laiendada 3" korda, siis
saadud ,kihid* Xy, Xo,, ..., X7, on kirjeldatavad jargmiselt:

Xip ={(z,y,2) | |2| < 3"d}, Xsn = {(z,y,2) | |t —y— 2z —d| <2-3"d},
Xon = {(z,y,2) | |y| < 3"d}, Xon = {(z,y,2) | | —x+y—2—4d| <2-3"d},
Xan ={(@,y,2) [ ]2l <3"d},  Xow={(wy.2) |-z —y+2-d <2-3"d}.
Xan ={(z,9,2) [l +y+2z—d[ <2 3"d},

Et siin iga ,kiht* z;, on saadud ,kihi“ z (z =1,2,...,7) 3"-kordsel laien-
damisel, siis jarelikult K! < Z,, kus Z, ﬂ Xin. Néitame, et K! = Z,.

Koige lihtsam on hulka Z,, ette kujutada kuublna Xin 0 Xo, N X3, mille
tippudest on ,kihtide* Xy, X5,, X¢, ja X7, dartasanditega éra loigatud ter-
taeedrid (vt. joon. . Tekib hulktahukas Z,,, mille 12 tipu koordinaadid on
jargmised:

(3"d,3"d,d), (3"d,d,3"d), (d,3"d,3"d), (—3"d,—3"d,d),
(—3"d,d, —3"d), (d,—3"d, —3"d), (3"d, —3"d, —d), (3"d, —d, —3"d),
(—d, —3"d,3"d), (—3"d, —d,3"d), (—d,3"d, —3"d), (—3"d,3"d, —d).

Fikseerime hulgas K kaks punkti (nditeks A; ja As) ja niitame, et neid
punkte teineteise suhtes n korda peegeldades saadakse punktid £, ja F},, mis
on hulktahuka Z, tipud. Toepoolest, et punktid A; ja A, asuvad ,kihtide*
X3 ja X, erinevatel ddrtasanditel, siis punktid F), ja F,, asuvad kihtide X3,
ja Xy, erinevatel ddrtasanditel, s.t. nad asuvad 16ikudel PQ ja P;Q;. Et A;
ja A, asuvad ,kihi“ Xy, erinevatel dartasanditel. Jéarelikult on punktid FE,,
ja F, hulktahuka Z, tipud. Vottes niitid punktide A; ja A, asemel mone
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Joonis 36

teise punktipaari (A4;, A;), saame analoogia pohjal, et ka nende punktide n-
kordsed peegeldused on hulktahuka Z,, tipud. Jarelikult koik hulktahuka Z,
tipud asuvad hulgas K. Sellega on néidatud, et K, = Z,.

Hulktahuka K ruumala arvutamiseks tuleb kuubi ruumalast lahutada
araloigatud tetraeedrite ruumalad:

. 1 1 .
V, = (2-3"d)* — 6(3” —1)3® - 3- 6(3" +1)%d® -
1 1
-3 6(3” —1)*d® - 6(3” +1)%d* = 4(5- 3% — 3")d®.
Kui tetraeedri K| ruumala tdhistada Vj, siis Vj = §d3. Seega V,,/Vy =
$(5-3" =31 Bt = 1, siis
1 3n n+1
Vo==(5-3"=3""),
2
a) Hulktahukal K| on 14 tahku (vt. joon. [36). Kaheksa neist on vord-
kiilgsed kolmnurgad ja kuus ristkiilikud.
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b) Vi = 1(5-27—9) = 63.

Vt. iil. 5§ lahendus.
Vt. iil. [51] lahendus.

Olgu AB ja CD tetraeedri vastaskiiljed. Konstrueerime kaks paral-
leelset tasandit «v ja § nii, et [AB] € aja [C' D] € /5. Vaatleme mingit tasandit
~, mis on risti tasanditega a ja 8. Kui projekteerida tetraceder ABC'D tasan-
dile =, siis saame trapetsi A’B’'C’'D’, mille korgus ei soltu tasandi 7 valikust
(vt. joon. , sest trapetsi korgus on tasandite « ja 8 vaheline kaugus. Ja-
relikult, et vorrelda selliste trapetside pindalasid (mis on saadud tetraeedri
projekteerimisel erinevatele tasanditele ), selleks piisab vorrelda nende tra-
petsite aluste summasid. Valime tasandil a punkti £ niiet 16igud FA ja
CD on paralleelsed ning EAB > 7 (vt. joon. . On ilmne, et loikude FA
ja C'D projektsioonid tasandile v on vordse pikkusega. Poorates kolmnurka
EAB nii, et EB on paralleelne tasandiga v, saame et E'B’ = EB (vt. joon.

. Uldsust kitsendamata voib eeldada, et EBA < T. Sel juhul saab kolm-

s

nurka FAB poorata nii, et 16ik £B moodustab tasandiga v nurga 7§ (vt.

joon. . Siis E'B" = %EB.

Joonis 37
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E A
E B B
A 45°
£ A B E’ A B B'A’ E’
Joonis 38 Joonis 39 Joonis 40

Kui niitid neid kolmnurga FAB po6oramisi tolgendada tasandi v kahe
erineva valikuna, siis oleme naidanud, et voib valida kaks tasandit nii, et
tetraeedri projektsioonide pindalade suhe nendele tasanditele on vordne /2.

. Olgu Dy, = (a1 —bg)* + (a—bp)* +.. .+ (ap—bp)*, kus k = 1,2,....n
Siis D, = D ja

k-1 k-1
Dy, = (ax — b)* + > (@i = b)” = (ar — be)* + Y (@i — by + bpy — bg)* =
i-1 i=1
k=1
= (ax — bg)® + Z( ;— br—1) +22 i = br—1)(bg—1 — bi) +

=1

+ (k= 1) (b, — be_1)™

k-1
Et suuruste b;, definitsiooni kohaselt Z(ai —br_1) = 0, siis
i=1

Dy =D, + (k — 1)(bk — bk_1)2 + (ak — bk_l)Q.

Lihtne on néha, et kb, = (k — 1)bg_1 + ay, kui k > 1. Jarelikult

b —

b1 — by = ]’;_‘i’“ kui k > 2
Seega

k

Dk = Dk,1 + T — 1(ak — bk)2

Jarelikult
D =Dy =Dpy+ ——(an—by)>=... =
3 n

2
:(al_b1)2+1(a2_b2)2+—a3—b3)2—|—...+

5!



k
Et1<—1<2(k5=273,...,n),siis

iak—bk <D< Qiak—bk =
k=1 k=1

2C.

Olguxz1+\/§+\/§,y=1—\/§+\/§,z=1+\/§—\/§,

w = 1— /2 — /3. Siis on lihtne naidata, et kui

T = o + V2 + $uV3 + taV/6,
siis

Y" = G — TaV2 + 5,V3 — t,V/6,

2" = Gn + rn\/§ - Sn\/g - tn\f67
w" = Gn — rn\/§ - Sn\/g + tn\/6

Kui tihistada q,/2" = A, 7,V/2/2" = B, s,V/3/2" =

D,,, siis voib iilaltoodud avaldised kirjutada kujul:

A, +B,+C,+ D, =1,

A, - B, +C, — D, = (y/x)",
A+ B, —C,— D, =(z/z)",
A,—-B,—-C,+ D, = (w/z)"

(5)

Etz >y >0, 2>2>0jax > |w| siis slisteemi teise, kolmanda ja
neljanda vorrandi paremad pooled koonduvad nulliks, kui n — oo. Liites siis-
teemi ([5)) vorrandite vastavad pooled, saame et 4A,, = 1+u,, kus lim u,, = 0.

Jérelikult lim A,, = l Kui liita esimese ja teise vorrandi ja lahutada kolman-

n—o0

da ja neljanda vorrandi vastavad pooled, saame et lim C,, = 1 . Analoogiliselt

n—0
saame, et lim B, = lim D,, = i. Jarelikult

n—0o0 n—o0

lim =1

=1 ja lim

n—=m  (p n—w  (p n—0  (p

kust saame, et

lim —=—, lm—=— ja Ilm—=—.

n—00 qTL \/i’ n—0o0 qTL \/g n—0o0 Qn
[T1l Vt. iil. [62 lahendus.

T2 - 5,V/3 . a6
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Olgu n naturaalarv jay + 1, y + 2, ..., x — 1, z jarjestikused natu-
raalarvud. Vaatleme vorrandit

y+)+@w+2)+...+(xz—-1)+z=n, (6)
kus z —y > 1 jay > 0. Vorrand @ on samavadrne vorrandiga
(x—y)(z+y+1) =2n (7)

Et arvud * — y ja x + y + 1 on erineva paarsusega, siis vorrand pole
lahenduv, kui n = 2°, kus s on naturaalarv. Naitame, et kui n # 2° siis
vorrand on lahenduv. Toepoolest sellisel juhul n = 2°p, kus p on paaritu
jap = 3. Kui p > 25", siis vottes x — y = 25" ja 2 + y + 1 = p, saame, et

r=2"+(p—-1)/2 ja y=-2"+(p—1)/2.
Kui p < 25%L siis vottes 2 —y = pjaz +y + 1 = 257! saame et
r=2"+(p—-1)/2 ja y=2°—(p+1)/2.

Jarelikult, arve kujul 2° ja ainult neid ei saa esitada jarjestikuste naturaal-
arvude summana.

Kui x = 0, siis y = +2. Et > 0 korral on vorrandi vasak pool
paaritu, siis y = 2n + 1. Voib eeldada, et n > 0, s.t. leiame algul need
lahendid, kus y > 0. Asendades y = 2n + 1 lihtevorrandisse, saame 3 - 272
voin+ 1 = 3 jan = 2°72 Esimesel juhul z = 4 ja teisel juhul z = 3.
Jarelikult on antud vorrandil 6 lahendit, s.t.

{(z;9) |3-2°+1=9* Ao,y Z} =
= {(052); (0; =2); (4;7); (4; =7); (3;5); (3; =5)}.

Kokku on n-kohalisi arve 10" — 10"~ = 9. 10" 1.

@ Leiame, kui suure osa moodustavad n-kohalistest arvudest sellised ,ta-
sakaalustatud“ arvud, millel tihtivad k esimest ja k viimast numbrit (k < n).
Lihtne on néha, et sellistel arvudel on esimeste n — k numbriga méaratud ka
viimased & numbrit. Seega pole neid rohkem kui (k < n)-kohalisi arve iildse,
s.t. et 910" F=1 Jarelikult ei iileta selliste arvude osa n-kohaliste arvude

hulgas suurust
9. 10 k1 1

9-10n-1 10k
Seega koikide “tasakaalustatud arvude osa n-kohaliste arvude hulgas ei iileta

arvu o
| 1 1
2T < LT T o
k=1 k=1
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@ Lihtne on konstrueerida sellist arvu samaaegselt algusest ja lopust.
Téahistame otsitava arvu tdhega A. Siis

A=9...=98...9=9897...989 = 98979896 . ..9897989 =
= 9897989698979895 . . . 989798969897989 = . ..
Arvus A on 2! — 1 = 1023 numbrit. Arv A ongi otsitav arv, sest kui sellele

loppu kirjutada 9, siis iihtivad esimese ja viimase number, kui 16ppu kirjutada
7, siis ihtivad neli esimest ja neli viimast numbrit jne.

Olgu a, = v/n++/n+1jab, =+4n + 2.
Et b2 — a2 =2n+1—24/n(n+1) <1jab2 = 4n+ 2 pole tiisruut,
siis jarelikult [a,] = [by] -

. b2 —a? 2n+ 1+ 24/n(n +1 <2n—|—1+2«/n(n—|—1)_

O a, ot vn Lt VAnt2 In
 (2n+1)—dn(n+1) 1 _
Ayni2n+1+14/n(n+1)) 4yn2n+1+ 14/n(n+ 1))

1 1

< = .
dy/n-4n  164/n3
76l Bt m < a; < M, kuii=1,2,...,k, siis

m+ M\? M —m\?
XT; — < .
2 2

k
Bt ) a; =0, siis

1=1

Jarelikult

k 2 2

M- M
Zx?ék( m) —k< +m) — —kmM.
=1 2 2

Téhistame (ag, — So)/2n = h. Vaatleme aritmeetilist progressiooni
br = ag + kh(k = 0,1,2,...,2n). Lihtne on nédha, et by = ag ja bon = agn.
Kui ¢, = a — by, siis suuruste ¢, jaoks peab kehtima vorratus

¢, + by = (Ck,1 + b1+ + bk+1)/2.
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Et by, = (bp_1+bpy1)/2, siis jarelikult ¢, = (cx_1+cry1)/2. Ulesandes toestatav
vorratus saab kuju

(Co+bo)+(Cg+b2)+...+(02n+b2n) <
n+1 -
< (Cl + bl) + (C3 + bg) + ...+ (an,1 + bgnfl)

~

n

ehk
Co+02+...+02n<Cl+63+...+02n_1

n+1 h n
sest et liidetavad b; saab koondada. Toepoolest,

Y

n+1
2

1 1
(b0+b2+...+b2n)=n =§(bo+b2n)=ao+nh

1 (bo + bgn)

+1

ja

1 n

—(b1 + b3+ ...+ bay1) - = = 8o+ nh.

n 2
Jarelikult aritmeetilise progressiooni lahutamine antud jadast ei muuda iiles-
ande tingimusi. Jada c¢; konstruktsiooni pohjal ¢y = 0 ja ¢y, = 0. Néitame,
et ¢, = 0, kui k£ = 0,1,2,...,2n. Oletame vastuviiteliselt, et jadas ¢; on
negatiivseid liikmeid. Olgu ¢,, < 0 selle jada minimaalne element. Siis

Cm = (Cmo1+ cma1)/2 ehk (¢ — emo1) + (G — Cmr1) = 0.

Et ¢, on jada ¢, minimaalne element, siis ¢,, — ¢,,—1 < 0 ja ¢, — Cyp1 < 0.
Jarelikult ¢, = ¢p1 = g1 Bt ¢t = (G2 + ) /2 ja i1 = (a2 +
¢m)/2, siis saame analoogiliselt, et ¢, o = ¢ 1 = € = Cpy1 = Cmoo jue.
Seega ka ¢y = ¢, < 0. Saadud vastuolu niitab, et jadas ¢ ei ole negatiivseid
litkmeid.

Et ¢, = con = 0jacy = (co+ ¢2)/2, c3 = (c2+¢4)/2, .., Cop1 =
(Con + Con—2)/2, slis ¢1 + ¢33+ ...+ Cop1 = (co +C2m)/2 2+ 4+ ... +
Con—2=Co+ Ca+ ...+ o = ;iq(co+ca+ ...+ can). Vordus kehtib siis, kui
Co+cy+ ...+ Copg+ Con = P5(co+ 2+ ...+ Cop), millest

C():CQ:...:CQTL_QZCQn:O.
Et cop = (cop1 + Copr1)/2, kui k =1,2,...,n— 1, siis ka
012632...=Czn_1:0

Jarelikult vorduse kehtimiseks on tarvilik ja piisav, et jada s oleks aritmee-
tiline progressioon.
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Oletame, et murru 1/p periood @) on n-kohaline, siis
1 A
Q ., @ _ Q @)

= —|— + + ey
D 103 10s5+n 105+2n ]_Os+3n

kus 0 < s < n ning A > 0. Kirjutame seose kujul

10° 107
T

p G ehk 10°(10" 1) = [(10" - DA+ 10"Qlp,

saame, et 10" — 1 jagub arvuga p. Lihtne on niha, et ka arvud 10%" — 1,
103" — 1, ... jaguvad arvuga p. Et 10" — 1 jagub arvuga p, siis on perioodi
pikkuseks voetud minimaalne n.

Vastuse selles punktis piistitatud iilesandele saame jargmisest punktist,
vottes seal k£ =1 jam = n.

@ Olgu n = mk. Jaotame perioodi ) m ,tiikiks". Seega

Q= Qu-t + Qusz - 10" + Qs - 10% + ...+ Qp - 100" VE,

kus Qq, @1, ..., Qm-1 on k-kohalised naturaalaarvud. Siis

10° —A:i Q;
i=1

P — 10k’

10° 2 105,

10 —A) =) =
( P ) ; 10k’

10° 2 102k,

102 ——A) = i
(p ) ; 107

. ey

kus Q; = Qi1m, kuii =0,1,2,...,m— 1. Liites saadud vordused (neid on m
tiikki), saame et

10°(1+10F + ...+ 100" D%) /p — A(1 4+ 10% + ... + 100" DF) =

m—1 o 10thz 1Othz lothl
=L L m — Ll e Al ign -
t=0 i=1 t=1 t<i
10"*Q; (9)
- N+22 100

t<t
1
=N+(Q0+Q1+...+me1)ZW,

s=1
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kus N on naturaalarv.

Et 10" —1 = 10" —1 = (10 — 1) - (1 + 10*¥ + ... + 10(™~V¥) jagub arvuga
p, siis jarelikult (1 4+ 10 + ... 4+ 10("~D*) jagub arvuga p. Seega on vorduse
@ vasakul pool naturaalarv. Jarelikult on naturaalarv ka
S|
= (Q0+Q1+Q2+...+Qm,1) Z 108

B=1

Et B=(Qo+ Q1+ ...+ Qm-1)75—, siis

(Qo+ Q1+ ...+ Qm_1) i (10" —1).
Saab kiill. Et ruutvorrandi diskriminant
D= (a—b)?—2(a+b)+1

oleks negatiivne, piisab, kui niiteks votta a —b = 1978 ja a4+ b = 19782, kust
saame, et a = 989 - 1979 ja b = 989 - 1977.

Antud vorratuse oiguse toestamiseks piisab toestada sellega ekviva-
lentne vorratus x > elnx, mis on saadud algvorratuse logaritmimisel. Kui
x €]0, 1], siis on selle vorratuse kehtivus ilmne. Kui z > 1, siis on vaja toes-
tada, et ;7= > e. Uurime funktsiooni

x
fl@) =~
piirkonnas ]1,0]. Et f/(x) = 241 siis vahemikus ]1,e[ f/(z) < 0 ning

vahemikus Je, o[ f'(x) > 0. Jarelikult esimeses vahemikus f(z) kahaneb ja
teises kasvab. Seega on punktis x = e funktsioonil f(z) miinimum, s.t. et

T e )
—>—=¢, kui x>1.
Inz =~ Ine

Maksimaalne lahendite arv on 3. Selle naitamiseks toestame algul iihe
lemma.

Lemma. Kui diferentseeruv funktsioon f(x) omab vahemikus |a,b| pidevat
tuletist ja f(a) = f(b) = 0, siis sellel leidub punkt ¢ nii, et a < ¢ < b ja
fe)=0

Téestus. Oletame vastuviiteliselt, et f'(z) # 0, kui @ < = < b. Uldistust
kitsendamata voib eeldada, et f'(z) > 0, kui @ < z < b. Valime 16igul [a, b]
osaldigu [ay, b1], kus a < a; < by < b. Et f/(x) on pidev funktsioon, siis 16igul
[a1,b1] on funktsioonil f’(z) minimaalne védrtus m > 0. Seega

b1
0=7f Jf f() mdz = (by —ay;)m > 0.

al
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Saadud vastuolu néitab, et peab leiduma selline reaalarv ¢, et a < ¢ < b ja
f'(¢) =0, m.o.t.t. O

Olgu f(r) = e* — az? — bz — ¢ ning n vorrandi f(z) = 0 lahendite arv.
Ulaltoestatud lemma pohjal on vorrandil f/(z) = 0 viihemalt n — 1 lahendit
ja vorrandil f”(z) = 0 véhemalt n — 2 lahendtit. Et vorrandil e* —2a = 0 on
maksimaalselt liks lahend, siis n — 2 < 1, kust n < 3.

Kui votta a = 3, b = 0 ja ¢ = 0, siis on vorrandil e* — 322 = 0 parajasti
kolm lahendit.

Et (z, —¢)? = 0, siis jada x,, on mittekahanev, s.t. et x,,; > z,. Kui
oletada, et jada x,, koondub suuruseks a, siis

lim 2, = lim 2, + lim (z, — ¢)?,
n—0 n—ao0 n—0

millest saame, et a = a + (a — ¢)?. Jérelikult
a=c nng r<r3<...<2r,<...<cC

Et x5 = ¢, siis peab kehtima vorratus ¢ < ¢ ehk 0 < ¢ < 1. Niitame,
et saadud vorratus on jada x, koonduvuseks piisav, s.t. et kui 0 < ¢ <
1, siis jada z, koondub. Toepoolest, et jada x,, on monotoonne, siis tema
koonduvuse toestamiseks piisab néidata, et ta on tokestatud.

Néitame matemaatilise induktsiooni meetodiga, et iga n korral z, < c.
Kui n = 1, siis vdide kehtib. Oletame, et ta kehtib ka n = m korral, s.t.
Ty, < c. Siis

Tsl —C= Ty —C+ (T — ) = (T — )(1 —c+2,,) <0,

sest et 1 —c+ x,,, > 0 ja x,, — ¢ < 0. Jarelikult ka z,,,1 < c. Seega jada x,
koondub parjasti siis, kui 0 < ¢ < 1.

Jada b,, koonduvuse toestamiseks piisab néidata, et ta on monotoon-
selt kasvav ja tokestatud. Toepoolest

1 1 1
= — 2 — —_— ==
bpi1 5 <bn +A/b2 + 4n> > 2(5n + b,) = by.

Jarelikult on jada b,, monotoonselt kasvav. Et

1 1
bost — by = =(\/02 + 1/47 —b,) = <
! 5 / =7 An (/02 + 1/47 + by)
1

1 1
< < —
22n+1 (bn + bn) 22n+2b1 22n+1 ’
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siis
1 1 1

W? bn—l - bn—2 < Wa R bn-‘rl - bl <3

bn — bn—l < 3

Liites saadud vorratused, saame et

o1 1 1
busi = b < 3 oy = ¢ ehk b < o+ b
k=1

Jarelikult on jada b, tokestatud.

Valime koordinaatteljestiku nii, et sfdéri keskpunkt asub koordinaa-
tide alguspunktis. Peegeldame vérvitud punktid yz-tasandi suhtes ja vérvi-
me ,mustade* punktide peegeldamisel saadud punktid ka mustaks. Siis on
sfadrist varvitud mitte rohkem kui 24%. Péarast seda peegeldame vérvitud
punktid zz-tasandi suhtes ja toimime analoogiliselt. Sellisel juhul on sféarist
varvitud mitte rohkem kui 48%. Parast peegeldamist xy-tasandi suhtes saa-
me, et sfadrist on varvitud mitte rohkem kui 96%. Valides niitid punkti sfaari
varvimata osal ja peegeldades seda xy-, yz- ja xz-tasandi suhtes, saame 8
punkti, mis asuvad mingi risttahuka tippudes.

Koikides 2 x 2 ruutudes (kokku on neid 49) arvude summa ei iileta
arvu 64 + 63 + 62 + 61 = 250. Oletame vastuviiteliselt, et 2 x 2 ruute,
milles arvude summa on suurem kui 100, ei ole rohkem kui kaks. Sellisel
juhul koikides 2 x 2 ruutudes olevate arvude summa peab olema véiksem kui
2250 + 47 - 100 = 5200. Teiselt poolt on ilmne, et malelaua nurgaviljadel
olevad arvud on selles summas tihekordselt, ddreviljadel (v.a nurgaviljadel)
olevad arvud kahekordselt ja siseviljadel olevad arvud neljakordselt. Seega
pole koikides 2 x 2 ruutudes olevate arvude summa viiksem kui 64 + 63 +
63 + 62 + 61 +2(60 +59+ ...+ 37) +4(36 + 35+ ...+ 1) = 5242. Saadud
vastuolust jareldub, et saab leida vahemalt kolm 2 x 2 ruutu, milledes olevate
arvude summa on suurem kui 100.

Vektorid & = (x1; x2; 23) ja ¥ = (y1; y2; y3) asuvad tasandil z+y+2z =
0 ning on omavahel risti, sest &' - ¢ = 1y + 2y + x3y3 = 0. Et selle tasandi
normaalvektor 7 = (1,1,1) on risti vektoritega # ja ¥, siis moodustavad
vektorid @, 1/, 7 ristreeperi. Jarelikult iga vektori @ korral

—

cos? (@, Z) + cos? (@, ) + cos® (@, 2) = 1 (1)
Kui @ = (1;0;0), siis seosest (/1)) saame, et

a3 Y 1
2 2 2 2 2 2+__1'
r{+x5+x3 yi+y; +ys 3
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Vaatleme koikvoimalike kolmekohaliste arvude korrutisi 100-100, 100-
101,...,998 - 999,999 - 999. Selliseid korrutisi on Cg,,. Neid 6-kohalisi ar-
ve, mida ei saa esitada kahe kolmekohalise arvu korrutisena, on vihemalt
900000 — Cgyy = 459450 > 1 -900000. Seega on selliseid 6-kohalisi arve, mida
ei saa esitada kahe kolmekohalise arvu korrutisena, rohkem kui neid 6-kohalisi
arve, mida saab esitada kahe kolmekohalise arvu korrutisena. [88] Kirjutame
koikide ruutude horisontaalsetele kiilgedele punase +1. Vaatleme niitid su-
valist mustade arvude horisontaalset rida. Fikseerime selles reas ruudu. Kui
selles ruudus on +1, siis kirjutame selle ruudu vertikaalsetele kiilgedele pu-
nased +1, kui ruudus on —1, siis kirjutame vasakule kiiljele +1 ja paremale
—1 (voi vastupidi). Téhistame selle ruudu vertikaalsed kiiljed tdhtedega a
ja b. Antud rea iilejddnud vertikaalsete kiilgedega toimime jargmiselt. Olgu
fikseeritud ruudus +1. Votame vaadeldavas reas suvalise vertikaalse kiilje c.
Kui ¢ asub fikseeritud ruudust paremal, siis kirjutame kiiljele ¢ arvu, mis
vordub koikide mustade arvude korrutisega kiilgede a ja ¢ vahel. Kui ¢ asub
fikseeritud ruudust vasakul, siis kirjutame kiiljele ¢ arvu, mis vordub koikide
mustade arvude korrutisega kiilgede ¢ ja b vahel (vt. joon. . Juhul kui

+ + 4+ + 4+ + 4+ + 4+ o+
ole|lo|oole|la|lolo]o
+ + + ¥ F + + ¥ F F

Joonis 41

fikseeritud ruudus on —1 ja kiiljele b on kirjutatud —1, siis tuleb kiiljele ¢
(eeldusel, et ta asub fikseeritud ruudust vasakul) kirjutada arv, mis vordub
koikide mustade arvude korrutisega kiilgede a ja ¢ vahel. Kui ¢ asub fiksee-
ritud ruudust paremal, siis tuleb kiiljele ¢ kirjutada arv, mis vordub koikide
mustade arvude korrutisega kiilgede a ja ¢ vahel. Joonisel 41| ndidatud juhul
tuleks kiiljele ¢ kirjutada punane +1, sest et (+1)(—1)(+1)(—1) = +1.
Analoogiliselt toimime ka tilejadnud mustade arvude ridadega. Teostatud
konstruktsiooni pohjal ilmneb, et iilesande véaide kehtib koikide ristkiilikute
n x 1 kontuuride korral. Lihtne on ka veenduda selles, et kui kahel kujundil on
ithine rajajoone osa, kuid ei ole iihiseid sisepunkte, ning iilesande vaide kehtib
molema kujundi kohta, siis kehtib see ka antud kujundite iithendi kohta. Siit
jareldub, et véide kehtib koikide ristkiilikute n x m korral. Et antud eeldustel
saab suvalist tasapinnalist kujundit vaadelda teatavate ristkiilikute iihendina,

siis on tlesande véide toestatud suvalise kinnise kontuuri korral.
Ei saa. Vaatleme kahte juhtu.

1° Parast eelviimast kidiku on asendamata iiks paarisastme kordaja. seega
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parast viimast kdiku saame vorduse
1Q(x) + 1 = —az™™, (1)

kus zQ(z) + 1 on hulkliikme P(z) see osa, kuhu kordajad kirjutati sisse

esimese 8 kaigu jooksul ja arv a kirjutati mangija A poolt viimasel kaigul
2m

<" ette.

Osutub, et kui valida arv a kiillalt suur, siis on vorrandil vahemalt
tiks mittereaalne lahend. Olgu T'(z) = xQ(z) + 1. Siis T(0) = 1 ja T(x)
pidevuse tottu leidub selline € > 0, et 16igul [—¢,¢] funktsioon T'(z) > 0.
Olgu M = max |zQ(z) + 1|. Téhistame siimboliga z, vorrandi sellise
lahendi, mille korral |z,| < 1. (Selline z, leidub iga a korral, sest vorrandi
koikide lahendite korrutis on 1.) Valime a = M /e*™. Sellisel juhul

T,Q(2q) + 1

[aQ(2a) +1| _ M
al Coa

|z2™| = ning |z,*" = am,

Seega |z,| < €. Et funktsioon T'(x) on 16igul [—¢, €] positiivne, siis z,Q(x,) +
1 > 0 ning seega

TaQ(ry) + 1
2 = —QQ( ) < 0.
—a
Saadud vorratus néitab, et vorrandi lahend z, ei saa olla reaalarv.

2° Vaatleme juhtu, kus viimase kdiguna asendab A paarituastme kordaja.
Sellisel juhul saab A méangida nii, et péarast 9. kdiku on hulkliige kujul

2+ ax® + b2 + et +dat +1=0 (2)

(A kirjutas koikide paaritute astmete ette nullid. Kui B peaks piliidma mén-
gijat A segada selle taktika libiviimisel, siis taandub mé#ng juhule 1°. Toepoo-
lest, kui B kirjutab kordaja mingi paaritu astme ette, siis A jatkab kordajate
kirjutamist paaritute astmete ette ja viimaseks kdiguks jadb méngijale A
kindlasti paarisastme kordaja kirjutamine.) Kui teha vorrandis muutuja
vahetus 22 = 0, siis uue vorrandi lahendite u;, ug, us, us ja us korral kehtib
Vieta teoreemi pohjal seos

U UgU3U4U5 = —1 (10)

Jarelikult peab mingi ¢ korral u; < 0. See aga tdhendab, et mingi lahendi x
korral 3 = u; < 0. Jarelikult ei saa g olla reaalne lahend.

Olgu N =4n — 1 ja arvu N algarvudeks lahutus

N = p{'ps? ... piF.
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Et N = 4n — 1, siis peab antud lahutuses esinema algarv kujul 4s — 1, mille
astendaja on paaritu. Uldsust kitsendamata voib eeldada, et p; = 4s — 1 ja
a; = 2m+1. On ilmne, et arvu N iga tegur on kujul p’'p2 . . .pZ’“, kus 7; < ay,
iog < g, ..., i) < ag. ,LTaiusliku® arvu definitsiooni kohaselt

N+ N =) pips.pi,
kus summeeritakse tile koikvoimalike astendajate vaartuste, mille korral 7; <
ai, is < Qg ..., ig < ap. Jarelikult 2N = (1 +p;+ ... +p" ) (1 +pe+ ... +

p5%) ... (L+pr+ ...+ p*). Viimase vorduse vasak pool 2 (4n —1) = 8n —2
ei jagu neljaga. Kuid vorduse paremal pool on tegur

L+pr4. . 4™ = 1+ p) A +p2 +pi+. . 4+ p™) = 4s(1+p> + ... +p>™,

mis jagub neljaga. Saadud vastuolu niitab, et arv kujul 4n - 1 ei saa olla
Jtaiuslik®.

Vaatleme kolmnurka ABC.Olgu kolmnurga timberringjoone raadius
R, siseringjoone raadius R; ja segmentidesse joonestatud ringjoonte raadiu-
sed vastavalt Ry, R3 ja R4. Uldsust kitsendamata voib eeldada, et raadiused

Joonis 42

Ry, R3 ja Ry on maksimaalse vdédrtusega (vt. joon. , s.t.
2Ry = R — Rcos f3,

2R3 = R — Rcos",
2Ry = R — Rcosa.
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Kolmnurga pindala S = —, ja kuna
4R

a = 2R sin a,

b= 2Rsinp,

c=2Rsinvy
siis S = 2R? sin asin B sin y. Teisest kiiljest,

2R sin acsin B sin vy

1
= — b hk R, = :
S 2R1(a—i— +¢) ehk By sina + sin 8 + sinvy

Seega

R 4 sin ov sin 3 sin
R1+R2+R3+R4=—[3—(cosoz+cosﬁ+cosv)+ - - b ,7 ]
2 sina + sin 8 + sin~y

Kuid sina + sin 8 + siny = sina + sin 8 + sin(a + ) =

a;ﬁcosagﬂjtsin(a—i—ﬁ):

= 2sin

+
— 2sin & 5 (cos + cos
= 4cosgcosécos z.
2 2 2

Analoogiliselt saab naidata, et

.o .
cosa + cos B + cosy = 1+4sm§smésmz.

2 2
Jarelikult
R
Ri+Ry+ Rs+ Ry = §<2+4sin%sin§sin%>.
Téhistame sin § sin § sin 3 = u. Et
1
sin? % + sin2§ + sinQ% =3 (3 —cosa—cosf —cosy) =

1
= — 2—4$ingsinésinz =1-2u
2 2 2 2

ning alati

sin? % + sin? g + sin?

3

ol
2

> i/sin2%+sin2§+sin2% = ({’/6)2,
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siis peab u koikvoimalike védartuste korral kehtima vorratus 1’32“ > v/u? ehk

(2¢/u — 1) (Yu +1)* < 0. Siit saame, et Ju < 1. Seega Ry + Ro+ Ry + Ry =
R(1+1)=5.

Votame néiteks z = « + 1. Sel juhul (z + 1)! = yla! ehk x = y! — 1.
Téahistades y = n(nnaturaalarvuline parameeter), saame jargmise lahendite
hulga: t =n!— 1, y=njaz=mnl kusn=3,4,5....



93. Olgu kolmmurga tipud A, B Ja C  jJa kolmmurga kiiljed -
~a, b jac. Bt A =28 ~-2%, giig '

ﬁ:’f‘ +%d. ‘ . (1)

. T6mbame tipust B 1l6ignu BM
nii, et MBO= ¥ (vi.joon.
43). Siis BM = MG ;}a se0=
se (1) pShjal AW - vz o,
Tdhistame BM = x, Siig
kolmnurgast ABM siinng-
teoreemi pshjal

. - 8in(fi - 42)
 Joonis 43, | ' }T
) . = X = (2)
. gin ol sin 3—
—S8iit x = e sinat /sin %— Aaendades saadud x viddrtuge aval-
b-x . :
distesse sin%—- Ja oin oo’ 9S8ame geosest (2)
¢ _ sin-'_%i ;(Bcos-g--sin-é-) sin—é- 4c032-g'---1=
sin o +ain—‘i‘— gin % S (1 + 2 cos T) 17+ 2 cos 32"—
= 2 cos % ~1. Viimase péhjal (§ +1)2 .4 cos®% =2 +2 cog ot
. 2 2 2
=2+b %o =8 ..
, be
(b + ¢)2 (b -¢) = a°p. (3)

Seose (3) piisavus ilmmeb sellest, et seos (2) onm saadav geg~ °

sest (3), kui kirjuteds antud tSestus lihtgalt vastupidises
Jérjekorras. Jirelikult seos (3) on tarvilik Ja piigav gelleks,
et o =2p - 2p. :

94. Olgu otgitayv hulkl:l.ige Pe(x). Ulesande tlngi'nuste
kohagelt P (0) = 0 ning hulklilkmel Qr(x) = N(J;) -¥N on W
erinevat nullkohta Xy9Xy,. re9Xyg. dJHrelikult
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Up(x) = Py(x) = ¥ = (x - x)(x - %) ... (x - xg) Qtx), (1)
kus Qf(x) on teatav hulkliige. Nditame, et hulkliige Q4(x) on
semuti tdisarvuliste kordajatega. Selleks piisab n#idata, et
mi A(x) on tH#isarvuliste kordajatega hulkliige Ja X, on vbr-
randi A(x) = O tH#isarvuline lahend, siis A(x)/(x-xo) on tHig-
~ ervuliste kordajatega hulkliige. Téepoolest, olgu
" k A(x) A(x) - A(xg)
-}(x) = gzbakx » siis = %o = T =

m xk"‘i_lok m -k-'l . —.—i m—‘i m, k"'l-i--
| =ank X =%, .= Eﬁa’k ‘E:o T ‘§oxi 212150 =

R -1 : & Lk-1-1 - ;
=‘§;Obix;, kus by = 2 +1akx0 . Et x, on tdisarvy siis ka

by (1 =0,1,2,...,m=1) on t¥isarv. Jérelikult Qi(z) on tEis-
arvuliste kordajatega hulkliige. V&tame vbrduses (1) =x = O.
Siis N .

Qu(0) = Pp(0) -~ N = (=1) XXy« Xy Q'(0),

Et Pg(0) = O ja Q}(0) on tiisarv, siis on arvul N'vahema;t.n'
erinevat tédisarvulist jagajat. Arvude Eq9Xns e gXy hulgas lei-

dub mitte rohkem kul ksks sellist arvu xp-ja Xqs b ]xpl =

= |x,| = 1. Kbikide tilejdtinud indeksi i vitirtuste korrsl |x,|»

2 2. Jdrelikult .

¥ o=zl x| oo o lxgl - lageod 2 |xpi . qul o 202 , o2,

Seega saab hulkliige Pn(x) eksisteerida vaid selligte N vidr-

tuste korral, kus N3 2°°2. On ilmne, et saadud vorratus keh- -
tib aimult N = 1,2,3,4, korral. Nende N viHrtuste korral on
lihtne nHidata, et sellised hulkliikmed leiduvad. V6ttes Q(x) =

i1,sawm
P1(x) -1 =. X = 1,
Po(x) -2 = (x+ 1)(x~2),
Pi(x) -3 =1(x- N(x+ 1)(x+ 3),
Pp(x) -4 =-(z-1)x+ 1)(x - 2)(x + 2),
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kusi P1(x) = X, Pé(x) a x° -~ x, I’B(x) = x° + 3x2 - x Ja P4(x) =
= 5!2" - x4. .

Kui ¥ 3 5, eiis N < 2" ja juirelikult otsitavaid hulk-
liikmeid ei leidu. . ‘

95. T6estame algul Uhe gamasuse kombinatoorike valdkon-
nast. Vaatleme vahet ) ‘

ky~1 ktly=1 _kKl(n - ¥)! _ (n - ®)1(k + 1)1
(€77 = (G)7" = A1 '(‘(E%Lm—’-=
- -Kin-d)  kim-k+ )1 ki(a-r _
n+ - n + n +

k:')-1

k y=1 1 :
= Cpy)™ - g (o7 enx
1 11 1 1 4
X 'n+1'&§"&'k'"ci+1' (1)
C n n n+1
n+1 X

a) Korrutame vdrduse (1) mSlemaid pooli suurusega (--1)lc
Ja summeerime siig saadud vordused k vidartugte 142,5.4.40 kor-
rel. Saame

~1)7+1 1 1 -
.Un+1"%ﬁ%1—"m"n=“n+“n+1+gr* ehi

n+1 n+1

U = D% (n+ 1) -1
n n+2 *

~ Saadud seosest ndeme, et kui n on paaritu arv, giis Un = =1,
kul n on paarisarv, sgiis U, = -n—f—z .

\ ‘
b) Summeerime vsrduge (1) mSlemad pooled k viirtuate 1,
2,..44n korral. Sasme ‘

1 . 1 -
Gapr =D =337 85 = 8, = (8, - i) eh

S

Spet = Bty (S + 1. i (2)
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Edasi tOestame matemaatilise induktsiooni meetodiga. On
- ilmne, et punkti b véide kehtlb, kuli n = 1. Oletame, et ta
kehtid n = m korral, s.t.

=m+1§1 .

Néiitame, et tSestatav viide kehtib kan =m+ 1 korral. Lihtu-
me vordusest (2):

m+ 2 m+ 2 m+1
Swi = 2@ D U+ 8w ey O+ A E{'E)‘

ms2 oMt &

_ m+2 . mt2 Ly oK _ o
“Pm+) t SI2 é.{f’ = STHD (T +E1T) =

m+2m"'12k
= Tom#l 1 K °

Seega kehtlib védide ka n = m + 1 korral. Jéirelikult
) n
n_+ 1
n Eﬁ Tl §1

¢) Vaatleme suhet 011: : C§—1 n—"%i—"-. See suhe on
suuren ihest, kul k < 4 (n + 1), Ja:celikult on jads oS, ¢},

02, ceny Ck monotoonselt kasvav, kui k ¢ -2- (n + 1) ning seega

E1 £1+2 §1 %Eﬁ s lkus g'= [;_;-.(n +1)]. Jidrelikmlt

S

n _ |
+24.0% ] 2 8 | 4 (s = 1
S, & = C1+=+ - <
n - n ; -C;E; n ; * aln -
2 , 4 6
<1+E+n= ‘l+n
Teiselt poolt S5, = §1 —— = 1. Seega 1£8,< 1 "'365 .

Jirelikult lim S 1 .
. D= o0 §
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