Kodutoo nr. 2 tilesande 2 naidislahendusi

Ulesanne 1. Uurida, kas funktsioon

23y
2 +y?’
0, kui 22 + 42 =0,

kui 22 + 1% # 0,
fla,y) = 7
on kaks korda diferentseeruv punktis (0,0).

LAHENDUS. Leiame funktsiooni f esimest jarku osatuletised (seda muidugi juhul, kui need osa-
tuletised eksisteerivad). Kui (z,y) # (0,0), siis

x3y2 /_
:z:2+y2 z_

.’L‘4y2 + 3.’1?22/4

(@%y?), (2" +9°) — 2%y (@® +¢), _ 3222 +9?) — 2%y 2

fa(@,y) = (22 + 42)2 (22 + y2)2

(2% +y?)?
ja
fy(@,y) = 2y N @) 7)) — PP @ ), 208y (e +y?) — a2ty 2y
y\ L 2 +y2), (22 1 y2)2 @+ )
_ 2ty
(22 4 y2)2
Osatuletiste definitsiooni pohjal (arvestades, et f(0,0) = 0)
f(0+h,0) - £(0.0) £(h,0) n-o°
! 7 ) - 5 BT s i RZ102
f2(0,0) = fing h e R S - S
ja
0,0+ h 0.0 0. h 03-h>
f/(0,0): lim f( ’ + )7f( ) ) — Lim f( 3 ) — lim 02+h2 —o.
! h—=0 h—0 W0 h

Veendumaks, et funktsioon f on diferentseeruv punktis (0, 0), piisab teoreemi I1.1.4 samavéir-
suse (i)« (ii) pohjal nédidata, et

im =
p—0 P

kus p = \/Az? + Ay?. Kuna f(0,0) = 0, f;(0,0) = 0 ja f,;(0,0) = 0, siis tingimus (2.1) on

samavairne tingimusega

0, (2.1)

Az®Ay?
Az, A AZTATE
hmwzo ehk lim Aty
p—0 P Az, Ay—0  /Ax2 + AyQ

ehk (kirjutades Az ja Ay asemel vastavalt z ja y)

3333/2
im —— =
2y=0 (22 + %)%

Veendume selles: minnes iile polaarkoordinaatidele (s.t. tehes muutujate vahetuse © = rcos ¢ ja
y = rsin ¢), saame
5 cos® ¢ sin® ¢

im - = lim = lim 72 cos® ¢ sin® ¢ = 0
z,y—0 (.’EQ + y2)§ r—0 r3 r—0

$3y2

(sest tegur cos® ¢ sin® ¢ on tokestatud). Niisiis, funktsioon f on diferentseeruv punktis (0,0).

NB!

set voimalust osa-
tuletiste f;(0,0) ja
f;!((),()) leidmiseks
on kirjeldatud mér-
kuses

Alternatiiv-

NB! Alterna-
tiivset voimalust
funktsiooni f
diferentseeruvuse
pohjendamiseks
punktis (0,0)
on kirjeldatud

mirkuses 2.2]



NB! Alterna-
tiivset voimalust
funktsiooni f esi-
mest jarku osatu-
letisfunktsioonide
diferentseeruvuse
pohjendamiseks
punktis (0,0)
on kirjeldatud
mirkuses 2.4

Uurime, kas funktsioon f on kaks korda diferentseeruv punktis (0, 0). Selleks leiame kéigepealt
funktsiooni f teist jérku osatuletised f7(0,0), f;,(0,0), f,..(0,0) ja f;’z (0,0) (seda muidugi juhul,
kui need osatuletised eksisteerivad). Osatuletiste definitsiooni pohjal (arvestades, et f.(0,0) = 0)

h*.0243h%.0%

_ f2(0+R,0)— f3(0,0) . fi(h,0) . TRTH07)7
" — 1\’ — 1 f:p( ? x i — l €T i — l —
f22(0,0) = (f2)2(0,0) = lim A Jim == lim Y 0
ja
0*-h243.0%.h*
. f2(0,04+h) — f.(0,0) . fL(0,h) . (0Z+h2)2
Z (£ _ x x _ T _ —
(00 = ), 0,00 = iy h L i
ning (arvestades, et f; (0,0) = 0)
0.0 = (£)(0.0) — i QRO ZHO0 L f0,0) i
yrA T My e T 0 h T hs0 h T hs0 h a
ja
F1(0,0 + h) — f1(0,0) (0, h) (Caanar
" _ I\/ I K Y Y . Y I _
f2(0,0) = (1,),0.0) = i h Bl I R - R I

Funktsiooni f kahekordne diferentseeruvus punktis (0,0) tdhendab, et
(1) funktsioon f on diferentseeruv punkti (0,0) mingis {imbruses;
(2) funktsiooni f esimest jarku osatuletised on diferentseeruvad punktis (0,0).
Eelnevas veendusime, et funktsioon f on diferentseeruv punktis (0, 0). Igas punktis (z,y) # (0,0) on

funktsiooni f esimest jirku osatuletised pidevad (POHJENDADA!) , seega (teoreemi I1.1.6 pohjal)
funktsioon f on diferentseeruv ka igas punktis (x,y) # (0,0); niisiis funktsioon f on diferentseeruv
kogu tasandil R?, jérelikult tingimus (1) kehtib.
Uurime, kas kehtib ka tingimus (2), s.t. kas funktsiooni f esimest jirku osatuletised on dife-
rentseeruvad punktis (0, 0).
Osatuletisfunktsiooni f; diferentseeruvus punktis (0,0) tdhendab (teoreemi IT.1.4 samaviirsuse
(i)<(ii) pohjal), et
- f2(0+ Az, 04 Ay) — f2(0,0) — (f2.(0,0)Az + fI/,(0,0)Ay)
p—0 p

kus p = \/Az? + Ay?. Kuna f;(0,0) = 0, f7%(0,0) = 0 ja f;},(0,0) = 0, siis tingimus (2.2) on

samavaarne tingimusega
(Az2+Ay?)?

!
fim £2BTAY) o g tim -0
p—0 p Az, Ay—0 | /Ax? + AyQ

ehk (kirjutades Ax ja Ay asemel vastavalt z ja y)

—0, (2.2)

Azt Ay’ +3Az2 Ayt

wty? + 322y
w0 (22 4y2)5
Veendume selles: minnes iile polaarkoordinaatidele (s.t. tehes muutujate vahetuse © = rcos ¢ ja
y = rsin¢), saame

xhy? + 32yt i 22y?(2? + 3y?) i 70 cos? ¢ sin? ¢ (cos? ¢ + 3sin? )
=2 7 = lim ————2 % = lim

1m 3 = = -
R R N "

= lir%rcos2 ¢ sin® ¢ (1 +2sin?¢) =0
r—s

(sest tegur cos? ¢ sin® ¢ (1 + 2sin® ¢) on tokestatud). Niisiis, osatuletisfunktsioon f, on diferent-
seeruv punktis (0,0).

NB! Alterna-
tiivset (antud
tilesande kontekstis
ebadkonoomsemat)
voimalust osa-
tuletiste f;IQ (0,0),

£24(0,0), f£1/,(0,0)
ja f;/z (0, 0) leidmi-
seks on kirjeldatud
maérkuses



Osatuletisfunktsiooni f, diferentseeruvus punktis (0,0) téhendab (teoreemi II.2.4 samavéirsuse
(i)« (ii) pohjal), et

a0 p -
kus p = /Az? + Ay?. Kuna f(0,0) = 0, f;,(0,0) = 0 ja f/2(0,0) = 0, siis tingimus (2.3) on

samavadrne tingimusega

(2.3)

5
'(Az, A oy
hmuzo ehk lim _AHav)?
p—0 p Az, Ay—0 /Ax2 + Ay2

ehk (kirjutades Ax ja Ay asemel vastavalt z ja y)

225y
im ————
z,y—0 (x2 + y2)§

Veendume selles: minnes iile polaarkoordinaatidele (s.t. tehes muutujate vahetuse © = rcos ¢ ja
y = rsin ¢), saame

276 cos® ¢ sin ¢

75

2x5y .
= = lim
z,y—0 (1‘2 + y2)§ r—0

= lim 27 cos® ¢ sinp = 0
r—0

(sest tegur cos® ¢ sin¢ on tokestatud). Niisiis, osatuletisfunktsioon f?’J on diferentseeruv punktis
(0,0).

Oleme nédidanud, et funktsiooni f esimest jarku osatuletised on diferentseeruvad punktis (0, 0),
s.t. tingimus (2) kehtib. Niisiis, funktsioon f on kaks korda diferentseeruv punktis (0, 0).

Miérkus 2.1. Alternatiivne moodus osatuletiste f;(0,0) ja f; (0,0) leidmiseks on kasutada teoreemi

tuletise piirvdirtusest. Selleks paneme koigepealt téhele, et funktsioon f on pidev punktis (0,0),
s.t. limg 0 f(2,y) = f(0,0), s.t. lim, 4,0 f(x,y) = 0: minnes iile polaarkoordinaatidele (s.t. tehes
muutujate vahetuse x = r cos ¢ ja y = rsin ¢), saame

r? cos® ¢ sin? ¢

2

lim f(x,y) = lim L

= lim 73 cos® ¢ sin® ¢ = 0
z,y—0 r—0

(sest tegur cos® ¢ sin® ¢ on tokestatud). Kuna eksisteerivad piirvidrtused

%02 432204 ) _ 2.0y
o =0 Hm 0 = lm G =0

. / 1
alclir%] fa:(xvo) = lim y—0 (02 +y2)2

z—0

siis teoreemi pohjal tuletise piirviértusest (vt. nt. ??? ) eksisteerivad vastavalt osatuletised f7.(0,0)
ja f,(0,0), kusjuures

/ 9 / o . / T ’ _
£:(0,0) = lim fi(2,0) =0 ja fy(O,O)—gllg%fy(O,y)—O-

Réhutame, et piirvdartuste lim, o f;(,0) ja lim, 0 f, (0, y) olemasolu on (funktsiooni f pide-
vuse korral punktis (0,0)) vastavalt osatuletiste f;(0,0) ja f;(0,0) olemasoluks piisav, kuid mitte
tarvilik tingimus.

Mirkus 2.2. Alternatiivne moodus veendumaks, et funktsioon f on punktis (0,0) diferentseeruv,
on niidata, et selle funktsiooni esimest jirku osatuletisfunktsioonid on pidevad punktis (0,0) (vt.
teoreemi I1.1.6), s.t.

lim f;(z,y) = f2(0,0) ja I}ligof{,(ay) = £,,(0,0),

T, Yy—r

3

NB! Kodut6o-
des ootame, et
funktsiooni
(esimest jarku)
diferentseeruvuse
pohjendamisel
punktis
ei kasutata
reemi

(0,0)

II.1.6,
vaid lahtutakse
teoreemi 11.1.4
samavéadrsusest

(i) (ii).



s.t. limg 0 fr(7,y) = 0 ja lim, , o f;,(z,y) = 0. Veendume selles: minnes iile polaarkoordinaati-
dele (s.t. tehes muutujate vahetuse © = r cos ¢ ja y = rsin ¢), saame
lim f(z,y) = lim 22y (2% + 3y?) — lim 76 cos? ¢ sin? ¢ (cos? ¢ + 3sin? @)
z,y—0 z,y—0 (1‘2 + y2>2 r—0 4

= hII(l) 7?2 cos? ¢ sin? ¢ (1 4+ 2sin? ¢) = 0
r—r

(sest tegur cos? ¢ sin® ¢ (1 + 2sin® ¢) on tokestatud) ja

225y 276 cos® ¢ sin ¢
1' ! = 1. —_— = 1' _— = 1. 2 2 5 3 =
i Ty(@,y) i 2+ ) lim - lim 27 cos ¢ sing =0

(sest tegur cos® ¢ sin ¢ on tokestatud).
Rohutame, et funktsiooni esimest jérku osatuletisfunktsioonide pidevus antud punktis on pii-
sav, kuid mitte tarvilik tingimus selle funktsiooni diferentseeruvuseks selles punktis.

Markus 2.3. Alternatiivne moodus osatuletiste 5 (0,0), f7,(0,0), f;(0,0) ja £, (0, 0) leidmiseks
on kasutada teoreemi tuletise piirviédrtusest. Selleks on vaja teada funktsiooni f teist jirku osa-
tuletisi punkti (0,0) mingis imbruses. Leiame need osatuletised (kui nad muidugi eksisteerivad).
Kui (z,y) # (0,0), siis

4,2 2,4\ "/
ate) = (o) = (St )
(22 + 322y1), (2 + ¢2)% — (a%? + 329" (22 +92)?)
(1.2 + y2)4
(42%y? + 6xy*) (2? + y*)° — (ay® + 32%y*) 2(2? + y?) 22
(xQ + y2)4
2zy% (2% + y2)((2x2 +3y%) (2% +y?) — (22% + 6332y2))
(12 + y2)4
2l‘y2 ((21.4 + 2x2y2 + 3:c2y2 + 3y4) _ (2334 + 6x2y2)) 2[)3‘:[/2 (—$2y2 + 3y4)
(@2 + y?)° GETRE

2ayt (o - 3y?)
(.’172 +y2>3
ja
4,2 2,4\
" I\ YT + 3xty
/
(x4y2 + 3x2y4); (:U2 + y2)2 _ (x4y2 + 3w2y4)((x2 + y2)2)y
(22 + y2)4
(2aty + 1220%y%) (0% + ¢*)* — (2%y” + 32%y") 2(2 + 4°) 2y
(IBZ +y2)4
22%y (z° +y%) ((2? + 6y°) («” + y°) — (22°y° + 6y*))
(1‘2 +y2)4
21'2:(/ ((LC4 =+ x2y2 + 6x2y2 + 6y4) _ (2x2y2 + 6y4)) _ 2x2y (.’E4 + 5-1722/2)
(22 1 y2)3 (22 + y2)3

22ty (22 4 5y?)
(22 + g2)3



ning

/
T

20\ (22%y), (2 +y?)? — 225y ((a? + y?)?
£ (@) )= ( )

(lej)/r(%y) = ((xQ T y2)2 (22 + y2)°

102ty (22 + %)% — 225y 2(2® +9y?) 20 2a%y (2 + ) (5(2? + y?) — 4a?)
(27 + )" - (@2 + )"

22ty (2% + 5y?)

ja

/
Yy

; N 925 T (22%)y (27 +y?)? - 220y ((a® + y7)?)
fy2(x’y) = (f'g)y(x’y) = ((xz f_ 32)2);/ = : (2 + y2)4
_ 222’ +y°)° — 200y 202 +y2) 2y 22° (2% +97)((@ +97) — 7))
2 + 2\4 2 + 2\4
i 3yg;s y?) (22 +y?)
(@242

Edasi, mérgime, et funktsiooni f esimest jirku osatuletisfunktsioonid f. ja fg’! on pidevad punk-
tis (0,0) (vt. mérkust [2.2)). Kuna eksisteerivad piirviédrtused

2204 (22 -3.02
lim f7(z,0) = lim ’ (@ ) =0,
z—0

z—0 (z2 +02)3

2240 (22 +5-02)
. 1/ I F
223 Fue(2:0) = 0~ ey

20y (0% 4 5¢%)

. . 1" — 15

=0 lim oy (0.y) = lim — a3
2-0°- (02— 3y%)

o . 1/ — i =
=0, '51—>InO fy2 (Ov y) - 1}5% (02 + y2)3 =0,

siis teoreemi pohjal tuletise piirvaértusest (vt. nt. ?7? ) eksisteerivad vastavalt osatuletised f/-(0,0),
2y(0,0), f7:(0,0) ja f,2(0,0), kusjuures

1" T " o % T " _
f:p2 (07 O) - 31:1_>H10 fo (.’IJ, 0) - 07 fmy(07 0) - ?}1_% fazy(ov y) - 07
£1,(0,0) = Iim £ (,0) = 0, :(0,0) = i £72(0.3) = 0.

Rohutame, et piirviaartuste
. " . " . " . . 7
lim fy2(,0), Lim Joy(0,y),  lim fu.(2,0)  ja Lim fy2(0,y)

olemasolu on (vastavate esimest jirku osatuletisfunktsioonide pidevuse korral punktis (0,0)) vas-
tavalt osatuletiste f}%(0,0), f7,(0,0), f,5(0,0) ja f;2(0,0) olemasoluks piisav, kuid mitte tarvilik
tingimus.

Mairkus 2.4. Alternatiivne moodus pohjendamaks, et funktsiooni f esimest jéirku osatuletis-
funktsioonid on diferentseeruvad punktis (0,0), on niidata, et funktsiooni f teist jirku osatuletis-
funktsioonid on pidevad punktis (0,0) (sest teoreemi I1.1.6 pohjal piisab funktsiooni f esimest
jarku osatuletisfunktsioonide diferentseeruvuseks punktis (0,0) nende osatuletisfunktsioonide esi-
mest jarku osatuletisfunktsioonide pidevusest punktis (0,0) ning funktsiooni f esimest jirku osa-
tuletisfunktsioonide esimest jarku osatuletisfunktsioonid on parajasti selle funktsiooni teist jirku
osatuletisfunktsioonid).

Niitame, et funktsiooni f teist jarku osatuletisfunktsioonid on pidevad punktis (0, 0), s.t.
: 1" " . 1 1
x,lgt/go fx2 (.I‘, y) = faj? (07 0)7 x,lgl;go fa;y(xa y) = facy(ov O)a

liygof{,;(z,y)= (0,0), zlérgof{,’z(x,y)=f;'z(0,0)7

x



s.t.

. " _ . 7 _ . 17 _ . " _
i fe (z,y) =0, Jim foy(@,9) =0, R fyz(@,y) =0, e (z,y) =0.

Veendume selles: minnes iile polaarkoordinaatidele (s.t. tehes muutujate vahetuse © = rcos¢ ja
y = rsin ¢), saame

lim fr>(z,y) = lim 2oy (2 —3y7) _ —2lim ' cos sin’ ¢ (cos? ¢ — 3sin®¢)
z,y—0 z,y—0 (3:2 + y2)3 r—0 76

=-2 lirr(l) rcos ¢ sin ¢ (cos® ¢ — 3sin? ) = 0
T—
(sest tegur cos ¢ sin® ¢ (cos? ¢ — 3sin® ¢) on tokestatud),

) " . 22ty (2% + 5y?) . 277 cos* ¢ sin ¢ (cos? ¢ + 5sin? ¢)
lim f7 (z,y) = lim ——————- = lim
z,y—0"TY z,y—0 (1’2 + y2)3 r—0 76

= lin%J 2r cos? ¢ sin ¢ (1 + 4sin? ¢) = 0
r—

(sest tegur cos? ¢ sin ¢ (1 + 4sin? ¢) on tkestatud),
. 1" _ : " —
ja

22° (22 — 3y?) 2r7 cos® ¢ (cos? ¢ — 3sin? ¢)
. 17 _ . 1
A feley) = I = s T 0

= lin% 2r cos® ¢ (cos® ¢ — 3sin® ¢) = 0
T—

(sest tegur cos® ¢ (cos? ¢ — 3sin” ¢) on tokestatud).



Funktsiooni diferentseeruvuse kindlakstegemise antud punktis teeb sageli lihtsa-
maks jirgnev lause.

Lause 2.1. Olgu kahe muutuja funktsioon z = f(x,y) mddratud punkti (zo,yo) € R?
mingis umbruses U, kusjuures see funktsioon on pidev punktis (xg,yo) ning igas
punktis (x,y) € U\ {(zo,y0)} eksisteerivad sellel funktsioonil loplikud osatuletised
fo(z,y) ja fy(x,y). Kui eksisteerivad piirvidrtused

lim f/(x a lim f/(x 2.4
T,Y—T0,Y0 folwy) ] x,y—lmmyo fy( 9 (24)
siis eksisteerivad ka osatuletised f,(xo,v0) ja f,(xo,Yo), kusjuures
fo(zo,y0) = lim  fi(z,y) ja f;(iﬂojyo) = lim f;(x,y). (2.5)
T, Yy—0,Y0 x,Yy—T0,Y0

Kui seejuures piirvadrtused (2.4) on loplikud, siis osatuletisfunktsioonid fl ja fy on
pidevad punktis (xq,yo) ning seega (teoreemi I1.1.6 pohjal) funktsioon f on diferent-
seeruv punktis (o, Yo)-

TOEsTUS. Eksisteerigu piirvddrtused (2.4). Siis eksisteerivad ka piirvidrtused
limg ., f7(7,90) ja limy ., f) (20, y), kusjuures

lim  f(z,y)

T,Y—T0,Y0

T—T0 T,Y—T0,Y0 Yy—Yo
(poHIENDADA!) . Teoreemi pohjal tuletise piirvddrtusest (vt. nt. 777 ) eksisteerivad
osatuletised f;(zo,%0) ja f, (7o, ¥o), kusjuures

lim  fi(z,y)

T,Y—T0,Y0

f;’c(l"o,yo) = ﬂlllgllo f;(%yo) =

ja
im  fi(z,y).

x7y*>IO 7y0

f;(%;yo) = lim fg;(x():y) =
Y—Yo

Kui piirvédrtused (2.4) on Ioplikud, siis osatuletisfunktsioonide f; ja f, pidevus
punktis (zg, yo) jéreldub vordustest (2.5)). O

NB! Koduto-
des ootame, et
funktsiooni f
(esimest jarku)

diferentseeruvuse
pohjendamisel
punktis  (0,0) ei
kasutata lauset
vaid lahtutakse
teoreemi 11.1.4
samavéadrsusest

(1)< (i)



Ulesanne 2. Uurida, kas iilesande 53 funktsioon

22 — 2

'r b
fa,y) = VT
0, kui 22 + 4% =0,

kui 22 + y2 # 0,

on kaks korda diferentseeruv punktis (0,0).

LAHENDUS. Leiame funktsiooni f esimest jarku osatuletised (seda muidugi juhul, kui need osatu-
letised eksisteerivad). Kui (z,y) # (0,0), siis

ady — xy?’)’ @y — ay®)L (2 + ) — 2By — 2P (2% + 4P,

it = (

22 ), (2% + y2)?
B2y — ) (2® +¢%) — (@®y —ay®)22  (Ba'y +32%y° — 2%y’ —9°) — 22ty — 22%9°)
= (22 + 12)2 - (22 + 42)2
B why + da2yB — o
(22 + y2)2

ja siimmeetria pohjal

xy® — x3y)/ 2’ — 42ty — oyt

f{,(x,y) = ( 22 4 32 (gc2 +y2)2

NB! Alternatiiv- Osatuletiste definitsiooni pohjal (arvestades, et f(0,0) = 0)

set vbimalust osa-

tuletiste f.(0,0) ja 2_0n2
£(0,0) i dmiseke . . f(0+h,0)— f(0,0) . f(h,0) . h-0- Z27_~_82
Oz kirjeldatud mar- fm (070) = hm = hm = hm - = 0
Kuses 28 h—0 h h—0 h h—0 h
ja
2 2
£(0,0) = tim JOOFR ZJO0) _y JOR) g O o T _
y h—0 h h—0 h h—0 h
(siin osatuletise f,(0,0)) leidmisel véinuksime kasutada ka siimmeetriat muutujate z ja y vahel).
NB! Alterna-
tilvset  voimalust Veendumaks, et funktsioon f on diferentseeruv punktis (0,0), piisab teoreemi I1.1.4 samavéiir-
funktsiooni

f . R
diferentseeruvuse suse (1)<:'\>(11) pOhJal naldata, et
pohjendamiseks

punktis (0,0) y f(O+ Az, 0+ Ay) — f(0,0) — (f4(0,0)Az + f;(0,0)Ay)

on kirjeldatud

mirkuses 271 pll}%) P = U, (26)

kus p = \/Az? + Ay?. Kuna f(0,0) = 0, f;(0,0) = 0 ja f,;(0,0) = 0, siis tingimus (2.6) on

samavairne tingimusega

AzPAy—AzAy®
Az, A T AL TAyT
A ) O -V

_— —_— O
p—0 P Az, Ay—0 \/Ax2 + Ay?
ehk (kirjutades Ax ja Ay asemel vastavalt z ja y)
ay(z® — y?)
2y=0 (22 492)2

Veendume selles: minnes iile polaarkoordinaatidele (s.t. tehes muutujate vahetuse © = rcos ¢ ja
y = rsin¢), saame
zy(z? —y?) . 1% cos ¢ sin ¢ (cos? ¢ — sin? @)

AN _ : 20 sin2é) = 0
£ys0 (x2+y2)% ) 3 7 cos ¢ sin @ (cos” ¢ — sin”® @)

(sest tegur cos ¢ sin ¢ (cos® ¢ —sin? ¢) on tokestatud). Niisiis, funktsioon f on diferentseeruv punk-
tis (0, 0).



NB! Alterna- Uurime, kas funktsioon f on kaks korda diferentseeruv punktis (0, 0). Selleks leiame kéigepealt
tiivset (antud - funktsiooni f teist jérku osatuletised f75(0,0), f.,(0,0), f,7.(0,0) ja f;’z (0,0) (seda muidugi juhul,

iilesande kontekstis
cbadkonoomsemat) - kuj need osatuletised eksisteerivad). Osatuletiste definitsiooni pohjal (arvestades, et f;(0,0) = 0)
v -

tuletiste f;/Q (0,0),

" 7 h*.0+4h?.03—0°
e f4(0-+1,0) = [3(0,0) T

'(h 0) (h2+02)2
ja £’ (0,0) leidmi- 700.0) = (Y (0.0) = li =1 fx(i’ =1 =0
Jseksyin kirjeldatud fo( ’ ) (fw):r( ’ ) hli}}) h hl—>n%) h hl—>rnO h
mérkuses
ja
! / /
7 _ 1\ T fx(0’0+h)_fx(070) T fw(oah)
0*-h+4-0%-h3—h®
= lim (O +h%)" = lim _—hS =1
h—0 h h—0 hb
ning (arvestades, et f, (0,0) = 0)
f/(0+h,0)—fl(070) fl(hvo)
" o I\’ T Y Yy _ 1 Y
h®—4h®.02—h-0*
T (. L
- h—0 h o h—0 hb B
ja
5—4.03.R%2—0-n*
£3(0,0+h) = £,(0,0) £4(0,h) o
1" — I\/ = Y Yy =1 Yy =1 _
fy2 (07 0) (fy)y(07 O) hli)% h }L1—>InO h hl—>InO h 0
(siin osatuletiste f,;(0,0) ja f2(0,0) leidmisel vGinuksime kasutada ka siimmeetriat muutujate «
ja y vahel).
NB! Alternatiiv-
Funktsiooni f kahekordne diferentseeruvus punktis (0,0) tdhendab, et ne (ja  lihtsam)
iargulnen poh-
(1) funktsioon f on diferentseeruv punkti (0,0) mingis {imbruses; B ¢ por
kaks korda dife-
(2) funktsiooni f esimest jirku osatuletised on diferentseeruvad punktis (0,0). rentsceruy punktis
mé;rk:lse(;n oo

Eelnevas veendusime, et funktsioon f on diferentseeruv punktis (0, 0). Igas punktis (z,y) # (0,0) on
funktsiooni f esimest jarku osatuletised pidevad (POHJENDADA!) , seega (teoreemi I1.1.6 pohjal)
funktsioon f on diferentseeruv ka igas punktis (x,y) # (0, 0); niisiis funktsioon f on diferentseeruv
kogu tasandil R?, jérelikult tingimus (1) kehtib.

Uurime, kas kehtib ka tingimus (2), s.t. kas funktsiooni f esimest jirku osatuletised on dife-
rentseeruvad punktis (0, 0).

Osatuletisfunktsiooni f, diferentseeruvus punktis (0,0) t&hendab, et

(0 + Az, 0+ Ay) — £.(0,0) — (f7%(0,0)Az + £ (0,0)A
i FAO A2 0+ 20 - 0.0 - (0082 + 002) _, .

kus p = v/Az2 + Ay2. Kuna f.(0,0) = 0, f/,(0,0) = 0 ja f” (0,0) = —1, siis tingimus (2.7) on
T x zy

samavadrne tingimusega

Azt Ay+4Az? Ay®—Ay®
lim fi(Az, Ay) + Ay “ 0 ehk . x (yAzzfAy;")z Y+ Ay _

p—0 p Az, Ay—0 VAz2 + Ay?

ehk (kirjutades Az ja Ay asemel vastavalt z ja y)

i (E4y + 4x2y3 _ y5 + y(ZA + 2x2y2 +y4)
11m

5 =0
z,y—0 (332 + y2)§
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NB! Siin  pole
raske naha, et
eelneva  valemirea

vilmane  piirvéér-
tus tegelikult ei
eksisteeri (ja seega
ei  eksisteeri ka
sellele eelnevad
piirvadrtused.)

NB!
des ootame, et
funktsiooni f
(esimest jarku)
diferentseeruvuse
pohjendamisel
punktis
ei kasutata

Kodut66-

(0,0)
teo-

reemi 11.1.6,
vaid lahtutakse
teoreemi II.1.4
samavéirsusest

(i) (ii).

ehk
222y (2 + 3y?)

(22 +92)3

ehk, minnes iile polaarkoordinaatidele (s.t. tehes muutujate vahetuse = rcos ¢ ja y = rsin ¢),

- (2.8)

z,y—0

. 2r%cos? ¢ sin ¢ (cos? ¢ + 3sin? ¢)
lim

r—0

= =0 ehk lim2cos? ¢ sin¢(1+2sin2q’)):O.

r r—0

Viimane vordus ilmselgelt ei kehti (nditeks, kui votta ¢ = 7, siis selles vorduses piirvéidrtuse siimboli
jérel oleva avaldise viirtus on v/2; mirgime, et olukord, kus selles piirviiirtuses voetaks samaselt
¢ = 7, vastab punkti (x,y) ldhenemisel punktile (0,0) médda sirget y = x piirvddrtuses (2.8).
Niisiis, osatuletisfunktsioon f ei ole diferentseeruv punktis (0,0). Siit jareldub ka, et funktsioon f
ei ole kaks korda diferentseeruv punktis (0,0).

Mirkus 2.5. Siimmeetria pohjal muutujate x ja y vahel on ilmne, et ka osatuletisfunktsioon f;
ei ole diferentseeruv punktis (0, 0).

Miérkus 2.6. Alternatiivne moodus osatuletiste f(0,0) ja f; (0,0) leidmiseks on kasutada teoreemi
tuletise piirvdértusest. Selleks paneme koigepealt téhele, et funktsioon f on pidev punktis (0,0),
s.t. limg 0 f(2,y) = f(0,0), s.t. lim, 4,0 f(z,y) = 0: minnes iile polaarkoordinaatidele (s.t. tehes
muutujate vahetuse x = r cos ¢ ja y = rsin ¢), saame
22 4 cos ¢ sin ¢ (cos? ¢ — sin? )

r2

= lim
r—0

lim f(z,y)
z,y—0

+ 42
lim 72 cos ¢ sin ¢ (cos® ¢ — sin? ¢) = 0
r—0
(sest tegur cos ¢ sin ¢ (cos? ¢ — sin® ¢) on tokestatud). Kuna eksisteerivad piirviidrtused

- 04+422.0%—0°
(22 +02)2

05*4'03'1,/2*0'@/4 7
(02+y2)2 -

0,

lim f/(x,0) = lim

o . . / T
0 _O Ja ;E}I%)fy(oay)_q}i)nlo

siis teoreemi pohjal tuletise piirvédrtusest (vt. nt. ??77 ) eksisteerivad vastavalt osatuletised f. (0, 0)
ja f,(0,0), kusjuures

/ T / _ - / T / _

Réhutame, et piirvdartuste lim, o f;(,0) ja lim, 0 f, (0, y) olemasolu on (funktsiooni f pide-
vuse korral punktis (0,0)) vastavalt osatuletiste f;(0,0) ja f;(0,0) olemasoluks piisav, kuid mitte
tarvilik tingimus.

Mirkus 2.7. Alternatiivne moodus veendumaks, et funktsioon f on punktis (0,0) diferentseeruv,
on niidata, et selle funktsiooni esimest jarku osatuletisfunktsioonid on pidevad punktis (0,0) (vt.
teoreemi I1.1.6), s.t.

hmo fa/s(xvy) = f;(070) ja xgrgof;(x’y) = f;(0,0),

xT,y—r

s.t. limg 0 fr(7,y) = 0 ja lim, 0 fy(z,y) = 0. Veendume selles: minnes iile polaarkoordinaati-
dele (s.t. tehes muutujate vahetuse z = r cos ¢ ja y = rsin ¢), saame

75 (cos* ¢ sin ¢ + 4 cos? ¢ sin® ¢ — sin® ¢)
A

oy 1 a2y — P
(22 + 12)2
liH(l) rsin ¢ (cos® ¢ + 4 cos? ¢ sin? ¢ — sin* ¢) = 0

r—

=l

m = lim
z,y—0

r—0

. !
z};go fe(@,y)

10



(sest tegur sin ¢ (cos* ¢ + 4 cos® ¢ sin® ¢ — sin® ¢) on tokestatud) ja siimmeetria pohjal

5 3,2 4
) .’ —dxcyt —zy
1 ! =1 =
o, fy(@ ) = i ey
Rohutame, et funktsiooni esimest jirku osatuletisfunktsioonide pidevus antud punktis on pii-
sav, kuid mitte tarvilik tingimus selle funktsiooni diferentseeruvuseks selles punktis.

Mérkus 2.8. Alternatiivne moodus osatuletiste f7%(0,0), f7,(0,0), f;7(0,0) ja f;2(0,0) leidmiseks
on kasutada teoreemi tuletise piirvadrtusest. Selleks on vaja teada funktsiooni f teist jirku osa-
tuletisi punkti (0,0) mingis timbruses. Leiame need osatuletised (kui nad muidugi eksisteerivad).
Kui (z,y) # (0,0), siis

, . o4 dg2y3 — o !
fz2(x?y) = (f:z:):r(x7y) = (x y(l,Q 152)2 z )

[ 5 /
(zty + 422y — ), (2% + 92)? — (aty + 422y® — o°) (2% 4+ ¥°)?)

X

x

@2+ g2)1
_ (42%y + 8xy®) (2? + y?)? — (aty + 42?y® — y°) 2(2% 4 ?) 22
= @2 1 42)!
_ Aay(@® +92) (@ +20%) (2% +9%) — (2" +42%y” —yY))

(@2 + y2)2
_ Aay((@® +2¢%)(2% +97) — (2% + 422y — "))
@2 1 12)
_ dzy((a* + 22y? + 22%y? + 2y?) — (2 + 42%y? — y*)) _ 4ry(—xy% + 3y*)
(@2 +42)° (@2 +2)°

dayP(a® - 3y7)
($2 + y2)3

ja

f;/y(x,y) = (f:;);(l’, y) = ($4y + 4.’L‘2y3 — yS)
Y

(22 1 2)?
(aty + 4a?y® — ), (22 +2)? = (aty + da2y® — ) ((2® + 7)2),
- (@ + )
_ (@t 1207y = 5yt (0 +97)? - (aty 4+ 40y — %) 2(2” +y7) 2y
(22 1 y2)4
(@2 42 (@t + 12027 — 5yt (22 + ¢?) — (daly? + 162%y" — 45))
(@2 + )2
B (x* 4+ 122%9y% — 5y*) (22 + y?) — (da*y? + 162%y* — 495)
(@2 + 2)3
(28 4+ 2t9y? + 12242 4 12229* — 522y* — 5y8) — (4aty? + 162%y* — 445)
- @+ PP

26 + 92iy? — a2yt — 8
(22 + y2)3

ning siimmeetria pohjal

Flany) = (£1)) (2.5) = (

x® — 4a3y? — a:y4)/ _ 4x%y(32® — y?)
(22 + y2)2 , (22 + y2)3
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ja

[ (ery) = (F)L (e, y) = (

25 — 4xdy? — zyt / B 28 + 9zty? — 9x2yt — b
(22 1 y2)? . - (22 + y2)?

Edasi, mérgime, et funktsiooni f esimest jérku osatuletisfunktsioonid f. ja f; on pidevad punktis
(0,0) (vt. mérkust [2.7). Kuna eksisteerivad piirviédrtused

—4z -0 - (22 — 3-0?)

}}E% frl0) = 71"12% (2 +02)3 =0,
)= iy S S

siis teoreemi pohjal tuletise piirvidrtusest (vt. nt. ?7? ) eksisteerivad vastavalt osatuletised f/%(0,0),
2y(0,0), f7:(0,0) ja f,%(0,0), kusjuures

f;; (070) = 111?% falv/2 (.Z‘, 0) = 07 fg/vly(ovo) = th f:;/y<0ay) = _17
z— y—
1(0.0) = lim £} (2,0) = 1 £2(0,0) = T £12(0,3) = 0.

Rohutame, et piirviirtuste
. " . " . " . . "
lim fi2(x,0), 513% oy (0,y),  lim fu,(2,0)  ja ?}% fy2(0,y).

olemasolu on (vastavate esimest jirku osatuletisfunktsioonide pidevuse korral punktis (0,0)) vas-
tavalt osatuletiste f}%(0,0), f7,(0,0), f,;(0,0) ja f;2(0,0) olemasoluks piisav, kuid mitte tarvilik
tingimus.

Mirkus 2.9. Lihtsam argument pohjendamaks, et funktsioon f pole kaks korda diferentseeruv
punktis (0,0), on jargmine: kui funktsioon f oleks kaks korda diferentseeruv punktis (0,0), siis
teoreemi 11.3.3 pohjal kehtiks vordus f;/,(0,0) = f,7.(0,0). See vordus ei kehti, sest eelneva pohjal
2y(0,0) = =1 # 1 = f7(0,0); jérelikult funktsioon f ei ole kaks korda diferentseeruv punktis
(0,0).
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