Praktikum 9. Lokaalsed ekstreemumid. Globaalsed
ekstreemumid. Tinglikud ekstreemumid

Ulesanne 69, (a). Leidke funktsiooni f globaalsed ekstreemumid (s.t. suurim ja vihim viirtus)
hulgas D:

o flz,y)=a*+y*—ay, D={(z,y): 2> +y*<1}.

LAHENDUS. Hulk D on kinnine ring tasandil R? keskpunktiga (0,0) ja raadiusega 1, tema sisemus
D° = {(x,y): * + y? < 1} on vastav lahtine ring ning tema raja 0D = {(z,y): 2 + y?> =1} on
vastav ringjoon. Kuna funktsioon f on pidev ning hulk D on kinnine ja tokestatud, siis Weierst-
rassi teise teoreemi (loengukonspekti teoreemi 1.4.8 ) pdhjal eksisteerivad funktsioonil f hulgas D
globaalsed ekstreemumid.

Leiame funktsiooni f kriitilised punktid hulga D sisemuses. Kuna funktsioon f on diferent-
seeruv kogu tasandil R?, siis tema ainsad kriitilised punktid on statsionaarsed punktid. Leiame
funktsiooni f osatuletised:

folzy) =2z —y,  fo(z,y) =2y —x;

seega funktsiooni f statsionaarsed punktid on leitavad siisteemist

20— y =0,

—x+2y =0,
mille ainus lahend on (0,0). Kuna (0,0) € D°, siis funktsiooni f ainus statsionaarne punkt (ning
seega ka ainus kriitiline punkt ehk, teisisonu, ainus voimalik ekstreemumpunkt) hulga D sisemuses
on (0,0).

Hulga D raja 0D = {(z,y): 2% + y* = 1} esitub iihendina
oD = {(-1,0),(1,0)} ULy U Lo,

kus Ly := {(a:,y): 2+t =1,y> O} ja Lo := {(x,y): ?+yt=1y< 0} ehk, teisisonu,

lez{(x,y): 71<x<1,y:\/17x2} ja Lg::{(x,y): 71<x<1,y:7\/17x2}.

Raja osal L; omandab funktsioon f kuju

flzyy) =1 — V1 — 22 = g(x), —-l<z<l.

Kui funktsioonil f oleks globaalne ekstreemum raja osa L; punktis (x,y), siis funktsioonil g oleks
punktis = lokaalne ekstreemum, seega funktsiooni g diferentseeruvuse tottu peaks = olema funkt-
siooni ¢ statsionaarne punkt, s.t. ¢’(z) = 0. Leiame funktsiooni g tuletise:

2 —1 + 222
(@) = =1 — 22 + —— = )
9@ V1—22 V1= z2

seega funktsiooni f voimalikud ekstreemumpunktid raja

Selle tuletise nullkohad on z = i%,
osal L on (—%, %) ja (%,%)
Raja osal Lo omandab funktsioon f kuju

flzy)=14+zv1—-2a2=h(z), -1l<z<l.

Leiame funktsiooni h tuletise:
2

T 1— 222
B (z)=+v1—22— = :
(z) V1i—a2  J1—22
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Selle tuletise nullkohad on z = :I:%,

osal Ly on (f\%, - ) ja (7, 77) (Siin jéllegi, kui funktsioonil f oleks globaalne ekstreemum

raja osa Lo punktis (a: y), siis funktsioonil h oleks punktis x lokaalne ekstreemum, seega funkt-
siooni h diferentseeruvuse tottu peaks x olema funktsiooni h statsionaarne punkt, s.t. h'(z) = 0.)
Leiame funktsiooni f vddrtused tema voimalikes ekstreemumpunktides:

f(0,0)=0,  f(=1,0)=f(1,0) =
o) = H ) = b Fdnd) = f( ) = &

seega funktsiooni f voimalikud ekstreemumpunktid raja

Leitud véartustest suurim ja vihim on vastavalt funktsiooni f globaalne maksimum ja globaalne
miinimum hulgas D, seega

(\G][eV)

ja min_f(z,y) = £(0,0) =0.

max_f(z,y) = f(~75.75) = (5. —5) = (z,y)€D

(z,y)€D

Koneldes iilesande 71 (alamiilesannete) lahendus(t)es funktsiooni f tinglikest lokaalsetest ekst-
reemumitest ja tinglikest statsionaarsetest punktidest, peame silmas selle funktsiooni tinglikke
lokaalseid ekstreemumeid ja tinglikke statsionaarseid punkte vastava(te) lisatingimus(t)e suhtes.

Ulesanne 71, (a). Leidke Lagrange’i meetodil funktsiooni f (tinglikud) lokaalsed ekstreemumid
antud tingimustel:

o f(z,y)=6—4r -3y, 2?+y>=1.
LAHENDUS. Defineerime funktsiooni F(z,y) = 2% +y? — 1; siis tingimus 22 +y? = 1 on samavéiirne
tingimusega F(z,y) = 0. Leiame funktsiooni F' osatuletised: Fy(z,y) = 2z, F}(z,y) = 2y. Eel-
dused Lagrange’i meetodi rakendamiseks (vt. loengukonspekt, '1k. 143, jaotis IV.3.3, tingimus (1) )

on antud juhul tdidetud, sest funktsioonidel f ja F eksisteerivad kogu tasandil R? pidevad esimest

jirku osatuletisfunktsioonid ning igal tingimust F(x,y) = 0 (ehk, teisisonu, tingimust x2 +y? = 1)

rahuldaval punktil (z,y) leidub {imbrus, milles vihemalt {iks (iiherealise) maatriksi (2x 2y) esi-

mest jarku miinor erineb nullist (ehk, teisisonu, vihemalt iiks arvudest 2z ja 2y erineb nullist).
Antud iilesandele vastav Lagrange’i funktsioon on

O(z,y,\) =6 — 4z — 3y + \a? +y? — 1);
selle Lagrange’i funktsiooni osatuletised on
O (z,y,A) = —4+2 z, P (z,y,A)=-3+2y,  O\(z,y,N)=2"+¢y° -1

Funktsiooni f tinglikud statsionaarsed punktid (ja neile vastavad Lagrange’i kordajad) leiame
siisteemist

—4 42Xz =0,

—34+2\y =0,

2?4 y% =1.
Selle siisteemi esimesest ja teisest vorrandist saame vastavalt x = Ja y = %\ asendades nendest
vordustest tundmatud x ja y siisteemi kolmandasse vorrandisse, saame /\ + 4/\2 =1 ehk 25 =1,
millest \? = 245 nusus A= 5 voi A = 75 Siisteemi lahendid on seega z = 5, Yy = g A = 3 ning
r = —%, y = —5, A = —2. Teisisonu, funktswom f tinglikud statsionaarsed punktid on 6%, g)

millele vastav Lagrange’i kordaja on A = 5, ning ( 5,—?), millele vastav Lagrange’i kordaja on
A= —
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Uurime, kas funktsioonil f on tema tinglikes statsionaarsetes punktides tinglik lokaalne ekst-
reemum. Selleks lelame Lagrange’i funktsiooni ® teist jirku osatuletised argumentide x ja y jérgi:

(E;/? (’JJ, Y, /\) =2A, (p/z/y(za Y, )‘) =0,

(I)Zw(xaya /\) =0, (I)Z?(mvyv)‘) =2\
Kui fikseerida muutuja A vadrtus, siis leitud teist jarku osatuletisfunktsiooonid, tolgendatuna muu-
tujate z ja y funktsioonidena, on pidevad kogu tasandil R?, seega Lagrange’i funktsioon ®, tdl-
gendatuna (muutuja A fikseeritud vaértuse korral) muutujate z ja y funktsioonina, on kaks korda

diferentseeruv kogu tasandil R2. Sellise tolgenduse korral on Lagrange’i funktsiooni ® Hesse maat-
riksi peamiinorid

_ _ _ A2
Kui A = g ja (z,y) = (%, %), siis A1 =5 > 0 ja Ay = 25 > 0, seega Lagrange’i funktsioonil ¢

(tolgendatuna fikseeritud vddrtuse A = g korral kahe muutuja x ja y funktsioonina) on punktis

(2,2) range lokaalne miinimum, jérelikult loengukonspekti teoreemi IV.3.3 pdhjal on funktsioo-

nil f punktis (%, %) range tinglik lokaalne miinimum.
Kui A = =32 ja (z,y) = (—%,-2), slis 44 = =5 < 0 ja Ay = 25 > 0, seega Lagrange’i
funktsioonil ¢ (tolgendatuna fikseeritud vidrtuse A = f% korral kahe muutuja z ja y funktsioonina)
—2,—2) range lokaalne maksimum, jirelikult loengukonspekti  teoreemi IV.3.3 pohjal
4 _3

on funktsioonil f punktis (—5, —5) range tinglik lokaalne maksimum.

on punktis (

Ulesanne 71, (d). Leidke Lagrange’i meetodil funktsiooni f (tinglikud) lokaalsed ekstreemumid
antud tingimustel:

o fr,y,2)=a2+y?*+22 x+y+22=62—y=0.

LAHENDUS. Defineerime funktsioonid F(z,y, z) = z+y+22—6 ja G(z,y, z) = xz—y; siis tingimused
r+y+2z=06jax—y=0on samaviirsed vastavalt tingimustega F(z,y, z) = 0 ja G(z,y, z) = 0.
Leiame funktsioonide F' ja G osatuletised:

F;(x’ y’ Z) = 1’ F;(x7y’ Z) = 17 le(x7 y’ Z) = 27
G;j(x7y7z) = 1’ G;(:’E7y7 z) = _17 G/Z(x7y7 z) = 0'

Eeldused Lagrange’i meetodi rakendamiseks (vt. loengukonspekt, lk. 143, jaotis IV.3.3, tingimus (f) )

on antud juhul tdidetud, sest funktsioonidel f ning F ja G eksisteerivad kogu ruumis R? pidevad
esimest jarku osatuletisfunktsioonid ning igal tingimusi F(z,y, z) = 0 ja G(z,y, 2) = 0 rahuldaval

punktil (x,y,z) leidub @imbrus, milles vihemalt iiks maatriksi } _11 g) teist jarku miinor

erineb nullist (tegelikult kdik selle maatriksi teist jirku miinorid erinevad nullist kogu ruumis R3).
Antud iilesandele vastav Lagrange’i funktsioon on

(z,y, 2, p) = 2° +y* + 22 + N +y + 22 = 6) + p(x — y);
selle Lagrange’i funktsiooni osatuletised on
O (z,y, 2z, A p) =20+ A+p, P (z,y, 2 p) =2+ X—p,  OL(z,y, 2\ p) =22+ 2),
(I)I)\(xayaz7)\7u):w+y+2z_67 ¢L(m7y7zu)‘7ﬂ):$_y

Funktsiooni f tinglikud statsionaarsed punktid (ja neile vastavad Lagrange’i kordajad) leiame
siisteemist

20+ A+ pu =0,
204+ A —p=0,
2z 42X =0,
r+y+2z—6=0,
rz—y=0.
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Lahutades siisteemi esimesest vorrandist teise, saame 2(x — y) + 2u = 0, millest, arvestades, et
viimase vorrandi pohjal = y, saame p = 0. Liites niiiid esimesele vorrandile teise (arvestades

seejuures, et y = x ja u = 0), saame 4z + 2\ = 0, millest x = —% jaseegakay= —%. Kolmandast
vorrandist saame z = —)\, seega neljandast vorrandist saame niiiid —% — % — 2\ — 6 = 0, millest
A = —2; jarelikult * = y = 1 ja z = 2. Niisiis, siisteemi ainus lahend on x =1, y = 1, z = 2,
A = —2, u = 0. Teisisonu, funktsiooni f ainus tinglik statsionaarne punkt on (1,1,2), millele

vastavad Lagrange’i kordajad on A = —2 ja u = 0.

Uurime, kas funktsioonil f on tema tinglikus statsionaarses punktis (1, 1,2) tinglik lokaalne
ekstreemum. Selleks leiame Lagrange’i funktsiooni ® teist jirku osatuletised argumentide z, y ja z
jargi:

{lf/z(l’7y’z7>\7/’l’):2’ @gy(x’y?Z’A7u):0’ élz/z(xvyazv)\’/i)zoa
@y (2, y,2,\, 1) =0, (2,2, M 1) =2, ) (z,y,2,\ 1) =0,
(D/z/;p(mayuz7)\7ﬂ) :07 q)gy($7y7zu )"M) 207 q)g2(x7yaza)\>/1') =2.

Kui fikseerida muutujate A ja p vadrtused, siis leitud teist jirku osatuletisfunktsiooonid, tolgen-
datuna muutujate , y ja z funktsioonidena, on pidevad kogu ruumis R3, seega Lagrange’i funkt-
sioon @, tolgendatuna (muutujate \ ja p fikseeritud véidrtuste korral) muutujate z, y ja z funkt-
sioonina, on kaks korda diferentseeruv kogu ruumis R3. Sellise tolgenduse korral on Lagrange’i
funktsiooni ¢ Hesse maatriksi peamiinorid

2 0

A1 = 2, A2 = ‘0 9

‘4, A3 =
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Kui A = g ja (z,y) = (%7 %), siis A3 =5 > 0ja Ay = 25 > 0, seega Lagrange’i funktsioo-
nil & (tolgendatuna fikseeritud véirtuse A = % korral kolme muutuja x, y ja z funktsioonina)
%, %) range lokaalne miinimum, jarelikult loengukonspekti teoreemi IV.3.3 pohjal on
funktsioonil f punktis (%, %) range tinglik lokaalne miinimum.

on punktis (



