Praktikum 15. Parameetrist soltuv Riemanni integraal

Ulesanne 123, (c). Leida jirgnevad integraalid, kasutades diferentseerimist parameetri a (voi b)
jargi.

1. b _ ,a
. J(a,b):/ — dx, a,b>0.
o Inz

LAHENDUS. Lahenduse iildine idee on jérgmine: me leiame osatuletisfunktsiooni %(a,b) aval-

dise; seda avaldist muutuja b jargi integreerides leiame “muutujast a soltuva liidetava tépsusega”
funktsiooni J(a,b) avaldise; 16puks jadb leida see “muutujast a soltuv liidetav”.

Osatuletise g—i leidmiseks rakendame teoreemi VII.1.3. Fikseerime vabalt reaalarvud a > 0

ja B > a > 0. (Teoreem VIL1.3 véimaldab meil leida osatuletise 27 (a,b) 15igus b € [a, B], aga

kuna arvud 8 > a > 0 olid vabalt fikseeritud, annab see meile osatuletise %(a, b) iga b > 0 kor-
b

z’—z®

ral.) Defineerime funktsioooni f(z,b) := . See funktsioon on pidev “poollahtises” ristkiilikus
(0,1) x [a, B]. Punktides (0,b) ja (1,b), kus b € [a, f], ei ole funktsioon f méairatud, aga nendes
punktides on sellel funktsioonil korvaldatav katkevus, sest mis tahes by € [, 5] korral

b — z®
b =
f(@,b) Inz (2,b)—(0,bo)
(%,6)€(0,1) x [ex, 8]
(see peaks olema iisna ilmne) ning
f(z b)—xb_xa by — a (15.1)
" lnz (2,b)— (1,bo) o '

(2,0)€(0,1) X[, 8]

Toepoolest, olgu by € [, B]. Kbigepealt, saamaks aimu, milleks vadrtused f(x,b) piirprotsessis
(z,b) = (1,bo) koonduda voiksid, méirgime, et I’'Hospitali reegli pdhjal

a bo—1 __ a—1

. zbo — . ax
lim = lim
r—1 lnx z—1

:bg—a.

8|~

Koonduvuse (15.1)) toestuseks piisab nididata, et iga reaalarvu € > 0 korral leiduvad reaal-
arvud é; > 0 ja do > 0 selliselt, et kehtib implikatsioon

b — zo

1—61<$L’<1, |b—b0|<52 — |f(x,b)—(b0—a)\: —(bo—a) <E. (15.2)

Inx
Fikseerime vabalt reaalarvu € > 0. Defineerime iga = € (0, 1) jaoks funktsiooni ¢, () = z¢;
siis funktsioon ¢, on diferentseeruv kogu arvteljel, kusjuures (¢,) (¢) = ¢ Inx igas punktis
¢ € R. Seega mis tahes (z,b) € (0,1) x [a, 8] korral leidub Lagrange’i keskviirtusteoreemi
pohjal arv &, ;, punktide a ja b vahel (kui a = b, siis votame £, ;, = a = b) nii, et

=2t G) = 0al0) _ (6a) (&) (b—0) _arlnz(b-a)

lnz Inx Inx Inx

(b—a)
ja seega

|f(2,b) — (bo — a)| = |25+ (b — a) — (bo — a)| = |2** (by — a) — (b — a) + 2°** (b — bo)|
<zt — 1) |bg — a| + 2% |b — bo| < |27 — 1| |bg — a| + |b — bo|,



kus v = max{a, 8}. Kuna 27 i 1, siis leidub reaalarv §; > 0 selliselt, et |27 —1| <

kui 1l -6, <x < 1. Kui nuud votta dy = 5, siis implikatsioon (15.2)) kehtib.

b0+a)

Niisiis, kui tdiendavalt defineerida f(0,b) =0 ja f(1,b) = b — a, on funktsioon f pidev ristkiilikus
[0,1] x [a, B]. Funktsioonil f eksisteerib selles ristkiilikus 16plik osatuletis %:

b

—_ pa /
z,b i =2° kui0<z<1,
1
nr /,

of
EQ

of
ab

0,0)=0 ja  —-(1,b) = (b—a), =1,

niisiis %(m b) = 2 kogu ristkiilikus [0, 1] x [a, 8]; seega osatuletisfunktsioon % on pidev selles

ristkiilikus. Teoreemi VII.1.3 pohjal eksisteerib funktsioonil J 16plik osatuletis 27 (a,b) “poolribas”
(0,00) X [, B] (sest eelnev argumentatsioon kehtib iga reaalarvu a > 0 korral') kusjuures igas
punktis (a,b) € (0,00) x [, f]

a.J Lor Y
%(a,b)— ; (%(x b)d:v—/0 x dx—b+1

Kuna reaalarvud 8 > o > 0 olid vabalt fikseeritud, kehtib vordus %(a7 b) =
kvadrandis (0,00) x (0,00). Seega selles kvadrandis

T +1 tegelikult kogu

J(a,b) / abatdt+C’ /—dt+0() (t+1\1+0(a)
=Inb+1)—1In2+C(a)
kus liidetav C'(a) on muutuja a vaartusest soltuv arv (s.t. C(a) on muutuja a funktsioon). Kuna
In(a+1) —In2+ C(a) = J(a,a) =0,
siis C(a) =In2 —In(a + 1) ning seega

J(a,b) =In(b+1) —In(a + 1).



Praktikum 16. Parameetrist soltuvad paratud integraalid.
FEuleri integraalid

Ulesanne 128, (c). Kasutades diferentseerimist parameetri a jirgi, leida jirgmised integraalid.

oo ,—ax __ ,—bx
. J(a,b):/ idw, a,b> 0.
0 T

LAHENDUS. Lahenduse iildine idee on jérgmine: me leiame osatuletisfunktsiooni %(a,b) aval-

dise; seda avaldist muutuja a jargi integreerides leiame “muutujast b soltuva liidetava tapsusega”

funktsiooni J(a,b) avaldise; 16puks jadb leida see “muutujast b soltuv liidetav”.

Osatuletise % leidmiseks rakendame teoreemi VII.2.8. Fikseerime vabalt reaalarvud b > 0 ja

B > a > 0. (Teoreem VII.2.8 voimaldab meil leida osatuletise %(a, b) 16igus a € [a, 8], aga kuna

arvud S > a > 0 olid vabalt fikseeritud, annab see meile osatuletise %(a,b) iga a > 0 korral.)

Defineerime funktsioooni f(x,a) := % See funktsioon on pidev “poolribas” (0, 00) X [«, 3].
Punktides (0,a), kus a € [o, ], el ole funktsioon f mé&iratud, aga nendes punktides on sellel

funktsioonil korvaldatav katkevus, sest mis tahes ag € [«, 8] korral

La) = b — ap. 16.3
f(z a) x (z,a)—(0,a0) o0 ( )
(w,a)€(0,00) X[, 8]

Tdepoolest, olgu ag € [«, 5]. Koigepealt, saamaks aimu, milleks vddrtused f(z,a) piirprot-
sessis (z,a) — (0, ag) koonduda voiksid, mérgime, et 'Hospitali reegli pohjal
e~ 0T _ e—ba: _aoe—aox + be—bw

lim —— = lim =b—aop.
z—0 T z—0 1

Koonduvuse (16.3]) toestuseks piisab néidata, et iga reaalarvu e > 0 korral leiduvad reaal-
arvud d; > 0 ja do > 0 selliselt, et kehtib implikatsioon

e—ax —bx

0<z<dy, la—ag] <92 = |f(z,a)—(b—ap)| = f—(b—ao) <e. (16.4)

Fikseerime vabalt reaalarvu € > 0. Defineerime iga = € (0, c0) jaoks funktsiooni ¢, (&) = e~¢%;
siis funktsioon ¢, on diferentseeruv kogu arvteljel, kusjuures (¢,)’(¢) = —xe™¢* igas punktis
¢ € R. Seega mis tahes (z,a) € (0,00) X [o, 8] korral leidub Lagrange’i keskviirtusteoreemi
pohjal arv &, , punktide a ja b vahel (kui a = b, siis votame &, , = a = b) nii, et

e e X O S e e o ) B

ja seega

|F(2,a) — (b= ao)| = |~ (b — a) — (b — ag)| = |e=&2%(b — ag) — (b — ao) — e~ (a — ag)
< e e 1| |b— ag| + e 5% |a — ag| < [e7* — 1] |b — ag| + |a — aol,
kus v = max{g3,b}. Kuna e=7* o 1, siis leidub reaalarv ¢; > 0 selliselt, et |[e™7" — 1| <
—

m, kui 0 < x < d;. Kui niilid votta d; = §, siis implikatsioon ((16.4]) kehtib.

Niisiis, kui tdiendavalt defineerida f(0,a) = b—a, on funktsioon f pidev “poolribas” [0, o00) X [«, 3].
Funktsioonil f eksisteerib “poolribas” [0, 00) x [a, 5] 10plik osatuletis %:

of (e —et\ : : of B ;o
%(:L’,a)— <) =—e *  kuixz >0, ja %(O,a)f (bfa)affl,



niisiis gf (x,a) = —e~ %" kogu poolribas [0, c0) X [a, £]; seega osatuletisfunktsioon gf on pidev selles

“poolribas”. Parameetrist a soltuv paratu integraal fo (z,a) dx ehk, teisisonu, pdratu integraal
Jio e =™ g koondub l3igus [, G-

Toepoolest, arvestades, et integraalialune funktsioon f on (pérast katkevuse korvaldamist
punktides, kus x = 0) pidev ristkiilikus [0,1] X [«, 5], piisab selle integraali koonduvuse
toestuseks 16igus [«, ] veenduda, et integraal floo f(z,a) dz koondub 1éigus [«, §], s.t. integ-

raal f > M dz koondub 16igus [«, §], milleks omakorda piisab veenduda, et integraal
floo < dx koondub 1ga reaalarvu a > 0 korral. Flkseerlme vabalt reaalarvu a > 0. Mis tahes

S [1 00) korral 0 < & < €79, seega integraali [;~ ¢
fl e “dx koonduvusest See integraal koondub:

_ R _ _ _
oo e ) R Cum ] e—ax ) e~ @ e aR e @
e dr = lim e dr = lim | — = lim — = .
1 R—o0 1 R—o00 a 1 R—o0 a a a

Paratu integraal fo af (z,a) dx koondub Weierstrassi tunnuse (teoreemi VII.2.3 pdhjal) iihtlaselt
(parameetri a suhtes) 101gus [a, B], sest mis tahes (z,a) € [0,00) X [a, f] korral

0
o

— | _ e—am‘ — e—am < e—()tr

kusjuures pédratu integraal fooo e~ " dr koondub.

Toepoolest,
oo R —azx R 0 —aR
_ . _ . e . e e 1
e ““dx = lim e “dr= lim | — = lim [ — — =
0 R—o0 0 R—o0 [0 0 R—oco \ ¢ (6% (0%

Teoreemi VII.2.8 pdhjal eksisteerib funktsioonil J 16plik osatuletis @(a b) hulgas [«, 5] x (0, 00)
(sest eelnev argumentatsioon kehtib iga reaalarvu b > 0 korral!), kusjuures igas punktis (a,b) €

[a, B] x (0, 00)
oJ < of I |
%(a,b) :/0 %(x,a)dxz/o (—e™ ) dx = -

Kuna reaalarvud S > a > 0 olid vabalt fikseeritud, kehtib vordus %(a,b) = —% tegelikult kogu
kvadrandis (0,00) x (0,00). Seega selles kvadrandis

a 1 o
J(a,b) = / gj(t b)dt + C(b) = / <—t) dt + C(b) = (—Int)|{ dt + C(b) = —Ina+ C(b),
1 oa 1
kus liidetav C'(b) on muutuja b vadrtusest soltuv arv (s.t. C(b) on muutuja b funktsioon). Kuna
—Inb+ C(b) = J(b,b) =0,

siis C(b) = In b ning seega
J(a,b) =Inb—1Ina.



Ulesanne 129. Arvutada jirgmised integraalid, kasutades Euleri integraale.
2 i 00 1
© [ oVi-atas @ [t s otz o [
O 0 o (1+ux)

LAHENDUS. (c). Muutuja vahetuse = = 24/t abil saame

2 1 1 1

1 , .

/:ﬁﬂ4—ﬁdx:/)%V4—M7?ﬁ:8/tfﬂ—w%ﬁ:8/"ﬁ_%1—ﬂ%4ﬁ
0 0 0 0

=8B(3,3).

272
Beetafunktsiooni taandamisvalemi(te) ja tdiendusvalemi pohjal (vt. loengukonspekti lauset VII.3.6,

(b), (c) ja (d))

8B(3,3) =8

N

B(§ l) -9 B(é .
3, 1°\202 2 T, 1
213 2t3
seega f02 22V4 — 22 dr = 7.

Eelnevas me oleksime ka voinud kasutada seost beeta- ja gammafunktsiooni vahel (vt. lauset

VII.3.7) ning gammafunktsiooni taandamisvalemit ja tdiendusvalemit (vt. lauseid VI1.3.4 ja VII1.3.5),
arvestades, et I'(1) = [ e " da = 1:

@

$8(3.3) =5

2

(d). Muutuja vahetuse sin“ z = ¢ abil saame

. 1[5 . 1[5, 5, . .
/ sin® x cos* z dx = 3 sin® z cos® z 2sinz coszdx = 3 (sm2 a:) 2 (1 — sin? a?)
0 0 0

L[ g 1 1171 2-1 Loz s
=— [ 2 -t)2dt=< | t27'(1—t)>""dt=-B(%,3).
2 /o 2 /o 2

Seose pohjal beeta- ja gammafunktsiooni vahel ning gammafunktsiooni taandamisvalemi (vt. vale-
mit (VIL.3.10)) ja tdiendusvalemi pohjal (siin jouab nende tulemuste abil kiiremini vastuseni kui
beetafunktsiooni taandamisvalemi ja tdiendusvalemi abil)

1 _1I@rE 1 33506 5-5-IE) 53 TELE)

w3
(Y

7 5} — — = .
222 =3 TETs) "2 T(6) 26 5!
3 3 T 3r 3w
—p T IO =5 Gz =% “5w
seega [ sin® z cost z do = 3.

(). Mis tahes p,q > 0 korral B(p,q) = [~ % (vt.lauset VII.3.6, (e)), seega beetafunkt-

siooni taandamisvalemi ja tdiendusvalemi pohjal

1 0 5
* zaidr i ldz 1 1 1 T 1 =
= —B(23Y=_4 _pB(1l3\=Zp(il3==2. P
/0 (1+ )2 0/(1+x)i+i (4’4) i"'% (4’4) 4 (474) 4 sinZ 4 g

. 7T

=5/
Siin me oleksime ka voinud kasutada seost beeta- ja gammafunktsiooni vahel ning gammafunkt-
siooni taandamisvalemit ja tdiendusvalemit, arvestades, et I'(1) = 1:

B(3,2) - L(HrE) _r@r@  r@r@ r@rE sz o o« o«
474 rs+3) r'(2) 1-T(1) 4 4 dsing 4.2
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