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1. Sisemus jaraja, lahtised ja kinnised hulgad. Hulkade skitseerimine

1. OlguA=(abe R? ning olgu r, d;, d> > 0. Tdestage, et ruumis R?
a) kera (s.o. ring) B(A, r) sisaldab ruutu keskpunktiga A,
b) risttahukas (s.o. ristkiilik)

CAd,d):={(x,y): a—di<x<a+dy, b-dy<y<b+dy}
sisaldab ringi keskpunktiga A.

SOnastage ja toestage sama ruumis R™.

2. Toestage, et alamhulk D € R™ on tokestatud parajasti siis, kui leidub selline r > 0, et
D < B((0,...,0),r).

3. Leidke jargmiste omadustega hulgad D ruumis R?:

a) 0D°=0D =0D; d) 0D #4D;
b) D#®,0D = @; _
c) dD=10,1]%,0D° = ¢; e) hulgad 0D°, dD ja dD on koik erinevad.

4. Tooge niiteid ruumi R? hulkadest D, kus
a) D on lahtine, kuid ei ole kinnine, d) D on samaaegselt nii kinnine kui ka

b) D on kinnine, kuid ei ole lahtine, lahtine.
¢) D pole kinnine ega lahtine,

5. Toestage, et hulk D € R™ on samaaegselt nii kinnine kui ka lahtine parajasti siis, kui
oD = @.

6. Kirjeldage (skitseerige) alamhulka D ruumis R?. Tehke kindlaks, kas D on lahtine, kinni-
ne ruumis R?:

a D={(x,y):1<x<4,-1<y<0} d) D={(xy): %2 +y =625}.
b) D={(xy): 1<x*+y* <4}; e) D={(x,y): y>xry<1}
0 D={(xy):1<x*+y*-1<x<1,-1<y<1} ) D={(xy): ¥* <y<2-x}.

7. Kirjeldage (skitseerige) hulka, mis on miaratud ruumis R® jirgmiste vorranditega voi
vorratustega. Tehke kindlaks, kas see hulk on lahtine, kinnine ruumis R®:

a z=2; b) y=-1 ¢ y=x; d) x+y=1; e) z=y%
f) X*+22=4; ) { x=1, D { ¥+ +z2 =4,
g X +y +zt =4 VA y=2 z=1;

h) x*+y*+2% =2z; K x=1, ) ¥+ +z8 =4,
) z=x*+y% ) { y=2z W R4yt oax

n) (x-12+(y+2)°+(z-37° <4



8*. Olgu D <R™. Olgu hulk D kinnine ning olgu fikseeritud positiivne reaalarv r. Tdhistame

E={PeR™:3Q¢€ Dd(PQ) = r}. Toestage, et E on samuti kinnine hulk.

9*, Olgu D < R™. Toestage, et kui hulk D on korraga lahtine ja kinnine, siis D = @ voi D =

R™.

2. FElementaarfunktsioonide méaidramispiirkond. Funktsiooni graafiku
skitseerimine

10. Leidke funktsiooni f méaramispiirkond D:

a) f(xy)=vV-x+3y b) f(x,y)=In(x-y); o f(xy)=In(16-x*-y*);
d) f(xy)=sinx+\/-(y-3x)5 f) f(x,y]zmhq_xz_ 2.
e f(xy)=In(x*-y); ) f(x,y):tanf.

11. Skitseerige voi kirjeldage funktsiooni f graafikut:

a) f(xy)=2 d) f(xy)=\/x*+y% f) f(er’)zxz

b) f(x,y)=4-2x-4y;

o flxy)=y9-x*=y% e) f(x,y)=-\1-x2~-y% @ f(xy)=siny.

Funktsiooni f: R* - R tasemejooneks (tasemel k) nimetatakse punktihulka {(x, y): f(x,y) = k}.
Funktsiooni f: R} >R tasemepinnaks (tasemel k) nimetatakse punktihulka {(x, y, z): f(x,y,2) =
k}.

12. Skitseerige jargmiste funktsioonide tasemejooned/tasemepinnad:

a) f,y)=x+y d) fx,)=Vxy; g fx,y2)=x+y+z;
b) f(x,y)=x*+y; e Sy =1l =1y h flxy,2) =x"+y*+2%
o fxy=x2—y% B fx,y) = x2+y2; ) fx,p2=x>+y* -2
1 K22
13. Leidke f(y,x), f(=x,—), f( ) f( % Jkuai f(x,y) = 2y

14*. Leidke kaik funktsioonid f: (0,00) x (0,00) — R, mis rahuldavad jargmist tingimust: iga
x,y > 0 korral

f(x.V! %) =x*- yz'
3. Koondumiste ja pidevuse toestamine

15. Toestage piirvairtuse definitsioonist ldhtudes, et

a) llrri (3x+4y)=18; b) x,yIH{ISJ (4y—5x) =53;



. 2 5\ —a. . 2_ a0\ g
c) x%/lin_l(x 2y) =3; d) x’},l_rg’l(Zy 3x) =—4;

16. Toestage piirvddrtuse definitsioonist ldhtudes, et
a) lim xy=1; e) lim L =-
xy=1 xy—-10 x|yl

’

b) lim (l +2y) =3;

Hy1Ax T e —

0) x]}/Iill (x*+y%) =2; IPl—o0 X2+ y2 —sinx
d lim ————5 =00 i 2 %) = 0.
) Y02 X2 + (y—2)? o g uplﬁgloo (" +2y7) =0

17. Naiidake, et kui kahe muutuja funktsioonid f ja g on punktis A pidevad, siis ka funkt-
sioonid f + gja f - g on selles punktis pidevad.

18. Toestage, et kui m muutuja funktsioon f: D — R on pidevja f (A) > 0, kus A on hulga
D = R™ sisepunkt, siis leidub selline timbrus U, (A), et f (P) > 0iga P € U, (A) korral.

19. Toestage, et kui kahe muutuja funktsioon f: D — R on pidev hulga D sisepunktis A,
siis leidub punkti A selline timbrus U, (A), milles f on tokestatud.

20. Olgu kahe muutuja funktsioon f: D — R pidev hulga D sisepunktis A = (a, b). Veen-
duge, et osafunktsioonid fj ja f>, mis on defineeritud seostega fi (x) := f(x,b) ja f>(y) :=
f(a,y), on pidevad vastavalt punktis a ja b.

21. Olgu A = (a,b) hulga D sisepunkt. Kas funktsiooni f: D — R pidevus punktis A on
samavédrne sellega, et osafunktsioonid f; ja f, on pidevad vastavalt punktis a ja b?

22. Olgujadad (Pp)ja (Q,) ruumis R™ sellised, et P,, — Aja Q, — B.Veenduge, et P,+Q, —
A+BjaAP, — AA(AeR).

23. Leidke jada piirvaartus li,rzn(xn, yp) ruumis R?, kui

(1 n+1) (.1 n).
a) (xn;_)/n)—(;; ) c) (xn,yn)—(sm;,(— ) )
2n—7 n3+3n—1)

3n ' n?2+5

n

1 (n+1)\"
b) (xn,yn)—(nsmz,( p ) ) d) (xn,yn)—(

24*, Rahuldagu jada (P,) < R™ liikmed iga n € N korral tingimust d(Pj,+1, Py) < ZL” Toesta-
ge, et jada (P;) on koonduv.
25*, Olgu U < R? lahtine hulk ning olgu f: U — R, kusjuures
a) f on mélema muutuja jirgi eraldi vottes pidev hulgas U (see tdhendab, iga (a,b) € U
korral tekkivad osafunktsioonid f; ja f> on pidevad vastavalt punktis a ja punktis b),

b) f on muutuja y jargi kasvav (see tdhendab, iga (a, b) € U korral osafunktsioon f, on
kasvav).

Toestage, et f on hulgas U pidev funktsioon.



4. Piirvadrtuse arvutamine

26. Leidke piirvadrtus voi toestage, et see ei eksisteeri:

: 2. 2_ .2
b) lim (2x+3y); S
x,y—2,4 . X"+xy+y
1 1 m) lim ————;
¢ lim (x+y)sin—sin—; xy—=0x“—xy+y
xy=0" X ¥y ) X+y.
4 lim 22 Py
xy—0a Xx ) . y-2x
0) lim ;
e) lim tan2xy, xy—1,2 y—2x2
x,y—1,0 xzy x2+y2
. In(xy) p) lim ;
f) hmo_—; xy—0 X+y
X,y— 1mn 2, .2
ymh sy e @ lim (x+y) e (),
g lim (1+xy*)»%; IPl—o00
x,y—0,3 xX+y
 lim ————;
. x2y2+1-1 IPll—c0 X%+ xy + ¥2
h) lim ————s—j; 2. .5
x,y—0 xXc+y B Xty .
A 2, 2 §) lim ———;
D lim (x+y)In(x*+y%); IPl—c0 x4+ y
x,y—0 x2 +y2
o . t) lim ————;
) x%‘ylllo Xty IPl—~oo |x3] + |33
+
k) lim -’ u) lim X yz
xy—0x°+y IPll—oc0 X+ y
27. Niidake, et funktsiooni
2y?

fxy) = m

korral piirvaartust limo f(x,y) ei eksisteeri, kuid korduvad piirvaartused lin(l) liH(l) fl,y) =
x,y— X0 y—
lim lim f(x,y) =0.
y—0x—0
28. Ndidake, et piirvdartus lim0 f(x, y) on olemas, kuid korduvaid piirvadrtusi lin(l) liII(l) fx,
xyyﬁ X— y—»
ja lim lim f(x, y) ei eksisteeri:
y—0x—0

1 1 1
a) f,y)=x+y) sin;sin;; b) f(x,y) = (x_y)COS;Sin C(Z)s}’_

29. Tehke kindlaks, kas funktsioon f on pidev punktis (0, 0):



sin(x+y) ) x2-y P
- ) k 0)
a) f(x,y)z{ xry kuix+y #0, e) f(x,y)z{ i) ui x“+y° #
1, kui x+y=0; 0, kui x* + y* = 0;
1
i ™ k i O)
X’y kuix* + 14 £0 f) f(X,J’)z{ sy u?x;é
b) f(xy)=4 x*+y4 Y ’ 0, kui x = 0;
1 kui x*+y* = 0; Al kui x* +y* £0
® fluy)=q ¥+y* , y2 ’
xy? ki 4 12 £0 0, kui x“ + y° =0;
o f(xy)=4 x2+y?’ y#0, W f(x ):{ 1, kuixeQjayeQq,
0, kui x* + y* = 0; a4 0, kuixeQvoiy¢Q;
. \V/x2+y2, kuixeQjayeQ
i) X, = x“+ys jay ’
d) f(xy)=\/x>+y% fny) { 0, kui x ¢ Q voi y ¢ Q.

b
30*. Olgu a, b, c,d > 0, kusjuures a + 7 > 1. TOestage, et
c
x1“y1”
%y=0|x|¢ +|y|4
5. Mitme muutuja funktsioonide diferentseerimine
31. Eksisteerigu kahe muutuja funktsioonidel f ja g 16plikud osatuletised punktis A. Veen-

duge, et siis ka funktsioonidel f + g ja f g eksisteerivad punktis A 16plikud osatuletised, kus-
juures

o(f+g) , _of .  0g (fg) of
“ox (A) = 3x (A + Ax (A ja (A) = g(A) (A) +f(A) (4.
32. Leidke funktsiooni f esimest jarku osatuletised:
a) f(x,y):arctanii;; d) f[x,y,z)=§+%—§;
b) f(x,y)=xyln(xy); e) f(x,yz2)=sin(xy+yz);
X cosx

¢ f(x,y)=arcsin

Nead D Flor)= 0oy

33. Eksisteerigu kahe muutuja funktsioonil f punkti A = (a,b) timbruses Ks(A) :=
(a—6,a+08)x(b—6, b+0) (lahtine ruut) l16plikud osatuletised mdlema muutuja jérgi, kusjuures
need osatuletised on mittenegatiivsed selles iimbruses. Téestage, et f on kasvav jargmises
mottes: kui (x1, y1), (X2, y2) € K5(A), kusjuures x; < X2 ja y1 < ¥, siis f(x1, y1) < f(x2, y2).

0
34. Leidke funktsioon f: R*\{(0,5): y € R} — R, kui 6—§(x, y) = ﬁyz iga (x,y) € R?\
{(0,): y € R} korral.



35. Olgu D =R?\{(0,y): y € R}. Leidke funktsioon f: D — R, kui f(+1,y) =siny iga y € R

2 2

of
korral ja == (x,y) =
orral ja ix (x,9)

4 iga (x,y) € D korral.

36. Kontrollige, kas funktsioon w = f (x, y) on punktis (0,0) pidev, kas tal on selles punktis
Ioplikud osatuletised, kas ta on selles punktis diferentseeruv, kaks korda diferentseeruv:

a) f(xy)=\x2+y%

b) f(xy)=VIxyl;
C) f(x,y): 4 x4+y4;
d flxy) =t oh
[0, kuix=0vdiy=0,
e) f(X,J’)—{ 1, kuix#0jay£0.
Xy .
, kui (x, 0,0),
f) f(x,y)z{ 2 yp @y #0.0
O) kul (x, y) = (0,0),
2
XYy .
g f(x,y):{ 2+ y2 kui (x, y) # (0,0),
Or kul (x, y) = (0’0)’

2.2

X .

h) f(x,y)={ szyz) kUI (MJ’)#(O,OL
0, kui (x, y) = (0,0);

. ) yx+y?, kui(xy) e@?

i) x,y) = Xe+y y

/) { 0, kui (x,y) ¢ Q%

. x2+y2, kui (x,y)e@z,

) f(x'y)‘{ 0, kui (x, y) ¢ Q%
(x+ )zsin;

K f(xy)= ’ ViZe

’ kui (x, y) # (0,0),

0, kui (x, y) = (0,0).

37. Veenduge, et kui kahe muutuja funktsioonid f ja g on diferentseeruvad punktis A, siis
ka funktsioonid f + g ja Af, kus A € R, on diferentseeruvad punktis A, kusjuures d (f + g) =

df +dgja d(Af) = Adf.

38. Pdhjendage, et funktsioon f on punktis A diferentseeruv, ningleidke tema tdisdiferent-

siaal selles punktis:
a) f(x,y)=e", A=(0,0);

b) f(x,y)=x", A=(2,3);
o f(xy)=xIn(xy), A=(-1,-1);
d f(xy)= rctan =(2,1);

e) f(x,y,z)=cos(xy+xz), A= (1%%)

f) f(x,y,z)z%,/l:(l,l?ﬂ-

39. Olgu funktsioon z = z(x, y) diferentseeruv punktis (1,2), kusjuures

z,.(1,2)

=3 ja z,(1,2)=4,

ning olgu funktsioonid x = x(u, v, w) ja y = y(u, v, w) diferentseeruvad punktis (5,6,7), kus-

juures x(5,6,7) =1ja y(5,6,7) =2 ning

x,(5,6,7) =8,
¥u(5,6,7) =11,

x,(5,6,7) =9,
¥,5,6,7) =12,

x,,(5,6,7) =10,
¥.,(5,6,7) =13.

Leida liitfunktsiooni z = z(x(u, v, w), y(u, v, w)) osatuletised z,,(5,6,7), z,,(5,6,7) ja z,, (5,6, 7).



40. Olgu funktsioonid x = f(s, ), y = g(s,t) ja z = h(s, t) diferentseeruvad punktis (1,2),
kusjuures f(1,2) =3, g(1,2) =4ja h(1,2) =5 ning

;1,2 =6, g(1,2) =7, hi(1,2) =8,
f1,2)=9, g:(1,2) =10, h(1,2) =11,

ning olgu funktsioon a = F(u, v, w) diferentseeruv punktis (3,4, 5), kusjuures
F,(3,4,5 =12, F,(3,4,5)=13, F,,(3,4,5) =14.

Leida liitfunktsiooni ¢ = F(f (s, 1), g(s, 1), h(s, 1)) osatuletised c(1,2) ja c;(1,2).
41. Selgitage, miks liitfunktsioon on diferentseeruv ja leidke tema téisdiferentsiaal:

a) f(u,v)zuvjau=e2x+1,v=1—x; u=x2+y2,v=x2—y2,

b) f(u,v)=usinvjau=cosx, v=2x+1;

¢ fu,v)=ulnvjau=2x+1,v=y+1; e) f(u,v,w)=uvwijau=x+y,v=e*7,
d) f(u,v):u2+v2ja w=x;

42*, Olgu funktsioonil f: R™ — R pidevad osatuletised, kusjuures leidugu K > 0 nii, et
0
‘—f (P)‘ <K
ax]'

koigi punktide P € R jaindeksite j = 1,..., m korral. Toestage, et f on Lipschitzi funktsioon,
st. leidub konstant L > 0 selliselt, et mistahes punktide P, Q € R™ jaoks kehtib vorratus

|£(P)~ F(@Q| < LIP-QI.

6. Funktsiooni z = f(x, y) graafiku puutujatasand ja normaal.
Tuletis antud suunas. Gradient

43. Koostage funktsiooni z = f(x,y) graafiku puutujatasandi ja normaali vérrand punk-
tis A:

a) z=xy, A=(1,0,0); e) z=x*+y% A=(1,2,5);

b) z=x+y% A=(0,1,1); f) z=2x*+y* A=(1,-1,3);

0 z=x>+y%, A=(1,-1,0); . T V3
= )A: ]-y_)_ .

d) z=eY, A=(1,-1,1); g z=sin(xy) 32

44. Tehke kindlaks, kas tasand z = 0 on punktis O = (0,0,0) puutujatasandiks funktsiooni
z = f(x, y) graafikule, kui

a) z = x*+ y* (graafik on poordparabo- c) z = xy (graafik on hiiperboolne para-
loid); boloid)?

b) z=1/x2+ y? (graafik on koonus);



45. Olgu kahe muutuja funktsioon f punktis Py = (xp, yp) diferentseeruv. Olgu vektor § =
(s1,52) # (0,0). Arvutage funktsiooni f tuletis punktis Py vektori § suunas, mis on defineeritud
f(xo+ts1, Y0+ t52) — f (X0, yo)

3] '

46. Leidke funktsiooni z = x° — 2x? y+x y2 + 1 tuletis punktis M = (1,2) vektori § = (4,6)
suunas.

47. Mingil miel on punktis (x, y) kérgus merepinnast mairatud seosega z = 2500—3x*—4y>
(meetrites). x-telje positiivne suund osutab itta ning y-telje positiivne suund osutab pohja.
Alpinist asub punktis (15, -10,1425).

a) Kui alpinist liigub otse lddnde, kas ta liigub korgemale voi madalamale?
b) Kui alpinist liigub kagu suunas, kas ta liigub kérgemale v6i madalamale?
¢) Millises suunas peaks alpinist lilkuma, et ta liiguks mo6da samakorgusjoont?

O poy=1i
seosega o3 0) = tl—r»I(l)

48*. Olgu kahe muutuja funktsioon f médratud punkti A teatavas timbruses. Ulesande
pohjal on teada, et kehtivad implikatsioonid

. _0
f on diferentseeruv punktis A = VS=(s1,8)#0 Ela—]; (A) ER,
of of of

f on diferentseeruv punktis A, ——(A)=—-—(A)=0 > V5= (s1,8) #0 —=(A)=0.
0x o0y 0s
Kas emb-kumb neist implikatsioonidest on iildiselt podratav?

7. Korgemat jirku osatuletised ja tdisdiferentsiaalid. Taylori valem

49. Leidke jargmiste funktsioonide teist jarku osatuletised:

a) z=xy—xy°; d) z=x7; g) u=xyz+In(x+y+2);
b) z=xsin(x+y); e z=In(x+y°); h) u=sin(l+xy2).
x—y X+
c) z= ; f) z=arctan ;
xX+y 1-xy

50. Maidrake funktsiooni u = u(x, y) iildavaldis, kui

) 0’ u 0 b) ’u 0
a =0; — =0.
0x0y 0x?
51. Leidke jargmiste funktsioonide margitud osatuletised:
_ X . "o _ "o .

a) z=x" +ysinx, szy’ d) u=x+xIn(xy), uxzy,

b) z=xYcosx+)*Inx, z;”yz; e) u=e"+ec U

©) z=ycosy+e™Y, z; f) u=y*+x>siny+y’sinx, uig)yy

10



52. Tehke kindlaks, kas funktsioon f on kaks korda diferentseeruv punktis (0,0):

2.2 2.2
2V i (x ) £ 0,0); 2V ki () #0,0);
a) f(x’y): /x2+y2_’ ’ » Yl b) f(x,y): x2+y2r ) yU),
0, kui (x, y) = (0,0); 0, kui (x,y) = (0,0).

53. Niidake, et funktsiooni

22

Y
f(x,y)={ * x2+y2’
0, kui x* + 3% =0,

kui x? +y2 #0,

0% 0%
korral / 0,0) # i (0,0). Millised segaosatuletiste teoreemide eeldustest on rikutud?
0yox 0x0y
54. Selgitage diferentseeruvust ja leidke nédidatud tdisdiferentsiaalid:
a) z:xsyz, d?z; f) u=xysinz, du;
b) z= xsin? ¥, dzz; g) u=xyz, a3 u;
c) z=1+x3+y3, d3z; h) u=x3yz2, By
d) z=x'+xy? dz D foy)=(x+y+ 1)5, d*f;
e) u=xy+yz*, d’u j) fx,y,2) =cos(2x+3y—5z), def.
55. Leidke funktsiooni f kolmandat jarku Taylori valem punktis Py:
a) f(xy)=e", b) f(xy)= )‘yc o f(xy)=In(xy),
Py=(1,-1); Po=(1,1); Py=(1,1).

56. Leidke funktsiooni f kolmandat jarku Taylori valem punktis (0, 0):

a) f(xy)=¢e’cosx; o f(xy)=e"In+y); e) f(x,y)=xcos®y;
b) f(x,y)=e"siny; d f(xy)=In(1+x+y); f) f(x,y)=ysin®x.

57. Arvutage sobivalt valitud esimest jarku Taylori valemi abil ligikaudne vaartus:

a) 1,03>%; ) v/3,97-2,03% d) In[¥/1,03+ +/0,98-1).
b) v/2,03-1,98; ( )

58. Tuletage sobivalt valitud teist jarku Taylori valemi abil jargnevate avaldiste ligikaudse
arvutamise valemid:

l1-a
a) arctanl_ﬁ (lal, 18] < 1); b) \/( +a) ;( + ) (al, 1B < 1).
Zu 62
59*. Rahuldagu funktsioon u = u(x,y) vorrandit 32 6_y2 = 0 ja jargmisi tingimusi:

u(x,2x) = x, u,.(x,2x) = x*. Leidke / (x,2x), ugy(x,Zx), ugﬁy(x,Zx).

11



8. Kas vorrand miirab funktsiooni, tuletise olemasolul leidke tuletis

60. Tehke kindlaks, kas vorrand F(x,y) = 0 médérab punkti A = (a,b) limbruses pideva
funktsiooni y = f (x). Juhul, kui méirab, siis leidke tuletis f'(a), kui ta eksisteerib:
a) F(xy)= x —xy+2y +x-y—1,A=(0,1);

b) F(x,y)= 4+ x? = (0,0);

¢ F(x,y)= xey+ln(x+y+1),A=(0,0);

d) F(x,y):x4—x2—y +2y-1,A=(0,1);

e) F(x,y)= y2x3 +siny, A= (0,0);

f) F(x,y) 15x2 —7xy 2y —53x+18y+44, A=(2,1);
g F(x,y)=*+y)%-2(x* -y, A= (0,0).

61. Leidke f, kui y = f(x) on jargmise vorrandiga ilmutamata kujul antud funktsioon:

y i X0
a) In\/x%+ y? = arctan =; d) y+siny+e” =0;
) y o e
b) y—ecosy=x,kuse€ (0,1); e) x+y=e"7;
c) sinxy=1-0,2xy; f) y2+2xy—2=0.
62. Tehke kindlaks, kas vorrand F (x, y, z) = 0 médérab punkti A = (a, b, ¢) {imbruses pideva
of

0
funktsiooni z = f (x, y). Arvutage ka 6_]; (a,b)ja a (a, b), kui nad eksisteerivad:

a) F(xy )=z3—xyz+y2 16, A=(1,4,2);
b) F(x,y2)= 22+ y?+22—1% A=(a,b,c), kus c:= V12 —a? - b2 £0;

) F(x,y,2)=2"-3xyz—- 8,A (0,—1,2).

63. Leidke antud vorrandiga ilmutamata kujul esitatud funktsiooni z = f(x, y) esimest jar-
ku osatuletised:

a) x+y+z=e V5 o x*+y*+22=2xyz
x oz P yz 72
b) Z—lny+1, d) _2+ﬁ+_2:1'

64. Leidke antud vorrandiga antud punkti A = (a, b) imbruses ilmutamata kujul esitatud
funktsiooni y = y(x) tuletised y'(a) ja y" (a):

y 4_ 2 _ _ .
In\/x?+y2 =arctan=, A=(1,0); oy -xy=1 A=(0,1)
a) Iny/x*>+y arcanx ”+(2 )7Z
b) y+siny+e* =0, A:(ln—2 ,——2); d) *y3-xy=6 A=(-2,1).

65. Leidke vorrandiga z+ xy*z> — x*y = 2 punkti (0, 1,2) iimbruses ilmutamata kujul esita-
tud funktsiooni z = z(x, y) esimest ja teist jarku osatuletised punktis (0, 1).

66*. Olgu vahemikus (—1,1) méiratud funktsioon ¢ selline, et ¢(0) = 0 ja |¢'(y)| < 1, kui
y € (-1,1). Tdestage, et punkti 0 teatavas imbruses méirab vorrand x = y + ¢ (y) muutuja y
muutuja x (iihese) diferentseeruva funktsioonina y = y(x), kusjuures y(0) =
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9. Lokaalsed ekstreemumid, globaalsed ekstreemumid.
Tinglikud ekstreemumid

67. Leidke kahe muutuja funktsiooni f lokaalsed ekstreemumid:

a) f(x,y)= xy+y, Xy
b) f(xy)= 2—xy s 8 fUW):{ X2+ y?’
o f(x,y)= 2—2xy+2y +2%; 0,

d flxy)=x"+ —2xy-y% h) f(x,y):xy+2;
e f(xy)= \/x2+y _ 1+x(f;y)
D f(vy)=x -2y -3 +6y; R

68. Leidke kolme muutuja funktsiooni f lokaalsed ekstreemumid:
a) f(x,y2)=x>+xy+y*—2zx+22*+3y-1;
b) f(x,5,2)=x*+2y°+2°—2x+4y—62+]1;
2
yo oz 2
' )y = +_+_+_,k >0, >0, >0.
o f(xyz)=x = 7" uix>0,y>0,z

69. Leidke jargmiste funktsioonide globaalsed ekstreemumid:
a) f,y=x*+y*-xy, (xyeixy: F+y*<1}
b) fx,))=x*-y*+2, (x,peixy: F+y* <1}
o flx,y)= X 2y-1, (xy)e{(xy) 0<xy<lL0<x+y<1}
d) fx,y) =x*—xy+y> (x y)e{(x »): |x|+|y|<1}
e) f(x,y)=2x*+3y%)e” Xyt (x,3) € {(x, y): x> +y* <4k

kui (x, y) # (0,0),

kui (x,y) =

(0,0);

f) nididake, et funktsioonil f(x,y) = X —ax® + 2xy - y2, (x,y) € [-5,5] x [-1,1] on iiks-

ainus lokaalne ekstreemum, mis ei ole globaalseks ekstreemumiks.

70. Leidke harilikule ekstreemumile taandamise meetodil funktsiooni f (tinglikud) lokaal-

sed ekstreemumid antud tingimustel:

a) f(x,y)=xy, y=2x"-3x d) f(xyz)=x+y+2%
b) f(xy)=x(y-1), y=x% z—x=1,y—xz=1.
o f(xy)=x*+y% £+%=1;

71. Leidke Lagrange’i meetodil funktsiooni f (tinglikud) lokaalsed ekstreemumid antud

tingimustel:
a) f(x,y)=6-4x-3y, x*+y*=1;
y)=

b) f( x2+y2, xX+y=2;
o flxyz)=x-2y+2z, x*+y*+2*=9;
d) f(x Wz ) x2+y2+zz, X+y+2z=6,x—y=0.
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72*, Olgu antud funktsioonid f: R? — Rja F: R?> — R ning punkt A € R?. Olgu funktsioon F
pidev ruumis R? ja funktsioonidel F ja f pidevad osatuletised mdlema muutuja jargi ruumis R?,

OF 0 0
kusjuures E(A) #0.0lgu Vf(A) := (%(A), %(A)) # (0,0), kusjuures funktsioonil f olgu
tinglik lokaalne ekstreemum punktis A tingimusel F(x, y) = 0. Tdestage, et vektorid V f(A) ja

(6_F (A), 6_F (A)) on kollineaarsed.
0x oy

10”. Integraali omaduste iilesanded. Jordani m&ttes méotuvad hulgad

73. Lidhtudes vastavate integraalide definitsioonidest, leidke funktsiooni

_ | 0, kui(x,y)#(0,0),
f(x’J’)‘{ 5, kui (x, y) = (0,0);

Darboux’ iilemine ja alumine integraal ning Riemanni integraal ristkiilikus R = [0,2] x [0, 3].

74. Kasutades Riemanni integraali definitsiooni, leidke f f xy dxdy, kui D =10,1] x [0, 1].
D

75. Olgu D = {(x,y) €10, 11%: x, y € Q}. Toestage, et D ei ole Jordani méttes mootuv.

76. (Hulga nullmadulisuse kriteerium) Olgu D < R? tokestatud hulk ja olgu R selline rist-
kiilik, et D < R. Toestage, et vordus u(D) = 0 kehtib parajasti siis, kui iga € > 0 korral leidub
ristkiiliku R selline alajaotus T, et nende osaristkiilikute, millel on {ihiseid punkte hulgaga D,
pindalade summa on viiksem kui €.

77. Toestage, et nullméoduga hulga iga alamhulk on moé6tuv ja samuti nullmédduga.
78. Toestage, et ithepunktine hulk on nullmé6duga.

79. Toestage, et kahe nullmddduga hulga iihend on nullmédduga. Jareldage siit, et iga 10p-
lik hulk on nullmd6duga.

80. OlguDc R? Jordani mottes modtuv hulk. Toestage, et u(D) = u (5) = u(D°).

81. Toestage, et kui D € R® on mittetithi mo6tuv hulk, kusjuures D € D°, siis (D) > 0.
82. Toestage, et ffarcsin(x+y) dxdy>0,kuiD={(x,y):0<x<1, -1<y<1-x}.

dxdy

vaartust.
100 + (cos x)? + (cos y)?

D
83. Hinnake arvu I = f f
lx|+yI<10

84*. OlguR =[a,b] x [c,d].
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¢ Kas leidub funktsioon f: R — R nii, et f on integreeruv ristkiilikus R = [a, b] x [c, d],

d
aga tingimus ,iga ¢ € [a, b] korral leidub f f(&,y)dy” on rikutud?
C

d
¢ Kas leidub funktsioon f: R — R nii, et iga ¢ € [a, b] korral leidub f f& y)dy, aga f
c

pole integreeruv ristkiilikus R?

10. Kahekordse integraali arvutamine. Uleminek polaarkoordinaatidele
85. Leidke kahekordsed integraalid:

a) ffD l;l—;c dxdy, kui D on piiratud joontega y =1, y=xjax=e;

b) ffp sin($ +2y) dxdy, kui D on piiratud joontega y=-3, y=0jax=15;

c) ffD xdxdy, kui D on piiratud joontega y +3x -6 =0ja y = 3x%;

d) f[D (x* + y*) dxdy, kui D on piiratud joontega y* = xja y = x*;

e) ffD xydxdy, kui D on piiratud joontega x> + y* =1,y =x—ljay=1;

f) ffD xdxdy, kui D on kolmnurk tippudega (0, 2), (3,3) ja (2,0);

2 fsz |x| dxdy, kui D on trapets tippudega (—1,4), (5,4), (1,1) ja (4,1).
86. Leidke jargmised kahekordsed integraalid sobiva muutujate vahetuse abil:

a) ffD (3x+2y—4)2 dxdy, kuiD={(x,y): —1<x-y<3, -2<3x+2y<8};

b) ffD(Zx—y) dxdy, kuiD={(x,y): 1<x+y<2,1<2x-y<3};

c) f fD x dx dy, kui D on koordinaattasandi esimese veerandi osa, mis on piiratud joon-

tegay= l,yz g,yzxjayz?)x.
X X

87. Leidke kahekordsed integraalid, minnes {ile (elliptilistele) polaarkoordinaatidele:

a) ff (x2 - y2) dxdy, kui D on médiratud vorratustega y <0, x > 0 ja X+ y2 < R%
D

b) ff sin(x? + y*)dxdy, kus D = {(x,y): 7> < x* + y* < 4n?};
D

c) ff \/x2 + y2dxdy, kui D on méidratud vorratustega (x —1)2 + y* <1, y > 0;
b y y g y y

d) ff xdxdy,kusD:{(x,y):x2+(y—1)2<1,x>0};
D
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e) ff xdxdy, kus D ={(x,y): 4x < x>+ y* <8x, x < y < 2x};
D

f) ff (x+y)dxdy, kus D= {(x,): ¥* +y* < x+y}.
D

g /f xyzdxdy,kuiDasubjoontex2+[y—2)2=4jax2+(y—1)2=1vahel.
D

h) ff xdxdy, kui D on piiratud joonega x* + y? = 4x — 2y + 4;

) f f \/dedy, kui D on migratud vorratusega % y?\ ,
)ff x2+9y?dxdy, kus D= {(x,): x*+9y* <1}.

88*. Olgu funktsioon f pidev hulgal R? ja a > 0. Toestage, et kehtib jirgmine valem:

a X a a
f dxf f,y dy:f dyf fx, y)dx.
0 0 0 y

89*. Leidke kahekordne integraal f f ly—x2]dxd (tdhis |a] tahistab suurimat tiis-
g D\/ y y

arvu, mis ei iileta arvu a), kus D = {(x,y): —2< x <2, x¥* <y <4}.

11. Kolmekordse integraali arvutamine
90. Leidke jargmised integraalid:
? fffExzyzz dxdydz, kui E = [0,3] x [0,2]  [0,1];
b [[[ yavaydz ki E =i p0:0<x<s 0<y<2 02 <2y
c) ff[ (z+4)dxdydz kui E={(x,,2): —1<x<1, ¥*<y<1,0<2<2};
d) f[[E dxdydz ,kus E on piiratud tasanditega x =0,y =0,z=0jax+y+z=1;

e) f f f X yzz dxdydz, kus E on piiratud hiiperboolse paraboloidiga z = xy ja tasanditega
E
x=1,y=xjaz=0;
f) fff (2x+ 3y —z)dxdydz, kus E on piiratud tasanditega x =0, y=0,z2=0, z=3 ja
E
X+y=2.
91. Uleminekuga (elliptilistele) silinderkoordinaatidele, leidke jargmised integraalid:

a) f f [ zdxdydz, kus E on piiratud silindriga x* + y* =1 (x > 0, y > 0) ja tasanditega
E
x=0,y=0,z=0jaz=2;
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b) f f f xzdxdydz, kus E on piiratud silindriga x* + y* = a® (x > 0, y > 0) ja tasanditega
E
z:O,z:l,y:xjay=X\/§;

c) f f f ydxdydz, kus E on piiratud silindriga x> + y? = 2x, tasandiga z = 0 ja paraboloi-
E

diga z = x* + y%;

d) fff (x* +y*)dxdydz, kus E = {(x,7,2): a* < x> +y* + 2> < b?, z >0}
H P

e) fffxzdxdydz,kusE:{(x,y,z):I+?+zzgl,x>0,y>0,z>0}.
E

92. Uleminekuga sfiir- voi ellipsoidkoordinaatidele, leidke jargmised integraalid:

Y fff V222 dudydz kus E={(,3,2): 24y 4+ 22 <1, y > 0
E

b fff (* +y*) dxdydz, kus E={(x,,2): a® <x* +y* + 2* < b°};
E

c) fff \/ X2+ y2 + z2dxdydz, kus E on kera x* + y* + 22 < z;
E

d) fff z?dxdydz, kus E on kerade x? + y? + 22 < a® ja x* + y* + z° < 2az iihisosa;
E

X2 y2 22
e) fff 1—?—?—dedydz, kusEonellipsoid6x2+4y2+3z2g12.
E

93*. Toestage valem

t 151 Im-1 1 t m
f dn dtg...f f(ll)f(tz)...f(tm)dth —'(f f(T)dT) ,
0 0 0 m! \Jo

kus f on pidev funktsioon.

12. Kordsete integraalide rakendusi

94. Kahekordse integraali abil leidke tasandilise kujundi D pindala, kui D on piiratud jarg-
miste joontega (koikjal a > 0):

a y=e',y=e VN y=¢

b) xy=a% x+y=25a

c) r=acos¢pjar=>bcos¢, kus a<b;

d) r=a(l+cos¢p) (kardioid);

e) r=2acos4¢ (neljaleheline roos);

f) rcosgp =1 (sirge)jar =2 (ringjoon), kusjuures D ei sisalda poolust;

g (¥*+y%)? =2a*(* - y*) (Bernoulli lemniskaat);

h) (x*+y%)° =24’ xy;

D (x+)?)° =2ax’;
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2 y2

J) ;‘f’ﬁ:l (b>0),
k) xzzay,xzzby,yzzafx,yz=ﬁx,kusO<a<b,0<a<ﬁ.

NAPUNAIDE: vitke kasutusele uued tundmatud u, v, kus x? = uy, y2 =vX.

95. Leidke ruumilise kujundi E ruumala:
a) E on piiratud pindadegax =0, y=0,z=0jax+y+z=1;
b) E on piiratud pindadega x=0,y=0,z=0,x+y=1jaz=2x*+y*+1;
¢) E on piiratud pindadega z =0, z= 2+ y2 ja 2+ y2 =1
d) E on piiratud pindadega x*> + y* =3ja z2 = x* + y* +3;
e) E on piiratud pindadega y=x%, y=1,x+y+2z=4,2=0;
f) E on piiratud pindadega z=0, x+z=6, y = vVxja y =2Vx;
g) E on piiratud pindadega z=9-3% z=1+)* x=-1jax=5;
h) E={(x,y,2): ¥+ +22<2, z>x2+y2};
i) E on piiratud pindadega z=5— x> — y* ja 2> = x* + y* + 1, kus z > 0;

D E={(xy2: 1<x*+y*+2°<2, z<—\/x2+y2, y >0}

96. Leidajargmiste ruumiliste pindade margitud osade pindalad:
a) tasandi6x+3y+2z=120sa, kusx>0,y>0jaz>0;
b) pinna z = xy osa, mis asub silindri x> + y* = 1 sees;
c) sfaari x2 + y2 + z? = a® osa, mis asub silindri x> + y2 = b’ sees (b < a).
97. Leidke risttahuka [0, a] x [0, b] x [0, c] mass, kui risttahuka tihedus punktis (x, y, z) aval-
dub seosega p(x,y,2) =x+y+z.
98. Leidke kera mass, kui kera raadius on 3 jatihedus p = p(x, y, z) igas tema punktis (x, y, z)

on vordeline punkti kaugusega kera keskpunktist, kusjuures tihedus iithiku kaugusel kera
keskpunktist on 2.

99. Tasandiline kujund D on piiratud joontega y = sinx (x € [O, g]) ning OA, kus O = (0,0)
jaA= (g, 1). Leidke kujundi D raskuskeskme koordinaadid.

100. Leidke kardioidi r = a(1 + cos¢) (a > 0) raskuskeskme koordinaadid.

101. Leidke paraboloidiga y* + 2z% = 4x ja tasandiga x = 2 piiratud keha raskuskeskme
koordinaadid.

13. Joonintegraalide arvutamine

102. Olguy: [0,1] — R? antud vordustega y(0) = (0,0) jay(1) = (t, tcos® %), kui ¢ # 0. Toes-
tage, et L:=y([0,1]) on pidev ja lihtne, aga mitte sirgestuv joon.

NAPUNAIDE: uurige koolmurdjooni, mis on méératud punktidega 10 =0, tj = —————, j=1,...,2n.
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103. Rahuldagu funktsioony: [a, b] — R? Lipschitzi tingimust, s.t. leidub arv K € R selliselt,
etd(y(1),y(t)) < K|t—t'| mis tahes 1,1’ € [a, b] korral, ning olgu vy iiksiihene. TGestage, et y
on sirgestuv kaar, kusjuures tema pikkus ei tileta arvu |[L| < K(b — a).

104. Arvutage esimest liiki joonintegraalid:

a) f y2 ds, kui L on tsiikloidi x = a (¢ —sint), y = a(1 —cos ) kaar, kus 0 < < 27;
L

b) 2x+y

ds, kus AB on punkte A= (0,—-1) ja B =(1,-3) ithendavjoon y = -2x—1;
AB

c) f (x+y) ds, kui L on kolmnurk tippudega O = (0,0), A= (1,0) ja B = (0, 1);
L
d) ‘[L\/xz + y2ds, kui joone L vorrand polaarkoordinaatides on r = 2acos¢, ¢ € [—%, %]
(a>0);

Ny . .. . T,
e) f eV*¥ ¥ ds, kui L on ringi sektori0 <r<a,0< ¢ < 1 rajajoon;
L
22
) f Ziz ds, kui L on kruvijoone x = acost, y = asint, z = at esimene keerd (0 < t < 27);
LX y

g) f zds, kui L on koonilise kruvijoone x = fcost, y = tsint, z = t kaar (0 < ¢t < a).
L

105. Leidke silindrilise pinna X = {(x, 1»2): (x,)eL 0Lz x*+ yz} pindala, kui L on

In5 In7
3’ 3

106. Leidke materiaalse joone L mass, kui L on antud vorrandiga y =lnx, kus1 < x < e, ja
tema joontihedus on p (x, y) = kx?.

kaar x = e’ cost, y=e'sint,kus t €

107. Arvutage teist liiki joonintegraalid:
a) f (2—y) dx+xdy, kus L on tsiikloidi x = ¢ —sin#, y =1 - cos ¢ kaar (0 < 7 < 27);
L

b) f (x+y) dx+ (x—y) dy, kus T onringjoon (x - )%+ (y—1)* = 4;
r

c) f (4x+y) dx+ (x+4y) dy, kus AB on punkte A= (1,1) ja B = (-1,1) ithendav joon
Yo

d) f 2xydx+x2 dy,kus O=(0,0), B=(1,1)ja OBi) onsirge y = x, ii) on parabool y = X2,
ii?)Bkoosneb sirgldikudest OA ja AB, kus A= (1,0);

e) LBCD(y—B) dx+ xydy, kus ABCD on punkte A = (-1,6), B = (1,6), C = (-2,0) ja

D = (-2, -3) iihendav murdjoon;
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f) fydx+zdy+xdz, kus L on kruvijoon x =cost, y=sint, z =1 (0 < t < 2m).
L

108. Joud konstantse suurusega F on xy-tasandi igas punktis x-telje suunaline. Leidke jou
t66 A, mis kulub punkti nihutamiseks mooda ringjoont x>+ y? = a? negatiivses suunas punk-
tist (0, a) punkti (a,0).

109. Olgu xy-tasandil joud F suunatud igas punktis M(x, y) punkti (0,0) poole ja tema
suurus F olgu vordne punkti M kaugusega punktist (0,0). Leidke jou t66 A, mis kulub punkti
nihutamiseks mé6da parabooli y* = 8x kaart punktist (2,4) punkti (4,4V2).

110*. Leidke pindade x* + y* = x ja z = x iihisosaks oleva kaare pikkus. Avaldage tulemus
jargmiste suuruste kaudu:
do

- k>
1 - k2(sin@)2
* teist liiki elliptiline integraal E(k) = f ’ Vv 1-k2(sin6)2d9, k > 0.
0

« esimest liiki elliptiline integraal K(k) = f ’
0

111*. Olgu antud funktsioon f: [a, b] — R. Tdhistame

n
V(f;s, 1) :sup{z |[f(x0) = fxk-1)|: s=x0<x1 <...<xp= t}.
k=1

Suurust V(f; a, b) nimetatakse funktsiooni f tédisvariatsiooniks; kui V (f; a, b) € R, siis 6eldak-
se, et f on16igus [a, b] tokestatud variatsiooniga.
Tahistame veel

vf(x):V(f;a,x), X € [a,b).

Ilmselt v (@) =0javys: [a, b] — R on kasvav funktsioon.

Toestage, et
a) kui f on punktis xp € [a, b) paremalt pidey, siis v on punktis xo paremalt pidev;
b) kui f on punktis xq € [a, b] pideyv, siis vfon punktis x( pidev;
c) kuiv £ on punktis x € [a, b] pidey, siis f on punktis xy pidev.

Ndpundiited. Osa [a)| jaoks piisab ndidata, et xl_ig%)JfV(f;x, Xp) = 0, seda voiks teha -9 keeles. Osa
juures tasub uurida vorratuse | f(x) — f(xp)| < |v f(x) -v f(xo)l kehtivust.

Meirkus. Asendades absoluutvéirtused normidega, niitab iilesanne[111} etkuijoony: [a, b] —
R™ on sirgestuy, siis y on pidev (mingis punktis) parajasti siis, kui ,kaarepikkuse funktsioon*
t— {y(w): uela,tl}| on pidev (samas punktis).

X
112*. Toestage, et elhp51 — + 75 = 1 pikkus C rahuldab vorratusi

b2
m(a+b) <C<nv2(a®+b?).

Niépundiide: Joone kaare pikkuse valem.
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14. Greeni valem. Integreerimisteest soltumatud joonintegraalid

113. Leidke Greeni valemi abil jirgmised joonintegraalid.

a) f(l—xz)ydx+x(1+y2)dy, L: x*+y* =a%
L

b) f(xy+x+y)dx+(xy+x—y)dy, L: x*+y* = ax;
L

2 2
. Yy _
c) f(xy+x+y)dx+(xy+x—y)dy, L'E"'ﬁ_l‘
L

114. Millised jargmistest joonintegraalidest on integreerimisteedest sdltumatud ja millised
soltuvad?

a) f(4x+2y)dx+(2x—6y)dy;
L
b) fydx—xdy;

L
c) f(?)x2 —2xy+y?)dx—(x*-2xy+3yH)dy.
L

115. Leidke funktsioonid U nende tdisdiferentsiaalide dU jargi.
a) dU = @3x*-2xy*)dx+ @y* —2x*y)dy;
b) dU = (e —5)%e") dx + (2xe?Y —15)%e¥) dy;

o dU:(x+2y)dx+ydy;
(x+y)?
a dU:xdx+ydy_

e) dU = (2xcosy— y?sinx)dx + (2ycosx — x*siny)dy;
f) dU = (2x+sin(x+y))dx+ (2y +sin(x + y)) dy;
g) dU =sin(x+ y)(dx+ dy).

116. Leidke jirgmised joonintegraalid.

2,3) (3,0
a) f ydx+xdy; c) f (x*+4xy®)dx+ (6x*y* —5yh) dy;
-1,2) (-2,-1)
1,2) @1
b) f 2xy 3 dx—(3x* - yHytdy; d) f 2xydx+x?dy.
1) (0,0
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117. Ndidake, et iga diferentseeruva funktsiooni f korral vorduvad jargmised jooninteg-
raalid nulliga, kui L on kontuur.

a) ff(x)dx+thydy; c) fx_zf(%)(xdy—ydx).
L

L
b) ff(xy)(ydx+ xdy);
L

118*. Leidke lihtne kinnine joon L, mille korral joonintegraal f (y® - y)dx—2x> dy saavutab
L

maksimaalse vddrtuse.
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15. Parameetrist soltuv Riemanni integraal

119. Ndidata, et jirgmised funktsioonid on pidevad.

3 1
a) F(y):fe‘”dx, yelo,1]; d) F(y)=fsgn(x—y)dx, yelo,1];
0 0
7 e
cos(x+y)
b) F(y):flnsin(x+y)dx, yelo,f]; €) F(y):dex, yelL4f;
1 2y
7. v in(x/
c) F(y):f@dx, y€(-2,10]; f) F(y):f%(xy)dx, yel1,2].
-3 0

120. Leidajargmised piirvaartused.

3 1 1+y
dx
: 2 . : . . 2 2 .
0 fim [Feostepas o Jim [ St 9w [V
0 — —
1 i 1 X ’ iy
b) li \/ %2 +sh? ydx; e) lim | —arctan ——dx; ;
) ylf»l(l) XTashtydx y—-2+1 X y=-2 h) lir{l /X +arcsin ydx.
-1 —]—
1 d 3-y Y 0
c) lim —xl; f) lim | x*cos®(xy)dx;
YOS I Q4 xy)Y y=0
1
121. Leidaintegraalid f F(y)dy.
3 ’ 3
a) F(y):fsinx cos x cos(y cos x) dx; b) F(y)zfsian cossinx cos(ysinx) dx;
0 0
1

0
122. Leida tuletised F'(y).
1 , .
a) F(y)= f arctangdx; 0 F(y) = f arcs1;1(xy)
0

dx;

0
4 2
COS| X
b) F(y)= f %dx;
1
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2y

J/ .
d) F) = fc (xy) ) F(y):fsm;xy)d
y

1
2+y

1
f n(l+xy) dx
X

0

e) F(y)=

)

123. Leida jargnevad integraalid, kasutades diferentseerimist parameetri a (voi b) jargi.

iy

Z [ In(1+
a) ](a):farctan(atanx) dx: b) ](“):f n(l + acosx) dx, lal<1;

tan x COsSXx
0
b x@

dx, a,b>0.
Inx

c) J(a,b) =

(=]
o
=

16. Parameetrist soltuvad piratud integraalid. Euleri integraalid

124. Niidata, et jargmised integraalid koonduvad iihtlaselt ja absoluutselt antud piirkon-
nas Y.

xY
4—-x

a) | e *sin(xy)dx, Y =(—o00,00); e dx, Y =(-In2,8);

~—

H\NO\HO\N

[\

sin(x — sin(x — ycos x) x)

b) | e *sinxdx, Y =[a,00),a>0; f)

0\80\8

, Y =(-00,00);

—— dx (—00,00)
00sm()cy) _ . i

) f dx, Y =(-00,00); g) SH;()_CJ;) dx, Y=]0,1].

1
d farctan(x y) dx, Y = (—00,00);

125. Naiidata, et jargmised funktsioonid on pidevad oma mé&4ramispiirkonnas.

1
arccot(x—y)

vV1i-x

a) F(y)=

0
o)

b) FO)= | ———d 0;
) (y)—fm X, }’E[(LOO),@> ’
1

dx, ye€(—o00,00);
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c)

126.

a)

127.

a)

128.

a)

b)

129.

a)

b)

c)

130.

b)

3

F(y) = f Sm;xy)

Leida jargmised piirvdartused.

X - X
0

o0

lim | xYe ?*dx;
y—0

In3

dx, ye€(~o00,00).

1
Leida integraalid f F(y)dy.
0

F(y) :fe_xxyln
0

Kasutades diferentseerimist parameetri a jargi, leida jargmised integraalid.

J(a) =
J(a)

e

(-
:ofl

xdx;

dx, a>0;

dx, a>-1;

(o 9)
b) lim f arctan(x + y) dx.

y—0 1+ x2
0

oo

b) F(y)= f e~*x¥ Inxdx.

0

o —ax
o) J(a.b)= f .
X
0

Arvutada jargmised integraalid, kasutades Euleri integraale.

I

O\NQ\HO

Vx—x2dx;

dx
(1- xs)

x*Va-x2dx;

wh_‘

%
a [
0

<
O\N\d

sin® x cos* x dx;

sin” x cos? xdx;

—-bx
—e
dx,

g
f) f\/tanxdx;

)fx4dx
) avn?

Arvutada jargmised integraalid, kasutades Euleri integraale.

/
/

dx
— m>0
( )

1
1—xm)n

sin” x cos” dx,

m,n>-1;

25

o j‘ xMdx
(1 +x)n+1 ’

1
d) !(ln;) dx),

b f1+x4

0
n>m>-1;
p>-1

a,b>0.
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Vastused ja lahendusvihjed

Elnéiidake, etC (A, %, %) C B(A, r);|b)|ndidake, et B(A, min{r1, r2}) € C(A, 11, 712).

Ruumis R niidake, et C( \F \F) € B(A,r) ning B(A,min{ry,r,...,rm}) S C(A,r1,12,...,Tm).

[} Sisalduvusest D < B((0, ...,0), 1) ]areldub D tokestatus. Vastupidi, olgu D tokestatud, siis D < B(A, p)
gip>0jaAcR™ korral Téhistage r = p + || All.

i = [0,11%;]p)| D = R%; ID {(x, ) € [0,112: x, ye@},ID 0,12\{(3,¢): re 0,11} ID—
@ u[o,1]%
@@B(o, iBIBO B,V UI,05d]s.
[} hulga enda ega tema téiendi tikski punkt pole rajapunkt.
[6} [@)]1ahtine, ei ole kinnine, ristkiilik;[b)] ei ole lahtine ega kinnine, rongas; [c)|kinnine, ei ole lahtine;
kinnine, ei ole lahtine, ringjoon. [e) kinnine; )] kinnine.
[@)]kinnine, ei ole lahtine, tasand; [b)| kinnine, ei ole lahtine, poolruum;[c)| kinnine, ei ole lahtine, ta-
sand;[d)]kinnine, ei ole lahtine, tasand; [e)]|kinnine, ei ole lahtine, paraboolne silinder;[f)]kinnine, ei ole
lahtine, elliptiline silinder; kinnine, ei ole lahtine, sfdar; kinnine, ei ole lahtine, sfaéir;kinnine,
ei ole lahtine, elliptiline paraboloid; kinnine, ei ole lahtine, sirge; kinnine, ei ole lahtine, sirge;
kinnine, ei ole lahtine, ringjoon;[m)]kinnine, ei ole lahtine, punkt;[n)|lahtine, ei ole kinnine, kera.
[1}[2)]tasand;[b)|tasand;[c)]sf4cri iilemine pool;[d)|koonus;[e)|sfa4ri alumine pool;[]paraboolne silinder.
paralleelsed sirged; [b)]kontsentrilised ringjooned;[c)]hiiperboolid, mille asiimptootideks on nur-
gapoolitajad; [d)] hiiperboolid, mille asiimptootideks on koordinaatteljed; [e)] kontsentrilised rombid; )]
ringjooned, mille keskpunkt asub x-teljel ja mis puutuvad y-telge; paralleelsed tasandid; kont—
sentrilised sféiéirid;sama astimptootilise koonusega p('j('jrdhﬁperboloidid

13, f(y, ) =—f(x,y), f(=x,-y) = f(x,¥), f(l l) -fx, ), f(xy) = nyz

15 62%;6:;6:min{1 8} d)[6 = min {1, 20}

16 5:min{1,§};6:min{%,§},6 min {1, £};(d) I6— I6 mln{ %} f[D=1/1++ I
D=VE.

Heine kriteerium (kdige mugavam).

Valige € = f(A)
9} Valige niteks € = 1 ning mérgake, et | f(X)| < |f(X) = f(A)| +]|F(A)].
Funktsmom f pidevuse tingimusest tekkiv 6 sobib ka fi ja f> jaoks.

(0 1);|b (1 e);lc e1 leidu;|d e1 leidu.
26} [2)] 4;[©)] 16; [c)] 0; [D)] a; .2 [B)] —oo; [g)] e; [1)] 0; [0] 0; [)] ei eksisteeri; [K)] ei eksisteeri;[D] ei eksisteeri; [m)] ei
ekSISteerl [)]ei eksisteeri; o] ei eksisteeri;[p)]ei eksisteeri; [q)]0; )] 0;[s)] 0; [0] 0; [w)] ei eksisteeri.
8} Korduvate piivadrtuste jaoks kasutage Heine kriteeriumit.
[)]jah; b)) ei; [c)]jah;[d)]jab; [e)] ei; [P]jah; [g)] ei; )] ei; [)]jah.

Kasutage iithe muutuja funktsiooni tuletise vastavaid omadusi.
32 f;ﬁ(xv = —Wyyz, oy = nyz;f;(x. y)=y+yn(xy), f5(x,y) = x+xln(xy)'If§(x y) =

N
zh [y = -ty f)Q(x,y,Z) =j+% [y = -5+ Loy = -5 -5

f)é(x, ¥,2) = ycos(xy+yz) = f1(x,,2), fy(x,5,2) = (x+2) cos(xy + yZ);lfx(x, y)=—Smx, fy(x, y) =
cosxsiny
cos? y
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Kasutage korduvalt viidet: kui f on 16igus [a, b] pidev ja vahemikus (a, b) dif-v, kusjuures f’(x) >0,
siis f on kasvav 16igus [a, b].
fl,y) = arctan 3 Yy C(x), kus C: R — R on suvaline funktsioon.

f,y) = ylnx + +siny.
[36l P=0on pldev, O =on16plikud osatuletised, D = on diferentseeruv, DD = on kaks korda diferentseeruv;

[@)]P. ~0;[B)|P, O, =D;[c)|R. ~O;[d)] P, O, D, =DD;[e)] =P, O;[F)] =P, O;[g)|P. O, =D;[h)|P, O, D, ~DD; )] P, —0; )| B
0, D, =DD;[K)R, O, D, =DD.

[87} Kasutage iilesannet[31|ning piirvdsrtuse omadusi.
Diferentseeruvuse pdhjendab punkti A timbruses pidevate osatuletiste olemasolu; [a)| . )| df(hy, hp) =
df (1, o) = 12y + 8hp In2;[0] df (g, o) = iy + s df Gy, ko) = 20 25 o) d (o, g =
~ G (T hy + hg);df(hl,hg, h3) = —6hy +3hy +2h3.
z,,(5,6,7) = 68; z,(5,6,7) = 75; 2, (5,6,7) = 82
c5(1,2) = 275; ¢4(1,2) = 392.
@ Nii vdlimine funktsioon kui ka sisemised funktsioonid on diferentseeruvad seoses pidevate osatule-
tiste olemasoluga;fa)|d f = (€2¥—2xe®* 1) dx; . df = (cosxcos(2x+1)+cos(3x+1)) dx; . df 2In(y+
1)dx+ 2;‘“ dy, df = 8x3dx+8y3d df = e2¥7Y ((2x? +2xy +2x+ y) dx + (x — xy — %) dy).
@BlRly-z=0plx+2y-z-1=0[0)]3x+3y-z=0;[d]x+y—-2z+1=0;[g]2x +4y — z— 5 = 0; )]
4x-2y-z-3=0;lg 6x+2y z+£——:0
[)]jah; [B)]ei (puutu]atasandlt ei leldu) [c)]jah.
a—ff(Po) = grad f(Pp) - 5.

x—l
2

@Ikor male;[b |_')] madalamale;[c)|vektori (8,9) suunas voi vastassuunas.

?? ol 2 H?? .?2 l'z? .?? E??
[0} @) u(x, y) = C(y) + D(x), kus C on diferentseeruv ja D on suvaline funktsioon; [p)] u(x, y) = xC(y) +
D(y), kus C@a D on suvalised funktsioonid.

l?? o z2:[] 22 fe)] 22:fp] 2.
.]ah .el

f o) = 9*f
ay 550 =-1, 55 3y (0) = 1; rikutud on segaosatuletiste pidevuse ning osatuletiste diferentseeruvuse
nouded.
[64} Koik osatuletised on pidevad vajalikku jérku diferentseeruvus on seega olemas, veelgi enam, liit-

funktsiooni diferentsiaali kuju on invariantne muutu]a vahetuse suhtes kuna s1sem1ne funktsioon on

llneaarfunktsmon l 22, b) 22, l 22, E 22, l 22, E 22, H 22, u =x+y+1, dif =
120ud4u .u 2x+3y-— 5Z,d f=-cosud®

55} Koikjal rahuldab jaédkliige o tingimust lim %3
D2+ (y—1)2—0 (=124 (y=1)2
a2 3
% + % +a(x,y);f(x,y) =1 +Z-3x—3y+3y2—3xy+xy2 —y3 +a(x,y);
3x%+3y%
3y- Ty
- 2.2 2_.3
561 Koikjal rahuldab jadkliige a tingimust ~_ lim L’y% =0j)|fx,y)=1+y— % - w +
\/X2+y?2—0 (+y?)2

a(x,y) lf(x,y) y+yx+ +a(x y) If(x N =y+yx—5 +M+a(x,y);f(x,y)=

=0;

=

x3+ 3
+Ty+(x(x,y).
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x+y (x+y) (x+y) +a(x,y),lf(x,y) x—y2x+alx,y); f(x ) =2y +ax,y).

5;] 1,06; @2 005 [©)]8,21;[d)]0,005.
a+f a® ﬁz ma+np | Bm?—4m)a®-2mnaf+3n®-4n)B?
I-=F- H I+ ——+ 33 .
. maarab Nid (0) b)|ei midra, sest A on {(x, y): F(x,y) = 0} isoleeritud punkt;|c)|miérab, f'(0) =
ei médra, sest A on {(x,y): F(x,y) = 0} isoleeritud punkt;mﬁﬁrab, £'(0) = 0;[F)| ei médra, sest

{(x y) F(x, y) = 0} laguneb punkti A imbruses kaheks 16ikuvaks sirgeks;ei maédra, sest{(x,y): F(x,y) =
0} laguneb punkti A timbruses kaheks 16ikuvaks jooneks.

af’(x) fﬁg If’(x) 1+£Slnf(x),lf’(x) e If ) = Cosf(x)+1,f x) = %;

Dl = x+f(x)

l !maarab, LA =1 af(l 4) = 4,Imaarab, a£ (a,b)=-%, %( ,b) = C,rnaarab, 6£(a b) =
Lan=

Z2 0
ﬁl f(x-y) -L 6y(xy) _lax(x-y) z+x’ By(xy) xy+yz’6x(x~y) ;/Zx; 6§(xy)

xz—y of 2y Of cy
=D 5 BV =—55 Gy N = -5

64l 222

65, 222

[2)] range lok. miinimum punktis (0,0); [b)] lok. ekstr. puuduvad; [c)] range lok. miinimum punktis
(=2, -1);|d)|range lok. maksimum punktis (%, é—l), lok. maksimum punktis (0, 0);|e)|range lok. miinimum
punktis (0,0); range lok. miinimum punktis (1, —1), range lok. maksimum punktis (-1, -1); lokaal-
sed ekstreemumid puuduvad;[h)]lokaalsed ekstreemumid puuduvad;[h)]range lok. maksimum punktis

1,-1).

range lok. miinimum punktis (1, -2, %), range lok. miinimum punktis (1,-1,3); range lok.
miinimum punktis %, 1,1

[69 [@)]max f = £(0,-1) =2, min f = £(0,1/2) = -0,25;[p)|max f = f(~1,0) = f(1,0) =3, min f = f(0,1) =
£(0,-1) = L;[g]max f = £(1,0) = 0, min f = f(0,1) = -3;[d)]max f = f(-1,-0) = f(0,-1) =1, minf =
f(0,0) = 0;[g]max f = £(0,1) = f(0,—1) = 3/e, min f = £(0,0) = 0;[f)] Punktis (0,0) on ainuke lokaalne
maksimum f(0,0) = 0, kuid néiteks punktis (5,0) f(5,0) = 25. Seega punkt (0,0) ei ole globaalse ekst-
reemumi punkt.

range lok. miinimum punktides (-1,1) ja (1,—1), range lok. maksimum punktis (0, 0); |b)| range
lok. miinimum nktis (1,1), range lok. maksimum punktis (—1,1);|c)| range lok. miinimum punktis

2
(a?f 2 a?+l;az) range lok. miinimum punktis (-1,1,0).

range lok. miinimum punktis (5, %), range lok. maksimum punktis (— %, - %);range lok. miini-
mum punktis (1, 1);[c)]range lok. miinimum punktis (—1,2, —2), range lok. maksimum punktis (1, -2,2);
range lok. miinimum punktis (1,1, 2).

1/4 (Kuna tegemist on pideva funktsiooniga, siis integraali voib arvutada {ihtlase alajaotuse kaudu.)
Niidake, et S(T) — s(T) = 1 ristkiiliku [0, 1]? iga alajaotuse T korral.

Kasutage hulga nullmoodulisuse kriteeriumit (iilesanne[76).

m Kasutage mo6du monotoonsust ja subaditiivsust koos seostega D° € D € D = D° UdD.

Pange tédhele, et D sisaldab mingit lahtist kera.

D=D1UD2,kusD1 ={(x,:0<x<1,0<y<1-x}jaDy=1[0,1] x [—1,0].ffD1 arcsin(x+y) >0
(miks?). f f Dy arcsin(x + y) = 0 (integraali voib arvutada iihtlase alajaotuse kaudu (miks?), punktid on
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otstarbekas valida nii, et punkti P; ; korral leiduks punkt P;j, mis on siimmeetriline punktiga P; ; sirge
¥ = —x suhtes, siis arcsin(P; j) + arcsin(ng) =0).
83} 1,96 < I <2,

el , 4/3. M

a)| 0 ,n(cosn —cos4n? I 16 I2/3 I I /2 . Uks voimalus (aga mitte kdige otstarbe-

kam!) on teha asendus u = x + y, v = x — y ja seejdrel minna iile polaarkoordinaatidele. l . 187 ;
; 27[/9

6;[b)]4;[0)]40/3;[d)] 1/2;[e)] 1/364;[D)] 1.

712;p)l3a% (V3 - v2)i[olos[d]an (1° - a®)115:[e)] 2/5.

; 28n(b5 - a5)/15; n/lO;@SQnaSMSO )67

SIA o) wa?; |f)| 2 — v/3;[g)| 2a%; |h)| a?; )| 224 ; fj)| mab;
lefratpl g - 22582
3. I4n 205~V I I‘Wlus o270 e o)

B ).

0, ) (NB! Raskuskese asub véljaspool keha!)
Olgu nidpundites antud kddlmurdjoone pikkus p(T), siis

1 1
+..42-—==1+—-+...+ ——o00.
2n—-2 2 2 n n

1
n>2-—+2-
P 2n

103} Kaare L suvalise kodlmurdjoone pikkus ei ileta arvu K(b — a).

IZM I\/_ln\/_ll+\/_l8a I2e — 24 Eagt ,8an3\/§;—v(“2+§)3*2ﬁ,
(\/(e2+1)3 2v2).

107 . 27;[b)|0 (mérkus: vastust on arvutamata lihtne ndha, vaadeldes potentsiaalifunktsiooni F(x, y) =
%y‘yz);—z (mirkus: vastust on lihtsam n#ha, vaadeldes potentsiaalifunktsiooni F(x, y) = 2x2 +
xy+2y? ning mingit lihtsamat kéverat AB);a) 1,b) 1, ¢) 1 (mérkus: vaadeldes potentsiaalifunktsiooni
F(x,y) = x2y, pole see juhuslik, et koik vastused on samad); 0;[f)| —7.

108] F(x, = (F,O), seega A= aF.

m ?(x,y) —x,—y); tarvis on leida A = fL(? 7)d7, kus d7 = (dx, dy); saame, et A= —14

e kahekordne integraal arvutada iileminekuga polaarkoordinaatidele;|b l HO kahe-
kordne integraal leida iileminekuga elliptilistele polaarkoordinaatidele x = arcos¢, y = brsing, kus
0<r<lja0<p<2n.

[a)] S6ltumatu; [b)] séltuv;[c)] séltumatu.
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@.U(x P =x3-x2y2+ )3 +C lU(x y) = xe?¥ — 5y3ex+C lU(x,y) In|x+yl— Fy+CV01

U(x y)—ln|x+y|+xTy+CU(x = \/x2+y2+C IU(x y) = y*cos x+x% cos y+C,vottaa=b=0;
Ul(x, )—x —cos(x+y)+y +C.U(x y)=C—cos(x+y).

ik b3 o il
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