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1 Pohimoisted ja -konstruktsioonid

1.1 Riihm

Definitsioon 1.1 Riihm on hulk G koos kahekohalise algebralise tehtega *, mis rahuldab
tingimusi

G1. igaa,b,c € G korral (axb) xc=ax* (bxc);

G2. leidub element e € GG nii, et iga a € G korral exa =a = a*e¢;

G3. iga a € G jaoks leidub element ¢! € G nii, et axa ! =e=a"! xa.

Elementi e nimetatakse rithma iihikelemendiks ja elementi a~! nimetatakse elemendi a

poordelemendiks. Tehet * nimetatakse harilikult rithma korrutamistehteks.

Mirkus 1.2 Kui on rahuldatud ainult tingimus G1, siis Geldakse, et paar (G, %) on
poolriihm. Kui on rahuldatud tingimused G1 ja G2, siis rddgitakse monoidist. Muu-
hulgas voib 6elda, et rithm on monoid, mille iga element on pooratav.

Mairkus 1.3 Kursusest “Algebra I” teame jargmisi fakte, mille téestust me siin iile kor-
dama ei hakka.

1. Igas rithma elementidest, korrutamistehte méargist ja sulgudest moodustatud kor-
rektses avaldises ei soltu avaldise vairtus sulgude paigutusest. Ténu sellele voime
sellistes avaldistes sulud ara jatta.

2. Rithma iihikelement on iitheselt madratud.
3. Rithma iga elemendi podrdelement on iiheselt maaratud.

4. Rithma (G, ) mistahes elementide a, b korral

(axb) ' =blxa' ja (a)!'=a

Edaspidises téhistame rithma iihikelementi enamasti siimboliga 1 (v6i siimboliga 14,
kui on vaja rohutada, et on tegemist rithma G iihikelemendiga) ja kirjutame a % b asemel
ab.

Definitsioon 1.4 Riihma, mille tehe on kommutatiivne, nimetatakse kommutatiivseks
ehk Abeli rithmaks.

Niide 1.5 1. (R\ {0},) ja (R,-) on Abeli rithmad.

2. (Z,+) ja (Zy,+) on Abeli rithmad.

3. Kui X on hulk milles on vihemalt 3 elementi, siis selle hulga bijektiivsete teisenduste
hulk S(X') on mittekommutatiivne rithm teisenduste jirjestrakendamise suhtes.

4. Kui K on korpus ja n > 2, siis n-ndat jarku regulaarsete ruutmaatriksite hulk
GL,(K) on mittekommutatiivne rithm maatriksite korrutamise suhtes.

5. Uhejuurte hulk H, = {w € C | w™ = 1} on Abeli riihm kompleksarvude korrutamise
suhtes.

Rithmades arvutades kasutame edaspidises pidevalt jargmisi arvutusreegleid.
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Lemma 1.6 Rihma G mistahes elementide a,b, c korral
ab=c = a=cb' ja b=alc
TOESTUS. Eeldame, et ab = c. Siis
cb™t = (ab)b™' = a(bb™!) = al = a.
Vorduse b = a~'c saab toestada analoogiliselt. a
Defineerime rithma elementide téisarvulised astmed.

Definitsioon 1.7 Olgu a rithma G element ja k téisarv. Siis

(aa...q, kui k& > 0,
k tegurit
a® =<1, kui k =0,

alal. a7 kuik <O
N—— —

\ -k tegurit

Lemma 1.8 Kui a on rihma G element ja k,l € Z, siis

Muuhulgas (a®)~! = (a=1)*.
TOESTUS. Toestuse jatame iseseisvaks labimotlemiseks lugejale. a

Selles paragrahvis dra toodud arvutusreegleid kasutame edaspidi ilma viitamata.

1.2 Homomorfism

Definitsioon 1.9 Olgu G ja H rithmad. Kujutust ¢ : G — H nimetatakse rithmade
homomorfismiks, kui iga a,b € G korral

p(ab) = p(a)p(b)

(s.t. o sédilitab korrutamist).

Lause 1.10 Kui ¢ : G — H on rihmade homomorfism, siis

o o(1g) =1y, s.t. ¢ sdilitab ihikelementi;
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e iga a € G korral p(a™) = (p(a))™!, s.t. ¢ sdilitab pdordelemente.

TOESTUS. Eeldame, et kujutus ¢ : G — H siilitab korrutamist. Kuna rithmas G kehtib
vordus 1g - 1g = 1g, siis rithmas H kehtib tédnu eeldusele vordus ¢(1g)e(lg) = ¢(1g).
Korrutades selle vorduse molemaid pooli elemendiga ¢(1g)™! ja kasutades rithma tehete
omadusi saame vorduse ¢(1g) = 1. Seega ¢ séilitab ithikelementi Kui niiiid a € G, siis

pla p(a) = p(a™"a) = p(1a) = 14.

Analoogiliselt p(a)p(a™) = 1g. Seega (a™) = (¢(a)) ™. H

Naiide 1.11 Selles kursuses tahistame siimboliga K* korpuse K nullist erinevate elemen-
tide hulka. Nagu teame, on hulk K™ rithm korpuse korrutamistehte suhtes. Muuhulgas
voime vaadelda rithma R*.
Kujutus
¢ :R* —R*, z+— 2?2

on rithmade homomorfism, sest mistahes x,y € R* korral
p(ry) = wyry = zryy = e(x)p(y).
Vaatleme regulaarsete maatriksite rithma GL, (R) korrutamise suhtes. Kujutus
Y GL,(R)—R*, A+ det(A)
on rithmade homomorfism, sest det(AB) = det(A) det(B) mistahes A, B € GL,(R) korral.

Kas kahe homomorfismi jarjestrakendamisel (kui see on véimalik) saame ka homomor-
fismi? Olgu antud rithmad G, H ja K ning nende vahelised homomorfismid ¢ : G — H ja
v H — K. Siis nende kujutuste korrutis 1) o p : G — K on defineeritud eeskirjaga

(Y o p)(a) :=(p(a))
iga a € GG korral. Osutub, et see kujutus ¥ o ¢ on samuti homomorfism.

Lause 1.12 Kui ¢ : G — H ja v : H — K on rihmade homomorfismid, siis ka 1 o@ on
riihmade homomorfism.

TOESTUS. Mistahes a,b € G korral

(¢ 0 @)(ab) = P(p(ab)) (¢ 0 det.)
= P(p(a)p(b))) (¢ on homomorfism)
= (p(a))(p(b)) (¢ on homomorfism)
= (Y op)(a)(@op)(b). (o def.)

O

Definitsioon 1.13 Homomorfismi mingist rithmast iseendasse nimetatakse selle rithma
endomorfismiks.



Rithma G koigi endomorfismide hulka tdhistatakse siimboliga End(G). On selge, et
riithma G samasusteisendus idg on selle riithma endomorfism ja et kahe endomorfismi
korrutis on alati defineeritud.

Lause 1.14 Iga rihma G korral on hulk End(G) monoid kujutuste korrutamise suhtes.

TOESTUS. Selle lihtsa toestuse jatame labimotlemiseks lugejale. a

Definitsioon 1.15 Bijektiivset homomorfismi nimetatakse isomorfismiks.

Definitsioon 1.16 Riihmi G ja H nimetatakse isomorfseteks, kui leidub isomorfism
v:G— H.

Asjaolu, et rithmad G ja H on isomorfsed, mérgitakse kirjutades G ~ H voi G = H.
Nii nagu ei saa radkida koigi hulkade hulgast, ei saa radkida ka koigi rithmade hulgast.
Kiill aga saab réddkida koigi rithmade klassist.

Lause 1.17 Isomorfsusseos on ekvivalentsiseos koigi rihmade klassil, s.t. ta on reflek-
stivne, simmeetriline ja transitiivne.

TOESTUS. On selge, et iga rithma G korral on samasusteisendus idg : G — G isomorfism
ja seega G ~ (. Samuti on selge, et kahe isomorfismi korrutis on isomorfism ja seega
on isomorfsusseos transitiivne. Veendume, et seos ~ on stimmeetriline. Olgu G ~ H
ja leidugu rithmade isomorfism ¢ : G — H. Kuna ¢ on bijektiivne, siis on tal olemas
poordkujutus ¢! : H — G, kusjuures mistahes h € H ja g € G korral

e '(h) =g <= ¢(g) =h. (1)

Hulgateooriast teame, et kujutus ¢! on bijektiivne. Jiib veel ndidata, et ta on homomor-
fism. Olgu niiiid hy, he € H. Kujutuse ¢ siirjektiivsuse tottu leiduvad sellised elemendid

91,92 € G, et (g1) = hq ja ©(g2) = ha. Siis

¢~ (hihe) = ¢~ (0(91)9(g2))

=@~ (go(glgg)) (¢ on homomorfism)

= (¢ o 9)(9192) (p~loyp def)

= idg(9192) (p~to ida)

= 9192 (le def.)

= ¢~ (ha)™ (ha). (omadus (1))

Seega o' : H — G on rithmade homomorfism ja kokkuvéottes isomorfism. Viimane
tdhendab, et H ~ (G, mida oligi tarvis toestada. O



Definitsioon 1.18 Bijektiivset endomorfismi nimetatakse automorfismiks.
Rithma G koigi automorfismide hulka téhistatakse stimboliga Aut(G).
Lause 1.19 Iga rihma G korral on hulk Aut(G) rihm kujutuste korrutamise suhtes.

TOESTUS. Ka selle toestuse jatame lugejale 1abimotlemiseks. O

Naiide 1.20 Olgu G rithm ja z € G mingi element. Siis kujutus
0, G—G, g a gz = g"

on rithma G automorfism. (Miks ta on homomorfism? Mis on tema poordkujutus?) Au-
tomorfisme ¢,, x € GG, nimetatakse rithma G siseautomorfismideks. Elementi g* nime-
tatakse elemendi g kaaselemendiks x suhtes.

1.3 Alamriithm

Definitsioon 1.21 Rithma G mittetiihja alamhulka H nimetatakse alamrithmaks (ja
kirjutatakse H < @), kui iga h,k € H korral hk € H ja h™' € H.

Sama definitsiooni sonastatakse monikord lithemalt 6eldes: rithma mittetiihi alamhulk
on alamriihm, kui ta on kinnine korrutamise ja péordelemendi votmise suhtes. Kui h €
H < @, siis ka h™! € H ning jirelikult 15 = hh™! € H. Niisiis rithma G iga alamriihm
peab sisaldama selle riihma iihikelementi.

Rithma G koigi alamrithmade hulka téhistatakse Sub(G).

Rithma G alamrithma H nimetatakse parisalamrithmaks, kui H # G. Sellisel juhul
kirjutatakse H < G.

Jargmine lause on lihtsasti toestatav.

Lause 1.22 Riihma G mittetiihja alamhulga H jaoks on jargmised viited samavddrsed:
1. H on G alamrihm;
2. iga h,k € H korral hk~' € H;
3. iga h,k € H korral h~"*k € H.

Jargmine viide on ilmne.

Lemma 1.23 Kui H on rihma (G, *) alamrihm, siis on H ise ka rihm G korrutamise
poolt indutseeritud korrutamistehte ' suhtes, mis on defineeritud vordusega

h'k:=hxk
1ga h,k € H korral.

Reeglina muidugi alamrithma puhul kasutatakse sama tehtemérki nagu terve rithma
puhul. Naiteks rithma (R, +) alamhulk Z on alamrithm, mida me rithmana tdhistame
samuti (Z, +).



Ulesanne 1.24 Niidata, et seos < on jirjestusseos koigi rithmade klassil.
Ulesanne 1.25 Veenduda, et hulk
SL,(R)={A € GL,(R) | det(A) =1}
on rithma (GL,(R),-) alamrithm.
Ulesanne 1.26 Veenduda, et iga rithma G korral on siseautomorfismide hulk
Inn(G) = {p. |z € G}
rithma Aut(G) alamrithm.
Ulesanne 1.27 Leida rithma (Zg, +) véhim alamrithm, mis sisaldab elementi 4.

Kui H < G, siis saab vaadelda sisestuskujutust ¢+ : H — G, mis on defineeritud

vordusega
th)=nh

iga h € H korral. On lihtne aru saada, et selline kujutus on alati iiksithene homomorfism.
Seega iga alamriihm tekitab teatud kanoonilise homomorfismi. Teatud mottes kehtib ka
vastupidine, s.t. iga homomorfismiga on seotud teatud alamrithm.

Kui ¢ : H— G on homomorfism, siis voime vaadelda ¢ kujutist, s.t. hulka

p(H) ={p(h) |he H} CG.
Tihti kirjutatakse p(H) asemel ka im(p). Tuleb vélja, et p(H) on G alamrithm.
Lause 1.28 Kui ¢ : H — G on rihmade homomorfism, siis o(H) < G. Kui ¢ on
tlikstihene, siis
H~p(H).
TOESTUS. Olgu ¢(hy),(he) € ¢(H), kus hy, he € H. Kuna ¢ on homomorfism, siis
p(h)p(he) = p(hihs) € (H) ja @(h)™" = p(hi') € p(H).
Seega p(H) on rithma G alamrithm. Kui ¢ on iiksiihene, siis kujutus
H — ¢o(H), h— p(h)

on bijektiivne ja seega rithmade isomorfism.

)
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Alamrithmade {ihisosa on samuti alamrithm.

Lause 1.29 Kui H;, i € I (kus I on mingi mittetihi hulk), on rihma G alamrihmad,
siis ka ();c; H; on G alamrihm.

TOEsTUS. Olgu H = (),
lg € H # (). Lisaks sellele

hke H = (Miel)h ke H = (MViel)hke€ H, = hk € H,
he H = (Viel)hec H; = (Vicl)h'eH, = h'cH

H;. Kuna G iihikelement 14 kuulub igasse alamriithma, siis

O

Sellest lausest jareldub, et kui X on rithma G mittetiihi alamhulk, siis leidub rithma G
vahim alamriithm, mis sisaldab hulka X . Téepoolest: vaatleme koikvoimalikke alamriithmi,
mis sisaldavad hulka X (selliseid on kindlasti vihemalt iiks: G ise), ja votame nende
ithisosa. Seda vahimat alamriihma nimetatakse rithma G alamhulga X poolt tekitatud
alamriihmaks ja tdhistatakse (X). Kui (X) = G, siis deldakse, et X on G tekitajate
siisteem (ehk moodustajate siisteem).

1.4 Dieedri rithm

Selles paragrahvis konstrueerime iga n € N jaoks rithma G' Ly (R) teatud alamrithma, mille
elemendid vastavad korrapérase n-nurga pooretele ja peegeldustele.

Olgu tasandil fikseeritud ristkoordinaadistik. Kui punkti P(x1, y;) kaugus nullpunktist
on r ja nurk z-telje ja selle punkti kohavektori vahel on teravnurk ¢, siis selle punkti

koordinaatide veerg on
x1\  (rcos¢
yi) \rsing/’

r (331>?J1)
4 ¢

Kui poéérame tasandit iimber nullpunkti § € R radiaani vorra vastupéeva, siis liigub see
punkt uude kohta, mille koordinaatide veerg on

xa\  (rcos(¢p+0)\  [rcospcosf —rsingsind

yo )  \rsin(¢p+6))  \rsingcosf + rcos¢psinb
_ (x1cos0 —y;sin@\  fcosf —sind 1
- \xisinf +y cosf)  \sinf cosb yi )
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Nagu ndeme saab sellise poérde korral punktide koordinaate teisendada maatriksiga

A(0) = (COSG —sine)

sinf cos0

vasakult korrutades. Saab néidata, et sama kehtib siis, kui 6 on 2., 3. voi 4. veerandi nurk.
Paneme tihele, et A(0)* = A(k0) iga k € N korral, sest tasandi poéramine 6 radiaani
vorra k korda on sama, mis tasandi pooramine k6 radiaani vorra iiks kord.

Vaatleme maatrikseid
1 0 . 1 0
=6 %) o= (o)

kus J viljendab tasandi peegeldamist x-telje suhtes ja E on iithikmaatriks.
Lemma 1.30 Iga nurga 0 korral on A(6) péoratav maatriks ja
A0)T = JAWO) .
TOESTUS. Kuna |A(0)| = cos? @ + sin? 0 = 1, siis A(f) € GLy(R). Lisaks sellele
cosf sinf cosf) —sind 1 0
A(0)7A(0) = <sin9 — o8 9) (sin9 cos ) - (O —1) =

Korrutades vorduse A(6)JA(#) = J molemaid pooli paremalt maatriksiga A(6)~! saamegi
soovitud tulemuse. a

Fikseerime niiiid naturaalarvu n ja tdhistame
2 i 2T
A=A 2 = CQSQ” SmQ" .
n sin =& cos =*
n n

Dy ={EA, ..., A" J JA,. .. JA" !}

on rihma GLy(R) alamrihm, milles on 2n elementi.

Lause 1.31 Hulk

TOEsTUS. Kdigepealt nditame matemaatilise induktsiooni abil, et iga k& € N korral
JARJ = AV, (2)

Lemmast 1.30 teame, et AJ = JA™!. Korrutades seda vordust vasakult maatriksiga J
saame JAJ = A~! (sest J? = E). Seega viide kehtib k = 1 korral. Eeldame, et k > 1 ja
et vaide kehtib k£ — 1 korral. Siis

AR = A==V AL = JAR-LJJAT = JAFTEAT = JA*J.
Toestatud omadusest (2) jareldub, et
JARJAR = A~k Ak = B,

seega iga k € {0,1,...,n — 1} korral JA* podrdmaatriks on ta ise. Vordusest A" = E
jareldub, et A* poordmaatriks on A" %, Seega nieme, et hulk Dy, on kinnine péérdelemendi
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votmise suhtes. Jadb veel kontrollida kinnisus korrutamise suhtes. Selleks nditame, et iga
x,y € Do, korral zy € D,,. Vaatleme nelja juhtu, kus k,l € {0,1,...,n — 1}.

1.z = A¥ y = Al Siis 2y = A¥ = A" € D,,, kus r on jiik, mis tekib k + [ jagamisel
n-ga.
2.1 = JA* y = Al Siis vy = JA*! = JA" € D,,, kus r on samasugune nagu enne.
3. v = AF y = JA. Siis

ay=ARJA = JJARFJA' = JATF A = JA™F € Dy,.
4. x = JA* y = JA! Siis
xy = JAPJA = AR AL = AR € Dy,

Sellega on toestatud, et Dy, on alamrithm.

On selge, et |Do,| < 2n. Et toestada vordus |Dsy,| = 2n piisab néidata, et maatriksid
E,A,..., A1 J JA,... JA" ! on paarikaupa erinevad. Kuna elemendi A jirk on n, siis
on selge, et B, A,..., A" ! on paarikaupa erinevad, nad moodustavad D,, alamriihma,
mida téhistame (A). Selles alamrithmas on iga maatriksi determinant vordne 1-ga. Kuna
|JAF| = |J| - |A¥] = (=1) - 1 = —1, siis JA* & (A). Kui me oletaksime, et JA* = JA!

kus k,1 € {0,1,...,n — 1} ja k # [, siis selle vorduse korrutamisel vasakult maatriksiga
J saaksime A* = A!, mis on vastuolus sellega, et (A) elemendid on erinevad. Seega ka
J,JA, ..., JA" ! on paarikaupa erinevad. O

Definitsioon 1.32 Riihma Dy, nimetatakse dieedri rithmaks jirguga 2n. See koosneb
n poordest E, A, ... A"t ja n peegeldusest J, JA, ..., JA" L

Dieedri rithma Ds,, voib vaadelda sellise korrapérase n-nurga siimmeetriateisenduste
rithmana, mille tipud asuvad punktides

2km
(@2&),k% k=01,...,n—1.

S1n
n

1.5 Riithmade otsekorrutis

Meenutame, kuidas defineeritakse hulkade otsekorrutis. Lopliku arvu mittetiihjade hul-
kade Ay,..., A, (n € N) otsekorrutis on hulk A; x ... x A,, mille elementideks on kaik
16plikud jadad (ehk jarjendid ehk korteezid) (aq,...,a,), kus a; € Ay,...,a, € A,. Seda
otsekorrutist téhistatakse ka []" | A;.

Loenduva hulga mittetiihjade hulkade A;, As, ... otsekorrutis on koigi selliste jadade
(a1,as,...) hulk, kus a; € A; iga indeksi ¢ € N korral. Seda jadade hulka téhistatakse kas
Ay x Ay x.oovol [0, As vol [],en Ai- Jada (aq, aq, .. .) téhistatakse ka (a;)ien.

Paneme téhele, et jada (a;)ieny vOib vaadelda kui kujutust a : N — |J,.y A, mis
rahuldab tingimust a(i) € A; iga i € N korral ja mille puhul on téhistatud a; := a(7).

Analoogiliselt defineeritakse suvalise mittetiithjade hulkade pere A;, i € I (I on mingi
mittetiihi hulk), otsekorrutis kui koigi kujutuste a : I — J,c; A; hulk, mis rahuldavad
tingimusi a(i) € A; iga ¢ € I korral. Seda hulka tdhistatakse [],.; A;. Selle elemente
voib ette kujutada kui “iildistatud jadasid” ja me hakkame neid téhistama analoogiliselt
harilike jadadega (a;);er-
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Kui A = Hje[ A;, siis kujutust m; : A — A;, ¢ € I, mis on defineeritud vordusega

mi((aj)jer) = a;

nimetatakse otsekorrutise A i-ndaks projektsiooniks. On selge, et mittetiithjade hulkade
otsekorrutise koik projektsioonid on siirjektiivsed.

Lause 1.33 Kui G;, i € I, on rihmad, siis defineerides hulgal [],.; G;i korrutamise
vordusega

(ai)ief : (bi)iel = (aibz‘)iel

(niidelda komponenthaaval) saame rihma.
TOEsTUS. Korrutamine on assotsiatiivne, sest

((ai)ier - (bi)ier) - (ci)ier = ((aibi)ci)ier = (ai(bici))ier = (ai)ier - ((bi)ier - (¢i)ier) -
Uhikelemendiks on jada (1;)iez, kus 1; on rithma G; iihikelement. Jada (a;)ie; poord-
elemendiks on jada (a; ')ic;. O
Definitsioon 1.34 Riihma [],.; G; nimetatakse riihmade G;, 7 € I, otsekorrutiseks.
Naide 1.35 Niiteks rithmade (Z3; +) ja (Z7;+) otsekorrutises Zs x Zz voib arvutada

2,4)+(1,5)=(2+1,4+5) = (3,9) = (0,2).

Lause 1.36 Riihmade otsekorrutise projektsioonid on rihmade homomorfismid.

TOEsTUS. Kui a = (a;)jer ja b = (bj)jer on rithmade otsekorrutise [ [, G; elemendid,
siis iga ¢ € I korral

mi(ab) = m; ((ajb;)jer) = aib; = mi(a)mi(b).

1.6 Korvalklassid, Lagrange’i teoreem

Rithmade faktoriseerimisel kasutatakse teatud alamrithmade korvalklasse. Selles parag-
rahvis uurime korvalklasside omadusi ja tdestame nende abil teoreemi, mis on nime saanud
prantsuse matemaatiku Joseph-Louis Lagrange’i (1736-1813) jirgi. See teoreem annab
seose 16pliku rithma alamriihma elementide arvu ja terve rithma elementide arvu vahel.

Definitsioon 1.37 Olgu G rithm ja H tema alamriithm. Siis hulka
aH ={ah | h € H}

(Ha = {ha | h € H}), kus a € G, nimetatakse alamrithma H vasakpoolseks (parem-
poolseks) korvalklassiks riithmas G esindajaga a.

Kui G on rithm iihikelemendiga 1, siis 1¢- H = H = H - 1¢, s.t. alamrithm H on ise
nii vasakpoolne kui parempoolne korvalklass.
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Niide 1.38 Vaatleme Abeli rithma (Z, +). Lihtne on veenduda, et hulk
57 =1{5z|z€Z}={..,—10,-5,0,5,10,...}

on selle rithma alamrithm. Kommutatiivsuse tottu ei ole vahet vasakpoolsetel ja parem-
poolsetel korvalklassidel. Uheks korvalklassiks on néiteks hulk

245Z={24+5z|2z€Z}={...,-8,-3,2,7,12,.. .},
s.t. arvu 2 jadgiklass mooduli 5 jargi.
Jargmine lause annab iihe voimaluse korvalklasside vordsuse tuvastamiseks.
Lause 1.39 Olgu G rihm, H < G ja a,b € G. Siis
aH =bH < a'be H.
Analoogiliselt Ha = Hb parajasti siis, kui ab=! € H.

TOESTUS. Me toestame ainult esimese véite. Teise viite toestus on sarnane.
TARVILIKKUS. Kehtigu vordus aH = bH. Kuna b =b0-1 € bH = aH, siis leidub selline
element h € H, et b = ah. Korrutades seda vordust vasakult elemendiga a~! saame, et
a'b=heH.

P1isavus. Oletame, et a='b € H ja tihistame h := a~'b. Siis b = ah, millest jireldub,
et bH C aH. Korrutades vordust b = ah paremalt elemendiga h~! saame, et a = bh™!,
millest jareldub sisalduvus aH C bH. Kokkuvottes aH = bH. O

Vottes eelmises lauses a = 1 saame jargmise tulemuse.

Jareldus 1.40 Kui H on rihma G alamrihm ja b € G, sits H = bH parajasti siis, kui
be H.

Jargnev lause {itleb, et rithmas on koik korvalklassid sama véimsusega.
Lause 1.41 Olgu G rihm ja H < G. Siis iga a € G korral |aH| = |H| = |Hal.
TOESTUS. Defineerime kujutuse f : H — aH vordusega
f(h):=ah

iga h € H korral. On selge, et f on siirjektiivne. Kui ah = ah’, h,h' € H, siis korru-
tades selle vorduse molemaid pooli vasakult elemendiga a~! saame vorduse h = h'. See
tahendab, et kujutus f on injektiivne. Jarelikult f on bijektiivne ja |H| = |aH|. Analoo-
giliselt saab toestada vorduse |H| = |Hal. O

Definitsioon 1.42 Lopliku rithma jarguks nimetatakse tema elementide arvu.

Teoreem 1.43 (Lagrange’i teoreem) Lopliku rihma iga alamrihma jirk jagab selle
rihma jarku.
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TOEsTUS. Olgu G 16plik rithm ja H < G. Naitame, et vasakpoolsete korvalklasside hulk
{aH | a € G} annab klassijaotuse hulgal G. Kuna a = a -1 € aH iga a € G korral, siis
hulgad aH on mittetithjad. Samuti on selge, et

G:UaH.

Veendume, et kui hulgad a H ja bH loikuvad, siis on nad vordsed. Selleks oletame, et leidub
element g = ah; = bhy € aHNbH, kus hy, hy € H. Siis hy = a~*bhy ja a™'b = hih,' € H,
sest H on alamrithm. Lause 1.39 pohjal aH = bH. Sellega oleme n#idanud, et tegemist
on klassijaotusega. Lause 1.41 pohjal teame, et koik vasakpoolsed korvalklassid on sama
voimsusega (tdpsemalt voimsusega |H|). Seega kui neid korvalklasse on m tiikki, siis

Gl =m- |H|

ehk naturaalarv |H| jagab naturaalarvu |G|. O

1.7 Faktorrithm

Rithmi saab faktoriseerida teatud eriomadustega alamrithmade jargi.

Definitsioon 1.44 Riithma G alamriihma H nimetatakse normaalseks alamriithmaks
ehk normaaljagajaks, kui iga ¢ € G ja iga h € H korral g~'hg € H. Sellisel juhul
kirjutatakse H < G.

Niide 1.45 Iga rithma G korral on alamrithmad G ja {1} normaalsed.

Niide 1.46 Kommutatiivse rithma (ehk Abeli rithma) koik alamrithmad on normaalsed,
sest g thg =g 'gh=h¢e H.

Naiide 1.47 Rithma GL,(R) alamrithm SL,(R) on normaalne.

Lause 1.48 Rihma G alamrihm H on normaalne parajasti siis, kui iga g € G korral
gH = Hg.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu H rithma G normaalne alamrithm. Kui g € G ja h € H,
siis gh = (¢g71)"thg™t - g € Hg, sest (g7')"thg™' € H. Seega gH C Hg. Samuti hg =
g-g9 thg € gH ja seega Hg C gH. Kokkuvottes gH = Hg iga g € G korral.

Piisavus. Eeldame, et gH = Hg iga g € G korral. Kui h € H, siis hg € gH ja seega
leidub selline ' € H, et hg = gh'. Jarelikult g~thg = h' € H. O

Niisiis alamrithma normaalsus tdhendab seda, et vasakpoolsed ja parempoolsed korval-
klassid tema jérgi langevad kokku.

Definitsioon 1.49 Riihma G alamrithma H indeksiks rithmas G (téhistus |G : H])
nimetatakse H vasakpoolsete korvalklasside hulga voimsust.

Lause 1.50 Iga alamrihm indeksiga 2 on normaalne.
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TOESTUS. Olgu H rithma G alamrithm, mille indeks on 2. Siis leidub téapselt 2 vasak-
poolset ja tédpselt 2 parempoolset korvalklassi H jargi. Kuna iiks korvalklass on H ja
korvalklassid on l6ikumatud, siis teine peab olema G\ H. Kui g € H, siis gH = H = Hg.
Kui g € G\ H, siis gH = G\ H = Hg. Seega H on normaalne alamrithm. O

Definitsioon 1.51 Kui ¢ : G — H on rithmade homomorfism, siis hulka
Kero ={g € G|lplg) =1n}
nimetatakse homomorfismi ¢ tuumaks.

Lause 1.52 Riihmade homomorfismi ¢ : G —= H tuum on rihma G normaalne alam-
rihm.

TOEsTUS. Lihtne on veenduda, et Ker ¢ on G alamrithm. Kui a € Ker ¢ ja g € G, siis
w9 ag) = ¢(g7)e(a)p(g) = (9)~" ~ 1u - p(g) = 1
ning seega g lag € Ker ¢. O
Homomorfismi tuuma abil saab otsustada, kas see homomorfism on iiksiihene.

Lause 1.53 Rihmade homomorfism ¢ : G— H on iiksiihene parajasti siis, kui Ker o =

{1c}-

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu ¢ iiksiihene ja a € Kerg. Siis ¢(a) = 1g = ¢(1g).
Uksiihesuse tottu a = 1 ja seega Ker p = {15}.
Piisavus. Eeldame, et Ker o = {1¢}. Kui p(a) = ¢(b), kus a,b € G, siis

pab™) = p(a)p(b™") = (a)p(b) " = 1,
kust ab~! € Ker ¢. Seega ab™! = 15 ja a = b. Oleme niidanud, et ¢ on iiksiihene. a
Asume niiiid faktorrithmi moodustama.
Lause 1.54 Kui G on rihm ja H < G, siis defineerides korvalklasside hulgal
G/H :={aH | a € G}

korrutamise eeskirjaga

(aH) - (bH) = (ab)H

saame rihma.

TOESTUS. Veendume, et korrutamine on korrektselt defineeritud. Selleks oletame, et
aH = cH ja bH = dH, kus a,b,c,d € G. Siis a~'c,b~'d € H. Kuna H on normaal-
ne alamriithm, siis

(ab)"Hcd) =b""ared =b""(a""e)b-b'd € H.

Jarelikult (ab)H = (ed)H, mis téhendab, et korrutis ei sdltu korvalklassi esindaja valikust.
Lihtne on né#ha, et korvalklasside korrutamine on assotsiatiivne, et H = 1H on
ithikelement ja elemendi aH poordelement on a ' H. O

16



Definitsioon 1.55 Eelmises lause konstrueeritud rithma G/H nimetatakse rithma G
faktorriihmaks normaalse alamrithma H jérgi.

Lause 1.56 Kui H on rihma G normaalne alamrihm, siis kujutus
7:G— G/H, aw— aH,
on stirjektitone rithmade homomorfism, mille tuum on H.
TOESTUS. Mistahes a,b € G korral
m(ab) = (ab)H = (aH)(bH) = w(a)7(b),
seega m on homomorfism. Siirjektiivsus on ilmne. Ténu jéreldusele 1.40 kehtib
Kermr={a€G|aH=H}=H.

O

Definitsioon 1.57 Homomorfismi 7 : G — G/H nimetatakse rithma G loomulikuks
projektsiooniks faktorriihmale G/H.

Abeli rithma koik alamrithmad on normaalsed. Kui A on aditiivne Abeli rithm (s.t.
tema kahekohalist tehet tdhistame siimboliga + ja nimetatakse liitmiseks) ja H tema
alamriithm, siis faktorrithma A/H elementideks on korvalklassid a+ H = {a+h | h € H},
a € A, ja korvalklasside liitmine on defineeritud vordusega

(a+H)+ (b+H):=(a+b)+ H.

Kuna poordelementide osas on vastandelemendid, siis lause 1.39 pohjal mistahes elemen-
tide a,b € A korral

a+H=b+H<+= —a+bcH<a—-bec H. (3)

On selge, et Abeli rithma faktorrithm on ka kommutatiivne. Kui ¢ : A — B on Abeli
rithmade homomorfism, siis

Kerp={ae€ A|¢(a) =0g}.

Niide 1.58 Vaatleme Abeli rithma (Z, +). Lihtne on veenduda, et kui n > 2 on natu-
raalarv, siis alamhulk
nZ={nx|xeZ}CZ

on alamrithm rithmas (Z, +). Korvalklassid on kujul
a+nZ={a+nz|z €},

a € 7. Tahistame sellist korvalklassi stimboliga @. Téhistame faktorrithma
L, :=7Z/nZ ={a | a € Z}.

Faktorrithma liitmine on defineeritud vordusega

a+b=a+b,

a,b € 7Z. On voimalik niiidata, et Z, = {0,1,...,n — 1}. Selle faktorrithma puhul on
tegemist héstituntud jadgiklasside aditiivse rithmaga mooduli n jargi.
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2 Isomorfismiteoreemid

Selles peatiikis toestame rithmade homomorfismiteoreemi ja kolm klassikalist teoreemi,
mis kédivad isomorfismide kohta teatud faktorrithmade vahel.

Teoreem 2.1 (Homomorfismiteoreem) Kui ¢ : G—= H on rihmade homomorfism,
N QG ja N C Ker o, siis leidub iiheselt madratud riihmade homomorfism ¢ : G/N — H
nii, et Y omw =, kus m : G—=G/N on loomulik proketsioon.

TOESTUS. Defineerime kujutuse ¢ : G/N — H vordusega

(aN) := p(a)
iga a € G korral.
¥
G H
A
N -
G/N

Mistahes a,b € G korral
aN =bN <= a'be N = a'beKerp = ¢(a'b) =1y = o¢(a) = p(b),
seega 1 on korrektselt defineeritud. Ta on ka homomorfism, sest
P((aN)(bN)) = P(abN) = p(ab) = ¢(a)p(b) = P(aN)P(bN).

Lisaks sellele (¢ o m)(a) = ¥(alN) = ¢(a) iga a € G korral.
Kui ka v : G/N—=H on selline homomorfism, et yom = ¢, siis yor = tox. Jarelikult
iga aN € G/N korral

V(aN) = (yom)(a) = (Y om)(a) = ¢(aN),

mis tdhendab, et v = 1. Seega 1 on iiheselt méaratud. O

Jareldus 2.2 Kui ¢ : G— H on siirjektiivne riihmade homomorfism, siis
G/Kerp ~ H.

TOrsTUS. Rakendame homomorfismiteoreemi olukorras, kus N = Ker ¢. Meenutame, et
lause 1.52 tottu Ker ¢ < G. Kujutuse ¢ siirjektiivsusest jareldub ka ¢ siirjektiivsus. Kui
1y =¢(aKery) = p(a), siis a € Ker p ja aKer ¢ = Ker ¢. Seega Ker ) = {Ker ¢} = {N}
ja ¥ on injektiivne tdnu lausele 1.53. Kokkuvottes ¢ on rithmade isomorfism. a
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Naide 2.3 Vaatleme rithmade homomorfismi
¢ :GL,(R)—R"*, A det(A).

See homomorfism on siirjektiivne, sest arvu r € R* iiheks originaaliks ¢ suhtes on néiteks
maatriks

r 0 0
0 1 0
0 0 1

Lisaks sellele
Kerp = {A € GL,(R) | det(A) =1} = SL,(R).

Jareldus 2.2 iitleb meile, et
GL,(R)/SL,(R) ~ R*.

Kui H ja K on rithma G mingid alamhulgad siis tdhistatakse
HK :={hk|he H ke K} CG.

Kui H ja K on G alamrithmad, siis H K ei pruugi veel olla G alamrithm. Kiill aga saame
alamrithma siis, kui vihemalt iiks alamriihmadest H ja K on normaalne.

Lemma 2.4 Kui G on riihm, H < G ja K 4G, siis HK < G.
TOESTUS. Kuna 1g = 1glg € HK, siis HK # ().
Olgu hiky, hoke € HK, kus hy,hs € H ja ki, ko € K. Kuna kihy € Khy = hoK (see
vordus kehtib ténu sellele, et K < G), siis leidub selline k € K, et kjhy = hok. Jérelikult
(hlk'l)(hgkg) - h1<k’1h2)k’2 - hl(hgk)k'g - (hlhg)(ka) < HK

ning me oleme néiidanud, et H K on kinnine korrutamise suhtes.
Kui hk € HK, siis

(hk) ™ =k A = (W 'Rk h ™ = N (W) e ) € HEK,

sest h™' € H ja (h™')"'k~*h™! € K. Seega HK on kinnine ka poordelemendi votmise
suhtes. a

Meil 1dheb vaja ka jargmist abitulemust.
Lemma 2.5 Kui G on rihm, K ]G ja K C H <G, sitis K I H.
TOESTUS. On selge, et K on alamrithm rithmas H. Kuna gK = Kg iga g € G korral, siis
ka hK = Kh iga h € H korral. See tdhendab, et K < H. O
Teoreem 2.6 (Esimene isomorfismiteoreem) Olgu G rihm, H < G jo K < G. Siis

H/(HNK)~ HK/K.
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TOESTUS. Lemma 2.4 pohjal HK < G. Kuna K <G ja K C HK, siis lemma 2.5 tottu
K < HK ja faktorrithm HK/K on olemas.
Defineerime kujutuse ¢ : H — HK/K vordusega

o(x) =2K

iga x € H korral. Kuna ¢ = 7|y, kus 7 : HK — HK/K on loomulik projektsioon,
siis ¢ on homomorfism. Kui (hk)K € HK/K, siis p(h) = hK = h(kK) = (hk)K, mis
tdhendab, et ¢ on pealekujutus. Kasutades jareldust 2.2 voime 6elda, et

H/Kerp = HK/K.

H ‘ HK/K
Kuna
reEKerp < 2 € HANp(r) =K < z€ HNzK =K
<— rxeHNreK < re HNK,
siis Kerp = H N K. a

Mairkus 2.7 Eelmises teoreemis esinevate alamrithmade vahelisi sisalduvusseoseid illust-
reerib jargmine diagramm (suuremad alamrithmad on tilevalpool):

G

HK
H / \K |
Sk
Teoreem 2.8 (Teine isomorfismiteoreem) Olgu G rihm, H 1G, K <G joa K C H.
Sii
(G/K)/(H/K) = G/H.

TOESTUS. Kuna K <@, siis tdnu lemmale 2.5 ka K < H. Seega on faktorrithmad G/ K,
H/K ja G/H olemas. Defineerime niiiid kujutuse ¢ : G/K — G/H vordusega

p(aK) = aH,

a € G. Oletame, et aK = bK. Siis b"'a € K C H. Lause 1.39 pohjal aH = bH, mis
néitab, et ¢ on korrektselt defineeritud. Lihtne on néha, et ¢ on siirjektiivne homomorfism.
Jérelduse 2.2 pohjal

(G/K)/Kerp = G/H.
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G/K G/H

N A

(G/K)/Kerp
Mistahes korvalklassi aK € G/K, kus a € G, korral
aK € Kerp <= p(aK)=H <= aH =H <= ac€ H — aK € H/K.
Viimane implikatsioon on pooratav, sest
aK e HHK = (3he€e H)aK =hK = (dk€ K)a=hk = a € H.

Jarelikult Ker¢o = H/K (need hulgad koosnevad samadest elementidest). Sellega on
noutud isomorfism toestatud. O

Teoreem 2.9 [Kolmas isomorfismiteoreem] Olgu G rithm, H<LG, 7 : G — G/H loomulik
projektsioon, N A{G/H ja M = 7' (N). Siis M <G ja

G/M = (G/H)/N
TOEsTUS. Kuna M on hulga N originaal kujutuse 7 suhtes, siis
M=7'N)={reG|n(xr)e N} ={xr € G|zH € N}.

Et N on normaaljagaja faktorrithmas G/H, siis ta peab sisaldama selle faktorrithma
ithikelementi H, s.t. H € N. Kuna hH = H € N iga h € H korral, siis H C M C G.
Néitame, et M < G. Olgu z,y € M, s.t. eH,yH € N. Kuna N on G/H alamrithm,
siis (zy)H = (xH)(yH) € N jaxz™'H = (zH)™' € N. Jarelikult zy,z~' € M ja M on
alamrithm.
Veendume, et M JIG. Olgug e G jaz e M. SiisxH € N ja

(97'zg)H = (9H) '(zH)(gH) € N,

sest N on normaaljagaja. Jérelikult g~'zg € M ja M < G.
Kuna H <G ja H C M, siis lemma 2.5 pdhjal H < M. Veelgi enam,

M/H={xH|zxe M} ={zH |z € G,2H € N} =N.
Teise isomorfismiteoreemi pohjal
(G/H)/N = (G/H)/(M/H) = G/M.

O

Mirkus 2.10 Seoseid eelmises teoreemis esinevate alamrithmade vahel illustreerib jargnev
diagramm:
H < M < G

Lo

a(M)= N < G/H

Teoreem viljendab seda, et faktorrithma faktorrithmad on isomorfsed esialgse rithma (s.t.
G) faktorrithmadega.
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3 Riihma elemendi jiark ja tsiiklilised riihmad

3.1 Tsiiklilised riithmad

Olgu (G, ) rithm ja g € G. Meenutame, et iga tiisarvu k jaoks on defineeritud aste g*
(vt. definitsiooni 1.7) ja kehtivad arvutusreeglid

k+

g =g"g, (4" =d"

=g
mistahes k, [ € Z korral.

Kui tegemist on aditiivse rithmaga (A, +), siis defineeritakse analoogiliselt elemendi
a € A kordsed ka, kus k € Z.

Rithma (G,-) elemendi g korral on hulk {¢* | k¥ € Z} C G alamriihm, mis sisaldab
elementi g. Seega (g) C {g* | k € Z}. Teisest kiiljest g poolt tekitatud alamriihm (g) peab
sisaldama koiki g astmeid. Jarelikult

(9) ={d" | k € Z}.

Definitsioon 3.1 Rithma (G, -) nimetatakse tsiikliliseks, kui leidub selline element g €
G, et G = (g). Seda elementi g nimetatakse tsiiklilise rithma tekitajaks (ehk moodus-
tajaks).

Teisisonu rithm (G, -) on tsiikliline, kui temas leidub selline element g, mille astmetena
esituvad koik selle rithma elemendid: G = {¢* | k € Z}. On selge, et iga tsiikliline rithm
on kommutatiivne, sest mistahes k,[ € Z korral

gkgl — gk-‘rl — gl—i-k — glgk

Aditiivne rithm (A, +) on tsiikliline, kui leidub selline a € A, et A = {ka | k € Z}.
Naide 3.2 e Rithm ({1, —1},-) on tsiikliline rithm tekitajaga —1.
e Rithm (Z,+) on tsiikliline rithm tekitajaga 1 voi —1.

e Riithm (Z,,+) on tsiikliline riihm tekitajaga 1 (aga sellel riihmal voib olla teisigi
tekitajaid).

e n-nda astme kompleksarvuliste iithejuurte hulk

2k 2k
V1= {Cos—ﬂ—i—isin—ﬂ ke{0,1,...,n— 1}}
n n
on tsiikliline riihm kompleksarvude korrutamise suhtes, mille iiheks tekitajaks on

ithejuur
20 .. 2w
€1 = COS — + 181N —.
n n

Meil laheb vaja jargmisi arvuteoreetilisi tulemusi.

Lause 3.3 Kuia € Z ja b € N, siis leiduvad q,7 € Z nii, et a =bqg+1 ja 0 <1 < b.

Lause 3.4 Mistahes a,b € Z korral SUT(a,b) = 1 parajasti siis, kui leiduwvad u,v € Z
ni, et au + bv = 1.
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Jargmine teoreem kirjeldab isomorfismi tdpsuseni dra koik tsiiklilised rithmad.
Teoreem 3.5 Sama jarku tsiklilised rihmad on isomorfsed, kusjuures
1. iga lopmatu tsikliline rihm on isomorfne rihmaga (Z,+);

2. iga n-elemendiline tsikliline riihm on isomorfne rihmaga (Zy,+).

TOESTUS. Olgu (G, ) rithm ja G = (g) = {¢" | k € Z}. Siis on kaks vdimalust.
1) g astmete hulgas pole vordseid. Siis G on 16pmatu,

G:{"'79_279_1717g7927"‘}' (4)
Ei ole raske néha, et kujutus ¢ : G — Z, mis on defineeritud vordusega
p(d") = k.

on isomorfism. Seega (G, -) ~ (Z,+),

2) g astmete hulgas on vordseid. See tihendab, et leiduvad k,1 € Z, k # [, nii et g* = ¢.
Olgu k > [. Siis korrutades vorduse ¢* = ¢' pooli elemendiga ¢! saame ¢! = ¢° = 1. Et
k > 1, siis k — [ € N. Olgu n vahim naturaalarv, mille korral ¢" = 1. Néitame, et

G={1.9.4%...g""}. (5)

Selleks tuleb veenduda, et G C {1,¢g,4% ...,¢" '}. Vaatleme rithma G suvalist elementi
" € G, kus k € Z. Lause 3.3 pohjal leiduvad sellised ¢,7 € Z, et k =ng+7rja 0 <r < n.
Jarelikult

g =g""" = (9" =1 =g €{l,9,¢%...,9" "}
ja kehtib vordus (5).

Veendume veel, et elemendid 1, g, ¢°, ..., ¢g" ! on paarikaupa erinevad. Selleks oletame
vastuviiteliselt, et ¢* = ¢/, kus 0 <1 < k <n—1.Siis ¢* ' = ¢! = 1, kus k—1 < n. See on
vastuolus n minimaalsusega. Seega elemendid 1, g, ¢°, ..., ¢" ! peavad olema paarikaupa

erinevad ja |G| = n.
Toestame, et (G, ) =~ (Zy,,+). Isomorfismiks ¢ : G — Z, = {0,1,...,n — 1} sobib
kujutus
p(g") =k,

ke€{0,1,...,n— 1}. Eespool néigime, et
(Vk, 1€ {0,1,...,n—1})(¢" =¢" <= k=1).

Seega  on korrektselt defineeritud ja injektiivne. On selge, et ¢ on siirjektiivne. Naitame,
et ¢ on homomorfism. Mistahes k,l € {0,1,...,n — 1} korral olgu k + | = nqg + r, kus
q,7 € Z ja 0 <r <mn. Siis

0(g°g") = e(d") = o((g") ") = o(g") =T =k + 1=k +1=p(g") + o(g").
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3.2 Riihma elemendi jark

Definitsioon 3.6 Olgu ¢ rithma (G,-) element. Kui [(¢g)] = n € N, siis 6eldakse, et
elemendi g jark on n ja kirjutatakse ords(g) = n vai lihtsalt ord(g) = n. Kui (g) on
l6pmatu rithm, siis 6eldakse, et g on lopmatut jarku element.

Definitsioonist tuleb vilja, et igas rithmas on tapselt iiks esimest jarku element — see
on iihikelement.

Naide 3.7 1. Vaatleme rithmade (Z3, +) ja (Z, +) otsekorrutist G = Z3 x Z. Siis
ordg((2,0)) = 3 ja ordg((0,5)) = co.
2. Substitutsioonirithmas S5 on tsiikli (1, 3,2) jarguks 3.

Lagrange’i teoreemist jareldub vahetult jargmine vaide.
Lause 3.8 Lopliku rihma iga elemendi jirk jagab rihma jdarku.
Teoreemi 3.5 toestuse pohjal voime oelda, et kehtib jargmine tulemus.

Lause 3.9 Kui rihma (G, -) elemendi g jark on loplik, siis on see vihim selline naturaal-
arv n, mille korral g" = 1.

Lause 3.10 Kui g on rihma (G,-) element ja g* = 1 mingi naturaalarvu k korral, siis g
jark on loplik ja jagab arvu k.

TOESTUS. Kuna g% = 1, siis ¢ on kindlasti 1oplikku jérku element, olgu ord(g) = n.
Jagades arvu k jadgiga arvuga n saame leida ¢,r € Z nii, et k =ng+r ja 0 < r < n.

Jarelikult

1:gk:gnq+r:gnq-gr:(gn)q‘grzl‘gr:gr.

Kuna n on vahim naturaalarv, mille korral g™ = 1, siis r ei saa olla naturaalarv, seega
r =0, s.t. k = ngq. Jarelikult n jagab arvu k. a

Lause 3.11 Olgu G n-ndat jirku tsikliline rihm, G = (g9) = {1,g,... ,g" 1} ja olgu
ke {l,...,n—1}. Element g* on riihma G tekitaja parajasti siis, kui SUT(k,n) = 1.
TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu G = (g*). Siis leidub selline u € Z, et (g¥)* = g. Jarelikult
¢" = g ja ¢! = 1. Lause 3.10 pohjal n | ku — 1. Seega leidub g € Z nii, et ku — 1 = ng
ehk ku — ng = 1. Lause 3.4 pohjal SUT(k,n) = 1.

Prisavus. Olgu SUT(k,n) = 1. Siis lause 3.4 pohjal leiduvad sellised taisarvud u, v, et
ku 4+ nv = 1. Jarelikult

g=g"t =" g = (") (g")" = (6" 1 = (g")"
jagl = (¢")"igal e {1,...,n} korral. Viimane tihendab, et G = (g"). O
Lihtne on veenduda, et kehtib jargmine omadus.
Lemma 3.12 Kui (G,-) on rihm ja g € G, siis ord(g) = ord(g™1).
Lemma 3.13 Olgu (G, -) rihm, g € G, m,n € N. Kui ord(g) = mn, siis ord(¢g™) = n.
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TOESTUS. Toestamiseks kasutame lauset 3.9. Olgu ord(g) = mn. Siis (¢™)" = ¢™ =1

Kui oletada, et leidub naturaalarv n/ < n, mille korral (¢™)* = 1, siis ka g™ = 1
ja mn’ < mn, mis on vastuolus eeldusega. Seega n on viahim astendaja, mille korral
(g"™)" = 1; teiste sonadega: ord(¢g™) = n. 0

Toestatud lemmat 1dheb muuhulgas vaja aditiivsete rithmade korral.
Jareldus 3.14 Olgu (A, +) rihm, a € A, m,n € N. Kui ord(a) = mn, siis ord(ma) = n.
Meenutame, et triviaalseks rithmaks loetakse iiheelemendilist rithma.

Lause 3.15 Olgu G mittetriviaalne loplik rihm. Rithmal G ei ole mittetriviaalseid pdris-
alamrihmi parajasti siis kui G on algarvulise jarguga tsiikliline rihm.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Eeldame, et rithmal G # {1} ei ole mittetriviaalseid parisalam-
rithmi. Votame mingi elemendi g € G \ {1}. Siis (¢9) = G (seega G on tsiikliline) ja
ord(g) = |G]. Oletame vastuviéiteliselt, et |G| ei ole algarv. Siis |G| = mn, kus m,n € N,
m,n # 1. Lemma 3.13 pohjal

n = ord(g™) = [{(g™)] .

Kuna n < |G/, siis (¢") on mittetriviaalne parisalamrithm rithmas G, vastuolu. Jarelikult
|G| peab olema algarv.
P1isavus. Olgu G = {1,¢9,4°, ...,¢""'} tsiikliline rithm algarvulise jirguga p ja {1} #
H < G. Siis leidub k € {1,...,p — 1} nii, et ¢* € H. Kuna SUT(k,p) = 1 (sest p on
algarv), siis lause 3.11 pohjal

G=(") CHCG,

kust H = G. Seega rithmal G puuduvad mittetriviaalsed périsalamriihmad. O
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4 Teisenduste rithmad

4.1 Cayley teoreem

Selles paragrahvis toestame iihe olulise teoreemi rithmade kohta, mis demonstreerib subs-
titutsiooniriithmade erilist rolli rithmateoorias.

Definitsioon 4.1 Mittetiihja hulga X bijektiivseid teisendusi nimetatakse substitut-
sioonideks hulgal X. Nende hulk S(X) on rithm teisenduste jérjestrakendamise suhtes.
Seda rithma nimetatakse stiimmeetriliseks rithmaks hulgal X . Stimmeetriliste rithmade
alamriihmi nimetatakse teisenduste rithmadeks.

Erijuhul, kus
X ={1,2,,...,n},
tahistatakse seda rithma siimboliga S,,. Sellest riithmast on varem olnud juttu kursuses
“Algebra 17.
Tuleb vilja, et iga rithma saab sisestada alamrithmana mingisse siimmeetrilisse rithma.
Teiste sonadega: iga rithm on isomorfne mingi teisenduste rithmaga.

Jargmise teoreemi osalise toestuse andis inglise matemaatik Arthur Cayley (1821—
1895) oma 1854. aastal ilmunud teadusartiklis.

Teoreem 4.2 (Cayley teoreem) Iga rihm on isomorfne mingi simmeetrilise rihma
alamriihmaga.

TOESTUS. Toestuse idee on kasutada lauset 1.28.
Olgu G suvaline rithm. Iga elemendi g € G korral voime vaadelda elemendiga g vasa-
kult korrutamise kujutust
Ly:G—G, v+ gx.

Kui z,y € G ja gr = gy, siis korrutades seda vordust vasakult elemendiga ¢! saame

vorduse x = y. See tdhendab, et kujutus L, on injektiivne. Ta on ka siirjektiivne, sest iga
x € G korral

Ly(g7'2) = g(g 'z) = (99 Nx =1lgz =z
Seega L, on bijektiivne kujutus ehk L, € S(G). See lubab meil defineerida kujutuse

0:G—S8(G), g—L,.

Naitame, et ¢ on rithmade homomorfism. Selleks tuleb veenduda, et mistahes ¢g,¢" € G
korral p(g¢") = ¢(g9)¢(g’) ehk L,y = LyL,. Viimane vordus kehtib, sest iga = € G korral

Lyg (2) = (99')x (Lgg def.)
= g(g'x) (assotsiatiivsus)
— Lg(g/x) (L def)
— L(Ly()) (Ly def.)
= (LyLy)(x). (jérjestrakendamise def.)

Kujutus ¢ on ka iiksithene, sest kui L, = Ly, siis g = L,(1¢) = Ly (1lg) = ¢'. Lause 1.28
pohjal
G=p(G) ={Ly g€ G}<S(G).
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4.2 Siimmeetrilised rithmad l6plikel hulkadel

Vaatleme niiiid substitutsioone 16plikul hulgal M = {1,2,...,n} ja nende rithma (S,, o).
Selle rithma elemente tédhistame viikeste kreeka tdhtedega o, 7, .. ..

Substitutsiooni esitamiseks kasutatakse tihti 2-realist ja n-veerulist tabelit, mille esi-
meses reas on hulga {1,2,...,n} elemendid mingis jirjekorras ja teises reas on esimeses
reas olevate elementide kujutised, seega

o i1 bo ...y
o(iy) o(ia) ... olin) /-
Nii sellise tabeli esimese rea kui ka teise rea elemendid moodustavad permutatsiooni, s.t.
jarjendi, milles hulga {1,2,...,n} iga element esineb tépselt ithe korra.

Definitsioon 4.3 Substitutsiooni nimetatakse paarissubstitutsiooniks, kui inversioo-
nide koguarv permutatsioonides tema esituses tabelina on paarisarv. Vastasel korral ni-
metatakse seda substitutsiooni paarituks substitutsiooniks.

Kursuses “Algebra I” ndidatakse éra, et substitutsiooni paarsus ei s6ltu tema esitusest
tabelina.

Naiide 4.4 Leiame substitutsiooni

2 4 1

paarsuse. Kuna 1(2,3,4,1) + 1(3,4,1,2) = 34+ 4 = 7 on paaritu arv, siis ¢ on paaritu
substitutsioon.

=~ W

Koige sagedamini esitatakse substitutsioon tabelina nii, et selle esimeses reas on nii-
nimetatud loomulik permutatsioon (1,2,3,...,n):

B 1 2 ... n
T\ o) o2 ... on) )
Sellist tabelit nimetatakse substitutsiooni 0 normaalkujuks.
Naide 4.5 Leiame substitutsioonide

(1234 . B
T=\24 31 Ja o=

korrutise 7o rithmas Sy. Kuna (70)(1) = 7(0(1)) = 7(2) =4, (70)(2) = 7(0(2)) = 7(3) =
3, (10)(3) = 1ja (10)(4) = 2, siis

(1234
=431 92)

Riithma S,, iihikelemendiks on iihiksubstitutsioon

_ 1 2 ... n
c=\12 ... n)
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Substitutsiooni ¢ € 5, péordteisendust nimetatakse o podrdsubstitutsiooniks ja
tihistatakse siimboliga 0=, On selge, et kui

o= ( g(11) 0(22) T o) ) ) (6)

o1 < o(l) o(2) ... on) > (7)

1 2 n

s.t. poordsubstitutsiooni saamiseks voib o esituses tabelina read dra vahetada.
(1 2 3 4
= \2341)

L (2341\ (1234
 “\1234) 41412 3)

Lause 4.7 Substitutsioon ja tema pdordsubstitutsioon on sama paarsuseqa.

siis

Niide 4.6 Kui

siis

TOESTUS. Inversioonide koguarv tabelites (6) ja (7) on sama. O

Definitsioon 4.8 Substitutsiooni nimetatakse tsiikliks, kui ta paigutab mingeid ele-
mente tsiikliliselt iimber ning jéatab iilejadnud elemendid paigale. Tsiiklit o, mis paigutab
iimber elemente i1, 29, ..., % nii, et

J(il) = ’ig, U(ig) = ig, N O'(ik_l) = ik, O'(Zk) = il,

tahistame lithidalt

(il, i27 .« e 7/l'k).
Arvu k nimetame tsiikli (1, 9, .. ., 7;) pikkuseks.
Definitsioon 4.9 Tsiikleid (i1, 42, ...,) ja (j1,J2,- - -,J;) nimetatakse sGltumatuteks,

kui {i1, 49, ..., ik} N {J1,Jo, .-, 51} = 0.

Substitutsioonide korrutamisel on {ildiselt tdhtis, millises jarjekorras me neid korruta-
me. Kui aga on tegemist kahe soltumatu tsiikliga, siis nende korrutamisel ei ole tegurite
jarjekord oluline, s.t. soltumatud tsiiklid kommuteeruvad.

Lihtne on aru saada, et kehtivad jargmised laused.

Lause 4.10 Iga substitutsiooni saab esitada soltumatute tsiklite korrutisena. See esitus
on tihene tsiiklite jarjekorra tdpsuseni.

Lause 4.11 Tsiikle jark rihmas S, on vordne tema pikkusega.

Niide 4.12 Riihmas Sy saame esitada

(123456789

569 7 4 2 1 8 3>:(1,5,4,7)(2,6)(3,9):(2,6)(1,5,4,7)(3,9),

) )

Mérgime veel, et néiteks

123456738
(1’5’4’7)_(52374618
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Lause 4.13 Substitutsiooni jirk on vordne tema soltumatute tsiiklite pikkuste vihima
tihiskordsega.

TOEsTUS. Olgu 0 = (1(... (G, kus (1, (G, ..., € S, on soltumatud tsiiklid. Olgu I;
tsiikli ¢; pikkus, i = 1,...,k, ja olgu

m = VUK(ly,la, ..., 1)

Siis [; | m ja
o= (GGG = (P =ee. e =¢.

Oletame, et ka 0" = ¢, kus r € N. Siis

e= (G- G)" =G - -G

Kuna tsiiklid on soltumatud, siis peab kehtima (] = ... = (; = €. Kuna (; jark on [;, siis
tanu lausele 3.10 [; | riga i € {1,...,k} korral. Seega r on arvude [y, ..., ithine kordne.
Viahima iihiskordse definitsiooni pohjal m | r, millest tuleb, et m < r. Seega m on vihim
naturaalarv, mille korral ¢ = ¢. Seda oligi tarvis toestada. a

Definitsioon 4.14 Transpositsioon on tsiikkel pikkusega 2.
Algebra pohikursuses toestatakse harilikult jargmine tulemus.
Lause 4.15 ([1], lause 4.3.15) Transpositsioon on paaritu substitutsioon.

Lause 4.16 Olgu n > 2. Iga paarissubstitutsioon n elemendist on esitatav paarisarvu
transpositsioonide korrutisena. Iga paaritu substitutsioon n elemendist on esitatav paaritu
arvu transpositsioonide korrutisena.

TOESTUS. Paneme téhele, et

1 ... & ... J ... n R S S A AR
(aa)“.a@)“.a@)“.aow>(%J*‘(au)“.ag)“.a@)“.aon>'
Seega normaalkujul oleva substitutsiooni o korrutamisel paremalt transpositsiooniga (i, j)
saame substitutsiooni ¢/, mille normaalkuju erineb o normaalkujust selle poolest, et alu-
mises permutatsioonis on i-s ja j-s element dra vahetatud. Algebra pohikursusest teame,
et kahe elemendi dravahetamine permutatsioonis muudab permutatsiooni paarsust (vt.

[1], lause 4.3.7). Jérelikult ¢ ja ¢’ on erineva paarsusega.

Koik permutatsioonid n elemendist on véimalik jarjestada nii, et esimene on loomulik
permutatsioon ja iga jirgmine on saadud eelmisest kahe elemendi vahetamisel (vt. [1], lau-
se 4.3.2). Moodustame nende permutatsioonide abil normaalkujul olevad substitutsioonid.
Saame substitutsioonide jarjestuse

€ =00,01,02,...,0p1_1,

kusjuures iga k € {1,2,...,n!—1} korral oy on iihiksubstitutsiooni ¢ ja k transpositsiooni
korrutis:
O = ET1T2 ... Tk,
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kus 7, ..., 7 on transpositsioonid. Kuna e-ga korrutamine midagi ei muuda, siis iga o on
k transpositsiooni korrutis. Et oy = € on paarissubstitutsioon, siis o; on paaritu, oy paaris
jne. See tdhendab, et kui o on paarissubstitutsioon siis, ta on paarisarvu transpositsioo-
nide korrutis ja kui o5 on paaritu substitutsioon siis, ta on paaritu arvu transpositsioonide
korrutis. O

Kuna n! on paarisarv, kui n > 2, siis eelmise lause toestusest jareldub jargmine fakt.

Jareldus 4.17 Olgu n > 2. Siis on paaris- ja paarituid substitutsioone n elemendist
tihepalju.

Lause 4.18 Olgu substitutsioon o esitatav k transpositsiooni korrutisena. Siis o on paa-
rissubstitutsioon parajasti siis, kui k on paarisarv.

TOESTUS. Toestame lause induktsiooniga transpositsioonide arvu k jargi.

Kui k =1, siis o on transpositsioon ja seega lause 4.15 pohjal paaritu substitutsioon.

Oletame, et k > 1 ja viide kehtib k —1 korral. Olgu 0 = 779 ... Tp_1- Tk, Kus 7, ..., 7%
on transpositsioonid. Induktsiooni eelduse pohjal on korrutise 775 ...7,_1 paarsus sama,
mis k — 1 paarsus. Transpositsiooniga 73 korrutamine vahetab substitutsiooni 775 ... 751
normaalkuju alumises reas kaks elementi édra. Seega 77 ... Tp_1 ja 4Ty ... Tk_1T ON eri-
neva paarsusega, nagu ka arvud k — 1 ja k. Jarelikult 775 ... 7,17 paarsus on sama, mis
k paarsus. a

Lause 4.19 Tsiikli (i1, 142, ..., i) paarsus on vordne arvu k — 1 paarsusega.
TOESTUS. Paneme téhele, et selle tsiikli saab esitada k& — 1 transpositsiooni korrutisena:
(41,99, - - ix) = (91, 9) (G2, 0k—1) - - - (i1, 83) (i1, 92).

Lause 4.18 pohjal on tsiikkel (i1, g, ..., 1) ja arv k — 1 sama paarsusega. O

Teoreem 4.20 Paarissubstitutsioonide hulk A, on rihma S, normaaljagaja.

TOESTUS. Niitame, et A, < 5,,. Kuna ¢ € A, siis A, # 0.

Olgu 0,7 € A,. Lause 4.16 pohjal saab ¢ ja 7 esitada paarisarvu transpositsioonide
korrutisena. Siis ka o7 on paarisarvu transpositsioonide korrutis. Ténu lausele 4.18 on
oT paarissubstitutsioon. Kuna pooérdsubstitutsiooni paarsus on sama, mis esialgse oma
(vaata lauset 4.7), siis on A, kinnine ka poordelemendi votmise suhtes.

Olgu niiid ¢ € S,, ja 7 € A,,, kusjuures o on k transpositsiooni korrutis ja 7 on 2l
transpositsiooni korrutis. Kui ¢~! on m transpositsiooni korrutis, siis k£ ja m on sama
paarsusega. Substitutsioon c~'ro on m + 2l + k = 21 + m + k transpositsiooni korrutis,
kus m + k on paarisarv. Seega o170 on paarissubstitutsioon ehk o700 € A,,. O

Definitsioon 4.21 Riihma G nimetatakse lihtsaks, kui tema ainsad normaalsed alam-
rithmad on G ja {14}

Jareldus 4.22 Kuin > 3, siis S, ei ole lihtne.

TOESTUS. Kui n > 3, siis 9, sisaldab mittetriviaalset parisnormaaljagajat A,,. O
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4.3 Rubiku kuubiku rithm

Kirjeldame {ihte konkreetset teisenduste rithma.

Harilikul Rubiku kuubikul on algasendis 6 erivérvilist tahku. Iga tahk koosneb 9
varvilisest ruudukesest. Eesmérk on segatud ruudukestega olekust taastada algasend ka-
sutades selleks tahkude poordeid.

Poorete tegemisel me kujutame ette, et hoiame kuubikut nii, et tahkude keskmised
ruudud voivad poorelda kiill oma keskpunkti iimber, aga muidu nad oma asendit ei muuda.
Naiteks nii, et meie ees oleval tahul on kogu aeg keskmine ruut roheline, parempoolse tahu
keskmine ruut on kollane, iilemise tahu keskmine ruut on punane jne.

Rubiku kuubikul on 6 - 8 = 48 mitte-keskmist ruudukest. Me nummerdame nende
positsioonid dra arvudega 1,2, ...,48. Naiteks nii, et esimese tahu iilemise rea vasakpool-
seim koht on numbriga 1, sama rea keskkoht on numbriga 2, sama rea parempoolseim koht
on numbriga 3 jne. Siis iga tahu poorde saab samastada substitutsiooniga rithmast Syg.
Rubiku kuubiku rithm on rithma S,s alamrithm, mis on tekitatud jargmise 6 poorde
(= substitutsiooni) poolt:

e F' (front) — kuubi esimest tahku pooratakse 90° péripdeva,

back) — kuubi tagumist tahku pooratakse 90° paripéeva,

B (
U (up) — kuubi tilemist tahku pooratakse 90° péripéeva;
D (

down) — kuubi alumist tahku pooratakse 90° péaripaeva;

L (left) — kuubi vasakut tahku pooratakse 90° péripaeva;
e R (right) — kuubi paremat tahku pooratakse 90° péaripédeva.

Uhiksubstitutsiooni téhistame tdhega E. Kui me tahame néiteks parempoolset tahku
keerata 180° péripieva, siis sellele vastab riihma element R?. Poore 90° vastupieva on R3.
One selge, et koik selle rithma tekitajad on neljandat jarku:

F*=B'=U*=D*'=1*=R*'=E.

Seega iga tekitaja poordelement on tema kuup, nt. F~1 = F3. Iga element selles riihmas
on tekitajate mingi korrutis, nt. R2UDF?3. Substitutsioonide korrutamisele vastab liht-
salt vastavate poorete jadade sooritamine iiksteise jarel. Kuubiku lahendamine tdhendab
selle riihma suvalise elemendi g jaoks tema podrdelemendi leidmist, ilma et me alguses
ilmutatult teaks, milliste poorete tegemisel on g algasendist saadud.

Selle rithma elementide arv on

43252003 274 489 856 000 = 2%73'4537211.

Elementide suurim jirk on 1260. Niiteks RU2D3BD? on iiks sellise jirguga element.
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5 Riithma toimed

Definitsioon 5.1 Riithma G (vasakpoolseks) toimeks hulgal X nimetatakse kujutust
GxX—X, (g,2) > g-x,

mis rahuldab tingimusi

1. gh-z=g-(h-x),

2. 1g-z=z
iga z € X ja g,h € G korral. Analoogiliselt saab defineerida rithma parempoolse toime
hulgal.
Naide 5.2 Iga rithm G toimib iseendal korrutamistehte

GxG—G, (g,h)— gh

abil.

Niide 5.3 Olgu X mittetiihi hulk. Siimmeetriline rithm (S(X), o) toimib vasakult hulgal
X kujutuse

abil.

Niide 5.4 Olgu Sub(G) rithma G kéigi alamrithmade hulk. Kui H € Sub(G) ja g € G,
siis gHg™' = {ghg™' | h € H} € Sub(G). Defineerides kujutuse

G x Sub(G) —Sub(G), (9, H) > gHg™*
saame rithma G toime hulgal Sub(G).

Naiide 5.5 Vaatleme jélle Rubiku kuubiku riithma. Voétame hulgaks X koikvoimalike
saavutatavate kuubiku konfiguratsioonide hulka, kus konfiguratsiooni all métleme 48-
komponendilist vérvide jérjedit, kus néiteks i-ndal kohal olev vérv "roheline” tdhendab
seda, et kuubiku i-ndal positsioonil (varem fikseeritud positsioonide nummerduse suhtes)
olev ruudukene on parasjagu rohelist varvi. Rakendades kuubikule kdesolevas konfigurat-
sioonis mingit tahu pooret tekib meil uus konfiguratsioon. Niimoodi tekib meil Rubiku
kuubiku rithma toime konfiguratsioode hulgal.

Definitsioon 5.6 Olgu antud rithma G toime hulgal X. Elemendi x € X orbiidiks
nimetatakse hulka
G-x={g-z|geG}CX.

Kasutatakse ka tahistust orb(x). Orbiidi voimsust |G - x| nimetatakse ka selle orbiidi
pikkuseks.

Naiide 5.7 Fikseerime tasandil ithe punkti O ja vaatleme tasandi poordeid imber selle
punkti nurga o € R vorra (méodetuna radiaanides). Kui « on positiivne, siis poorame
péripdeva ja kui o on negatiivne, siis pdorame vastupédeva. See rithm on isomorfne rithmaga
(R,+). Punkti P # O orbiidiks on ringjoon, mis ldbib punkti P ja mille keskpunkt on
punktis O. See orbiit on I6pmatu pikkusega.
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Lause 5.8 Olgu antud rihma G toime hulgal X . Siis X on orbiitide lotkumatu tihend.

TOESTUS. Kuna iga element kuulub enda orbiidile, siis X on orbiitide iihend.
Oletame niiiid, et z,y € X ja G- NG -y # (. Siis leidub z € G- 2 NG - y. Jarelikult
on olemas sellised elemendid g, h € G, et z=g¢g-x = h - y. Siis
v=lg-r=ggra=g" (9g2)=9" (h-y =g h-yeG-y
ja analoogiliselt y € G - x. Sellest jareldub kergesti, et G- =G - y. a

Niisiis riihma G toime tekitab hulga X tiikelduse.

Definitsioon 5.9 Riihma toimet nimetatakse transitiivseks, kui sellel leidub iiksainus
orbiit. Teiste sonadega: toime on transitiivne, kui

(Vr,y € X)(FgeG)x=g-v.

Naiide 5.10 Rithma G toime iseendal on transitiivne, sest iga g,h € G korral g =
(gh™H)h.

Niide 5.11 Tasandi vabavektorite rithm (Ey, +) toimib transitiivselt tasandi punktide
hulgal tekitades klassikalises mottes afiinse ruumi.

Definitsioon 5.12 Olgu antud rithma G toime hulgal X. Elemendi = € X stabilisaa-
toriks selle toime suhteks nimetatakse hulka

Stab(z) ={g € G| g -z =z}

Lause 5.13 Olgu antud rihma G toime hulgal X. Elemendi x € X stabilisaator on
rihma G alamrihm.

TOESTUS. Kuna 1g - ¢ = x, siis 1¢ € Stab(z). Kui g, h € Stab(x), siis ka gh € Stab(z),
sest

gh.x:g.(h.x):g-x:x‘
Samuti g~! € Stab(x), sest

g_l.ng_l.(‘g.x):g_lg.x:]_G.x:x_

O

Lemma 5.14 Olgu antud rihma G toime hulgal X . Mistahes elementide x € X ja g,h €
G korral
g-x=h-1v < g 'h € Stab(z).

TOESTUS. TARVILIKKUS. Paneme téhele, et
gx=h-w = g'-(g-x)=g" (h-x)
— glgza=9g'h-x
= lg-x2=g 'h-x
—= =g 'h-x
<= g 'h € Stab(z).
P1isavus. Kui g~'h € Stab(zx), siis g 'h - x = z. Jdrelikult

g r=g-(g'h-2)=g9'h-z=h-x.

33



Teoreem 5.15 (Teoreem orbiidist ja stabilisaatorist) Olgu antud lopliku rihma G
totme loplikul hulgal X . Siis iga x € X korral

|G| = |G - | - |Stab(x)].
TOESTUS. Vaatleme vasakpoolsete korvalklasside hulka
G/Stab(z) = {gStab(z) | g € G}
alamrithma Stab(z) jargi. Kuna téanu lausele 1.39 ja lemmale 5.14
gStab(z) = hStab(z) <= ¢ 'h € Stab(z) <= g-z=h-u,
siis kujutus
¢ : G/Stab(z) —G -z, gStab(z) — g-x

on korrektselt defineeritud ja injektiivne. Vastavalt orbiidi definitsioonile on ta ka siirjek-
tiivne. Seega on ¢ bijektiivne, millest jéreldub, et |G - x| = |G/Stab(z)|. Kuna koik
korvalklassid on tdanu Lagrange’i teoreemile voimsusega |Stab(x)], siis nende arv on arvude
|G| ja |Stab(z)| jagatis. Seega

|G - x| = |G/Stab(x)| = %.

Selle teoreemi abil saab toestada jargmise tulemuse orbiitide arvu kohta.
Teoreem 5.16 (Burnside’i lemma) Olgu antud lopliku riihma G toime loplikul hulgal
X. Siis ]
| X/G| = @Z | X7,
geG

kus X/G on koigi orbiitide hulk jo X9 = {x € X | g-x = x} on elemendi g € G poolt
fikseeritud X elementide hulk. Teiste sonadegga: orbiitide arv vordub G elementide poolt
fikseeritud X elementide keskmise arvuga.

TOESTUS. Kehtivad vordused

DX =H(g,2) €eGx X | g-a =1}

geG

zeX
— Z C|¥G| (teoreem 5.15)
TG
1
= |G
| |IEZX‘G'$‘
1
=16 > ZW
AEX/G z€A
=G Y 1
AEX/G
= |G| - 1X/G|.
O
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6 Sylowi teoreemid

Definitsioon 6.1 Olgu p algarv. Rithma nimetatakse p-rithmaks, kui tema iga elemendi
jark on p aste. Alamrithma, mis on p-rithm, nimetatakse p-alamriihmaks.

Niide 6.2 Rithm (Zg X Zg7,+) on 3-rithm, sest tema iga elemendi jark peab olema
9. 27 = 3% jagaja, seega 3 aste. Rithm Zs X Zs X ... on ldpmatu 3-rithm.

Olgu G loplik rithm ja p algarv. Siis aritmeetika pohiteoreemi tottu leiduvad iiheselt
méiratud arvud m € N ja k € NU {0} nii, et |G| = mp* ja p { m. Teiste sonadega: p*
on kérgeim p aste, mis jagab rithma G jiarku. Rithma G alamriihma, mille jirk on p*,
nimetatakse Sylowi! p-alamriihmaks.

Teoreem 6.3 (Esimene Sylowi teoreem) Kui G on loplik rihm ja p on algarv, siis
rihmal G leidub Sylowi p-alamrihm.

TOESTUS. Olgu |G| = mp*, kus m € N, k € NU {0} ja p { m. Vaatleme hulka
S={ScG||s|=p

Meie eesmérk on néidata, et vahemalt iiks hulkadest S € S on G alamrithm. Hulga S
voimsus on

Vom = () < Dt~
D 1-2-...-(pF—1) -pF
o mpt =1 mpt =2 mpt — (p* —1)

Toestame, et pf N. Selleks niitame, et iga i € {1,2,...,p"* — 1} ja j € N korral
Pli= pmpt—i (8)

(s.t. viimases murdude korrutises p’ jagab murru nimetajat parajasti siis, kui ta jagab
lugejat). Kui p? | i, siis p/ < p¥, seega p’ | p* ning jérelikult p? | mp® — i. Vastupidi,
kui oletame, et p/ | mp® — 4, siis leidub u € N nii, et plu = mp* — i. Kui oletada, et
J >k, siis p* | p¥(m — p"*u) = pFm — plu = 4, mis on voimatu. Jirelikult j < k ja
P | (mp® — (mp* — i) = i.

Toestatud omadus (8) iitleb, et pdrast p astmete taandamist murrust jadvad jarele
lugeja ja nimetaja, kus kummaski p ei esine. Seega p ei jaga arvu N.

Vaatleme rithma G toimet - hulgal S, mis on defineeritud vordusega

g-S:=gS={gs|seS}

g € G, S e€S. Kujutus )\, : S—=gS,s > gs, on bijektiivne, seega [gS| = |S| = pF ja
gS € S. Lihtne on néha, et - on toime. Olgu selle toime orbiidid O, ...,O,. Siis tdnu
lausele 5.8

S:OlL|OQ|_|...|_|OT,
N =S| = 01| + |02 + ... + O]

IPeter Ludvig Meidell Sylow (1832-1918) — norra matemaatik
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Kuna p 1 N, siis peab leiduma selline i € {1,...,r}, et p{|0;|. Valime iihe hulga X € O;
ja vaatleme alamriihma

P :=Stabg(X)={ge€ G| gX =X} <G.

Me niitame, et P ongi Sylowi p-alamriihm. Selleks peame tdestama, et |P| = p*. Kuna
p* | |G| = |Os] - | P| (vt. teoreemi 5.15) ja p t |O;], siis SUT(p¥, |O;]) = 1 ja p* | | P|, millest
jireldub, et p* < |P|.

Toestuse 16petamiseks on veel vaja tdestada vorratus |P| < p*. Kuna P on X-i sta-
bilisaator, siis iga g € P korral gX = X. Seega iga x € X ja g € P korral gr € X ehk
Px C X. Jarelikult

X = Pz,

zeX

kus alamhulgad Px on parempoolsed korvalklassid alamriihma P < G jargi. Me teame,
et korvalklassid on 16ikumatud ja et nad on koik sama voimsusega (lause 1.41 ja Lagran-
ge’l teoreemi toestus). Kuna kujutus P — Px,g — gz, on bijektiivne, siis koik need
korvalklassid on voimsusega | P|. Kui nende korvalklasside arv on [, siis [ - |P| = | X| ning
seega |P| | | X| = p*, kust |P| < p*. O

Sellest teoreemist saab jireldada Cauchy? teoreemi.

Teoreem 6.4 (Cauchy teoreem) Kui G on loplik rihm, mille jark jagub algarvuga p,
sus selles rihmas leidub element, mille jark on p.

TOESTUS. Olgu |G| = p*m, kus ptm ja k € N. Esimese Sylowi teoreemi pohjal sisaldab
G alamrithma P jiarguga p* > 1. Valime suvalise elemendi 1 # y € P. Siis y jiark peab
jagama P jirku ehk arvu p*, seega ord(y) = p', kus 1 <1 < k. Kuna ord(y) = p'~!p, siis
lemma 3.13 pohjal ord(ypl_l) =p. O

Jareldus 6.5 Loplik rihm on p-rihm parajasti siis, kui tema jirk on p aste.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu G 16plik p-rithm. Oletame vastuvéiteliselt, et |G| ei ole p
aste. Siis leidub algarv ¢ # p nii, et ¢ | |G|. Teoreemi 6.4 tottu peab G-s leiduma element
jdrguga ¢, mis on vastuolus sellega, et iga elemendi jark peab olema p aste. Jérelikult G
jark peab olema p aste.

Pusavus. Kui |G| = p", siis lause 3.8 pohjal G iga elemendi jirk peab olema p™ jagaja,
seega p aste. O

Definitsioon 6.6 Oecldakse, et rithma G alamrithmad H ja K on kaasalamriihmad,
kui leidub selline g € G, et
K =gHg".

Teiste sonadega: H ja K on kaasalamrithmad parajasti siis, kui nad on samal orbiidil
toime

G x Sub(G) —=Sub(G), (g,L) > gLg™*

suhtes.

2 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) — prantsuse matemaatik

36



Kuna kujutus
H—>gHg™", hw~ ghg™

on rithmade isomorfism, siis rithma G mistahes kaks kaasalamrithma on isomorfsed, muu-
hulgas on nad sama voimsusega. Sellest jareldub, et Sylowi p-alamriithma koik kaasa-
lamrithmad on ka Sylowi p-alamrithmad.

Teoreem 6.7 (Teine Sylowi teoreem) Olgu G loplik riihm, |G|= p*m, kus p on algarv
japfm.

1. Iga alamrihma K < G, kus |K| = p?, d € N, ja iga Sylowi p-alamriihma P korral
leidub selline g € G, et gKg=! < P. Teiste sonadega: Sylowi p-alamrihm sisaldab
1ga p-alamrihma monda kaasalamrihma.

2. Riihma G koik Sylowi p-alamriihmad on iiksteise kaasalamrihmad.

TOESTUS. 1. Vaatleme vasakpoolsete korvalklasside hulka X := G/P = {gP | g € G}
alamrithma P jargi. Siis
Gl _ P
X _—e —
A Pl pF

Defineerime rithma K toime hulgal X vordusega
a-gP :=agP,

a € K, g € G. Lihtne on veenduda, et see on toepoolest toime. Siis hulk X on selle toime
orbiitide 16ikumatu ithend: X = O; 1Oy, ..L1O,. Teoreemi 5.15 pohjal iga ¢ € {1,...,7}
korral |O;| jagab jiarku |K| = p?. Seega

m = |X[ =01 +[Oz] + ... + 0] = p” +p* + ... +p",

kus 0 < ¢; < d. Kuna p t m, siis leidub j € {1,...,r} nii, et ¢; = 0 ehk |O;| = p° = 1.
Olgu O; korvalklassi hP € X, kus h € G, orbiit. Siis O; = {hP} = K - hP, mis tdhendab,
et iga a € K korral ahP = hP, kust h='ah € P. Jarelikult h~'Kh C P. Kuna K on GG
alamriithm, siis sellest tuleb vilja, et h~1Kh < P. Me votame g := h™ L.

2. Kui K ja P on Sylowi palamrithmad, siis esimese véite pohjal leidub selline g € G,
et gKg~! < P, kusjuures |[gK g~ = |K| = p* = | P|. Jarelikult gKg~! = P. O

Teoreem 6.8 (Kolmas Sylowi teoreem) Olgu G loplik rihm, |G| = p*m, kus p on
algarv ja p ¥ m. Rihma G Sylowi p-alamrihmade arv jagab arvu m ja on kongruentne
1-ga mooduli p jdrgs.

ToOEsTUS. Olgu Syl,(G) rithma G koigi Sylowi p-alamriihmade hulk. Esimene Sylowi
teoreem iitleb, et see hulk ei ole tiihi. Vaatleme hulgal Syl (G) rithma G toimet, mis on
defineeritud vorduse

g-P:=gPg™

abil (6eldakse, et G toimib hulgal Syl,(G) konjugeerimise abil). Kui P on Sylowi p-
alamriihm, siis on seda ka gPg~!, sest |gPg~!| = |P| = p*. Teine Sylowi teoreem iitleb, et
sellel toimel on ainult {iks orbiit. Fikseerime iihe Sylowi p-alamrithma H. Siis teoreemi 5.15
pohjal

|G| = [Stabg(H)| - |G - H| = |Staba(H)] - Syl (G)].

37



Tuleb vilja, et
H < StabG(H)7 (9)

sest iga h € H korral
h-H=hHh ™ =H. (10)

(Viimase vorduse juures hHh™' C H kehtib ténu sellele, et H on alamrithm ja H C hHh ™!
tianu sellele, et iga hy € H korral hy = hh~*hyhh™1.) Lagrange’i teoreemi tottu

p" = |H] | [Staba(H))|
ehk pfu = |Stabg(H)| mingi u € N korral. Kuna
p'm =G| = pu - [Syl,(G)],

siis taandades p* saame, et m = u - [Syl,(G)| ja seega [Syl,(G)| | m. Sellega on esimene
viaide toestatud.

Vaatleme niiiid rithma H toimet hulgal Syl (G), mis on samuti defineeritud konjugee-
rimise abil:

h-P:=hPh™! (11)

igah € H ja P € Syl (G) korral. Ténu omadusele (10) teame, et elemendi H € Syl (G) or-
biit on 1-elemendiline: { H}. Naitame, et iikski teine selle toime orbiit ei ole 1-elemendiline.
Selleks toestame, et kui elemendi H' € Syl,(G) orbiit on {H'} (s.t. iga h € H korral
hH'h=' = H'), siis H = H. Eeldamegi, et iga h € H korral hH'h™' = H'. Vaatleme
toestuse esimese osa toime stabilisaatorit

Stabg(H') ={g€ G |gH'g"' = H'}.

Eelduse pohjal H < Stabg(H’). Samuti teame, et H' < Stabg(H') (nagu nigime eespool
(9) toestuses). Kuna Stabg(H') < @, siis suurim p aste, mis saab jagada Stabg(H')
jarku on p*. Seega H ja H' on rithma Stabg(H’) Sylowi p-alamriihmad. Teise Sylowi
teoreemi pohjal leidub selline g € Stabg(H'), et gH'g™' = H. Kuna g € Stabg(H'), siis
gH'g~' = H'. Jarelikult H = H'.

Niiiid toime (11) orbiitide elementide arvud on p astmed (sest nad peavad jagama
arvu |H| = p*), kusjuures téipselt iiks orbiit on 1-elemendiline. Seega

SYL(G)| =1+4p= + ...+ 7,
kus 1 < ey,...,e, <k, ning jarelikult [Syl,(G)| =1 (mod p). O

Naiide 6.9 Vaatleme paarissubstitutsioonide rithma As. Kuna

5! 120 9
|A5]—5—7—60—2 -3 5,

siis selle rithma Sylowi alamrithmad on jarkudega 4, 3 ja 5. Uurime néiteks Sylowi 5-
alamrithmi. Nende arvu ns kohta teame, et ns | 12 jans =1 (mod 5). Seega ns € {1,6}.
Kui oletada, et leidub ainult iiks Sylowi 5-alamrithm P, siis koik tema kaasalamrithmad
gPg',g € G, on ka Sylowi 5-alamriihmad ja peaksid seega vorduma P-ga. Siis aga
gP = Pgiga g € G korral, mis tdhendab, et P on normaaljagaja. On aga teada, et A5 on
lihtne rithm (vt. [1], teoreem 2.3.3). Saadud vastuolu néitab, et n; = 6. Néiteks iiks neist
kuuest Sylowi 5-alamrithmast on tsiikli ¢ = (1,2,3,4,5) poolt tekitatud 5-elemendiline
alamrithm {e, o, 02, 03, 01}.
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7 Rihmade otsesummad

7.1 Sisemised otsesummad iildjuhul

Koigepealt vaatleme sisemisi otsesummasid suvalise (multiplikatiivse) rithma G alam-
rithmade korral. Selles paragrahvis tdhistab I suvalist mittetiihja indeksite hulka, mille
abil indekseerime rithma alamrithmi. Ta v6ib olla nii loplik kui lopmatu.

Definitsioon 7.1 Olgu G;, i € I, riihma G alamrithmad. Oeldakse, et G on nende
alamrithmade sisemine otsesumma ja kirjutatakse

G = Z G,
icl
kui
SOL1. iga i € [ korral G; < G;
SO2. iga i € [ korral G; N (U;4G;) = {1a};
S03. G = (Uie1G).

Kui G on 16pliku arvu alamrithmade G, . . ., GG, sisemine otsesumma, siis kirjutatakse

Teoreem 7.2 Riihm G on oma alamrihmade G;,i € I, sisemine otsesumma parajasti
si1s, kui

SO4. igai,j €1, iga g € G; ja iga h € G; korral kui i # j, siis hg = gh;

SO5. rihma G iga element g # 1 avaldub tegurite jirjekorra tdpsuseni iiheselt kujul

g =9192---9n, (12)
kus elemendid g1 € G, ..., gn € G;, on ihikelemendist erinevad ja indeksid
i1,...,%, € I on paarikaupa erinevad.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Eeldame, et kehtivad SO1-SO3.
SO4. Olgu g € G;, h € G;, kus i # j. Vaatleme elementi h~'g~'hg € G. Siis

G, <G = hl¢g'he G, = h'¢g'hg € G,
G; <G = g thg € G; = htg hg € Gj.

Jarelikult h='g7thg € G; N G; C G; N (UgiGr) = {1}, kus viimane vordus kehtib ténu
omadusele SO2. Kuna h='¢g 'hg = 1, siis gh = hg.

SO5. Tingimuse SO3 pohjal teame, et mistahes elementi 15 # g € G saab esitada
korrutisena g = ajas ... a,, kus iga tegur @; kuulub mingisse alamriihma G;,, ; € I, ja
iikski tegur ei ole 1. Omadus SO4 lubab selles korrutises tegureid imber jérjestada ja
samasse alamrithma kuuluvaid tegureid kokku votta nii, et tekib esitus (12), kus indeksid
on paarikaupa erinevad. Peame veenduma, et selline esitus on iihene. Oletame, et ka
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g = hiha... hy, kus by € G, \ {lg} iga k € {1,...,m} korral. Oletame, et niiteks
Iy & {iy,...,i,}. Vordusest gi1gs ... g, = hihs ... h,, jireldub, et

h1 = 0192 . . gnh;} C h;l - Gl1 N <Uj7éllGj> = {1g},
mis on vastuolus eeldusega, et hy # lg. Seega l; € {iy,...,i,} ja sarnase arutluse-
ga ndeme, et {ly,...,l,} C {i1,...,1,}. Analoogiliselt saab nididata et {iy,...,7,} C
{li,...,lm} jaseega {iy,... i} = {li,...,ln}, muuhulgas n = m, sest indeksid on paa-
rikaupa erinevad. Vahetades tegurite jirjekorda voime eeldada, et i1 = [1,...,7, = [, ja
seega
g:glgg...gn:hlhg...hn7
kus gi, by € Gy, iga k € {1,...,n} korral.
Tingimuse SO4 tottu voime iga k € {1,...,n} korral kirjutada

GkG1 - Gr—1Gk41 - - Gn = hhy oo hp1hpyr oo By,

kust
h,;lgk = (h1.. hg—thigr - h)(G1- - Gee1Grgr - - Gn) "
=hy.. hg_ihger .. hag b .g,;ilg,;ll gt
= (g ") - (hiorgi2) (i gity) - - (g ) (SO4)
€ G, N (Uj,Gj) = {1} (SO2)
Vordusest hy'gr = 1g saame, et gy = hy iga k € {1,...,n} korral. Sellega on {ihesus
toestatud.

Prisavus. Eeldame, et kehtivad tingimused SO4 ja SO5.
SO1. Veendume, et G; <G iga i € I korral. Olgu h € G; ja g € G suvalised elemendid.
Tingimuse SO5 tottu saame ¢ esitada kujul (12). Kui @ & {i1,...,i,}, siis

97 hg = (g1 9n) thgr - gn
=(g1---9n) "1 guh (SO4)
Voib aga juhtuda, et i € {iy,...,i,}. Uldisust kitsendamata eeldame, et i = i, (seda
lubab teha SO4). Kuna G; on G alamriihm ja g;,h € G; = G;,, siis ka ¢g;* € G; ja
grthgy € Gy. Seega
97 hg = (g2---92) (91" hg1)g2 - - - G

=(92---9n) (92 9n) (g1 'hn) (SO4)

=1¢ -9, hg = g7 hgy € G
SO2. Vaatleme suvalist elementi

g c GZ N <Uj7giGj>.

Peame néitama, et g = 1. Oletame vastuviiteliselt, et g # 1. Kuna g € (U, 4G;), siis
saame ¢ esitada korrutisena

9=0192-.-9n;
kus g1 € Gg,,...,9n € Gj, on ithikelemendist erinevad ja i & {ki,...,k,}. See on aga
vastuolus esituse iithesusega tingimuses SO5.

SO3. See jareldub vahetult tingimusest SO5. a
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Jareldus 7.3 Rihm G on oma normaalsete alamrihmade H ja K sisemine olsesumma
parajasti siis, kvi HNK = {lg} ja G = HK.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Kui G = H + K, siis SO2 tottu H N K = HN(K) = {1g}.

Tingimustest SO4 ja SO5 jareldub, et G C HK C G, seega G = HK.

Prsavus. Eeldame, et HNK = {1} jaG = HK. Kunaiga g € G on esitatav korrutisena

g=nhk, kus h € H jak e K, siis G = (HUK). Seega tingimused SO2 ja SO3 kehtivad.
O

Niide 7.4 Nullist erinevate kompleksarvude multiplikatiivne rithm (C*,-) on kommu-
tatiivne, seega iga alamrithm on normaalne. See riihm on oma alamriihmade R ja
{cosp+isinp | p € [0,27)} sisemine otsesumma. Geomeetriliselt véljendudes: kompleks-
arvude korpuse multiplikatiivne riithm on reaaltelje positiivse suuna ja komplekstasandi
ithikringjoone sisemine otsesumma.

7.2 Sisemised ja vilised otsesummad

Kui Gy, i € I, on rithmad, siis saab moodustada nende otsekorrutise [],.; G; defineerides
tehted komponenthaaval nii nagu lauses 1.33. Lihtne on ndha, et hulk

Pa: = {(ai)m €[]G hulk {j € I|a;# 1} on léplik}

el el

on otsekorrutise alamrithm. Seda alamrithma nimetatakse rithmade G;, ¢ € I, viliseks
otsesummaks.

On selge, et 1opliku indeksite hulga I = {1,2,...,n} korral on viline otsesumma
vordne otsekorrutisega:

(;169... @)(;n ::(;1 X ... X (;n-

Lause 7.5 Kui rihm G on oma paarikaupa erinevate alamrihmade G;, © € I, sisemine

otsesumma, si1s .
G=> G=Pa;.

i€l el

TOESTUS. Defineerime kujutuse ¢ : .., G; —= G vordusega

¥ ((ai>z’61) = H i,

(ai)ier € @,c; Gi- Korrutise [],; a; all peame silmas 1¢ ja iildistatud jada (a;);c; nen-
de komponentide korrutist, mis ei vordu 1g-ga. Selliseid komponente on 1oplik arv ja
tdnu omadusele SO4 ei soltu korrutis tegurite jirjekorrast. On voimalik ndidata, et ¢ on
rithmade homomorfism.

Ténu tingimusele SO5 on ¢ siirjektiivne (sest G elemente saab esitada korrutisena)
ja injektiivne (sest esitus on iihene). O
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7.3 Otsesummad Abeli rithmade korral

Vaatleme niiiid otsesummasid Abeli rithmade korral. Olgu (A, +) Abeli rithm nullelemen-
diga 04 ja olgu A;, @ € I, selle alamrithmad. Nagu eestpoolt teada, on Abeli rithmas iga
alamrithm normaalne. Lihtne on veenduda, et hulk

ZAi:{alJr...Jran\neN,il,...,z’ne[,aleAil,...,aneAin}gA,
i€l

mis koosneb hulkadesse A;, i € I, kuuluvate elementide koikvoimalikest 16plikest summa-
dest, on rithma A alamrithm. Veelgi enam, see on vihim alamrithm, mis sisaldab koiki
hulki A;, 7 € I, seega

D A= (UierA)).

el
Alamrithma ), A; nimetatakse alamriihmade A;, i € I, summaks.
Definitsioon 7.1 votab niiiid jargmise kuju.

Definitsioon 7.6 Olgu A;, i € I, Abeli rithma (A, +) alamrithmad. Oecldakse, et A on
nende alamrithmade sisemine otsesumma ja kirjutatakse

A= Z A;,
iel
kui
1. iga i € I korral A; N Zj# A; ={04};
2. A= A
Kuna SO4 kehtib igas Abeli rithmas, siis teoreem 7.2 omandab jargmise kuju.

Teoreem 7.7 Abeli rihm (A,+) on oma alamrihmade A;,i € I, sisemine otsesumma
parajasti siis, kui rihma A iga element a # 04 avaldub litdetavate jarjekorra tipsuseni
tiheselt kujul

a=a;+ax+ ...+ ay,

kus ay € A;,...,a, € A;, on nullelemendist erinevad ja indeksid iy, ..., i, € I on paari-
kaupa erinevad.

Edaspidises ldheb meil veel vaja jargmist tulemust.

Lause 7.8 Abeli rihm (A, +) on oma alamrihmade Ay, ..., A, sisemine otsesumma pa-
rajasti siis kui

1. A=A +...+ A,
2. mistahes elementide a; € A, ..., a, € A, korral

a+...4a,=0 = a1 =...=qa,=0.
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TOESTUS. TARVILIKKUS. Eeldame, et A = A;+...+ A, ja oletame, et a; +...+a, =0,
kus a; € Ay,...,a, € A,. Siisigai € {1,...,n} korral

ai:—al—...—ai,l—aiﬂ—...—anEAiﬂ(A1+...+A,-,1+AZ-+1+...+AH):{0}.

Seega a1 =...=a, = 0.
P1risavus. Eeldame, et kehtivad tingimused 1 ja 2. Peame néitama, et kehtib definitsioo-
ni 7.6 esimene tingimus. Oletame, et

(LEAZH(A1++A1_1+AH_1++ATL)
Siis leiduvad elemendid a; € A;, j € {1,...,i—1,i+1,...,n}, nii, et
a=ar+...+a_1+ a1+ ...+ an.

Jarelikult
a1—1—...—|—ai_1—|—(—ai)+ai+1—|—...+an20.

Eelduse tottu on selles summas koik liidetavad nullid, muuhulgas a = 0. Seega

An(Ar+ .+ A+ A+ + Ay = {0)

7.4 Rakendus: 15-ndat jarku rithmade kirjeldus

Nende rithmade kirjeldus jéreldub jargmisest iildisemast teoreemist.

Teoreem 7.9 Kui p ja q on algarvud, kusjuures p < q, sus igal rihmal jdrguga pq on
tapselt ks alamrihm jirguga q. See alamrihm on normaalne ja seega rihm G ei ole
lihtne. Kui ¢ Z 1 (mod p), siis G on tsiikliline rihm.

TOESTUS. Esimese Sylowi teoreemi pohjal sisaldab G alamrithma H jéirguga ¢q. Kolmanda
Sylowi teoreemi tottu jagab Sylowi g-alamrithmade arv n, arvu p ja n, = 1 (mod q).
Viimane tdhendab seda, et n, on kujul 1+ kg, kus k € {0, 1,...}. Kuna juba 1+ ¢ on liiga
suur selleks, et jagada arvu p, siis k = 0 ja Sylowi g-alamrithmi on ainult iiks — see on
H. Kuna ka kaasalamrithmad gHg !, g € G, on Sylowi g-alamrithmad, siis gHg™! = H
iga g € G korral. Jarelikult H < G.

Rithmal G leidub ka Sylowi p-alamriihm, olgu see K. Sylowi p-alamrithmade arv n,
jagab arvu ¢ jan, =1 (mod p). Seega leidub k € {0,1,...} nii, et n, =1+ kp | ¢. Kuna
q on algarv, siis 1 + kp = ¢ voi 1 4+ kp = 1. Eeldades, et ¢ Z 1 (mod p), peab kehtima
vordus 1 + kp = 1 = n,,. Nii nagu enne néeme, et X <G.

Kasutame jireldust 7.3 selleks, et niidata, et G = H + K.

1. Kui g € HN K, siis ord(g) | ¢ = |H| ja ord(g) | p = |K|. Kuna SUT(p, q) = 1, siis
ord(g) =1jag=1g. Seega HNK = {1}.

2. Néditame, et G = HK. Lemma 2.4 tottu HK < (. Esimese isomorfismiteoreemi
pohjal

H=H/{lg}=H/(HNK)=X HK/K .
Jarelikult
|H| = [HK/K| = =7
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kust
HK| = [H|-|K|=qp=|G|.

Kuna HK C G, siis peab kehtima vordus G = HK.
Sellega on toestatud, et G = H + K. Lause 7.5 iitleb, et

G=H+K=*H®K=HxK.
Algarvulise jirguga riihm peab olema tsiikliline. Seega teoreemi 3.5 pdhjal H = Z, ja
K = Z,. Arvuteoorias toestatakse, et kui SUT(m,n) = 1, siis Z,, X Zy, = Zpy,. Antud

juhul
G=HxXxKZ7ZyXLy= Ty,

ehk G on tsiikliline rithm. O
Jareldus 7.10 Koik 15-ndat jarku rihmad on tsiklilised.

TOESTUS. Paneme tihele, et 15 =3 -5, kus 5 # 1 (mod 3). O

Teiste sonadega: isomorfismi tdpsuseni leidub ainult {iks 15-elemendiline rithm, see on
(ZlEn +)
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8 Perioodilised ja 16plikud Abeli riithmad

Selles peatiikis késitleme perioodilisi ja 1oplikke Abeli rithmi eesmérgiga anda viimaste
kirjeldus. Tuleb vélja, et koik 1oplikud Abeli rithmad on saadavad tsiiklilistest rithmadest
otsesumma konstruktsiooni abil.

8.1 Perioodilised Abeli rithmad

Sarnaselt definitsioonile 1.7 saame defineerida Abeli rithma elemendi tdisarvkordsed.

Definitsioon 8.1 Olgu a Abeli rithma (A, +) element ja k taisarv. Siis

(g—l—a—l—...—i—@, kui £ > 0,
» liidetavat
ka := <0, kui k=0,
(=a)+(=a)+...(=a), kuik<O.
L _1, liidetavat

Lemma 1.8 votab jargmise kuju.
Lemma 8.2 Kui a,b on Abeli riihma (A, +) elemendid ja k,l € Z, siis
(k+1la=ka+la, k(a+b)=ka+kb ja (kl)a=k(la).
Muuhulgas —(ka) = (—k)a.
Lemma 8.3 Olgu (A,+) Abeli riihm ja p algarv. Siis hulk
A,={a€ A|(3k e NU{0}) ord(a) = p"}
on rihma A alamrihm.

TOESTUS. Kuna ord(0) =1 = p® siis 0 € A, ja A, # 0.
Olgu a,b € Ay, s.t. ord(a) = p* ja ord(b) = p', kus k,1 € NU {0}. Siis

pmax(k,l) (CL + b) — pmax(k,l)a + pmax(k,l)b —04+0=0.

Lause 3.10 pohjal peab elemendi a + b jirk jagama arvu p™***) Seega on see jirk p aste

jaa+be A,
Kui a € A, ja ord(a) = p*, siis lemma 3.12 pohjal ord(—a) = ord(a) = p* ja seega
—a € A, O

Definitsioon 8.4 Alamrithma A, nimetatakse Abeli rithma (A, +) p-komponendiks.
Néiide 8.5 Abeli rithma (Zy4, +) 3-komponent on alamrithm {8,16,0}.

Téahistame siimboliga P koigi algarvude hulka.

Definitsioon 8.6 Riihma nimetatakse perioodiliseks, kui koik tema elemendid on 16p-
likku jarku.
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Iga 16plik rithm on perioodiline, kuid leidub ka 16pmatuid perioodilisi rithmi.
Niide 8.7 Jadgiklassirithma (Z9, +) loenduv otseaste
ZQXZQXZQX...

on lopmatu, kuid samas perioodiline, sest koik tema nullist erinevad elemendid on teist
jarku.

Teoreem 8.8 Perioodiline Abeli rihm on oma p-komponentide sisemine otsesummoa.

TOEsTUS. Olgu A perioodiline Abeli rithm. Néditame, et A on oma p-komponentide sum-
ma:
A=D"4,.
peP

Selleks toestame, et A C > » A, (vastupidine sisalduvus on ilmne). Olgu a € A suvaline
element ja olgu tema jark n. Kuin = 1,slis a = 0jaa € Y, A, Kuln # 1, siis

peP
aritmeetika pohiteoreemi pdhjal n = plfl ...p% kus py,...,ps on paarikaupa erinevad
algarvud ja kq,..., ks on naturaalarvud. Téhistame
n
n; ‘= e
D;

Siis SUT(nl,...,nS) = 1 ja lause 3.4 {ildistuse tottu leiduvad wuq,...,u, € 7Z nii, et
ung + ... +ugng = 1. Jarelikult

a=1-a=(uni+...+umng)a =unia+ ...+ ugna.
Kuna iga i € {1,..., s} korral
pf (un;a) = (pfiumi)a = (uipfin,-)a = (un)a = u;(na) = u;,0 =0,

siis lause 3.10 pohjal elemendi u;n;a jirk on pf jagaja, seega p; aste. Jarelikult iga ¢ korral
unia € Ay, jaa €3 p Ay

Kontrollime veel definitsiooni 7.6 esimest tingimust. Olgu ¢ mingi algarv ja oletame,
et a € Ag N cp (g Ap- Et a € Ay, siis ord(a) = ¢" mingi k € NU {0} korral. Teisest
kiiljest a € ZpEP\{q} A, ja seega leiduvad py,...,ps € P\ {¢}, elemendid a,,,...,a,, € A
ja arvud ky,..., ks € NU{0} nii, et

a = Qp, + ...+ ay,

jaiga i € {1,...,s} korral kehtib ord(a,,) = pF. Tihistame nende jirkude korrutist
n = pi*...pk. Siis na = nay, + ...+ na,, = 0, millest jireldub, et ¢* = ord(a) | n. Kui
k > 1, siis arvul n oleks algtegur ¢ & {p1,...,ps}, mis aritmeetika pdhiteoreemi tottu on
vilistatud. Jérelikult k = 0 ja ord(a) = ¢° = 1 ehk a = 0. Sellega oleme niidanud, et

A0 ) A= {0}

peP\{q}

See tdhendab, et A on alamriihmade A,, p € P, sisemine otsesumma. O
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8.2 Loplikud Abeli p-riihmad

Lopliku Abeli rithma p-komponendid on definitsiooni jargi p-rithmad ja me teame, et
16plik Abeli rithm esitub oma p-komponentide otsesummana. Seega 16plike Abeli rithmade
kirjeldamiseks piisab, kui me oskame kirjeldada loplikke Abeli p-rithmi. See ongi selle
paragrahvi pohieesmark.

Enne toestuse juurde minekut mainime, et kui a on Abeli rithma (A, +) element, siis
selle elemendi poolt tekitatud alamriihm on

(a) ={ka | k € Z}.
Lopliku A korral on muidugi ka (a) 16plik.

Lause 8.9 Kui mittetriviaalse lopliku Abeli riihma C' iga nullist erineva elemendi jark on
p (s.t. pC ={0}), siis C on oma tsiikliliste alamrihmade sisemine otsesumma.

TOEsTUS. Votame elemendi 0 # ¢; € C. Kui C = (¢1), siis on meil otsesumma iihe
otseliidetavaga. Kui By := (¢;) C C, siis leidub ¢y € C'\ (¢;). Vaatleme summat

By := By + {c3) = {¢1) + {(e2),

kus |(c1)| = p = |{cz)|. Uhisosa {(c;) N {cy) on alamrithm rithmas (c,), seega selle jiark
peab olema p = |{co)| jagaja. Kui jark oleks p, siis (c1) N (c2) = (c2) ehk ¢y € (¢q), mis
on vastuolu. Seega alamrithma (c1) N (c2) jérk on 1 ehk (¢1) N (c2) = {0}. Sellega oleme
toestanud, et

By = (c1) + ().

Kui niitid By = C, siis on vajalik esitus olemas. Vastasel korral leidub element c¢3 € C'\ B
ja voime vaadelda summat

B3 = BQ + <Cg>.
Kuna (c3) N By < (c3) ja c3 € Bo, siis

B3 = By + (e3) = (1) + (ea) + (c3)-

Kuna
BiCByCcByC...CC

ja rithm C on 16plik, siis 1opliku arvu sammude jarel peame joudma sellise indeksini s, et

C=Bs={c1)+{co)+ ...+ (cs).

Teoreem 8.10 Loplik Abeli p-riihm on oma mingite tsiikliliste alamrihmade sisemine
otsesumma.

TOEsTUS. Jéirelduse 6.5 pohjal on 16pliku Abeli p-rithma jérk algarvu p aste. Toestame
teoreemi induktsiooniga rithma jargu jargi. Tapsemalt néditame, et

(Vn € N)(A on Abeli rithm ja |A]=p" = A on tsiikliliste alamrithmade otsesumma).
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Alus. Kui Abeli p-rithma jirk on p, siis teoreemi 6.4 pohjal sisaldab ta p-ndat jarku
elementi, seega on ta tsiikliline rithm ja meil on triviaalne otsesumma iihe otseliidetavaga.

Samm. Olgu A Abeli p-rithm ja |A| = p”, kus n > 2. Eeldame, et viide kehtib koigi Abeli
rithmade jaoks jarguga p*, kus k < n. Lihtne on niha, et hulk
pA={pa|ac A} C A

k

on rithma A alamriihm. Kui ord(a) = p*, siis jirelduse 3.14 pohjal ord(pa) = p*~1, seega

pA on samuti p-rithm. Kui oletada, et pA = A, siis
A=pA=p*A=. . =p"A={0},

sest lause 3.8 pohjal on iga A elemendi jirk p™ jagaja. Vastuoluline vordus A = {0} niitab,
et pA C A. Kuna pA on l1oplik p-rithm, siis [pA| = p!, kus [ < n. On kaks voimalust.
1.1 =0 ehk pA = {0}. Siis A on tsiikliliste alamrithmade otsesumma ténu lausele 8.9.
2.0 < [ < nehk [pA| = p! > p. Siis saame rithmale pA rakendada induktsiooni eeldust.
Selle pohjal leiduvad nullist erinevad elemendid pay, ..., pa, rihmas pA nii, et

pA = (pay) + ...+ (pa,). (13)

Tahistame
B:=(a)+...+{a,) <A

ja néaitame, et see tsiikliliste alamrithmade summa on otsesumma. Selleks kasutame lau-
set 7.8. Oletame, et
/{310,1 + ...+ kra,« = 0, (14)

kus ki, ..., k. € Z. On 2 véimalust.
1) Igai € {1,...,r} korral p | k;, s.t. k; = pm; mingi m; € Z korral. Siis

mi(par) + ... +m.(pa,) =0,

kust vorduse (13) tottu 0 = m;pa; = k;a; igai € {1,...,r} korral.
2) Leidub j € {1,...,r} nii, et p{ k;. Vordusest (14) saame, et

ki(pay) + ...+ k.(pa,) =0,

kust vorduse (13) tottu jireldub, et pk;a; = 0igad € {1,...,r} korral, muuhulgas pk;a; =

0. Olgu ord(a;) = p°, e € NU {0}. Lause 3.10 pohjal p° | pk;. Kuna p 1 k;, siis p® | p ehk

e < 1. Jérelikult pa; = 0, mis on vastuolus sellega, et pa; pidi olema nullist erinev.
Kuna vordusest (14) jareldus, et kja; = ... = kqa, = 0, siis oleme toestanud, et

B={a)+...4+{a) <A.

Téhistame
C:={a€A|lpa=0} <A

(s.t. C koosneb rithma A p-ndat jarku elementidest ja 0-st) ning niitame, et
A=B+C.
Selleks votame suvalise a € A. Siis pa € pA ja seega leiduvad ky, ..., k, € Z nii, et
pa = ki(pay) + ...+ k.(pa,) .
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Jarelikult p(a — kya; — ... — kya,) = 0 ehk
ci=a—ka—...—kya, €C.

See tdhendab, et
a=(kar+...+ka)+ceB+C.

Oleme toestanud vorduse A = B + C.
Kui niitid B = A, siis on toestus 16ppenud. Kui B # A, siis C' € B ja leidub mingi
element ¢; € C'\ B. Siis ¢; # 0 ja summa

Bl =B+ <Cl>

on otsesumma, sest (¢1) on tsiikliline rithm algarvulise jarguga p, seega lause 3.15 pohjal
tema alamrithm B N (c;) peab olema triviaalne, B N (¢;) = {0}. Niisiis

By =B+<C1>

ja B < By < A. Kui niiid B; = A, siis on vajalik esitus A jaoks olemas. Vastasel korral
kordame mottekéiku valides mingi ¢, € C'\ Bj. Sarnaselt eelnevaga saame otsesumma

By = By + <02> =B+ <Cl> + <02>-
Kuna A on 1oplik, siis pérast loplikku arvu samme jouame lahutuseni

A=B,=Bi{a)+... ()= (a)+...4 (@) + () +... 4 (c).

Teoreemidest 8.8 ja 8.10 saame niiiid jargmise tulemuse.
Teoreem 8.11 Loplik Abeli riihm on oma mingite tsiikliliste alamrihmade otsesumma.

Jareldus 8.12 Riihm A on loplik Abeli riihm parajasti siis kui leiduvad nq, ..., ng € N
nit, et A~ Zp, X ... X L,.

Loplike Abeli rithmade kirjelduse andis 1870. aastal saksa matemaatik Leopold Kro-
necker (1823-1891). On voimalik tédpsustada, millisel kujul peavad arvud ny, . . ., ng olema.

Niide 8.13 Vaatleme 1oplikku Abeli rithma A = (Zi2, +). Selle rithma p-komponendid
on

A2 = {6, §, 6, g} >~ Z4,
A3 = {67 Zv g} = Z?n
A, = {0}, kuipe P\ {2,3)

Seega A = As+ As. Lause 7.5 pohjal on A isomorfne oma alamrithmade A; ja Az vilise
otsesummaga, A ~ Ay @ Az. Et lopliku arvu rithmade véline otsesumma on isomorfne
nende otsekorrutisega, siis voime oelda, et

AZAQXA;;Z’Z;;XZ;}.
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9 Vabad rithmad

9.1 Vaba rithma definitsioon

Definitsioon 9.1 Olgu F rithm, olgu X mittetiihi hulk ja olgu ¢ : X — F' injektiivne
kujutus. Oeldakse, et (F,:) on vaba rithm hulgal X, kui iga riithma G ja iga kujutuse
a @ X — G jaoks leidub iiheselt méédratud rithmade homomorfism § : F'— G nii, et
[ oL=q,s.t. diagramm

X F
¥
\

G

kommuteerub. Rithma nimetatakse vabaks, kui ta on vaba mingil hulgal.
Tuleb vilja, et rithm on vaba parajasti siis, kui ta on vaba mingil oma alamhulgal.

Lause 9.2 Rihm F on vaba parajasti siis, kui leidub alamhulk Y C F nii, et (F,.) on
vaba rihm hulgal Y, kus ¢ : Y — F' on sisestus.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Oletame, et F' on vaba. Siis leidub hulk X # ) ja injektiiv-
ne kujutus o : X — F', mis rahuldab definitsioonis 9.1 kirjeldatud universaalomadust.
Téhistame Y := o(X) C F jaolgu ¢ : Y — F sisestus. Kujutus ¢’ : X — Y,z — o(z)
on bijektiivne ja t oo’ = 0.

Olgu niiid a : Y — G kujutus mingisse rithma G. Eelduse pohjal leidub iiheselt
méadratud rithmade homomorfism 8 : F— G nii, et €« oo’ = foro0o’ = [foo. Siis iga
x € X korral a(o’(x)) = (B o¢)(0o'(x)) ning jarelikult o = 5o ¢.

o' L

X Y F
¥

B

G

Oletame, et ka v : F'— G on rithmade homomorfism, mille korral v o+ = «. Siis ka
vyoo=~voro0 =aod, kust 8 ithesuse tottu 5 = ~.
P1isavus. See on ilmne. a

Niide 9.3 Riihm (Z, +) on vaba rithm hulgal {1} C Z. Tdepoolest, kui o : {1}—G,1 —
g, on kujutus rithma G, siis defineerides 3 : Z — GG vordusega

Bk) = g"

saame rithmade homomorfismi, sest
Blk+1) =g"" = g"g' = B(k)B(),
kusjuures (Bo:)(1) = B(1) = ¢' = g = a(1).
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{1} C

B

z
;
G

Kui ka v : Z — G on selline homomorfism, et v o1 = «, siis iga k € N korral
(k) =71+ +1) =91 =a)" = ¢" = B(1)" = BA+... + 1) = B(k)

ja v(=k) = —y(k) = —B(k) = B(—k). Lisaks sellele v(0) = 15 = ¢° = 3(0). Seega 3 = .

9.2 Vaba rithma konstruktsioon

Definitsioonist ei paista vilja, kas moni vaba rithm iildse eksisteerib. Jargnevalt me
néditamegi, et igal hulgal saab konstrueerida vaba rithma.

Teoreem 9.4 Kui X on mittetiihe hulk, siis leidub rihm F' ja injektiivne kujutus ¢ :
X — F nii, et (F,¢) on vaba rihm hulgal X ja F = (1(X)).

TOESTUS. Votame iihe hulga, mis on hulgaga X 16ikumatu, kuid sama voimsusega. Seda
hulka ja tema elemente tédhistame

X '={a"2eX}

Siin 7! on puhtalt formaalne siimbol, mitte péérdelement mingis rithmas. Sonad tihes-
tikus X U X! on jirjendid selle hulga elementidest, mida me lithiduse méttes kirjutame
kujul

— p€1..82
w=x]'Ty’ ..

kus z; € X, &; € {1,—1} jar > 0. Me loeme, et

Er
L,

_ x;, kuieg =1,
SL’Z — 1 .
x; o, kuieg =—1.

Kui r = 0, siis me loeme, et w on tiihi sona ja me tdhistame seda siimboliga 1. Kaks sona
on vordsed, kui nad on vordsed jéarjenditena.
Sonade w = 27" ... 25" jav = y{" ... y" korrutis defineeritakse jarjest kirjutamise ehk
konkatenatsiooni abil:
wo =zt ary!t oyl

kusjuures me loeme, et wl = w = 1w. Lisaks sellele defineerime sona w poérdsona

-1 .__ ,.—¢ —£1
w =, T...ilj’l

ja loeme, et 171 = 1.

Olgu niiiid S kéigi sénade hulk tihestikus XUX 1. On selge, et S on monoid, tipsemalt
vaba monoid hulgal X UX ~! (tihti kirjutatakse S = (X UX ~1)*). Defineerime sellel hulgal
seose ~ jargmisel viisil. Olgu w, v € S. Utleme, et w ~ v, kui sénast w on voimalik saada
sona v 16pliku arvu teisenduste abil, mis on jargnevat tiiiipi:
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(a) mingisse kohta sonas siimbolite paari xz~! voi 7'z, kus x € X, lisamine,
(b) sdna mingist kohast siimbolite paari zz~! voi 271z, kus € X, kustutamine.

(Néiteks kui X = {x,y, 2}, siis zyy 27 ey ~p) vz ey ~) 2z za~ ay.) Teisenduste
arv voib olla ka 0, s.t. me loeme, et kui w = v, siis w ~ v.

Lihtne on aru saada, et seos ~ on ekvivalentsiseos hulgal S. Sona w ekvivalentsiklassi
seose ~ jargi tdhistame [w]. Vaatleme faktorhulka

F:=5/~={[w] |weS}.
Defineerime hulgal F' korrutamistehte vordusega
[w][v] := [wo].

Kui w ~ w' ja v ~ v/, siis ilmselt ka wv ~ w'v’, seega korrutamise definitsioon on
korrektne. Korrutamine on assotsiatiivne, sest mistahes sonade w, v, u korral

([w][v)[u] = [wollu] = [(wo)u] = [w(vw)] = [w][vu] = [w]([v][u]).
Selle korrutamise suhtes leidub iithikelement [1], sest iga [w] € F' korral
[w][1] = [wl] = [w] = [lw] = [A][w].

Kui w = 27" ... 25, siis elemendi [w] € F poérdelemendiks on [w™!], sest

[w][w™] =[5 ... 252 ] = [, e = = a5 ] = (1]
ja analoogiliselt [w™!][w] = [1]. Niisiis oleme niidanud, et F on rithm.

Defineerime kujutuse ¢ : X — F' vordusega

iga x € X korral. Kuna iga [w] € F on esitatav kujul
[w] = [25 . 2] = [o]7 2T = ()™ ()" € (U(XD),

siis F' on tekitatud alamhulga ¢(X) poolt, F' = (+(X)).
Me néitame, et (F, ) on vaba rithm hulgal X. Vaatleme kujutust o : X — G, kus G
on mingi rithm. Defineerime kujutuse g : S — G vordusega

Bt ... 25r) = afz)™ ... afx,)T.

1

Kui mingis sonas sisaldub korrutis zz~' voi 2~z siis a(z)a(r) ™" = 1¢ voi a(z)ta(z) =

lg, kus 1g on rithma G iihikelement. Seega kui w,v € S ja w ~ v, siis f(w) = B(v
rithmas G. Defineerides niiiid 5 : F'— G vordusega

B([w]) = B(w)

saame korrektselt defineeritud kujutuse. See on rithmade homomorfism, sest mistahes
[w], [v] € F korral

B([wl[v]) = B([wv]) = Blwv) = B(w)B(v) = B([w])B([v])-

Kuna iga x € X korral

siis f o1 = a.
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G

Uhesuse niitamiseks oletame, et ka v : F—=G on mingi selline rithmade homomorfism,
et yor=a. Siis yor= o ehk y((z)) = f((x)) iga z € X korral. Kuna F' = (¢(X)),
siis v = f. a

Selles toestuses konstrueeritud rithma téhistame edaspidises F'x. Tuleb vélja, et iso-
morfismi tdpsuseni ongi see rithm ainuke vaba rithm hulgal X.

Lause 9.5 Iga vaba rihm hulgal X on isomorfne rihmaga (Fx,t).

TOESTUS. Olgu ka (G, o) mingi vaba rithm hulgal X . Kasutades universaalomadusi saame
leida riithmade homomorfismid « ja g nii, et kolmnurgad

o 2

X G X Fx
;

«Q o

i
Fx G

kommuteeruvad. Siis ka f o« oo = o1 = ¢ ehk kolmnurk

o

X

G
Eﬁoa
:

G

kommuteerub. Kuna ka idg rahuldab vordust idg o o = o, siis iithesuse tottu 5o a0 = idg.
Analoogiliselt oo 8 = idp, ning seega on « (ja samuti 3) rithmade isomorfism. 4

Meie jargmine eesmérk on néidata, et vaba rithma Fx iga elementi saab iiheselt esitada
teatud kanoonilisel kujul. Selleks ldheb vaja teatud abitulemusi.

Definitsioon 9.6 Oecldakse, et sona w tihestikus X U X~! on taandatud, kui ta ei
sisalda korvutiolevate siimbolite paare z2~! ega 7'z, kus € X. Loeme, et ka tiihi sona
on taandatud.
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On selge, et igast sonast w on voimalik 16pliku arvu taandamistega (s.t. sammudega
tiitipi (b)) saada taandatud sona w*. Seejuures w ~ w*. Me kirjutame w — w’, kui
sona w’ on saadud sonast w (b)-tiiiipi teisenduse (s.t. ithe taandamise) abil. Lisaks sellele
kasutame téhistust w ~ w’, kui w’ on saadud sénast w 1opliku arvu taandamiste abil.
Néiteks X = {xz,y, z} korral voime taandada:

1

1 1

w = xy’lyyflzzflx’ %xy’lzz’lx’ —>xy’1x’ =w".

Samas taandamisi on enamasti voimalik teha erinevas jarjekorras ja tekib kiisimus,
kas saadav taandatud sona on iiheselt méadratud? Tuleb vélja, et on. Selle tdestamiseks
ldheb vaja jargmist lemmat.

Lemma 9.7 Kui w— wy, w—=ws ja wy # ws, sis leidub sona u nii, et wy —=u ja
Wy —>U.

TOEsTUS. Olgu

— €1 ,.€2 Er
w—x1x2 ""/L‘T"

Kuna w-s on voimalik sooritada kaks erinevat taandamist, siis » > 3. Olgu w; saadud
w-st paari afF ot = afFa taandamisel ja olgu wy saadud w-st paari 7' gt = afla
taandamisel. Kuna w; # ws, siis k # [. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et k < [.
Kui niitid k£ + 2 < [, siis taandatavad paarid ei 16iku ja on selge, et soovitud u leidub.
Néitame, et juhul k + 1 = [ tekib vastuolu. Oletamegi, et £k +1 = [. Kui g, = 1, siis

sonas w on alamsona

xi’“ﬂ?i’iﬁfﬁi’fﬁ = mkmizlxk-
Sona w; saamiseks taandatakse sellest alamsonast 2 esimest tidhte ja wy saamiseks 2 vii-
mast tdhte. Molemal juhul jadb alamsonast jérele xy, mis tdhendab, et wy = wy, vastuolu.
Kui ¢, = —1, siis sonas w on alamsona

T Ty = o Ty

kust saame vastuolu analoogiliselt eelneva juhuga. a

Lemma 9.8 Iga sona w jaoks leidub iiheselt mdadratud taandatud sona w* nii, et w ~ w*.

TOESTUS. Eespool juba mérkisime, et selline w* leidub. Vaja on toestada selle iihesus.
Teeme seda induktsiooniga w pikkuse jargi. Kui sona pikkus on 0, 1 v6i 2, siis véide ilmselt
kehtib. Olgu k > 2 ja eeldame, et véide kehtib koigi sonade jaoks, mille pikkus on iilimalt
k. Vaatleme sona w, mille pikkus on £ + 1. On kolm voimalust.
1) Sona w on taandatud. Siis w* = w on iiheselt mé&ratud.
2) Sona w sisaldab tépselt iihte korvutiolevate siimbolite paari kujul zz~! véi 271z, Taan-
dades selle paari saame sona u, mille pikkus on véiksem kui k. Induktsiooni eelduse pohjal
leidub iiheselt médratud w* nii, et u ~ w*. Iga taandamiste jada, mis viib w-st taandatud
sonani, peab algama u-ga, seega w* on ka w jaoks ainuke selline sona, et w ~» w*.
3) Sonas w on vdimalik sooritada vdhemalt kaks taandamist erinevates kohtades, mis
annavad tulemuseks sonad w; ja wo. Kui w; = wsy, siis tdhistame v := w; = wy. Kui
wy # we, siis tdnu lemmale 9.7 saab sonad w; ja we taandada mingiks sonaks u. Molemal
juhul saame u jaoks leida sellise taandatud sona w*, et u ~ w*. Kuna ka w; ~ w*
ja wy ~ w* ning sdénad wy,ws on lithemad kui w, siis induktsiooni eeldus iitleb, et w*
on ainuke taandatud sona, mis on véimalik wi-st ja wy-st taandamise abil saada. Seega
iikskoik millisest taandamisest sonas w alustada, jouame alati sama taandatud sonani w*.
([l
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Teoreem 9.9 Vabas rihmas Fx = (X U X ')*/~ sisaldab iga ekvivalentsiklass seose ~
jirgi tipselt dihte taandatud sona tihestikus X U X1,

TOESTUS. Oletame, et w—w'. Siis leiduvad iiheselt méairatud taandatud sonad u ja v
nii, et w ~ u ja w' ~ v. Kuna ka w —w’ ~» v, siis lemma 9.8 tottu u = v.
Olgu niiid w ~ w', kus w, w" on taandumatud sonad. Siis leidub 16plik sonade jada

W = Wy, Wi, Wa, ..., Wy =W
nii, et iga i € {1,...,n} korral w; on saadud w;_1-st kas taandamise voi siimbolite paari
lisamise abil. See tdhendab, et w;_; —w; voi w;—w;_1. Ténu lemmale 9.8 leidub iga w;
jaoks iiheselt médratud taandatud sona u; nii, et w; ~ u;. Toestuse esimese 16igu pohjal

W=U=U =...=U, =W.

Jareldus 9.10 Vabas rihmas Fx kehtib vordus [w] = [u] parajasti siis, kui w* = u*.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Eeldame, et [w] = [u]. Kuna taandatud sénad w* ja u* kuuluvad
ekvivalentsiklassi [w], siis teoreemi 9.9 tottu peavad nad olema vordsed.
Pusavus. Eeldame, et w* = u*. Kuna w ~ w* ja u ~ u*, siis [w] = [w*] = [u*] = [u]. O

See jareldus on véga kasulik. See annab meile lihtsa algoritmi kahe elemendi
vordlemiseks vabas rithmas Fy: votame elemendid [w] ja [u], leiame mingil viisil
taandatud sonad w* ja u* (seda saab teha lopliku arvu sammudega) ning vordleme neid.

Téanu teoreemile 9.9 saab vaba rithma Flx iga elemendi iiheselt esitada kujul [w], kus w
on taandatud sona, s.t. w = y;* ...y, kus y; € X, g; € {1, —1} ja w ei sisalda alamsénu
zz~! ega vz, kus z € X. (Me lubame siin ka olukorda r = 0; sellisel juhul loeme,
et w on tithi sona.) Siis faktorrithma tehete definitsioonide pohjal [w] = [y1]°* ... [y.]°".
Korrutades kokku korvuti olevad tegurid, milles on sama siimbol y;, saame [w] esitada
itheselt kujul

[w] = [za]" .. [],

kus 0 < s <r, l; € Z\{0}, z; € X ja x; # x;41. Arvestades ¢ : X — Fx definitsiooni
voime kirjutada ka
[w] = v(z)" .. ().

Téhistuste lihtsustamiseks kirjutatakse harilikult [w] asemel w. Seega saab rithma F iga
elemendi w iiheselt esitada kujul
hL ls

w=xy...77,

kus 0 < s, l; € Z\ {0}, z; € X ja x; # x;11. Sellist esitust nimetatakse elemendi w
normaalkujuks.

Teoreem 9.11 Riihm G on vaba parajasti siis, kui leidub alamhulk X C G nu, et G iga
element g on tiheselt esitatav kujul

Ll
g=x{7s5 .. zls

. s

kus s >0, 1; € Z\ {0}, z; € X ja x; # xiq1.
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TOESTUS. TARVILIKKUS. Oletame, et G on vaba rithm. Lause 9.5 pohjal leidub mingi
hulk X nii, et G on isomorfne vaba rithmaga (Fl, ¢). Eelnev arutelu néitab, et Fx elemente
saab iiheselt esitada kujul

zil zéz .2k

kus s > 0,; € Z\ {0}, z; € «(X) ja z; # z;1. Sarnane omadus on siis ka isomorfsel
rithmal G.

P1isavus. Eeldame niiiid, et rithmal G on kirjeldatud omadus. Moodustame vaba rithma
(Fx,t), kus ¢ : x — [z]. Kuna Fx = (1(X)), siis kujutus

©:G—=Fx, ahal 2l i(z) ()2 ()

on siirjektiivne. Kui g = 2i'2% ... 2% € Ker ¢, siis

1] = p(g9) = v ()2 u(zy) = [a:lf:nl; .. gsls]

Ténu sellele, et 22 . .. 2% on taandatud sona tihestikus XUX !, saame jireldusest 9.10,

et xlfxl; ...x's on tiihi séna. See tihendab, et s = 0 ja g = 1. Seega Ker p = {15}, mis
tdhendab seda, et ¢ on injektiivne.
Saab niidata, et ¢ on rithmade homomorfism ning kokkuvottes ka rithmade isomor-

fism. Jarelikult GG on vaba rithm. O

Kui alamhulk X C G on selles lauses kirjeldatud omadusega, siis 6eldakse, et X on
vaba riihma G baas. Teoreem 9.11 iitleb seda, et rithm G on vaba parajasti siis, kui
temas leidub alamhulk X nii, et iga G element on saadav X elementidest rithma tehete
(korrutamise ja poordelemendi votmise) abil tihesel viisil.

Vabade rithmade tédhtust rohutab jargmine tulemus.

Lause 9.12 Iga rihm on vaba rihma epimorfne kujutis. Seega iga rihm on isomorfne
vaba rihma faktorrihmaga.

TOESTUS. Olgu G rithm, votame hulga X := G ja vaatleme vaba rithma (Fx,¢). Univer-
saalomaduse pohjal leidub iiheselt mé#ratud rithmade homomorfism 3 : Fx — G nii, et
ﬁ oL = ZdG

S
7

- -

Q

Kuna idg on siirjektiivne, siis ka § peab olema siirjektiivne, teiste sonadega G on Fx
epimorfne kujutis. Homomorfismiteoreemist (vt. jareldust 2.2) saame, et G = Fx / Ker 3.
(I
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10 Lihtsad rithmad

Rithm G on lihtne, kui tema ainsad normaalsed alamrithmad on G ja {14}.

Selles peatiikis olgu R koikjal kommutatiivne iihikelemendiga ring. Me vaatleme maat-
rikseid {ile ringi R. Siimboliga E téhistame iihikmaatriksit, kusjuures selle jérk peaks
igas olukorras olema selge kontekstist. Iga n € N, 4,5 € {1,...,n}, i # jjaa € R
korral tdhistame stimboliga E;;(a) sellist n-ndat jarku ruutmaatriksit, mis on saadud
tthikmaatriksist kohal (7, j) oleva nulli asendamisel elemendiga a. Need on sellised ele-
mentaarmaatriksid, millega maatriksit A vasakult korrutades liidetakse A i-ndale reale
elemendiga a korrutatud j-s rida.

Definitsioon 10.1 Maatrikseid

a 0 0
aEZOCL 0’
0O O a

kus a € R\ {0}, nimetatakse skalaarmaatriksiteks.
Definitsioon 10.2 Riihma G alamhulga S tsentralisaator on hulk
Ca(S) ={g € G| (Vs €S)gs=sg}
Definitsioon 10.3 Riihma G tsenter on hulk
Z(G) =Cg(G) ={g € G| (Va € G) ga = ag}.

Lause 10.4 Alamrihma SL,(R) tsentralisaator rihmas GL,(R) koosneb skalaarmaat-
riksitest.

TOEsTUS. Lihtne on nédha, et iga skalaarmaatriks kommuteerub kéigi maatriksitega riih-
mast GL,(R). Niitame, et kui maatriks A = (a;;) kuulub tsentralisaatorisse, siis ta on
skalaarmaatriks. Kui i # j, siis elementaarmaatriks F;;(1) € SL,(R) ning jérelikult
Eij(1)A = AE;(1). Kirjutame Ej;(1) kujul Ey(1) = E + Ej;(1), kus maatriksis Fj;(1)
on kohal (i, j) ringi R iihikelement ja mujal nullid. Siis (E + Ej;(1))A = A(E + Ej;(1)),
millest distributiivsust ja teisi maatriksite omadusi kasutades saame, et

E;(1)A = AE;;(1).

Kui k # i, siis maatriksis AE};(1) on kohal (k,j) element ay; ning maatriksis Fj;(1)A
on samal kohal element 0. See kehtib suvaliste k ja ¢, k # i, korral, seega maatriksis
A on viljaspool peadiagponaali nullid. Kohal (7, j) on maatriksis AE};(1) element a;; ja
maatriksis Fj;(1)A element aj;. See kehtib mistahes i, j korral, seega A peadiagonaali
elemendid on omavahel vordsed. Kuna A on regulaarne, siis peadiagonaalil olev element
peab olema nullist erinev. Olemegi saanud, et A on skalaarmaatriks. a

Jareldus 10.5 Iga n € N korral
o Z(GL,(R)) ={aF |a€ R\ {0}};
o Z(SL,(R)) ={aFE |a€ R\ {0},a™ = 1}.
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Definitsioon 10.6 Faktorrithma
PGL,(R) :=GL,(R)/Z(GL,(R))

nimetatakse n-ndat jarku tildiseks projektiivseks lineaarrithmaks iile ringi R ja fak-
torrithma

PSLy(R) := SLy(R)/Z(SLn(R)) = SLn(R)/(SLn(R) N Z(GLn(R)))
nimetatakse n-ndat jirku spetsiaalseks projektiivseks lineaarriihmaks iile ringi R.

Definitsioon 10.7 Olgu K korpus. Maatrikseid E;;(a), kus @ € K* ja i # j, nimetatakse
transvektsioonideks (ingl. k. transvection).

Lemma 10.8 Iga maatriks rihmas SL,(K), kus K on korpus, on transvektsioonide kor-
rutis.

TOESTUS. On selge, et koik transvektsioonid kuuluvad rithma SL,(K) ja et transvekt-
siooni Ej;(a) péordmaatriks E;;(—a) on transvektsioon.

Olgu A = (ai;) € SL,(K). Teisendame selle maatriksi tthikmaatriksiks ainult rida-
de liitmisteisendustega, mis on samavéa#rne transvektsioonidega vasakult korrutamisega.
Kuna |A| = 1k, siis A esimeses veerus peab leiduma nullist erinev element. Eeldame,
et ag; # 0 (kui agy = 0, siis liidame teisele reale mingi rea nii, et kohale (2,1) tekiks
nullis erinev element). Niiiid liidame esimesele reale teise rea, mis on korrutatud elemen-
diga ay (1x — a11). Saame maatriksi, kus kohal (1,1) on element 1x. Selle abil saame
muuta nulliks koik esimese veeru elemendid vélja arvatud esimene. Jatkame sarnasel vii-
sil tekitades nulle allapoole peadiagonaali ja hiljem liikudes paremalt vasakule iilespoole
peadiagonaali kuni jouame iihikmaatriksini. Nii oleme leidnud transvektsioonid 77, . .., Tk
nii, et T Tp_1...7T1A = E, kust

A= (Tl ... T) =17 T NT

Lause 10.9 Kui normaalne alamrihm N < SLy(R) sisaldab transvektsiooni, siis N =

SLa(R).

TOESTUS. Vaatleme transvektsiooni ((1) Clb) € N, kus a # 0. (Kui (clL 0) € N, siis on

1
toestus analoogiline.) Tdestame, et

(Vk € R¥) (é ]f) € N. (15)

Kui see nii on, siis tdnu normaalse alamrithma definitsioonile ka

=19 G D6 )G 6 )G

See téhendab, et N sisaldab koiki transvektsioone ning jarelikult SLo(R) = N tédnu
lemmale 10.8.
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Kuna

ST D6 96 E D)

siis iga x,y € R* korral ka

CETET 66 )

sest N on alamriihm.
Iga reaalarv b on esitatav kahe reaalarvu ruutude vahena:
0+1)? (=12 ’+2b+1-b"+20—1 4b

1 A 1 70

Vottes k& € R* saame arvu a~ 'k esitada ruutude vahena a 'k = 2% — 2, kus =,y € R.

Seega (17) tottu
1 k\ (1 a-a'k\ (1 a(a®-vy?)
(o 1)‘(0 1 )‘(o 1 €.

Lause 10.10 Faktorrihm G/H on lihtne parajasti siis, kui
(VN<SG)HCN = N=aG).

TOESTUS. TARVILIKKUS. Eeldame, et G/H on lihtne. Olgu H C N < G. Siis on lihtne
veenduda, et

K:={aH|ae N}<JG/H.

Kuice N\ H,siis H # cH € K jaseega {H} C K. Kuna G/H on lihtne, siis K = G/H.
Jarelikult iga g € G jaoks leidub a € N nii, et gH = aH. Et g € aH, siis g = ah mingi
h € H korral. Kuna H C N ja N on alamrithm, siis ¢ € N. Seega G = N.

Prsavus. Eeldame, et N = G, kui H C N<G. Olgu K faktorrithma G/ H mittetriviaalne
normaaljagaja. Teoreemi 2.9 pohjal

HAM =7 K)={zeG|rHec K} <G,

kus 7 : G — G/H on loomulik projektsioon. Kuna {H} # K, siis leidub y € G nii, et
H # yH € K, muuhulgas y ¢ H. Nitud y € M \ H. Eelduse tottu M = G. Seega iga
x € G korral zH € K, mis tdhendab, et G/H = K. O

Selle paragrahvi pohitulemus on jargmine.
Teoreem 10.11 Rihm PSLy(R) on lihtne.
TOESTUS. Definitsiooni pohjal

PSLy(R) := SLy(R)/Z(SLy(R)),
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kus Z(SLy(R)) = {E,—E}. Olgu N 9 SLy(R) ja Z(SLy(R)) € N. Ténu lausele 10.10
piisab néidata, et N = SLs(R). Selleks piisab lause 10.9 pohjal toestada, et N sisaldab
viahemalt iihte transvektsiooni.

Eelduste pohjal leidub maatriks

A= (;” 3;) e N\ {E,-E}.

Siis 1 = det(A) = 2t —yz. Kui A ise on transvektsioon, siis on koik korras. Me néitame, et
kui A ei ole transvektsioon, siis ikkagi NV peab sisaldama mingit transvektsiooni. Selleks
vaatleme nelja juhtu.

l.2=0.Siist=z"1jaA= (g xyl). Vottes B = (1 L

01

T & 1 1\ (27! —y)\ (/1 -1
N=>4-BATB _(0 :c_1><() 1)(0 :c)(O 1
C(x xz+y) [z —at—y\ (1 —l—ay+a?+ay\ (1 —1+2a?
—\0 27! 0 x —\0 1 —\0 1 ’

kus viimane maatriks on transvektsioon, kui —1 + 22 # 0 ehk 2% # 1. Vordus 22 = 1
kehtib parajasti siis, kui x = 1 v6i x = —1. Esimesel juhul oleks A transvektsioon. Teisel

juhul
o _(—1 y\ (-1 v\ _ (1 -2
NBA_(O ~1Jlo =1)7 o 1)

Viimane maatriks on transvektsioon, sest y # 0 (muidu A = —F).

2. 2#£0,y =0. Siis A = (j qu) Vottes B = <(1) _01) € SLy(R) néeme, et

0 -1\ /z O —z —x! 0 1 rl —2
-1 _ -1 _ _

N> BAB _<1 O)(z xl)B _(x 0) -1 0)‘(0 :c)
Viimane maatriks on sellisel kujul nagu juhu 1 maatriksid.

3.27&0,y7£0,t:0.8iisA:( v y).VéttesB:<2 9)saame,et

) € SLy(R) nieme, et

—y 10 0 271

141 (20 xr  y) (2710 0 —y
N> BAB™ A7 = (0 o1 )\ =yt o)\ o 2)\y! 2
_ 21 2y 0 —-271y _ 22—y + 4dxy _ (4 3y
27yt 0 ) \2yt 22 0 272 0o /)

Viimane maatriks on sellisel kujul nagu juhu 1 maatriksid.

-1
4.2 # 0,y # 0,6 # 0. Kuna ot — yz = 1, siis tx = 1 4 yz. Vottes B = <(1) le )

saame, et

I A A VAN A B - W O B - t taezl—y
N=>B ATB=5 <—z a:)(O 1 )70 1 )=z o
ftta tzzt—y\ (t+z (14yz)zt—y\  [(t+z 7!
T\ —z 0 —z 0 S\ -z 0 /)

See on juhtum 3. O
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11 Lahenduvad riithmad

Definitsioon 11.1 Riihma G alamriihmade jada
{1} =Gy <G1 <Gy <... <G <G =G,

kus iga alamrithm on normaaljagaja jargnevas alamriihmas, nimetatakse rithma G nor-
maaljadaks. Faktorrithmi

Git1/Gy, 1=0,1,...)k—1,
nimetatakse selle normaaljada faktoriteks.

Definitsioon 11.2 Riihma G nimetatakse lahenduvaks, kui tal leidub kommutatiivsete
faktoritega normaaljada. Muuhulgas ka iihe-elemendiline riithm loetakse lahenduvaks.

Niide 11.3 Iga Abeli rithm G # {1} on lahenduv, sest normaaljada {1} < G ainuke
faktor G/{1} = G on kommutatiivne.

Naiide 11.4 Naiitame, et substitutsiooniriihm S3 on lahenduv. Selles rithmas leidub kom-
mutatiivne alamrithm

H=1{123)=1{(123),(132),¢}.

Kuna selle alamrithma indeks on 2, siis on ta tédnu lausele 1.50 normaaljagaja riithmas S5.
Normaaljada

{e} <H < S;

on kommutatiivsete faktoritega, sest H/{e} = H ja S3/H = 7Z, on kommutatiivsed
rithmad.

Tuleb vilja, et lahenduvate rithmade klass on kinnine alamriihmade ja faktorrithmade
votmise suhtes.

Lause 11.5 Lahenduva rihma alamrihm on lahenduv.

ToOErsTUS. Olgu H < G, kus G on lahenduv rithm. Vaatleme kommutatiivsete faktoritega
normaaljada

{1} =Gy <G <Gy <... <G <G =G.
Igai € {0,1,...,k} korral defineerime
On selge, et H; C H;.q ja seega H; < H;\,. Veendume, et H; < H; .. Toepoolest, iga
g€ H 1 =HNG;1jahe H = HNG, korral g-thg € H (sest g € H) ja g thg € G,
(sest G; <t Giy1), seega g~ hg € H N G; = H;. Niisiis on meil olemas normaaljada

{1}=Hy<H <Hy<...<Hy_1 <H,=H.
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(Kui olla péris tépne, siis normaaljada saame kui jatame selles jadas vordsetest alam-
rithmadest alles iihe. Edasist toestust see siiski ei muuda.) Siis G; <G4, GioiNH < Gy
ja alamrithmade vahelisi seoseid iseloomustab diagramm

Git

(Gipr N H)G;

7N

G NH

\/

(GiiNH)NG,

Niitid
H1+1/H1:(Gz+1mH)/(GzﬂH) (H def)
= (Gir1 NH)/((Gia N H) N Gy) (Gi € Git1)
~ (G NH)G, /G (I isomorfismiteoreem )
C Gi1/Gi. (Gir1 N H)G; < Gisa)

Kuna H;,1/H; on isomorfne kommutatiivse rithma G, /G; alamrithmaga, siis on ta kom-
mutatiivne. Sellega on toestatud, et H on lahenduv. a

Lemma 11.6 Kui G on rihm, N <G ja H < G, siis N I NG.
TOEsTUS. Ténu lemmale 2.4 me teame, et N < NG. Mistahes a,b € N ja g € G korral

(ag)~'blag) = g~ '(a ba)g € "' Ng = N.
Seega N I NG. O

Lause 11.7 Lahenduva riihma faktorrihm on lahenduv.

TOEsTUS. Olgu
{1} =Gy <G <G2<...<dG1 <G =G

lahenduva rithma G kommutatiivsete faktoritega normaaljada ning olgu N < G. Tahame
toestada, et faktorrithm G/N on lahenduv. Selleks vaatame jada

{1} = N/NING,/NQ...dNG_/N ING,/N = NG/N = G/N. (18)

Siin N < NG, tanu lemmale 11.6 ja need faktorid on olemas. Kuna NG; < NG, siis
teise isomorfismiteoreemi tdestuse pohjal NG;/N < NG, 1/N ja

(NGi41/N) [/ (NG;/N) = NG;+1/NG; (IT isomorfismiteoreem )
= (NG;)Gi11/NG; (Gig1 = GGitq)
= G /(NG N Gigr) (I isomorfismiteoreem)
= (Gi41/Gi) | (NG; N Giy1)/G;) . (11 isomorfismiteoreem )

Kuna G;;1/G; on kommutatiivne rithm, siis on ka tema faktorrithm kommutatiivne ja
seega on jada (18) faktorid kommutatiivsed. O
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Lause 11.8 Mittetriviaalne lihtne rihm on lahenduv parajasti siis, kui ta on isomorfne
rihmaga Z,, kus p on algarv.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Vaatleme lihtsat ja lahenduvat rithma G # {1}. Lihtsuse tottu
leidub rithmal G ainult iiks normaaljada: {1} <G. Selle faktor G/{1} peab olema kommu-
tatiivne, seega G on kommutatiivne riithm. Lihtsuse tottu ei tohi tal olla parisalamriithmi.
Seega valides g € G\ {1} peab kehtima (g) = G. Teiste sonadega: G on tsiikliline rithm.
Tsiiklilised rithmad on kujul Z vo6i Z,, kus n € N. Kuna Z ei ole lihtne (2Z < Z), siis
G = 7, mingi n > 2 korral. Kui n on kordarv, nt. n = kl, k,1 # 1, siis (k) < Z,, ja Z, ei
ole lihtne. Seega G = Z,, kus p on algarv.

Prisavus. Kuna (Z,, +) on kommutatiivne rithm, siis on ta ka lahenduv. O

Saab néidata, et kui n > 5, siis paarissubstitutsioonide rithm A,, on lihtne. Kui ta oleks
lahenduv, siis eelmise lause pohjal ta peaks olema kommutatiivne, mis annaks vastuolu.
Seega selline A,, ei ole lahenduv. Kuna A, < S, siis ei saa lause 11.5 tottu ka rithm S5,,,
kus n > 5, olla lahenduv.

Lahenduva rithma definitsioon antakse tihti kommutaatorite abil. Vaatlemegi niiiid
kommutaatori moistet ja selle omadusi.

Definitsioon 11.9 Riihma G elementide g ja h kommutaatoriks nimetatakse elementi
lg,h] == g~ 'n""gh.

Paneme téhele, et g ja h kommutaator on 1¢ parajasti siis, kui gh = hg, s.t. elemendid
g ja h kommuteeruvad. Uldjuhul kehtib vordus gh = hg|g, h.

Definitsioon 11.10 Rithma G kommutaatoralamriihm ehk tuletatud alamriihm
G' = |G, (] defineeritakse kui koigi kommutaatorite [g, h], g,h € G, poolt tekitatud
alamrithm rithmas G.

Lemma 11.11 Kuiy : G—H on rihmade homomorfism ja g, h € G, siis [p(g), p(h)] =
(lg, hl)-

TOEsTUS. Tdepoolest,

[e(9), e(h)] = (g) ' o(h) 'o(g)e(h) = w(g~")e(h™")e(g)e(h)
= (g7 "h~"gh) = ¢([g, h]).

O
Jireldus 11.12 Kui G on rihm ja g,h,x € G, siis 7 [g, h]z = [z gz, 27 ha].
TOEsTUS. Iga x € G korral on kujutus
G—G, g— z gz,
rithmade homomorfism. O

Teoreem 11.13 Kui G on rihm, siis [G,G] <G.
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TOESTUS. Paneme téhele, et [g, h] ™' = h=1g~ hg = [h, g], s.t. kommutaatori pdérdelement
on kommutaator. Seega alamrithma [G, GG] iga element on kujul

9 = lg1, M]lg2, ha] - - . [gn, ]
jaiga x € G korral

v gr =2 gy, bz - 2 go, holz - .- 27 g, AT
=[x g1, huz][x " go, hot] .. [ g, ha] € [G, G

Seega [, G] on normaaljagaja. O

Lause 11.14 Olgu G rihm ja N < G. Siis faktorrihm G/N on kommutatiivne parajasti
siis, kui [G,G] < N.

TOESsTUS. Tdepoolest,

G/N on kommutatiivne (Vg,h € G) (gN)(hN) = (hN)(gN)
(Vg,h € G) ghN = hgN

(Yg,h € G) g 'h 'gh € N

(Vg,h € G) [g,h] € N

(G, G] < N.

Jareldus 11.15 Iga rihma G korral on faktorrihm G /|G, G| kommutatiivne.

Teoreem 11.16 Mistahes rihma G, Abeli riihma H ming rihmade homomorfismi « :
G —= H korral leidub iiheselt madratud rihmade homomorfism B : G/|G,G|— H nii, et
kolmnurk

G G/|G,G]
5
i

H

)

kus m: g — g|G,G] on loomulik projektsioon, kommuteerub.
TOESTUS. Olgu G’ = [G, G]. Kuna H on kommutatiivne, siis iga g, h € G korral

a([g, b)) = la(g), a(h)] = 1a.

Sellest jareldub, et G’ C Ker oe. Homomorfismiteoreemi (teoreem 2.1) pohjal leidub iiheselt
méidratud rithmade homomorfism 5 : G/G' — H, mis on defineeritud, vordusega

B(9G") = a(g)

iga g € G korral, nii et 7 = a. O
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Mairkus 11.17 See teoreem viljendab seda, et Abeli rithmade kategooria on rithmade ka-
tegooria reflektiivne alamkategooria. Teiste sonadega: funktor, mis viib iga rithma G Abeli
rithmaks G/[G, G|, on vasakpoolseks kaasfunktoriks sisestusfunktorile Abeli rithmade ka-
tegooriast riithmade kategooriasse.

Definitsioon 11.18 Rithma G tuletatud alamrithmad G ,n € N, defineeritakse
jargmiselt.

1. GO .= q@.
2 ) .— [G(nfl)’ G(nfl)] iga n € N korral.

Rithma G™ nimetatakse riithma G n-indaks tuletatud alamriihmaks (the n-th derived
subgroup). Alamrithmade jada

G=G">GVeGc%r. .
nimetatakse rithma G tuletatud jadaks (derived series).

Rithma tuletatud jada voib olla 16pmatu voi 16plik. Osutub, et loplikud jadad on
lahenduvatel rithmadel.

Teoreem 11.19 Riihm G on lahenduv parajasti siis, kui leidubn € N nii, et G™ = {14}.
TOESTUS. TARVILIKKUS. Eeldame, et G' on lahenduv ja olgu

{1} =G, <Gr1 <GraQ...9G1 <Gy =G
kommutatiivsete faktoritega normaaljada. Muuhulgas G/Gy on kommutatiivne rithm.
Lause 11.14 pohjal GV = [G, G] < G,. Téestame induktsiooniga, et iga [ € {1,...,k}

korral GV < G,. Eeldame, et G < G,,. Lisaks teame, et Gui1/ G on kommutatiivne.
Seega

G = (g™ G (G def.)
< G- (jéreldus 11.14)

Saame, et ka G < Gy = {15}, kust G® = {15}.
Prisavus. Kui leidub selline naturaalarv n, et G™ = {1}, siis

G=GUp>GV>G¥>.. . >GM = {15}

on kommutatiivsete faktoritega normaaljada ning seega GG on lahenduv. a

Markus 11.20 Tihti voetaksegi riihma G lahenduvuse defineerimisel aluseks tingimus,
et G™ = {15} mingi n € N korral.
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A Lisa 1: Riithmade esitused tekitajate ja seoste abil

Uks voimalus rithma kirjeldamiseks on niidata #ra, kuidas ta tekib vaba riihma fak-
torrithmana. Toome selle kohta iihe lihtsa néite.

Niide A.1 Olgu X = {z} ja vaatleme vaba rithma

Fx= {2 [ 5 [, [, [ - )

Lihtne on n#ha, et hulk N = {[z]% | k € Z} on selle riithma alamrithm. Kuna see Fx
on kommutatiivne rithm, siis on N ka normaaljagaja. Korvalklasse N jérgi tahistame
[z]¥ := [z]*N, k € Z. Ei ole raske niha, et faktorrithm N jérgi on

G = Fx/N = {[1], 2], &%, ..., 7).

Selles faktorriihmas naiteks

sest
([2)?) ' [2* = 2] [P = [2]° € N

(vt. lauset 1.39). Enamasti jaetakse sulud ja kriipsud &ra ning kirjutatakse lihtsalt
G=Fx/N={1,z,2*. .. 1},
aga selles rithmas arvutamisel arvestatakse reegliga 2% = 1. Seega niiteks kirjutatakse

2?2’ =g =g a® 2® =g 1 2% =g 2*.

(Siin alaindeks G rohutab, et arvutused toimuvad rithmas G, mitte aga néiteks rithmas
Fx.) Sellises olukorras kirjutatakse tihti

G={(x|2%=1).

Siin elemendi z kohta teldakse tekitaja (generator) ja vorduse 2° = 1 kohta deldakse
seos (relation). Samuti 6eldakse, et on antud rithma G esitus (presentation) oma tekitaja
x ja seose 2% = 1 abil.

Nagu nédeme, on G 6-elemendiline tsiikliline rithm. Sama mottek&igu abil saab nédidata
et iga n € N korral omab n-elemendiline tsiikliline riithm esitust

(x| 2" =1).
Sellistes esitustes voib nii tekitajaid kui seoseid olla mitu. Néiteks voib vaadelda rithma
G=(nflr=1f=1(f?=1)
Anname niiiid sellise konstruktsiooni iildise késitluse.
Definitsioon A.2 Olgu R C G, kus G on rithm. Tédhistame
RY :={g'rg|geG,re R} CG.

Alamhulga RY poolt tekitatud G alamrithma (R“) nimetatakse hulga R normaalsulun-
diks rithmas G.
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Lemma A.3 Rihma G alamhulga R normaalsulund (R%) on riihma G vihim normaal-
jagaja, mis sisaldab hulka R.

V= ¢g71r~1g. Seega

TOESTUS. Paneme tihele, et kui g~lrg € R, siis (g 1rg)~
(REY = {75 g1 ... g, 757 g | n > 0,0: € G,1y € Ryes € {1, -1}} < G.

Kui g € G, siis

g (g g g g g ) g
= (g "9y 17“?919)(9‘19517’2 929) - (979, "5 g,9)
= (g19) "7 (919) - (929) " 'r3*(929) - - - - - (9ng) "7 (gug) € (RE),

s.t. (RY) on normaalne alamrithm. Kuna r = 15! -7+ 15 iga r € R korral, siis R C (R%).

Minimaalsuse naitamiseks vaatleme olukorda R € H < G. Kuna H on normaalne
alamrithm, siis iga ¢ € G jar € R korral g~ 'rg € H. Et H on kinnine pooérdelemendi
votmise suhtes, siis ka ¢ 'r~!'g € H. Kuna H on kinnine korrutamise suhtes, siis nieme,
et (RY) C H. O

Definitsioon A.4 Olgu X # () hulk, olgu Fx vaba rithm hulgal X ja olgu R C F'x mingi
alamhulk. Riihm esitusega
(X | R)

on faktorrithm Fy /(RF*). Sellest rithmast voib mdelda kui “kdige vabamast” rithmast,
mis on tekitatud hulga X elementide poolt ja mis rahuldab seoseid r =1, r € R.

Kuigi formaalselt on selle faktorrithma elementideks korvalklassid [w]N, kus N =
(RTx) < Fy ja w on sona tihestikus X U X! siis harilikult (eriti praktilistes arvutustes)
kirjutatakse [w]|N asemel lihtsalt w.

Niide A.5 Olgu X = {z,y} ja R = {z*, 43, (zy)?}. Siis saame rithma esitusega

(z,y | 2%, 9%, (zy)?).

Kuna z*,3°, (zy)? € N = (R¥), siis 2'N = N, N = N ja (z y)’N = N, mis tihendab,
et faktorrithmas Fx /N kehtivad vordused x4 =1, 43 = 1 ja (xy)2 = 1. Seetottu pannakse
sama esitus tihti kirja kujul

(r,y 2t =19"=1,(zy)* = 1)
vOi monel teisel samavéirsel kujul, nt.
(myla* =1y =y Lay=y 'z

Jérgmine teoreem annab voimaluse homomorfismide defineerimiseks rithmast G, mis
on antud mingi oma esitusega, monda teise rithma.

Teoreem A.6 Olgu G = (X | R) ja H rihmad ning olgu o : X — H kugjutus. Feldame,
et iga r = [x7'x3? ... 25] € R korral axy)® ax)® ... axy,)™ = 1p. Siis leidub iiheselt

mdadratud rihmade homomorfism o : G —= H nii, et o|x = a.
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Vordust o/|x = « selle teoreemi sonastuses tuleb tolgendada nii, et diagramm

L

T
X Fy Fx/N =G

H

kus 7 : [w] — [w]N on loomulik projektsioon ja ¢ on sisestus, kommuteerub ehk iga = € X
korral o/ ([z]N) = a(x).

TOESTUS. Olgu (Fy,t) vaba rithm hulgal X. Universaalomaduse pohjal leidub rithmade
homomorfism 5 : Fx — H nii, et o1 = a.
Kui r = [27'25? ... 25| € R, siis

Br) =B ([ ... [z.]™) (tehted Fx-s)
= [ ([z4]° ) B ([z,]™) (8 on homomorfism)
= B (u(z1)° ) B (u(zn)™) (¢ def.)
= B (u(z1)™ .. B ()™ (8 on homomorfism)
= afzy)™ .. (mn)an (Bor=a)
=lp. (teoreemi eeldus)

Seega R C Ker 3. Kuna Ker 8 < Fiy ja N := (RFX) on vithim riihma Fx normaaljagaja,
mis sisaldab hulka R, siis N <Ker (3. Defineerime kujutuse o’ : Fx /N = G—H vordusega

Oletame, et [w]N = [u]N, kus [w],[u] € Fy. Siis [w] '[u] = [wu] € N C Kerf.
Jarelikult 15 = B([wtu]) = B([w]) ' B([u]), kust B([w]) = B([u]). Seega o’ on korrektselt
defineeritud.
L m
X Fy Fx/N =G
« b i ,,'/;J/
v A'/
H

Kujutus « on rithmade homomorfism, sest

o ([WIN)([u]N)) = o/ ([wu] N) = B([wu]) = B([w][u]) = B([w])B([u]) = o ([w]N)a'([u]N).

Lisaks sellele
d/omor=PFoL=aqa.
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Jaib veel toestada ithesus. Oletame, et ka v : G—H on selline homomorfism, et yomor =
. Siis iga [z7' ... 25" |N € G korral

v ([ 2t N) = y([z]N)T oy ([ N (v on homomorfism)
= (yomou)(xy)t...(yomour)(x,)™ (7, ¢ def.)
=a(x)? ... az,)™ (yomor=a)
=(aomoi)(xy)...(a' omor)(x,)™" (a=0a'omou)
=a ([#1]N)' ... ([x,]N)™ (7,0 def.)
=a ([25' ... 25" ]N). (o/ on homomorfism)

Seega v = o/. O

Uldiselt ei ole rithma esituse pdhjal lihtne kindlaks teha kui palju selles rithmas on
elemente voi et kas see rithm on 16plik. Teoreemi A.6 kasutades on seda teatud juhtudel
siiski voimalik teha.

Naide A.7 Uurime, kui palju elemente on rithmas

G=(vyla"=1Ly" =1 ()" =1), (19)

1 1

kus n > 2. Vaatleme sona w tihestikus {z,y, 271, y~}. Kuna 2" = 1, siis 27! =g 2" 1,
mis tihendab seda, et iga 27! esinemise asemel sonas w saame kirjutada z"~!. Analoo-
giliselt y =¢ y~! ja me saame iga y~' asemele kirjutada y. Lopuks (xy)? =g 1 tihendab
seda, et yr =¢ v 'y! =g 2" ly. Seega sona w saab asendada sonaga kujul z*y!, kus
k1> 0. Et 2" =¢ 1jay? =¢ 1, siis saame eeldada, et 0 <k <n—-1ja0<1<1. (See
oleks antud rithma elemendi normaalkuju.) Oleme ndidanud, et

GC{a"'|0<k<n-1,0<1<1},

seega |G| < 2n.

Tdestame ka vastupidise vorratuse. Votame dieedri rithma D,,,. Tuletame meelde, et
| Dy, | = 2n ning Dy, = (A, J), kus A ja J on teatud pooratavad (2 x 2)-maatriksid, mis
rahuldavad seoseid

A"=FE, J*=F ja AJ=JA"

Viimane vordus on samaviiéirne vordusega AJAJ = E ehk (AJ)* = E.
Kujutus
a: X ={z,y} —Ds,, v— A, y—J

rahuldab teoreemi A.6 eeldusi. Jarelikult leidub iitheselt maaratud rithmade homomorfism
o : G— Dy, nii, et diagramm

Lx ™

X Fx G
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kommuteerub. Seega
A=a(z)=d([z]N) ja J=aly)=a([ylN).

Kuna A, J € Im(ca/), siis
Dy, = (A, J) CIm(a’) C Dy,

millest jéreldub, et o/ on siirjektiivne. Seega |G| > |Ds,| = 2n. Kokkuvéttes |G| = 2n
ja o : G—= Dy, on rithmade isomorfism. See tdhendab, et pohimotteliselt voiks dieedri
rithma Dy, defineerida ka esituse (19) abil. Tihti seda tehaksegi.

B Lisa 2: Vabad Abeli rithmad

Sarnaselt vektorruumidega saab Abeli rithmades radkida lineaarkombinatsioonidest. Ai-
nus vahe on selles, et korpuse elementide asemel on téisarvud.

Definitsioon B.1 Olgu ay,...,a, Abeli rihma A elemendid ja olgu ky, ..., k, taisarvud.
Avaldist

k‘lal + ...+ k:nan, (20)
aga ka selle avaldise poolt méadratud rithma A elementi, nimetatakse elementide a4, ..., a,
lineaarkombinatsiooniks. Arve kq, ..., k, nimetatakse selle lineaarkombinatsiooni kor-

dajateks. Lineaarkombinatsiooni nimetatakse triviaalseks, kui tema koik kordajad on
nullid.

Definitsioon B.2 Abeli rithma A elementide siisteemi a4, ..., a, nimetatakse

e lineaarselt soltumatuks, kui
(Vkl,...,knEZ)(lea1+...+knan:O — klz...:kn:()),

e lineaarselt soltuvaks, kui ta ei ole lineaarselt soltumatu.

Lopmatut elementide siisteemi nimetatakse lineaarselt soltumatuks, kui tema iga 1oplik
alamsiisteem on lineaarselt soltumatu.

Vektorruumis on viahemalt kahest vektorist koosnev 1oplik vektorite siisteem lineaar-
selt soltumatu parajasti siis, kui selle siisteemi mingi vektor avaldub iilejédnud vektorite
lineaarkombinatsioonina. Abeli rithmade puhul see nii ei ole.

Naiide B.3 Vaatleme Abeli rithmas Z elementide 2 ja 3 lineaarkombinatsiooni
3-24(-2)-3=0.

Kuna kordaja 3 # 0, siis see siisteem on lineaarselt soltuv. Samas kumbki arvudest 2 ja 3
ei avaldu teise lineaarkombinatsioonina.

Definitsioon B.4 Abeli rithma baasiks nimetatakse tema lineaarselt soltumatut moo-
dustajate siisteemi. Abeli rithma nimetatakse vabaks, kui temas leidub baas.
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On voimalik toestada, et vaba Abeli rithma mistahes kaks baasi on sama voimsusega.
Selles kursuses me seda toestust ei anna. Vaba Abeli rithma baasi voimsust nimetatakse
selle rithma astakuks.

Niitame, et vabal Abeli rithmal on omadus, mis on sarnane definitsioonis 9.1 kirjel-
datud omadusele.

Lause B.5 Olgu F' vaba Abeli riihm baasiga X ja olgu v : X —= F sisestus. Siis iga Abeli
rithma A ja iga kujutuse o : X —=A jaoks leidub tiheselt mddratud riihmade homomorfism
B:F—A ni, et or=aq, s.t. diagramm

L
X

ooy

kommuteerub.

TOESTUS. Olgu X = {e; | i € I} baas. Siis iga x € F' avaldub {iiheselt lineaarkombinat-
sioonina = = kye;, + ... kpe;, , kus ky, ..., k, € Z jaiy,...,i, € I. Defineerime

B(x) == kiale;,) + ... + kyale;,).
Saab néidata, et S on homomorfism. Iga ¢ € I korral
(Bou)(e) = Bles) = B(les) = Lafes) = ofes),

seega ff o1 = .

Uhesuse néitamiseks oletame, et ka v : F'— A on selline homomorfism, et y o1 = a.
Siis iga © = kie;, + ... kpe;, € F korral
B(x) = kiale;,) + ...+ kyale;,) = kiy(e,) + ...+ kay(es,) = y(kiei, + .. knes, ) =7(x).
Seega [ = 7. O
Naiide B.6 1. Abeli rithm Z x Z = Z®7Z komponenthaaval defineeritud liitmise suhtes on
vaba, kusjuures baasiks voib votta e; = (1,0), es = (0, 1) (aga ka néiteks (1,0), (0, —1)).
See siisteem on moodustajate siisteem, sest

(V(k, 1) € Z X Z)( (k1) =key + les)
ja ta on lineaarselt soltumatu, sest
(Vk,l € Z)(key + les = (0,0) = (k,l) =(0,0) = k=0jal=0).

2. Rithm (Z,, +) ei ole vaba. Selles rithmas 1 on kiill moodustajate siisteem, aga ta on
lineaarselt soltuv, sest 2-1 = 0, kuid 0 # 2 € Z.
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Jirgnev tulemus niitab, et koik vabad Abeli rithmad on teatud mottes sarnased
néites B.6 vaadeldud Abeli rithmaga.

Teoreem B.7 Abeli riithm on vaba parajasti siis, kui ta on isomorfne l[opmatute tsiikliliste
riithmade vilise otsesummaga.

TOESTUS. P11sAvus. Teoreemi 3.5 pohjal on koik 16pmatud tsiiklilised rithmad isomorfsed
rithmaga (Z, +). Vaatleme vélist otsesummat & » ., A;, kus A; = (Z, +) iga i € I korral.
Tahistame iga i € I korral e; = () ;er, kus

:Cjz{ 1, kuij=r1,

il

0, kuij#i.

Lihtne on aru saada, et {e; | i € I'} on Abeli rithma & )
on vaba.

TARVILIKKUS. Olgu F' vaba Abeli rithm baasiga e = {¢; | ¢ € I}. On lihtne veenduda,
et hulgad Ze; = {ke; | k € Z} C F on rithma F alamrithmad. Kuna e on moodustajate
siisteem, siis iga a € F' jaoks leiduvad iy,...,4, € [ ja ky,...,k, € Z nii, et

.1 Ai baas ning seega see rithm

a = ]{7161'1 + ...+ knein € ZZG,L

iel

Seega

F = ZZ&’

iel
Néitame, et see summa on otsesumma. Selleks vaatleme Abeli rithma F' moodulina iile
ringi Z ja kontrollime teoreemi 7?7 tingimust 3. Olgu ¢y,...,7, € [ paarikaupa erinevad
indeksid, kie;, € Ze;,, ..., kpe;, € Ze;, , ning oletame, et

k‘leil + ...+ knein =0.

Kuna e on lineaarselt soltumatu, siis by = ... =k, = 0 ja seega kie;; = ... = kpe;, = 0.
Sellega oleme toestanud, et
F =Y Ze,.

Teoreemi 7.5 pohjal

F:@ZZ@.

icl

Toestuse lopetamiseks veendume, et Ze; ~ Ziga i € I korral. Selleks vaatleme kujutust
7 —="Ze;, k+— ke;.
Kuna mistahes k,[ € Z korral
flk+1)=(k+1)e; =ke; +1le; = f(k)+ f(1),

siis f on rithmade homomorfism. On selge, et f on siirjektiivne. Kui ke; = f(k) = 0,
siis lineaarselt soltumatuse tottu k& = 0. Seega Ker(f) = {0} ja f on ka injektiivne.
Kokkuvottes f on isomorfism ja rithmad Ze;, ¢ € I, on lopmatud tsiiklilised rithmad. O
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Lause B.8 Iga Abeli riihm on isomorfne mingi vaba Abeli riihma faktorrihmaga.

TOESTUS. Olgu A suvaline Abeli rithm. Vaatleme hulka A indeksite hulgana ja moodus-
tame vilise otsesumma
F-oYa.

acA

kus A, = (Z,+) on tsiiklilised rithmad. Teoreemi B.7 tottu on F' vaba Abeli rithm.
Vaatleme kujutust

fF—A (ki)aca Zkaa.

a€A

Kuna iildistatud jadas (kq)eca esineb 16plik arv nullist erinevaid téisarve, siis summa
Y aca kaa on samuti 16plik. Lihtne on veenduda, et f on rithmade homomorfism. Ta on
ka siirjektiivne, sest elemendi a € A originaaliks sobib jada, mille a-komponent on taisarv
1 ja iilejadinud komponendid on nullid. Jéareldus 2.2 iitleb, et

A~ F/Ker(f).
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