Jaguvus

Ulesannete naisilahendusi

6. aprill 2026. a.

(Kui pole 6eldud teisiti, siis R on nullitegureita kommutatiivne ring.)

Ulesanne 1 Toestada, et mistahes a, b, ¢ € R korral
a) albAb|c=alc b) albhalc=a|bxc c) alb=a]bec

Lahendus. a) Kui a | b ja b | ¢, siis jaguvuse definitsiooni pohjal leiduvad elemendid e, f € R
nii, et ae = b ja bf = c. Seega

c=0bf = (ae)f = a(ef),

mis tdhendab seda, et a | c. Viited b) ja c) saab tdestada sarnasel viisil.

Ulesanne 2 Leida arvude 975 ja 645 suurim iihistegur ja vihim ithiskordne a) ringis Z, b)
ringis Q.

Lahendus. a) Kasutame suurima iihisteguri leidmiseks Eukleidese algoritmi:

975 =645 -1+ 330
645 = 330 -1 4 315
330 =315-1+15
315=15-21.

Néeme, et viimane nullist erinev jiik on 15, seega SUT(975, 645) = 15. Jarelikult

.. - 64
VUK (975, 645) = % = 97543 = 41925

b) Ring Q on korpus, seega mistahes nullist erinevate elementide suurim iihistegur on 1 ja
nende véhim iihiskordne on korrutis.

I"J}esanne 3 Olgu R Eukleidese ring ja a,b,u € R. Toestada, et kui v on pooratav, siis
SUT(au,b) = SUT(a,b).

Lahendus 1. Teame, et Eukleidese ringis on mistahes kahel elemendil suurim {ihistegur olemas.
Tihistame d = SUT(a, b) ja e = SUT (au, b).

Kuna d | a, siis ka d | au. Et d on au ja b iihine tegur ja e = SUT(au, b), siis d | e.

Kuna e | au, siis ef = au mingi f € R korral. Jirelikult efu™" = a, kust e¢ | a. Et e on a ja
b ithine tegur ja d = SUT(a, b), siis e | d.



Oleme néidanud, et d | e ja e | d, mis tahendab, et elemendid e ja d on assotsieeritud. Kuna
teame, et SUT on médratud iiheselt assotsieerituse tédpsuseni, siis olemegi saanud selle, mida
soovisime.

Lahendus 2. Olgu d = SUT(a,b). Niitame, et element d rahuldab elementide au ja b suurima
ithisteguri definitsiooni kahte tingimust.

1. On selge, et d | au ja d | b.

2. Oletame, et ¢ | au ja c | b. Siis leidub selline f € R, et cf = au. Jarelikult cfu~™! = a ehk
¢ | a. Kuna ¢ on a ja b iithine tegur, siis ¢ | d, mida oligi vaja.

Vaatleme kompleksarvude korpuse alamringi Z[v/—5] = {a + bv/—5 | a,b € Z}. Defineerime
kujutuse N : Z[v—5] - NU {0} vordusega

N(a +bv—=5) := a* + 5b* = ‘a+b\/3i

:

Nimetame seda kujutust normiks. Seega Z[v/—5] elemendi norm on tema mooduli ruut. Ka-
sutades seda, et kompleksarvude korrutise moodul on tegurite moodulite korrutis, saame, et
norm séilitab korrutamist:

N(z12) = |z122]” = |21)* |21 = N(21)N(22) (1)

iga 21, 29 € Z[/—5] korral.
Lisaks sellele on norm kooskdlas ka jaguvusseosega, s.t. mistahes arvude z1, 2o € Z[v/—5]
korral

21 | 2 ringis Z[vV/ —5] = N(z1) | N(z2) ringis Z.
Toepoolest, kui z; | 2o ringis Z[v/—5], siis leidub selline w € Z[v/—5], et z;w = z5. Vorduse (1)
pohjal N(z1)N(w) = N(z;jw) = N(z2), millest aga jareldub, et N(z1) | N(z2) ringis Z.
Paneme veel téihele, et
U(Zv=5]) = {1, -1}
Sisalduvus {1, —1} C U(Z[v/—5]) on ilmne. Oletame, et z on pédratav. Siis z | 1 ringis Z[v/—5]
ning jarelikult N(z) | N(1) = 1 ringis Z. Ainus mittenegatiivne naturaalarv, mis jagab arvu 1
téisarvude ringis, on 1 ise. Seega N(z) = 1. Lihtne on néha, et ringis Z[/—5],
N(z)=1<=2z=1vdiz=—1

Seega z € {1,—1} ja U(Z[v—5]) C {1,—1}.
Ulesanne 4 Téestada, et ring Z[v/—5] = {a + bv/=5 | a,b € Z} C C ei ole faktoriaalne.
Lahendus. Vaatleme arvu 9 kahte teguriteks lahutust ringis Z[v/—5]:

9=3-3=(2+vV-5)(2—-V-5).

On selge, et elemendid 3 ja 2 + /=5 ei ole assotsieeritud, sest kui nad oleksid assotsieeritud,
siis nad peaksid olema kas vordsed voi erinema maérgi poolest.

Néitame veel, et koik need elemendid on taandumatud. Paneme téihele, et kui z € {3,2 +
V/=5,2—+/=5}, siis N(z) = 9. Oletame, et 2 € {3,2++1/=5,2—+/—5} ja 2 = 2129, kus 21,25 €
Z[\/=5]. Siis

9= N(z) = N(z1)N(z2). (2)

2



Kuna ei leidu selliseid arve a, b € NU{0}, et a®+5b* = 3, siis ei saa iithegi Z[/—5] elemendi norm
olla 3. Seega vordusest (2) jareldub, et kas N(z1) = 1 ja N(29) =9 voi N(z1) =9 ja N(29) = 1.
Esimesel juhul on z; pooratav ja teisel juhul on z, pooratav. Sellega oleme téestanud, et z on
taandumatu.

Ulesanne 5 Teha kindlaks, kas elementidel a, b ringist Z[+/—5] on olemas suurim iihistegur ja
vahim iihiskordne, kui

a) a=3,b=1++/=5;
b) a=6,b= 3+ 3y/-5.
Lahendus. i}
a) Néaitame, et SUT(3,1 + +/—5) = 1. Selleks kontrollime definitsiooni kahte tingimust.

1. Ilmselt 1|3 jal|1+4+/—5.

2. Oletame, et ¢ | 3 ja c | 1 ++/=5, kus ¢ € Z[/=5]. Siis N(c) | N(3) = 9 ja N(c) |
N(1+ +/=5) = 6 ringis Z. Kuna tiisarvude ringis on koik suurimad iihistegurid olemas,
siis suurima iihisteguri definitsiooni pohjal N(c) | SUT(9,6) = 3. Et arvu 3 ainsad na-
turaalarvulised jagajad on 1 ja 3, siis saame, et N(c¢) = 1 voi N(¢) = 3. Nagu eespool
négime, on teine voimalus vélistatud. Seega N(c¢) = 1, mis tdhendab, et ¢ € {1, —1}, ning
seega ¢ | 1 ringis Z[v/—5], nagu néutud.

Néitame niiiid, et ei leidu nende arvude vdhimat iihiskordset. Oletame vastuviiteliselt, et
m = VUK(3,1 + v—5). Kuna 3 | m ja 1 + /=5 | m, siis 9 [ N(m) ja 6 | N(m). Jarelikult
18 = VUK(9,6) | N(m) ringis Z.
Teisest kiiljest,
3/3+3vV->5A1+vV-5|3+3V-5 = m|3+3vV—-5 = N(m)| N3+ 3V-5) =054,
3|6AN1+V-5]|6 = m|6 = N(m) | N(6) = 36.
Kuna N(m) on arvude 54 ja 36 iithine tegur, siis N(m) | SUT(54, 36) = 18.

Kuna 18 | N(m) ja N(m) | 18 ringis Z, siis N(m) = 18. Kui niiid m = a + b\/—5, kus
a,b € Z, siis a® + 5b% = 18. Vaatleme erinevaid voimalusi b jaoks.

1. b= 0. Siis a®> = 18, mis on vastuolus sellega, et 18 ei ole iihegi tdidarvu ruut.
2. b= 1. Siis a®> = 13, vastuolu.
3. b> 2. Siis a? = 18 — 5b? < —2, jillegi vastuolu.
Tekkinud vastuolu néitab, et elementidel 3 ja 1++/—5 ei saa leiduda iihtegi vihimat iihiskordset.

b) Tdestame, et ei leidu elementide 6 ja 3+ 31/—5 suurimat iihistegurit. Kuna vahima iihis-
kordse leidumisest jareldub suurima iihiseguri leidumine, siis ei saa neil elementidel ka vdhimat
ithiskordset leiduda.



Oletame vastuviiteliselt, et leidub d = SUT(6, 3 + 3v/=5). Siis N(d) | N(6) = 36 ja N(d) |
N(3 + 3v/=5) = 54 ringis Z. Jarelikult N(d) | SUT(36, 54) = 18.

Teisest kiiljest, kuna 3 | 6 ja 3 | 3+ 3v/=5, siis 3 | d ja 9 | N(d). Et 1 ++/=5 ] 6 ja
14++v/=5|3+43y/=5,siis 1 + /=5 | d ja 6| N(d). Kuna N(d) on 6 ja 9 iihine kordne ringis Z,
siis 18 = VUK(6,9) | N(d). Kokkuvéttes N(d) = 18. Eespool nigime, et see annab vastuolu.
Sellega on iilesanne lahendatud.

Ringi R nimetatakse Eukleidese ringiks, kui leidub kujutus § : R\ {0} — NU{0} nii, et iga
a € Rjaiga 0# b€ R korral leiduvad sellised elemendid ¢, € R, et a = bqg + r ning kas r = 0
voi §(r) < §(b).

Definitsioon 1 Nullitegureita kommutatiivset ringi R nimetatakse Eukleidese ringiks, kui
leidub kujutus
d: R\ {0} - NU{0},

mis rahuldab tingimusi:
ER1. iga a,b € R\ {0} korral §(ab) > é(a),
ER2. igaa € Rjaigabe R\ {0} korral leiduvad sellised ¢,r € R, et

a=>bg+r, kusjuures r=0 voi &(r) <d(b).

Ulesanne 6 Toestada, et Gaussi tdisarvude ring
Z[i|={a+1ib|a,beZ}
on Eukleidese ring.

Lahendus. Vaatleme kujutust
N :Z[i]\ {0} - NU{0}, a+bi— a®+b" = |a+bi]*.

Nii nagu eespool saame veenduda, et N siilitab korrutamist. On slege, et N rahuldab, tingimust
ER1. Niitame, et kehtib ka ER2. Vé&tame ringist Z[i] elemendid z = a+bi ja w = c¢+di # 0.
Siis kompleksarvude korpuses

= 2wl = e+ fi,

SHRN

kus e, f € R (tegelikult isegi e, f € Q
Té&histame

~—

. Valime téisarvud k, [ nii, et e — k| < 3 ja [f — 1] < 3.

g =k+leZi], x=e—keR, y:=f—-1€R ja r:=w(x+yi).
Siis

z=wle+ fi) =w((z+k)+ (y+1)i) = wlk + 1) + w(z +yi) =wg +r,
kus r = z — wq € Zl[i] (sest z,w,q € Z[i]) ja, juhul kui r # 0,

N(r) = N(w)N(z + yi) = N(w)(z* + 3*) < N(w) G + ;1) = N(w) -



