Poliinoomide jagamine

Ulesannete naisilahendusi

8. aprill 2026. a.

(Kui pole 6eldud teisiti, siis poliinoomid on ringist R|x].)
Ulesanne 1 Jagada poliinoom f jadgiga politnoomiga g, kui
a) f=a'—4a3+ 522 +x—1, g=2%— 21— 3;
b) f=4x3—-22+25 g=ux+2;

c) f=22>—-3x+1, g=a3+4.

Lahendus. a) Jagame:

at — 4xd + 52+ x— 1 |2*—22-3

zt — 223 — 32? |22 — 22 + 4
—22% + 8% + x — 1
=223 + 422 + 62

472 — 5y — 1
422 — 8r — 12
3r + 11

Seega
gt —42® + 527 + 7 — 1 = (2* — 22 — 3)(2® — 22 + 4) + (3z + 11).
Vastus: jagatis on 22 — 2z + 4 ning jiik on 3z + 11.

b), ¢) Need jatame iseseisvaks harjutamiseks.

Ulesanne 2 Jagada poliinoom 2z* + 22 + 2z jidgiga poliinoomiga z2 — 2 tdlgendades nende
poliinoomide kordajaid vastavate jadgiklassidena ringist Zs.

Lahendus. Jagame:
20t + 2% 4 2z |22 — 2

224 — 22 1222 + 2
222 + 2x
222 -1

20 + 1
Vastus: jiiik on 2z + 1 ning jagatis on 222 + 2.



Ulesanne 3 Milliste a,b ja ¢ véirtuste korral jagub poliinoom z* + az?® + b poliinoomiga
x? + cx + 1 ringis Q[z]?

Lahendus. Oletame, et 2%+ cz + 1 jagab poliinoomi z* 4 ax? + b. Siis leidub selline poliinoom g,
millega esimest poliinoomi korrutades saame teise. Kuna Q[z] on nullitegureita, siis poliinoomide
korrutamisel poliinoomide astmed liituvad ja seega g peab olema teise astme poliinoom, kus-
juures z? kordaja peab olema 1. Olgu g = 2 + ux + v. Siis

trar® +b= (2 tex+ D@ tur+v) =2+ (uto)® + (v+uc+ 1)z + (cv +u)z +v.

Seega saame, et arvud a, b, ¢, u, v peavad rahuldama vorrandisiisteemi

u+c = 0
v+uc+1l = a
co+u = 0

b = w.

Jérelikult u = —c, a = b — ¢ + 1 ja ¢cb — ¢ = 0. Viimane vordus annab, et ¢(b — 1) = 0. Selle
vorduse kehtimiseks on kaks voimalust.
1) ¢ =0.Siisu = 0 jaa = b+1. Seega saame kolmikud (b+1,b,0), kus b € Q[z]. Kontrollime:

2t + (b+1)2? + bla® + 1

at + 7 27+ b
br? + b
br® + b
0

2) b =1.Siis v = 1jaa= —c*+ 2. Siit saame kolmikud (—c* + 2,1,¢), kus ¢ € Q[z].
Kontrollime:

zt + (= + 2)2? + 1|22 +cx+1
o+ crd + x? |22 —cx + 1
—cx® + (= +1)2? +1
—ca® — Aa? — cx
2+ cr + 1
22 + cx + 1
0

Vastus: sobivateks kolmikuteks (a, b, ¢) € Q? on kolmikud (b+1,b,0), kus b € Q, ja kolmikud
(=2 +2,1,¢), kus c € Q.

Ulesanne 4 Kas poliinoom 2z + 1 on pooratav a) ringis Z,[x], b) ringis Zs[z], ¢) ringis Z[z]?
Lahendus. a) On pooratav, sest
e+ 12z +1) =42 +4r+1=1.

b), ¢) Ei ole pooratav, sest ringid Zs ja Z on nullitegureita.



Ulesanne 5 Tuua niiteid poliinoomidest, mille iihine tegur on z + 1.
Lahendus. Naiteks poliinoomid (x + 1)(x — 1) ja (x 4+ 1)(x + 1).

Ulesanne 6 Kasutades Eukleidese algoritmi leida poliinoomide f ja g jaoks sellised poliinoomid
ujav, et uf +vg=SUT(f,g), kui

a) f=at+ a3 -3 —dr—1, g=a3+22—1—1;

b) f =4z —22° — 162> + 5x +9, ¢g=22°—2? — 5+ 4.

Lahendus. a) Jagame poliinoomi f poliinoomiga ¢ :

f=a*+ 23— 322—4a-1 B3+ a2 -2 —-1=g
42— 22— 2 lr = q
—222—3x—1=:1r

Jagame poliinoomi g poliinoomiga r; korrutades vahetulemusi sobivate nullist erinevate kons-
tantidega:
g=2>+ 22— x-1|-222-30x-1=n
29 =223 + 22% — 2z —2|—x;1
203 + 322+ o«

g1 1= 22— 3z —2
29, = —22% — 6x — 4

—222 — 3x —1
ro 1= —3xr — 3

Jagame poliinoomi r; poliinoomiga —%rz :

rp=—2z> =3z — 1|z +1=—1ir
—22% — 2x | — 2z —1
- z—1
|
rs = 0

Seega f ja g suurim iihistegur on viimane nullist erinev jadk ehk —3x—3 = ry. Jagamistulemused
voib kokku votta jargmiste vorduste abil:

f = 1'9"‘7’1,
29 = (—2)r1+ o1,
291 = 7’1+T2.

Kasutades neid vordusi saame ro avaldada f ja g kaudu:

SUT(f,g) = mo=20 —r =229 +ar)—r =4g+r(2x—1)=4g+ (f —29)(2x — 1)
= f2r—1)+g(—22% + z +4).

Niisiis voime votta v = 2z — 1 ja v = —22% 4+ 2 + 4.
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Kontroll:

fut+gv = (@*+2° 327 —42 —1)22 — 1) + (® + 2% — 2 — 1)(—22° + 2 + 4)

= 22° — ' 22 — 2% — 6% + 327 —82? + 42— 20 + 1

25 4ot 4 dad — 20t P 4?20 — 2t —dr + 22— —4

= —3z—3.
Ulesanne 7 Olgu d = SUT(f,g), deg(d) =k, deg(f) =n jadeg(g) =m (f,g,d € K[x], kus
K on korpus). Toestada, et leiduvad sellised poliinoomid u ja v, et deg(u) < m—k—1, deg(v) <
n—k—1ja

fu+gv=d.

Lahendus. Teame (vt. [1, Ik. 206]), et leiduvad poliinoomid ' ja v’ nii, et fu’ + gv’ = d. Peame
nditama, et leiduvad sobivate astmetega poliinoomid u ja v nii, et fu + gv = d.

Suurima iihisteguri definitsiooni pohjal leiduvad sellised poliinoomid ¢ ja fi, et g = dg; ja
f = df1. Jagades poliinoomi v’ jadgiga poliinoomiga g; saame sellised poliinoomid ¢ ja r, et

v = gig+7ja degr < degg, = degg —degd =m — k.
Jarelikult
d=fu'+ g = f(gg+r)+gv" = fr+ frdgig+ gv" = fr+g(frg +0') = fu+gv,

kus oleme téhistanud u :=r ja v := fig+v'. On selge, et degu = degr < m — k — 1. Jaab veel
nédidata, et degv <n —k — 1.

Paneme téhele, et kuna d | f, siis degd < deg f ning seega deg gv = deg(d — fu) = deg fu.
Jarelikult

m + degv = deg g + degv = deg gv = deg fu =deg f +degu <n+m — k.

Lahutades selle vorratuse molemast poolest m saame degv < n—k ehk degv < n—k—1, mida
oligi vaja néidata.

ﬂ}esanne 8 Leida méadramata kordajate meetodil sellised poliinoomid u ja v, et uf 4+ vg =
SUT(f, g), kui f = 2% ja g = (1 - )2

Lahendus. Kuna f ja g on erinevate taandumatute poliinoomide (z ja (1 — x)?) astmed, siis on
nende suurim iihistegur 1. Kasutades eelmise iilesande téhistusi on meil hetkel n = 3, m = 2 ja
k = 0. Seega otsime poliinoome u, v, mille korral degu <2—-0—-1=1jadegv=3-0—1=2.
Olgu u = Az + B jav = Cx? + Dz + E, siis

1 =2*(Az + B) + (1 — 2)*(C2* + Dz + E).

Meil on vaja maarata A, B, C, D, E vaartused. Selleks anname tundmatule x erinevaid vaértusi.
Vottes = 0 ndeme, et 1 =0+ 1 F = E, seega

1 =2°(Ar + B) + (1 — 2)*(C2* + Dx + 1).
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Anname veel vaartusi:

r=1=— 1=A+B,
r=—-1= 1=A-B+4C—-D+1) = A—B+4C —4D = -3,
r=2 = 1=82A+B)+4C+2D+1 = 16A+8B+4C +2D =0,
r=3 = 1=27(3A+ B)+4(9C +3D +1) = 81A+27B +36C + 12D = —3.

Lahendades saadud lineaarvorrandisiisteemi

A+ B = 1
A— B+ 4C—- 4D=-3
16A+ 8B+ 4C+ 2D= 0
81A+27B +36C + 12D =—-3

saame, et A= -3, B=4,C=3jaD =2.
Vastus: u = —3z + 4 ja v = 322 + 22 + 1.

Viited
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