Ruutvormid

Ulesannete naisilahendusi
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Definitsioon 1 Oeldakse, et poliinoom Zij:l a;; X; X, kus a;; = aj;, a;; € K ja K on korpus,
on ruutvorm iile korpuse K muutujate X7,. .., X, suhtes. Maatriksit A = (a;;) nimetame selle
ruutvormi maatriksiks.

[gale ruutfunktsionaalile n-modtmelisel vektorruumil {ile K vastab ruutvorm n muutujast
tile K, ja vastupidi (vt. [1, def. X.3.4]).

Definitsioon 2 Oeldakse, et

e ruutvorm iile K on kanoonilisel kujul, kui tal on kuju A\ X7 + Mo X2 + ... + N\ X2, kus
)\1,)\2,...,)\7« € K;

e ruutvorm iile R on normaalkugul, kui tal on kuju X7 + ...+ Xz — Xp?—&-l - = X%

e ruutvorm iile C on normaalkujul, kui tal on kuju X2 + X2 + ... + X2

Ruutvormi viimine kanoonilisele kujule tdhendab sellise regulaarse muutujate vahetuse leid-
mist, mille tagajirjel saame kanoonilisel kujul oleva ruutvormi (uutest muutujatest).
Maatrikskujul voib ruutvormi esitada korrutisena

T X
X AX, kus X = .
Xn
on muutujate veerg ja A on vaadeldava ruutvormi maatriks. Regulaarse muutujate vahetuse

X1 = 011}/1 +-~+ClnYn

Xp = cuY1+...+ Yy
voib maatrikskujul esitada vordusena

Y;
X=0Y, kusY = [ - | on uute muutujate veerg, C' = (c;;) ja det(C) # 0.
Y,

Sellise muutujate vahetuse tulemusena teiseneb ruutvorm X" AX ruutvormiks (CY)TA(CY) =
VT(CTAC)V, seega pirast muutujate vahetuse tegemist tekkiva ruutvormi maatriks on CT AC.



Ulesanne 1 Viia ruutvorm 2z;z5 + 22923 kanoonilisele kujule.

Lahendus. Selle ruutvormi maatriks on

A:

O = O

1
0
1

o = O

Kanoonilisele kujule viimiseks kirjutame maatriksi A alla sama jarku iithikmaatriksi ja teeme

siis elementaarteisendusi nii, et maatriksi A asemele tekiks diagonaalmaatriks. Kui oleme teinud

mingi teisenduse ridadega, siis teeme kohe selle jéarel sama tiiiipi teisenduse veergudega.
Niisiis teisendame maatrikseid jargnevalt:

010 111 211 2 11 2 01
101 101 101 0-114 0—13
010 010 110 1 10 1 10
- 2 -
00| " |Too| “|Too| 7 |T oo| " |T=10
010 010 110 1 10 1 10
001 001 001 0 01 0 01

2 0 1 2 0 0

0 | |0 4

o I _1I o I _1

N 2 2 | 2 2

v 1 v 1 1

1—2 0 1 -1 —3

1 1 0 1 I 1

2 2 2

0 0 1 0 0 1

2 0 0 2 0 0

0-1 1 0-1 0

. 0 0 0 . 0 0 0

1 —5 —3 1 -1 -1

1 14 1 5 0

0 0 1 0 0 1

Teisenused, mida tegime, olid jargmised: liitsime esimesele reale ja veerule teise, lahutasime
teisest reast ja veerust %—ga korrutatud esimese, lahutasime kolmandast reast ja veerust %—ga
korrutatud esimese ning 16puks liitsime kolmandale reale ja veerule teise. Viimase maatriksi
iilemisest poolest on nitha, et ruutvormi kanooniline kuju on 2Y? — %YQQ, viimase maatrik-
si alumine pool annab meile kanoonilisele kujule viiva muutujate vahetuse maatriksi C, see

muutujate vahetus on

X, =Y, 1Y, Y

X2=Y1+%Y2
X3 = Y;
Kontroll:
1-2-1\" /010 1 -1 -1 110 1 Lo 2 00
1 5 0 101 1 53 0]=[-330 1—30]=[0-350
0 0 1 010 0 0 1 —101 1 50 0 00



Ulesanne 2 Viia jirgmised ruutvormid normaalkujule a) iile R, b) iile C:
F1 = X12 —|—4X22 -+ Xg —|—4X1X2 - 2X1X3 5
Fy = X?4+2X2 — X2 +4X, X, — 22X, X3 — 4X, X5,
Fy = —4X? — X2 — X2 —4X1 Xy +4X, X3 + 18X, X3,

Millised nendest ruutvormidest on omavahel ekvivalentsed? (Kahte ruutvormi nimetatakse ek-
vivalentseteks, kui iiks on teisest saadav mingi muutujate vahetuse teel.)

Lahendus. Viime ruutvormi Fj kanoonilisele kujule:

12 -1 12 -1 1 0-1 1 —1 1 00
24 0 00 2 0 0 2 0 2 0 02
—-10 1 . —10 N -1 2 1 N 0 0 . 0 20
10 0 10 0 S 1-2 0 1 0 1-21
01 0 01 0 1 0 0 0 0 10
00 1 00 0 0 1 0 1 0 01
1 00 1 00 1 0 1 0 0
0 22 0 42 0 4 0 4 0
. 0 20 0 20 0 0-— 0 0 -1
1-21 1 -11 1 -1 1 -1 53
0 10 0 10 0 1 0 1—%
0 01 0 11 0 1 0 1 %
Viime ruutvormi F5 kanoonilisele kujule:
2 —1 1 2 -1 0 —1 1 — 1 0 0
2 =2 0-2 0 -2 0 0 — 0-2 0
-2 -1 -1 -2 -1 — 0 —1 0 — 0 0 -2
0o 0| | 1T o0 ol 2 0| 7|1 T2 1
1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1
Viime ruutvormi F3 kanoonilisele kujule:
—4 -2 2 —4 =22 -4 00 -4 00
-2 -1 9 0 08 0 08 016 8
2 9 -1 0 80 . 0 80 0
T 0 0 1T 00 [I1 I
0 1 0 0 10 0 10 0
0 0 1 0 01 0 01 1
-4 0 0 —4 0 0
016 8 016 0
o 0 0—4 o 0 0 —4
1 0 1 1 0 51
0 1 0 1—%
0 1 0 1 %



Viime ruutvormi F); kanoonilisele kujule:

13 0 1 3 0 1 0 0 1 00 1 0 0
35 2 0—-4 2 0—-4 2 0—42 0—-4 0
02 -1 0 2-1 o 0 2-1 o 0 00 o 0 0 0
10 0 1 0 0 1-3 0 1-30 1—3—%
01 0 0 1 0 0 1 0 0 10 0 1 %
00 1 0 0 1 0 0 1 0 01 0 0 1
Tulemused votame kokku jargmise tabelina:

Ruutvorm | Kanooniline kuju Normaalkuju iile R | Normaalkuju iile C
F Y7 +4YF - YY 73+ 23— 73 U+ U3 +U;

B Y —2Y7 — 2Y7 7373732 Ut +Us + U3

F3 —4Y2 +16YE —AY? | 73 — Z2 — 72 Ut + U2+ U2

Fy Y — 47 VAR Ut + U3

Teoreem 1 Kaks ruutvormi on ekvivalentsed iile C (ile R) parajasti siis, kui neil on samad
normaalkujud dle C (ile R).

Siit on néiha, et iile R on ekvivalentsed F; ja F3 ning iile C on ekvivalentsed Fi, F, ja F3.

Definitsioon 3 Ruutvorm 3 7, a;X;X; iile R on positiivselt (negatiivselt) médratud, kui
> @igcicy >0 (300, aijeic; < 0) iga vektori (ci, ..., ¢,) € R korral.

Teoreem 2 ([1, teoreem X.4.4]) Ruutvorm on positiivselt mdadratud siis ja ainult siis, kui
tema maatrikst peamiinorid on koik positiivsed, ja negatitvselt mdadratud sits ja ainult siis, kui
tema maatriksi peamiinorid on vaheldumaist negatiivsed ja posititvsed.

Ulesanne 3 Leida koik parameetri a reaalarvulised vidrtused, mille korral ruutvorm
2X? — X7 +4X2 + (2a — 1) X1 X5 + a* X3 X3 on positiivselt médratud.

Lahendus. Vaadeldava ruutvormi maatriks on

|
—_
R, ©

Leiame selle maatriksi peamiinorid. Esiteks, M; = 2 > 0. Teiseks,

1 1 1 9
:—2—((1—5) (a—§> :—2—a2+a—Z:—a2+a—Z.

Kuna vérratusel —a? + a — % > 0 ei ole reaalarvulisi lahendeid, siis vaadeldav ruutvorm ei ole
positiivselt médratud iihegi a vaartuse korral.

1
2 a—3;

1
a—; 1

M, =




Ulesanne 4 Leida koik parameetri a reaalarvulised vidrtused, mille korral ruutvorm
aX? +aX2+ (a—3)X7 +2X1 Xy + 2aX; X3 + 2X, X3 on negatiivselt méidratud.

Lahendus. Vaadeldava ruutvormi maatriks on

al a
A=|1a 1
ala—3
Maatriksi A peamiinorid on
Mlza,
M. al =a’ -1
2 — 1a - 9
al a
M;=1]1a 1 =ad*-3d°+a+a—a*—a+3—a=—-3a%+3.
ala—3
Lahendades vorratustesiisteemi
a <0
a?—1>0
—3a2+3 <0

saame, et ruutvorm on negatiivselt madratud, kui —oo < a < —1.

Definitsioon 4 ([1, def. IX.3.2]) Eukleidilise ruumi F lineaarteisendust ¢ nimetatakse sim-
meetriliseks, kui iga a,b € F korral

<(,0((l), b> = <CL, (,O(b»,

kus (z,y) tdhistab vektorite =,y € E skalaarkorrutist.

Stimmeetrilise teisenduse maatriks ortonormeeritud baasi suhtes on stimmeetriline maatriks.
Kui eukleidilise ruumi lineaarteisenduse maatriks ortonormeeritud baasi suhtes on siimmeetriline,
siis see teisendus on siimmeetriline ([1, teoreem IX.3.3]).

Ulesanne 5 Todestada, et eukleidilise ruumi siimmeetrilise lineaarteisenduse erinevatele oma-
vadrtustele vastavad omavektorid on ortogonaalsed.

Lahendus. Olgu p(a) = Aa ja @(b) = ub, kus A # p, a # 0 ja b # 0. Siis
Ma, b) = (Aa,b) = (p(a),b) = {a, o(b)) = (a, ub) = pa,b).
Seega (A — u){a,b) = 0, millest jareldub, et (a,b) =0, s.t. a ja b on ortogonaalsed.
Teame, et ruutmaatriks iile korpuse K on sarnane diagonaalmaatriksiga parajasti siis,
kui leidub selle maatriksi omavektoreist koosnev baas vektorruumis K”. Opiku [1] teoreemi

IX.3.6 pohjal leidub iga siimmeetrilise maatriksi jaoks iile R tema omavektoreist koosnev or-
tonormeeritud baas eukleidilises ruumis R™ (standardse skalaarkorrutamise suhtes). Seega iga

bt



stimmeetriline maatriks A iile R on sarnane diagonaalmaatriksiga, C~'AC on diagonaalmaat-
riks, mille peadiagonaalil on maatriksi A omavéértused ning C' veeruvektorid on A ortonor-
meeritud omavektorid. Kuna [1, lause IX.2.3] pohjal on C' ortogonaalmaatriks, s.t. C~1 = C7,
siis CT AC on diagonaalmaatriks. Jirelikult kehtib jirgmine tulemus.

Lause 1 Iga ruutvormi tile R saab viia kanoonilisele kujule ortogonaalse muutujate vahetusega,
s.0. muutujate vahetusega, mille maatriks on ortogonaalmaatriks.

Ulesanne 6 Viia ruutvorm 2X 24+5X2+ 5X§ +4X, X5 —4X, X3 — 8X, X3 kanoonilisele kujule
ortogonaalse muutujate vahetusega.

Lahendus. Ruutvormi maatriks on

2 2 =2

A= 2 5 -4

-2 -4 5

Selle maatriksi karakteristlik poliinoom on
2—X 2 -2 2—X\ 2 -2 2—\ 4 -2
2 5—-X -4 | = 2 55—\ -4 |=| 2 9-—-X —4
-2 -4 5= 0 1—-X1-2X 0 0 1-—-2A
—(_1)3+3(1—)\)‘2;)‘gf)\‘—(l—)\)(18—11)\+)\2—8)

(1 =N\ = 11X +10) = —(\ — 1)*(\ — 10).
Seega A omavidrtused ja nende kordsused on

)\1:1, 7’1:2,
)\2 = 10, 9 = 1.

Jérelikult ruutvormi kanooniline kuju on Y2 + Y3 + 10Y2. Muutujate vahetuse leidmiseks tuleb
leida veel A omavektoreist koosnev ortonormeeritud baas.

Omavadartusele 1 vastavate omavektorite leidmiseks lahendame lineaarvorrandisiisteemi maat-
riksiga

1 22
A-—F = 2 4 -4
-2 -4 4

(muutujate 27, 29, z3 suhtes, et mitte segi ajada ruutvormis esinevate muutujatega). Siit saa-
me, et z; = —2zy + 2z3. Selle vorrandisiisteemi lahendite fundamentaalsiisteemiks (ja seega
omavéirtusele 1 vastavaiks lineaarselt soltumatuiks omavektoreiks) on néiteks

a; = (_27170)7
Gy = (27071)



Omavéartusele 10 vastavate omavektorite leidmiseks lahendame jargmise lineaarvorrandisiisteemi:

-8 2 -2 0 —18 —18

A—10F = 2-5—-4]1—=12 -5 —4 —)(3?1),
—2 —4 -5 0 -9 -9
ehk 2y = =%, 20 = —2z3. Seega lahendite fundamentaalsiisteem koosneb néiteks vektorist
az = (—1, —2, 2)

Omavektorite a1, as, as ortogonaliseerimiseks eukleidilises ruumis R? votame

bl =da; = <_27 ]-70)7

ja b2:a2+k2161,kus kzlz—%:—?:%,s.t.
4 8 4 2 4
by = -by =(2,0,1 —,=,0)=1=-,=1].
2 CL2+51 (77)+( 5757> (5757)

On selge, et b ja by on omavéadrtusele 1 vastavad omavektorid. Kuna a3 ja b; on stimmeetrilise
maatriksi A erinevatele omavéirtustele vastavad omavektorid, siis on nad iilesande 5 pohjal
ortogonaalsed. Samal pohjusel on ortogonaalsed a3 ja by. Seega voime votta

bg = a3 — (—1, —2,2).
Vektorid by, bs, bs tuleb veel ortonormeerida. Selleks leiame nende pikkused |b;| = /4 + 1 = V5,
bo] = (/35 + 35 +1=1/% = %, |bs] = VI + 4 +4 = 3 ning vektorid

€ :_b = __7_70 )
Vs ( NGRYE )
62:—b2:

L, (1 22
= 3mT\T3 7 33)

Niisiis oleme saanud omavektoreist koosneva ortonormeeritud baasi ey, es, e3. Jarelikult kanoo-
nilisele kujule Y + Y7* + 10Y3 viiva muutujavahetuse maatriks on

_2 25 _1
R
_ 1 4/5 2
C=| % % -3
0 % 2
Kontroll:
2 1
- 0 2 2 =2
CTAC = 2v5 4v5 V5 2 5 —-4]|C
B T 24 5
3 3 3
% & 0\ (B (100
— 2v5 4v5 V5 a5 21— [p1 0
B B & ve o3 00 10
3 3 3 0 % 3



Olgu F ja G ruutvormid iile R muutujatest Xi, ..., X,, maatriksitega A ja B vastavalt ning
olgu F positiivselt madratud. Opiku [1] teoreemist X.4.5 jéreldub, et leidub selline muutuja-
vahetus, mis viib F' ja G korraga kanoonilisele kujule. Selgitame, kuidas seda teha.

Viies ruutvormi F' kanoonilisele kujule saame leida regulaarse maatriksi C' nii, et

aq 0 ... 0
OTAC: 0 as ... 0 ’
0 0 ...a,
kus a; > 0iga?=1,...,n korral. Vottes
A0
1 1 0
D .= 0 Vay
....... .
0 0 SN

saame, et DT(CTAC)D = (CD)TA(CD) = E, s.t. saame F viia normaalkujule. Vaatleme
ruutvormi maatriksiga (C'D)? B(C'D). Viime selle kanoonilisele kujule ortogonaalse muutujate
vahetusega U :

by 0 ... 0
covy'Bpy) =utiep) sepyr=| 1l
0 0 ... b,

Siis (CDU)TA(CDU) = UT(CD)TA(CD)U = UTEU = U~'U = E, s.t. muutujate vahetus
maatriksiga C'DU viib kanoonilisele kujule nii F' kui G.

Ulesanne 7 Leida muutujate vahetus, mis viib ruutvormid

F=X?+2X2 +3X2+2X, X, — 2X, X3,

korraga kanoonilisele kujule.

Lahendus. Uurime, kas iiks ruutvormidest F' ja G on positiivselt médratud. Ruutvormide F' ja
G maatriksid on vastavalt

1 -1 241
A= 12 0)jaB=]|482
-10 3 123
Kuna maatriksi A korral
M, =1> 0,

My=2-1=1>0,
My =6-2-3=1>0,



siis F' on positiivselt médratud. Viime ruutvormi F' kanoonilisele kujule:

11 -1 111 1 0-1 1 0-1
12 0 01 1 0 1 1 0O 1 1
-10 3 . -10 3 R -1 1 3 N 0o 1 2
10 0 10 0 S 1-1 0 1-1 0
01 0 01 0 0 1 0 0 1 0
00 1 00 1 0 0 1 0 0 1
1 00 1 00 1 0 0
0 11 0 11 0 1 0
N 0 12 0 01 0 0 1
1-11 1-11 1 -1 21|
0 10 0 10 0 1-1
0 01 0 01 0 0 1
Seega CTAC = E, kus
1 -1 2
C=10 1-1
0 0 1
Kuna saadud F' kanooniline kuju osutus juba normaalkujuks, siis votame D = E. Leiame niiiid
1 00 241
CT'BCO = | -1 10 482 |C
2 —-11 123
241 1 -1 2 221
=1241 0 1-1}|=(221]=0.
123 0 0 1 113

Viime ruutvormi maatriksiga B’ kanoonilisele kujule ortogonaalse muutujate vahetusega. Sel-
leks leiame maatriksi B’ karakteristliku poliinoomi:

2—A
2
1

B’ — \E|

2

2—-A

1 3-—
= 12 — 4\ — 12X +4)X% + 3)\? —
= AN —=TA+10) =

1
I |[=l—DA+N)B =N +4+A—2+4\—12+X1—2
A
A =124 6) = =X+ 7A% — 10\
A\ —=2)(A=5).

Seega maatriksil B’ on iihekordsed omavéaartused 0,2 ja 5. Leiame vastavad omavektorid:

221
221
113
021
201 —
111

-3 2 1

2 -3 1 —

1 1 =2

+

001
110

_— o o = OO
— Ot Ot = NN

z3
21

)~

= _2z — a; = (1, —1,0),

0 21 23 = —222 . .
01 -1 21 = 23 _

10 _1) —>{22 _ ., —az=(1,1,1).



Kuna erinevatele omavéartustele vastavad omavektorid on ortogonaalsed, siis vektoreid ay, as, as
ortogonaliseerida ei ole enam vaja. Nende ortonormeerimisel saame

()
€1 = _7__7()’
2 2

(1 1 2)
€2 = Ty T T T =)
? 6 V6 V6

(1 1 1)
€3 = Ty T =y T =]

V3 V3 V3

Seega ruutvormi, mille maatriks on B’, kanooniline kuju on 2Y;? + 5YZ ja sellele kujule viib
muutujavahetus maatriksiga

41 1
V2 V6 V3
U= 1 1 1
2 \ééﬁ
V6 V3

Kokkuvottes, ruutvormid F' ja G viib kanoonilisele kujule muutujavahetus maatriksiga

S U 2 _ 4 2

I -1 2 i B NI
CU=[0 1-1 -5 wnml=l-5 50
0 0 1 0 _2 L 0 —2 1L

V6 V3 V6 V3

Viited

[1] M. Kilp, Algebra I, Tartu, 1998.
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