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ULEVAADE VIIE KOOLI VOISTLUSTEST
MATEMAATIKAS

Et opilasi paremini ette valmistada téppisteaduste oltimpiaadideks,
alustati 1965. aastal kidesoleva kogumiku autori initsiatiivil koolidevahelisi
voistlusi matemaatikas.

Esimesel koolidevahelisel voistlusel 1965/66. 6ppeaastal kohtusid Tartu
I Keskkoolis Viljandi I ja Tartu I Keskkkooli voistkonnad. Mitteametliku
voistkonnaga esines Noo Keskkool. Voistkondlikult voitis Viljandi I Keskkool.
Parimateks lahendajateks olid viljandlased Indrek Kolkks, Meelis Krigul ja
Peeter Tooming. Vaistlusiilesanded koostas TRU 6ppejoud Kalle Velsker.

Teisel voistlusel 1966/67. oppeaastal Viljandis osalesid Tartu I, Noo ja
Viljandi I Keskkooli voistkonnad. Voisteldi matemaatikas, fiiiisikas ja kee-
mias. Viljandi TSN TK Haridusosakonna poolt pandi vélja rdnddiplomid
parimatele koolidele. Koikides ainetes tuli voitjaks Noo Keskkool. Matemaa-
tikas jargnesid Tartu I Keskkool ja Viljandi I Keskkool. Matemaatika tiles-
anded osutusid eriti rasketeks.

Kolmas koolidevaheline véistlus toimus 1967/68. oppeaastal Noos. Parim
oli Noo Keskkool, jargnesid Viljandi I ja Tartu I Keskkool.

Neljandal koolidevahelisel kohtumisel 1968/69. 6ppeaastal lilitus voist-
lusse ka Tartu V Keskkool, samas koolis ka voisteldi. Tuleb markida, et see
voistlus korraldati eriti pidulikult ja ladusalt. Parimatele koolidele ja opilas-
tele oli kooli juhtkond vélja pannud uusi randvimpleid, auhindu ja maéles-
tusesemeid. Koolide jarjestus: Noo, Viljandi I, Tartu I ja Tartu V Keskkool.
Individuaalselt oli parim kiimnenda klassi opilane Toomas Véadn Noo Kesk-
koolist.

Viies voistlus toimus 1969/70. oppeaastal Tartu I Keskkoolis. Koolid
jarjestusid nii: Noo, Tartu I, Viljandi I ja Tartu V Keskkool. Parimateks
osutusid: 1.-2. V. Altleis ja U. Samariiiitel Noo Keskkoolist, 3. M. Noppel
Tartu I Keskkoolist.

Kuues voistlus toimus 1970/71. dppeaastal Viljandis. Koolide paremus-
jarjestus: Noo, Viljandi I, Tartu I ja Tartu V Keskkool. Esikoht ldks jaga-
misele viljandlaste Jaan Pruulmanni ja Lembit Kuriku vahel.

Seitsmes voistlus toimus 1971/72. oppeaastal Noos. Koolid jarjestusid
nagu eelmisel aastal: Noo, Viljandi I, Tartu I ja Tartu V Keskkool. Indivi-
duaalselt voitis Tonis Pleksepp Noost viljandlase Urmas Haudi ees.

Kaheksas voistlus toimus 1972/73. oppeaastal Tartu V Keskkoolis.
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Viienda koolina liilitus voistlusse tugeva tasemega Tartu II Keskkool. Koolide
jarjestus: Noo, Tartu II, Viljandi I, Tartu I ja Tartu V Keskkool. Parimateks
lahendajateks osutusid Kalle Kulbok ja Toivo Jullis Noo Keskkoolist ning
Martin Viil Tartu II Keskkoolist.

Uheksas voistlus toimus 1973 /74. oppeaastal Tartu 1T Keskkoolis. Koo-
lid jarjestusid nii: Noo, Viljandi I, Tartu I, Tartu II ja Tartu V Keskkool.
Parimad lahendajad olid Kalle Kulbok Noo Keskkoolist ja Anto Unt Tartu
IT Keskkoolist. Kolmandaks tuli Noo Keskkooli X klassi opilane Elle Eglit.

Kiimnes voistlus toimus 1974 /75. 6ppeaastal Tartu I Keskkoolis. Koolid
jarjestusid jargmiselt: Noo, Viljandi I, Tartu II, Tartu I ja Tartu V Keskkool.
Esikohta jagasid 4 opilast: Elle Eglit, Andres Lilla Noo Keskkoolist ja Kaido
Kama ning Tiina Reha Viljandi I Keskkoolist.

Uheteistkiimnes voistlus toimus 1975 /76. oppeaastal Viljandi I Kesk-
koolis. Koolid reastusid selliselt: Noo, Tartu II, Viljandi I, Tartu I ja Tartu V
Keskkool. Individuaalselt olid parimad: 1.-2. Uku Tuul Tartu II Keskkoolist
ja Tarmo Maasik Noo Keskkoolist. 3.-4. Toivo Méangel Noo Keskkoolist ja
Tonis Ord Tartu I Keskkoolist. Esindajate noupidamisel kinnitati voistluste
pohikiri jargnevateks aastateks. Olulisemaks muudatuseks oli see, et iga koo-
li 10-liikmelises voistkonnas peab olema vihemalt 2 opilast IX klassist (voi
noorematest klassidest) ja 2 opilast X klassist (voi noorematest klassidest).
Voistlusiilesannetest peavad 3 olema joukohased iiheksanda klassi opilastele,
4 kiimnenda klassi opilastele ja 5 iiheteistkiimnenda klassi opilastele. Sel-
le kohtumise iilesandeid, mis olid nimetatud pohimottel koostatud, suutsid
nooremad opilased edukalt lahendada.

Kaheteistkiimnes voistlus toimus 1976/77. oppeaastal Noos. Koolide
paremusjarjestus: Noo, Viljandi I, Tartu II, Tartu I ja Tartu V Keskkool.
Voitjaks oli X klassi opilane Urmas Lips Noo Keskkoolist, jargnesid sama
kooli opilased Jaanus Péial, Anneli Johanson ning viljandlased Jaanus Tekko
ja Toomas Talts.

Kolmeteistkiimnes voistlus toimus 1977/78. 6ppeaastal Tartu V Kesk-
koolis. Koolid reastusid nii: Noo, Viljandi I, Tartu V, Tartu II, Tartu I Kesk-
kool. Parim lahendaja oli Jaan Janno Noost, 2.-3. kohta jagasid Jaanus Tekko
Viljandist ja Jiiri Seffer Noost.

Neljateistkiimnes voistlus toimus 1978/79. 6ppeaastal Tartu II Kesk-
koolis. Koolide paremusjarjestus: Noo, Tartu I, Viljandi I, Tartu II ja Tartu
V Keskkool. Esikohta jagasid viis opilast: Peep Abel Viljandi I Keskkoolist,
Peeter Ellervee Tartu V Keskkoolist, Erko Jalviste Tartu I Keskkoolist, Hillar
Kukk, Jiiri Seffer ja Jaan Janno Noo Keskkoolist.

Viieteistkiimnes voistlus toimus 1979/80. 6ppeaastal Tartu I Keskkoo-
lis. Koolid reastusid selliselt: Noo, Viljandi I, tartu I, Tartu II ja Tartu V
Keskkool. Voitja oli Hillar Kukk Noost, 2.-3. kohta jagasid Andri Ksenofon-



tov Tartu II ja Jiri Helekivi Noo Keskkoolist.

Kuueteistkiimnes voistlus toimus 1980/81. oppeaastal Tartu II Kesk-
koolis. Koolide jarjestus: Noo, Viljandi I, Tartu V ja Tartu I Keskkool. Esi-
kohta jagasid neli opilast: Kalev Jaaniste, Jiiri Helekivi, Arvo Jagel Noost ja
Peep Abel Viljandist.

Seitsmeteistkiimnes voistlus toimus 1981/82. Oppeaastal Viljandis.
Koolid reastusid nii: Noo, Viljandi I, Tartu I, Tartu V ja Tartu II Kesk-
kool. Parimaks lahendajaks oli Arvo Jéagel Noost, jargnes koolikaaslane Jiiri
Helekivi ja viljandlane Kaja Tonisalu.

Kaheksateistkiimnes voistlus toimus 1982/83. Gppeaastal Tartu V
Keskkoolis. Tihedas konkurentsis jagasid esikohta Viljandi I ja Noo Kesk-
kool. Jargnesid Tartu II, Tartu V ja Tartu I Keskkool. Individuaalses voist-
luses jagasid esikohta kolm opilast: Kiilli Griinbach ja Jaak Valgru Viljandist
ning Toomas Tamm Tartu II Keskkoolist.

Uheksateistkiimnes voistlus toimus Tartu I Keskkoolis 1983/84. op-
peaastal. Koolide voistkondade paremusjérjestus: Noo, Tartu II, Viljandi I,
Tartu I ja Tartu V Keskkool. Parimad lahendajad olid Allan Liblik ja Ivo
Haamer Noo Keskkoolist, Mart Poldvere Tartu II ja Alar Aab Noo Kesk-
koolist.






ULESANNETE TEKSTID

I VOISTLUS
1. Vorrelda murdude A ja B suurusi, kui
5678901234 - 5678901235
~ 6780012345 ° 6789012347

2. Kolmnurga kiiljed a, b ja ¢ moodustavad aritmeetilise jada kolm jarjes-
tikust liiget ja rahuldavad tingimust a < b < c. Toestage, et ac = 6Rr.

3. Oletame, et teil on vaid iiks kell ja seegi seinakell. Uhel péeval on kell
seisma jaanud ja otsustate minna ldhedal elava sobra poole, et oiget
aega teada saada. Teate ka, et sober tahab rdadkida matemaatikaiiles-
annetest ning te ei saa kohe tagasi tulla. Kuidas teil tuleks toimida, et
saaksite parast naasmist oma seinakella enam-vihem oigeks?

4. Lahendada vorrandisiisteem

? 4+ y* + zy = 37,
2%+ 22 4+ 22 = 28,
y? 4+ 22 +yz = 19.

5. Toestada, et
a*(c—d)+b*(a—c) +*(b—a) #0,

kui a, b ja c ei ole paarikaupa vordsed.

II VOISTLUS

1. Toestada, et cos A : cosB :cosC =12:9:2 kui A+ B+C = ja
sinA:sinB:sinC=4:5:6.

2. Kolm vordse raadiusega r ringjoont loikuvad paarikaupa taisnurga all.
Maarake nende ringjoonte sisepiirkondase iihisosa pindala.

3. Lahendada vorrandisiisteem

r+y—z=15,
s-siiog,

xy —xz +yz = 75.



4. Mitu korda 66péaevas on kellaosutid sellises asendis, et nende adravahe-
tamisel saadud asendil on mote?

5. Leida summa ag + a; + as + ... + a, teades, et jarjestikuste liikmete
vahed moodustavad naturaalarvude jada 1;2;3;... ja ag = 0.

III VOISTLUS

1. Toestada, et kolmnurk on téaisnurkne, kui kolmnurgas kehtib seos

cos 2a + cos 23 + cos 2y = —1.

2. Vordhaarse kolmnurga ABC {imberringjoone raadius on R ning sise-
ringjoone raadius on r. Toestada, et nende ringjoonte keskpunktide
vaheline kaugus d = v/ R(R — 2r).

3. Lahendada vorrandisiisteem

3ry = 2(x +y),
Syz = 6(y + 2),
dzx = 3(z + x).

4. Kuus opilast, tdhistame nad tdhtedega A, B, C', D, E, F, kiisid mate-
maatikaoliimpiaadil. Kaks nendest lahendasid ara koik iilesanded. ,Kes
lahendasid &ra koik iilesanded?“ vastasid nad jargmiselt:

ning lisasid, et antud vastustest 4 on sellised, kus iiks osa on oige, teine
osa on vadar, iiks vastus on aga taiesti vadr. Kes lahendasid &dra koik
iilesanded?

IV VOISTLUS

1. N keskkooli vanemates klassides on 356 opilast. Ankeedi andmetel loeb
nendest jarjekindlalt



ajalehte ,Noorte Haal* 83 opilast,
ajalehte , Edasi® 122 opilast,
ajakirja ,,Horisont" 176 opilast,
kogumikku ,Matemaatika ja kaasaeg" 18 opilast,
,Noorte haalt” ja ,Edasit" 55 opilast,
,Noorte haalt” ja ,Horisonti“ 24 opilast,
,Noorte haalt“ ning ,Matemaatikat ja kaasaega' 2 opilast,
,Edasit ja ,Horisonti* 30 opilast,
,Edasit® ning ,Matemaatikat ja kaasaega® 5 opilast,
,Horisonti“ ning ,Matemaatikat ja kaasaega’“ 1 opilane,
koiki 4 véljaannet 1 opilane.

Mitu opilast loeb jarjekindlalt ainult iiht nimetatud véiljaannetest? Mi-
tu opilast ei loe iihtki neist, kui on teada, et ainult kolme véljaande
lugejaid ei ole.

2. Regulaarset tetraeedrit, mille serva pikkus on a, 16igati tasandiga, mis
1&bib iihe serva keskpunkti ja on paralleelne kahe omavabel mitteloikuva
servaga. Leida loikamisel tekkinud tasandilise kujundi pindala.

Markus. Regulaarseks tetraeedriks nimetatakse kolmnurkset pliramiidi,
mille koik servad on vordsed.

3. Opilane pidi korrutama kaks kolmekohalist arvu ja tulemuse jagama
viiekohalise arvuga. Ta ei marganud aga korrutamismérki ja luges kor-
vutiseisvad arvud iibeks kuuekohaliseks arvuks, mistottu saadud téais-
arvuline jagatis osutus kolm korda suuremaks toelisest. Leida koik kolm
arvu.

4. Ostja A maksis kassasse 47,5 m paela eest 25 rubla. Ostja B maksis aga
83 m sama sorti paela eest 100 rbl. Kassiir eksis raha tagasiandmisel ja
ulatas kummalegi ostjale nii mitu kopikat, kui mitu rubla nad oleksid
pidanud saama. Vea selgitamisel ilmnes, et kassiir oli saanud molemalt
ostjalt kokku tépselt nii palju raha, kui palju maksis nende poolt oste-
tud pael. Seepérast sai vea korvaldada nii, et ostja A maksis ostjale B
64 rbl. ja mingi arvu kopikaid. Kui palju maksis 1 m paela?

V VOISTLUS

1. Lahendada vorrand

x +log 1+ 2" = xlog5 + log6.

2. Kolmnurga pindala avaldub seosena S = a® — (b — ¢)?. Leida nurk a.
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3. Lahendada vorrand \/xQ —p+2V22 — 1 = z ja leida, millistel para-
meetri p vaartustel on sellel vorrandil reaalarvuline lahend.

4. Leida jargmise avaldise vaértus:

N

VI VOISTLUS

1. Leida neljakohaline arv, mis on taisruut ja mille kaks viimast numbrit
on vordsed ning kaks esimest numbrit on vordsed.

2. Toestada, et mis tahes kolmnurgas on kahe kiilje korrutis vordne kol-
mandale kiiljele tommatud korguse ja kolmnurga iimberringjoone dia-
meetri korrutisega.

3. Méarata x, kui
opilane A iitleb: 1) x poordvaartus ei ole viiksem kui 1,
2) x el sisalda numbrit 6,
3) 2® < 221;
opilane B iitleb: 1) x on paarisarv,
2) x on algarv,
3) « on arvu 5 kordne;
opilane C iitleb: 1) = on irratsionaalarv,
2) x on véiksem kui 6,
3)  on naturaalarvu ruut;
opilane D {itleb: 1) = on suurem kui 20,
2) z on vdhemalt kolmekohaline positiivne arv,
3) z ei ole véiksem kui 10.

On teada, et iga opilase vastustest on vihemalt iiks oige ja vihemalt
iiks vaar.

4. Lahendada vorrand

3le=11+2 _ 4gin 27e = 5.

VII VOISTLUS

1. Millise parameetri a viirtuse korral on vorrandi 22 —ax +a—1 =0
lahendite ruutude summa véikseim (minimaalne)?
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. Ringjoone, mille keskpunkt on O, iimber on joonestatud puutujaneli-

nurk ABCD. Téestada, et ZAOB + ZCOD = 180°.

1
. Leida = suuremad harilikud murrud, mille vaartus ei muutu, kui nende

lugejaid suurendada mingi arvu vorra ja nimetajaid suurendada sama
arv korda.

1
. Lahendada vorratus V3 —x — Vo +1 > —.

2

. Kolmnurga kaks korgust on mitte viiksemad kiilgedest, millega nad on

risti. Toestada, et niisuguse kolmnurga kaks nurka on 45°.

. Leida cos(ar — ), kui cosa + cos B = a ja sina + sin 3 = b.

VIII VOISTLUS

1.

Vordhaarse kolmnurga alusele joonestatud korgus on m vorra suurem
selle kolmnurga siseringjoone raadiusest r. Leida kolmnurga alus ja iim-
berringjoone raadius R, kui kolmnurga aluse lahisnurk on .

[ 2 2
. Veendunud, et /2= =24/ =
eendunud, e 3 \/;,

w

3
Z—3,/2
8 8’

NENWEY
5 5
tuletada valem , /2 + le’_ 1 = xw/ﬁx_ T

—_
—_

. Ringjoon keskpunktiga O ja raadiusega R = 10cm puudutab seesmiselt

kaht erineva raadiusega ringjoont keskpunktidega O ja O,. Sisemised
ringjooned puudutavad ka teineteist. Leida kolmnurga O0O;0; iimber-
moot, kui Z0;00, = 30°.

Madis siindis 19. sajandil. 1901. aastal oli ta vanust tdhistava arvu

numbrite summa vordne siinniaasta numbrite summaga. Mis aastal
siindis Madis?

n®> nd

n
. Toestada, et — + — + — on tdisarv iga paarisarvulise n korral.

12 8 24
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6.

Teostada tehe, kui erinevad tdhed téhistavad erinevaid numbreid.

abcd
X ed
gg9g9d

tefff
hddid

IX VOISTLUS

1. Toestada, et loikudes moodustavad roopkiiliku sisenurkade poolitajad
ristkiiliku, mille diagonaalid on vordsed roopkiiliku kahe 1ahiskiilje va-
hega.

2. Toestada, et ei leidu kolmekohalist algarvu, mille numbrid oleksid arit-
meetilise jada jarjestikusteks liikmeteks.

3. Uheksa samahinnalist raamatut maksavad kokku 11 rubla kopikatega,
13 samasugust raamatut maksavad aga 15 rubla kopikatega. Leida iihe
raamatu hind.

4. Lahendada vorrandisiisteem

at + oyt =17,
r+y=1,
leides eelnevalt korrutise xy.

5. Kolmnurgale ABC', milles a = 2, b = 3 ja v = 60°, on joonestatud
iimberringjoon. Leida nende kolme ringjoone raadiused, mis labivad
kolmnurga ABC kahte tippu ning iimberringjoone keskpunkti.

6. Arvud 12; 14; 37 ja 65 moodustavad vorrandi xy — zz + yt = 182
lahendi. Maarata iga tdhe vaértus.

X VOISTLUS

1. Toestada, et vordsete alustega ja vordsete tipunurkadega kolmurkadest
on vordhaarne kolmnurk suurima timbermooduga.

Nipundaide. moelge, mis on selliste kolmnurkade tippude poolt moo-
dustatud punktihulgaks, kui kolmnurga alus jaab samaks.

2. Toestada, et igasuguste trapetsite korral nende haarade pikenduste 16i-

kepunkt, diagonaalide loikepunkt ning aluste keskpunktid asetsevad
iihel ja samal sirgel.
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Kaks venda otsustasid hakata tegelema lambakasvatusega, nad miiiisid
om iihise omandi — lehmakarja — ja jaotasid saadud raha eest ostetud
lambad omavahel. Iga lehma eest saadi nii mitu dollarit, kui palju oli
algselt karjas lehmi, iga lamba hinaks oli 10 dollarit. Lopuks jai venda-
del iile alla 10 dollari, millest piisas tépselt noore oina ostuks. Niiiid oli
ostetud loomi paarisarv ning jaotamine lihtsam, Ilmselt peab aga see
vendadest, kes sai noore oina, saama teiselt teatava summa. Kui suur
summa tuleb maksta?

4. Lahendada vorrand

1
cos 2z +log, (5 sin x) +2cosx (log% sin x) = 2cosz+sin’z (log2 sin? x)

5.

Lahendada vorrandisiisteem

x y z

xy +xz+yz =27.

XI VOISTLUS

1.

1
. Toestada, et — - — - =

Téestada, et 7- 52" 4+ 12 - 6™ jagub 19-ga, kui n € N.
3 5 2n —1 1

<
2 4 6 2n V2n+1

Olgu D vabalt voetud punkt kolmnurga ABC' vilisnurga C
poolitajal. Toestada, et AC'+ BC < AD + BD.

. Vordkiilgsesse kolmnurka kiiljega a joonestatakse siseringjoon ja sellele

puutuja l6igud paralleelselt kolmnurga kiilgedega, nii et igas kolmnurga
nurgas tekib uus kolmnurk. Igale saadud kolmnurgale joonestatakse
jélle siseringjoon ja sellele puutuja loigud, nii saadakse 9 uut kolmnurka
jne. Leida tekkivate ringide pindalade summa piirvdartus, kui protsessi
jatkatakse lopmatult.

. Koolis toimunud maleturniiril joudsid finaali Jaan, Jiiri, Kalle ja Ulo.

[gaiihel tuli méngida iiks partii iilejadnutega. Punktid otsustati kokku
votta jargmiselt: iga voistleja saab punkti nende partiide eest, mis ta ise
voidab, ja ka nende partiide eest, mille voidab see, kes temale kaotas.
Jaan kaotas Ulole, kuid voitis voistlused. Kalle jéi viimaseks. Millised
olid Jiiri partiide tulemused?
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XII VOISTLUS

1.

Opilasel on metallraha kokku 1 rbl., kusjuures miindid on 10-kopikalised
ja véadrtuselt viiksemad kui 10 kopikat. Kui votta iiks igat liiki miinti-
dest, saame kokku 15 kopikat. Mitu iga véartusega miinti on opilasel,
kui koige suurema vaartusega miinte on 4 vorra rohkem iilejaanutest?

. Milliste aritmeetiliste jadade korral ei soltu jada n esimese liitkme sum-

ma ja n jargneva lilkme summa suhe liikmete arvust?

Lahendada vorrand

5+ 6x _15x—7
8 5

kui stimbol |a] tdhendab suurimat tdisarvu, mis ei ole suurem
kui arv a. Naiteks [6,5] =6, [—6,5] = —7, [6] = 6.

Leida, mitu lahendit on vorrandil 0,01z = sin z.

Kaks viliselt puutuvat ringjoont asuvad kolmandas ringis, mida kumb-
ki neist puudutab sisemiselt. Koigi kolme ringjoone keskpunktid asuvad
ithel ja samal sirgel. Leida see osa suure ringi pindalast, mis jaab vélja-
poole viikseid ringe, kui véikeste ringjoonte iihisest punktist tommatud
puutuja loik, mis jaab suure ringi sisse, on t.

XIII VOISTLUS

1.

Kahe naturaalarvu summa on 145. Uks nendest arvudest 16peb numb-
riga 2. Kui see number 2 &ra kustutada, jadvad alles numbrid, millest
teine arv on moodustatud. Leida need naturaalarvud.

. Kaasopilase siinnipdaeval kohtusid neli opilast: Ernst, Franz, Karl ja

Martin, kelle perekonnanimed (mitte samas jérjekorras) on Altmann,
Miiller, Neubert ja Trager. Igal neist oli stinnipdevalapse jaoks kingitus
kaasas.

On teada:
1) Martinil olid lilled, Altmannil pastapliiats, Miilleril raamat, Karlil
kompvekikarp.

2) Esimesena lahkus Martin, teisena Neubert, siis Ernst ja 16puks
Miiller.
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Millised on nende opilaste ees- ja perekonnanimed?

3. Lahenda vorrand
4 1 3
r+Vitar x—Vii+zr T

4. Kolmnurgas ABC on ZABC' = = 45°. Kiiljel BC' on mérgitud punkt
P nii, et 3BP = CB ja ZAPC = § = 60°. Leida ZACB.

5. Lopmatu geomeetrilise jada liikmed on positiivsed, kusjuures jada iga
liige, alates teisest, on suurem koigi temale eelnevate liitkmete summast.
Leida jada tegur q.

XIV VOISTLUS

1. Vordhaarse trapetsi alused on 10 cm ja 8 cm ning diagonaal poolitab
teravnurga. Leida trapetsi imbermoot.

2. Leida x naturaalarvuline vaartus, mis rahuldab vorrandit

r—1 xx—2 x-—3 1
+ + +...4+—-—=3.
T T T T

3. Toestada, et kahe jarjestikuse paaritu naturaalarvu summa jagub 4-ga
ja iga 4-ga jaguv arv on kahe jarjestikuse paaritu arvu summa.

4. Leida vorrandi 2 — 3? = 21 téisarvulised lahendid.
5. Ain, Ivar, Vahur ja Peeter voistlesid 60 m jooksus. Kui pérast jooksu
kiisiti, millises jarjekorras nad lopetasid, vastasid poisid jargmist:
Ain: ,Mina olin esimene ja Vahur viimane.
Ivar: ,Mina jéin viimaseks, aga Ain oli teine".
Vahur: ,Mina olin esimene ja Ivar oli kolmas".
Peeter: ,Mina olin Ainist parem ja Ivar oli teine“.
Millises jarjekorras lopetasid poisid jooksu, kui hiljem selgus, et iga

poisi vastuses oli liks osa Oige ja teine osa vaar?

6. Kaks toolisest said iihesuguse iilesande valmistada teatud arvu detaile.
Esimene to6line téitis iilesande tdhtajaks. Teine taitis tdhtajaks ainult
90% tilesandest, kusjuures tal jai puudu nii palju detaile, kui esimene
tegi 40 minutiga. Kui teine t&oline oleks teinud tunnis 3 detaili roh-
kem, siis oleks ta iilesande taitnud 95%-liselt. Mitu detaili pidi tegema
kumbki t66line?
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XV VOISTLUS

1. Toestada, et p*> — 1 jagub alati arvuga 24, kui p
on kolmest suurem algarv.

2. Seitse vordse raadiusega ringi on joonisel [1| n&i-
datud viisil piiratud joonega. Leida tekkinud ku-
jundi imbermoot ja pindala, kui ringide raadius

onr. Joonis 1

3. Leida @ nii, et vorrandi 2% + (2 — a)r — a — 3 = 0 lahendite ruutude
summa oleks minimaalne (s.t. véikseim).

4. Lahendada vorratus

1 1
— > 1.
Vit J1—-z

5. Aita ja Rein tutvusid uusaastapéeval 1953. Vestluse kéigus ldks jutt
vanusele ja Aita iitles: ,Olen nii vana kui minu siinniaasta numbrite
summa.“ Moningase motlemise jarel onnitles Rein Aitat siinnipaeva
puhul. Kuidas sai Rein teada, et Aital on siinnipdev? Kui vanaks sai
Aita?

XVI VOISTLUS

1. Leida koik niisuguste naturaalarvude paarid, millesse kuuluvate arvude
ruutude vahe vordub nende aritmeetilise keskmise neljakordsega.

2. Isekiilgses kolmnurgas K LM on nurga KM L poolitaja ja kiilje KL
loikepunkt téhistatud tdhega P. Moodustatakse kaks taisnurkset kolm-
nurka, neist iihe kaatetid vorduvad loikudega PK ja M L, teise kaatetid
on vordsed loikudega KM ja PL. Leida nende kolmnurkade pindalade
suhe.

3. Leida koik reaalarvude paarid (z;y), mis rahuldavad vorrandit

2\/1+:B—3y + 3\/233—4y+l -9

4. Kuubi ja regulaarse oktaeedri timber kujundatud kerade raadiused on
vordsed. Leida kuubi ja oktaeedri sisse kujundatud kerade raadiuste
suhe.
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Markusi. 1) Regulaarne oktaeeder on tahk, mille pind koosneb ka-
heksast vordkiilgsest kolmnurgast.

2) Keha timber kujundatud kera puhul asuvad keha kdoik tipud kere
pinnal

3) Keha sisse kujundatud kera puutub antud keha koiki tahke.

5. Funktsiooni f(z) on teada, et
D=1
2) iga x # 0 korral f(i) = L - flz),

el
3) iga x1 ja xo korral, kui x1 # 0, x5 # 0 ja x1 +x9 # 0, kehtib vordus
f(w1 +22) = f(21) + f(22).

Leida f <g>

XVII VOISTLUS

1. Milline kahekohaline téaisarv viéheneb 14 korda, kui kustutada tema
viimane number?

2. Hoiustajale arvestati aasta hoiukassas olnud rahasummalt 15 rbl. int-
ressi, mis lisati hoiusele. Uue aasta algul lisas hoiustaja sellele veel 85
rbl. ja jattis kogu rahasumma iiheks aastaks hoiukassasse. Aasta moo-
dumisel oli hoius suurem koos teise aasta intressiga 420 rbl. Kui suur
oli esialgne hoius ja mitu protsenti maksis hoiukassa intressi?

3. Leida avaldise {’/ 20+ V392 + i/ 20 — v/ 392 téapne vaartus.

4. Niidata, et summa cos a + cos(72° + a) + cos(144° + «) + cos(216° +
a) 4 cos(288° + a) ei soltu nurgast .

5. Téaisnurkse kolmnurga kaatetid on a ja b. Hiipotenuusile on ehitatud
ruut. Leida selle ruudu keskpunkti kaugus tdisnurga tipust.

XVIII VOISTLUS
1. Leida tegurid, kui
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TT T XX
X 34z
7834«
TTTXTTT
+ 235038
rrxxrxrxb

2. Lahenda vorrand
|z + 2|+ |z| + | — 2| = 4.

3. Kaks mootorpaati, millel on seisvas vees ithesugune kiirus (v km/h),
soidavad erinevates jogedes: iiks kiire vooluga joes, teine aeglase voo-
luga joes. Nad ldbivad périvoolu sama vahemaa (s km) ja séidavad
vastuvoolu esialgsesse kohta tagasi. Kummal mootorpaadil kulus sel-
leks vihem aega?

4. Leida vordhaarse trapetsi aluse lahisnurgad, kui selle trapetsi diagonaal
jaotab trapetsi kaheks vordhaarseks kolmnurgaks.

5. Leida kuus jarjestikust paarisarvu, mille ruutude summa on arv, mille
moodustavad neli ihesugust numbrit.

XIX VOISTLUS

1. 10 toru labimodduga 52 cm on asetatud virna nii, et alumises reas on
4 toru, jargmises 3, siis 2 ning lopuks 1 toru. Kui korge on see torude
virn?

2. Leida joonte
y=2>—12r4+40 ja y*>—12y =2 —40
loikepunktid.

3. Kui suur on ringjoone raadius, kui ringjoone keskpunktiks on punkt 0,
(6; 0) ja on teada, et sellel ringjoonel on ringjoonega x* 4 y* = 2 iihine
puutuja, mis on paralleelne sirgega y = x?

4. Leida

4

sin*a+cos*a kui sina+ cosa = a.
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5. Uurida funktsiooni

T
u, kui |z| > 1,
x

fx) =

23 kui |z] < 1.

Joonestada funktsiooni graafik. Arvutada funktsiooni graafiku, z-telje
ning sirgetega r = —2 ja r = 2 piiratud pinnatiiki suurus.
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ULESANNETE LAHENDUSED

a+1 .
a
bt2?

1F1. Tahistame murru A kujul %, siis B =
a a+1l  2a-—0

b b+2 bb+2)
Et 2a > b, siis A— B > 0ja A > B.
Vastus. A > B.

A-B=

b
1.2. Kolmnurga pindala valemite S = pr ja Z_}; pohjal

abe

T

Aritmeetilise jada definitsiooni kohaselt

b—a=c—behk 2b =a+c.

b 3b
Et p= % =3 siis saab seosele anda kuju
abc
3br = —
Y
millest
ac = 6Rr

1.3. Enne kodust véiljumist tuleb panna kell kidima ja jatta meelde kella
néit. Sobra juures peab kohe vaatama oiget kellaaega ja jatma selle
meelde. Sobra juurest lahkudes vaatame jélle kella, olgu selle niit a.
Kodus tuleb viivitamatult kella vaadata ning leida kaua oldi kodunt
ara. See ajanditude vahe on kahekordne teel oleku aeg pluss sobra juures
viibimise aeg. Olgu teel oleku aeg b, siis

_ koduse kella ajanditude vahe — sobra juures viibimise aeg
B 2

Oige kellaaeg on a + b.

*Esimene number néitab, mitmenda voistluse iilesannetega on tegemist.

21
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1.4. Lahutame I vorrandist II ja II vorrandist III vorrandi. Tulemuseks saa-
me vorrandisiisteemi

(y—2)(z+y+2)=9 2)
(z—y)(x+y+2z)=09,

millest y — 2z = x — y ehk 2y = = + y. Asendame x + y asemele 2y
siisteemi II vorrandis, saame et

3
r=—-+uy. 3

Asendame niitid z leitud avaldisega lahtesiisteemi I vorrandis. Tulemu-

sena saame biruutvorrandi 3y* — 28y + 9 = 0, millest Y12 = £3 ja
V3

Y34 = i?-

Muutuja z vaartused saame seosest ning muutuja z vaartused ldh-
tesiisteemi teisest voi kolmandast vorrandist.

Vastus.
.Z'1:4 .1'2:—4 mgz% $4__10§/§
y1:3 92:—3 y3:\/Tg /y4:_\/?§
72 =2, Zp = —2, 232_%37 242%3'

1.5. Teisendame iilesandes antud avaldist jargmiselt:

a*(c—b)+b*(a—c)+F(b—a)=

=a*(c —b) + (bc® — b%c) + (ab® — ac?) =
a*(c—b) +bclc—b) —a(c—b)(c+b) =
= (c —b)(a® + bc — ac — ab) =
=(c—b)la(a—c) —bla—c)] =
=(a—"b)(a—c)(c—Db).

Ulesande tingimuste kohaselt ei ole saadud korrutis null.
2.1. Kuna A+ B+ C =, siis A, B ja C saavad olla kolmnurga nurkadeks.

2
Lahteandmetest jareldub, et sin A = 3 sinC' ja

5
sin B = —=sinC.
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Siinusteoreemi kasutades saame, et
4
a=2Rsin A = gRsinC’,
5
b=2RsinB = gRsinC ja
c=2RsinC

Koosinusteoreemi kasutades saame, et

b + 2 — a? %Rz sin? C' + 4R?sin? C — %GRQ sin? C

cos A = —
2bc 2-2-3R%sin’* C
_ 3.
=
a’+ 2 —b? 136]%2 sin? C' + 4R? sin2C—%5R2 sin? C
cos B = = % — =
2ac 3R281n C
_ 9.
16’
a? + b* — 2 1976]%2 51112(3’+%51122 sin? C' — 4R?sin®? C
cosC = = TR =
2ab 5 sin C
- 1
=3
3 9 1
SeegacosA:cosB:cosC’zzzl—G:§:12:9:2.

Teeme iilesande tingimustele vastava joonise (joon. [2)).

Et ringjooned loikuvad paarikaupa taisnurga all, siis on ringjoone 16i-
kepunktideks M, N ja P puutujad risti. Kolmnurk O;05,03 on vord-
kiilgne, ringjoone kaartega on ta jaotatud 7 osaks. Tahistame otsitava
pindala x-ga ning iilejadnud iihesugused pindalad vastavalt a ja b-ga.
Siis

San =x+ 3a+ 3b.
Et ringjooned 16ikuvad taisnurga all, siis O; P 1. PO3 ja O1P = PO3 =
r. Kolmnurgast O; PO3 0105 = /2. Seega
i3

Sa 5

ning

r2\/3

T+ 3a+3b= 5
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Kolmnurga 010503 ja ringi iihisosa on sektor, mille pindala on z +a +
2b. Sektori pindala valemi kohaselt on aga

2

x—l—a—i—Zb:%.

Ringi segmendi pindala valemi jargi on

5 ac+b_7r7“2 r?
2 4 2
e r?

s
ehk z + b= " sest Z0103P = T

Seega

1:—1—3a+36:’"25/§

2
millest z = %(2\/5 + 7 —6).

2
Vastus. Uhisosa pindala on %(2\/5 + 71 —6).

r+y—z=15
5_5 5 _
5—54‘;—3

xy —xz+yz =75
Korrutame teist vorrandit avaldisega zyz, saame
5(yz — xz + xy) = 3zyz.
See vorrand koos siisteemi kolmanda vorrandiga annab, et
5-75 =3xyz ehk xyz=125.
Korrutame siisteemi kolmandat vorrandit z-ga. Siis
2y — 2?2 + xyz = T5x
ehk

2*(y — 2) + wyz — 75 = 0.
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2.4.

2.5.

Avaldame selles siisteemi esimesest vorrandist y — z = 15 — x, seejérel
saame

2*(15 — 2) + 125 — 752 = 0,
2 — 152% + 75z — 125 = 0,

(z —5)° =0,
T = 5.
Vastus.
r1 = 5 Ty = 5

21:5(\/5—1) 22:—5(1+\/§).

Osutite dravahetamisel on mote, kui osutid on kohakuti. 12 tunni jook-
sul teeb minutiosuti 12 pooret, tunniosuti aga iihe poorde, seega mi-
nutiosuti kiirus on 12 korda suurem kui tunniosuti kiirus. Sel ajal, kui

12 1
tunniosuti labib — = 1 4+ —, s.t. kui @ = 11. Tahendab, et jargmise
a a

1 e
osutite kohtumiseni ldbib tunniosuti ringist I osa. Oopéevaga teeb

tunniosuti 2 taispooret ja selle aja jooksul on 2 : — = 22 kohakuti

olekut (kui ei arvesta esimest kohakuti olekut). Arvestades ka esimest
kohakuti olekut, on osutite dravahetamisel 66paeva jooksul 22+ 1 = 23
korda mote.

Vastus. 23 korda.

Ulesande tingimuste kohaselt:

a1 —ag =1, millest a; =1+0=1,
as —ay; = 2, millest ap =2+ 1 =3,
az — ay = 3, millest a3 =3+ 3 =6,
ay — az = 4, millest ay =4 + 6 = 10,
as — ay = 5, millest a5 = 10+ 5 = 15, jne.

n(n+1)
2

. Antud summa

[lmneb, et selle jada iildliige avaldub valemiga a, =
n(n+1)

. Seega

tuleb leida summa 1 4+3+6+ 10+ 15+ ...+

avaldub kujul 2(” +2).
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Toestame selle matemaatilise induktsiooni abil.
1-2-3
=1).
6
Olgu summa oige mis tahes n = k korral. Naitame, et méirgitud summa
on oige, kuin =k + 1.

Sput = Si+ (k:+1)2(k:+2) _ k(k:ﬂé(km) . (k+1)2(k:+2) _
(k+1)(k+2)(k +3)

5 .

Kui n = 1, siis antud summa on 6ige (S} =

Olgu antud kolmnurk nurkadega «, 5 ja . Viime antud vorduses —1 pa-
remalt poolelt vasakule ja teisendame nii saadud vorduse vasaku poole
korrutiseks.

2 cos(a + B) cos(a — ) + 1 + cos 2y = 0,
ehk
cos(a + 3) cos(a — 3) + cos® vy = 0.

Et v =7 — (a+ ), siis cosy = — cos(a+ ) ja teisendatav vordus saab
kuju

cos(a + B)[cos(av — ) + cos(a + )] = 0,
ehk

cos(a+ ) cosarcos B = 0.

Jarelikult, kas
1) cos(a+ ) =0=a+ [ =90°= v =90° voi
2) cosa=0= a=90° vdi
3) cosB=0= p=090°.

Téhendab, kolmnurk on igal juhul tdisnurkne.

Esimene lahendus.

Olgu AB = BC (joon. . Tahistame kolmnurga iimberringjoone kesk-
punkti tdhega U ja siseringjoone keskpunkti tdhega S.
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Naitame, et AAKS on vordhaarne. Kuna kolmnurga siseringjoone
keskpunkt paikneb nurgapoolitajate 1oikepunktis ja vordsetele kaartele
toetuvad piirdenurgad on vordsed, siis

/BCK = /BAK = /KCA =/SAC = /ZSAB.
Kolmnurga vélisnurga omaduse pohjal
LKSA=/S5AC+ LACS =2/4S5AC,

samuti ZKAS =2/BAS =2/5AC.

Seega /KAC = L/KSA = AK = KS, st. AAKS on vordhaarne.

Olgu KU pikenduse

B loikepunkt ringjoonega

M. Saame taisnurkse

kolmnurga AKM,

mis osutub sarnaseks

kolmnurgaga cSsT

(kahe nurga jargi).
Seega

cs _ ST
MK AK’

Et ST =r ja MK =
.. s r

ZR, S11S ﬁ = E

ehk 2Rr = CS - AK.
Téhistame sise- ja vé-
lisringjoone keskpunk-
tide vahelise kauguse
tdhega d, siis BS =
Joonis 3 R+dja SE = R —

d. Kuna koolud KC' ja

BE loikuvad, siis K.S -

SC = ES - SB. Jérelikult 2Rr = (R + d)(R — d), sest AK = KS.

Pirast teisendamist saame, et d*> = R? — 2Rr, millest

d=+/R(R—2r).
Teine lahendus.

Olgu AC' = CB, O - siseringjoone keskpunkt ja O; — vilisringjoone
keskpunkt (joon. . Loik BD on nurga ABC' poolitaja OK 1 ED ja
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OM 1 AC. Kolmnurgast OO, D saame, et
OO = C1D* + OD*+2 O,D - KD. (4)

Et O.D =Rja KD =KL+ LD =0M+ LD =r+ LD, siis saame
avaldist teisendada jargmiselt:

D

Joonis 4

OO0} = R*+ OD?> = 2R(r + LD) =
=R*—2Rr +OD* —2R-LD = (5)
= R* —2Rr + OD* — AD”.

Kolmnurgast AO, D saame samuti, et
AO? = 0,D* + AD* ~2-0,D- LD
ehk
R*=R*+ AD?* - 2R - LD,
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3.3.

millest
AD? =2R - LD.

Néitame, et OD = AD.

AO on nurga BAC poolitaja. ZCAD = /D BC, kuna toetuvad samale
koolule DC'.

Jarelikult
/DAO = /DACH+ /CAO = /DBC+ /0AB = /DBA+ /ZOAB.

Kolmnurga vélisnurga omaduse pohjal aga ZAOD = Z/DBA+ Z0AB.

Imnes, et LZAOD = ZDAO, jarelikult ja AD = DO. Arvestades vii-
mati saadud vordust votab avaldis kuju

OO% = R’ + 2Rr
ehk

d = /R(R - 2r).

Sisteemi iiks lahend on ilmselt
r=y=2z2=0.

Kui z # y # z # 0, siis antud siisteemi voib esitada kujul

~

[SRN+—PRL | —R8 |

Wk oot W
I
[l
IS I S I NS
—~
=)
SN—

Ve

Liidame vorrandite vastavad pooled ja jagame tulemuse 2-ga:

Asendades saadud vorrandis viimasest vorrandisiisteemist @ vastavad
vorrandid, saame, et x5 = 1, yo = 2 ja 29 = 3.
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= 0 = 1
Vastus. 1 2
yi = 0 Y2 =
21 = 0 y 29 = 3.

Vastus. A ja D.

Ulesande andmetest parema iilevaate saamiseks koostame tabeli.

NH | MK| E| H Tahistame ainult NH lugejad a-ga, ai-
NH a 1] 54 23 nult MK lugejad b-ga, ainult E lugejad
MK 1 b 41 11 c-ga ja ainult H lugejad d-ga.
E 54 4 c| 29 Et koiki 4 véljaannet loeb ainult 1
H 23| 11| 29 d opilane, siis tabeli andmeid arvestades
Kokku | 82 171121 | 175 saame:

a=83—-54—-23—1—1=4,
b=18—1—-4—11—-1=1,

c=122—54—20— 4 — 1 =34,
d=176—23—29— 11— 1= 112.

Ainult iht viljaannet loeb jérjekindlalt:
4+1+4 34+ 112 = 151.
Kaht véiljaannet loeb:
54 +23+14+29+4+4 11 = 122.
Uhtki viljaannet ei loe:
356 — 122 — 151 — 1 = 82.

Vastus. Ainult iiht viljaannet loeb jarjekindlalt 151 opilast, iihtki
valjaannet ei loe jarjekindlalt 82 opilast.

(MuMC:MC:ngn@

Kuna tasand IMNK || BC, siis ka BC' || LM ja jarelikult on 16ik LM
kwmm@aB&jm%bmpﬁ%%ﬁuMW:g.

Analoogiliselt saame, et

MN =2,
2
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Joonis 5
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Olgu SO tetraeedri korgus, siis SO L ABC jaka SO L BC'. Selgub, et
ka BC' 1. ANASFE,sest BC' 1. AE ja BC' 1 SO. Jarelikult ka BC' 1. AS,

millest omakorda jareldub, et LM 1 MN. Seega on kujund K LM N
2

) a
ruut ja Sgryn = 1

2
Vastus. Loiketasandi pindala on az pinnaiihikut.

Olgu kolmekohalised arvud z ja y ning viiekohaline arv z. Lahtudes
andmetest, saame vorrandi

1000x +y  3zy

Y

z z

millest
1000z + y = 3zy.
Sellest vorrandist jareldub:

1) y jagub z-ga, s.t. y = kz, kus k on kas 1;2; ..., voi 9,
2) 1000x + y jagub 3-ga, s.t. (1000 + k)x jagub 3-ga,
jarelikult k£ on kas 2 voi 5 voi 8.
Kui k£ = 2, siis x = 167 ja y = 334. Kuna = ja y on kolmekohalised
téisarvud, siis k # 5 ja k # 8.
Leiame z. Saame, et
ry  2-167
z oz
Vastus. Otsitavad arvud on 167, 334 ja 55 778.

, 2=05HdTT78.

Olgu 1 m paela hind x rbl. ja ostja A pidi tagasi saama a rbl. ja b
kopikat ning ostja B pidi saama tagasi ¢ rbl. ja d kopikat, siis

95 — 47,51 = a + 0,01b
ning A sai kassast (b+ 0,01a) rbl., ja
100 — 83z = ¢+ 0,01d

ning B sai kassast (d 4+ 0,01¢) rbl. Summaarselt said nad tagasi oige
rahasumma, tdhendab

b+ 0,0la+d+0,0lc =a-+ 0,016+ ¢+ 0,01d, s.t.
at+c=>b+d.



Ostja A sai tagasi 64 rbl. ja e kop. vorra rohkem, s.t.
b+ 0,0la — (a + 0,016) = 64 + 0,01e,

millest
b—a=64+001(b—a+e).

Et b — a on téisarv, siis b — a + e on kas 0 voi saja kordne. Kuid
0<a<25 0<bjae <100, seepirast

0 64
b—a+e= ja b—a=
100 65

Kui b = a + 65, siisd = ¢ — 65 ja

2500 — 4750z = 100a + b ning 10000 — 8300x = 100c + d,
millest

95¢ — 166a = 5465.

See vorrand tuleb lahendada téisarvude hulgas:

95¢ — 5465 33 4 13 + 95¢ K 13 + 95¢
G=—=— —_ us ——— =p;
166 166 166
166p — 13 —24p — 13 —24p — 13
¢ 95 P =9 ™ 95 ¢
—95¢ — 13 qg—13 qg—13
=— =4 k =r;
P 24 It S Ty T
q = 24r + 13;
p = —96r — 52;
c= —166r — 91 ja
a = —95r — 85.
Jarelikult r on kas —1 voi —2 voi —3 voi ...
Kuir = —1, siis a =10, b =75, ¢ = 75 ja d = 10.
Kui r = —2, siis a = 105, mis ei sobi, sest a < 25.
Samuti ei sobi r = —3, r = —4 jne.; seega r < —1. Voimatuks osutub
ka b —a = 64.

Vastus. Paela 1 m hind oli 30 kopikat.
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5.1. Teisendame vorrandit jargmiselt:

x 4 log(1 4 2%) = xlogb + log 6,
log 10% + log(1 + 2%) = log 5 + log 6,
log [10%(1 + 27)] = log(5° - 6),
107(1 + 27) = 5° - 6.

Viimase vorrandi molemad pooled voib jagada avaldisega 107, sest
10" # 0. Saame

14+42=6 L
=6
millest
2% 42 — 6 = 0.
Viimase ruutvorrandi lahendid on 2% = 2 ja 2° = —3 (ei sobi), millest
xz=1.
Vastus. © = 1.

besin «

2
Seega saab iilesandes antud tingimuse esitada kujul

5.2. Kolmnurga pindala S =

besin o
2

=a®— (b—c)

Koosinusteoreemist

a®> =b% + ¢ — 2bccos a.

Niiiid
bCS;na =b* 4+ ¢* — 2bccosa — (b* — 2bc + ),
bcs;na — 2be(1 — cos ),
Sil;a =2(1 — cos ).
% = 2. 2sin? g.

1
Et sin # 0, siis 4sin Y cos ja siit tan > —, millest omakorda
2 2 2 2 A4
«

— = arctan - ja
2 17

1
a = 2arctan 2 ~ 2-14°02" = 28°04'.
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2.3.

1
Vastus. o = 2 arctan 1 ehk o ~ 28°04’.

Vai—p+2val—1=x

Et vorrandi vasak pool on mittenegatiivne, siis x > 0 ja voime vorrandi
molemad pooled ruutu tosta. Saame

2* —p+4y/(2? = p)(a? — 1) +4(z* — 1) = 2?,

millest

4/ (22 —p)(z2 — 1) = p+ 4 — 42°.

Viimases vorrandis peab olema p 4+ 4 — 42 > 0 ja esialgsest vorran-
dist x > 0. Tostes vorrandi molemad pooled ruutu, saame jargmise

siisteemi:

4 2 _ 2
(16(2> — p)(2® — 1) = (p+ 4 — 42°)?, 82—p)z” = (4-p),
>0 x 20,
p+a—42>0, ehk ngp_r{
2
x2_p207 3722]7,
\x—l)O, \x2>1.

4 — 2
Selles siisteemis 22 = (—p)
8(2 —p)

Vérrandi parem pool peab olema positiivne, sest 2 > 1. Seega p < 2.
Leiame muutuja x:

4—p

ENeEn)

Negatiivne vaartus lahendiks ei sobi, sest x > 1, s.t.

4—p
2\/2(2—-p)
Siisteemist

2 (4_]7)2
8(2—p)’
4+p

2

< —,
v A
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4=p)? _p+4

saame, et < millest omakorda
8(2—1p) 4
16 — 8p + p? — 4p + 2p> — 16 + 8p <0
8(2—p) o
pBp—4) 0.
8(2—-p)
PGP —4)
p—2
Kui p < 2, siis peab olema p(3p —4) < 0. \ /

4
Vastuse loeme jooniselt@ 0<p< 3 @W
1
4

Vastus. Kui 0 < p < 3 siis on vorrandi lahend
4—p

r = ————— reaalarv. .
24/2(2 —p) Joonis 6

5.4.

Vastus. \?’/E )

6.1. Olgu neljakohaline arv
N = aabb = 1000a + 100a + 1060 + b = 11(100a + b).

Et N on tiisruut, siis 100a + b = 11¢%, kuna 11 on algarv. Teisiti
kirjutades 99a + a + b = 11¢*, millest jireldub, et (a + b) peab jaguma
11-ga.

Kimal<a<9,0<b<9,siisa+b=11ehk b=11—a.
Niiiid 100a + (11 — a) = 11#%, millest

9a+1 =1t kus a=1,2,...,9.
Sobib ainult @ = 7 ja siis t = 8 ja b = 4. Seega N = 7744 = 88%.

PBV
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6.2.

6.3.

6.4.

7.1.

7.2.

Vastus. 7744.

b
Kasutame kolmnurga pindala valemeid S = % ja S = Z_];’ kus R

on kolmnurga iimberringjoone raadius. Seega

ch B abe

9 —E CLbZZhR,

millest ab = hd, kus d on kolmnurga timberringjoone diameeter.

D fitlusest voib kolme tingimuse pohjal jareldada, et  ei saa olla vaik-
sem 10-st. Seega ei sobi A 1. tingimus. Vair on ka A iitluse 3. tingimus.
C iitlusest on vaar 1. ja 2. tingimus. Seega on oige C' 3. tingimus, s.t.
et x on naturaalarvu ruut.

Viimase lause pohjal ei sobi B fiitlusest 1., sest sellisel juhul peaks D
iitluses olema koik laused oiged.

Jarelikult on x arvu 5 kordne ning paaritu arvu taisruut, seega x = 25.

Vastus. x = 25.

Igal = vddrtusel on |4sin27z| < 4 ja 3

1

Avaldise 3

1 1
x — Z‘ +2 minimaalne vidrtus on 3> = 9, kui z = T Sellisel

juhul 4 sin 27x = 4sin Ty

Vastus. x = 1
Vieéte’i teoreemi pohjal
T1+2ro=0a ja T129=0a—1
ning
222t = (1 + 1) — 2wy =a* —2a+2=(a— 1)+ 1.

22 + 22 on minimaalse viirtusega, kui a = 1.

Vastus. a = 1.

Jooniselt [7] ndeme, et

ZAOB =180°— (/24 /3) ja  ZCOD =180°— (L6 + £7),
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Joonis 7

mistottu

ZAOB + /COD = 360° — (£2+ /3+ /6 + /7).

Et Z1 = /2,
/3 = /4,
45 = /6 ja
7 = /8, siis

L2+ L34 L6+ L7 =180°,

kuna kumera nelinurga sisenurkade summa on 360°.

Seega ka ZAOB + ZCOD = 360° — 180° = 180°

1
7.3. Olgu murd @, siis lilesande tingimuste pohjal n > 3 millest n < 3m.
n n

. m+x m .
Samuti = —, millest m = .
nx n z—1

Lugeja m on téisarv vaid siis, kui x = 2 ja m = 2.
Et n < 3m, siis n < 6, s.t. n € {3,4,5}.

: 2 2 2
Vastus. Otsitavad murrud on 513

7.4. Ulesande tingimuste kohaselt
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1
millest —1 < z < 3. Kuna 3 > (), siis

V3i—z—Vr+1>0 = V3—-z>Vr+1 =
— 3—z>r+1 —

— <1

Siisteemi

—-1<x<3
r<l1

lahendiks on —1 < x < 1. Viimase tingimuse korral voime vorratuse

molemad pooled tosta ruutu.

Saame

Vr—3—Vr+1)*>

Y

] =

millest

64x> — 128z + 33 > 0.

V31

41
Selle vorratuse lahendid on x < 1 — 3 jax>1+ 3 Arvestades

V31

madramispiirkonda, saame vastuseks —1 < x < 1 — —.

1
Vastus. L = [—1; 1-— g] .

8

7.5. Ulesande tingimuste kohaselt h, > a ja hy > b (joon. . Et h, L a

Joonis 8

ja b on a suhtes kaldu (sa-
mast punktist tommatud
rist- ja kaldloik), siis b >
he, samuti a > hy. Nitd
oleme saanud, et a < h, <
b < hy < a. Viimane vor-
ratus on voimalik vaid siis,
kuia = h, = b= h, =
a, s.t. kolmnurk ABC on
vordhaarne ja téisnurkne
ning tema kaks nurka on
45°.
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7.6. Tostame iilesandes antud seoste molemad poole ruutu. Saame

a’ = cos® a4 cos® B+ 2 cos accos B ja

b? = sin® a + sin? B 4 2sin asin B.
Liidame viimaste vorduste vastavad pooled:

a® 4 b* = 2 + 2 (cos a cos 3 + sin asin 3),

millest
2 | 12
-2
cos(a — ) = %.
2 b2 -9
Vastus. cos(a — ) = % :

8.1. Olgu BO; = R,h = m +r, BO; = m (joon. [J). Kolmnurkadest ABD
ja EBO saame vastavalt:

AD = (m+r)cota ja

sin(90° — a) = .
m

Millest r = m cos a.

AC = 2(m + mcos a) cot o = 2m cot % cos a.

AC
Siinusteoreemist: Sin(180° — 20 = 2R, millest
R AC :2mcot%<zosa: m
25in(180° — 2a) 2 sin 2av 4sin* g’
Q .. L . m
Vastus. Alus on 2m cot — cos , timberringjoone raadius R = ———.
2 4sin”
2 2
8.2. 2= = 5 = /=,
3 3 3
3 27 3
32 = /= = 3,/2
8 8 8’
4 64 4
— = — = 4/ —=.
15 15 15
Jarelikult:
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Joonis 9

8.3. Antud on, et R =10 cm, o = 30° (joon. [10).

Niitid 00, = 10 — rq,
00, =10 -1y ja
0102 =71+ To.

U = (10—71)+(10=r2)+(r1+r2),

millest

U = 20 cm.

Vastus. Kolmnurga O010, iim-
bermoot on 20 cm.

) Ulesandes on andmeid iilearu
Joonis 10 (o = 30°).

8.4. Ulesande lahendamisel peame vaatlema eraldi kahte juhtu

1) kui Madise stinnipéev 1901. aastal on juba olnud,

2) kui Madise siinnipdev 1901. aastal ei ole veel olnud.

1) Olgu Madise vanus 10a + b aastat, kusjuures

0<a<9 ja a€eN (1)
ning 0<b <9 ja beN (2)
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Siis on Madise stinniaasta:
1901 — 10a — b = 1000 + 800 + (90 — 10a) + (11 — b).

Kuib>2siisa+b=14+8+(9—a)+ (11 -b) = 2(a+0b) =
29 = a+ b = 14.5, mis aga ei sobi, sest ei vasta tingimustele

ja [@)-

Kuib=1,slisa+b=14+8+(10—a)+(1-0) = 2a=18 =
a = 9. Siit vanus 91 aastat ja siinniaasta 1810.
Kuib=0,slisa+b=148+(10—a)+(1-b) = 2a =20 =
a = 10, mis on aga vastuolus tingimusega ({1).

2) Kui Madise siinnipdev 1901. aastal ei ole veel olnud, siis on Madise
siinniaasta:

1900 — 10a — b = 1000 + 800 + (90 — 10a) + (10 — b) =
2a+b=14+8+9—-a+10-0b=
=a+b=14.

Lahtudes sellest, et a + b = 14, koostame tabeli

Vanus Siinniaasta Summa

a=5 b=9 59 1841 14
a=6 b=8 68 1832 14
a=7 b=7 17 1823 14
a=8 b=6 86 1814 14
a=9 b=5 95 1805 14

Teised vaartused ei vasta tingimusele.

Vastus. Kui Madise stinnipdev on 1901. aastal juba olnud, siis on ta
stindinud 1810. aastal, kui siinnipéev ei ole veel olnud, siis voib ta olla
siindinud 1841, 1832, 1814 voi 1805. aastatel.

8.5. Olgu n = 2k, siis antud avaldis saab kuju

2k Ak®  8K* kK2 K® k43K +2k° k(2K +3k+1)
y — -~

o8 T et 3 6 6 -
Ck(E+1)(2k+1)  k(E+1)(2k+3-2)
B 6 B 6 B
3k(k+1)  2k(k+1)(k—1)
=—5  + G :

Viimane kuju néitab, et antud avaldis jagub 6-ga, sest kui esimene
liidetav jagub 6-ga ja teine liidetav jagub 6-ga, siis jagub ka nende
summa 6-ga.
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8.6. Ilmselt a = 1, sest muidu ei oleks teise osakor-
rutise esimene number e. d voib olla kas 5 voi

abcd 6, sest korrutis d-d peab loppema d-ga. d = 6,
- ed kuna 5 ei sobi, sest siis e - d lopeb kas 0 voi
999d b-ga. 5 siia ei sobi, sest f # d. 0 ei sobi ka,
% sest f + g on kahekohaline.
hddid

Kuna 7 +1 =d, siis ©+ = 5.

Et g + f peab loppema 5-ga, siis g = 7 voi g =8 ja f =7 voi f = 8.
Teame, et e < 4 ja b < 4, sest nende korrutis on iihekohaline.

Siit f = 8, sest e-d peab 16ppema f-ga. Vaatleme voimalikke korrutisi:

2-6 =12 — ei sobi,
3.6 =18 — sobib, siit f =8 jae =3,
4.6 =24 — el sobi,

kuna e +1 = h, siis h = 4. Kuna b = e = h, siis b = 2. Korrutis e - d
peab loppema 4-ga, seega ¢ = 9 (¢ # 4, sest h = 4).

Vastus.
1296
36
7776
+ 3888
46656

B 0 r C

Joonis 11

9.1. Joonestame roopkiiliku ABCD kaikide nurkade poolitajad (joon. .
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9.3.
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1) 2a 426 = 180°
a+ B =90°, jarelikult ZAKB = 90° ja ZLKN = 90°.
ABNC: a+ 8 = 90° ja ZBNC' = 90°.
NALD: ZALD = 90°.

Kuna nelinurga KLMN kolm nurka on téisnurgad, siis ka
ZLMN =90°. Jarelikult on kujund K LM N ristkiilik.

2) ABKP: /BKP = « ja AB = BP, sest vordsete kiilgede vastas-
nurgad on vordsed.

Jooniselt [I1] ndeme, et PC = BC — BP ehk PC = BC — AB.
Kuna KM = PC, siis ka KM = BC' — AB.

Kolmekohalise arvu, mille numbrid moodustavad aritmeetilise jada jar-
jestikused liikmed, voib vélja kirjutada kujul:

100@1 —+ 10(@1 + d) + (Cl,l + Qd)
ehk
111a; + 12d = 3(37a; + 4d).

See arv jagub kolmega. Jérelikult iga kolmekohaline arv, mille numbrid
moodustavad aritmeetilise jada jarjestikused litkmed, jagub 3-ga ja ei
ole kunagi algarv.

Uhe raamatu hind olgu x kopikat.

1100 kop. < 92 < 1200 kop.
1500 kop. < 13z < 1600 kop.,

millest

{ 122% kop. < x < 133% kop.
1155 kop. < 2 < 1237 kop.

ehk

1 1
122~ 123— kop.
9 <x < 13 op

Kuna x € Z*, siis = 123 kop.
Vastus. Raamatu hind on 1 rbl. 23 kop.
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9.4. Teisendame siisteemi esimest vorrandit jargmiselt:

ot oyt =17,
ot oyt 207y - 2077 = 17,
(2% +y*)? —22%y* = 17, (7)

Olgu 2 + 3* = w ning 2y = v, siis vorrand saab kuju
u? — 0% = 17.

Votame lahtesiisteemi teise vorrandi ruutu ja kasutame tehtud asen-

dusi:
(r+y)*=1,
vy 2xy =1,
u+2v =1,

millest © = 1 — 2v. Niilid saab esialgne vorrandisiisteem kuju

u? — 202 =17
u+2v=1
ehk
u? — 202 =17
u? =1 —4v + 402,
millest v? —2v — 8 = 0 ja v; = 4 ning vy = —2.

Teades zy vaartust voime koostada uued vorrandisiisteemid:

r+y=1 T, =2 Ty = —1
D {fvyz—? é{ylz—l, {?/222-

2) {x—i—yzl millest 2* — 2 +4 =0 jax =

1+£+v-15
5 .

Seega ei anna teine juht reaalarvulisi lahendeid.

T = 2 To = —1
Vastus.
{?/1:—1, {?/222-
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Joonis 12

9.5. Koosinusteoreemi abil leiame kiilje ¢ vaértuse (joon. :
1
c2:4+9—2-2-3-§=7:»c:\/?.

Avaldame kolmnurga ABC' pindala kahel erineval viisil:

g _absiny  abe
ABC — 9 - 4R7

7

illest R =4/ =.

milles \/;

Olgu kolmnurga AOB iimberringjoone raadius R;. Selle leidmiseks
avaldame ka kolmnurga AOB pindala erinevate valemite kaudu:
sin120° /7

OB-AO-sin2y BO-0OA-AB N
- 4R, 2 AR;’

Saop = 5
7 V21
millest Ry = \/; =3 Vordhaarse kolmnurga BOC' pindala on
2V/3

2V3 52
3 AR’

Wl

3
Olgu selle kolmnurga timberringjoone raadius Rj3. Siis

V3
12

millest R3 =
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9.6.

V21 V3 . V3
3 3 12
Et 182 = 2.7 - 13, siis voib antud vorrandi esitada kujul

Vastus. Ringjoonte raadiused on

x(y—z)+yt=2-7-13- ... (1)
Kui summa ja esimene liidetav jagub mingi arvuga, siis peab ka teine
liidetav jaguma sama arvuga.

Arv 14 jagub 7-ga ja arv 65 jagub 13-ga. Vorrandis parem pool
jagub 7 - 13-ga.

Seega © # 14 ja x # 65, sest lahteiilesande tingimuste kohaselt yt ei
saa sisaldada tegureid 7 ja 13, kui x = 14 voi z = 65.

Jérelikult on  kas 12 voi 37 ja y kas 37 voi 12. Ulejiadnud muutujate
vaartuste jaoks on siis jargmised voimalused:

z on kas 14 voi 65 ja ¢ on kas 65 voi 14.

Tahendab xy = 12 - 37 = 444 ning antud vorrand saab kuju
444 — vz +yt = 182,

millest
rz —yt = 262.

Siit jareldub, et zz > yt.

Kontrollime, millised vaartused tdidavad saadud tingimust.

1. zz =12-14 ja yt = 37-65 ei sobi, sest 12-14 = 168 ja 37-65 = 2405,
kusjuures 168 < 2405.

2. xz =12-65 ja yt = 37-14 sobib, sest 12-65 = 780 ja 37-14 = 518,
kusjuures 780 > 518.

3. xz =37-14 ja yt = 12-65 ei sobi, sest 37-14 = 518 ja 12-65 = 780,
kusjuures 518 < 780.

4. xz = 37-65 jayt = 12-14 sobib, sest 37-65 = 2405 ja 12-14 = 168,
kusjuures 2405 < 168

Niisiis, x on 14 voi 37,
y on 37 voi 12,
z on 14 voi 65,
t on 65 voi 14.
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Kontrollist ndhtub, et viartused x = 37, y = 12, z = 65, t = 14 ei sobi.

Seega rz = 12 - 65 = 780,
xy =12 - 37 = 444,
yt =37-14 =518 ja

444 — 780 + 518 = 182.

=12,
Vastus. y =31,
z =14,
t = 65.

Olgu AABC vordhaarne, kusjuures AB = BC' (joon. . Uuritavate
kolmnurkade tipud paiknevad AABC' iimberringjoonel ja ainult seal.

Joonestame teise ringjoone keskpunktiga B nii, et see ldbiks AABC
teisi tippe A ja C.

Joonestame suvalise, mitte vordhaarse AADC'. Pikendame loigud AB
ja AD loikumiseni teise ringjoonega vastavalt punktides F' ja E. Olgu
ZABC = a, siis ZAEC = % kui piirdenurk, mis toetub kaarele AmC'.
/CDA = ZCBA = « kui kaarele AnC' toetuvad piirdenurgad.

Kuna ZEDC' = 180° — a, siis ZECD = 180° — % — (180° — @) = %

Vordsete nurkade vastas asetsevad kolmnurga vordsed kiiljed, mistottu
DE = DC ja BF = BC kui raadiused. AB + BF > AD + DFE, sest
diameeter on koolust suurem. Siis ka AB + BC' > AD + DC'. Liidame
vorratuse molemale poolele AC":

AB+ BC + AC > AD + DC + AC,

jéirelikult UABC > UADC-



20

Joonis 13



o1

10.2. Niitame, et BE = EC ja AF = FD (joon [14).

ANABD ~ AKBO ja AACD ~
AOCL kahe nurga jirgi. Seega

KO BK _ CL OL
AD _ AB*CD ~ AD

BK CL
jarelikult — = —— millest KO =
Joonis 14 OL. AD AD
HO KO
Iétzna AKHO ~ NAHF ja AOHL ~ AFHD, siis oF — AF =
5 millest AF = F'B.
BE EC

. .. HE
Et ABHE ~ AKHO ja AHEC ~ AHOL, siis 70 - KO~ OL’
millest BE = EC.

Seega paiknevad punktid H, F, O ja I iihel sirgel.

10.3. Ulesande tingimustest jéreldub:

1) lehmade miiiigist saadud summas kiimneliste arv on paaritu arv;

2) lehmade miitigist saadud rahasumma on téisarvu ruut:
(10a + b)* = 100a” 4 20ab + b?,
kus0<a<oo,1<b<0.

Néeme, et kiimnelisi saab olla paaritu arv parajasti siis, kui iiheliste
kohal seisab 6. (Liidetav 20ab annab paarisarvu, seega 4% voi 6% peab
andma lisaks paaritu arvu kiimnelisi).

Seega on oina hind 6 dollarit, mis on 4 dollarit viiksem lamba hinnast.
Kompensatsiooniks tuleb hiivitada saadud kahjust pool, seega tuleb
hiivitada 2 dollarit.

10.4. Viime logaritmid alusele 2. Selleks kasutame valemit
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log,(3 sinz) log, sin x

+2cosx - ———— =
log, 4 log2%

cos 2z +

= 2cosx +sin’ x - log, sin® z,

log, 5 + log, sin
2

= 2cosx + 2sin® z log, sin z,

cos 2 + — 2coszlog,sinx =

1 1
cos 2z — 3 + QlogQSinx — 2cosxlog,sinx — 2cosx—

.92 . o
— 2sin”“ z log, sinz = 0,

1
(COSQQZ —2cosx — 5) +

1
+ (5 —QCOSI—QSiDQx) log, sinz = 0,

5—20081’—2—1—20082.%:0,

3
2COSQI—QCOSI—§ =0,

4eos’s —4cosx —3 =0,

1 2
millest cosx = —g3 r= j:gw + 2km.

2
Kontroll naitab, et —gﬂ' + 2k7 on voorlahend.

2) == (—1)k% + km,

logysine = —1 = sinz =

N —

millest x = % + 2kmjax = gﬂ' + 2k,
2 m )
Vastus. x = gﬂ' + 2km, x = s + 2km, x = 67 + 2km.

10.5. Siisteemi teisest vorrandist jéreldub, et

z#0, y#0 ja z#0.

Teisendame teist vorrandit jargmiselt:

27
Ty Yz
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Korrutame stisteemi kolmanda vorrandi molemaid pooli z-ga:
wyz + a2t Fyt =27z = wyz + (v +y)2* =272 =
= 27+ (z +y)2* = 27z
Esimesest vorrandist z +y = 9 — z, seega
2714+ (9—2)2" =212 = 271+ 92 — 2 — 272 =0 =

=23 -09224927:-2T=0=
= (2 —3)°=0,

millest z = 3. Siisteemi esimesest ja teisest vorrandist saame niiiid, et
r=3jay=23.

Vastus. x =3, y=3, 2z = 3.
11.1. Teisendame antud avaldist jargmiselt:

752 41267 =T7-25"+(19—7)- 6" =7-25"+19-6" —7-6" =
=19 6"+ 7(25" — 6).

Avaldis 19 - 6" jagub 19-ga. Ka vahe 25" — 6" jagub 25 — 6 = 19-ga,
seega kogu avaldis jagub 19-ga.

1 3 5 2n —1
11.2. Olgu = - - - = - o =1z
916 o
. a a+1 - :
Kasutame vorratuse omadust 7 < T Selle pohjal kehtib seos
1 3 5 2n —1 - 2 46 2n
2 4 6  2n 3 5 7 7 2n+1
Teisendame saadud vorratuse paremat poolt ja kasutades x viartust:
1 3 5 2n — 1 - 1 .
2 46 7 2n s-5.2. 2 l0n41)
1 3 5 2n—1 - 1
2 46 2n r(2n+1)

1 1

1

— K > 0, sii 2 < < —/—.

wOn T D) una r , siis x 1 ja N TES

11.3. Olgu punkt D kolmnurga kiilje BC' pikendamisel tekkinud valisnurga C'
poolitajal (joon. . Joonestame CM = AC, siis AD = DM. Néieme,
et MC + BC <MD+ BD, ehk AC+ BC < AD+ BD. Kui D =,
siis AC'+ BC = AD + BD, seega AC + BC < AD + BD.
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Joonis 15

T2

A

Joonis 16
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3
11.4. Lahtekolmnurga kiilg on a, selle kolmnurga korgus hy = %—. Selle
1 3
kolmnurga siseringi raadius ry on 3 sellest korgusest, seega ry = %,

ja siseringi pindala

1
Jargmise kolmnurga korgus h; on 3 ldhtekolmnurga korgusest, seega

3 1
hy = %. Selle kolmnurga siseringi raadius on 3 sellest korgusest,
a\/g, serinei pindala S ma® -3 Ta® -3 ra?
seega r1 = a siseringi pindala S; = = = =
1g ! 12 ) sip PTTISE T18 18 12-32
3 % =5 Sp. Et selliseid ringe on 3, siis kolme ringi pindalade
1 3
summa on 530. Kolmanda kolmnurga korgus hy = a1—8, siseringi raa-
2, 3 2
dius ry = 3.3 ja siseringi pindala Sy = ;TSC; i 1;(1' 5 Et selliseid

ringe on 9, siis nende pindalalde summa

9ra? wa® 1

— . S,.

9S: = —
27 18.18-3 32.12 32

Selliselt voime jéatkata lopmatult.

Koikide ringide pindalade summa piirvaartuse saab leida lopmatu ka-
haneva geomeetrilise jada (alates teisest lilkmest) summa valemi abil:

1 1
1 3 mwa® 3 wa?
SIS T

3

wa?

Vastus. S = —.
astus 3
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11.5. Jiiri voitis Kalle ja Ulo, kaotas Jaanile,
sai 4 punktiga II kohta. Kuna iga voist- JAAN VIV K]
leja saab punkte ka nende voitude eest, JURI | K vIv|i
mida saavutab see, kes talle kaotas, siis
ei tohtinud Ulo rohkem partiisid voita. | KALLE | K | K V| IV
Selleks, et voitjaks tulla, ei tohtinud
Jaan rohkem kaotusi saada (I-ks oleks ULO |V | K |K 11

tulnud Jiiri voi Kalle). Seega on Jaa-
nil punkte 5. Jiiri ja Kalle omavahelise
méangu peab voitma Jiiri, sest muidu
ei jadks Kalle viimasele kohale.

12.6. 10-kopikaline on opilasel kindlasti. Seega on summas 15 kindlasti 10.
Ule jadb 5 kopikat. 1-kopikalist ei saa opilasel olla, sest 5 =141 + 3
voi b = 242+ 1. Et igast olemasolevast miindist peab votma vaid iihe,
siis peaks summaks 15 olema:

1) 2- ja 3-kopikaline ning 10-kopikaline (10 4+ 2 + 3 = 15);
2) 5- ja 10-kopikaline (10 +5 = 15).
Esimesel juhul saab koostada vorrandi 10x 4 3z + 2y = 100, kus x on

10-kopikaliste arv, y on 2-kopikaliste arv ja z on 3-kopikaliste arv. Kuna
koige suurema vadrtusega miinte on 4 vorra rohkem iilejadnutest, siis

10(z +y +4) + 32 + 2y = 100,
132 4+ 12y = 60.
Et 2 € ZT ja y € Z™, siis sellel vorrandil ei ole lahendeid.

Teisel juhul:
10z + 5(x — 4) = 100 = 15z = 120,

millest £ = 8. Kuna 10-kopikalisi on 8, siis 5-kopikalisi on 4.
Vastus. Opilasel on 4 5-kopikalist ja 8 10-kopikalist.

12.7. Ulesande tingimuste kohaselt on jadas 2n liiget.

. .. ay + Qp,
n esimese liikme summa S, = 5 -n,




12.8.

o7

Ap+1 + A2n

n jargmise liikme summa Sy = 5 ja
i_al—i_an'n_ (an+1+a2n)'n_ (a1+an)2n o
Sy 2 ' 2  (@ny1 +am)2n
. a; + ay
An+1 + Qon, ‘

Et

a, = a1 + (n —1)d,

apy1 =a1+ (n+1—1)d=a; +nd

as, = a1 + (2n — 1)d,

S1 2a; + (n —1)d

Sy, 2a1+ (3n—1)d’

Suhe ei soltu liikmete arvust n, kui d = 2a;, sest siis

S d+(n—-1)d dn 1
Sy d+(Bn-1d 3dn 3
3

Jarelikult, 1) kui d = 2a4, siis i =_,
5 Sy 7
2) kui d = 0, siis = = 1.
S

Arvestades tédisosa tdhendust, saame vorratuse
152 — 7 < 5+ 6x - 152 =7
5 8 5
152 -7

+1,

kus on taisarv. Vorratusesusteemi

1596—7< 5+ 6x
5 8
5+ 6x 152 — 7

< 1
8 5 *

41
lah — < —.
ahend on 90<x 0

152 — k
Olgu taisarv k = 5x5 7, siis x = > +7. Andes arvule k taisar-

vulised vadrtused 0 ja 1, saame =z = R jax = 5 mis rahuldavad
lahtevorratust.
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12.9.

12.10.

7. 4
Vastus. ©; = R ja xo = £

Kui zy on vorrandi sin(z) = 0,01z lahend, siis on lahendiks ka —xy.
Jarelikult on negatiivsete ja positiivsete lahendite arvud vordsed. Vor-
randi lahendiks on ka z = 0.

Leiame ainult positiivsete lahendite arvu. Vorrandi lahend ei ole suu-
rem kui 100:

|z| = 100|sinz| < 100 - 1 = 100.

Kasutame graafilist lahendusviisi. Jaotame x-teljel vahemiku 0-st kuni
100-ni 27 pikkusteks loikudeks, kusjuures viimane 16ik voib olla vaik-
sem.

Joonis 17

Esimesse perioodi kuulub iiks positiivne lahend ja lahend x = 0. Igas

100
jargmises perioodis on 2 lahendit. Kuna 15 < — < 16, siis on z-teljel

7r
15 taisperioodi ja veel osa perioodist. Et 100 — 15 - 27 > 5 > 7, siis on
viimases loigus samuti kaks lahendit.

Positiivseid lahendeid on seega 1 + 14 - 2 + 2 = 31 ja kokku on antud
vorrandil lahendeid 31 -2+ 1 = 63.

Olgu suure ringi raadius R, seesmiste ringide raadiused r; ja ry (joon.
, siis otsitav pindala S = 7R* — mr] — 73 = [R* — (1] +713)].
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C
t
At D 2 g
R
Joonis 18

Kuna 2R = 2r; + 2ry, siis
R = 1+ Ta.

Kolmnurk ABC' on tédisnurkne, kus CD = %t on korgus. Taisnurkse
kolmnurga hiipotenuusile tommatud korguse teoreemi pohjal

2
t
(5) - 4T1T27

millest

t2 = 167’17”2.

—~
oo
~~—

Siisteemist
T+ 1Ty = R
167”17’2 = t2

saame, et (r; + 73)° R2 ehk 77 + 2riry + 15 = R? ja vordust (8)
mt

arvestades 7413 = Rz—g Kuna S =7 [R* — (r{ 4+ r3)], siis S = 5

t2
Vastus. S = 7T—.
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13.1.

13.2.

13.3.

Esimene arv peab olema kolmekohaline. Olgu selle arvu sajaliste num-
ber a ja kiimneliste number b. Tingimuste kohaselt saame vorrandi
(100a 4 10b + 2) 4+ 10a + b = 145, millest

110a + 11b = 143,
10a 4 b = 13,

jarelikult

_1B-b_ 3D
“0 ~ 10

Et a oleks taisarv, peab b =3 ja a = 1.
Vastus. 132 ja 13.

Esimesest seosest jareldub, et Martin ja Karl ei saa olla Altmann ega
Miiller. Teisest seosest jareldub, et Martin ei saa olla Neubert ja Ernst

ei saa olla Miiller ega Neubert. Seega on opilaste nimed: Martin Trager,
Karl Neubert, Ernst Altmann, Frany Miiller.

Teisendame antud vorrandit jargmiselt:

4 1
c+vValtz z—Viitax
dr—vVa?+z) z+Vait+z

—X —T
e — 4/ +x -z —Vattax
_x -
3 —5vVat+x

3x — 5—\/362 +x=-3,
3(x+1)=5y/x(x+ 1),
9z +1)* = 25(x + 1)z,
(x+1)-[9(x+1) —252] = 0.

Blw |lwR|IwWw 8|w

. ) 9
Siit z1 = —1 ja xg = 6

13.4. Joonestame CD L AP (joon. [19).
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Joonis 19

Et ZDCP = ~; = 180° — (90° 4 60°) = 30°, siis 2DP = CP. Kuna
iilesande tingimustest ka 2BP = CP, siis DP = BP ja kolmnurk DPB
on vordhaarne, milles /PBD = ZPDB = 30°.

Et /PCD = /PBD, BD = CD, ZABD = 45° — 30° = 15° ja
/DAB = §— 3 = 15°, siis osutub kolmnurk ABD samuti vordhaarseks,
mistottu ka AD = BD.

Et AD = BD ja BD = CD,siis AD = CD, jarelikult ka ay = 7,. Kuna
as + v2 = 90° ja kolmnurk AC'D on vordhaarne, siis 75 = ay = 45° ja
jarelikult

v =+ 72 = 30° 4+ 45° = 75°.
Vastus. ZACB = T5°.
Olgu antud geomeetriline jada
1,02, A3, .\ G,y - - .

Tingimuste kohaselt a; > s,_1 ehk alql"’_1 >

: L ¢ —1
jag>1,sils ——— < ¢q
q—1

F=1 millest

qk‘ _qkfl > qk’fl -1 ja qk: + 1> 2qk71.
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Jagame selle vorratuse molemad pooled positiivse suursega ¢**:

1
Q+F>2.

Kui £ — oo, siis ¢ > 2.
Teine lahendusviis.

k1 k1
arg® > M, millest ¢F > q .
q—1 q—1

1
Kmq>1&%q“4—2f+1>0quﬂq—m+l>Oqu<§—<
—q

1
Kui 1 < ¢ < 2, siis ¢* < 5 ei kehti. Seega q > 2.

Vastus. q > 2.

14.1. ZBCA = /ZBAC
(joon. [20), seega on
kolmnurk ABC' vordhaar-
ne ja AB = BC = 8 cm,
CD = 8 cm ning

U= AD + BC + 2AB =
=10+ 8+ 16 = 34 cm. Joonis 20

Vastus. 34 cm.
14.2. Kirjutame selle vorrandi kujul

-+ @@-2)+@—-3)+...+2+1

3.

Murru lugejas on aritmeetilise jada lilkmete summa, kusjuures a; = 1,
a, = —1jan=x—1. Antud vorrand saab niiiid kuju

HL{L(x_l)

T

=3,

millest

x(r —1)
)3

2x ’
22 —7x=0jax, =7 ning x5 =0 (osutub voorlahendiks).

Vastus. x = 17.
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14.3. Kaks jarjestikust paaritut arvu on 2n — 1 ja 2n + 1.

a) Nende summa on 4n, mis jagub arvuga 4.

b) Iga 4-ga jaguvat arvu voib kirjutada aga kahe jérjestikuse paaritu
arvu summana kujul

dn=(2n—1)+ (2n+1).

14.4. Kirjutame vorrandi 22 —y* = 21 kujul (z4y)(z—y) = 21, kusz # y # 0
ja x4+ y ning x — y on taisarvud.

vty =21 z =11
Et 21-1= 21, siis Y ja

r—y=1 y = 10;

r+y=1, z =11,
et 1-21 = 21, siis Y ja

r—y =21 y = —10;
et 3-7= 21, siis Y ia

r—y=7 y=-2

r+y="7 =25
et 7-3= 21, siis Y ia

r—y=3 y=2
ot (—1)-(=21) = 21, siis Y ja

r—y=-21 y = 10;

r+y=-21 r=—11
et (—21)-(—1) = 21, siis Y ja

r—y=-—1 y = —10;

r+y=-3 T = -5
ot (=3)- (=7) = 21, siis Y ja

r—y=-7 y=2

r+y=-—7 = -5
ot (=7)-(=3) = 21, siis v ja

rT—y=-3 = —2;

14.5. Koigepealt lahtume sellest, et Aini iitlus: ,Mina I on oige. Siis Ivarile
jaab oigeks vastuseks ,,Mina IV*. Kuid sellisel juhul ei jaa Vahurile iildse
oiget vastust. Jarelikult on Aini {itlusest 6ige ,Vahur IV“. Ivari iitlusest
selgub, et Ain oli II. Vahuri {itlusest jareldub, et Ivar oli III ja Peetri
iitlusest jareldub, et Peeter oli I.

Vastus. Peeter — I, Ain — II, Ivar — III ja Vahur — IV.
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14.6.

15.1.

15.2.

Olgu todlistele antud aeg = tundi ja esimese t66lise poolt {ihes tunnis
valmistatud detailide arv y. Esimene to6line pidi seega valmistama xy
detaili.

2
Teisel toolisel jai tegemata 0,1zy detaili, see on gy detaili.

2
Tahendab, et 0,1zy = 3V ehk 3zy = 20y. Kuna y # 0, siis 3x = 20,
millest x = ? h =6 h 40 min.

Teise toolise tunnitoodang on 0,9y detaili. Oleks ta tunnis teinud 3
detaili rohkem, oleks detailide arv (0,9y + 3), tema kogutoodang aga
0,9y + 3)z = 0,95zy. Kuna = # 0, siis 0,9y + 3 = 0,95y, millest
0,05y = 3 ja y = 60. Téahendab,

20 - 60
Ty = —5 = 400 detaili.

Vastus. Kumbki t66line pidi valmistama 400 detaili.

Kirjutame antud avaldise kujul

pP—1=@p-1pE+1).

Kuna p on algarv, siis p—1 ja p+1 on paarisarvud, neist iiks jagub 2-ga,
teine 4-ga. Kuna arvude p—1 ja p+ 1 vahele on voimalik paigutada arv
p, siis saame kolm jérjestikust arvu, millest {iks jagub kindlasti 3-ga.
Jérelikult p* — 1 jagub 24-ga.

Antud kujund koosneb jargmistest osadest (joon. :

1) korrapdrane kuusnurk, mille
kiilg on 2r;

2) 6 60° kesknurga sektorit;

3) 6 ristkiilikut kiilgedega r ja 2. endfigure

Korrapéarase kuusnurga pindala Sg =
Joonis 21 67"2\/§, 6 sektori pindala on 7r? ja 6
ristkiiliku pindala on 1272

Kogu kujundi pindala S = 6r3v3 + 72 + 12r2 = r3(7 + 12 4+ 6/3).

Antud kujundi imbermdot koosneb jérgmistest osadest:

1) 6 kaart kesknurgaga 60° ja raadiusega r,
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15.4.

2) 6 loiku pikkusega 2r.

65

Kaarte pikkuste summa on 2r, loikude pikkuste summa on 12r, seega

kujundi imbermoot

U = 27r + 12r + 2r(7 + 6).

Vastus. Selle kujundi pindala on (7 + 12 + 6\/5) ja iimbermoot on

2r(m + 6).

Vorrandist 72 + (2 —a) - — a — 3 = 0, saame, et
rT1+rxyo=a—2 ja x1x9=—a—3.

Tostame avaldise @D ruutu, saame
x2+2x1x2+x§ =a®—4da+4,

millest

i +as=ad"—4a+4+2a+6=0a*—2a+10=
=(a®>-2a+1)+9=(a—1)*+9.

Saadud avaldise vaédrtus on minimaalne, kui a = 1.

Vastus. a = 1.
1 1
Vi+zr V1—=x

1 >0
{ e ehk —1<az<1.

Vorratusest > 1 jareldub,et

r—T >

Et V142 >0jav1—x >0, siis

Vi—z—V1i+z>V1—a2

Selle vorratuse parem pool on mittenegatiivne, jarelikult

V1—z—+V1+z>0,

millest

V1—2>V1+z,
l—z>142

(10)
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niisiis « < 0.
Arvestades saadud tingimusi —1 < z < 0 lahendame vorratuse .

Selleks tostame vorratuse vV1 — x—+v/1 + x > V1 — 22 molemad pooled
ruutu:

l—z4+14+2—-2V1—22>1—2%

millest
1+2% > 21— 22
Et molemad pooled on positiivsed, siis
1+22° + 2" —4+42° > 0
millest
z* +62° — 3 > 0.
Tahistame z° = a, siis
a’>+6a—4> 0,

millest a2 = -3+ v 12.

Niitid a; = —3—+v/ 12, mis sobib, sest a > 0; ay = —34+V'12 = —342V/3.
Seega a > —3 4 2v/3 (joon. ehk

x5 > —3+2V/3,

millest

24 (3-2v3)>0

A

—3-2V3 —3+2f a

Joonis 22



Avaldise 2 + (3 — 2v/3) nullkohad on

xlz—\/—3+2\/§ ja xgz\/—3+2\/§.

Et x < 0, siis on vorratuse lahend (joon.

1<x<—\/—3—|—2\/§.

/NN
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—\/—=3+2V3 \/ —3+2V3

Joonis 23

15.5. Aita siinniaasta on 1900 + 10a + b, kus

0<a<5 ja 0<b<09.

Kui Aita silindis eelmisel sajandil, siis
(148494 9)max = 27,

el sobi.

Kui oletada, et Aita siinnipédev oli 1. jaanuaril, on vanus

1+94+a+b=1953— (1900 + 10 xa + b),
millest

11a + 2b = 43,

Et vihendaja oleks taisarv, peab olema
b=5 ja a=3,

s.t. Aita stindis 1935. aastal.

A\
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Kui arvata, et Aita slinnipéev oli viimati 1952. aastal, on
1+9+a+b=1952 — (1900 + 10a + b)
millest

1la + 2b = 42,
42—2b_33+9—2b_3+9—26
11 11 a 11

Siin lahend puudub.

a =

Jérelikult stindis Aita 1935. aastal ja on 18-aastane.

16.1. Olgu otsitav naturaalarvude paar (z;y), kusjuures x € N ja y € N.
Tingimuste kohaselt

xQ _y2 = 2($+y)7
millest
(z+y)(z—y) =2x+y).

Kui 1) 2 +y # 0, siis
T—y =2,
y=x—2jax =2
Arvupaarid (z;z — 2).
Kui 2) x +y = 0, siis
r =y = 0 ja saame teise arvupaari (0;0).
Vastus. Arvupaarid on (0,0) ja (z,x —2), kus x > 2 jaz € N

16.2. Lahendamisel kasutame teoreemi kolmnurga sisenurga poolitajast, selle

... PM PK .
pOhJal m = m (JOOII. , millest
KM-PM PK-LM
KM -PL=PK-LM ehk 5 = 5 ,
M KM - PL
S =—-
2
tekkinud kolmnurga

PK - LM
pindala ja Sy = ——— on tei-

2
se

on lihe

kolmnurga pindala
Et Sl = Sg, siis Sl . Sg =1

Vastus. Kolmnurkade pindalade
Joonis 24 suhe on 1.
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16.3. Et /1+2 -3y >0ja+/22—4y+1 >0, siis

16.4.

QVIFe=3y > 1 ja ZVEWHL >

Et summa oleks vordne kahega, peab

QVIFEB _ | ja 3VIWIT

s.t.

Vi+r—-3y=0 ja 2x—-4y+1=0.

Lahendame saadud vorrandisiisteemi:

1+2z—-3y =0 N 1+2—-3y =0
V2zre—4y+1 =0 2 —4y+1 =0,

millest

11

Vastus. Vorrandit rahuldab reaalarvude paar (5, 5)

Olgu r; regulaarse oktaeedri ja 75 kuubi imber kujundatud kerade raa-
diused, b oktaeedri serv ja a kuubi serv (joon. 25 ja joon. [26)). Siis
bv/2 av/3 . bv/3

leOD:T,ngolN:TJaSF:T.

bv2 3 2
Kuna r; = ro, siis %_ = %_, millest a = b\/;.

Olgu r} oktaeedrisse kujundatud kera raadius ja r4 kuubisse kujunda-
tud kera raadius.
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16.5.

Q i
P—— 5
: \\\ Ol
| Q\
L - M
//// \\\ a
K a N
Joonis 25 Joonis 26
Siis
, a b |2
Tg = — = —4/=
2 aV 3
ja
205 -OF  by/2 b /2
7”1, = OT = — \/_ -

2.SF 23 2V3

Jarelikult 79/ : r = 1.

Vastus. Kuubisse ja oktaeedrisse ehitatud kerade raadiuste suhe on 1.

Antud tlesandes x = g

1 1
Teise omaduse pohjal f (—) = — - f(x), millest
x x

=) o) -5 (E) (o2

Kolmanda ja esimese omaduse pohjal voib saadud avaldist teisendada
jargmiselt:

f(1+ §) - f<1)+f(§) - 1+f(§) ,



-]

Arvutame f ) lahtudes teisest omadusest:

(2 ) 1(3) =5 [+ 1(5)] = [r0+ s+ 1(5)]

VRS
(SR
= l\Dl
ot
| —— |
)
+
~
/\
v
—_
Il
S|
| — |
[\)
+
DO | =
—_
Il
ot
n
o)
)]

-t
k’w
VR

N |
~_
I
N
N | —
~__

[N}
=
2

zz[f(1)+f(1)]=i'2=%-
)

Asendame f (% vaartuse avaldises :

) 25 2 25 2 25 7 5
f(?)i@{”f(g)]:4—9[”5]:4—9'5:?

Vastus. f(Z) = %

5

17.1. Olgu otsitav arv 10a + b. Kui sellest arvust lahutame arvu b, siis nii
saadud arv a on 14 korda antud arvust vaiksem, s.t.

10a +b = 14a ehk 4a=0.

Et arv b on iihekohaline, siis a < 3, s.t. a =1 voi a = 2 ja b = 4 voi
b = 8. Molemad arvud 14 ja 28 rahuldavad iilesande tingimusi.

17.2. Olgu intressi suurus z%, siis esialgne hoius oli £9% = 1390 bl Tei-
se aasta algul oli hoius 2% + 15 4 85 = (1500 + 100) rbl. Teise aas-
ta intress on —i= 15100 + 100) rbl, ja hoiusumma koos intressiga on
(13_0 + 1) (@ + 100) rbl. Seega saame vorrandi

v 1500
o 1) 220 1 100) = 42
(100+ ( il OO) 0,

millest

1
@+115+x—420
x

x? — 3052 4 1500 = 0,
xr1 =5 ja xs = 300 (ei sobi).
Esialgne hoius %00 = 300 rbl.
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Vastus. Intress oli 5%, esialgne hoius 300 rbl.

17.3. Olgu i/zo + /392 + {’/20 ~ V392 =a.

Tostame vorduse molemad pooled kuupi:

a® = 20+\/@+3{’/(20+\/@)2(20— V392) +
+3¢/(20 + v/392)(20 — V/392)2 + 20 — V392

ehk

a® =40 + 36/(20 +v/392)(20 — v/392) ({’/20 +v392 + 20 — \/392)
a® = 40 + 6a.
Teisendame saadud vorrandit jargmiselt:

a® —6a — 64424 =0,

(a®> — 64) — (6a — 24) = 0,

(a —4)(a® +4a + 16) — 6(a — 4) = 0,
(a—4)(a®> +4a+16 — 6) = 0,

(a —4)(a* +4a+10) =0

)

millest a; =4 ja ag = —2 £ v/—6 (ei sobi).

Vastus. a = 4.

17.4. Teisendame antud avaldist jargmiselt:

cos a + cos(72° + a) + cos(288° + o) + cos(144° + o)+
+ c0s(216° + a) = cos a + 2 cos(180° + ) cos 108°+
+ 2 ¢c0s(180° + ) cos 36° = cos a + 2 cos a cos 72°—
— 2cosacos36° = [1 + 2(cos 72° — cos 36°)] cos a =
= (1 —4sin54°sin 18°) cosa = (1 — 4 cos 36° sin 18°) cos v =
_ (1 4 cos36°sin 18° cos 18°) cosar —

cos 18°
( 2 cos 36° sin 36° )
=(1- Scos o =

cos 18°

sin 72° cos 18°
=11- cosae = 1 — cosa = 0.
cos 18° cos 18°
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17.5. Ehitame ruudu igale kiiljele antud kolmnurgaga vordsed kolmnurgad
(joon. . Otsitav kaugus on vordne uue ruudu diagonaali poolega,

V2(a +b)

st. CO = 5

Joonis 27

18.1. Et viimane osakorrutis on teada, siis esimene tegur on
235038 : 3 = 78346.

Teine tegur on 341, kuna korrutise viimane number on 6.

18.2. Vaatleme eraldi joonisel 2§ kujuta-
tud vahemikke

1) r < =2 ) 0 9 -
2) —2< <0 ,
Joonis 28
3) 0<z<2]ja
4) x> 2.
Kui z < =2, siis —(z +2) —2 — (¢ — 2) = 4, millest z = —3. See

ei sobi, sest on vastuolu tingimusega r < —2. Kui —2 < x < 0, siis
r+2—x—(xr—2) =4, millest z = 0. Ka see lahend ei sobi, sest on
vastuolus antud tingimusega.

Kui0<z <2,siisz+2+2— (z—2) =4, millest z =0.

Kuiz 22 sise+2+zx+z—2=4, milles‘ca::%L
Ka see lahend ei sobi.

Vastus. x = 0.
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18.3.

18.4.

18.5.

Olgu voolu kiirused v; ja vs, kusjuures v; > vy. Kiirema vooluga joes
kulus mootorpaadil edasi-tagasi soiduks
S S 2sv

t1 = + =— 5 tundi.
v+v1 v—1U1 Ve — U]

Aeglasema vooluga joes kulus mootorpaadil edasi-tagasi soiduks

s s 2sv .
ty = + = 5 tundi.
V+vy U — Uy Ve — U5

Et v; > v, siis v — vf <v?— v%, millest jareldub, et t; > t,.

Vastus. Aeglasema vooluga joes liikuval paadil kulus edasi-tagasi soid-
uks vihem aega.

Ulesande tingimuste kohaselt AB = BC' ja AC' = AD (joon. .

B C

Joonis 29

Olgu LCAD = a, siis ka ZACB = «a ja ZBAC = «. Vordhaarses
kolmnurgas AC'D

JACD = /ADC = 1807_0‘ —90° — %

Vordhaarse trapetsi alusnurgad on vordsed. Jarelikult 2o = 90° —
millest o = 36° ja 2a = 72°.

Vastus. 72°.

24
2

Olgu kuus jarjestikust paarisarvu 2n, 2n + 2, 2n +4, 2n + 6, 2n + 8 ja
2n + 10.

Ulesande tingimuste kohaselt

(2n)2 4+ (2n +2)2 + (2n +4)% + (2n +6)? + (2n + 8)*+
+ (2n + 10)* = aaa,
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kus « on mingi number. Pérast teisendamist
4(6n* + 30n + 55) = aaa .
Neljakohalise arvu kirjutame jérguiihikute summana:
aaa = 1000 + 100 + 10 + o, millest aaa = 1111«

Seega 4(6n* + 30n + 55) = 1111a. Viimasest vordusest jireldub, et o
peab olema 4-ga jaguv number, s.t. kas 4 voi 8.

Kui o = 4, siis

6n* + 30n + 55 = 1111,
ehk

n?+5n—176 =0,

millest ny = 11, ny = —16. o = 8 el sobi.
Vastus. 22, 24, 26, 28, 30, 32 voi —32, —30, —28, —26, —24, —22.

19.1. Vordkiilgse kolmnurga ABC kiilg
on 156 cm ja selle kolmnurga kor-
gus BD = 156sin60° = 783
(cm) (joon. [30). Torude virn on
toru labimoodu vorra korgem kui
BD. Seega virna korgus on

78V/3+52 = 26(3v/3+2) (cm).

Joonis 30

19.2. Joonte loikepunktide leidmiseks leiame vorrandisiisteemi

y = x? — 12z + 40,
r=y* — 12y + 40.

lahendid.

Lahutame vorrandite vastavad pooled:
y—x=a’—y?— 12z + 12y,
millest

y—v+y—2)(y+z)—12(y—2)=0
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ehk

(y—z)(y+2x—11) = 0.

Kui y — x = 0, siis lahtevorrandisiisteemist saame, et



i

X, 8 ja Xy = 5
x2 8 y2 = 5,
Kui y + x - 11 = 0, siis lihtevorrandisiisteemist saame, et

11_+ _ A1 =
Iq..

13=

Jja
73=1—1"§'G 74='11ﬂ'*'ﬁ

Vastus. Joonte 13ikepunktid on (8; 8), (53 5),

(»li_@"; 1 = 15 4 (1156;,11{7@).

9,3. Ringjoone x? + y2 = 2 keskpunkt on koordinaatide alguspunk-
tis ja raadius on ﬁ. Olgu otsitavate ringjoonte raadiused

r, Jar, (joon. 31).
V3rdhaarse téisnurkse kolmnurga OLO, hiipotenuus on & ja

kastetid OL = L0y = T4 + 2.

/\y -
Py
8 ¥
; O]A=f:’
O,B=r2

V2 04(6,0)

/" \ e -

=)

Joon. 31
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19.4.

19.5.

Pythagorase teoreemi pdhjal 0I® + I.O.‘2 = ()(L‘2 ehk

2(zy +\2)2 = 36, millest ry +{2 = {18 Ja »y = 2V 2,
Teise ringjoone raadjus r, = 04L = &4 \[—2.
Yastus. Raadiused on ZE Ja 4ﬁ.

Ieisme m viidrtused, mille puhul ilesanne on lahenduv.
Korrutame ja Jjagame vdrduse sincl + cosol = m vasskut poolt
arvuga VE-, giis saame

V2(sin o cos 45° + coso¢ gin 45%) = m  ehk

V2 sin (ol+ 45%) = m, millest sin(ct+ 45%) = —B- ,
Jirelixult | -2-{<1, 8. ¢ | ¢ V2. V2

e lﬁ [\ , 8. 5. |m e

Avaldisele sinol + costol vbib 1liita ¥2 sincl cosoC ,

piis sin*o + costoX = (ain206 + 00320‘-")2 ~ 28in® ol cos® ol

=1 - 2 gin® 0k cos® O , M
Tdstame vdrduse sin ol + cos & = m mblemad pooled ruutu,
giis sin2ol + 2 sin ol cos O + cos® Ok = m°,

Sellest seosest saab, et
2 gin oL cos ok = me = 1 ja

4 sinaOC coseot = m4 - 2m2

- 1, millest

4 2
2sin20¢c0520(-=2 —gg =.1 .

Asendame viimase seose avaldises (1) %a ndeme, et
40() - -m4 + 2m + 1
- 2]

sin?ol + cos

Uurimiseks on kasulik esitada antud funktsioon Jjargmisel
kujul:
-1, kui x -1
£(x) = o, kui -1 ¢ x <1
1, kul xi} 1
Selgub, et
a) funktsiooni médramispiirkonnaks on kogu reaalarvude hulk;
b) funktsioon on paaritu;
¢} funktaziooni nullkoht on x = 0O, positiivsuspiirkond on

x> 0 ja negatiivsuspiirkond on x < 03
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d) vahemikus -1 { x ¢ 1 on funktsioon kasvav;
kul xz 1y, 8iis on funktsiooni viddrtus 1;
kui x ¢ -1, siis on funktsiooni vidrtus -1;

e) ekstreemumkohad puuduvad;

£) kéddnukoht on x = O,
kumeruspiirkond on =1 { x4 0 ja
ndgususpiirkond on O Cx( 1.

AT
w7

N
xY

Joon. 32

Vahemikus |x|<1 leiame pindala mairatud integraali abil
(joon, 32) < L 3 A 1 q
q = 2 J X' dx = 2 - 'y 0 =% .

(o)
Sellele pindalale tuleb liita 2 ruudu pindala (pindalad va-
hemikes [-2; -] sa [ 21):
32 =2 * 1 =2,
Kogu pindala S = m + 2 = 2,5 ruutiihikut.

Vastus, Pinnatiiki suurus on 2,5 ruutithikut,
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