




EESSÕNA

Kõige erinevamate erialade esindajail tuleb lahendada ülesandeid, kus on
tegemist mingite kombinatsioonidega, mis koosnevad tähtedest, numbritest
või muudest objektidest. Tsehhiülem peab mitut liiki tööd jaotama olemas-
olevate tööpinkide vahel, agronoomil tuleb põllukultuurid külvata mitmele
põllutükile, kooli õppealajuhataja peab koostama tunniplaani, keemikul tu-
leb uurida aatomite võimalikke seoseid molekulis, lingvistil on vaja arvestada
tundmatu keele tähtede tähenduse erinevaid variante jne. Matemaatikaharu,
kus uuritakse, mitu teatud tingimusi rahuldavat kombinatsiooni võib antud
elementidest koostada, nimetatakse kombinatoorikaks.

Kombinatoorika tekkis XVI sajandil. Tolleaegse ühiskonna privilegeeri-
tud kihtide elus etendasid suurt osa hasartmängud. Kaardi- ja täringumän-
gus võideti ning kaotati kulda ja briljante, losse ja mõisaid, tõuhobuseid ja
kalleid ehteid. Väga populaarsed olid igasugused loteriid. Endastmõistetavalt
puudutasid kombinatoorikaülesanded esialgu peamiselt hasartmänge, nimelt
küsimusi, mitmel viisil võib saada teatud arvu silmi, kui heita kahte või kol-
me täringut, või mitu võimalust on saada kaks kuningat ühes kaardimängus.
Need ja teised probleemid olid arendanud kombinatoorikat ja samaaegselt
kujunevat tõenäosusteooriat.

Esimeste seas hakkab täringumängus tekkivate kombinatsioonide loenda-
misega tegelema itaalia matemaatik Tartaglia. Ta koostas tabeli, mis näi-
tas, mitmel viisil võivad langeda r täringut. Seejuures ei arvestatud aga
seda, et ühe ja sama silmade summa võib saada mitmel viisil (näiteks
1 + 3 + 4 = 4 + 2 + 2).

Teoreetiliselt hakkasid kombinatoorikat uurima prantsuse teadlased
Pascal ja Fermat. Nende uurimiste lähtekohaks olid samuti hasartmängu-
de probleemid. Eriti tähtis oli siinjuures panuse jaotamise ülesanne, mille
oli Pascalile andnud tema sõber rüütel de Mairet, kes oli kirglik mängur.
Probleem oli järgmine. Kulli ja kirja visati kuue võidetud partii peale. Matš
katkestati, kui üks mängija oli võitnud viis ja teine neli partiid. Kuidas jao-
tada panus? Oli selge, et jaotamine vahekorras 5 : 4 on ebaõiglane. Pascal
lahendas kombinatoorika meetodeid kasutades selle ülesande üldjuhul, kus
ühel mängijal jääb võiduni r ja teisel s partiid. Teistsuguse lahenduse andis
ülesandele Fermat.

Kombinatoorika edasine areng on seotud Jakob Bernoulli, Leibnizi ja
Euleri nimedega. Kuid ka neid huvitasid eeskätt rakendused mitmesugus-
te mängude juures (loto jt.). Viimastel aastatel areneb kombinatoorika lausa
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tormiliselt, mis on seletatav huvi tõusuga diskreetse matemaatika vastu üldse.
Kombinatoorika meetodeid kasutatakse transpordiülesannete lahendamiseks,
muu hulgas sõiduplaanide, tootmis- ja müügiplaanide koostamisel. On kind-
laks tehtud kombinatoorika ja lineaarse planeerimise, statistika ülesannete
jne. vahel. Šifrite koostamisel ja dekodeerimisel, samuti teiste informatsioo-
niteooria probleemide lahendamisel kasutatakse kombinatoorika meetodeid.

Kombinatoorsetel meetoditel on oluline osa ka puht-matemaatilistel ala-
del: rühmade ja nende esituste teoorias, geomeetria aluste, mitteassotsiatiiv-
sete algebrate jne. uurimisel.

Käesolevas raamatus püütakse jutustada kombinatoorika probleemidest
köitvalt ja populaarselt. Selle kõrval käsitletakse ka mõningaid võrdlemisi
keerukaid ülesandeid, tutvustatakse põgusalt rekurrentsete seoste ja gene-
reerivate funktsioonide meetodeid.

Raamatu esimene peatükk on pühendatud kombinatoorika üldreeglitele
– summa ja korrutise reeglitele. Teises peatükis uuritakse variatsioone, per-
mutatsioone ja kombinatsioone. Selle kooliõpikust tuttava materjaliga kaas-
nevad mõned huvipakkuvad näited. Kolmandas peatükis uuritakse kombi-
natoorikaülesandeid, kus ühenditele seatakse mõningad kitsendused. Neljas
peatükk sisaldab arvude jaotamise ülesandeid ja seal kõneldakse geomeetrilis-
test meetoditest kombinatoorikas. Ülesannetele juhusliku ekslemise kohta ja
aritmeetilise kolmnurga mitmesugustele modifikatsioonidele on pühendatud
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viies peatükk, kuna kuuendas kõneldakse rekurrentsetest seostest ja seits-
mendas genereerivatest funktsioonidest, sealhulgas ka binoomvalemist. Raa-
matule on lisatud paarsada kombinatoorikaülesannet, mida autor on kogunud
erinevatest allikatest.
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I. KOMBINATOORIKA ÜLDREEGLID

Ebausklikud jalgratturid

„Jälle sõitsin ratta kaheksaks!“ hüüatas jalgratturite klubi esimees tusa-
selt. „Ja mispärast? Sellepärast, et klubisse astumisel anti mulle pilet number
008. Ja nüüd ei möödu kuudki, ilma et kord üks, kord teine ratas kaheksaks
läheks. Tuleb pileti numbrit vahetada. Et aga mind ei süüdistataks ebau-
sus, registreerin kõik klubi liikmed ümber. Annan piletid välja ainult selliste
numbritega, kus pole ühtki kaheksat.“

Mõeldud, tehtud. Järgmisel päeval vahetaski kõik piletid ümber. Kui palju

liikmeid oli klubis, kui on teada, et kasutati ära kõik kolmekohalised arvud,

mis ei sisalda kaheksat? (Näiteks 000 läks käiku, aga 836 mitte.)

Selle ülesande lahendamisel teeme kõigepealt kindlaks, mitu ühekohalist
arvu ei sisalda kaheksat. On selge, et neid on üheksa: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9 (8
jääb vahele). Nüüd aga leiame kõik kahekohalised arvud, kus pole kaheksaid.
Neid võib koostada nii: võtame mistahes ühekohalise arvu ja kirjutame sellele
kõrvale ükskõik millise üheksast väljakirjutatud numbrist. Tulemusena saame
igast ühekohalisest üheksa kahekohalist arvu. Et aga ka ühekohalisi arve oli
üheksa, siis saame 9 · 9 = 81 kahekohalist ilma kaheksata arvu. Siin need on:
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viisil. Siis saab nende elementide paari valida mn viisil. Teiste sõnadega:
kui objekti A saab valida m viisil ja kui pärast iga sellist valikut saab

objekti B valida n viisil, siis on antud järjestusega paari (A, B) võimalik
moodustada mn viisil.

Korrutise reegli tõestamiseks märgime, et igaühte objekti A m valimisvii-
sist võib kombineerida objekti B n valimisviisiga. See annabki mn valimisviisi
paari (A, B) jaoks.

Korrutise reeglit võib näitlikult esitada järgmise tabeli abil:

(A1, B11), . . . , (A1, B1n)
(A2, B21), . . . , (A2, B2n)
. . . . . . . . . .

(Ai, Bi1), . . . , (Ai, Bin)
. . . . . . . . . .

(Am, Bm1), . . . , (Am, Bmn).

Tabel 1

Siin A1, . . . , Am abil on tähistatud objekti Am valimisviisi ja Bi1, . . . , Bin

abil objekti B valimisviisid, kui objekt A on valitud i-ndal viisil. On selge, et
see tabel sisaldab paari (A, B) kõik valimisviisid ja koosneb mn elemendist.

Kui objekti B valimisviis ei sõltu sellest, kuidas on valitud objekt A, siis
saame tabeli 1 asemel lihtsama tabeli:

(A1, B1), (A1, B2), . . . , (A1, Bn)
(A2, B1), (A2, B2), . . . , (A2, Bn)
. . . . . . . . . . . . .

(Am, B1), (Am, B2), . . . , (Am, Bn).

Tabel 2

Loomulikult võib juhtuda, et meil on vaja moodustada mitte paare, vaid
suurema elementide arvuga kombinatsioone. Siis jõuame järgmise ülesandeni.

Mitu k-paigutust saab koostada, kui esimene element võib olla n1 erinevat
liiki, teine n2 liiki, . . . , k-s element nk liiki? Seejuures loetakse kahte paigutust
erinevateks, kui neil kas või ühelainsal kohal asetsevad erinevad elemendid.

See ülesanne lahendatakse samuti nagu jalgratturite ülesanne. Esimese
elemendi saab valida n1 viisil. Iga valitud elemendi saab ühendada suvalise
teise elemendiga n2 erinevast liigist, mis annab n1n2 paari. Iga paari saab
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ühendada ükskõik millise kolmanda elemendiga n3 liigist, mis annab n1n2n3

kolmikut. Jätkates saame lõpuks n1n2 . . . nk otsitavat tüüpi paigutust.
Jalgratturite ülesandes tuli välja kolm elementi (sajaliste, kümneliste ja

üheliste number). Igal sammul võisime valida ühe üheksast lubatavast numb-
rist. Seepärast tuligi välja 9 · 9 · 9 = 729 arvu.

Nüüd aga üks raskem ülesanne.

B6 K8

Joonis 2

Koostatakse märke, mis koosnevad geomeetriakujundist (ringist, ruudust,
kolmnurgast või kuusnurgast), tähest ja numbrist. Mitu sellist märki saab
koostada?

Esimesel sammul tuleb valida geomeetriakujund. Seda saab teha neljal
viisil (meil on kokku neli kujundit). Siis tuleb valida üks täht 32-st ja lõpuks
üks number 10-st. Kokku saame 4 · 32 · 10 = 1280 ühendit.

Doominoülesanne

Keerulisem on lahendada kombinatoorikaülesandeid, kus valikute arv sõl-
tub igal sammul sellest, millised elemendid valiti eelmistel sammudel. Toome
näite niisugusest ülesandest.

Mitmel viisil võib 28 doominokivi seast valida kaks kivi nii, et ühe neist
võiks panna teise kõrvale (s.o. nii, et mingi silmade arv esineks mõlemal
kivil)?

Algul valime ühe kivi. Seda saab teha 28 viisil. Seejuures osutub valitud
kivi 7 juhul topeltkiviks, s.o. kiviks 00, 11, 22, 33, 44, 55, 66, ja 21 juhul
erineva silmade arvuga kiviks (näiteks, kui esimesel sammul valiti 11, siis
võib teisel sammul valida ühe kividest 01, 12, 13, 14, 15, 16). Teisel juhul
saab teise kivi valida 12 viisil (kivi 35 jaoks sobivad 03, 13, 23, 33, 34, 36,
05, 25, 45, 55, 56). Korrutise reegli järgi saame esimesel juhul 7 · 6 = 42,
teisel juhul aga 21 · 12 = 252 valimisviisi. Seega saame summa reegli järgi
42 + 252 = 294 paari valimise viisi.

Esitatud arutluses arvestati ka kivide valimise järjekorda. Seetõttu esines
iga kivipaar kaks korda (näiteks esimest korda 01 ja 16, teist korda 16 ja
01). Kui valimise järjekorda mitte arvestada, siis saame kaks korda vähem
valimisviise, s.o. 147 võimalust.
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Kosmoselaeva meeskond

Kui võimalike valikute arv igal sammul sõltub varem valitud elementi-
dest, on ühendite koostamise protsessi mugav kujutada «puu» abil. Algul
tõmmatakse mingist punktist niimitu lõiku, kuimitu erinevat valikut saab
teha esimesel sammul (seega vastab iga lõik ühele elemendile). Iga lõigu lõ-
pust tõmmatakse niimitu lõiku, kuimitu valikut saab teha teisel sammul,
juhul kui esimese korral valiti antud element jne.

a4

b2

b2

b2

b2

b1

b1

b1

b1

c2

c2

c3

c1

c3

c2

c2

c1

c3

c2

a3

a2

a1

Joonis 3

Niisugune konstruktsioon annab «puu», mille vaatlemisel saame kergesti
kätte ülesande lahendite arvu.

Vaatleme järgmist näidet. On teada, et mitmekohaliste kosmoselaevade
meeskondade koostamisel tekib kosmonautide psühholoogilise sobivuse prob-
leem. Inimesed, kes eraldi võetult on täiesti kõlblikud, võivad pikema ühise
reisi jooksul kõlbmatuteks osutuda. Oletame, et kosmoselaeva meeskonnas
peab olema kolm inimest: komandör, insener ja arst. Komandöri kohale on ne-
li kandidaati a1, a2, a3, a4, inseneri kohale kandidaadid b1, b2, b3 ja arsti kohale
kandidaadid c1, c2, c3. Kontrollimine näitas, et komandör a1 sobib psühholoo-
giliselt inseneridega b1 ja b3 ning arstidega c2 ja c3, komandör a2 inseneridega
b1 ja b2 ning kõigi arstidega, komandör a3 inseneridega b1 ja b2 ning arstidega
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c1 ja c3, komandör a4 — kõigi inseneridega ja arstiga c2. Peale selle ei sobi in-
sener b1 psühholoogiliselt arstiga c3, insener b2 arstiga c1 ja insener b3 arstiga
c2. Mitmel viisil saab nendel tingimustel koostada kosmoselaeva meeskonna?

Vastav puu on kujutatud joonisel 3. Sellest on näha, et leidub vaid 10
lubatavat kombinatsiooni (kui poleks sobivuse kitsendust, siis oleks kombi-
natsioonide arv korrutise reegli järgi 36 = 4 · 3 · 3).

Kabeülesanne

Lahendame järgmise ülesande.
Mitmel viisil saab kabelauale asetada valge ja musta kabendi nii, et valge

kabend võiks lüüa musta?

Kabereeglite järgi asetatakse kabendid mustadele väljadele asudes (joon.
4). Kui aga kabend on jõudnud viimase horisontaalini, muutub ta tammiks
ja võib lüüa kõiki temaga ühel diagonaalil paiknevaid kabendeid peale nende,
mis seisavad diagonaali otstes.

Ülesande muudab keerukaks see, et valge kabendi erinevate asendite pu-
hul leidub erinev arv välju, kus ta saab musta lüüa. Kui näiteks valge kabend
on väljal c3, siis on musta kabendi otsitavate asendite arv 4. Lõpuks, kui val-
ge kabend on jõudnud tammiks väljale h8, siis saab ta musta lüüa kuuelt
väljalt.

Seepärast on siin kõige lihtsam näidata valge kabendi iga asendi jaoks
ära musta võimalike asendite arv ja saadud tulemused liita. Joonisel 5a on

Joonis 4
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kujutatud kabelaud koos vastavate arvudega. Neid liites saame 87. Järelikult
on 87 võimalikku paigutust.

1 2 2 1

1 2 2 1

2 4 4 2

2 4 4 2

2 4 4 2

2 4 4 2

1 2 2 1

5 5 5 6

a

0 0 0 0

1 2 2 0

0 4 4 2

2 4 4 0

0 4 4 2

2 4 4 0

0 2 2 1

0 0 0 0

b

Joonis 5

On selge, et täpselt niisama palju on seise, kus must kabend saab lüüa
valget. Seise, kus mõlemad kabendid võivad teineteist lüüa on aga vähem.
Näiteks kui valge seisab kabelaua äärel, siis ei saa must teda lüüa üheltki
väljalt. Seetõttu vastab kõigile väljadele laua äärel arv 0. Täpselt samuti
leiame arvud, mis vastavad teistele mustadele väljadele. Need on kujutatud
joonisel 5b. Liites saame võimalike paigutuste arvuks 50.

Lõpuks leiame musta ja valge kabendi selliste asendite arvu, mille puhul
kumbki ei saa teist lüüa. Selle ülesande lahendame samuti nagu eelmisedki,
asetades valge kabendi igale mustale väljale ja arvutades, mitmel viisil saab
musta kabendi paigutada nii, et kumbki ei saaks teist lüüa. Kuid siin on liht-
sam rakendada «teekannu printsiipi»1 ja taandada küsimus juba lahendatud
ülesandele. Selleks leiame algul, mitmel viisil saab valge ja musta kabendi
üldse kabelauale seada. Valge kabendi võib paigutada igaühele 32-st mustast
väljast. Seejärel jääb musta jaoks 31 musta välja. Järelikult saab neid korru-
tise reegli põhjal paigutada 32 ·31 = 992 viisil. Kuid nende paigutamisviiside
seas on 87 niisugust, kus valge kabend võib lüüa musta, ja 87 niisugust, kus
must võib lüüa valget. Seepärast tuleb kõrvale jätta 2 · 87 = 174 seisu. On

1Räägitakse, et kord küsinud matemaatik füüsikult: «Teie ees on tühi teekann ja süü-
tamata gaasipliit; kuidas vesi keema ajada?» — «Täitke kann veega, süüdake gaas ja
pange kann pliidile,» vastanud füüsik. «Õige,» öelnud matemaatik. «Nüüd aga lahendage
teine ülesanne. Süüdatud pliidi kõrval seisab täis teekann. Kuidas vesi keema ajada?» —
«See on veel lihtsam, teekann tuleb pliidile panna!» — «Mitte midagi taolist!» hüüdnud
matemaatik. «Tuli on vaja kustutada, vesi kannust välja valada ja me jõuame eelmise
ülesandeni, mida juba oskame lahendada!» Seepärast räägitaksegi naljatades «teekannu
printsiibist», kui uus ülesanne taandatakse juba lahendatud ülesandele.
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6
7

18
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P
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b

Joonis 6

vaja aga arvestada, et nii jäetakse mõned paigutamisviisid kaks korda välja:
üks kord seetõttu, et valge kabend võib lüüa musta, teine kord sellepärast, et
must võib lüüa valget. Me nägime, et leidub 50 seisu, milles mõlemad võivad
teineteist lüüa. Seepärast on

992 − 174 + 50 = 868

seisu, kus kumbki kabend ei saa teist lüüa.

Mitu inimest ei oska võõrkeeli?

Viimase kabeülesande lahendamise meetodit kasutatakse kombinatoori-
kaülesannete puhul sageli. Vaatleme järgmist näidet.

Uurimisinstituudis töötab 67 inimest. Neist 47 oskab inglise keelt, 35 saksa
keelt ja 23 mõlemat keelt. Mitu inimest instituudis ei oska ei inglise ega saksa
keelt?

Ülesande lahendamiseks tuleb kogu instituudi töötajate kollektiiv jaota-
da osadeks, millel pole ühiseid elemente. Esimese osa moodustavad need, kes
oskavad ainult inglise keelt, teise need, kes oskavad üksnes saksa keelt, kol-
manda mõlema keele oskajad ja neljanda need, kes ei oska kumbagi keelt
(joon. 6).

Mõlema keele oskajaid on andmete järgi 23. Et aga inglise keelt oskab 47
inimest, siis valdab ainult inglise keelt 47 − 23 = 24 inimest. Täpselt samuti
oskab ainult saksa keelt 35−23 = 12 inimest. Siit järeldub, et vähemalt ühte
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nendest keeltest valdab 23 + 24 + 12 = 59 inimest. Et aga instituudis töötab
67 inimest, siis tuleb viimase osa arvele 67−59 = 8 inimest. Niisiis, 8 inimest
ei oska kumbagi keelt.

Saadud vastuse võib kirjutada kujul

8 = 67 − (23 + 24 + 12).

Kuid me saime 24, lahutades 47-st 23, ja 12, kui lahutasime 35-st 23.
Seepärast

8 = 67 − 23 − (47 − 23) − (35 − 23) = 67 − 47 − 35 + 23.

Nüüd on seaduspärasus näha: töötajate üldarvust lahutatakse inglise kee-
le ja saksa keele oskajate arvud. Seejuures satuvad mõned töötajad mõlemas-
se nimekirja ja nad lahutatakse kaks korda. Need on just sellised polüglotid,
kes valdavad mõlemat keelt. Liites need juurde, saame niisuguste isikute ar-
vu, kes ei oska kumbagi keelt.

Muudame vaadeldud ülesande keerulisemaks, lisades veel ühe keele.
Osaku prantsuse keelt 20 inimest, inglise ja prantsuse keelt 12 inimest, saksa
ja prantsuse keelt 11 inimest, kõiki kolme keelt aga 5 inimest. On selge, et
siis oskab ainult inglise ja prantsuse keelt 12 − 5 = 7 inimest, ainult saksa ja
prantsuse keelt aga 11 − 5 = 6 inimest. Seega oskab üksnes prantsuse keelt
20 − 7 − 6 − 5 = 2 inimest. Need inimesed kuuluvad nende 8 hulka, kes ei
valda inglise ega saksa keelt. Järelikult on 8−2 = 6 inimest, kes ei oska ühtki
kolmest keelest.

Vastuse võib kirja panna nii:

6 = 8 − 2 = 67 − 47 − 35 + 23 − (20 − 7 − 6 − 5) =

= 67 − 47 − 35 + 23 − 20 + (12 − 5) + (11 − 5) + 5 =

= 67 − 47 − 35 − 20 + 23 + 12 + 11 − 5.

Seaduspärasus on nüüd täiesti ilmne. Algul lahutatakse töötajate üldarvust
nende arv, kes valdavad ühte keelt (ja võib-olla ka teisi). Seejuures on mõned
kaks korda «lahutatud», sest oskavad kahte keelt. Sellepärast liidetakse arvud
23, 12, 11, mis näitavad, mitu inimest valdab kahte keelt (ja võib-olla veel
kolmandatki). Kuid isikud, kes valdavad kolme keelt, on algul kolmekordselt
«lahutatud» ja siis kolmekordselt «liidetud». Et nad tegelikult tuleb ikkagi
lahutada, siis lahutame veel arvu 5.

Juurde- ja mahaarvamise valem

Vaadeldud näited võimaldavad sõnastada üldreegli. Olgu meil N eset,
mille seast mõningatel on omadused α1, α2, . . . , αn. Seejuures ei pruugi mõ-
nel esemel ühtki mainitud omadust olla või tal võib neid olla üks või mitu.
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Tähistame N(αiαj . . . αk) kaudu nende esemete arvu, millel on omadused αi,
αj, . . ., αk (ja võib olla veel mõni teine omadus). Kui meil on vaja rõhutada,
et võetakse ainult esemed, millel ei ole teatud omadust, siis märgime selle
omaduse priimiga. Näiteks N(α1α2α

′

4
) abil tähistatakse nende esemete arvu,

millel on omadused α1 ja α2, kuid pole omadust α4 (ülejäänud omaduste
kehtivus jääb lahtiseks). Nende esemete arvu, millel pole ühtki nimetatud
omadust, tähistatakse N(α′

1
α′

2
. . . α′

n) abil. Üldreegel on järgmine:

N(α′

1
α′

2
. . . α′

n) = N − N(α1) − N(α2) − . . .

. . . − N(αn) + N(α1α2) + N(α1α3) + . . . + N(α1αn) + . . .

. . . + N(αn−1αn) − N(α1α2α3) − . . .

. . . − N(αn−2αn−1αn) + . . . + (−1)nN(α1α2 . . . αn). (1)

Siin on algebraline summa võetud üle kõigi kombinatsioonide omadustest
α1, α2, . . . , αn (nende järjekorda arvestamata), kusjuures märk + pannakse,
kui arvesse võetavaid omadusi on paarisarv, ja märk − kui neid omadusi
on paaritu arv. Näiteks N(α1α3α5α7) võetakse märgiga + ja N(α3α4α10)
märgiga −. Valemit (1) nimetatakse juurde- ja mahaarvamise valemiks: algul
arvatakse maha kõik esemed, millel on kasvõi üks omadustest α1, α2, . . . , αn,
siis arvatakse juurde esemed, millel on vähemalt kaks nendest omadustest,
seejärel arvatakse maha vähemalt kolme omadusega esemed jne.

Tõestame valemi (1) induktsiooniga omaduste arvu järgi. Ühe omaduse puhul
on valem ilmne. Igal esemel see omadus kas on olemas või puudub. Seepärast

N(α′) = N − N(α).

Oletame nüüd, et valem (1) on tõestatud juhu jaoks, kus omaduste arv on
n − 1:

N(α′

1α′

2 . . . α′

n−1) = N − N(α1) − . . . − N(αn−1)+

+ N(α1α2) + . . . + N(αn−2αn−1)−

− N(α1α2α3) − . . . − N(αn−3αn−2αn−1) + . . .

. . . + (−1)n−1N(α1α2 . . . αn−1). (2)

See valem kehtib eelduse järgi iga elementide hulga puhul. Muuseas peab ta
siis kehtima ka nende elementide hulga N(αn) korral, milledel on omadus αn. Selle
elementide hulga jaoks omandab valem (2) kuju:

N(α′

1α′

2 . . . α′

n−1αn) = N(αn) − N(α1αn) − . . . − N(αn−1αn)+

+ N(α1α2αn) + . . . + N(αn−2αn−1αn) − N(α1α2α3αn) − . . .

. . . + (−1)n−1N(α1α2 . . . αn−1αn) (3)
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(igal juhul võetakse ainult esemed, millel on omadus αn).
Lahutame võrduse (3) võrdusest (2). Paremal poolel saame valemi (1) parema

poole, mida vajasimegi. Vasakul saame vahe

N(α′

1α′

2 . . . α′

n−1) − N(α′

1α′

2 . . . α′

n−1αn). (4)

Kuid N(α′

1α′

2 . . . α′

n−1) on nende esemete arv, millel pole omadusi α1, α2, . . . ,
αn−1, aga võib olla omadus αn. N(α′

1α′

2 . . . α′

n−1αn) on aga nende esemete arv,
millel pole omadusi α1, α2, . . ., αn−1, kuid on kindlasti omadus αn. Järelikult on
vahe (4) just võrdne nende esemete arvuga, millel pole ühtki omadustest α1, α2,
. . ., αn−1, αn. Teiste sõnadega, kehtib võrdus

N(α′

1α′

2 . . . α′

n−1) − N(α′

1α′

2 . . . α′

n−1αn) = N(α′

1α′

2 . . . α′

n−1α′

n)

Seega saame pärast lahutamist vasakul valemi (1) vasaku poole ja valem on tões-
tatud juhu jaoks, kus omaduste arv on n.

Järelikult kehtib seos (1) n omaduse jaoks, niipea kui ta kehtib n − 1 omaduse
korral, n = 1 puhul on ta aga juba tõestatud; seepärast on selle seose kehtivus
tõestatud mistahes lõpliku omaduste süsteemi jaoks.

Valemi (1) võib sümboolsel kujul esitada järgmiselt:

N(α′β′ . . . ω′) = N(1 − α)(1 − β) . . . (1 − ω) (5)

Siin tuleb pärast sulgude avamist korrutised Nαβ . . . λ kirjutada kujul N(αβ . . . λ).
Näiteks, Nαβδω asemel kirjutame N(αβδω).

Milles on viga?

Üks klassiorganisaator andis õpilaste kohta järgmised andmed: «Klassis
on 45 õpilast, nendest 25 poissi. 30 last õpib neljadele ja viitele, nendest 16
poissi. Spordiga tegeleb 28 õpilast, nendest 18 poissi ja 17 õpilast, kes õpivad
neljadele ja viitele. 15 poissi õpib neljadele ja viitele ning tegeleb ühtlasi
spordiga».

Mõne päeva pärast kutsus klassiorganisaatori välja klassijuhataja, kes na-
gu kiuste õpetas matemaatikat, ja ütles, et andmetes on viga. Katsume välja
selgitada, kuidas ta seda teada sai. Selleks arvutame, mitu tüdrukut ei tege-
le spordiga ning saab aeg-ajalt kolmesid (võib-olla ka kahtesid). Tähistame
kuulumise meessoo hulka α1 abil, hea õppeedukuse α2 ja spordiga tegelemise
α3 abil. Leiame, millega võrdub N(α′

1
α′

2
α′

3
). Ülesande tingimuste kohaselt

N(α1) = 25, N(α2) = 30, N(α3) = 28,

N(α1α2) = 16, N(α1α3) = 18, N(α2α3) = 17,

N(α1α2α3) = 15.
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Seega saame juurde- ja mahaarvamise valemi järgi:

N(α′

1
α′

2
α′

3
) = 45 − 25 − 30 − 28 + 16 + 18 + 17 − 15 = −2.

Kuid vastus ei saa olla negatiivne! Seepärast on andmetes vastuolu ja nad
pole õiged.

Eratosthenese sõel

Üks matemaatika suuremaid mõistatusi on algarvude naturaalarvude reas
paiknemise seaduspärasused. Mõnikord järgneb üks algarv teisele üle ühe
arvu (näiteks 17 ja 19, 29 ja 31), mõnikord tuleb aga järjest miljon kordarvu.
Praegu teavad õpetlased juba üsna palju selle kohta, kui palju on esimese N

naturaalarvu seas algarve. Nendes arvutustes osutus õige kasulikuks meetod,
mis pärineb vanakreeka teadlaselt Eratostheneselt (ta elas III sajandil e.m.a.
Aleksandrias).

Eratosthenes tegeles väga paljude erinevate probleemidega: talle kuulub
huvitavaid uurimusi matemaatikas, astronoomias ja teistes teadusharudes.
Muide, selline mitmekülgsus tegi ta veidi pealiskaudseks. Kaasaegsed nime-
tasid Eratosthenest naljatades «kõiges teiseks» (teine matemaatik Eukleidese
järel, teine astronoom Hipparchose järel jne.).

Matemaatikas huvitas Eratosthenest just probleem, kuidas leida natu-
raalarvude 1 kuni N seast kõik algarvud1. Ta mõtles selleks välja järgmise
meetodi. Algul tõmmatakse maha kõik arvud, mis jaguvad kahega (välja
arvatud 2 ise). Siis võetakse esimene järelejäänud arvudest (nimelt 3). Ilm-
selt on see algarv. Seejärel tõmmatakse maha kõik talle järgnevad arvud, mis
jaguvad kolmega. Esimene järelejääv arv on 5. Tõmbame maha kõik talle
järgnevad arvud, mis jaguvad viiega jne. Arvud, mis säilivad pärast kõiki
neid mahatõmbamisi, ongi algarvud. Et Eratosthenese ajal kirjutati vaha-
tahvlitele ja arve ei tõmmatud maha, vaid torgati läbi, siis meenutas tahvel
kirjeldatud protsessi järel sõela. Seepärast sai Eratosthenese meetod nimeks
«Eratosthenese sõel».

Teeme kindlaks, mitu arvu jääb alles esimesest sajast, kui me Era-
tosthenese meetodi järgi tõmbame maha kahe, kolme või viiega jaguvad ar-
vud. Teiste sõnadega, esitame niisuguse küsimuse: mitu arvu esimese saja
seast ei jagu ühegagi arvudest 2, 3 ja 5? See ülesanne lahendatakse juurde-
ja mahaarvamise valemi järgi.

Tähistame α1 abil arvu kahega, α2 abil kolmega ja α3 abil viiega jaguvuse
omaduse. Siis tähendab α1α2, et arv jagub 6-ga; α1α3 et ta jagub 10-ga ja

1Eratosthenes pidas arvu 1 algarvuks. Praegu peavad matemaatikud arvu 1 eri liiki
arvudeks, mis ei kuulu ei alg- ega kordarvude hulka.
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α2α3, et ta jagub 15-ga. Lõpuks tähendab α1α2α3, et arv jagub 30-ga. Meil
tuleb leida, mitu arvu ühest sajani ei jagu ühegagi arvudest 2, 3 ja 5, s.o.
mitmel neist pole ühtki omadustest α1, α2, α3. Valemi (2) järgi saame:

N(α′

1
α′

2
α′

3
) = 100 − N(α1) − N(α2) − N(α3)+

+ N(α1α2) + N(α1α3) + N(α2α3) − N(α1α2α3).

Kuid selleks, et leida, mitu arvu ühest kuni N -ni jagub arvuga n, tuleb
N jagada arvuga n ja võtta jagatise täisosa. Seepärast

N(α1) = 50, N(α2) = 33, N(α3) = 20,

N(α1α2) = 16, N(α1α3) = 10, N(α2α3) = 6,

N(α1α2α3) = 3

ja järelikult

N(α′

1
α′

2
α′

3
) = 26.

Seega 26 arvu ühest kuni sajani ei jagu arvudega 2, 3 ja 5. Need arvud
jäävadki alles pärast Eratosthenese protsessi kolme esimest sammu. Peale
selle jäävad järele 2, 3 ja 5 ise. Kokku säilib 29 arvu.

Esimesest tuhandest jääb pärast Eratosthenese protsessi kolme esimest
sammu alles 269 arvu, sest sel juhul

N(α1) = 500; N(α2) = 333, N(α3) = 200,

N(α1α2) = 166, N(α1α3) = 100, N(α2α3) = 66,

N(α1α2α3) = 33.
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ühtesid vastavalt seda tüüpi esemete arvule kombinatsioonis ja eraldada eri-
nevad tüübid üksteisest nullide abil (kui mõnda tüüpi esemeid kombinatsioo-
ni üldse ei kuulu, siis tuleb kirjutada järjest kaks või enam nulli). Siinjuures
saame niimitu ühte, kuimitu eset kombinatsiooni kuulub, s.o. k, nullide arv
on aga ühe võrra väiksem kui esemete tüüpide arv, seega n − 1. Järelikult
sisaldab kordumistega permutatsioon k ühte ja n − 1 nulli. Erinevatele kom-
binatsioonidele vastavad seejuures erinevad kordumistega permutatsioonid,
igale kordumistega permutatsioonile aga vastab oma kombinatsioon. Niisiis
võrdub kordumistega k-kombinatsioonide arv C

k

n n tüüpi elementidest kor-
dumistega permutatsioonide arvuga P (k, n−1) n−1 nullist ja k ühest. Kuid

P (k, n − 1) =
(k + n − 1)!

k!(n − 1)!
.

Seepärast

C
k

n =
(k + n − 1)!

k!(n − 1)!
= Ck

n+k−1.

Selle valemi võib tõestada ka teisel viisil. Igas kombinatsioonis tuleb elemen-
did järjestada tüüpide järgi (algul kõik esimest tüüpi, siis teist tüüpi elemen-
did jne.). Seejärel tuleb kombinatsiooni kõik elemendid nummerdada, kuid
teist tüüpi elementide numbritele liita 1, kolmandat tüüpi elementidel 2 jne.
Siis tekib igast kordumistega kombinatsioonist kordumisteta kombinatsioon,
mis koosneb arvudest 1, 2, . . . , n + k − 1, kusjuures igasse kombinatsiooni
kuulub k elementi. Siit järeldub uuesti, et

C
k

n = Ck
n+k−1 =

(n + k − 1)!

k!(n − 1)!
. (6)

Esineb ülesandeid, kus kordumistega kombinatsioonidele seatakse lisa-
tingimus: nad peavad kindlasti sisaldama r fikseeritud tüübi elemente, kus
r ⩽ n. Niisuguseid ülesandeid on kerge taandada viimati lahendatule. Selleks,
et kindlustada antud r tüübi elementide olemasolu, võtame algusest peale
igast niisugusest tüübist ühe elemendi. Sellega on r kohta k-kombinatsioonis
hõivatud. Ülejäänud k − r kohta võib aga täita mistahes elementidega, mis
kuuluvad tingimuse järgi n tüüpi. Seepärast on otsitava kujuga kombinatsioo-
ne niisama palju, kui on kordumistega kombinatsioone n tüüpi elementidest
(k − r)-kaupa, s.o.

C
k−r

n = Ck−r
n+k−r−1.

Erijuhul, kus n ⩽ k ja nõutakse, et kordumistega k-kombinatsioonides
sisalduks vähemalt üks element igast tüübist, saame Ck−n

k−1 kombinatsiooni.
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Uuesti jalgpallimeistrivõistlused

Oleme käsitlenud ülesandeid variatsioonidest, permutatsioonidest ja kom-
binatsioonidest. Paljudel juhtudel tuleb tegemist teha erinevat tüüpi ühen-
ditega. Vaatleme järgmist ülesannet.

Nimetame kahe jalgpallimeistrivõistluse põhiliselt ühtivateks, kui ühtivad
kuld-, hõbe- ja pronksmedalite omanikud ning samuti neli esiliigast lahku-
vat meeskonda. Leida meistrivõistluste põhiliselt erinevate lõpptulemuste arv

(nagu eespoolgi loeme, et meistrivõistlusest võtab osa 17 meeskonda).
Me teame juba, et medalid võivad jaguneda A3

17 = 17 · 16 · 15 (vt. lk. ??)
viisil. Pärast seda jääb 14 meeskonda, kellest neli peavad esiliigast lahkuma.
Et väljalangevate meeskondade järjekord pole enam tähtis, saab väljalange-
mine toimuda

C4

14 =
14!

4! 10!

viisil. Korrutise reegli järgi leiame, et meistrivõistluste põhiliselt erinevaid
lõpptulemusi on

A3

17C
4

14 = 17 · 16 · 15 ·

14!

4! 10!
=

17!

4! 10!
= 4 084 080.

Sama tulemuseni võib jõuda ka teisel teel. Meistrivõistluste erinevate
lõpptulemuste üldarv P17 = 17! (jätame kõrvale juhud, kus toimub ühtede
või teiste kohtade jagamine). Kuid neljandast kuni kolmeteistkümnenda ja
samuti neljateistkümnendast seitsmeteistkümnenda kohani tulnud meeskon-
dade ümberpaigutused viivad meistrivõistluste põhiliselt ühtivate tulemuste-
ni. Niisuguseid ümberpaigutusi on 10! 4!. Seega on erinevate lõpptulemuste

arv antud valemiga
17!

10! 4!
.

Oletame, et meistrivõistluste lõpptulemusest tahetakse teatada k punk-
tist ja kriipsust koosneva telegrammi abil. Milline on vähim selleks vajalik

märkide arv? Me teame juba, et k punktist ja kriipsust saab koostada 2k

erinevate kordumistega variatsiooni. Seepärast peab nõutava informatsiooni
edasiandmiseks vajalikke märke olema vähemalt niipalju, et kehtiks võrratus

2k
⩾ 4 084 080.

Selle võrratuse lahendamisel saame k ⩾ 22. Niisiis tuleb meistrivõistluste
tulemuste edasiandmiseks punktide ja kriipsude abil kasutada vähemalt 22
märki.

Võistlustulemuste teatamisel niisuguseid arvutusi loomulikult ei tehta.
Kuid on kerge kujutleda juhtumit, kus informatsiooni saatmine on seotud
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suurte tehniliste raskustega ja igal märgil on «kulla kaal» (näiteks fotode
üleandmine kosmoselaevalt). Siis tuleb vaadelda mitmeid võimalusi ja valida
kõige ökonoomsem. Neid probleeme uurib matemaatikaharu, mida nimeta-
takse informatsiooniteooriaks.

Kombinatsioonide omadused1

Arvudel Ck
n on terve hulk tähelepanuväärseid omadusi. Neid võib tõestada

mitmel viisil. Mõnel juhul on kõige mugavam kasutada valemit

Ck
n =

n!

k!(n − k)!
. (7)

Kuid tihti õnnestub tõestada seoseid kombinatoorsete arutluste abil: arvu-
tame mingit liiki ühendite arvu ja jagame need ühendid ühiste elementideta
klassideks. Seejärel leiame, mitu ühendit kuulub igasse klassi. Leitud arve
liites saame jälle kõigi antud liiki ühendite arvu. See annabki otsitava seose.

Alustame kõige lihtsamast seosest:

Ck
n = Cn−k

n , (8)

mis järeldub otseselt valemist (7). Kui selle nimetajas panna k asemele
n − k, siis tuleb n − k asemele n − (n − k) = k ja tulemusena vaheta-
vad nimetajas olevad tegurid kohad. Kuid võrdust (8) on kerge tõestada ka
kombinatsioonide arvu valemit kasutamata. Kui valida n elemendist min-
gi k-kombinatsioon, siis jääb üle täiendkombinatsioon n − k elemendist,
saadud (n − k)-kombinatsiooni täiendiks on aga esialgne k-kombinatsioon.
Niisiis moodustavad k-kombinatsioonid ja (n − k)-kombinatsioonid teine-
teist täiendavaid paare ja seepärast on neid kombinatsioone ühepalju. Seega,
Ck

n = Cn−k
n .

Peaaegu niisama lihtsalt saab tõestada seose

Ck
n = Ck−1

n−1 + Ck
n−1. (9)

Selleks koostame k-kombinatsioonid n elemendist a1, . . . , an−1, an ja jaotame
nad kaheks klassiks. Esimesse kuuluvad elementi an sisaldavad kombinat-
sioonid, teise need, mis seda ei sisalda. Kui mistahes esimese klassi kom-
binatsioonist element an välja jätta, siis jääb järele (k − 1)-kombinatsioon,
mis koosneb elementidest a1, . . . , an−1. Niisuguseid kombinatsioone on Ck−1

n−1.
Seepärast kuulub esimesse klassi Ck−1

n−1 kombinatsiooni. Teise klassi kuuluvad

1Peatüki lõpu võib esmakordsel lugemisel vahele jätta. Kuid siin tõestatud võrdused
Ck

n
= Cn−k

n
ja Ck

n
= Ck−1

n−1
+ Ck

n−1
esinevad edaspidi sageli.
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k-kombinatsioonid n − 1 elemendist a1, . . . , an−1. Seepärast on neid Ck
n−1. Et

iga k-kombinatsioon elementidest a1, . . . , an kuulub parajasti ühte klassi ja
nende kombinatsioonide üldarv on Ck

n, siis jõuame võrduseni (9).
Seose

C0

n + C1

n + C2

n + . . . + Cn
n = 2n (10)

tõestus sarnaneb eelmisega. Tuletame meelde, et 2n on kõigi kordumistega
n-variatsioonide arv kahte tüüpi elementidest. Jaotame variatsioonid klassi-
deks, arvates k-ndasse klassi need, millesse kuulub k esimest ja n − k teist
tüüpi elementi. k-nda klassi paigutused pole midagi muud kui kõikvõimali-
kud permutatsioonid k esimest ja n − k teist tüüpi elementidest. Me teame,
et neid permutatsioone on P (k, n − k), kuid P (k, n − k) = Ck

n (vt. lk. ??

ja ??). Tähendab, kõigi klasside variatsioone on kokku C0

n + C1

n + . . . + Cn
n .

Teiselt poolt on seesama arv võrdne 2n. Sellega on seos (10) tõestatud.

Täiesti samamoodi tõestatakse, et

∑

n1+n2+n3=n

P (n1, n2, n3) = 3n, (11)

kus summa on võetud üle arvu n kõigi kolmeks liidetavaks lahutuste (arvestatakse
ka liidetavate järjekorda, s.o. summas sisalduvad näiteks nii P (n1, n2, n3) kui ka
P (n2, n3, n1)). Tõestuseks tuleb vaadelda kõiki n-variatsioone kolme tüüpi elemen-
tidest ja jaotada need ühesuguse koosseisuga klassideks (s.o. võtta variatsioonid,
milles on ühepalju esimest, teist ja kolmandat tüüpi elemente).

Üldiselt kehtib võrdus

∑

n1+...+nk=n

P (n1, . . . , nk) = kn, (12)

kus summa on võetud üle arvu n kõigi k liidetavaks lahutuste (kusjuures arvesta-
takse liidetavate järjekorda).

Nüüd aga vaatleme kordumistega m-kombinatsioone, mis on koostatud
n + 1 tüüpi elementidest, näiteks n + 1 tähest a, b, c, . . . , x. Selliseid kombi-
natsioone on C

m

n+1 = Cm
n+m. Jaotame kõik need kombinatsioonid klassideks,

arvates k-ndasse klassi kombinatsioonid, mis sisaldavad a-tähte k korda. Üle-
jäänud m−k kohta võib täita teiste tähtedega b, c, . . . , x, mille arv on n. See-
tõttu on k-ndas klassis kombinatsioone n tüüpi elementidest, s.o. Cm−k

n+m−k−1.
Järelikult on kõiki kombinatsioone kokku

Cm
n+m−1 + Cm−1

n+m−2 + . . . + C1

n + C0

n−1.
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Teiselt poolt nägime, et see arv on Cm
n+m. Seega on tõestatud võrdus

C0

n−1 + C1

n + C2

n+1 + . . . + Cm
n+m−1 = Cm

n+m. (13)

Pannes siin n asemel n + 1 ja m asemel m − 1 ning kasutades võrdust (8),
saame

Cn
n + Cn

n+1 + Cn
n+2 + . . . + Cn

n+m−1 + Cn+1

n+m. (14)

Valemi 14 erijuhtudeks n = 1, 2, 3 puhul on

1 + 2 + . . . + m =
m(m + 1)

2
, (15)

1 · 2 + 2 · 3 + . . . + m(m + 1) =
m(m + 1)(m + 2)

3
, (16)

1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + . . . + m(m + 1)(m + 2) =
m(m + 1)(m + 2)(m + 3)

4
.

(17)

Valemite (15). . . (17) abil on kerge leida naturaalarvude 1 kuni m ruutude ja
kuupide summasid. Valemi (16) võib ümber kirjutada nii:

12 + 22 + . . . + m2 + 1 + 2 + . . . + m =
m(m + 1)(m + 2)

3
.

Kuid valemi (15) järgi

1 + 2 + . . . + m =
m(m + 1)

2

ja seepärast

12 +22 + . . .+m2 =
m(m + 1)(m + 2)

3
−

m(m + 1)

2
=

m(m + 1)(2m + 1)

6
.

(18)

Täpselt samuti tuletame valemist (17):

13 + 23 + . . . + m3 =
m2(m + 1)2

4
. (19)

Jätame lugejale võimaluse saada analoogilisel viisil valemid naturaalarvude
kõrgemate astmete summade jaoks.

Kordumistega m-kombinatsioone n tüüpi elementidest võib klassifitsee-
rida neisse kuuluvate elementide tüüpide arvu järgi. Näiteks kuuluvad esi-
messe klassi kombinatsioonid, mis koosnevad ühesugustest elementidest, . . . ,
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n-ndasse kombinatsioonid kõigist n tüüpi elementidest (muidugi tekib m < n

korral ainult m klassi).
Arvutame, mitu kombinatsiooni igasse klassi kuulub. k-ndas klassis sisal-

duva kombinatsiooni võib valida kahe etapi jooksul. Algul teeme kindlaks,
millised k tüüpi elemendid just kombinatsiooni kuuluvad. Et tüüpe on üld-
se n, siis saab selle valiku teha Ck

n viisil. Pärast tüüpide valimist tuleb meil
koostada kordumistega m-kombinatsioonid k tüüpi elementidest, kus on esin-
datud kõik tüübid. Kuid me näitasime (vt. lk. 19), et neid kordumistega
kombinatsioone on Cm−k

m−1 = Ck−1

m−1.
Korrutise reegli järgi järeldub siit, et k-ndasse klassi kuulub Ck

nCk−1

m−1

kombinatsiooni. Liites kõigi klasside elementide arvud, saame kordumiste-
ga m-kombinatsioonide üldarvu n tüüpi elementidest, s.o. Cm

m+n−1. Sellega
on tõestatud võrdus

C1

n + C0

m−1 + C2

nC1

m−1 + . . . + Cn
nCn−1

m−1 = Cm
m+n−1. (20)

Kui m < n, siis on summa viimaseks liidetavaks Cm
n Cm−1

m−1 . Saadud võrdust
on mugavam üles kirjutada teisiti, pannes igas liidetavas Ck

n asemele Cn−k
n .

Saame:

Cn−1

n C0

m−1 + Cn−2

n C1

m−1 + . . . + C0

nCn−1

m−1 = Cn−1

m+n−1. (21)

Vasakul poolel on igas liidetavas ülemiste indeksite summa n−1 ja alumistel
n + m − 1. Seejuures on alumised indeksid jäävad, ülemised aga muutuvad.
Teisiti võib selle võrduse kirja panna nii:

C0

p + Cm
n−p + C1

pCm−1

n−p + . . . + Cm
p C0

n−p = Cm
n . (21′)

Nüüd tuletame analoogilise valemi, milles summeerimisel muutuvad ka
alumised indeksid. Selleks võtame p erinevat täishäälikut ja n − p eri-
nevat kaashäälikut ning koostame neist kõikvõimalikud kordumistega m-
kombinatsioonid. Jaotame need klassidesse, võttes k-ndasse klassi kombinat-
sioonid, mis sisaldavad k täis- ja m − k kaashäälikut. Arvutame k-ndasse
klassi kuuluvate kombinatsioonide arvu. Iga selle klassi element jaguneb
kordumistega k-kombinatsiooniks p täishäälikust ja kordumistega (m − k)-
kombinatsiooniks n − p kaashäälikust. Seepärast kuulub k-ndasse klassi
Ck

k+p−1C
m−k
m+n−p−k−1 kombinatsiooni. Järelikult on vaadeldavaid kombinatsioo-

ne üldse

C0

p−1C
m
m+n−p−1 + C1

pCm−1

m+n−p−2 + . . . + Cm
m+p−1C

0

n−p−1.

Teiselt poolt saame niimoodi kõikvõimalikud kordumistega m-
kombinatsioonid n tüüpi elementidest ja seepärast on nende arv Cm

m+n−1.
Jõuame samasuseni

C0

p−1C
m
m+n−p−1 + C1

pCm−1

m+n−p−2 + . . . + Cm
m+p−1C

0

n−p−1 = Cm
m+n−1. (22)
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Kirjutame samasuse ümber nii, et summeerimisel muutuksid vaid alumised
indeksid. Selleks tuleb kõigile liikmetele rakendada samasust Cq

r = Cr−q
r .

Saame:

C
p−1

p−1C
n−p−1

m+n−p−1 + Cp−1

p C
n−p−1

m+n−p−2 + . . . + C
p−1

m+p−1C
n−p−1

n−p−1 = Cn−1

m+n−1.

Selle valemi võib teisiti ümber kirjutada järgmiselt1:

Cp
pC

n−p
m−p + C

p
p+1C

n−p
m−p + . . . + C

p
m−n+pC

n−p
n−p = Cn+1

m+1. (22′)

Näeme, et summeerimisel jäävad ülemised indeksid konstantseteks, alumised
aga muutuvad, kusjuures ülemiste indeksite summa on n, alumistel m.

Märgime ära varem saadud valemi (21′) erijuhu. Kui võtta selles valemis
n − p = m, siis saame

C0

pC0

m + C1

pC1

m + . . . + Cm
p Cm

m = Cm
p+m. (23)

Erijuhul, kui p = m, saame võrduse

(C0

p)2 + (C1

p)2 + . . . + (Cp
p)2 = C

p
2p. (24)

Saadud samasusi võib üldistada. Selleks vaatleme hulka, mis koosneb q tüüpi
elementidest: n1 esimest tüüpi n2 teist tüüpi, . . . , nk k-ndat tüüpi elemendist,
kusjuures ühte tüüpi elemendid erinevad üksteisest (näiteks määrab tüübi eseme
värvus, ühte värvi esemetel on aga erinev kuju).

Koostame selle hulga elementidest kõikvõimalikud m-kombinatsioonid ja klas-
sifitseerime need koosseisu järgi, s.o. esimest, teist, . . . , q-ndat tüüpi elementide
arvu järgi. Seega iseloomustavad iga klassi naturaalarvud (m1, m2, . . . , mq), mis
rahuldavad võrratusi 0 ⩽ mi ⩽ ni. Selle klassi kombinatsioonid sisaldavad m1

esimest tüüpi, m2 teist

1Oleme siin p asemele pannud p + 1, n asemele n + 2 ja m asemele m − n.
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kerge taandada kõrvuti istuvate rüütlite juhule. Selleks võtame mingi rüüt-
li, näiteks Lanceloti. Kõik valitavad kombinatsioonid jagunevad kahte klassi:
need, kus Lancelot sees on, ja need, kus teda ei ole. Arvutame, mitu kombi-
natsiooni kumbagi klassi kuulub.

Kui Lancelot läheb nõiutud printsessi vabastama, siis sellest retkest ei
võta osa ei tema parem- ega vasakpoolne naaber. Jäävad 9 rüütlit, kelle seast
tuleb valida Lanceloti 4 kaaslast. Et tema naabrid retkest osa ei võta, siis
peab vaid jälgima, et valitud 4 rüütli hulgas poleks vaenlasi, see tahendab,
poleks naabreid. Kuid Lanceloti ja tema naabrite väljajätmine lõhub rüütlite
ahela ja me võime pidada neid mitte ümmarguse laua taga, vaid ühes reas
istuvateks. Sel juhul võib 4 rüütlit 9 seast nõutud viisl valida C4

6 = 15 moodi.
Seega kuulub esimesse klassi 15 kombinatsiooni.

Nüüd arvutame, mitu kombinatsiooni kuulub teise klassi. Et Lancelot
retkest osa ei võta, siis võime ta ümmarguse laua rüütlite seast kohe välja
jätta. Siis aga katkeb rüütlite ja nende omavaheliste suhete ahel ja jääb 11
rüütlit, kes paiknevad ühes reas. Nende seast tuleb valida 5 retkest osavõtjat
nii, et nende hulgas ei oleks kahte kõrvuti istujat. Seda saab teha C5

7 = 21
viisil. Seega on võimaluste üldarv 15 − 21 = 36.

Üldse, kui ümmarguse laua taga istub n rüütlit ja tuleb valida k rüütlit
nii, et nende hulka ei satuks kahte naabrit, siis saab seda teha Ck−1

n−k−1 +Ck
n−k.

See väide tõestatakse täpselt samuti nagu eelmine. Kõik rüütlite kombi-
natsioonid jagatakse kahte klassi sõltuvalt sellest, kas Lancelot kuulub sel-
lesse klassi või mitte. Ta võtab osa Ck−1

n−k−1, kombinatsioonist ning jääb välja
Ck

n−k juhul. Kerge on kontrollida, et

Ck−1
n−k−1 + Ck

n−k =
n

n − k
Ck

n−k.

Näiteks n = 12, k = 5 puhul saame
12

5
· C5

7 =
12

5
· 21 = 36.

Tütarlaps ruttab kohtumisele

Kunagi linastus sellise pealkirjaga kinokomöödia meie maa ekraanidel.
Selles jutustati kahe puhkaja äpardustest, kes olid oma passid koju unusta-
nud. Neile otsustati passid postiga järele saata, kuid tütarlaps sidejaoskon-
nast ruttas kohtamisele ja ajas kiirustades ümbrikud segi, tähendab, passid
läksid vahetusse. Hea, et tütarlaps ei pidanud korraga viit kirja saatma: siis
oleks mitte kahel, vaid viiel õnnetul tulnud ööbida kõvadel pargipinkidel.

Muide, ta oleks võinud sel juhul mõne passi ka päris kogemata õigesse
ümbrikku panna. Arvutame, mitmel juhul oleks ta põhjustanud täieliku sega-
duse, s.t. keegi poleks saanud oma passi.
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Ülesande võib sõnastada järgmiselt. Võetakse kõik permutatsioonid 5-st
arvust 1, 2, 3, 4, 5. Mitmes nendest ei seisa ükski arv omal kohal? Lahendus
leitakse juurde- ja mahaarvamise meetodil (vt. lk. 23). Tähistame (α) abil
permutatsiooni omaduse, mis ütleb, et arv α seisab omal kohal, ja märgime
vastavate permutatsioonide arvu Nα abil. Täpselt samuti tähistame Nαβ-ga
nende permutatsioonide arvu, millel on üheaegselt omadused (α) ja (β), s.o.
millel nii α kui ka β seisavad omal kohal. Analoogiline tähendus on tähistusel
Nαβγ jne. Olgu lõpuks N (0) nende permutatsioonide arv, millel pole ühtki
omadustest (1), (2), (3), (4), (5), s.o. milles ükski arv ei seisa omal kohal.
Juurde- ja mahaarvamise valemi põhjal saame

N (0) = N − N1 − N2 − N3 − N4 − N5 + N12 + . . .

. . . + N45 − N123 − . . . − N345 + N1234 + . . .

. . . + N2345 − N12345, (25)

kus N = P5 on 5 elemendi kõigi permutatsioonide üldarv (vt. lk. 23).
Antud juhul muutub ülesanne seetõttu kergemaks, et omadused (1), (2),

(3), (4), (5) on täiesti samaväärsed. Ilmselt on N1 = N2 = . . . ... = N5.

Täpselt samuti saame N12 = N23 = . . . = N45, sest on ju ükskõik, kas oma
kohtadele jäävad arvud 1 ja 2 või 3 ja 4. Kuid arvudest 1, 2, 3, 4, 5 saab
valida C2

5 paari (omadused (1,2) ja (2,1) ühtivad ja seepärast ei huvita meid
valitud arvude järjekord paaris).

Täpselt samuti on meil C3
5 kolmikut, C4

5 nelikut ja C5
5 . Valemi (25) võib

ümber kirjutada nii:

N (0) = N − C1
5N (1) + C2

5N2
− C3

5N (3) + C4
5 + N (4)

− C5
5N (5). (26)

Siin on lühiduse mõttes tähistatud Nk abil nende permutatsioonide arv,
milles antud k arvu jäävad oma kohtadele. Ülesande lahenduse lõpetamiseks
jääb meil leida Nk väärtused, kus k = 1, 2, 3, 4, 5.

N (1) tähendab nende permutatsioonide arvu, milles antud arv, näiteks 1,
jääb oma kohale. Aga kui 1 jääb paigale, siis saab ülejäänud arve omavahel
ümber paigutada P4 = 24 viisil. Tähendab, N (1) = P4 Täpselt samuti, kui
paigale jäävad arvud 1 ja 2, saab ülejäänud kolme arvu omavahel ümber
paigutada P3 = 6 viisil. Sellepärast N (2) = P3 = 6. Analoogiliselt leiame:

N (3) = P2 = 2, N (4) = P1 = 1 ja N (5) = P0 = 1

Asendades saadud N (1), N (2), N (3), N (4), N (5) valemisse (26) leiame, et

N (0) = P5 − C1
5P4 + C2

5P3 − C3
5P2 + C4

5P1 + −C5
5P0 =

= 120 − 5 · 24 + 10 · 6 − 10 · 2 + 5 · 1 − 1 · 1 = 44.
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Niisiis poleks 44-l juhul 120-st ükski adressaat saanud oma passi.
Just samuti võib leida, mitmel juhul saab oma passi parajasti üks adres-

saat. Kui selleks õnneseeneks on esimene kirjasaaja, siis ülejäänud 4 saavad
võõrad passid. See võib toimuda

P4 − C1
4P3 + C2

4P2 − C3
4P1 + C4

4P0 = 9

viisil. Et aga õnneseeneks võib osutuda mistahes adressaat, siis leidub 5 · 9 =
45 saatmisviisi, mille puhul täpselt üks inimene saab temale adresseeritud
kirja.

Kontrollige ise, et parajasti kaks inimest saavad oma kirja 20 juhul, kolm –
10 juhul, neli 0 juhul, viis. - 1 juhul (eelviimase tulemuse mõistmiseks pidage
silmas, et kui neli inimest saavad neile läkitatud kirja, siis on ka viimane kiri
saadetud õigel aadressil).

Niisiis jagunevad 120 permutatsiooni 5-st elemendist 44 permutatsioo-
niks, milles ükski element ei jää paigale, 45 permutatsiooniks, kus täpselt üks
element ei muuda oma asukohta, 20 permutatsiooniks, kus kohta ei muuda
kaks elementi, 10 permutatsiooniks, mis ei muuda kolme elemendi asukohti,
ja 1 permutatsiooniks, kus kõik elemendid jäävad oma kohtadele.

Telepaatiaseanss

Mõned inimesed väidavad, et nad suudavad eemal olles teiste mõtteid
lugeda. Kontrolliks tehti järgmisi katseid. Ühes toas võeti pakist mingis jär-
jekorras nn. Zeneri kujundeid (joon. 7) ja tuli ära arvata, millises järjekorras
neid kujundeid võeti.

Joonis 7

Eeldame, et kujundeid võeti kordumisteta. Siis on nende kujundite või-
malike ümberpaigutuste üldarv 5!=120. Seansil valitakse üks nendest permu-
tatsioonidest. Katsealune nimetab mingi teise permutatsiooni ja tema edu on
seda suurem, mida lähemal on ta tõelisele permutatsioonile. Lk. 62-63 teh-
tud arvutustest järeldub, et juhusliku äraarvamise korral oleksid tulemused
umbes järgmised: 44 juhul 120-st poleks õigesti öeldud ühtki kujundit, 45
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juhul üks kujund, 20 juhul kaks kujundit, 10 juhul kolm kujundit ja ühel
juhul kõik viis kujundit. Keskmiselt on juhusliku äraarvamise korral õigesti
nimetatud kujundeid

45 + 20 · 2 + 10 · 3 + 5

120
= 1,

s.o. arvatakse ära üks kujund viiest. n erineva kujundi korral peaks õigesti
öeldama keskmiselt üks kujund n kujundist. Kui aga süstemaatiliselt mõis-
tatakse ära suurem arv kujundeid, tuleb hoolikalt uurida, kas on tegemist
pettusega (nagu sageli juhtub) või on antud inimesel tõesti erilised võimed.

Selgitame, kas äramõistatavate kujundite arv muutub, kui lubada kordu-
misi. Sel juhul on meil permutatsioonide asemel kordumistega variatsioonid.
Kuid leidub (n − 1)n variatsiooni n elemendist, kus ükski element ei asetse
oma «seaduslikul»kohal. Tõepoolest, esimesel kohal võib olla ükskõik milline
element peale esimese, teisel mistahes element peale teise jne. Teisiti öeldes
on igale kohale n − 1 kandidaati. Korrutise reegli põhjal järeldame siit, et
ühendite üldarv on (n − 1)n.

Leiame, mitmel juhul asetseb omal kohal parajasti üks element. Kui omal
kohal on näiteks esimene element, siis jääb täita veel n − 1 kohta. Seejuures
pretendeerib igale kohale n − 1 kandidaati (kõik elemendid peale selle koha
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«seadusliku omaniku»). Järelikult leidub (n − 1)n−1 variatsiooni, milles esi-
mene element ja ainult see asetseb omal kohal. Et aga oma kohale võib jääda
ükskõik milline k elemendist, siis saame C1

n(n−1)n−1 variatsiooni, milles täp-
selt üks element on paigale jäänud. Täpselt samuti tõestatakse, et parajasti
k elementi jääb paigale Ck

n(k − 1)n−k variatsioonis.

Näiteks saame viie erineva elemendi korral, et 45 = 1024 kordumistega
variatsioonil on kõik elemendid paigalt nihutatud; 5 · 44 = 1280 variatsioo-
nil asetseb täpselt üks element omal kohal; parajasti kaks elementi on jää-
nud oma kohtadele 10 cot 43 = 640 ühendil; kolm elementi on oma kohtadel
10 cot 42 = 160 variatsioonil; neli elementi aga 5 · 4 = 20 variatsioonil ja viis
elementi 1 · 40 = 1 variatsioonil. Kokku saame

1024 − 1280 + 640 + 160 + 20 + 1 = 3125

variatsiooni, mis on kooskõlas valemiga

A5
5 = 55 = 3125.

Keskmiselt arvatakse juhusliku mõistatamise korral ära

1280 + 640 · 2 + 160 · 3 + 20 · 4 + 1 · 5

3125
= 1

kujund. Vastus tuli seesama: juhusliku mõistatamise korral saab ära arvata
ühe kujundi viiest, sõltumata sellest, kas kordumised on lubatud või mitte.
Kuid äraarvatud kujundite arvu jaotus tuleb juba teistsugune. See on antud
järgmises tabelis:

Äraarvatud
kujundite arv

Kordumisteta Kordumistega

0 0,366 0,328
1 0,375 0,410
2 0,167 0,205
3 0,083 0,051
4 0 0,006
5 0,009 0,000
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kopikat tasuda ainult kahekopikalistega. Seega kehtib võrdus

Φ(10 · 2, 5 · 3; 22) = Φ(10 · 2; 22) + Φ(10 · 2; 19) + Φ(10 · 2; 16)+

+ Φ(10 · 2; 13) + Φ(10 · 2; 10) + Φ(10 · 2; 7). (19)

Jätkata pole vaja, sest meil on vaid 3-kopikalist. On selge, et küm-
ne 2-kopikalise abil on võimatu tasuda 22-kopikast summat. Seepärast
Φ(10 · 2; 22) = 0. Edasi, kahekopikaste müntidega pole võimalik tasuda paa-
rituarvulist summat, paarisarvulise summa saab aga maksta ühelainsal viisil.
Seepärast järeldub valemist (19), et

Φ(10 · 2, 5 · 3; 22) = 2.

On ainult 2 maksmisviisi:

22 = 8 · 2 + 2 · 3 = 5 · 2 + 4 · 3.

Kuidas kümnekopikalist peeneks vahetada?

Lugejal tuleb arvatavasti iga päev mitu korda 10-kopikalisi peeneks vahe-
tada: bussis sõitmiseks on vaja 5-kopikalisi, automaattelefoni kasutamiseks
kahekopikalisi, et aga juua klaas gaseeritud vett siirupiga, vajame kolmeko-
pikalist. Tekib küsimus,

mitmel viisil saab 10-kopikalise vahetada 1-, 2-, 3- ja 5-kopikalisteks?

See ülesanne sarnaneb eelmise punkti lõpus lahendatuga, ainult nüüd pole
erineva väärtusega müntide arv piiratud. Seepärast tähistame lahendite arvu
nii: Φ(1, 2, 3, 5; 10). Arutledes täpselt samuti nagu eelmises punktis, saame
seose

Φ(1, 2, 3, 5; 10) = Φ(1, 2, 3; 10) + Φ(1, 2, 3; 5) + Φ(1, 2, 3; 0) (20)

(kõik vahetamisviisid on jaotatud klassidesse vastavalt neis esinevate viieko-
pikaliste arvule). On selge, et Φ(1, 2, 3; 0) = 1, s.t. 0 kopikat saab tasuda
ühelainsal viisil.

Et arvutada Φ(1, 2, 3; 5), jaotame kõik 5-kopikase raha vahetamisviisid
1-,2- ja 3-kopikaliste vastu klassidesse vastavalt sellele, mitu 3-kopikalist võe-
takse. Saame

Φ(1, 2, 3; 5) = Φ(1, 2; 5) + Φ(1, 2; 2)

(esimene liidetav vastab juhule, kus ei võeta ühtki 3-kopikalist, teine aga
juhule, kus võetakse üks selline münt).
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Arvutust jätkates saame

Φ(1, 2, 3; 5) = Φ(1; 5) + Φ(1; 3) + Φ(1; 1) + Φ(1; 2) + Φ(1; 0).

Kõik need liidetavad võrduvad ühega, sest iga summa saab 1-kopikaliste abil
tasuda ühelainsal viisil. Seega Φ(1, 2, 3; 5) = 5. Täpselt samuti arvutame, et
Φ(1, 2, 3; 10) = 14. Kokku saame 14 + 5 + 1 = 20 vahetamisviisi.

Valemi (20) asemel oleks alguses võinud võtta ka seose

Φ(1, 2, 3, 5; 10) = Φ(1, 2, 3; 10) + Φ(1, 2, 3, 5; 5)

See näitab, et vahetamisviisid jaotuvad sellisteks, kus ei kasutata ühtki 5-
kopikalist, ja niisugusteks, kus on kasutatud vähemalt ühte 5-kopikalist.

Üldse, kui tuleb tasuda N -kopikane summa müntides väärtusega
n1, . . . , nk kopikat, siis kehtib seos

Φ(n1, . . . , nk−1, nk; N) = Φ(n1, . . . , nk−1; N)+

+ Φ(n1, . . . , nk−1, nk; N − nk). (21)

Valem näitab, et me kas ei kasuta ühtki nk-kopikalist ja siis tuleb kogu summa
N tasuda teiste, n1-, . . . , nk−1-kopikaliste abil, või kasutame vähemalt ühte
nk-kopikalist ja siis tuleb ülejäänud N − nk kopikat maksta n1-, . . . , nk−1-
, nk-kopikastes müntides. Kui aga mündid ei tohi korduda (nagu see oli lk.
89), siis asendame seose (21) juba varem esinenud seosega

F (n1, . . . , nk−1, nk; N) = F (n1, . . . , nk−1; N)+F (n1, . . . , nk−1; N −nk) (22)

(vt. lk. 89).

Arvude liidetavaks lahutamine

Vaatleme rahavahetamisülesande erijuhtu, kus võib kasutada mistahes münte
väärtuses 1 kuni n kopikat. Teise sõnadega, lahendame järgmise ülesande.

Mitmel viisil saab arvu N lahutada liidetavateks, mis kuuluvad kõik arvude

1, 2, . . . , n hulka (liidetavate järjekorda ei arvestata).
Täistame selliste jaotamisviiside arvu Πn

N
abil1. Siis kehtib seos

Πn

N
= Πn−1

N
+ Πn

N−n
. (23)

Tõepoolest, kui liidetavana pole kasutatud arvu n, siis on N jaotatud
liidetavateks 1, 2, . . . , n − 1 ja seda saab teha Πn−1

N
viisil. Kui aga n esineb

1
Π

n

0
väärtuse võtame võrdseks ühega.
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liidetavana, siis on arv N − n jaotatud liidetavateks 1, 2, . . . , n, mida saab
teha Πn

N−n
viisil.

Seame nüüd kitsenduse, et kõik liidetavad peavad olema erinevad. Lahen-
dite arvu tähistame sel juhul Φn

N
abil (seejuures Φn

0
= 1). Jätame lugeja

hooleks näidata, et Φn

N
jaoks kehtib seos

Φn

N
= Φn−1

N
+ Φn−1

N−n
(24)

(arvu n ei tohi teist korda liidetavana kasutada).
On kerge näha, et Φ1

1
= 1 ja N > 1 puhul Φ1

N
= 0. Seetõttu saab valemi

(24) abil Φn

N
väärtused iga n ja N korral üksteise järel välja arvutada. Πn

N

jaoks on valemi (23) asemel mugavam võtta seos

Πn

N
= Πn−1

N
+ Πn−1

N−n
+ Πn−1

N−2n
+ . . . , (25)

mis saadakse valemi (23) korduval rakendamisel. Nüüd aga paneme tähele,
et Π1

N
= 1 (iga naturaalarvu saab ühesel viisil lahutada ühega võrdseteks

liidetavateks). Kasutades seost (25) arvutame üksteise järel Π2

N
iga N jaoks,

siis Π3

N
jne.

Märgime, et arvu N kõigi liidetavateks lahutuste arv on ΠN

N
, arvust N

suuremad liidetavad ei saa lahutuses esineda. Täpselt samuti on arvu N eri-
nevateks liidetavateks lahutuste arv ΦN

N
.

Diagrammitehnika

Meetodid, millega esialgu tõestati teoreeme arvude jaotamisest, olid õige kee-
rukad. Nagu mujalgi matemaatikas lihtsustas geomeetriliste arutluste kasu-
tuselevõtmine kombinatoorika teoreemide tõestusi ja muutis nad näitlikuks.

Arvu N liidetavateks lahutusi saab kujutada diagrammide abil, mille iga
rida koosneb niimitmest punktist, kuimitu ühikut sisaldub vastavas liideta-
vas. Näiteks lahutusele 7 = 1 + 1 + 2 + 3 vastab diagramm joonisel 11.

Et liidetavate järjekord lahutuses pole tähtis, siis võib read paigutada nii,
et nende pikkused ülalt alla ei väheneks. Peale selle märgime iga rea esimesed
punktid ühte veergu. Selliseid diagramme nimetame normaalseteks.

Joonis 11 Joonis 12 m = 4
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Diagrammide abil on kerge tõestada jaotuste mitmesuguseid omadusi.
Tõestame näiteks, et arvul N on niisama palju lahutusi ülimalt m liideta-

vaks kui arvul N + m lahutusi m liidetavaks. Tõepoolest, diagramm, mis
kujutab arvu N lahutust ülimalt m liidetavaks, koosneb N punktist, mis
paiknevad mitte rohkem kui m reas. Lisame igale sellisele diagrammile m

punktist koosneva veeru (vt. joon. 12, kus see teisendus on kujutatud N = 5,
m = 4 puhul). Tekib diagramm N + m punktist, mis paiknevad m reas. Vas-
tupidi, kui eemaldada sellise diagrammi esimene veerg, saame diagrammi N

punktist, kusjuures ridade arv pole suurem kui m.
Oleme korraldanud üksühese vastavuse kahte liiki diagrammide vahel,

millest järeldub, et neid diagramme on ühepalju. Sellega on väide tõestatud.
Veidi keerukamalt tõestatakse järgmine lause (Euleri teoreem).

Joonis 13 m = 4

Arvul N on niisaa palju lahutusi ülimalt m liidetavaks kui arvul N +
m(m + 1)

2
lahutusi m erinevaks osaks.

Arvu N iga jaotus ülimalt m liidetavaks kujutab diagrammina N punk-
tist, mis sisaldab mitte üle m rea. Lisame igale sellisele diagrammile m-realise
võrdhaarse täisnurkse kolmmnurga ja viime diagrammi seejärel normaalkuju-
le (vt. joon. 13, kus selline teisendus on kujutatud N = 6, m = 4 korral). Et

punktide arv kolmnurgas on
m(m + 1)

2
, siis saame diagrammi N +

m(m + 1)

2
punktist, mis sisaldab m rida. Seejuures on selle diagrammi kõik read erineva
pikkusega. Tõepoolest, lähtediagrammi ridade pikkused ei kahane, kolmnur-
ga ridade pikkused aga suurenevad. Seega tekib pärast kolmnurga lisamist
diagramm, mille read muutuvad kogu aeg pikemaks. Järelikult ei saa ühesu-
guse pikkusega ridu olla.

Vastupidi, igast diagrammist, mis kujutab arvu N +
m(m + 1)

2
jaotust m

erinevaks liidetavaks, võib eemaldada m reast koosneva võrdhaarse täisnurkse
kolmnurga ja saada diagrammi, kus N lahutatakse ülimalt m liidetavaks. See
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vastavus kahte liiki diagrammide vahel näitab, et neid on ühepalju. Sellega
on meie väide tõestatud.

Duaalsed diagrammid

Diagramme võib teisendada nii, et read muutuksid veergudeks ja veerud
ridadeks. Selleks pöörame diagrammi 90◦ võrra ja viime ta normaalkujule.
Saadud diagrammi nimetatakse esialgsega duaalseks. Selline diagrammi tei-
sendus on kujutatud joonisel 14.

On selge, et kui teisendust korrata, saame uuesti esialgse diagrammi. See-
pärast jagunevad kõik diagrammid teineteisega duaalsete diagrammide paa-
rideks (tuleb muidugi silmas pidada, et mõned diagrammid on iseendaga
duaalsed, selline on näiteks diagramm joonisel 15).

Diagrammide duaalsust kasutades saab võrrelda kitsendatud liidetavate
suurustega lahutusi lahutustega, millel on kitsendatud liidetavate arv. Kehtib
näiteks selline väide:

arvu N lahutusi liidetavateks, mis ei ületa arvu n, on niisama palju kui

tema lahutusi ülimalt n liidetavaks.

Joonis 14 Joonis 15

Tõepoolest, vastaku diagramm arvu N lahutusele liidetavateks, mis ei
ületa arvu n. Siis koosneb see N punktist, kusjuures igas reas on ülimalt n

punkti. Järelikult pole selles diagrammis rohkem kui n veergu. Kuid siis on
duaalsel diagrammil ülimalt n rida, s.o. ta vastab arvu N lahutusele ülimalt
n liidetavaks.

Täpselt samuti tõestatakse, et arvu N lahutusi n liidetavaks on niisama
palju kui tema lahutusi liidetavateks, mis ei ületa arvu n, kusjuures vähemalt
üks liidetav võrdub arvuga n.

Vaatleme edasi arvu N lahutusi paarisarvulisteks liidetavateks. Neid la-
hutusi kujutavad diagrammid, mille kõik read sisaldavad paarisarvu punkte.
Kuid siis on













V. KOMBINATOORIKA MALELAUAL

Inimene hulgub linnas

Joonisel 20 on kujutatud linna plaan (umbes niimoodi näeb välja Austraalia
pealinna Canberra plaan). Selles linnas on n·k ristkülikukujulist kvartalit, mi-
da eraldavad üksteisest n−1 «horisontaalset» ja k−1 «vertikaalset» tänavat.
Rändur tahab minna punktist A punkti B lühimat teed mööda, s.o liikudes
kogu aeg kas vasakult paremale või alt üles. Mitmel viisil saab ta seda teha?

A

B

Joonis 20

On selge, et missugust teed mööda rändur ka ei läheks, ta möödub n + k

tänavanurgast (A kaasa, B välja arvatud). Igal tänavanurgal võib ta minna
kas paremale või üles. Vastavalt sellele jaotame kõik tänavanurgad kahte
klassi. Märgime need tänavanurgad, kus ta valib tee paremale, arvuga 0, kus
üles, arvuga 1. Et tänavanurkade arv peab esimeses klassis olema k ja teises
n (muidu rändur ei jõua punkti B), siis saame k nullist ja n ühest koosneva
permutatsiooni. Igale sellisele permutatsioonile vastab omakorda mingi tee
A-st B-sse.

Joonisel 20 on kujutatud tee, mis vastab permutatsioonile 0110001100.
Kuid k nullist ja n ühest saab koostada täpselt

P (k, n) = C n

n+k
=

(n + k)!

n!k!
(1)

permutatsiooni. Sama on ka lühimate teede arv punktist A punkti B.

Aritmeetiline ruut

Ränduri liikumine linnas meenutab malevankri liikumist. Võtame lõputu ma-
lelaua, mida piiravad kahest küljest ristuvad kiired, ja paneme vankri selle

37
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1 1 1 1 1 1 . . .
1 2 3 4 5 6 . . .
1 3 6 10 15 21 . . .
1 4 10 20 35 56 . . .
1 5 15 35 70 126 . . .
1 6 21 56 126 252 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Tabel 3

laua nurka. Oletame, et vanker käib laual kas ülalt alla või vasakult paremale.
Neid kõike kombineerides võime saada erinevaid teid, mis viivad nurgaväljalt
malelaua antud väljale.

Kirjutame malelaua igale väljale selliste teede arvu. Kirjutatav arv sõltub
välja koordinaatidest, s.o sellest, millisel vertikaalil ja horisontaalil ta asetseb.

Mugav on nummerdada vertikaalid ja horisontaali arvudega
0, 1, 2, . . . , n, . . .. Sellise numeratsiooni puhul on nurgavälja koordinaa-
did (0, 0).

Eelmise ülesande tulemust kasutades veendume, et k-nda vertikaali ja n-
nda horisontaali lõikekohas asub arv Ck

n+k
(et sellele väljale sattuda, tuleb

teha k käiku paremale ja n käiku alla). Asendame sümbolid Ck

n+k
nende

arvväärtustega. Siis saame tabeli 3. Seda tabelit nimetatakse aritmeetiliseks
ruuduks.

Tutvume lähemalt tema omadustega.
Aritmeetilise ruudu tähelepanelik uurimine näitab, et iga arvu seal võib

saada järgmise reegli abil: see arv võrdub tema kohal seisva arvu ja temast
vasakule jääva arvu summaga. Näiteks arvu 10 = 4 + 6 kohale on kirjutatud
4, temast vasakule aga 6.

Saadud reegel järeldub kergesti varem (vt. lk. 48) tõestatud võrdusest

Ck

n
= Ck

n−1 + Ck−1

n−1

Kuid reegli võib tõestada ka vahetult. Tõepoolest vanker võib väljale (k, n)
sattuda väljalt (k − 1, n) või (k, n − 1). Seepärast on väljale (k, n) sattumis-
võimaluste arv võrdne väljadel (k − 1, n) ja (k, n − 1) sattumisvõimaluste
arvude summaga. Selles aga meie väide seisnebki.

Seosest

Ck

n+k
= Cn

n+k

järeldub, et aritmeetiline ruut on sümmeetriline nurka läbiva diagonaali suh-
tes (viimast nimetame peadiagonaaliks). Seda omadust on muide kerge ka
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geomeetriliselt tõestada: n-nda vertikaali ja k-nda horisontaali või k-nda ver-
tikaali ja n-nda horisontaali lõikekohta jõudmise viise on ühepalju.

Kujundarvud

Tabeli 3 elementide arvutamisel kasutasime nii eelmise rea kui ka eelmise
veeru elemente. Kuid oleks piisanud eelmise rea elementidest. Tõepoolest,
leheküljel 49 tõestasime valemi (15).

Ck

n+k
= Ck

n+k−1 + Ck−1

n+k+2 + ... + C0

n−1

See valem näitab, et meie tabeli iga element võrdub eelmise rea elementide
summaga, alates esimesest ja lõpetades arvutatava elemendi kohal asetseva-
ga. Seega saame (n−1)-se rea elemente järjestikku liites n-nda rea elemendid.

Tabeli 3 elementide niisugune saamisviis on seotud vanakreeka mate-
maatikutelt Pythagoraselt ja Nikomachoselt pärineva kujundarvude õpetu-
sega. Nimelt saab arve 1, 2, 3, . . . kujutada ühest, kahest, kolmest jne punk-
tist koosnevate ridadena; viimased aga ühendada kolmnurkadeks (joon. 21).
Punktide arv igas kolmnurgas võrdub vastava arvuga tabeli teises reas.1 See-
pärast nimetatakse arve 1, 3, 6, 10, 15, 21 jne kolmnurkarvudeks; k-s kolm-
nurkarv on

C2

k+1 =
(k + 1)k

2
.

Joonis 21

Täpselt samuti võib joonisel 21 kujutatud kolmnurgad ühendada püra-
miidideks. Punktide arv igas püramiidis võrdub vastava arvuga meie tabeli
kolmandas reas. Seepärast nimetatakse arve 1, 4, 10, 20, 35 jne püramiidar-
vudeks. Nende üldkuju on

C3

k+2 =
(k + 2)(k + 1)k

1 · 2 · 3
.

Et anda analoogiline tõlgitsus järgmiste ridade arvudele, tuleks siirduda kõr-
gema dimensiooniga ruumides paiknevatele püramiididele.
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1 4 6 4 1

1 3 3 1

1 2 1

1 1

A

C B

Joonis 22

Õpetus kujundarvudest köitis matemaatikuid sajandite vältel ja oli omal
ajal arvuteooria tähtis osa.

Aritmeetiline kolmnurk

Võtame ainult ühest küljest piiratud malelaua ja asetame nullhorisontaali väl-
jale A kabendi (joon. 22). Kabemängu reeglite järgi liikudes võib see kabend
sattuda mistahes väljale sirgetega AB ja AC eraldatud piirkonnas. Kirjuta-
me jälle igale väljale, mitmel viisil meie kabend võib sinna jõuda. Näeme,
et kirjutatud arvud ühtivad arvudega aritmeetilisest ruudust, on vaid teisiti
paigutatud. See pole ka ime: kui ruutu pöörata 45◦ võrra, siis liigub kabend
mööda horisontaal- ja vertikaaljooni ja saame vankri liikumise ülesande. Ar-
vud joonisel 22 esitatakse harilikult kolmnurga kujul (tabel 4). Siin võrdub
iga arv nende kahe eelmise rea arvude summaga, mille vahel ta asub. Se-
da kolmnurka nimetatakse sageli Pascali kolmnurgaks. Veel enne Pascalit
(1623–1662) tundis seda itaalia mate-

1Meenutame, et read on nummerdatud arvudega 0, 1, 2, . . . ja seepärast on ülemine

rida nullis, talle järgnev esimene jne.
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kus 0 ⩽ l ⩽ n. Selleks jaotame kõik n-kohalised arvud ristsummaga k klassidesse.
s-ndasse klassi paigutame arvud, millel esimese l numbri summa on s. Siis on
viimase n − l numbri summa k − s.

Korrutise reegli järgi saame, et s-ndasse klassi kuulub Cm(s, l)Cm(k − s, n −

l) arvu. Et ristsummat k omavaid n-kohalisi arve on üldse Cm(k, n), siis saame
summa reegli põhjal seose (??).

Erijuhul, kui l = 1, annab seos (??) võrduse (2) (sest Cm(k, l) = 1, kui 0 ⩽

k ⩽ m − l ja Cm(k, l) = 0, kui k ⩾ m).
Näitame lõpuks, et kehtib võrdus

C0
nCm−1(k − n, n) + C1

nCm−1(k − n + 1, n − 1) + . . . +

+ Cs
nCm−1(k − n + s, n − s) + . . . + Cn

nCm−1(k, 0) = Cm(k, n). (2)

Selleks jaotame kõik m-ndsüsteemi n-kohalised arvud ristsummaga k klassides-
se. s-ndasse klassi kuuluvaiks (0 ⩽ s ⩽ n) loeme arvud, mille tähis m-ndsüsteemis
sisaldab parajasti s nulli.

Leiame, mitu arvu kuulub s-ndasse klassi. Iga arvu s-ndast klassist saab valida
kahes etapis. Algul valime kohad, kus seisavad nullid. Et vaatleme n-kohalisi arve
ja nulle on s, siis saab seda teha Cs

n viisil. Seejärel tõmbame kõik nullid maha ja
vähendame iga allesjäänud numbrit 1 võrra. Saame (n − 1)-kohalise arvu, mis on
kirjutatud numbritega 0, 1, . . . , m − 2 (s.o. (m − 1)-ndsüsteemis), selle ristsumma
on k − (n − s) = k − n + s. Selliseid arve on Cm−1(k − n + s, n − s). Toodud
arutlusest on näha, et s-ndasse klassi kuulub Cs

nCm−1(k − n + s, n − s) arvu. Et
ristsummat k omavaid n-kohalisi arve on üldse Cm(k, n), siis saame summa reegli
põhjal seose (2).

Et C2(k, n) = Cn
k , siis järeldub valemist (2), et

C3(k, n) = C0
nCn

k−n + C1
nCn−1

k−n+1
+ . . . + Cn

nC0
k .

Valemit (2) korduvalt kasutades saame arvud Cm(k, n) avaldada binoomkor-

dajate kaudu.

Ülesanne nurgas paiknevast kabendist

Võtame uuesti kahe kiirega piiratud lõpmatu malelaua ja asetame sel-
le nurka kabendi (joon. 24). Laua igale väljale kirjutame arvu, mis näitab,
mitmel viisil võib kabend selle väljani jõuda. Tulemus erineb varem saadust,
kus malelauda piiras vaid üks sirge (vt. lk. ??), sest nüüd ei tohi kabend
ületada vertikaalset piiri. Seepärast jääb antud väljale sattumisviiside arv
väiksemaks: sellele väljale minnes ei tohi kabend liiga vasakule kalduda. Näi-
teks piiriäärsetele väljadele võib ta sattuda ainult ühelt, aga mitte kahelt
väljalt nagu leheküljel ??.

Lk. ?? märkisime, et iga mustale väljale kirjutatud arv võrdub kahele
mustale naaberväljale ülemisel horisontaalil kirjutatud arvude summaga. Et
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0
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0

0

0

1

0

0

0

1

Joonis 24

see seadus ka nüüd jõusse jääks, tuleb piirjoonest vasakul võtta veel üks
vertikaal ja selle igale mustale väljale kirjutada null (niisugusele väljale pole
võimalik jõuda.).

Arvutame, mitmel viisil võib tehtud kitsendust arvestades mingi väljani
jõuda. Iga teekonna võib kirja panna nullidest ja ühtedest koosneva jadana:
null tähendab käiku vasakule ja üks käiku paremale. Seejuures määrab nulli-
de ja ühtede arvu ainult väli, milleni kabend peab jõudma. Näiteks igasugune
4 nullist ja 6 ühest koosnev teekond viib väljale teise vertikaali ja kümnenda
horisontaali lõikekohal (me loeme nagu varemgi, et äärmiste liinide numbri-
teks on nullid).

Kuid mitte igasugune nullide ja ühtede järjestus jadas pole lubatav. Näi-
teks nullist ei tohi alustada: see käik viib kabendi kohe malelaualt välja.
Lubatavatel järjestustel jadas on järgmine iseloomulik omadus: ühegi koha
ees pole ühtesid vähem kui nulle, sest liikumise ühelgi hetkel ei tohi käiku-
de arv paremale olla väiksem kui vasakule, muidu läheks kabend malelaualt
välja.

Seega tuleb meil leida, mitmel k nullist ja m ühest koosneval jadal on
järgmine omadus: jada igale kohale eelnevate ühtede arv pole väiksem nullide
arvust. Kuid selle ülesande oleme lk. ?? juba lahendanud (ainult seal võtsime
nullide ja ühtede asemel tähed r ja v). Me näitasime, et niisuguseid jadasid
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Joonis 25

on
m − k + 1

m + 1
Ck

m+k. See arv tulebki kirjutada (m + k)-nda horisontaali ja

(m − k)-nda vertikaali lõikekohta.

Paigutame nüüd kabendi mitte nurka, vaid nullinda horisontaali q-ndale
väljale (erinevalt kabereeglitest võib see väli olla ka valge). See juht vastab
lk. ?? vaadeldud ülesandele, kus kassapidaja oli eelnevalt varunud q viieküm-
nekopikalist. Seal saadud vastust kasutades tuleme järgmisele järeldusele:
kui kabend vajab antud väljani jõudmiseks k käiku vasakule ja m paremale
(0 ⩽ k ⩽ m+q), siis võib sellele väljale sattuda Ck

m+k −C
k−q+1

m+k erineval viisil.
Joonisel 25 on toodud juhul q = 3 tekkiv tabel.

Aritmeetiline viisnurk

Pöörame malelauda 45◦ võrra. Siis liigub kabend mööda vertikaal- ja
horisontaalsirgeid ja laua ääred on nende sirgete suhtes kaldu 45-kraadise
nurga all. Seetõttu omandab ülesanne nurgas paiknevast kabendist järgmise
kuju.

Malelaua nurgas seisab vanker. Mitmel viisil võib ta jõuda väljani (m, k),
kui ta liigub lühimat teed pidi ega ületa malelaua diagonaali (diagonaali väl-
jadele võib vanker minna)?

Eespool tõestatust järeldub, et k ⩽ m puhul on väljale sattumise viise
m − k + 1

m + 1
Ck

m+k ja k > m korral null. Kui aga diagonaal q välja võrra pa-
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remale viia, siis omandab vastus järgmise kuju: 0 ⩽ k ⩽ m + q puhul on
sattumise viise Ck

m+k − C
k−q−1

m+k ja k > m + q korral null.
Kui malelaud on lõplik, siis täidavad vastava tabeli nullist erinevad ar-

vud viisnurga (joon. 26). Seda nimetatakse aritmeetiliseks viisnurgaks. Sama
nimetust kasutatakse ka tabeli jaoks, mis tekib kahe ristuva kiirega piiratud
lõpmatul malelaual.

1
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1
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0
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14

48

0

0

0

48

Joonis 26

Aritmeetilisel viisnurgal on samasugune põhiomadus nagu aritmeetilisel
ruudul: selle iga arv võrdub tema kohal oleva arvu ja temast vasakul seis-
va arvu summaga. Aritmeetiline viisnurk ja aritmeetiline ruut erinevad selle
poolest, et viisnurgal koosneb peadiagonaalist q ühiku võrra kõrgemal paik-
nev diagonaal nullidest (selles osas meenutab viisnurk lk. ?? vaadeldud arit-
meetilist kolmnurka).

Võtame nüüd kahe ristuva kiirega piiratud malelaua ja vaatleme sellel
mitte ühte, vaid kahte peadiagonaaliga paralleelset joont: ühte neist q ühiku
võrra kõrgemal ja teist s ühiku võrra madalamal. Loeme, et mõlemad jooned
on vankrile «keelatud» ja kirjutame igale väljale arvu, mis näitab, mitmel
viisil võib vanker selleni jõuda. Saadud tabel kannab aritmeetilise kuusnurga
nime. Joonisel 27 on kujutatud selline tabel q = 4, s = 3 korral.

Aritmeetilist kuusnurka võib tõlgitseda ka järgmiselt. Võtame malelaua,
mida piiravad s + q välja pikkune lõik ja kaks sellega ristuvat kiirt, ning
paigutame kabendi väljale, mille kaugus ühest nurgast on s ja teisest q välja.
Kirjutame igale väljale arvu, mis näitab, mitmel viisil võib kabend sellele
sattuda. Tabelit 45◦ võrra pöörates saame aritmeetilise kuusnurga.

Geomeetriline viis kombinatsioonide omaduste tõesta-
miseks

Teises peatükis tõestasime mõned kombinatsioonide omadused. Vaatame
nüüd, kuidas neid geomeetriliste arutluste abil näitlikult põhjendada.
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Algul näitame, kuidas tuletada seost

C0

n + C1

n + C2

n + . . . + Cn
n = 2n. (3)
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Tõenäosusteoorias näidatakse, et suurte N väärtuste korral paikneb lõigus
[

x −
a

2
, x +

a

2

]

, kus a on arvuga N võrreldes väike, umbes

12amN

√
2πN(m2 − 1)

exp

[

−
72x2

N2(m2 − 1)2)

]

osakest.1 Seda väidet võib tõlgitseda järgmiselt. Konstrueerime treppjoone, mille

kõrgus punktis Bk

(

k −
m − 1

2
N

)

on Cm(N, k). Vähendame saadud joonel abst-

sisse
N(m2 − 1)

12
korda ja ordinaate

12amN

N(m2 − 1)
korda. Kui nüüd N on suur, saame

treppjoone, mis väga vähe erineb funktsiooni

y =
1√
2π

e
−x

2

2

graafikust.

Selle funktsiooni võttis tõenäosusteooria kasutusele suur saksa matemaatik C.

F. Gauss ja seda nimetatakse Gaussi funktsiooniks. Ta etendab tähtsat osa nii

gaaside difusiooni käsitlemisel kui ka soojusjuhtivuse teoorias, vigade teoorias ja

mujalgi.

Šemahha keisrina juures

Vaatleme uuesti inimhulga ekslemist x-teljel, ainult loeme nüüd, et algus-
punktist O vasakul asetsevad valdused kuuluvad Šemahha keisrinnale, kes
etendas nii kurba osa saamatu tsaar Dodoni ja tema poegade saatuses. Lu-
geja arvatavasti mäletab, et need, kes Šemahha keisririiki sattusid, ei tulnud
enam tagasi. Meie eeldame samuti, et need, kes satuvad telje vasakpoolsesse
ossa, jäävadki sinna. Tuleb kindlaks teha, mitu inimest jääb Šemahha keis-
rinna juurde ja kus asetsevad ülejäänud, kui nende väljumisest on möödunud
N tundi.

Osutub, et see ülesanne taandub eespool vaadeldud kassajärjekorra-
ülesandele. Tõepoolest, vaatleme mingi punktist O väljunud inimese liiku-
mist. Selle võib ette anda arvudest 1 ja −1 koosnevad jada abil: igale pare-
male poole liikumisele vastab arv 1, vasakule aga −1: Kui sellises jadas on k

ühte, siis liigub inimene k korda paremale ja N − k korda vasakule. Lõpptu-

lemusena peaks ta jõudma punkti Bk

(

k −
N

2

)

.2 Ent nii on see vaid juhul,

kui meie rändur ei satu Šemahha keisririiki. Sinna aga jõuab ta siis, kui on
mingiks ajamomendiks liikunud vasakule rohkem kordi kui paremale.

1exp x tähendab siin ex.
2Meenutame, et ta liigub iga kord poole pikkusühiku võrra.
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B0

(

−

N

2

)

B1

(

1− N

2

)

O1

(

−

Br

2

)

O − BN

2

(0)BN

2
+1
(1) BN

(

N

2

)

�emahha keisririik

Joonis 31

Kui paremale ja vasakule liikumiste asemel vaadelda inimesi viieküm-
nekopikaliste või rublalistega, siis võib öelda, et Šemahha keisrinna juurde
sattumine vastab juhule, kus kassajärjekord seisma jääb. Järelikult võrdub

punkti Bk

(

k −
N

2

)

jõudnud inimeste arv nende juhtude arvuga, mil k viie-

kümnekopikalise omanikust ja N − k rublalise omanikust koosnev järjekord
takistusteta edasi liigub. Me teame aga, et see arv erineb nullist vaid siis, kui
k ⩾ N − k. Sel korral on nende juhtude arv

A(N − k, k) = CN−k
N − CN−k−1

N =
N !(2k − N + 1)

(N − k)!(k + 1)!

(vt. lk. 76).
Niisiis, N tundi pärast 2N inimese väljumist jõuab punktist O punkti

Bk

(

k −
N

2

)

(kus 2k ⩾ N) CN−k
N − CN−k−1

N inimest. Nüüd pole enam raske

arvutada, mitu inimest satub Šemahha keisririiki. Selleks liidame algul suu-

rused CN−k
N − CN−k−1

N , andes indeksile k väärtused arvust k = E

(

N

2

)

+ 11

arvuni N . Saame, et C
N−E(N

2
)−1

N inimest ei sattunud Šemahha keisririiki.
Et aga punktist O väljus kokku 2N inimest, siis sattus keisrinna valdustesse

2N − C
N−E(N

2
)−1

N inimest.

Kui Šemahha keisririik algaks mitte punktist O, vaid punktist O1

(

−
q

2

)

ja

jääks sellest vasakule (punkt O1 sinna veel ei kuulu), saaksime veidi teistsugu-

se tulemuse. Osutuks nimelt, et punktidesse Bk

(

k −
N

2

) (

kus k ⩾
N − q

2

)

tuleks CN−k
N − C

N−k−q−1

N inimest, ülejäänud satuksid Šemahha keisrinna val-
dustesse. See järeldub otsekohe lk. 77 lahendatud ülesande tulemusest.

Neelav membraan

Me juba rääkisime, et ülesanded juhuslikust ekslemisest on füüsika jaoks
väga tähtsad: nad on osakeste difusiooni lihtsaimad mudelid. Ülesandel Še-

1Vaata märkust lk. 82
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mahha keisrinnast on samuti lihtne füüsikaline tõlgendus: punktist O vasakul
paikneb osakesi neelavast materjalist membraan. Kui membraan ulatub otse
punktini O, siis tekib algul vaadeldud juht. Kui aga membraan on punktist
O

q

2
pikkusühiku kaugusel, saame eelmise punkti lõpul lahendatud ülesan-

de. Neil aegadel, kui kombinatoorika ja tõenäosusteooria peamiseks praktili-
seks rakenduseks oli hasartmängude teooria, sõnastati neeldumisega juhusli-
ku ekslemise ülesanne teisiti: kõneldi «mängudest laostumiseni». Kujutleme
kahte inimest, kes mängivad näiteks kulli ja kirja. Pärast iga partiid mak-
sab kaotaja võitjale ühe rubla. Mängija, kes on oma raha kaotanud, lõpetab
mängu. Tuli välja arvutada mängu erinevate lõpptulemuste tõenäosused, kui
alguses oli ühel mängijal p rubla ja teisel q rubla. Ilmselt on see ülesanne seo-
tud osakeste difusiooni ülesandega niisuguse piirkonna kohta, mis on kahelt
poolt piiratud neelava membraaniga.

Ekslemine lõpmatul tasandil

Seni vaatlesime niisuguse malevankri ekslemist, mis võis liikuda vaid üles
või paremale. See on tegelikult samaväärne ekslemisega lõpmatul sirgel. Uuri-
me nüüd juhtu, kus vanker liigub lõpmatul malelaual mistahes suunas, s. t.
lahendame järgmise ülesande.

Esialgu paikneb malevanker igas suunas lõpmatu malelaua väljal (0, 0).
Mitmel viisil võib ta N käiguga jõuda väljale A(p, q) (eeldame, et vanker
liigub ühe käiguga ainult naaberväljale)?

Sümmeetriakaalutluste tõttu piisab, kui vaadelda juhtu, kus p ⩾ 0, q ⩾ 0.
Kui vanker liiguks lühimat teed mööda, jõuaks ta väljani A(p, q)p+q käiguga.
Seetõttu peab kehtima võrratus N ⩾ p + q. N -käigulise tee kasutamisel teeb
vanker mõned üksteist annulleerivad käigud ning on ilmne, et neid käike
(N − p − q) peab olema paarisarv. Seepärast tähistame

N − p − q = 2k.

Nummerdame kõik vankri poolt tehtud käigud arvude 1, 2, . . . , N abil.
Tähistame X abil nende käikude järjenumbrite hulga, kus vanker liikus vasa-
kule või alla. Koosnegu hulk Y nende käikude numbritest, kus vanker liikus
paremale või alla. Kui teame hulki X ja Y , siis on vankri liikumine meile
täielikult teada: mõlemasse hulka kuuluvad numbrid tähendavad käike alla,
hulka X kuuluvad ja hulka Y mittekuuluvad numbrid annavad käigud va-
sakule, hulgas Y sisalduvad ja hulgas X mitteesinevad numbrid tähendavad
käike paremale. Lõpuks need numbrid, mis ei kuulu kumbagi hulka, annavad
käigud üles.
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Järelikult taandub väljale A(p, q) sattumisviiside arvu leidmine sellele,
et tuleb arvutada, mitmel viisil saab valida hulgad X ja Y . Kuid iga käigu
alla või vasakule peab annulleerima mõni teine käik. Sisaldugu hulgas X k

elementi. Et vanker peab jõudma väljani A(p, q), siis peab parempoolseid
käike olema p võrra rohkem kui vasakpoolseid. Et käigud alla sisalduvad
mõlemas hulgas, siis peab hulgas Y olema p elementi rohkem kui hulgas X,
s. o. p + k elementi. Pole raske näha, et kui esimene N naturaalarvu seast
valida suvaliselt hulk X (k elementi) ja hulk Y (p + k elementi), siis vastab
neile hulkadele vankri teekond väljalt O väljale A. Nimelt, kui neil hulkadel
on s ühist elementi, siis tuleb teha s käiku alla, q + s üles, k − s vasakule
ja k − s + p paremale, millega vanker jõuabki väljale A. Kuid hulga X saab
valida Ck

N viisil ja hulga Y C
p+k
N viisil. Kokku saame korrutise reegli järgi

Ck
NC

p+k
N võimalust hulkade X ja Y valimiseks. Järelikult on punkti A(p, q)

saavutamisviise üldse T = Ck
NC

p+k
N .

Üldine malevankrite ülesanne

Siirdume malelauaga seotud kombinatoorikaülesannete uue tsükli juur-
de. Nendes ülesannetes tuleb leida kahe malendi (kahe kuninga, lipu jne.)
selliste asendite arv, mille puhul nad teineteist lüüa saavad. On selge, et sel-
lega määratakse ka nende asendite arv, mille puhul need malendid teineteist
lüüa ei saa: kahe malendi paigutuste üldarvu saab kohe variatsioonide arvu
valemist.

Mõne niisuguse ülesande oleme juba lahendanud — leheküljel 30 käsit-
leme ülesannet 8-st vankrist harilikul malelaual. Üldistame seda ülesannet
ja võtame m × n-laua, s. o. malelaua m horisontaalist ja n vertikaalist. Me
tahame teada, mitmel viisil saab m×n-lauale paigutada k vankrit nii, et nad
ei saaks üksteist lüüa.

Selge, et ülesande lahenduvuseks peavad kehtima tingimused k ⩽ m ja
k ⩽ n, sest muidu satuvad mingisugused kaks vankrit ühele horisontaalile
või vertikaalile. Olgu need tingimused täidetud. Vankreid võib nii paigutada
kahes etapis. Algul valime horisontaalid, millel vankrid paiknevad. Et hori-
sontaalide üldarv on m ja valida tuleb neid k, siis saab valiku teha Ck

m viisil.
Samuti saab Ck

n viisil valida vertikaalid, millel paiknevad vankrid. Et verti-
kaalide valik ei sõltu horisontaalide valikust, siis saame korrutise reegli järgi
Ck

mCk
n viisil valida need liinid, millel paiknevad vankrid.

Kuid sellega pole asi veel lõppenud. k horisontaali ja k vertikaali lõikuvad
ju k2 väljal. Nihutades neid välju vajaduse korral kokku, saame uue malelaua
k horisontaalist ja k vertikaalist. Kuid me teame juba, et niisugusele lauale
saab k vankrit paigutada k! viisil (nii et nad ei saaks üksteist lüüa). Seetõttu
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on vankrite nõutud paigutuste üldarv

Ck
mCk

nk! =
n!m!

k!(n − k)!(m − k)!
. (4)

Näiteks 3 vankrit saab harilikule malelauale paigutada

8!8!

3!5!5!
= 18816

viisil
k = m = n korral annab valem (4) vastuse n! kooskõlas leheküljel 30

öelduga.
Kui eemaldada kitsendus, et vankrid ei tohi üksteist lüüa, siis oleks vastus

teistsugune. Nimelt tuleks meil siis m × n välja seast valida mistahes k välja,
seda saab aga teha

Ck
mn =

(mn)!

k!(mn − k)!

viisil. Kui k vankrit üksteisest erineksid, siis tuleks saadud vastused korrutada
arvuga k!.

Sümmeetrilised paigutused

Muudame nüüd vankrite-ülesande keerulisemaks ja nõuame, et vankrid ei
lööks üksteist ja paikneksid malelaual sümmeetriliselt. Seejuures tekib palju
ülesandeid vastavalt sellele, milline sümmeetriatingimus püstitatakse.

Kõige lihtsam on juht, kus vankrid asetsevad sümmeetriliselt malelaua
keskpunkti suhtes. Tähistame Gn abil ülesande lahendite arvu juhul, kus n

vankrit paiknevad n horisontaalist ja n vertikaalis koosneval laual. Näitame
nüüd, et

G2n = 2nG2n−2. (5)

Koosnegu malelaud 2n horisontaalist ja 2n vertikaalist. Esimesel verti-
kaalil asetsev vanker võib hõivata ükskõik millise selle vertikaali 2n väljast.
Ülesande tingimuse põhjal on sellega määratud viimasel vertikaalil asetseva
vankri asukoht: ta peab paiknema esimesega laua keskpunkti suhtes süm-
meetriliselt. Kustutame esimese ja viimase vertikaali ning vankrite poolt
hõivatud horisontaalid (et horisontaale on paarisarv, siis ei saa vankrid seis-
ta samal horisontaalil). Tekib malelaud, mis koosneb 2n − 2 vertikaalist ja
2n − 2 horisontaalist. On selge, et vankrite igale sümmeetrilisele paigutuse-
le vanal laual vastab sümmeetriline paigutus uuel laual. Siit järeldubki, et
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G2n = 2nG2n−2 (meenutame veel kord, et esimene vanker võib hõivata üks-
kõik millise 2n väljast sellel vertikaalil).

Valemit (5) kasutades leiame, et G2n = 2nn!.
Nüüd aga vaatleme 2n + 1 vertikaalist ja 2n + 1 horisontaalist koosnevat

lauda. Sel juhul laua tsentraalväljal ei ole sümmeetrilist välja ja seal peab
kindlasti seisma vanker. Kui tsentraalse vertikaali ja horisontaali maha tõm-

Joonis 32

bame, saame 2n vankri sümmeetrilise paigutuse 2n × 2n-laual. Seega kehtib
võrdus

G2n+1 = G2n = 2nn!. (6)

Vaatleme nüüd veidi keerukamat ülesannet paigutustest, mis ei muutu male-
laua pööramisel 90° võrra (joonisel 32 on kujutatud üks selline paigutus 8×8
laual). Olgu laual 4n vertikaali ja 4n horisontaali ning vankrite arv samuti4n.
Sel juhul võib esimesel vertikaalil seisev vanker asuda ükskõik millisele väljale
peale nurgaväljade, s. o. suvalisele 4n − 2 väljast (nurgaväljale ei tohi vank-
rit panna, sest pärast pööret 90° võrra saaksime kaks vankrit, mis teineteist
löövad). Sellele vankrile vastavad veel kolm vankrit, mis seisavad viimasel
horisontaalil, viimasel vankrit, mis seisavad viimasel horisontaalil, viimasel
vertikaalil ja esimesel horisontaalil, viimasel vertikaalil ja esimesel horison-
taalil (need saadakse paigutatud vankrist pööretega 90° 180° ja 270° võrra).
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Kui kustutame horisontaalid ja vertikaalid, millel need vankrid seisavad, saa-
me samasuguse sümmeetriaga vankrite paigutuse (4n − 4) × (4n − 4)-laual.
Seepärast kehtib võrdus

R4n = (4n − 2)R4n−4,

kus Rn on ülesande lahendite arv n × n-laua jaoks. Seetõttu on selge, et

R4n = 2n(2n − 1)(2n − 3) . . . 1. (7)

Ülesande lahendite arv (4n+1)×(4n+2)-laua puhul on sama mis 4n×4n-
laua jaoks: (4n + 1) × (4n + 2)-laua puhul asetseb ju üks vanker kindlasti
tsentris ning tsetraalse horisontaali ja vertikaali võib kustutada. Seepärast

R4n+1 = R4n. (8)

Kuid (4n + 2) × (4n + 2)- ja (4n + 3) × (4n + 3)-laudade korral võrdub
lahendite arv nulliga. Tõepoolest, iga vankri puhul võib esineda kaks juhtu:
vanker seisab kas laua tsentris või mitte. Teisel juhul kuulub vanker nelikusse,
milles vankrid teisendavad üksteiseks laua pööramisel 90° võrra. Seepärast
peab vankrite üldarvul olema kuju 4n (kui laual pole tsentraalvälja) või 4n+1.
Seega oleme näidanud, et R4n+2 = R4n+3 = 0.

Leiame lõpuks, kui palju on n vankri paigutusi, mis on sümmeetrilised
diagonaali suhtes.1 Tähistame selliste paigutuste arvu n × n-laual Qn abil.
Siis kehtib seos

Qn = Qn+1 + (n − 1)Qn−2 (9)

Tõepoolest, esimesel vertikaalil seisev vanker on kas vasakpoolses alu-
mises nurgas või mitte. Esimesel juhul kustutame esimese vertikaali ja esim-
ese horisontaali ning saame n − 1 vankri sümmeetrilise paigutuse (n − 1) ×
(n − 1)-laual. Selliseid paigutusi on Qn−1. Teisel juhul leidub antud vankri
jaoks temaga diagonaali suhtes sümmeetriline vanker. Kustutame need hori-
sontaalid ja vertikaalid, kus nimetatud vankrid seisavad. Saame n − 2 vankri
sümmeetrilise paigutuse (n − 2) × (n − 2)-laual. Et niisuguseid paigutusi on
Qn−2 ja vankri võib panna esimese vertikaali (n − 1)-le väljale, siis saame
(n − 1)Qn−2 paigutamisviisi. Siit järeldubki seos (9).

Kehtib võrdus

Qn = 1 + C2

n +
1

1 · 2
C2

nC2

n−2 +
1

1 · 2 · 3
C2

nC2

n−2C
2

n−4 + . . . (10)

1Me võtame diagonaali, mis läheb läbi alumise vasakpoolse nurgavälja.
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Selle saab tuletada, kui vankrite paigutused klassidesse jaotatakse: s-
ndasse klassi arvatakse paigutused, kus s paari vankreid ei asetse diagonaalil.

Vaatleme nüüd n vankri paigutusi n × n-lauale, kus vankrid asetsevad
sümmeetriliselt mõlema telje suhtes ning ei löö üksteist. Just samuti näida-
takse, et selliste paigutuste arv Bn rahuldab tingimusi

B2n = 2B2n−2 + (2n − 2)B2n−4, B2n+1 = B2n.

Kaks ratsut

Mitmel viisil saab m × n-lauale paigutada valge ja musta ratsu nii, et nad
ei saaks teineteist lüüa?

Ülesande lahendamise muudab keerukaks asjaolu, et ratsul on malelaual
eri väljadel erinev arv käike: kui m ⩾ 5 ja n ⩾ 5, siis on ratsul nurgas
ainult kaks käiku, ühtedel ääreväljadel 3, teistel 4, laua keskosas aga 8 käiku.
Põhjuseks on ratsu käikude mitmekesisus: ta vōib minna ühe välja edasi ja
kaks üles või kaks välja tagasi ja ühe alla jne. Kokku on ratsul 8 liiki käike,
mida saab ette anda, näidates, mitu välja ratsu käib horisontaal- ja mitu
vertikaalsuunas. Need käigud on seega järgmised:

(2, 1), (1, 2), (−2, 1), (−2, −1), (−1, −2), (1, −2), (2, −1).

Tekkinud raskuse ületamiseks vaatleme ratsut 8 malendi ühendina, kus
igal malendil on ainult ühte tüüpi käigud. Uurime, mitmel viisil saab male-
lauale paigutada (2, 1)-ratsu nii, et ta hoiaks mingit välja tule all. Selge, et ta
võib seista mistahes vertikaalil peale kahe viimase ja suvalisel horisontaalil
peale viimase. Seega võib vertikaali valida n − 2 viisil ja horisontaali m − 1
viisil, kokku saame valge (2,1)-ratsu jaoks (m − 1) · (n − 2) paigutamisviisi.
Sümmeetria tõttu on selge, et niisama palju on võimalusi asetada suvaline
valge (±2, ±1) ratsu nii, et ta saaks lüüa musta ratsut. Valgete (±1, ±2)-
ratsude jaoks on paigutamisviiside arv aga (m − 2) · (n − 1). Siit järeldub, et
üldse saab valge ja musta ratsu paigutada

4[(m − 1)(n − 2) + (m − 2)(n − 1)] = 2[(2m − 3)(2n − 3) − 1]

viisil, nii et nad teineteist löövad. Kui asetaksime malelauale sama värvi rat-
sud, nii et nad saaksid teineteist kaitsta, tuleks poole vähem paigutamisviise
(sest ratsud võib ära vahetada). Kaks erinevat värvi ratsut saab paigutada

m2n2 − 9mn + 12m + 12n − 16

viisil, nii et nad teineteist ei löö (üldse saab kaks ratsut m×n-lauale asetada
mn(mn − 1) viisil).
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Maleülesannete koostajad võtavad mõnikord kasutusele «muinasjutuma-
lendid», mis käivad teisiti kui harilikud. Defineerime meiegi uue malendi,
mille nimetame (p, q)-ratsuks, p ⩾ 0, q ⩾ 0. Seega malend liigub igal käigul
p välja võrra horisontaalsihis ja q välja võrra vertikaalsihis. Harilik ratsu on
näiteks (1, 2)-ratsu ja (2, 1)-ratsu ühend. Arutleme nüüd täpselt samuti nagu
varem, eeldades, et 0 < p ⩽ n, 0 < p ⩽ m. Selgub: m × n-lauale saab kaks
eri värvi (p, q)-ratsut paigutada 4(n − p) · (m − q) viisil nii, et nad teineteist
löövad. Kui aga p või q võrdub nulliga, saame poole vähem asetamisviise.
Võimaluste arv väheneb kahekordselt ka siis, kui ratsud on ühte värvi.

Mistahes malendit võib tõlgitseda mitme (p, q)-ratsu ühendina, kus võivad
esineda erinevad p ja q väärtused. Näiteks kuningas on (0, 1)-, (1, 0)- ja (1, 1)-
ratsu ühend. Seetõttu saab kaks eri värvi kuningat m × n-lauale asetada

2[n(m − 1) + (n − 1)m + 2(n − 1)(m − 1)] = 8mn − 6m − 6n + 4

viisil, nii et nad saaksid teineteist lüüa. Järelikult on m2n2−9mn+6m+6n−4
võimalust paigutada nad nii, et nad teineteist ei lööks.

Oda on (1, 1)-, (2, 2)-, . . . , (p, p)-ratsu ühend, kus p on vähim arvudest
m − 1, n − 1. Oletame konktreetsuse mõttes, et m ⩽ n. Siis p = m − 1 ja
kaks eri värvi oda saab

4[(n − 1)(m − 1) + (n − 2)(m − 2) + . . . + (n − m + 1) · 1]

viisil asetada nii, et nad saaksid teineteist lüüa. Avame sulud ja kasutame
valemeid naturaalarvude 1 kuni m−1 summa ja nende ruutude summa jaoks.
Võimaluste arvu saab kirjutada kujul

2m(m − 1)(3n − m − 1)

3
;

m ⩾ n korral tuleb m ja n osad vahetada. Erijuhul m = n saame

2m(m − 1)(2m − 1)

3

asetamisviisi.
Vankrite jaoks on paigutamisviiside arvu lihtsam määrata teisiti. Valge

vankri võib asetada ükskõik millisele mn väljast. Ta hoiab tule all m + n − 2
välja, millest suvalisele võib paigutada musta vankri. Seetõttu saame kokku
mn(m + n − 2) paigutamisviisi, mille puhul vankrid saavad teineteist lüüa.
Et lippu võib vaadelda vankri ja oda ühendina, siis on m ⩽ n puhul

2

3
m(m − 1)(3n − m − 1) + mn(m + n − 2)
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võimalust paigutada kaks lippu m × n-lauale nii, et nad teineteist lööksid.
Kui m = n, omandab see avaldis kuju

2

3
m(m − 1)(5m − 1).

Jätame lugeja arvutada, mitmel viisil võib need malendid paigutada nii, et
nad teineteist ei lööks.
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VI. REKURRENTSED SEOSED

Me oleme paljude kombinatoorikaülesannete lahendamisel kasutanud
meetodit, mis taandab antud ülesande väiksema esemete arvuga ülesandeks.
Sel moel tuletasime näiteks valemi kordumistega variatsioonide jaoks (lk.??),
samal viisil lahendasime peaaegu kõik jaotamisülesanded ?? peatükist. Väik-
sema esemete arvuga analoogilisele ülesandele taandamise meetodit nimeta-
takse rekurrentsete seoste meetodiks (lad. k. recurrere – tagasi pöörduma).
Rekurrentset seost kasutades saab ülesande n eseme kohta taandada ülesan-
dele n−1 esemest, siis ülesandele n−2 esemest jne. Esemete arvu järk-järgult
vähendades jõuame ülesandeni, mida on juba kerge lahendada. Paljudel juh-
tudel õnnestub rekurrentsest seosest saada valem, mis kombinatoorikaüles-
ande otseselt lahendab.

Näiteks ?? peatükis (vt. lk. ??) tuletasime n elemendi permutatsioonide
arvu valemi Pn = n!, kasutades valemit kordumisteta variatsioonide arvu
jaoks. Kuid sellesama valemi võib tuletada ka teisiti, leides algul arvude Pn

jaoks rekurrentse seose.
Olgu meil n eset a1, . . . , an−1, an. Nende mistahes permutatsiooni võib

saada sel teel, et võtta mingi esemete a1, . . . , an−1 permutatsioon ja lisada
sellele element an. On selge, et element an võib asuda erinevatele kohtadele.
Me võime ta asetada päris algusse, permutatsiooni esimese ja teise elemendi
vahele, teise ja kolmanda vahele, võime ta asetada aga ka päris lõppu. Ele-
ment an võib asuda n erinevale kohale ja seepärast saame esemete a1, . . . , an−1

igast permutatsioonist n elementide a1, . . . , an−1, an permutatsiooni. Kuid see
tähendab, et n eseme permutatsioone on n korda rohkem kui n − 1 elemendi
permutatsioone. Sellega on tuletatud rekurrentne seos

Pn = nPn−1.

Seda seost kasutades leiame järk-järgult, et

Pn = nPn−1 = n(n − 1)Pn−2 = n(n − 1) . . . 2P1.

Kuid P1 = 1, sest ühest elemendist saab teha ainult ühe permutatsiooni.
Seepärast

Pn = n(n − 1) . . . 2 · 1 = n!.

Oleme uuesti saanud valemi Pn = n!.
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Meil esines saanud palju rekurrentseid seoseid, kui lahendasime jaotus-
ülesandeid, ülesandeid malenditest malelaual jne. Nüüd vaatleme veel mõ-
ningaid selliseid ülesandeid ja peatüki lõpus peatume rekurrentsete seoste
üldisel teoorial.

Fibonacci arvud

Itaalia matemaatikult Fibonaccilt ilmus 1202. aastal teos «Liber Abaci»,
kus ta paljude teiste ülesannete seas esitas järgmise.

Küülikupaar sünnitab kord kuus kaks poega (emase ja isase), kusjuures
vastsündinud küülikud toovad kahe kuu pärast juba järglasi. Kui palju on küü-
likuid aasta pärast, kui aasta algul oli üks paar küülikuid?

Ülesande tingimusest järeldub, et kuu aja pärast on kaks paari küülikuid.
Kahe kuu pärast annab järglasi ainult esimene küülikupaar ja saame 3 paari.
Veel kuu aja pärast annab aga järglasi nii lähtepaar kui ka kaks kuud tagasi
sündinud paar. Seepärast on siis kokku 5 paari küülikuid.

Tähistame F (n) kaudu küülikupaaride arvu n kuu möödumisel aasta al-
gusest. Me nägime, et n + 1 kuu pärast on olemas need F (n) paari ja veel
vastsündinud paare niisama palju, kui oli küülikupaare (n − 1)-se kuu lõpul,
s.o. veel F (n − 1) paari. Teiste sõnadega, kehtib rekurrentne seos

F (n + 1) = F (n) + F (n − 1). (1)

Et tingimuste järgi F (0) = 1, F (1) = 2, siis leiame järkjärgult

F (2) = 3, F (3) = 5, F (4) = 8 jne.
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Erijuhul F (12) = 377.
Arve F (n) nimetatakse Fibonacci arvudeks. Neil on terve rida tähelepa-

nuväärseid omadusi. Me tuletame nüüd nende arvude avaldised binoomkor-
dajate Ck

m kaudu. Selleks leiame seose Fibonacci arvude ja järgmise kombi-
natoorikaülesande vahel.

Leida nullidest ja ühtedest koosnevate n-liikmeliste jadade arv, milles kaks
ühte pole kusagil kõrvuti.

Selle seose leidmiseks võtame suvalise niisuguse jada ja seame talle vasta-
vusse küülikupaari järgmise reegli põhjal: võtame paari nii, et tema enda ja
tema «esivanemate» sünnikuud vastaksid kohtadele, kus jadas on nullid (on
kerge näha, et selline paar leidub). Näiteks jada 010010100010 määrab järg-
mise «sugupuu»: paar ise sündis 11-nda kuu lõpul, tema vanemad 7-nda kuu
lõpul, «vanaisa» 5-nda kuu lõpul ja «vanavanaisa» teise kuu lõpul. Küülikute
lähtepaar šifreeritakse seejuures jada 000000000000 abil.

Arusaadavalt ei või üheski jadas olla kaks ühte järjest: vastsündinud paar
ei saa tingimuse kohaselt kuu aja pärast järglasi anda. Peale selle vastavad
toodud reegli korral erinevatele jadadele erinevad paarid ja vastupidi, kahel
erineval küülikupaaril on alati erinev «sugupuu», sest ülesande tingimuse
põhjal toob emaküülik ainult ühe paari järglasi.

Leitud seos näitab, et nõutud omadusega n-liikmelisi jadasid on F (n).
Tõestame nüüd, et

F (n) = C0

n+1 + C1

n + C2

n−1 + . . . + C
p
n−p+1, (2)

kus p =
n + 1

2
, kui n on paaritu, ja p =

n

2
, kui n on paarisarv. Teiste

sõnadega on p arvu
n + 1

2
täisosa (edaspidi tähistame arvu α täisosa E(α)

kaudu; seega p = E

(

n + 1

2

)

).

Tõepoolest, F (n) on kõigi nullidest ja ühtedest koosnevate n-jadade arv,
milles kaks ühte ei asetse kunagi kõrvuti. Samasuguste jadade arv, milles on
parajasti k ühte ja n − k nulli, on võrdne Ck

n−k+1 (vt. lk.??). Et seejuures
peab kehtima võrratus k ⩽ n − k + 1, siis k muutub nullist kuni arvuni

E

(

n + 1

2

)

. Summa reeglit rakendades jõuame seoseni (2).

Võrduse (2) võib tõestada ka teisiti. Tähistame

G(n) = C0

n+1 + C1

n + C2

n−1 + . . . + C
p
n−p+1,

kus p = E

(

n + 1

2

)

. Võrdusest Ck
n = Ck

n−1 + Ck−1

n−1 on kerge järeldada, et

G(n) = G(n − 1) + G(n − 2). (3)
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Peale selle on ilmselt G(1) = 2 = F (1) ja G(2) = 3 = F (2).
Et mõlemad jadad F (n) ja G(n) rahuldavad rekurrentset seost

X(n) = X(n − 1) + X(n − 2),

siis saame

G(3) = G(2) + G(1) = F (2) + F (1) = F (3)

ja üldiselt

G(n) = F (n).

Teine tõestusmeetod

Eelmises punktis leidsime vahetult seose Fibonacci ülesande ja n-
liikmeliste jadade kohta käiva kombinatoorikaülesande vahel. Selle seose oleks
võinud kindlaks teha ka teisiti, tõestades otseselt, et kombinatoorikaülesande
lahendite arv T (n) rahuldab sedasama rekurrentset seost

T (n + 1) = T (n) + T (n − 1) (4)

mis Fibonacci arvudki.
Tõepoolest, võtame suvalise (n + 1)-liikmelise jada nullidest ja ühtedest,

kus pole kõrvuti kahte ühte. See võib lõppeda kas nulliga või ühega. Kui ta
lõpeb nulliga, siis jätame selle nulli ära ja saame meie tingimust rahuldava
n-liikmelise jada. Vastupidi, kui võtame mistahes n-liikmelise jada nullidest
ja ühtedest, kus ei esine kahte ühte järjest, ja lisame sellele nulli, saame
samasuguse omadusega (n + 1)-liikmelise jada. Sellega oleme tõestanud, et
nulliga lõppevate «heade» jadade arv on T (n).

Lõppegu nüüd jada ühega. Et kahte ühte järjest olla ei või, siis seisab
selle ühe ees null. Teiste sõnadega, jada lõpeb numbritega 01. Pärast 0 ja
1 ärajätmist tekkiv jada võib olla suvaline, kui vaid temas pole kahte ühte
järjest. Seetõttu on ühega lõppevate «heade» jadade arv T (n − 1). Kuid iga
jada lõpeb kas nulliga või ühega. Summa reegli põhjal saame, et T (n + 1) =
T (n) + T (n − 1).

Seega saime sama rekurrentse seose. Siit ei järeldu veel, et arvud T (n)
ja F (n) ühtivad. Näiteks faktoriaalide ja subfaktoriaalide puhul (vt. lk. ??)
kehtis üks ja sama rekurrentne seos:

X(n + 1) = n[X(n) + X(n − 1)]. (5)

Kuid faktoriaalide jada esimesed liikmed on 0! = 1, 1! = 1, subfaktoriaalide
korral aga D(0) = 1, D(1) = 0. Seetõttu osutusid erinevateks ka nende jadade
kolmandad ja neljandad ja üldse kõik ülejäänud liikmed.
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Et tõestada arvude T (n) ja F (n) kokkulangevust, tuleb veel näidata,
et T (1) = F (1) ja T (2) = F (2), siis saame juba rekurrentse seose põhjal
T (3) = F (3), T (4) = F (4) jne. Leidub kaks 1-liikmelist jada, mis rahuldavad
esitatud tingimust (0, 1) ning kolm 2-liikmelist jada (00, 01 ja 10). Seepärast
T (1) = 2 = F (1) ja T (2) = 3 = F (2). Sellega on väide tõestatud.
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Jaotades need hulknurgad kolmnurkadeks ja kombineerides erinevaid jao-
tusi üksteisega, saame kõik lähtehulknurga jaotused, mis sisaldavad eemal-
datud kolmnurka. Siis aga saame korrutise ja summa reeglit kasutades re-
kurrentse seose.

Φ(n) = Φ(0)Φ(n − 1) + Φ(1)Φ(n − 2) + . . . + Φ(n − 1)Φ(0),

Φ(0) = 1. Jätame lugeja hooleks selle seose abil veenduda, et Φ(n) = Tn =
1

n + 1
C2n

n
.

Kojaülem raskustes

On kombinatoorikaülesandeid, kus tuleb koostada mitte üksainus rekur-
rentne seos, vaid mitut jada ühendav seoste süsteem. Need seosed avaldavad
jadade (n + 1)-sed liikmed kõigi jadade eelmiste liikmete kaudu.

Kord avastas kuningas Arthuri kojaülem, et lõunale ümmarguse laua ta-

ha on kutsutud 6 paari vaenujalal seisvaid rüütleid. Mitmel viisil saab neid

istuma panna nii, et vaenlased kõrvuti ei istuks?

Kui leiame mingi rüütlite paigutamise viisi, siis saame sellest rüütleid
ringi mööda ümber tõstes veel 11 paigutamisviisi. Me ei loe praegu erine-
vateks selliseid paigutamisviise, mis saadakse üksteisest niisuguse tsüklilise
ümberistumise teel.

Võtame kasutusele järgmised tähistused. Olgu rüütlite arv 2n. Leidugu
nende jaoks täpselt An paigutamisviisi, kus vaenlased kõrvuti ei istu, Bn

paigutusviisi arv, kus istub kõrvuti parajasti üks paar vaenlasi, ja Cn paigu-
tusviisi, kus on täpselt kaks paari vaenulikke naabreid.

Tuletame algul valemi, mis avaldab An+1 arvude An, Bn ja Cn kaudu.
Olgu n+1 paari rüütleid paigutatud nii, et kuskil pole kahte vaenlast kõrvuti.
Loeme, et kõik vaenulike rüütlite paarid on nummerdatud. Palume (n+1)-se
paari rüütlitel laua tagant püsti tõusta. Siis võib esineda kolm juhtu: laua
taha jäänute seas pole ühtki paari vaenujalal naabreid, on üks või kaks sellist
paari (lahkunud rüütlid võisid need paarid lahutada).1

Selgitame nüüd, mitmel viisil võib lahkunud rüütlid uuesti lauda istuma
panna, et pärast poleks enam ühtki paari vaenulikke naabreid.

Kõige lihtsam on seda teha, kui lauas istub kaks paari vaenujalal naab-
reid. Sel juhul istub üks tulijatest esimese, teine teise rüütlite paari vahele.
Seda saab teha kahel viisil. Kuid kuna 2n rüütlit saab paigutada Cn vii-
sil nii, et kaks paari naabreid osutuksid vaenlasteks, siis saame kokku 2Cn

paigutamisviisi.

1Siin ja edaspidi loeme, et n > 1. n = 1 puhul järgnevad arutlused ei kehti.
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Istugu nüüd kõrvuti ainult üks paar vaenlasi. Üks tulijatest peab istuma
nende vahele. Siis on lauas 2n + 1 rüütlit, kelle vahel on 2n + 1 kohta. Neist
kahele kohale (äsja istet võtnud külalise kõrvale) on teisel rüütlil istumine
keelatud ja talle jääb 2n−1 kohta. Et esimesena võib siseneda ükskõik kumb
kahest lahkunud rüütlist, siis saame 2(2n − 1) paigutamisviisi. Kuid on Bn

juhtu, kus 2n rüütlit istuvad nii, et kõrvuti on parajasti üks paar vaenlasi.
Seetõttu saame külalised nõutud viisil paigutada 2(2n − 1)Bn moodi.

Oletame lõpuks, et vaenlased ei istu kuskil kõrvuti. Sel juhul istub esimene
rüütel mistahes kahe külalise vahele. Ta saab seda teha 2n viisil. Seejärel jääb
tema vaenlasele 2n−1 kohta: ta võib asuda suvalisele kohale peale kahe koha
äsja istet võtnud rüütli kõrval. Seega, kui 2n rüütlit juba istusid nõutaval
viisil, siis saab tagasitulnud külalised istuma panna 2n(2n−1) moodi. Kokku
saame sel juhul aga 2n(2n − 1)An paigutamisviisi.

Nagu juba märkisime, on vaadeldud juhtudega kõik võimalused ammen-
datud. Seepärast kehtib rekurrentne seos

An+1 = 2n(2n − 1)An + 2(2n − 1)Bn + 2Cn. (6)

Sellest seosest ei piisa An leidmiseks kõigi n väärtuste korral. Vaja on veel
teada, kuidas avalduvad Bn+1 ja Cn+1 arvude An, Bn, Cn kaudu.

Oletame, et 2n + 2 (n > 1) rüütli seas on parajasti üks paar vaenulikke
naabreid. Me teame, et see võib aset leida Bn+1 juhul. Tüli vältimiseks pa-
lume vihamehi lauast lahkuda. Siis jääb järele 2n rüütlit ja on üks võimalus
kahest: nende seas kas pole vaenlastest naabreid või on neid üksainus paar
(rüütlid istusid teine teisel pool lahkunud paari ja sattusid nüüd kõrvuti).
Teisel juhul saab lahkujad tagasi panna ainult vanadele kohtadele, muidu
satub teine paar vaenlasi kõrvuti. Kuid kuna 2n rüütlit saab Bn viisil paigu-
tada nii, et oleks ainult üks paar vaenujalal naabreid, siis saame 2Bn varianti
(rüütlid võivad tagasi tulles kohad vahetada). Esimesel juhul võime lahkujad
paigutada mistahes kahe rüütli vahele, s.o. 2n viisil, et nad aga võivad veel
omavahel kohad vahetada, siis saame 4n paigutamisviisi. Kombineerides neid
n paari rüütlite kõigi paigutamisvõimalustega, kus vaenlased ei istu kõrvuti,
saame 4nAn paigutamisviisi. Lõpuks võis lahkunud ning tagasitulnud rüüt-
lipaari number olla ükskõik milline ühest kuni (n + 1)-ni. Siit järeldub, et
rekurrentne seos Bn+1 jaoks omab kuju

Bn + 1 = 4n(n + 1)An + 2(n + 1)Bn. (7)

Käsitleme viimaks juhtu, kus 2n + 2 rüütli seas oli kaks paari vaenulikke

naabreid. Nende paaride numbrid saab valida C2

n+1 =
n(n + 1)

2
viisil. Asen-

dame kummagi paari ühe uue rüütliga ja loeme kaks uut rüütlit vaenlasteks.
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Siis istub laua taga 2n rüütlit ning nende seas pole ühtki paari vaenujalal
naabreid (kui uued rüütlid ei istu kõrvuti) või neid on ainult üks paar.

Esimene variant võib esineda An juhul. Esialgse seltskonna võime tagasi
saada 4 viisil just seetõttu, et igas paaris võib rüütlite järjekorda muuta.
Seetõttu annab esimene variant 4C2

n+1An = 2n(n + 1)An võimalust.
Teine variant võib aset leida Bn juhul.1 Siin on esialgse seltskonna taot-

lemiseks samuti 4 võimalust ja me saame kokku 2(n + 1)Bn paigutamisviisi.
Siit järeldub, et n ⩾ 1 puhul

Cn+1 = 2n(n + 1)An + 2(n + 1)Bn. (8)

Oleme saanud rekurrentsete seoste süsteemi

An+1 = 2(2n − 1)(nAn + Bn) + 2Cn; (9)

Bn+1 = 2(n + 1)(2nAn + Bn); (10)

Cn+1 = 2(n + 1)(nAn + Bn), (11)

mis kehtivad n ⩾ 2 puhul. Kuid lihtne arvutus näitab, et A2 = 2, B2 = 0,
C2 = 4. Seetõttu järeldub seostest (10). . . (11), et A3 = 32, B3 = 48, C3 = 24.
Jätkates leiame, et külalised saab nõutaval viisil laua taha paigutada A6 =
12771480 viisil.

Käsitletud ülesanne sarnaneb järgmisega, mida nimetatakse sageli
«külaliste-ülesandeks».

Mitmel viisil saab ümmarguse laua taha paigutada n abielupaari nii, et

mehed ja naised istuksid vaheldumisi ja abikaasad ei istuks kusagil teineteise

kõrval?

See ülesanne lahendatakse umbes samuti nagu kojaülema-ülesanne. Algul
pannakse istuma naised. Kui kohad nummerdada, siis on kõik naised paaris-
või kõik paarituarvulistel kohtadel. Kuid paarisarvulisi kohti on n ja naised
saavad neil istuda n! viisil. Niisama palju võimalusi on neil paarituarvuliste
kohtade täitmiseks. Seega saab naised istuma panna 2(n!) viisil. Siis aga vaa-
deldakse juhte, kus ükski mees ei istu oma naise kõrval või istub kõrvuti üks
või kaks abielupaari. Jätame vastava rekurrentse seoste süsteemi koostamise
lugejale.

Õnnepiletid

Mõned inimesed peavad trollibussipiletite kuuekohalisi numbreid «õnne-
likeks», kui neil paarisarvulistel kohtadel seisvate numbrite summa võrdub

1Leidub Bn juhtu, kus mõni vaenlaste paar istub kõrvuti. Kui ära näidata, milline

paar nimelt peab kõrvuti istuma, saame n korda vähem juhte.
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paaritutel kohtadel seisvate numbrite summaga. Näiteks piletit 631 752 loe-
takse «õnnelikuks», sest 6 + 1 + 5 = 3 + 7 + 2 = 12. Tuleb leida «õnnelike»
numbrite arv piletist 000000 kuni piletini 999 999.

Leiame algul, mitmel kolmekohalisel arvul on antud ristsumma N (see-
juures loeme kolmekohaliste hulka ka arvud kujuga 075 ja isegi 000). See
ülesanne on analoogiline leheküljel 98 lahendatuga: liidetavate arv on 3, nen-
de summa N ja liidetakse arve nullist üheksani. Tähistame ülesande lahendite
arvu F (3, 9; N) abil. Siit kehtib rekurrentne seos

F (3, 9; N) = F (2, 9; N) + F (2, 9; N − 1) + F (2, 9; N − 2) + F (2, 9; N − 3) +

+ F (2, 9; N − 4) + F (2, 9; N − 5) + F (2, 9; N − 6) +

+ F (2, 9; N − 7) + F (2, 9; N − 8) + F (2, 9; N − 9).

Täpselt samuti

F (2, 9; N) = F (1, 9; N) + F (1, 9; N − 1) + . . . + F (1, 9; N − 9).

On selge, et F (1, 9; N) = 1, kui 0 ⩽ N ⩽ 9, vastasel juhul F (1, 9; N) = 0.
Neid seoseid kasutades täidame vaevata järgmise tabeli.

k

N
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 0 0

3 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 63 69 73 75 75 73 69 63 55 45 36 28

k

N
22 23 24 25 26 27

1 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 0

3 21 15 10 6 3 1

Tabel 4

Et nüüd leida «õnnelike» piletite arvu, tuleb kolmanda rea arvud ruutu
tõsta ja tulemused liita. Tõepoolest, igal «õnnelikul» piletil on üks ja seesa-
ma paaris- ja paaritutel kohtadel seisvate numbrite summa. Olgu see summa
N . Tabeli kolmandas reas N -ndal kohal seisev arv näitab, mitmel kolme-
kohalisel arvul on ristsumma N . Teisiti öeldes näitab ta, mitmel viisil võib
valida paariskohtadel seisvaid numbreid (s.o. teist, neljandat ja kuuendat).
Niisama palju võimalusi on ka paaritutel kohtadel (esimesel, kolmandal ja
viiendal) seisvate numbrite valimiseks. Et need valikud teineteisest ei sõltu,
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siis leidub korrutise reegli järgi [F (N)]2 «õnnelikku» numbrit, millel paaris-
kohtadel seisvate numbrite summa on N . Siis on aga «õnnelike» numbrite
üldarv summa reegli põhjal

2(12 +32 +62 +102 +152 +212 +282 +362 +452 +552 +632 +692 +732 +752).

Selle summa välja arvutanud, saame vastuseks 55252.

Rekurrentsed tabelid

Kombinatoorikas esineb sageli suurusi, mis sõltuvad mitmest arvust. Näi-
teks sõltub suurus Ck

n
nii arvust n kui ka arvust k. Kui vaadeldav suurus

F (n, k) sõltub kahest naturaalarvust n ja k, siis saab tema väärtused esitada
tabeli kujul, paigutades F (n, k) n-nda rea ja k-nda veeru lõikekohta. Niisu-
guste suurustega kohtusime korduvalt juba V peatükis: aritmeetiline ruut,
tavalised ja üldistatud aritmeetilised kolmnurgad olid just selliste tabelite
kujul.

Seejuures esinesid kõigis V peatükis uuritud näidetes tabeli elementide
vahel sõltuvused. Need võimaldasid arvutada tabeli n-nda rea elemente eel-
mise rea elementide mõnikord ka n-nda rea mõne esimese elemendi kaudu.
Seepärast, kui oli antud tabeli esimene rida ja teiste ridade esimesed elemen-
did, siis sai kõik ülejäänud read üksteise järel välja arvutada. Sellised tabelid
meenutavad rekurrentseid jadasid ja edaspidi nimetamegi neid rekurrentse-

teks.
Aritmeetilise ruudu korral oli rekurrentsel seosel kuju

F (n, k) = F (n − 1, k) + F (n, k − 1), (12)

ääretingimused anti aga ette nii: F (n, 0) = 1, F (0, k) = 0, kui k > 0 (tu-
letame meelde, et aritmeetilise ruudu puhul ei räägita mitte esimesest, vaid
nullindast reast või veerust).

Aritmeetilise viisnurga ja kuusnurga jaoks on rekurrentne seos samuti
kujuga (12). Need tabelid tekkisid ju siis, kui arvutasime, mitmel viisil võib
vanker jõuda mingi väljani, kui ta liigub kahe ristuva kiire ja ühe või kahe
peadiagonaaliga paralleelse sirge abil piiratud malelaual. Kuid vanker võib
jõuda väljale (n, k) kas väljalt (n − 1, k) või väljalt (n, k − 1). Millised ka
poleks liikumise kitsendused, seos (12) kehtib alati. Kitsendused viivad aga
selleni, et tabeli mõned elemendid peavad kindlasti võrduma nulliga. Arit-
meetilisel viisnurgal on sellisteks elementideks need, mis paiknevad kõrgemal
peadiagonaaliga paralleelsest sirgest, aritmeetilisel kuusnurgal aga elemen-
did väljaspool piirkonda, mille eraldavad kaks peadiagonaaliga paralleelset
sirget.
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Teissuguse kujuga on rekurrentne seos aritmeetilise ja m-aritmeetilise
kolmnurga jaoks. m-aritmeetilise kolmnurga puhul

F (n, k) = F (n−1, k−m+1)+F (n−1, k−m+2)+ . . .+F (n−1, k). (13)

Seejuures F (0, 0) = 1 ja F (0, k) = 0, kui k > 0.

Kojaülema-probleemi teine lahendus

Veel ühe näitena rekurrentsete tabelite kasutamise kohta toome kojaü-
lema probleemi (vt. lk. 157) teise lahenduse. Nagu lugeja mäletab, oli jutt
sellest, mitmel viisil võib 2n rüütlit ümmarguse laua taha nii istuma panna,
et vaenlased ei istuks kuskil kõrvuti (2n rüütli seas oli n paari vaenlasi).

Tähistame F (m, n) abil nende paigutamisviiside arvu, mille puhul para-
jasti m paari vaenlasi kõrvuti istub. Tuletame nüüd rekurrentse valemi, mis
avaldab F (m, n + 1) arvude F (k, n) kaudu, kus k = m − 1, m, m + 1, m + 2.

Eeldame, et algul oli lauas n paari rüütleid, siis aga tuli ja istus lauda
(n + 1)-ne paar. Arvutame, mitmel juhul satub nüüd laua taha m paari
vaenulikke naabreid. Selline olukord võib tekkida järgmiselt.

a) Lauas oli kõrvuti m − 1 paari vaenlasi. See võis aset leida F (m − 1, n)
viisil. Et lauas oleks nüüd m paari vaenujalal naabreid, peab uus paar
istuma kõrvuti, lahutamata ühtki olemasolevat vaenulike naabrite paa-
ri. Kuid 2n rüütli vahel on 2n vahekohta ja m−1 vahesse istuda ei tohi.
Juurdetulnud rüütlitele jääb istumiseks 2n−m+1 kohta. Et igasse va-
hekohta võib istuda kahel viisil (tulnukad võivad kohad vahetada), siis
saame kokku

2(2n − m + 1)F (m − 1, n) (14)

paigutamisviisi.

b) Lauas oli m paari kõrvuti istuvaid vaenlasi. Sel juhul võivad uustulnu-
kad valida ühe kahest: kas istuda eraldi, lahutamata ühtki vaenulike
naabrite paari, või istuda kõrvuti kahe vaenuliku naabri vahele. On
kerge arvutada, et esimese otsuse võib ellu viia (2n − m)·(2n − m − 1)
viisil ja teise 2m viisil, seega kokku (2n − m)2

− 2n + 3m viisil. Et n

paari rüütleid võib F (m, n) viisil istuda nii, et kõrvuti oleks m paari
vaenlasi, siis saame kokku

[(2n − m)2
− 2n + 3m]F (m, n) (15)

paigutamisviisi.
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Kuid funktsiooni

1

(1 − x)2(1 + x)2

võib astmereaks arendada ka teisiti. Nimelt

1

(1 − x)2(1 + x)2
=

1

(1 − x2)2
.

Arendise murru
1

(1 − x2)2
jaoks saame arendisest (??), kui asendada selles x

suurusega x2:

1

(1 − x2)2
= 1 + 2x2 + 3x4 + . . . + (n + 1)x2n + . . . (16)

Me teame, et ühelgi funktsioonil ei saa olla kahte erinevat arendist astme-
reaks. Seepärast peab x2n kordaja avaldises (??) võrduma x2n kordajaga aren-
dises (16). Siit tuleneb järgmine samasus.

1(2n + 1) − 2 · 2n + 3(2n − 1) − . . . + (2n + 1) · 1 = n + 1.

Genereerivad funktsioonid

Nüüd võime siirduda selle peatüki põhiteema, genereeriva funktsiooni
mõiste juurde. Olgu antud mingi arvujada a0, a1, . . . , an, . . .. Moodustame
astmerea

a0 + a1x + . . . + anxn + . . .

Kui see rida koondub mingis piirkonnas funktsiooniks f(x), siis nimetatakse
seda funktsiooni arvujada a0, a1, . . . , an, . . . genereerivaks funktsiooniks. Näi-
teks valemist

1

1 − x
= 1 + x + . . . + xn + . . .

järeldub, et jada 1, 1, . . . , 1, . . . genereerivaks funktsiooniks on
1

1 − x
. Va-

lem (??) näitab, et jada 1, 2, 3, 4, . . . , n, . . . genereerivaks funktsiooniks on
1

(1 − x)2
.

Meid huvitavad genereerivad funktsioonid selliste jadade jaoks, mis nii või
teisiti on seotud kombinatoorikaülesannetega. Genereerivate funktsioonide
abil õnnestub tõestada nende jadade väga mitmekesiseid omadusi. Peale selle
uurime, kuidas on genereerivad funktsioonid seotud rekurrentsete võrrandite
lahendamisega.
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Newtoni binoomvalem

Leiame nüüd genereeriva funktsiooni lõpliku arvude jada C0

n, C1

n, . . . , Cn
n

jaoks (täpsemalt, jada C0

n, C1

n, . . . , Cn
n , 0, . . . jaoks).

Elementaaralgebrast on teada, et

(a + x)2 = a2 + 2ax + x2

ja

(a + x)3 = a3 + 3a2x + 3ax2 + x3.

Need võrdused on erijuhud üldisemast valemist, mis annab astme (a + x)n

arendise. Kirjutame (a + x)n kujul

(a + x)n = (a + x)(a + x)...(a + x)
︸ ︷︷ ︸

n korda

. (17)

Avame selle võrduse paremal poolel sulud, kusjuures kirjutame kõik tegurid
sellises järjekorras, nagu nad meil ette tulevad. Näiteks (a + x)2 kirjutame
kujul

(a + x)2 = (a + x)(a + x) = aa + ax + xa + xx (18)

ja (a + x)3 kujul

(a + x)3 = (a + x)(a + x)(a + x) = aaa + aax + axa+

+ axx + xaa + xax + xxa + xxx. (19)

Näeme, et valemis (18) sisalduvad kõik kahekaupa ja valemis (??) kõik
kolmekaupa kordumistega variatsioonid tähtedest x ja a. Sama kehtib ka
üldjuhul: pärast sulgude avamist valemis (17) saame kõikvõimalikud n-kaupa

kordumistega variatsioonid tähtedest x ja a.

Võtame nüüd sarnased liikmed kokku. Sarnasteks on liikmed, mis sisal-
davad ühesugusel arvul x-tähti (siis on neis ka sama arv a-tähti). Leiame,
mitmes liikmes on k x-tähte ja järelikult (n − k) a-tähte. Need liikmed on
kordumistega permutatsioonid k x-tähest ja (n − k) a-tähest. Seepärast on
neid (II peatüki valemi (??) järgi)

P (k, n − k) = Ck
n =

n!

k!(n − k)!
.

Siit järeldub, et pärast samaste liikmete kokkuvõtmist tuleb liige xkan−k

kordajaga Ck
n =

n!

k!(n − k)!
. Seega oleme näidanud, et

(a + x)n = Cn
0 an + Cn

1 an−1x + . . . + Ck
nan−kxk + . . . + Cn

nxn. (20)
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Võrdust (20) nimetatakse Newtoni binoomvalemiks. Kui võtta selles võr-
duses a = 1, siis saame

(1 + x)n = Cn
0 + Cn

1 x + . . . + Ck
nxk + . . . + Cn

nxn. (21)

Näeme, et funktsioon (1+x)n on arvude Ck
n, k = 0, 1, . . . , n genereeriv funkt-

sioon.
Selle genereeriva funktsiooni abil saab võrdlemisi lihtsalt tõestada arvude

Ck
n paljud omadused, mis saadi eespool üsna teravmeelsete arutluste abil.

Tõestame algul, et

Ck
n+1 = Ck

n + Ck−1

n . (22)

Selleks piisab võrduse (21) mõlema poole korrutamisest teguriga 1+x. Saame

(1 + x)n+1 = (Cn
0 + Cn

1 x + . . . + Ck
nxk + . . . + Cn

nxn) · (1 + x).

Võrduse vasakul poolel seisvat avaldist arendame edasi Newtoni binoomva-
lemi järgi. Valemis peab ainult n asendama arvuga n + 1. Seepärast tuleb xk

kordajaks Ck
n+1. Paremal poolel tekib pärast sulgude avamist astet xk sisal-

dav liige kahel korral: Ck
nxk korrutamisel arvuga 1 ja Ck−1

n xk−1 korrutamisel
suurusega x. Seepärast on xk kordaja paremal poolel Ck

n + Ck−1

n . Kuid vasa-
kul ja paremal peab seisma seesama polünoom. Seepärast peavad xk kordajad
vasakul ja paremal poolel olema ühesugused. See tõestabki, et

Ck
n+1 = Ck

n + Ck−1

n .

Me tõestasime selle võrduse leheküljel 48. Kuid seal vajasime kombina-
toorseid arutlusi. Leheküljel 48 näidati samuti võrdlemisi keerukalt, et

2n = Cn
0 + Cn

1 + . . . + Ck
n + . . . + Cn

n . (23)

Valemi (21) abil saame tõestuse otsekohe: piisab kui võtta x = 1. Kui aga
võtta selles valemis x = −1, siis saame

0 = C0

n − C1

n + C2

n − C3

n + ... + (−1)kCk
n + ... + (−1)nCn

n .

Teiste sõnadega, binoomkordajate Ck
n summa üle k paarisarvuliste väärtuste

ja summa üle k paarituarvuliste väärtuste on võrdsed:

C0

n + C2

n + C4

n + . . . + C2

nm + . . . = C1

n + C3

n + . . . + C2m+1

n + . . . (24)

Mõlemad summad on lõplikud ning katkevad, kui 2m (vastavalt 2m+1) saab
suuremaks kui n.
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Huvitava tulemuse saame, kui võtame võrduses (21) x = i, n = 4m.
Lihtne arvutus näitab, et (1 + i)4 = −4. Seepärast (1 + i)4m = (−4)m. Seega
saame võrduse

(−4)m = C0

4m + C1

4mi + C2

4mi2 + C3

4mi3 + C4

4mi4 + . . . + C4m
4m i4m =

= C0

4m + C1

4mi − C2

4m − C3

4mi + C4

4m + . . . + C4m
4m .

Eraldades selles võrduses imaginaar- ja reaalarosa, jõuame samasusteni

C4m
4m − C3m

4m + C5m
4m − . . . − C4m−1

4m = 0, (25)

C0

4m − C2m
4m + C4m

4m + . . . + C4m
4m = (−4)m. (26)

Uurige ise, missugused samasused tekivad, kui võtta n = 4m + 1, 4m + 2,
4m + 3. Genereeriva funktsiooni abil on kerge tõestada ka võrdust

Cs
n+m = C0

nCs
m + C1

nCs−1

m + . . . + Ck
nCs−k

m + . . . + Cn
nCs−n

m . (27)

(s − k < 0 puhul on siin võetud Cs−k
m = 0; seepärast muutub k tegelikult

nullist kuni vähimani arvudest m, n).
Tõestuseks tuleb võtta arendised

(1 + x)n = C0

n + C1

nx + . . . + Ck
nxk + . . . + Cn

nxn

ja

(1 + x)m = C0

m + C1

mx + . . . + Cs
mxs + . . . + Cm

mxm

ning nende vasakud ja paremad pooled läbi korrutada. Saame

(1 + x)n+m = [C0

n + C1

nx + . . . + Ck
nxk + . . . + Cn

nxn] · (28)

· [C0

m + C1

mx + . . . + Cs
mxs + . . . + Cm

mxm]. (29)

Nüüd rakendame võrduste vasakule poolele Newtoni binoomvalemit (asenda-
ja n + m korral), paremal poolel aga avame sulud. Kui võrrelda xs kordajaid
võrduses vasakuse ja paremal poolel, saame just võrdus (27). Selle võrduse
erijuht on

Cn
2n = (C0

n)2 + (C1

n)2 + . . . + (Cn
n)2 (27′)

(meenutame, et Ck
n = Cn−k

n ).
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Polünoomvalem

Newtoni valemit kasutades võib arendada ka keerukamaid avaldisi, näi-
teks selliseid nagu (x + y + z)4. Nimelt,

(x + y + z)4 = [(x + y) + z]4 =

= (x + y)4 + C1

4(x + y)3z + C2

4(x + y)2z2 + C3

4(x + y)z3+

+ C4

4z4.

Arendame nüüd (x + y)4, (x + y)3 ja (x + y)2 uuesti Newtoni binoomvalemi
järgi. Saame

(x + y + z)4 = x4 + y4 + z4 + 4x3y + 4x3z + 4xy3 + 4y3z+

+ 4xz3 + 4yz3 + 6x2y2 + 6x2z2 + 6y2z2 + 12x2yz+

+ 12xy2z + 12xyz2. (30)

Kuid selline arendamisviis on liiga keeruline ja raske on kohe vastata küsi-
musele, millise kordajaga esineb (x + y + z)9 arendises liige x2y2z3. Seepärast
oleks soovitav tuletada valem, mis annaks otsekohe avaldise

(x1 + x2 + · · · + xm)n (31)

arendise. Selle valemi kuju pole raske ära arvata. Newtoni binoomvalemit
tõestades nägime, et liige xkan−k on avaldise (a + x)n arendises kordajaga
P (k, n − k). Võib oletada, et liikme xk1

1 xk2

2 . . . xkm

m kordajaks avaldise (x1 +
x2 + . . . + xm)n arendises tuleb P (k1, k2, . . . , km). Tõestame nüüd, et see ongi
nii.

Tõepoolest, kirjutame avaldise (x1+x2+. . .+xm)n n teguri korrutisena ja
avame sulud, kirjutades kõik tegurid välja sellises järjekorras, nagu nad ette
tulevad. On selge, et seejuures saame kõikvõimalikud n-kaupa kordumistega
variatsioonid tähtedest x1, x2, . . . , xm. Kuid mõned nendest variatsioonidest
on samaste liikmetega. See on nii, kui iga täht sisaldub ühes variatsioonis
sama arv kordi kui teises. Seetõttu tuleb liikme xk1

1 xk2

2 . . . xkm

m kordaja leid-
miseks arvutada, kui mitmes kordumistega variatsioonis on k1 x1-tähte, k2

x2-tähte, . . ., km xm-tähte. On selge, et iga selline variatsioon on kordumistega
permutatsioon k1 x1-tähest, k2 x2-tähest, . . ., km xm-tähest. Selliste permu-
tatsioonide arvu oleme tähistanud P (k1, k2, . . . , km) abil. Nüüdis on liikme
xk1

1 xk2

2 . . . xkm

m kordajaks avaldise (31) arendises tõepoolest P (k1, k2, . . . , km)
(kus muidugi k1 + k2 + . . . + km = n, sest arendise igasse liikmesse kuulub ju
üks element igast sulust, korrutatavaid sulgusid on aga n).

Tõestatud valemi võib üles kirjutada nii:

(x1 + x2 + . . . + xm)n =
∑

P (k1, k2, . . . , km)xk1

1 xk2

2 . . . xkm

m , (32)
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kus summa on võetud üle arvu n kõikvõimalike lahutuste k1 + k2 + . . . + km

m mittenegatiivseks täisarvuliseks liidetavaks. Tuletame meelde, et

P (k1, k2, . . . , km) =
(k1 + k2 + . . . + km)!

k1!k2! . . . km!
. (33)

On selge, et kui arvud s1, s2, . . . , sm saadakse arvude k1, . . . , km ümber-
paigutamise teel, siis P (s1, . . . , sm) = P (k1, k2, . . . , km). Seepärast on näiteks
arendises (30) liikmete x2yz ja xyz2 kordajad ühesugused. Niisugune tähe-
lepanek hõlbustab arendise (31) liikmete väljakirjutamist. Piisab, kui leida
kordajad selliste liidetavateks lahutuste jaoks, kus k1 ⩾ k2 ⩾ . . . ⩾ km, ja
hiljem astendajad arendi liikmetes kõikvõimalikel viisidel ümber paigutada.

Arvutame näiteks (x+y +z)5. Kui liidetavate järjekorda ei arvestata, siis
võib arvu 5 lahutada kolmeks liidetavaks viisil

5 = 5+0+0, 5 = 4+1+0, 5 = 3+2+0; 5 = 3+1+1, 5 = 2+2+1.

Kuid P (5, 0, 0) = 1, P (4, 1, 0) = 5, P (3, 2, 0) = 10, P (3, 1, 1) = 20,
P (2, 2, 1) = 30. Seepärast

(x + y + z)5 = x5 + y5 + z5 + 5x4y + 5xy4 + 5x4z + 5xz4 + 5y4z + 5yz4

+ 10x3y2 + 10x2y3 + 10x3z2 + 10x2z3 + 10y3z2+

+ 10y2z3 + 20x3yz + 20xy3z + 20xyz3 + 30x2y2z+

+ 30x2yz2 + 30xy2z2.

Valem (32) võimaldab kergesti tõestada arvude P (k1, k2, . . . , km) mõ-
ningaid omadusi. Näiteks kui võtta selles valemis x1 = x2 = . . . = xm = 1,
siis saame

mn =
∑

P (k1, . . . , km). (34)

Siin on summa võetud üle arvu n kõigi lahutuste m mittenegatiivse täisarvu-
lise liidetava summaks: n = k1 +k2 + . . .+km, kus arvestatakse ka liidetavate
järjekorda.

Edasi, kui korrutada võrduse (32) mõlemad pooled teguriga x1 + x2 +
. . . + xm, rakendada vasakule poolele valemit (32) ja avada paremal poolel
sulud, siis saame suuruste P (k1, . . . , km) jaoks järgmise rekurrentse seose:

P (k1, k2, . . . , km) = P (k1 − 1, k2, . . . , km) + P (k1, k2 − 1, . . . , km) + . . .

. . . + P (k1, k2, . . . , km − 1).

Kui aga läbi korrutada arendiste

(x1 + x2 + . . . + xm)n =
∑

P (k1, k2, . . . , km)xk1

1 xk2

2 . . . xkm

m
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ja

(x1 + x2 + . . . + xm)s =
∑

P (l1, l2, . . . , lm)xl1
1 xl2

2 . . . xlm
m

mõlemad pooled ja võrrelda liikme xr1

1 xr2

2 . . . xrm

m kordajaid tekkinud avaldis-
tes, siis saame samasuse

P (r1, r2, . . . , rm) =
∑

kp+lp=rp

P (k1, k2, . . . , km)P (l1, l2, . . . , lm). (35)

Paremal poolel on summa võetud üle selliste mittenegatiivsete täisarvude
k1, k2, . . . , km; l1, l2, . . . , lm, et k1 + k2 + . . . + km = n, l1 + l2 + . . . + lm = s

ja k1 + l1 = r1, k2 + l2 = r2, . . . , km + lm = rm. Jätame täpsemad arvutused
lugeja hooleks.

Loomulikult oleksime valemid (34). . . (35) võinud saada ka genereerivat
funktsiooni (32) kasutamata. Kuid sel juhul oleks tulnud arutleda nii nagu le-
heküljel 130, kuid mitte tasandi, vaid n-mõõtmelise ruumi kohta. Genereeriva
funktsiooni kasutamine võimaldab aga saada need samasused automatselt,
lihtsate algebraliste teisenduste abil.

Newtoni rida

Me nimetasime valemi avaldise (a + x)n jaoks Newtoni binoomvalemiks,
nagu seda tavaliselt koolis tehakse. See nimetus on matemaatika ajaloo sei-
sukohalt ebaõige. Valemit astme (a + x)n jaoks tundsid hästi Kesk-Aasia
matemaatikud, nagu Omar Hajjam jt. Lääne-Euroopas teadis Blaise Pascal
seda valemit ammu enne Newtonit. Newtoni teene oli selles, et tal õnnestus
üldistada see valem juhule, kus astendajad ei tarvitse olla täisarvud. Ta näi-
tas nimelt, et kui a on positiivne arv ja |x| < a, siis kehtib iga reaalarvu α

korral võrdus

(x + a)α = aα + αaα−1x +
α(α − 1)

1 · 2
aα−2x2 + . . .

. . . +
α(α − 1) · · · (α − k + 1)

1 · 2 · · · k
aα−kxk + . . . (36)

Ainult nüüd ei teki mitte lõplik arv liidetavaid, vaid lõpmatu rida. Juhul kui
n on naturaalarv, muutub suluavaldis (n − n) nulliks. Kuid see suluavaldis
kuulub kõigi liikmete kordajatesse alates liikmest n + 2, seetõttu on aren-
dise kõik need liikmed nullid ja rida (36) muutub naturaalarvulise n puhul
lõplikuks summaks.

Me ei hakka valemit (36) tõestama kõigi α väärtuste jaoks, vaid vaatleme
juhtu, kus α on negatiivne täisarv, α = −n. Sel korral on tõestataval valemil
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järgmine kuju:

(x + a)−n = a−n − na−n−1x +
n(n + 1)

1 · 2
a−n−2x2

− n(n + 1)(n + 2)

1 · 2 · 3
a−n−3x3 + . . .

· · · + (−1)k n(n + 1) · · · (n + k − 1)

1 · 2 · · · k
a−n−kxk + . . . (37)

Teisiti võib võrdust kirjutada nii:

(

1 +
x

a

)
−n

= 1 − C1

n

(
x

a

)

+ C2

n+1

(
x

a

)2

−

− C3

n+3

(
x

a

)3

+ . . . + (−1)k
Ck

n+k−1

(
x

a

)k

+ . . . (44′)

(sest Ck
n+k−1 =

n (n + 1) . . . (n + k − 1)

1 · 2 . . . k
).

Meil on mugavam asendada
x

a
arvuga −t ja tõestada alemi (44′) asemel

järgmine võrdus:

(1 − t)−n = 1 + C1

nt + C2

n+1t
2 + . . . + Ck

n+k−1t
k + . . . (38)

Tõestame võrduse induktsiooniga n järgi. n = 1 korral saame Ck
n+k−1 = Ck

k =
1 ja tõestatav valem omandab kuju

1

1 − t
= 1 + t + t2 + . . . + tk + . . . (39)

Kuid see on tuntud valem lõpmatu kahaneva geomeetrilise progressiooni sum-

ma jaoks (tuletame meelde, et |t| = |x
a

| < 1)

Oletame nüüd, et võrdus (38) on juba tõestatud ja näitame, et sellest
järeldub võrdus

(1 − t)−n−1 = 1 + C1

n+1t + C2

n+1t
2 + . . . + Ck

n+ktk + . . . (40)

Selleks korrutame tõestatava võrduse (40) mõlemad pooled vahega 1 − t.
(Saab nimelt näidata, et kui kaks astmerida annavad korrutamisel ühe ja
sama nullist erineva avaldisega võrdse tulemuse, siis peavad nad ka ise olema
võrdsed.) Kuid pärast võrduse (40) korrutamist avaldisega 1−t saame vasakul

(1 − t)n
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ja paremal

[1 + C1

n+1t + C2

n+2t
2 + . . . + Ck−1

n+k−1t
k−1 + Ck

n+ktk + . . .](1 − t).

Avame teises avaldises sulud ja võtame sarnased liikmed kokku. Astet tk si-
saldav liige tekib kahel korral: kui Ck

n+ktk korrutatakse 1-ga ja kui Ck−1

n+k−1t
k−1

korrutatakse liikmega −t. Seetõttu tuleb tk kordaja teises avaldises

Ck
n+k − Ck−1

n+k−1 = Ck
n+k−1

(vt. valemit (11) leheküljel 48).
Kuid eelduse järgi võrdub astme tk kordaja avaldise (1 − t)−n arendises

just arvuga Ck
n+k−1. Et me saime pärast vahega 1 − t korrutamist võrdsed

avaldised, siis kehtib ka tõestatav võrdus (38).
Kui lugeja ei soovi tõestatavalt võrduselt juba tuntud seostele minna, vaid

eelistab vastupidist teed, siis tuleb võrduse (38) mõlemad pooled korrutada seose
(39) vastavate pooltega. Saame

(1 − t)−n−1 = (1 + C
1
nt + C

2
n+1t

2 + . . . + C
k
n+k−1t

k + . . .)(1 + t+

+ t
2 + . . . + t

k + . . .)

Nüüd aga tuleb avada sulud ja kasutada samasust

C
0
n−1 + C

1
n + C

2
n+1 + . . . + C

k
n+k−1 = C

k
n+k

(vt. lk. 49). Tulemusena jõuame tõestatava seoseni (40)

Niisiis on võrdus (38) tõestatud. Tuletame veel kord meelde, et see kehtib
vaid |t| < 1 puhul. Kui ettevaatamatu lugeja proovib võrduse mõlemal poolel
võtta t = −1 ja tuletab selle põhjal «tähelepanuväärse» valemi

1

2n
= 1 − C1

n + C2

n+1 + C3

n+2 + . . . + (−1)kCk
n+k−1 + . . . , (41)

siis teeb ta tõsise vea: paremal poolel on ju täisarvude summa, mis ei saa

kuidagi anda murdu
1

2n
.

XVIII sajandil, kui lõpmatute ridade teooriat polnud veel üksikasjaliselt
uuritud, tegid selliseid vigu ka tuntud matemaatikud. Oli vaja aastakümneid
kestvaid pingelisi uurimisi, et täpselt mõista, mis on lõpmatu rea summa,
millal see on olemas ja millal mitte. Tuleb öelda, et XIX sajandi lõpul ül-
distati lõpmatu rea summa mõistettunduvalt ning leidub selliseid rea summa
definitsioone, mille puhul valem (41) kehtib. Kuid need küsimused ulatuvad
meie raamatu piiridest välja.

Võrdleme tõestatud arendist

(1 + t)−n = 1 − C1

nt + C2

n+1t
2 − . . . + (−1)kCk

n+k−1t
k + . . . (42)
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valemiga

(1 + t)n = 1 + C1

nt + C2

nt2 + . . . + Ck
ntk + . . . + tn. (43)

Me jõuame uuesti järeldusele, et sümbolite Ck
n üldistamisel n negatiivsetele

väärtustele tuleb defineerida

Ck
−n = (−1)kCk

n+k−1

(vt. lk. 120). Suuruse k negatiivsete väärtuste korral aga Ck
n = 0, sest aren-

dised (42) ja (43) ei sisalda t negatiivsete astmetega liikmeid. Samadest kaa-
lutlustest saame, et Ck

n = 0, kui 0 ⩽ n < k.

Ruutjuurte leidmine

Oleme tõestanud Newtoni valemi kõigi täisarvuliste astendajate puhul.
Kuid nagu juba öeldud, kehtib see valem ka murruliste (ja isegi irratsio-
naalsete) astendajate korral. Me ei hakka valemit nende astendajate jaoks

tõestama ning kirjutame välja vaid arendised n =
1

2
ja n = −1

2
puhul.

n =
1

2
korral omandab Newtoni valem kuju

(1 + x)
1

2 = 1 +
1

2
x +

1

2
(1

2
− 1)

1 · 2
x2 +

1

2
(1

2
− 1)(1

2
− 2)

1 · 2 · 3
x3 + . . . +

. . . +
1

2
(1

2
− 1) . . . (1

2
− k + 1)

1 · 2 . . . k
xk + . . . (44)

Seda avaldist teisendades saame

(1 − x)
1

2 = 1 +
1

2
x − 1

2 · 4
x2 +

1 · 3

2 · 4 · 6
x3 − . . . +

. . . + (−1)k−1
1 · 3 · · · (2k − 3)

2 · 4 · · · 2k
xk + . . .

Täpselt samuti tuletame n = −1

2
korral, et

(1 + x)
1

2 = 1
1

2
x +

1 · 3

2 · 4
x2 − . . . + (−1)k 1 · 3 · · · (2k − 1)

2 · 4 · · · 2k
xk + . . . (45)

Saadud valemid võib teisiti kirja panna. Selleks paneme tähele, et

1 · 3 · · · (2k − 1)

2 · 4 · · · 2k
=

(2k)!

22k(k!)2
=

1

22k
Ck

2k.
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Seepärast

(1 + x)−
1

2 = 1 − 1

22
C1

2x +
1

24
C2

4x2 − . . . +
(−1)k

22k
Ck

2kxk + . . . (46)

Täpselt samuti saame

(1 + x)
1

2 = 1 +
1

2
x − 1

2 · 23
C1

2x2 +
1

3 · 25
C2

4x3 − . . . +

. . . +
(−1)k−1

k · 22k−1
· Ck−1

2k−2x
k + . . . (47)

Leitud avaldised koonduvad piirkonnas |x| < 1. Nende abil saab mistahes
täpsusega ruutjuuri arvutada. Näiteks

√
30 =

√
25 + 5 = 5

√
1 + 0,2 = 5(1 + 0,2)

1

2 =

= 5
[

1 +
1

2
· 0,2 − 1

2 · 4
· 0,22 +

1 · 3

2 · 4 · 6
· 0,23 − . . .

]

=

= 5,4775 . . .

Kuid meid ei huvita mitte nimetatud valemite rakendused ruutjuurte leid-
misel, vaid saadud arendistest tulenevad seosed binoomkordajate vahel. Et
neid seoseid saada, tõstame valemi (46) mõlemad pooled ruutu. Astmete
korrutamise reegli järgi saame, et xk kordaja paremal poolel on

(−1)k

22k

[

Ck
2k + C1

2Ck−1

2k−2 + C2

4Ck−2

2k−4 + . . . + Ck
2k

]

.

Võrduse vasakul poolel saame

[

(1 + x)−
1

2

]2

=
1

1 + x
.

Kuid me teame, et

1

1 + x
= 1 − x + x2 − . . . + (−1)kxk + . . .

Võrreldes xk kordajaid võrduse mõlemal poolel, jõuame samasuseni

Ck
2k + C1

2Ck−1

2k−2 + C2

4Ck−2

2k−4 + . . . + Ck
2k = 22k. (48)

Analoogiliste arutluste rakendamine valemi (47) puhul annab samasuse

Ck−2

2k−4

1 · (k − 1)
+

C1
2Ck−3

2k−6

2 · (k − 2)
+

C2
4Ck−4

2k−8

3 · (k − 3)
+ . . . +

C2k − 4k − 2

(k − 1) · 1
=

Ck−1

2k−2

k
, (49)
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mis kehtib k ⩾ 2 puhul.
Edasi saame arendisi (46) ja (47) liikmeti korrutades:

1 =
[

1 +
1

2
x − 1

2 · 23
C1

2x2 +
1

3 · 25
C2

4x3 − . . . +
(−1)k−1

k · 22k−1
Ck−1

2k−2x
k + . . .

]

·

·
[

1 − 1

22
C1

2x +
1

24
C2

4x2 + . . .
(−1)k

22k
Ck

2kxk + . . .

]

. (50)

Avame selle võrduse parempoolses osas sulud. Saame astmerea, kusjuures
valemist (50) järeldub, et selle rea kõik kordajad (peale vabaliikme) on nullid.
Siit saame samasuse

Ck−1

2k−2 +
1

2
Ck−2

2k−4 +
1

3
Ck−3

2k−6 + . . . +
1

k
Ck−1

2k−2 =
1

2
Ck

2k, (51)

mis on kehtiv k ⩾ 1 puhul.
Paneme lõpuks tähele, et

(1 + x)
1

2 (1 + x)−1 = (1 + x)−
1

2 .

Siit järeldub, et

(

1 +
1

2
x − 1

2 · 23
C1

2x2 + . . . . . . +
(−1)k−1

k · 22k−1
Ck−1

2k−2x
k + . . .

)

· (1 − x + x2 − x3 + . . . . . . + (−1)kxk + . . .) (52)

= 1 − 1

22
C1

2x +
1

24
C2

4x2 − . . . . . . +
(−1)k

22k
Ck

2kxk + . . .

Avades võrduse mõlemal poolel sulud ja võrreldes kummagi poole kordajaid,
jõuame samasuseni

1 − 1

2 · 22
C1

2 − 1

3 · 24
C2

4 − . . . − 1

k · 22k−2
Ck−1

2k−2 =
1

22k−1
Ck

2k. (53)

Genereerivad funktsioonid ja rekurrentsed seosed

Märkisime juba, et genereerivate funktsioonide teooria on tihedalt seo-
tud rekurrentsete seostega. Pöördume uuesti tagasi polünoomide jagamise
juurde. Olgu

f(x) = a0 + a1x + . . . + anxn

ja

φ(x) = b0 + b1x + . . . + bmxm
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kaks polünoomi, kusjuures b0 ̸= 0. Peale selle eeldame veel, et n < m, s.o.

murd
f(x)

φ(x)
on lihtmurd (vastasel juhul võime alati eraldada tema täisosa).

Me teame, et kui

f(x)

φ(x)
= c0 + c1x + . . . + ckxk + . . . , (54)

siis

a0 +a1x+ . . .+anxn = (b0 + b1x+ . . .+ bmxm)(c0 + c1x+ . . .+ ckxk + . . .).

Avame selle võrduse parempoolses osas sulud ja võrredleme ühesuguste ast-
mete kordajaid vasakul ja paremal. Algul saame m seost:

b0c0 = a0,

b0c1 + b1c0 = a1,

b0c2 + b1c1 + b2c0 = a2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

b0cm−1 + b1cm−2 + . . . + bm−1c0 = am−1. (55)

(kui n < m − 1, siis loeme, et an+1 = . . . = am−1 = 0).
Edasi on aga kõigil seostel üks ja sama kuju:

b0cm+k + b1cm+k−1 + . . . + bmck = 0, k = 0, 1, . . . (56)

(polünoomil f(x) pole ju liikmeid, mis sisaldaksid xm, xm+1 jne.). Seega ra-
huldavad rea (54) kordajad c0, c1, . . . , ck, . . . rekurrentse seost (56). Selle seose
kordajad sõltuvad ainult murdu nimetajast. Murru lugeja on aga vajalik re-
kurrentse jada esimeste liikmete c0, c1, . . . , cm−1 leidmiseks.

Vastupidi, kui on antud rekurrentne seos (56) ja jada liikmed
c0, c1, . . . , cm−1, siis arvutame algul valemite (55) järgi a0, . . . , am−1 väärtu-
sed. Siis on aga jada c0, c1, . . . , ck, . . . genereerivaks funktsiooniks murd

f(x)

φ(x)
=

a0 + a1x + . . . + am−1x
m−1

b0 + b1x + . . . + bmxm
. (57)

Esimesel pilgul näib, et rekurrentse seose asendamisel genereeriva funkt-
siooniga oleme vähe võitnud. Nagu nii tuleb ju lugeja nimetajaga jagada, see
aga viib sama rekurrentse seoseni (56). Kuid asi on selles, et murruga (57)
saab teha mõningaid algebrailisi teisendusi, mis hõlbustavad ck leidmist.
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Osamurdudeks lahutamine

Näitame nüüd, kuidas on genereeriva funktsiooni algebralise teisendamise
abil võimalik rekurrentseid võrrandeid lahendada. Oletame, et murd (57)
nimetaja on lahutatud esimese astme teguriteks

φ(x) = bm(x − a1)
r · · · (x − ak)s.

Märgime, et selleks tuleb eelnevalt lahendada võrrand b0 + . . .+bmx
m = 0, s.o.

võrrand, mis erineb seose (56) karakteristlikust võrrandist kordajate vastupidises

järjekorras.

Siis võib näidata, et murd (57) on võimalik saada sel teel, kui tuua ühisele
nimetajale järgmised osamurrud:

A11

(x − a1)r
,

A12

(x − a1)r−1
, . . . ,

A1,r−1

x − a1

, . . . ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

, . . . ,
Ak1

(x − ak)s
,

Ak2

(x − ak)s−1
, . . . ,

Ak,s−1

x − ak

.

Teiste sõnadega, peab kehtima valem

a0 + . . . + am−1x
m−1

bm(x − a1)r . . . (x − ak)s
=

A11

(x − a1)r
+ . . . . . . +

A1,r−1

x − a1

+ . . .

. . . +
Ak1

(x − ak)s
+ . . . +

Ak,s−1

x − ak

. (58)

Me ei tea siin vaid kordajaid A11, . . . , Ak,s−1. Nende leidmiseks tuleb võrduse
(58) mõlema pooled korrutada nimetajaga (x−a1)

r . . . (x−ak)s, avada sulud
ja võrrelda kordajaid x ühesuguste astmete ees. Saadud võrrandisüsteemist
leiamegi otsitavad kordajad.

Mõnikord õnnestub ka võrrandisüsteemi lahendamata läbi saada. Olgu
näiteks vaja osamurdudeks lahutada murd

x3 − 2x2 + 6x + 1

x4 − 5x2 + 4
.

Et

x4 − 5x2 + 4 = (x2 − 1)(x2 − 4) = (x − 1)(x + 1)(x − 2)(x + 2),

siis peab selle lahutusel olema kuju

x3 − 2x2 + 6x + 1

(x − 1)(x + 1)(x − 2)(x + 2)
=

A

x − 1
+

B

x + 1
+

C

x − 2
+

D

x + 2
.
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Ühisele nimetajale tuues saame

x3 − 2x2 + 6x + 1 = A(x + 1)(x − 2)(x + 2) +

+ B(x − 1)(x − 2)(x + 2) +

+ C(x − 1)(x + 1)(x + 2) +

+ D(x − 1)(x + 1)(x − 2).

See võrdus peab kehtima kõigi x väärtuste korral. Kuid x = 1 puhul muu-
tuvad paremal poolel kõik liidetavad peale esimese nullideks ja me saame
−6A = 6. Seepärast A = −1. Võttes x = −1, x = 2, x = −2, leiame täpselt

samuti, et B = −4

3
, C =

13

12
, D =

9

4
. Seega

x3 − 2x2 + 6x + 1

x4 − 5x2 + 4
= − 1

x − 1
− 4

3(x + 1)
+

13

12(x − 2)
+

9

4(x + 2)
. (59)

Kuju
A

(x − a)r
omavaid murde saame reaks arendada Newtoni valemi põh-

jal. Näiteks

13

12(x − 2)
= −13

24

(

1 − x

2

)
−1

= −13

24

[

1 +
x

2
+

x2

22
+ . . . +

xn

2n
+ . . .

]

.

Rakendades sellist reaksarendust kõigi murdude puhul võrduses (59), saame

x3 − 2x2 + 6x + 1

x4 − 5x2 + 4
= (1 + x + x2 + . . . + xn + . . .) −

− 4

3
(1 − x + x2 − . . . + (−1)nxn + . . .) −

− 13

24

(

1 +
x

2
+

x2

22
+ . . . +

xn

2n
+ . . .

)

+

+
9

8

(

1 − x

2
+

x2

22
− . . . +

(−1)n

2n
xn + . . .

)

.

Võttes kokku x ühesuguste astmetega liikmed, leiame, et kordaja xn juu-
res avaldub valemiga

cn = 1 − 4

3
(−1)n − 13

24 · 2n
+

9(−1)n

8 · 2n
.

Me teame juba, et algebralise murru astmereaks arendamise ülesanne on
samaväärne teatud rekurrentse võrrandi lahendamisega antud algtingimus-
tel. Seega saab lineaarseid konstantsete kordajatega rekurrentseid võrrandeid
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lahendada, kui lahutada vastavad murrud algul osamurdudeks ja arendada
saadud murrud hiljem astmeridadeks.

Niisiis, kui on antud rekurrentne seos (??) ja c0, . . . , cm−1 väärtused,
siis tuleb algul valemite (??) järgi leida a0, . . . , am−1 väärtused. Need arvud
annavad murru

f(x)

φ(x)
= c0 + c1x + . . . + ckxk + . . .

lugejas seisva polünoomi kordajad. Murru nimetajaks on aga b0 + . . .+bmxm.

Leitud murd
f(x)

φ(x)
tuleb lahutada osamurdudeks ja seejärel arendada iga

osamurd Newtoni valemi järgi astmereaks. xk kordaja selles reas annabki ck

väärtuse.
Lahendame näiteks rekurrentse võrrandi

ck+2 − 5ck+1 + 6ck = 0 (60)

algtingimustel c0 = 1, c1 = −2. Siin b0 = 1, b1 = −5, b2 = 6. Valemist (??)
saame

a0 = b0c0 = 1, a1 = b0c1 + b1c0 = −7.

Seepärast on murru

f(x)

φ(x)
= c0 + c1x + . . . + ckxk + . . .

lugeja 1−7x. Murru nimetaja saame aga kohe seosest (60), see on 1−5x+6x2.
Seega tuleb meil lahendi leidmiseks arendada murd

1 − 7x

1 − 5x + 6x2

astmereaks. Kuid 6x2 − 5x + 1 = 6
(

x − 1

2

)(

x − 1

3

)

ja seepärast

1 − 7x

6x2 − 5x + 1
=

1 − 7x

6
(

x − 1

2

) (

x − 1

3

) =
A

x − 1

2

+
B

x − 1

3

.

Nimetajast vabanedes saame

1 − 7x = 6A

(

x − 1

3

)

+ 6B

(

x − 1

2

)

.
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Võttes x =
1

3
, leiame, et B =

4

3
, ja võttes x =

1

2
, saame A = −5

2
. Järelikult

1 − 7x

6x2 − 5x + 1
=

5

2

x − 1

2

+
4

3

x − 1

3

= − 5

2x − 1
+

4

3x − 1
=

5

1 − 2x
− 4

1 − 3x
=

= 5(1 + 2x + . . . + 2nxn + . . .) − 4(1 + 3x + . . . + 3nxn + . . .).

Seepärast

cn = 5 · 2n − 4 · 3n.

Ühest mittelineaarsest rekurrentsest seosest

Lahendades ülesannet hulga järkjärgulise jaotamise kohta, jõudsime re-
kurrentse võrrandini

Tn = T0Tn−1 + T1Tn−2 + . . . + Tn−1T0, (61)

kus T0 = 1 (vt. lk. 151). Selle võrrandi lahendasime väga kunstlikult: me
taandasime vastava ülesande järjekorraülesandele (vt. lk. 81), mida juba os-
kasime lahendada. Kuid järjekorraülesande lahendus ise oli üsna keeruline.

Näitame nüüd, kuidas võrrandis (61) vahetult lahendada. Selleks koosta-
me genereeriva funktsiooni

f(x) = T0 + T1x + T2x
2 + . . . + Tnxn + . . . (62)

Tähistame

F (x) ≡ xf(x) = T0x + T1x
2 + . . . + Tnxn+1 + . . . (63)

ja tõstame rea F (x) ruutu. Saame

F 2(x) = T 2

0 x2 + (T0T1 + T1T0)x
3 + . . . + (T0Tn−1 + . . . + Tn−1T0)x

n+1 + . . .

Kuid rekurrentse seose (61) järgi

T0Tn−1 + . . . + Tn−1T0 = Tn.

Tähendab,

F 2(x) = T1x
2 + T2x

3 + . . . + Tnxn+1 + . . .

Saadud rida pole midagi muud kui F (x) − T0x, et aga T0 = 1, siis võrdub ta
reaga F (x) − x. Niisiis,

F 2(x) = F (x) − x (64)
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Saime ruutvõrrandi funktsiooni F (x) määramiseks. Seda lahendades
leiame, et

F (x) =
1 −

√
1 − 4x

2
.

Me võtsime juure ees miinusmärgi, sest vastasel juhul saaksime x = 0
korral F (0) = 1, kuid arendisest (63) on näha, et F (0) = 0.

Valemi (??) põhjal saame

√
1 − 4x = (1 − 4x)

1

2 =

= 1 − 2x − 2

2
C1

2x2 − 2

3
C2

4x3 − . . . − 2

n + 1
Cn

2nxn+1 − . . .

Seega,

F (x) =
1

2

[

1 −
(

1 − 2x − . . . − 2

n + 1
Cn

2nxn+1 − . . .

)]

=

= x + C1

2x2 + . . . +
1

n + 1
Cn

2nxn+1 + . . .

(65)

Valemeid (63) ja (65) võrreldes saame, et Tn =
1

n + 1
Cn

2n. See vastab täieli-

kult eespool kombinatoorsel meetodil saadud lahendile (vt. lk. 152).

Genereerivad funktsioonid ja arvude jaotamine

IV peatükis lahendasime mitmesuguseid kominatoorikaülesandeid arvude
jaotamise kohta. Neid on väga lihtne lahendada genereerivate funktsioonide
abil. Tähistame arvu n jaotamisviiside arvu an abil ja moodustame rea

a0 + a1x + . . . + anxn + . . .

Paljudel juhtudel õnnestub koostada selline algebraline avaldis f(x), et pärast
sulgude avamist saame prajasti an korda liidetava xn. Siis kehtib

f(x) = a0 + a1x + . . . + anxn + . . .

jä järelikult on f(x) jada a0, a1, . . . , an, . . . genereeriv funktsioon.
Vaatleme näiteks arvu N jaotamist liidetavateks, millest igaüks võrdub

ühega arvudest n1, . . . , nk. Seejuures ei tohi liidetavad summas korduda,

nende järjekord pole aga oluline.

Ülesande lahendamiseks moodustame avaldise

(1 + xn)(1 + xn2) . . . (1 + xnk). (66)
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Sulgude avamisel saame liidetavad kujuga xm1+...+ms , kus m1, . . . , ms on
mõned arvude n1, . . . , nk seast. Seepärast esineb xN summas niimitu korda,
kui mitmel viisil saab arvu N nõutud tingimustel liidetavateks lahutada.

Kui on näiteks vaja leida, mitmel viisil saab tasuda 78 kopikat, võttes
igas suuruses münte mitte üle ühe, siis tuleb koostada avaldis

(1 + x)(1 + x2)(1 + x3)(1 + x5)(1 + x10)(1 + x15)(1 + x20)(1 + x50), (67)

avada sulud ja leida kordaja x78 ees.
Nüüd aga lahendame genereerivate funktsioonide abil järgmise ülesande.
Mitmel viisil saab 3- ja 5-kopikaliste abil tasuda 29 kopikat?

Selles ülesandes tuleb leida, mitmel viisil saab arvu 29 lahutada liideta-
vateks, mis võrduvad arvudega 3 ja 5, kusjuures liidetavate järjekord pole
tähtis. Teiste sõnadega tuleb meil leida võrrandi 3m + 5n = 29 mittenega-
tiivsete täisarvuliste lahendite arv. Selleks koostame avaldise

f(x) = (1 + x3 + x6 + . . . + x3m + . . .) ·
· (1 + x5 + x10 + . . . + x5n + . . .).

(68)

Muutuja x astendajad omandavad esimeses suluavaldises kõik kolmega jagu-
vad, teises aga kõik viiega jaguvad mittenegatiivsed väärtused. On selge, et
pärast sulgude avamist tuleb aste xN sellise kordajaga, mis võrdub võrrandi
3m + 5n = N lahendite arvuga. Erijuhuna annab astme x29 kordaja meie
ülesande vastuse.

Sulgude avamisel võib toimida nii. Kasutame lõpmatu geomeetrilise prog-
ressiooni summa valemit. Siis saab avaldise (68) kirjutada kujul

f(x) =
1

1 − x3

1

1 − x5
=

1

1 − x3 − x5 + x8
.

Nüüd aga jagame lugeja nimetajaga polünoomide jagamise reegli järgi (ainult
järjestame liikmed mitte astmete kahanemise, vaid kasvamise järjekorras).
Jagamise algus on niisugune:

1

x3 + x5 − x8

x5 + x6 − x11

x6 + x8 + x10 − x11 − x13

x8 + x9 + x10 − x13 − x14

1 − x3 − x5 + x8

1 + x3 + x5 + x6 + x8 + . . .

Jagamist jätkates leiame otsitava kordaja x29 juures.
Üldine ülesanne on siin selline:
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leida mitmel viisil saab arvu N lahutada liidetavateks, mis võrduvad vas-

tavalt arvudega a, b, . . . , m, kusjuures liidetavate järjekorda ei arvestata.

Sel juhul on genereerivaks funktsiooniks

f(x) = (1 + xa + x2a + . . . + xta + . . .) ·
· (1 + xb + x2b + . . . + xsb + . . .) · . . . ·
· (1 + xm + x2m + . . . + xqm + . . .) =

=
1

(1 − xa)(1 − xb) . . . (1 − xm)
.

(69)

Näiteks kümnekopikalise peeneksvahetamise ülesandes (vt. lk. 102) tuleb
koostada genereeriv funktsioon

f(x) =
1

(1 − x)(1 − x2)(1 − x3)(1 − x5)
.

Kui murru nimetajas olevad tegurid läbi korrutame, saame

f(x) =
1

1 − x − x2 + x4 + x7 − x9 − x10 + x11
.

Jagamisel leiame

1 − x − x2 + x4 + x7 − x9 − x10 + x11

1 + x + 2x2 + 3x3 + 4x4 + . . .

1

x + x2 − x4 − x7 + x9 + x10 − x11

2x2 + x3 − x4 − x5 − x7 − x8 + x9 + 2x10 − x12

3x3 − x4 − x5 − x6 − x7 − x8 − x9 + 2x10 + 2x11 + x12 − 2x13

Astme x10 kordaja annabki vastuse.
Siin on harilikul viisil jagada muidugi üsna keeruline. Selle asemel või-

me toimida teisiti. Kirjutame jagamise tulemuse määramata kordajatega rea
kujul

1

1 − x − x2 + x4 + x7 − x9 − x10 + x11
= A0 +A1x+A2x

2 + . . .+Anxn + . . .

Korrutame võrduse mõlemad pooled nimetajaga. Siis osutub xn klordajaks
paremal poolel

An − An−1 − An−2 + An−4 + An−7 − An−9 − An−10 + An−11.
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Vasakul poolel on aga xn kordaja n ⩾ 1 puhul null. Seepärast peavad korda-
jad An tingimuse n ⩾ 1 korral rahuldama rekurrentset seost

An = An−1 + An−2 − An−4 − An−7 + An−9 + An−10 − An−11.

Algtingimused on: An = 0, kui n < 0, ja A0 = 1. Neid tingimusi kasutades on
kerge leida kõik kordajad. Vaatleme näiteks abituriendiprobleemi (vt. lk. 97).
Seal tuli leida, mitmel viisil saab arvu 17 esitada 4 liidetava summana, kus-
juures liidetavad võisid omada väärtusi 3, 4, 5 ja oli oluline nende järjekord.
Selle ülesande korra tuleb genereerivaks funktsiooniks võtta (x3 + x4 + x5)4.
Pärast sulgude avamist avaldises f(x) = (x3 + x4 + x5)4 esineb liidetav xN

ju niimitu korda, kuimitmel viisil saab arvu N lahutada neljaks liidetavaks
suurusega 3, 4 või 5. Seejuures esineb ka liikmeid, mis saadakse üksteisest
astendajas olevate liidetavate ümberpaigutamise teel (näiteks x3x4x5x3 ja
x4x3x3x5).

Sulud võib avaldises x3 + x4 + x5)4 = x12(1 + x + x2)4 avada näiteks
polünoomvalemi järgi. Kuid lihtsam on teine viis. Paneme tähele, et 1 + x +

x2 =
1 − x3

1 − x
. Seepärast võib f(x) kirjutada kujul

f(x) =
x12(1 − x3)4

(1 − x)4
= x12(1 − x3)(1 − x)−4.

Kuid Newtoni binoomvalemi järgi saame

(1 − x3)4 = 1 − 4x3 + 6x6 − 4x9 + x12

ja Newtoni rea valemi järgi

(1 − x3)4 = 1 + 4x + 10x2 + 20x3 + . . . +
4 · 5 · . . . · (n + 3)

1 · 2 · . . . · n
xn + . . .

Seepärast

f(x) = x12(1 − 4x3 + 6x6 − 4x9 + x12) ·
· (1 + 4x + 10x2 + 20x3 + 35x4 + 56x5 + . . .).

Neid arendisi liikmeti korrutades leiame, et kordaja x17 ees on 16. Järelikult
saab arvu 17 lahutada liidetavateks 16 viisil.

Üldiselt, kui on tarvis leida, mitmel viisil saab lahutada arvu N k liideta-
vaks suurustega n1, n2, . . . , ns, kusjuures arvestatakse liidetavate järjekorda,
siis on genereeriv funktsioon

f(x) = (xn1 + xn2 + . . . + xns)k. (70)
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Ülesanne lihtsustub, kui arvud n1, . . . , ns moodustavad aritmeetilise prog-
ressiooni: sel korral moodustavad astmed xn−1, . . . , xns geomeetrilise prog-
ressiooni, mis võimaldab f(x) avaldist lihtsustada.

Leiame näiteks, mitmel viisil võib seitset täringut heites saada 25 silma.
Siin tuleb koostada genereeriv funktsioon

f(x) = (x + x2 + . . . + x6)7. (71)
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tasandil asetsevat. Kui palju saab konstrueerida tasandeid, et igaüks
neist sisaldaks kolme antud punkti?

291. Tasandil on antud punktid A, B ja C. Tõmbame läbi A m sirget, läbi
B n sirget ning läbi C p sirget. Seejuures pole tõmmatud sirgete hulgas
kolme mõnes ülejäänud punktis lõikuvat või kahte paralleelset sirget.
Kui palju on selliseid kolmnurki, mille tippudeks on nende sirgete lõi-
kepunktid, mis erinevad punktidest A, B ja C?

292. Kui palju leidub kolmnurki, mille tippudeks on etteantud kumera n-
nurga tipud ning mille ükski külg ei lange kokku selle n-nurga küljega?

293. Tasandile on tõmmatud n sirget ja igalühel neist on võetud p punkti
nii, et ükski neist pole antud sirgete lõikepunkt ning ei leidu kolme
antud punkti, mis paikneksid etteantult erinevatel sirgetel. Leida nende
kolmnurkade arv, mille tipud on nendes punktides.

294. Tõestada, et kumera n-nurga diagonaalidel on väljaspool hulknurka
1

12
n(n−3)(n−5) lõikepunkti ja hulknurga sees

1

24
n(n−1)(n−2)(n−3)

lõikepunkti (eeldatakse, et ei leidu kahte teineteisega paralleelset ega
kolme hulknurga tipust erinevas punktis lõikuvat diagonaali).

295. Ringjoonel on antud n punkti. Mitu erinevat (mitte tingimata kumerat)
hulknurka saab selle ringjoone sisse joonestada, nii et nende tippudeks
oleksid antud punktid? Aga mitu kumerat?

296. Tasandile on tõmmatud m paralleelset sirget. Peale nende on tasandile
tõmmatud veel n sirget, mis pole paralleelsed ei omavahel ega ka va-
rem tõmmatud sirgetega. Ükski sirgetest ei läbi kahe ülejäänud sirge
lõikepunkti. Mitmeks osaks jaotavad need sirged tasandi?

297. On antud 11 punkti, millest 5 asetsevad ühel ringjoonel. Peale nende
pole antud punktide seas nelja ühel ringjoonel asetsevat punkti. Mitu
ringjoont saab joonestada nii, et igaüks neist sisaldaks vähemalt kolme
antud punktidest?

298. Tasandil on antud 10 paarikaupa lõikuvat sirget, mille seas ei leidu
kolme ühes punktis lõikuvat ega nelja ühte ringjoont puudutavat. Kui
palju saab joonestada selliseid ringjooni, et igaüks neist puudutaks kol-
me mainitud kümnest sirgest?

299. Leida kõigi selliste kumerate k-nurkade arv, mille tippudeks on kume-
ra n-nurga k tippu, kusjuures k-nurga kahe naabertippu vahele peab
jääma vähemalt s n-nurga tippu.
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300. Kaks sirgete peret lõikavad rööpkülikut, ühe pere sirged on paralleelsed
rööpküliku ühe ja teise pere omad teise küljega ning kummaski peres
on r sirget. Mitu rööpkülikut sel viisil tekib?

301. Mitmeks osaks jaotavad kumera n-nurga tema diagonaalid, kui nende
seas ei leidu kolme hulknurga sisepunktis lõikuvat diagonaali?

302. On antud üks kaart, millel on arv 1, kaks kaarti arvuga 2, kolm kaarti
arvuga 3 jne. Tõestada, et kui n on paaritu arv, siis saab nende seast
parajasti

n

12
(n2−1) viisil valida kaks kaarti nii, et viimastele kirjutatud

arvude summa oleks n. Kui n on paarisarv, siis on vastuseks
n

12
(n2−4).

303. On 3n + 1 eset, millest n on ühesugused, ülejäänud aga erinevad. Tões-
tada, et nende hulgast võib n eset valida 22n viisil.

304. On antud arvude jada 1, 2, 3, . . . , 2n. Mitmel viisil saab nendest valida
kolm arvu nii, et nad moodustaksid aritmeetilise progressiooni? Sama
küsimus jada 1, 2, 3, . . . , 2n + 1 korral.

305. Tasandile on joonestatud rida kinnisi kõveraid, millest igaüks lõikab
kõiki ülejäänuid vähemalt kahes punktis. Olgu nr nende punktide arv,
milles lõikuvad r kõverat. Tõestada, et leidub parajasti 1 + n2 + 2n3 +
. . .+rnr+1+. . . sellist kinnist piirkonda, mis on piiratud nende kõverate
kaartega ega sisalda niisuguseid kaari.

306. Tasandil on antud m punkti A ning n punkti B läbivat sirget. Nen-
de sirgete seas pole paralleelseid ega ühtki sellist, mis läbiks korraga
punkte A ja B. Mitmeks osaks need sirged jaotavad tasandi?

307. Kas on võimalik igaüht 77 telefonist ühendada täpselt 15 telefoniga?

308. Leida sellise hulkliikme kordajate summa, mille saame avaldisest
(

7x3 − 13y2 + 5z2
)1964 (

y3 − 8y2 + 6y + z
)2

+
(

2x2 + 18y3 − 21
)1965

pärast sulgude avamist.

309. Kastis on 100 kuulikest. Neist 28 on punased, 20 rohelised, 12 kollased,
20 sinised, 10 valged ja 10 mustad. Mitu kuulikest tuleb minimaalselt
kastist välja võtta, et nende seas kindlasti leiduks 15 ühevärvilist?

310. Kuubi tahud võib värvida kas kõik valgeks, kõik mustaks või siis osa
valgeks ja osa mustaks. Mitu erinevat värvimisviisi on olemas? (Kah-
te kuupi loeme erinevalt värvituks, kui neid pole võimalik segi ajada,
ükskõik kuidas me neid ka ei pööraks.)
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311. Lahendada sama ülesanne tingimusel, et värvitakse mitte kuubi tahke,
vaid tippe.

312. Hulktahukate mudeleid tehakse nende pinnalaotustest. Pinnalaotusel
eraldavad tahkusid servad ja mudel saadakse papist pinnalaotuse kok-
kumurdmisel piki servi. Korrapärasel tetraeedril on kaks sellist pinna-
laotust. Mitu pinnalaotust on kuubil?

313. Korrapärase dodekaeedri saab 4 värviga nii värvida, et iga kaks kõrvu-
tiasetsevat tahku oleksid eri värvi. Mitu geomeetriliselt erinevat lahen-
dust on sellel ülesandel?

314. Tetraeedri kuuest servast saab valida neli nii, et nad moodustavad kin-
nise ruumilise nelinurga. See nelinurk sisaldab tetraeedri kõiki tippe.
Sama võib teha kuubi korral ning me saame kaheksanurga, mis sisal-
dab kõiki kuubi tippe. Kas saab samuti toimida oktaeedri, dodekaeedri
ja ikosaeedri korral? Mitu lahendit tuleb iga hulktahuka kohta?

315. Osake asetseb koordinaatide alguspunktis. Ajaühiku möödudes lagu-
neb ta kaheks osakeseks, millest üks liigub ühiku võrra vasakule ja
teine paremale. See protsess kordub iga ajaühiku järel, kusjuures kaks
samasse punkti sattunud osakest hävitavad teineteist (näiteks pärast
kahe ajaühiku möödumist jääb järele kaks osakest). Mitu osakest on
129 ajaühiku möödumisel? Aga n ajaühiku pärast?

316. Tähestik koosneb kuuest tähest, mis on telegraafi teel üleandmiseks
kodeeritud järgmiselt:

. ; − ; . . ; − − ; . − ; − .

Ühe sõna üleandmisel ei jäetud tähtede vahele vahesid, nii et tekkis 12
märgist koosnev punktide ja kriipsude jada. Mitmel viisil on saadud
sõna võimalik lugeda?

317. Milliseid arve on 1 ja 10 000 000 vahel rohkem, kas neid, milles number
1 esineb, või neid, milles seda pole?

318. Punktidest ja kriipsudest koostatakse kõikvõimalikud „sõnad“, milles
on täpselt 7 märki. Nende seast valitakse mõned sõnad nii, et suvalised
kaks valitud sõna erineksid teineteisest vähemalt kolme märgi poolest.
Kui suur on niimoodi valitud sõnade maksimaalne arv?

319. Mitmel viisil saab n värviga värvida p osaks jaotatud ringjoone (p on
algarv)? Värvimisviise, mis langevad kokku ringjoone pööramisel üm-
ber keskpunkti, nimetatakse ühtelangevateks.
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320. Paberilehel on n × n ruutu ja neisse on arvud 1, 2, 3, . . . , n2 paigutatud
nii, et igal vertikaalil ja igal horisontaalil asetsevad arvud moodustavad
aritmeetilise progressiooni. Leida selliste paigutuste arv.

321. Inimese peas pole rohkem kui 300 000 juuksekarva. Tõestada, et Mosk-
vas elab vähemalt 10 inimest, kellel on ühepalju juukseid (Moskva ela-
nikke on ligi 6 miljonit).

322. On antud 2n + 1 eset. Tõestada, et on ühepalju võimalusi valida nende
seast paarisarv esemeid või paaritu arv esemeid.

323. Tõestada, et 1 rubla vahetamisel 2- ja 5-kopikalisteks on rohkem või-
malusi kui selle vahetamisel 3- ja 5-kopikalisteks.

324. Mitmel viisil saab 20 kopikat vahetada 1-, 2- ja 5-kopikalisteks?

325. Tõestada, et kui on olemas kaaluvihid 1 mg, 2 mg, 2 mg, 5 mg, 10
mg, 20 mg, 20 mg, 50 mg, 100 mg, 200 mg, 200 mg, 500 mg, 1 g jne.,
siis saab neist koostada iga sellise eseme kaalu, mis kaalub täisarvu
milligramme.

326. On antud 6 numbrit: 0, 1, 2, 3, 4, 5. Leida kõigi neljakohaliste paaris-
arvude summa, mida saab nende numbritega üles kirjutada (numbrid
võivad korduda).

327. 2n kaardist koosnevat kaardipakki segatakse järgmiselt: pakk jaotatak-
se pooleks ning esimese poole kaardid pannakse ühekaupa teise poole
kaartide vahele (etteantud järjekorras). Näiteks saab (n + 1)-ne kaart
esimeseks, esimene teiseks, (n + 2)-ne kaart kolmandaks, teine neljan-
daks jne. Tõestada, et r segamise järel satub esialgu p-ndal kohal asetse-
nud kaart kohale number x, kus x on jääk, mis tekib arvu p2r jagamisel
arvuga 2n + 1.

328. Tõestada, et kui kaardipakk ülesandes 327 koosneb 6m+2 kaardist, siis
vahetavad kaardid numbritega 2m + 1 ja 4m + 2 kogu aeg teineteisega
kohti.

329. Kui kaardipakk koosneb samadel tingimustel 14m + 6 kaardist, siis
tulevad kaardid numbritega 2m + 1, 2(2m + 1), 3 (2m + 1), 4 (2m + 1),
5 (2m + 1) ja 6 (2m + 1) pärast kolme segamist tagasi oma esialgsetele
kohtadele.

330. Näidata, et kui 2x − 1 jagub arvuga 2n + 1, siis korrastub kaardipakk
ülesandest 327 pärast x segamist esialgsesse järjestusse.
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331. Kaardipakki segatakse järgmiselt: algul võetakse esimene kaart, teine
kaart pannakse selle peale, kolmas selle alla jne. Tõestada, et kui pakis
on 6n − 2 kaarti, siis jääb kaart järjenumbriga 2n oma kohale.

332. 22 kaardist koosnevat pakki segatakse ülalkirjeldatud viisil. Tõesta-
da, et kaheksas kaart jääb paigale, viies ja neljateistkümnes vahetavad
kohad ning kolmas, kolmeteistkümnes ja kaheksateistkümnes kaart va-
hetavad oma kohti tsükliliselt.

333. Tõestada, et 16 kaardist koosnev pakk saavutab samadel tingimustel
esialgse järjestuse viienda segamise järel. Näidata, et 32, 42, 14, 18, 26,
30, 50 kaarti sisaldav pakk jõuab esialgsesse asendisse vastavalt 6, 8,
14, 18, 26, 30, 50 segamise järel. Tõestada, et 28 või 36 kaardist koos-
nev pakk tuleb esialgsesse asendisse 9 segamise, 22, 20 või 46 kaardist
koosnev pakk 10 segamise, 22 või 56 kaarti sisaldav pakk 12 segamise
järel.

334. Ruut on jaotatud 16 võrdses ruuduks. Mitmel viisil saab need ruudud
valge, musta, punase ja sinise värviga nii värvida, et igas horisontaal-
ja igas vertikaalreas esineksid kõik neli värvi?

335. 15 õpilast rivistatakse jalutuskäigule minekuks 5 ritta, igas reas 3 ini-
mest. Mitu korda võib seda nii teha, et ei esineks kahte õpilast, kes on
kaks korda sattunud ühte ritta?

336. Tõestada, et kui n on täisarv, siis on
(n2)!

(n!)n+1
täisarv, ning kui m ja n

on paaritud arvud, siis on
(mn)!

(m!)
n+1

2 (n!)
m+1

2

täisarv.

337. n eset on paigutatud ringjoonele. Olgu fn nende esemete selliste per-
mutatsioonide arv, mille puhul ükski ese ei järgne sellele, millele ta
esialgselt järgnes. Tõestada, et siis fn + fn+1 = Dn (vt. lk. ??).

338. Leida, kui palju on võrrandil x1+x2+. . .+xp = m täisarvulisi lahendeid,
kui kõik tundmatud rahuldavad võrratust 0 ⩽ l ⩽ xk ⩽ n.

339. On olemas 7 eksemplari ühte, 8 teist ja 9 kolmandat raamatut. Mitmel
viisil saab need raamatud jaotada kahe inimese vahel nii, et igaüks
saaks 12 raamatut?

340. On välja kirjutatud kõik n-kaupa kordumistega kombinatsioonid n tä-
hest. Näidata, et iga täht esineb neis Cn

2n−1 korda.



97

341. A ja B vaheline kaugus on 999 km. Tee ääres on kilomeetripostid, mille-
le on kirjutatud kaugused A-ni ja B-ni: (0, 999), (1, 998), . . . , (999, 0).
Kui palju on postide hulgas selliseid, millel esineb ainult kaks erinevat
numbrit?

342. Koostatakse kõikvõimalikud kordumistega variatsioonid m valgest ja n

mustast kuulist. Näidata, et nende arv on P (m + 1, n + 1) − 2.

343. On koostatud kõikvõimalikud kordumistega variatsioonid m valgest ja
n mustast kuulist. Näidata, et valgete kuulide üldarv kõigis variatsioo-
nides on

1 +
mn + m − 1

n + 2
P (m + 1, n + 1)

ja mustade üldarv

1 +
mn + n − 1

m + 2
P (m + 1, n + 1).

Kontrollida ülesande vastust sõna «Viivi» korral.

344. Tõestada, et leidub täpselt

1 +
mn + m + n

m + n + 4
P (m + 2, n + 2)

variatsiooni m valgest, n mustast ja ühest punasest kuulist 1-, 2, . . . ,
(m + n + 1)-kaupa, mis sisaldab punast kuuli.

345. Üldse saab m valgest, n mustast ja ühest punasest kuulist koostada

(m + 1)(n + 1)

m + n + 3
P (m + 2, n + 2) − 1

variatsiooni. Kontrollida vastust sõna «keelel» korral.

346. Mul on 7 sõpra. Mitmel viisil võin ma neid 7 päeva jooksul kolmekaupa
nii lõunale kutsuda, et ei leiduks kahte sõpra, kes oleksid minu juures
kohtunud kaks korda.

347. Kui ma soovin enda juures näha 7 erinevat kolmeliikmelist seltskonda
ega taha kedagi kutsumata jätta, siis saab seda korraldada

A7

35 − 7A7

20 + 21A7

10

viisil. Tõestada see väide.
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348. Kui ma soovin külla kutsuda 7 erinevat kolmeliikmelist seltskonda,
kusjuures ükski sõber ei külastaks mind iga päev, siis saab seda te-
ha A7

35 − 7A7

15 viisil. Tõestada see väide.

349. Näidata, et kõigi (1, 2-, . . . , n-kaupa) variatsioonide arv n ⩾ 2 esemest
on lähim täisarv arvule e n! − 1.

350. Näidata, et kui kõik need variatsioonid välja kirjutada ja iga ese esineb
neis variatsioonides m korda, siis on m lähim täisarv arvule e (n−1)(n−
1)!.

351. Münti visatakse 2n korda. Tõestada, et leidub parajasti

1 + (C1

n)2 + . . . + (Cn
n)2 = Cn

2n.

varianti, mille puhul mistahes heiteni pole kull esinenud rohkem kui
kiri.

352. Mitmel viisil saab 3n erinevat raamatut kolme isiku vahel nii jagada, et
saadavate raamatute arvud moodustaksid aritmeetilise progressiooni?

353. On antud n ühesugustest tähtedest koosnevat paari, kusjuures erine-
vad paarid koosnevad erinevatest tähtedest. Need tähed järjestatakse
kõikvõimalikel viisidel nii, et kaks ühesugust tähte ei asetuks kõrvuti.
Tõestada, et erinevate järjestuste arv on

1

2n

[

(2n)! − n

1
2(2n − 1)! +

n(n − 1)

1 · 2
22(2n − 2)! − . . .

]

354. On olemas r erinevat eset, mis jaotatakse n + p isiku vahel nii, et
vähemalt n neist ei saa alla ühe eseme. Tõestada, et jaotuste arv on

(n + p)r − n(n + p − 1)r +
n(n − 1)

1 · 2
(n + p − 2)r − · · · .

355. Olgu n erineva eseme k rühmaks jaotuste arv
k
∏

n

. Tõestada, et n > 1

korral

1 −
2
∏

n

+2!
3
∏

n

−3!
4
∏

n

+ . . . = 0.

356. On olemas m kasti, millest esimeses on n, teises 2n, . . . , m-ndas aga
mn eset. Mitmel viisil saab igast kastist valida n eset?
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357. Korvis on 2n + r õuna ja 2n − r pirni. Tõestada, et etteantud n korral
on suurim arv võimalusi n õuna ja n pirni valikuks siis, kui r = 0.

358. 1000 punkti on kumera tuhatnurga tippudeks, mille sees on antud veel
500 punkti nii, et nende 1500 punkti seas ei leidu kolme ühel sirgel aset-
sevat. Antud tuhatnurk on jaotatud kolmnurkadeks nii, et kõik need
1500 punkti on kolmnurkade tippudeks ning muid tippe neil kolmnurka-
del ei ole. Mitu kolmnurka sel viisil tekib?

359. Viis inimest mängivad mõne partii doominot (kaks kahe vastu), kus-
juures igale mängijale on iga teine üks kord partneriks ja kaks korda
vastaseks. Leida mängitud partiide arv ja mängijate kõik jaotumisviisid
partiides.

360. Tasandi punktist O tõmmatakse kõik kinnised murdjooned pikkusega
2n, mille küljed asetsevad ruudulise paberi joontel. Ruudu külje pikkus
on 1. Leida nende murdjoonte arv, kui murdjoon võib läbida ühe ja
sama lõigu mitu korda.

361. Paberilehele on joonestatud n horisontaalsest ja n vertikaalsest sirgest
koosnev võrk. Mitu erinevat 2n-lülilist kinnist murdjoont saab joones-
tada nii, et nende kõik lülid paikneksid nimetatud sirgetel, kusjuures
igal murdjoonel leidub igal horisontaal- ja igal vertikaalsirgel vähemalt
üks lüli?

362. Tehas toodab kõristeid, millel on 3 punast ja 7 sinist kerakest. Mitu
erinevat kõristit võib tehas toota (kahte kõristit loetakse ühesugusteks,
kui ühe neist võib teisest saada kuulikeste nihutamisel mööda rõngast
või kõristi ümberkeeramisel).

363. On kogunenud n inimest. Mõned neist on üksteisega tuttavad, kusjuu-
res igal kahel võõral on täpselt kaks ühist tuttavat, kahel tuttaval aga
pole ühiseid tuttavaid. Tõestada, et kõigil kokkutulnutel on ühepalju
tuttavaid.

364. Ringjoonel on võetud mõned punktid, neist a on tähistatud A-tähega,
ülejäänud b B-tähega. Need punktid jaotavad ringjoone kaarteks. Kir-
jutame iga kaare juurde arvu järgmise reegli kohaselt: kui kaare mõ-
lemad otspunktid on tähistatud A-tähega, siis kirjutame arvu 2, kui

mõlemad B-tähega, siis arvu
1

2
; kui aga otspunktid on märgitud erine-

vate tähtedega, siis arvu 1. Tõestada, et kõigi kirjutatud arvude korrutis
on 2a−b.
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365. Tähistame malelaua horisontaalid nagu tavaliselt numbritega 1 . . . 8 ja
vertikaalid tähtedega a . . . h. Olgu nüüd a, b, c, d, e, f , g ja h suvalised
arvud. Kirjutame malelaua igale väljale vastavat horisontaali ja verti-
kaali tähistavate arvude korrutise ning paigutame malelauale 8 vankrit
nii, et nad üksteist ei tulistaks. Milline on vankrite alla jäävate arvude
korrutis?

366. Olümpiaadi organiseerimiskomitee koosneb 11 inimesest. Olümpiaadi
materjale hoitakse seifis. Mitu lukku peab seifil olema ja mitu võtit
tuleb anda komitee igale liikmele, selleks et pääs seifi oleks võimalik,
kui on koos mistahes 6 komitee liiget, ning võimatu, kui neid on vähem?

367. On olemas 60 lülist koosnev kett. Iga lüli kaalub 1 g. Keti mõned lü-
lid tuleb avada, et lahtivõetud lülidest ja tekkinud ketitükkidest saaks
moodustada iga raskuse, mille kaal väljendub täisarvuga 1 . . . 60. Mil-
line on avatavate lülide minimaalarv? Lahendage sama ülesanne, kui
kaalumiseks võib kasutada kahe kausiga kaalusid.

368. Kui palju on olemas selliseid täisarvude paare (x, y), et x ja y oleksid
1 ja 1000 vahel ning x2 + y2 jaguks arvuga 49?

369. Kui palju leidub selliseid kahekohalisi arve, mille summa samadest
numbritest vastupidises järjekorras kirjutatud arvuga on täisruut?

370. Leida kõigi nende neljakohaliste arvude summa, mis on koostatud
numbritest 1 kuni 6 ja jaguvad arvuga 3.

371. Leida kõigi nende neljakohaliste paarisarvude summa, mida võib koos-
tada numbritest 0 kuni 5.

372. Mitu erinevat täisarvulist lahendit on võrratusel

|x| + |y| ⩽ 1000?

373. Ringjoonel on antud punktid A1, A2, . . . , A16. Joonestame kõikvõi-
malikud kumerad hulknurgad, mille tippudeks on mõned punktidest
A1, A2, . . . , A16. Jaotame need hulknurgad kahte rühma. Esimesse kuu-
luvad kõik hulknurgad, mille üheks tipuks on punkt A1, teise kõik üle-
jäänud. Millises rühmas on rohkem hulknurki?

374. Lõpmatul malelaual asetseb ratsu. Leida nende väljade arv, milleni ta
võib jõuda 2n käigu järel.
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375. On olemas 1955 punkti. Nende seast tuleb valida mõned punktikolmi-
kud, nii et igal kahel kolmikul leiduks ühine punkt. Leida valitavate
kolmikute maksimaalne arv.

376. Arvud 1 kuni 100 000 000 on üksteise järel ritta kirjutatud nii, et te-
kiks numbrite jada 123456 . . . 100 000 000. Tõestada, et selle jada kõigi
numbrite arv võrdub nullide arvuga jadas 1, 2, 3, . . . , 109.

377. Kui palju leidub arvude 0001 kuni 9999 seas neljakohalisi arve, mille
kahe esimese numbri summa võrdub kahe viimase numbri summaga?

378. Koolis õpitakse 2n ainet. Kõik õpilased õpivad hinnetele 4 ja 5. Ei leidu
kahte õpilast, kes õpiksid ühtemoodi, ning ei saa väita, et mõni õpilane
õpiks paremini kui teine (loeme, et üks õpilane õpib teisest paremini,
kui tema hinne pole ühekski aines halvem kui teisel ja on mõnes aines
parem). Tõestada, et koolis ei saa olla rohkem kui Cn

2n õpilast.

379. Olgu Mr variatsioonide arv m elemendist r-kaupa ja Nr variatsioonide
arv n elemendist r-kaupa. Tõestada, et variatsioonide arv m + n ele-
mendist r-kaupa avaldub valemiga (M + N)r, kus pärast astendamist
tuleb kõik astmenäitajad asendada indeksitega.

380. Leida astme x8 kordaja avaldise (1 + x2 − x3)9 arendises.

381. Leida astme xm kordaja avaldise

(1 + x)k + (1 + x)k+1 + . . . + (1 + x)n

arendises x astmete järgi. Eraldi läbi vaadata juhud m < k ning m ⩾ k.

382. Leida kordajad x17 ja x18 ees pärast sulgude avamist ja sarnaste liikmete
koondamist avaldises (1 + x5 + x7)20.

383. Kummas avaldises, kas (1 + x2 − x3)1000 või (1 − x2 + x3)1000 tekib
pärast sulgude avamist ja sarnaste liikmete koondamist x17 ees suurem
kordaja?

384. Olgu a0, a1, a2, . . . avaldise (1 + x + x2)n kordajad pärast arendamist x

kasvavate astmete järgi. Tõestada, et

a) a0a1 − a1a2 + a2a3 − . . . − a2n−1a2n = 0;

b) a2

0 − a2

1 + a2

2 − . . . + (−1)n−1a2

n−1 =
1

2
an +

1

2
(−1)n−1a2

n;

c) ar − nar−1 + C2

nar−2 − . . . + (−1)rCr
na0 = 0, kui r ei jagu kolmega;
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d) a0 + a2 + a4 + . . . =
1

2
(3n + 1);

e) a1 + a3 + a5 + . . . =
1

2
(3n − 1).

385. Leida erinevate (mittesarnaste) liikmete arv, mis saadakse pärast as-
tendamist avaldises

(x1 + x2 + . . . + xn)3
.

386. Leida astme xk kordaja avaldise

(

1 + x + x2 + . . . + xn−1
)2

arendises.

387. Tõestada, et
[

Cr+1
n+1 − Cr

n

]

Cr−1
n−1

(Cr
n)2 − Cr+1

n+1C
r−1
n−1

= r.

388. Näidata, et

C1

n + 6C2

n + 6C3

n = n3,

1 + 7C1

n + 12C2

n + 6C3

n = (n + 1)3.

389. Tõestada, et

1 + 14C1

n + 36C2

n + 24C3

n = (n + 1)4 − n4,

C1

n + 14C2

n + 36C3

n + 24C4

n = n4.

390. Tõestada, et

1 − 3C2

n + 9C4

n − 27C6

n + . . . = (−1)n2n cos
2nπ

3
,

C1

n − 3C3

n + 9C5

n − . . . =
(−1)n+12n+1

√
3

sin
2nπ

3
.

391. Näidata, et

a) C0

n + C3

n + C6

n + . . . =
1

3

(

2n + 2 cos
nπ

3

)

;
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b) C1

n + C4

n + C7

n + . . . =
1

3

(

2n + 2 cos
(n − 2)π

3

)

;

c) C2

n + C5

n + C8

n + . . . =
1

3

(

2n + 2 cos
(n + 2)π

3

)

;

d) C0

n + C4

n + C8

n + . . . =
1

2

(

2n−1 + 2
n

2 cos
nπ

4

)

.

392. Tõestada, et n ⩾ 2 ja |x| < 1 korral kehtib

(1 + x)n + (1 − x)n
⩽ 2n.

393. Tõestada, et m > n korral

n
∑

x=0

n(n − 1) . . . (n − x + 1)

m(m − 1) . . . (m − x + 1)
=

m + 1

m − n + 1

ja

n
∑

x=0

Cx
nCr

n

Cx+r
2n

=
2n + 1

n + 1
.

394. Näidata, et

m

1
+

m(m + 1)

1 · 2
+ . . . +

m(m + 1) . . . (m + n − 1)

1 · 2 . . . n
=

=
n

1
+

n(n + 1)

1 · 2
+ . . . +

n(n + 1) . . . (n + m − 1)

1 · 2 . . . m
.

395. Tõestada, et

n
∑

x=1

Cx−1
n−1

Cx
2n−1

=
2

n + 1
.

396. Tõestada, et

n
∑

x=1

Cx−1
n−1

Cx
n+q

=
n + q + 1

(q + 1)(q + 2)
.

397. Näidata, et

n
∑

x=1

Cx−1
n−1

Cx
n+q

=
2(n + q + 1)

(q + 1)(q + 2)(q + 3)
.
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398. Tõestada, et

(

C1

n

)2

+ 2
(

C2

n

)2

+ 3
(

C3

n

)2

+ . . . + n (Cn
n)2 =

(2n − 1)!

[(n − 1)!]2
.

399. Tõestada samasus

1

[(n − 1)!]2
+

1

1!2!

1

[(n − 2)!]2
+

1

2!3!

1

[(n − 3)!]2
+ . . . =

(2n − 1)!

[n!(n − 1)!]2

400. Tõestada, et

(n + r − 1)!

r!
− n

1

(n + r − 3)!

(r − 2)!
+

n(n − 1)

1 · 2

(n + r − 5)!

(r − 4)!
−... =

n!(n − 1)!

r!(n − r)!

401. Arvutada järgmised summad:

a) C1

n + 2C2

n + 3C3

n + . . . + nCn
n ;

b) C0

n + 2C1

n + 3C2

n + . . . + (n + 1)Cn
n ;

c) C2

n + 2C3

n + 3C4

n + . . . + (n − 1)Cn
n ;

d) C0

n + 3C1

n + 5C2

n + . . . + (2n + 1)Cn
n ;

e) C0

n − 2C1

n + 3C2

n − . . . + (−1)n(n + 1)Cn
n ;

f) 3C1

n + 7C2

n + 11C3

n + . . . + (4n − 1)Cn
n ;

g) C1

n − 2C2

n + 3C3

n − . . . + (−1)n−1nCn
n ;

h)
C0

n

1
+

C1
n

2
+

C2
n

3
+ . . . +

Cn
n

n + 1
;

i)
C0

n

2
+

C1
n

3
+

C2
n

4
+ . . . +

Cn
n

n + 2
;

j)
C0

n

1
− C1

n

2
+

C2
n

3
− . . . + (−1)n Cn

n

n + 1
;

k)
(

C0

n

)2 −
(

C1

n

)2

+
(

C2

n

)2 − . . . + (−1)n (Cn
n)2.

402. Leida suurimad kordajad avaldiste

(a + b + c)10 ja (a + b + c + d)14

arendistes.
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403. Tähistame Yn kaudu kordajad funktsiooni (1 − 4x)−
1

2 arendises astme-
ritta

(1 − 4x)−
1

2 = 1 + Y1x + Y2x
2 + . . .

Avaldada arvud Yn binoomkordajate kaudu. Leida avaldise (1 − 4x)−
1

2

arendis astmereaks.

404. Tõestada, et arvud Yn rahuldavad järgmisi seoseid:

a) Yn +
1

2
Y1Yn−1 +

1

3
Y2Yn−2 + . . . +

1

n + 1
Yn =

1

2
Yn+1;

b) Y0Yn + Y1Yn−1 + Y2Yn−2 + . . . + YnY0 = 4n;

c)
Y0Yn

1(n + 1)
+

Y1Yn−1

2n
+

Y2Yn−2

3(n − 1)
+ . . . +

YnY0

(n + 1) · 1
=

Yn+1

(n + 2)
.

405. Arvukolmnurgas

1
1 1 1

1 2 3 2 1
1 3 6 7 6 3 1

. . . . . . . . .

võrdub iga arv kolme arvu summaga, mis asetsevad eelmises reas selle
arvu ja tema naaberarvude kohal (kui mõni sellistest arvudest puu-
dub, siis loetakse ta võrdseks nulliga). Tõestada, et igas reas, alates
kolmandast, leidub paarisarv.

406. Arvukolmnurga

0 1 2 3 . . . 1957 1958
1 3 5 . . . 3915
. . . . . . . . . .

esimene rida koosneb arvudest 0, 1, . . . , 1958. Iga järgmise rea ele-
mendid kujutavad endast eelmise rea nende elementide summasid, mis
asetsevad vastavast arvust vasakul ja paremal. Tõestada, et kolmnurga
viimane element jagub arvuga 1958.

407. Vaadeldakse Fibonacci arvude un jada: u0 = 0, u1 = 1, u2 = 1, u3 = 2,
u4 = 3, u5 = 5 jne. (me alustasime liikmetest 0 ja 1, aga mitte 1 ja 2
nagu VI. peatükis). Tõestada, et
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a) iga m ja n korral kehtib

un+m = un−1um + unum+1;

b) iga m ja n = km korral arv un jagub arvuga um;

c) kaks kõrvutiasetsevat Fibonacci arvu on ühistegurita.

408. Leida Fibonacci arvude jada 1000-nda ja 770-nda liikme suurim ühis-
tegur.

409. Kas leidub Fibonaccci jada esimese 100 000 001 liikme hulgas arv, mis
lõpeb nelja nulliga?

410. Fibonacci jadast on välja valitud 8 järjestikust arvu. Tõestada, et nende
summa sellesse jadasse ei kuulu.

411. Tõestada, et

a) u2 + u4 + . . . + u2n = u2n+1 − 1;

b) u1 + u3 + . . . + u2n−1 = u2n;

c) u2

1 + u2

2 + . . . + u2

n = unun+1;

d) u2

n+1 = unun+2 + (−1)n;

e) u1u2 + u2u3 + . . . + u2n−1u2n = u2

2n;

f) u1u2 + u2u3 + . . . + u2nu2n+1 = u2

2n+1 − 1;

g) nu1 + (n − 1)u2 + (n − 2)u3 + . . . + 2un−1 + un = un+1 − (n + 3);

h) u3 + u6 + . . . + u3n =
u3n+2 − 1

2
;

i) u3n = u3

n+1 + u3

n − u3

n−1.

412. Tõestada, et iga naturaalarvu N saab esitada Fibonacci arvude sum-
mana, kusjuures iga arv kuulub summasse ülimalt üks kord ja kaks
kõrvutiseisvat Fibonacci arvu ei kuulu korraga ühte summasse.

413. Olgu p, q, r sellised täisarvud, et p ⩾ q ⩾ r, p < q+r ning p+q+r = 2s.
On olemas p musta, q valget ja r punast kuuli. Näidata, et need kuulid
saab parajasti

s2 + s + 1 − 1

2

(

p2 + q2 + r2
)

viisil jaotada kahe isiku vahel nii, et kumbki saaks s kuuli.
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414. Kui q + r < p, siis suureneb eelmise ülesande vastus
1

2
(p − s)(p − s − 1)

võrra.

415. On olemas pq+r erinevat eset, kus 0 ⩽ r ⩽ p. Nad jaotatakse p inimese
vahel võimalikult ühtlaselt (kõik saavad kas q või q + 1 eset). Näidata,
et selliste jaotuste arv on

Cr
p

(pq + r)!

(q + 1)r(q!)p
.

416. Arvutada summa

m
∑

in=1

in
∑

in−1=1

. . .
i2
∑

i1=1

i1
∑

i0=1

1

417. Tõestada samasus

Cm
n+m =

∑

P (k1, . . . , km, n − k1 − . . . − km + 1),

kus summa on võetud üle võrrandi k1 + 2k2 + . . . + mkm = m kõigi
mittenegatiivsete täisarvuliste lahendite hulga.

418. Leida rekurrentsete võrrandite üldlahendid:

a) an+2 − 7an+1 + 12an = 0;

b) an+2 + 3an+1 − 10an = 0;

c) an+2 − 4an+1 + 13an = 0;

d) an+2 + 9an = 0;

e) an+2 + 4an+1 + 4an = 0;

f) an+3 − 9an+2 + 26an+1 − 24an = 0;

g) an+3 + 3an+2 + 3an+1 + an = 0;

h) an+4 + 4an = 0.

419. Leida an, teades rekurrentset seost ja esimesi liikmeid:

a) an+2 − 5an+1 + 6an = 0, a1 = 1, a2 = −7;

b) an+2 − 4an+1 + 4an = 0, a1 = 2, a2 = 4;

c) an+2 + an+1 + an = 0, a1 = −1

4
, a2 = −1

2
;

d) an+3 − 9an+2 + 26an+1 − 24an = 0, a1 = 1, a2 = −3, a3 = −29.
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420. Leida selline jada, kus a1 = cos α, a2 = cos 2α ning an+2 −
2 cos αan+1 + an = 0.

421. Tõestada, et jada üldliikmetega an = nk−1 rahuldab seost

an+k − C1

kan+k−1 + C2

kan+k−2 + . . . + (−1)kCk
k an = 0.

422. Leida selline jada, et

an + 2an+1 − 8an = 2n.

423. Kasutades samasust

(1 − x)p(1 − x)−k−1 = (1 + x)p−k−1,

tuletage võrdus
∑

s=0

(−1)sCs
k+sC

n−s
p = Cn

p−k−1.
1

Silmas pidada, et p > k + 1.

424. Kasutades samasust

(1 − x)−m−1(1 − x)−q−1 = (1 − x)−m−q−2,

tuletage võrdus
∑

s=0

Cm
p−sC

q
q−s = C

p−m
p+q+1.

425. Tuletage samasusest (1 + x)n = (1 − x2)n(1 − x)−n seos
∑

s=0

(−1)sCn
n+k−2sC

s
n+1 = Ck

n+1.

426. Tuletage samasusest

(1 + x)n =
(

1 − x2
)n

(1 − x)−n

seos
∑

s=0

Ck−2s
n Cs

n+s−1 = Ck
n+k−1.

1Siin ja edaspidi on summa võetud üle s selliste mittenegatiivsete täisarvuliste väär-

tuste, mille puhul võrduse vasak pool on defineeritud.
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427. Kasutades samasust
(

1 − x2
)−p−1

= (1 + x)−p−1(1 − x)−p−1

tuletage seos
∑

s=0

(−1)sC
p
p+2k−sC

p
p+s = Ck

p+k.

428. Tuletage samasustest

(1 − x)−2p

[

1 − (
x

1 − x
)2

]−p

= (1 − 2x)−p

ja

(1 − x)2p

[

1 − (
x

1 − x
)2

]p

= (1 − 2x)p

seosed
∑

s=0

Cs
p+sC

2p+2s+1

2p+m = 2m−1C
p
m+p−1

ja
∑

s=0

(−1)sCs
pCm−2s

2p−2s = 2pCm
p .

429. Tõestage, et

∑

s=0

Cs
p+sC

2p+2s
2p+m = 2m−1

2p + m

m
C

p
m+p−1.

430. Tuletage samasustest

(1 − x)±2p

[

1 +
2x

(1 − x)2

]±p

=
(

1 + x2
)±p

valemid
∑

s=0

(−1)sCs
p+s−1C

2m+1−s
2m+2p+s2

s = 0;

∑

s=0

(−1)sCs
p+s−1C

2m−s
2m+2p+s−12

s = (−1)mCm
p+m−1;

∑

s=0

(−1)sCs
pC2m+1−s

2p−2s 2s = 0;
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∑

s=0

(−1)sCs
pC2m−s

2p−2s2
s = Cm

p .

Tõestage nende abil, et

∑

s=0

C2s
2p+2mC

p
p+m−s = 22m(p + m)

(p + 2m − 1)!

p!(2m)!
;

∑

s=0

C2s+1

2p+2m+1C
p
p+m−s = 22m(2p + 2m + 1)

(p + 2m)!

p!(2m + 1)!
;

∑

s=1

C2s−1

2p+2mC
p
p+m−s = 22m−1C

p
p+2m−1;

∑

s=0

C2s
2p+2m+1C

p
p+m−s = 22mC

p
p+2m.

431. Vaadeldes valemeid

[(1 + x)p ± (1 − x)p]2 = (1 + x)2p + (1 − x)2p ± 2
(

1 − x2
)p

;

[(1 + x)p + (1 − x)p] [(1 + x)p − (1 − x)p] = (1 + x)2p − (1 − x)2p

p positiivsete ja negatiivsete väärtuste korral, tõestage, et

2
∑

s=0

C2s
p C2m−2s

p = C2m
2p + (−1)mCm

p ;

2
∑

s=0

C2s+1

p C2m−2s+1

p = C2m+2

2p + (−1)mCm+1

p ;

2
∑

s=0

C2s
p C2m−2s+1

p = C2m+1

2p ;

2
∑

s=0

C
p
p+2sC

p
p+2m−2s = C

2p+1

2p+2m+1 + C
p
p+m;

2
∑

s=0

C
p−1

p+2sC
p−1

p+2m−2s = C
2p−1

2p+2m+1 − C
p
p+m;

2
∑

s=0

C
p
p+2sC

p
p+2m−2s+1 = C

2p+1

2p+2m+2;

432. Vaadeldes avaldist
[

(1 + x)p+1 ± (1 − x)p+1
]

[(1 + x)p ± (1 − x)p]

kõigi märgikombinatsioonide korral, tuletage valemid

2
∑

s=0

C2s
p+1C

2m−2s
p = C2m

2p+1 + (−1)mCm
p ;

2
∑

s=0

C2s
p+1C

2m−2s+1

p = C2m+1

2p+1 − (−1)mCm
p ;
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2
∑

s=0

C2s+1

p+1 C2m−2s
p = C2m+1

2p+1 + (−1)mCm
p ;

2
∑

s=0

C2s+1

p+1 C2m−2s+1

p = C2m+2

2p+1 + (−1)mCm+1

p ;

2
∑

s=0

C
p−1

p+2s−1C
p
p+2m−2s = C

2p
2p+2m + C

p
p+m;

2
∑

s=0

C
p−1

p+2s−1C
p
p+2m−2s+1 = C

2p
2p+2m+1 + C

p
p+m;

2
∑

s=0

C
p−1

p+2sC
p
p+2m−2s = C

2p
2p+2m+1 − C

p
p+m;

2
∑

s=0

C
p−1

p+2sC
p
p+2m−2s+1 = C

2p
2p+2m+2 − C

p
p+m+1.

433. Tuletage seosest
(

1 − 1

x

)m

(1 − x)−n−1 =
(−1)m

xm
(1 − x)m−n−1

seos
∑

s=0

(−1)s
Cm−k+

m Cn
n+s = Ck

m−n−1.

434. Tõestage, et

∑

s=0

(−1)sCs
mCn

s =

{

0, kui m ̸= n;
(−1)n, kui m = n.

435. Kasutades võrdust

(1 − x)−n
(

1 − xh
)n

=
(

1 + x + . . . + xh−1
)n

,

tuletage seosed

∑

s=0

(−1)sCn−1

m−shCs
n =

{

0, kui m > hn;
−1, kui m = hn − 1.

436. Kasutades samasust

(1 − x)−n−1
(

1 − xh
)n

=

(

1 + x + . . . + xh−1
)n

1 − x
,

näidake, et m ⩾ hn korral
∑

s=0

(−1)sCn
m−shCs

n = hn.
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437. Kasutades samasust

(1 + x)±p(1 − x)±p =
(

1 − x2
)±p

,

näidake, et

∑

s=0

(−1)sCm−s
p Cs

p =

{

(−1)
m

2 C
m

2
p , kui m on paarisarv;

0, kui m on paaritu arv;

∑

s=0

(−1)sC
p
p+m−sC

p
p+s =







(−1)
m

2 C
m

2

p+
m

2

, kui m on paarisarv;
0, kui m on paaritu arv.

438. Tõestage, et

∑

s=0

(−1)s [Cs
m]s =

{

(−1)
m

2 C
m

2
m , kui m on paarisarv;

0, kui m on paaritu arv.

439. Tähistame avaldise

a(a + 1)(a + 2) . . . (a + n − 1)

tähisega (a)n. Tõestada, et

(a + b)n =
n
∑

m=0

Cm
n (a + b)n−m(b − m + 1)m.



LAHENDUSED JA VASTUSED

1. Vastavalt korrutise reeglile saame 5 · 3 = 15 marsruuti.
2. Sama reegli kohaselt on 1002 = 10 000 valikuvõimalust.
3. 20.
4. 8.
5. 9.
6. 48.
7. 25; 20.
8. 480; 437.
9. 1024; 4032.
10. Valge ruudu saame valida 32 viisil. Pärast valimist tõmbame vastava

horisontaali ja vertikaali maha. Laua ülejäänud osale jääb 24 musta ruutu.
Kokku on seega 32 · 24 = 768 valikuvõimalust.

11. Vastavalt korrutise reeglile 12 · 9 · 10 = 1080 viisil.
12. 6 · 5 = 30 viisil.
13. 3 · 7 · 7 = 147.
14. Võib osta kas ühe eksemplari iga romaani või köite kahe romaaniga ja

eksemplari kolmanda romaaniga. Vastavalt summa ja korrutise reeglile saame
6 · 3 · 4 + 4 · 5 + 7 · 6 = 134 võimalust.

15. Veel võib osta köite romaanidega „Rudin“ ja „Isad ja pojad“ ning ühe
eksemplari „Aadlipesa“. Juurde tuleb 3 · 3 = 9 võimalust, seega kokku 143
võimalust.

16. Mail on rohkem valikuvõimalusi siis, kui Tiit võttis õuna, sest 11·10 >

12 · 9.
17. 6 ·8 ·10 = 480 asendis. Kui esimesed kaks vurri langesid tahule 1 , siis

võib kolmas vurr langeda ükskõik millisele oma kümnest tahust. Seega võib
ta peatuda 10 erinevas asendis. Analoogiliselt vaadeldakse juhte, kus teised
kaks vurri langevad tahule 1 . Kokku saame 6 + 8 + 10 võimalust, seejuures
oleme aga üht võimalust (kui kõik vurrid jäävad tahule 1 ) arvesse võtnud
kolm korda. Seega jääb järele 22 võimalust.

18. Et värvide järjekord pole oluline, siis C3

5 = 10 viisil.
19. Siin tuleb värvide järjekorda juba arvestada ning seetõttu on A3

5 = 60
võimalust. Kui üks triip on punane, siis on 3 · A2

4 = 36 võimalust.
20. A2

5 = 20 sõnaraamatut.
21. A2

10 − A2

5 = 70.
22. Tegemist on kordumistega variatsioonidega 13 kaardist 4-kaupa. Kok-

ku on 134 = 28 561 võimalust. Kui kaartide hulgas ei tohi olla paare, siis on

113
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tegemist kordumisteta variatsioonidega, neid on A4

13 = 17 160.
23. Et piisab ühe musta ja ühe punase kaardi valimisest, siis saame 132 =

169 valikuvõimalust.
24. Lapsele võib panna kas ühe, kaks või kolm nime, kusjuures kõik nimed

on erinevad. Kokku on 300 + 300 · 299 + 300 · 299 · 298 = 16 820 600 erinevat
nime.

25. Kui seltskonna liikmeid tsükliliselt ümber paigutada või seltskonda
sümmeetriatelje suhtes peegeldada, siis jäävad igaühe naabrid samaks. 4 ini-
mese korral on meil 2 · 4 = 8 sellist teisendust. Et permutatsioonide üldarv 4

inimesest on 4! = 24, siis on meil
24

8
= 3 erinevat istuma paigutamise viisi.

Kui laua taga istub 7 inimest, siis on meil
7!

14
= 360 võimalust. Võimaluste

arv juhul, kus 2 teatud inimest kõrvuti istuvad, on 2 korda suurem 6 inim-
ese istuma paigutamise viiside arvust (sest me võime neil lasta teineteisega
kohad vahetada). Järelikult on siis võimalusi 5! = 120. Samuti leiame, et
võimaluste arv juhul, ku iühel väljavalitud inimesel on teatud naabrid, on
4! = 24.

26. Ühes võistkonnas mängib üks ja teises kaks noormeest. Noormehi
võib võistkondadesse jaotada 3 viisil. peale selle tuleb esimesse võistkonda
valida 3 neidu viiest. Seda saab teha C3

5 = 10 viisil. Kokku saame korrutise
reegli järgi võistkondade moodustamiseks 3 · 10 = 30 võimalust.

27. n erinevat elementi võib k rühma jaotada kn viisil. Meie juhul saame
36 = 729 võimalust.

28. Vastavalt korrutise reeglile 7 · 9 = 63 viisil.
19. Esimene võib vahetuseks raamatuid valida C2

7 = 21 ja teine C2

9 = 36
viisil. Kokku on 21 · 36 = 756 vahetamisvõimalust.

30. Jaotame kõik oraatorite järjestused paarideks nii, et ühe paari järjes-
tuse saame teisest, kui me selles A ja B ümber paigutame. Ülesande tingi-

must rahuldab täpselt üks järjestus igast paarist. Seetõttu on meil
5!

2
= 60

võimalust.
31. Kui A peab esinema vahetult enne kui B, siis võime lugeda nad üheks

sõnavõtjaks. Seetõttu on 4! = 24 võimalust.
32. Meeste ja naiste kohad saab valida kahel viisil. Seejärel saab mehed

väljavalitud kohtadele paigutada 5! viisil. Niisama palju võimalusi on naiste
istuma paigutamiseks. Kokku saame seega 2(5!)2 = 28 800 paigutamisviisi.

33. Saame 10 korda vähem võimalusi kui eelmises ülesandes, s. o. 2880
võimalust.

34. 10 kaardi väljatõmbamiseks on kokku C10

52 võimalust. Võimalusi, mil
ei valita ühtegi ässa, on C10

48 . Seetõttu on väljatõmmatute hulgas vähemalt üks
äss C5210−C10

48 juhul. Täpselt üks äss on C1

4C9

48, vähemalt kaks C10

52 −C10

48 −C9

48
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ja täpselt kaks C2

4C8

48 juhul (valime kaks ässa C2

4 viisil ning veel 8 kaarti 48
kaardist C8

48 viisil).
35. 3m erinevat signaali (vt. ülesannet ??).
36. Šifreerime iga hammastekomplekti nullide ja ühtede jadaga (kirjuta-

me nulli, kui antud kohal hammast ei ole, ning ühe, kui on). Selliseid jadasid
on 232. Et igale elanikule vastab oma jada, siis ei saa elanikke olla rohkem
kui 232.

37. Algul vaatleme kolme reisijat, kellel on ükskõik, kuhu istuda. Valime
nende seast ühe, kes istub näoga sõidusuunas. Selle valiku saab teha 3 viisil.
Mõlemale diivanile võib reisijad paigutada 5! viisil. Kokku saame 3(5!)2 =
43 200 võimalust.

38. A4

9 = 3024.
39. C5

52 = 2 598 960.
40. Ühte tähte sisaldab 32 · 104 numbrit, kaks tähte 322 · 104 ja kolm

323 · 104 numbrit. Vastavalt summa reeglile on kokku 33 820 · 104 numbrit.
41. Viie päeva hulgast tuleb valida kaks, mil ema annab õuna. Kokku on

C2

5 = 10 võimalust.
42. Cm

m+n.
43. P (2, 3, 4) = 1260.
44. Et apelsinid on erinevad, siis saame A5

8 = 6720 võimalust.
45. Iga apelsin võib sattuda ükskõik missugusele 8 pojast. Seetõttu on

85 = 32 768 võimalust.
46. P (4, 2, 2, 1, 1, 1); P (2, 2, 1, 1, 1, 1); P (2, 2, 2, 1, 1, 1, 1).

47. C4

30 = 27 405; A4

30 = 657 720.

48. P (2, 2, 2, 1, 1) = 5040.

49. Algul valime 6 abonenti C6

n viisil. Järjestame need abonendid suvali-
selt ning jaotame nad paarideks (esimene ja teine, kolmas ja neljas, viies ja
kuues). Seda saab teha 6! viisil. Et igas paaris võib abonendid ümber vaheta-
da ning paaride järjekord pole oluline, siis tuleb kõigi võimaluste arv jagada

arvuga 23 · 3! = 48. Kokku saame
n!

48(n − 6)!
võimalust.

50. C
12

10 = C12

21 ; C
8

10 = C8

17; C8

10.

51. Võib valida kas kaks, kolm või neli naist. Kaks naist saab valida C2

4

viisil. Seejärel tuleb valida 4 meest. Seda võib teha C4

7 viisil. Korrutise reegli
kohaselt saame C2

4C4

7 võimalust. Kui valitakse kolm naist, saadakse C3

4C3

7 ,
kui neli naist, siis C4

4C2

7 võimalust. Kokku on C2

4C4

7 + C3

4C3

7 + C4

4C2

7 = 371
võimalust.

52. Arv peab lõppema numbritega 12, 24, 32, 44 või 52, esimesed kaks
numbrit võivad olla suvalised. Kokku saame 52 · 5 = 125 arvu.

53. n reisijast võib igaüks väljuda ükskõik millises m peatuses. Seetõttu
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on mn jaotumisviisi. Kui arvestada ainult peatustes väljuvate reisijate arvu,
siis saame Cm−1

m+n−1 võimalust.
54. Kui a ja b asetsevad kõrvuti, siis võime neid vaadelda ühe elemendina.

Et me võime a ja b ümber vahetada, saame 2(n−1)! permutatsiooni, kus a ja
b asetsevad kõrvuti. Seetõttu pole nad kõrvuti n!−2(n−1)! permutatsioonis.
Täpselt samuti saame, et a, b ja c ei asetse kõrvuti n!−6(n−2)! permutatsioo-
nis. Ükski paar elementidest a, b ja c ei asetse kõrvuti n!−b(n−1)!+b(n−2)!
permutatsioonis (juurde ja mahaarvamise valemi kohaselt).

55. Kolm kohtunikku võivad võitja valida 103 viisil. A3

10 = 720 juhul
nimetavad nad kolme erinevat kandidaati. Seetõttu langevad vähemalt kahe
kohtuniku arvamused kokku 280 juhul. Nende juhtude osa on 0,28.

56. Et iga üliõpilane võib saada ühe kolmest hindest, siis saab neile hinded
panna 34 = 81 viisil.

57. Et kaelakee ei muutu, kui helmeid tsükliliselt ümber paigutada või

kee ümber keerata, siis saab valmistada
7!

14
= 360 erinevat keed.

58. Kaelakeed erinevad üksteisest suuremate helmeste vahel asetsevate
väiksemate helmeste arvu poolest, seetõttu saab valmistada 3 erinevat kae-
lakeed.

59. Eesti tähestikus on 23 tähte. Seetõttu pole erinevate initsiaalide arv
üle 232 = 529, mis on väiksem kui 2000.

60. A7

10 = 604 800; C3

10 = 120. Kui kaks neist palutakse kindlasti tant-
sima, siis on nende partnerite valikuks A2

7 võimalust. Ülejäänud 5 noormeest
valivad partneri 8 neiu hulgast, seda saab teha A5

8 viisil. Kokku on seega
A2

7 · A5

8 = 282 240 võimalust. Lõpuks, kui kaks antud neidu on tantsule palu-
tud, siis võib ülejäänud 5 valida C5

8 viisil.
61. Ohvitseri võib valida C1

3 , seersandid C2

6 ja reamehed C20

60 viisil. Vas-
tavalt korrutise reeglile saame kokku C1

3C2

6C20

60 võimalust. Kui väeossa peab
kuuluma roodukomandör ja vanim seersantidest, siis saame C1

5C20

60 valikuvõi-
malust.

62. Neli neidu saab valida C4

12 viisil. Seejärel valime noormehed A4

15 viisil
(siin on järjestus juba oluline!). Kokku on C4

12A
4

15 = 17 417 400 võimalust.
63. Iga kana võib sattuda väljavalitute hulka või mitte. Seetõttu on ka-

nade valikuks 23 võimalust. Et ülesande tingimuse kohaselt peab vähemalt
ühe kana valima, saame kanade valikuks 7 võimalust. Analoogiliselt on par-
tidevalikuks 24 − 1 = 15 ning hanede valikuks 22 − 1 = 3 võimalust. Kokku
on 7 · 15 · 3 = 315 võimalust

64. P (m, n, p) =
(m + n + p)!

m! n! p!
viisil.

65. Mustas köites raamatuid võib ümber paigutada m! ja punases köites
raamatuid n! viisil. Kokku on vastavalt korrutise reeglile m! n! võimalust.
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Kui mustad raamatud on kõrvuti, siis tuleb veel valida neile koht punaste
raamatute vahel. Seda saab teha n + 1 viisil. Kokku saame m! n!(n + 1) =
m!(n + 1)! võimalust.

66. 15 inimesest võib igaüks rühma kuuluda või mitte. Et rühm ei või
tühi olla, siis saame 215 − 1 = 32 767 võimalust. n isiku puhul on 2n − 1
võimalust.

67. Antud jagajasse a võib arv pk kuuluda ak + 1 viisil (astendajatega
0, 1, . . . , ak). Vastavalt korrutise reeglile on jagajaid (a1+1) . . . (an+1). Et lei-
da jagajate summat, vaatleme avaldist (1+p1+. . .+pa1

1 ) . . . (1+pn+. . .+pan

n ).
Kui avada sulud, saame summa, millesse iga jagaja kuulub liidetavana täp-
selt üks kord. Geomeetrilise progressiooni summa valemit kasutades leiame,

et jagajate summa on
pa1+1

1 − 1

p1 − 1
. . .

pan+1
n − 1

pn − 1
.

68. Algul paneme igasse karpi ühe 50-kopikalise. Seejärel tuleb 7 50-
kopikalist jaotada 5 karbi vahel. Seda saab teha C4

11 = 330 viisil (vt. lk.
204).

69. Lisame 20 raamatule 4 ühesugust eraldavat eset ja vaatleme saadud

objektide kõiki permutatsioone. Nende arv on
24!

4!
. Igale sellisele permutat-

sioonile vastab oma raamatute paigutamise viis.

70. Täpselt nagu eelmisegi ülesande puhul saame, et võimalusi on
8!

3!
=

6720.

71. Et arvestatakse ainult iga ettepaneku poolt antud häälte arvu, siis
tuleb meil tegelikult jaotada 30 ühesugust „eset“ 5 „kasti“ vahel. Selleks võ-
tame juurde 4 ühesugust eraldavat eset ning vaatleme saadud objektide kõiki
permutatsioone. Neid on P (30, 4) = 46 376. Igale permutatsioonile vastab
oma häälte jaotus.

72. 12 raamatu köitmiseks kolme värvi nahka on kokku 312 võimalust.
Neist 3 ·212 juhul kasutatakse ainult kahte ning 3 juhul ainult üht värvi kaasi.
Vastavalt juurde- ja mahaarvamise valemile saame, et ülesande tingimus on
täidetud 312 − 3 · 212 + 3 = 519 156 juhul.

73. Lisame 32 tähele 5 ühesugust eraldavat märki ja vaatleme saadud
objektide kõiki selliseid permutatsioone, milles ükski eraldav märk ei asetse
esimesel ega viimasel kohal ning ei leidu kahte kõrvutioleva eraldav märki.
Tähti on võimalik ümber paigutada 32! viisil. Eraldavate märkide jaoks on
aga 31 kohta ja neid võib paigale panna C5

31 viisil. Arvestades, et sõnade

järjekord pole oluline, saame sõnade koostamiseks
32! C5

31

6!
võimalust.

74. 12 inimest saab valida C12

17 viisil. Kaks etteantud inimest satuvad
väljavalitute hulka C10

15 juhul, seetõttu jääb C12

17 − C10

15 lubatud valimisviisi.
75. Kalliskive võib ümber paigutada P (5, 6, 7) viisil. Nende tsükliline üm-
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berpaigutamine ja sümmeetriatelje suhtes peegeldamine käevõru ei muuda.

Seega saame
P (5, 6, 7)

36
=

18!

36 · 5! 6! 7!
võimalust.

76. Kui kõik väljavalitud kalliskivid on ühte liiki, siis on 3 võimalust, kui
2 liiki, siis saame 2C1

3 = 6 ning kui kõik kivid on erinevad, siis 1 võimaluse.
Kokku on 10 võimalust.

77. Tasse võib lauale paigutada A3

4, alustasse A3

5 ning teelusikaid A3

6 viisil.
Vastavalt korrutise reeglile on kokku A3

4A
3

5A
3

6 = 172 800 võimalust.
78. Kui mees kutsub külla k naist, siis peab ta kutsuma 6−k meest. Naine

kutsub siis 6 − k naist ja k meest. Vastavalt summa ja korrutise reeglitele

saab sellise valiku teha
5
∑

k=0

(

Ck
7

)2 (

C6−k
7

)2

= 267 148 viisil.

79. Paadi vasakul küljel võib istuda kas 0, 1, 2, 3 või 4 neist inimestest,
kellel oli ükskõik, kus istuda. Kui nende hulgast on valitud k inimest, siis tuleb
valida veel 4−k inimest nende 10 hulgast, kes eelistasid vasakut külge. Nüüd
jääb järele 12 + (9 − k) kandidaati, kellest valime 4 sõudjat paremale küljele.
Kokku on Ck

9 C4−k
10 C4

21−k võimalust. Summeerides k järgi, saame vastuseks

4
∑

k=0

Ck
9 C4−k

10 C4

21−k =
9! 10!

4!

4
∑

k=0

(21 − k)!

k!(9 − k)!(4 − k)!(6 + k)!(17 − k)!
.

80. Arvu 9 saab kolme erineva liidetava summaks jaotada kolmel viisil:
9 = 1 + 2 + 6 = 1 + 3 + 5 = 2 + 3 + 4. Ühekstast väiksem summa tekib neljal
juhul: 1 + 2 + 3 = 6, 1 + 2 + 4 = 7, 1 + 2 + 5 = 1 + 3 + 4 = 8. Et 3 sedelit saab
välja võtta C3

10 viisil, siis tuleb summa C3

10 − 4 = 116 juhul mitte väiksem
kui 9.

81. Algul valime ühe kaardi igast mastist. Seda saab teha 134 viisil. See-
järel valime veel kaks kaarti. Kui need on erinevatest mastidest, siis saab
seda teha C2

4 · 122 = 864 viisil. Kombineerides neid võimalusi esimese nel-
ja kaardi valimisviisidega ning arvestades seda, et kahte sama masti kaarti
võib ümber vahetada, saame 216 · 134 valikuvõimalust. Kui viimased kaks
kaarti on ühest mastist, siis on nende valikuks 4 · C2

12 = 264 võimalust. Juba
tuntud kaalutlused toovad meid selleni, et kõigi 6 kaardi jaoks on 44 · 134

valikuvõimalust. Kokku saame 260 · 134 võimalust.
82. Esimesel päeval võib lauljaid valida C6

10 = 210, teisel päeval C6

10 −1 =
209 ning kolmandal päeval C6

10 − 2 = 208 viisil. Kokku on 210 · 209 · 208 =
9 129 120 võimalust.

83. Et C3

6 = 20, siis kasutatakse iga valimisvõimalust täpselt üks kord.
Valimisviiside permutatsioone on 20!.

84. Iga noormees võib valida ühe 5 ettevõttest, iga neiu aga ühe 4 ette-
võttest. Kokku saame 53 · 42 = 2000 valikuvõimalust.
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85. Esimesele kohale võime kirjutada ükskõik millise 33 tähest, igale järg-
nevale aga ükskõik millise 32 tähest (eelnevat tähte ei tohi kirjutada). Kokku
on 33 · 324 = 34 603 008 sõna.

86. Algul valime välja võitjad, seejärel jaotame nende vahel raamatud.
Vastavalt korrutise reeglile tuleb C6

20P (3, 2, 1) võimalust. Teisel juhul valime
kõigepealt välja esimese raamatu saajad, seejärel teise ning lõpuks kolmanda
raamatu saajad. Kokku on C3

20C
2

20C
1

20 võimalust.
87. Seame igale kivile (p, q) vastavusse kivi (n−p, n−q). Kui p+q = n−r,

siis (n − p) + (n − q) = n + r. Seega on kive silmade summaga n − r niisama
palju kui silmade summaga n + r. Kõiki doominokive on C2

n+2.
88. Ülesande tingimuse kohaselt istuvad mehed ja naised vaheldumisi.

Seetõttu saame 2(7!)2 võimalust.
89. Valime paaridest AA′, BB′ ja CC ′ igauhest ühe hobuse (8 valiku-

võimalust), kolm hobust ülejäänud kümne hulgast (C3

10 = 120 võimalust)
ning seame seejärel väljavalitud hobused järjekorda (6! võimalust). Kokku on
8 · 6! C3

10 = 691 200 võimalust.
90. Kaashäälikuid saab valida C4

9 ja täishäälikuid C3

7 viisil. Valitud seitset
tähte saab 7! viisil ümber paigutada. Kokku saame C4

9C3

7 · 7! võimalust. Kui
kaks kaashäälikut ei asetse kuskil kõrvuti, siis on tähtede järjekord selline:
KTKTKTK (K — kaashäälik, T — täishäälik). Siin on meil ainult 3! 4!
permutatsiooni ning C4

9C3

7 · 3! 4! sõna.
91. Juurde- ja mahaarvamise valemi kohaselt on töötajaid 6 + 6 + 7 −

4 − 3 − 2 + 1 = 11. Ainult inglise keelt tunneb 6 − 4 − 2 + 1 = 1 ja ainult
prantsuse keelt 7 − 3 − 2 + 1 = 3 inimest.

92. Juurde- ja mahaarvamise valemi kohaselt võtsid pirukaid kaasa 92 −
47 − 38 − 42 + 28 + 31 + 26 − 25 = 25 inimest.

93. Mehi saab paarideks jaotada
10!

(2!)5 5!
viisil (arvestades ümberpaigutusi

paaride sees ning paaride ümberpaigutamisi). Naised jagunevad
10!

(2!)5
viisil

(siin on paaride järjekord juba oluline). Kokku on
(10!)2

210 · 5!
võimalust.

94. Algul valime ühe mehe ja ühe naise, kes läheks väljavalitud abielu-
paariga ühte paati (92 võimalust). Seejärel jaotame ülejäänud 4-ks rühmaks
(8!)2

28 · 4!
viisil. Kokku on

(9!)2

28 · 4!
võimalust.

95. Kui kaks väljavalitud meest satuvad ühte paati (ja nende naised koos

nendega), siis võime ülejäänud jaotada
(8!)2

28 · 4!
viisil. Kui nad aga satuvad eri-

nevatesse rühmadesse, siis võib neid rühmi täiendada (A2

8)
2 viisil ning seejärel

ülejäänud jaotada rühmadeks
6!

26 · 3!
viisil. Kokku saame

17(8!)2

28 · 4!
võimalust.
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96. Et arvud ei või alata nulliga, siis saab koostada 74 − 73 = 2058 arvu.
97. Kui esimese kolme numbri poolt moodustatud arv on x, siis annavad

viimased kolm numbrit ühe arvudest 0, 1, . . . , 999 − x. Seega on selle arvu
valimiseks 1000 − x võimalust. Et x muutub 100 ja 999 vahel, siis tuleb meil
leida naturaalarvude 1 . . . 900 summa. See on 405 450.

98. Valgeid kabendeid saab malelauale paigutada C12

32 viisil. Kui valgete
kabendite jaoks on 12 välja valitud, jääb mustade jaoks järele 20 välja, millele
neid võib paigutada C12

20 viisil. Kokku on C12

32C12

20 võimalust.
99. Jaotame sõna „tihane“ tähtede kõik permutatsioonid klassideks nii, et

ühte klassi kuuluvad permutatsioonid erinevad üksteisest ainult täishäälikute

järjekorra poolest. Klasse on
P6

P3

= 120. Ainult üks iga klassi permutatsioo-

nidest rahuldab ülesande tingimust. Seetõttu on ülesande vastuseks 120.
100. Permutatsioonides, kus neli i-tähte kõrvuti asetsevad, võib nad

ühendada ja lugeda üheks täheks. Seetõttu on selliste permutatsioonide arv
5!. Jääb järele P (4, 1, 1, 1, 1) − 5! = 1560 võimalust.

101. Kui n-täht järgneb vahetult u-tähele, siis võib need tähed ühendada.
Seetõttu on otsitavaid ümberpaigutusi P (2, 1, 1, 1, 1) = 360.

102. Algul järjestame väljendi „kaalikamaad kastmas“ kõik a-tähest eri-
nevad tähed P (3, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1) viisil. Seejärel valime a-tähe jaoks 4 kohta
12-st. Kokku saame P (3, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1) · C4

12 ümberpaigutust.
103. Nii kaas- kui ka täishäälikuid võib omavahel ümber paigutada

C(2, 1, 1) = 12 viisil. Kui kaashäälikud on juba paigale pandud, siis jääb
täishäälikute jaoks 5 kohta. Seetõttu võib neile kohti valida C4

5 = 5 viisil.
Kokku on 5 · 122 = 720 võimalust.

104. Kirjutame täishäälikud välja antud järjekorras. Siis on s-tähe jaoks
5 kohta. Kui s on paigale pandud, siis on m-tähe jaoks 6 kohta. Lõpuks jääb
k-tähe jaoks 7 kohta. Kokku on 5 · 6 · 7 = 210 võimalust.

105. Nagu eelmiseski ülesandes saame, et ümberpaigutusi on
A7

11

P3

=

277 200 (arvestasime seda, et l-täht kuulub meie sõnasse kolm korda).
106. Algul fikseerime täishäälikute järjekorra (2 võimalust), seejärel pai-

gutame nende täishäälikute vahele 2 kaashäälikut (A2

4 = 12 võimalust).
Esimese ülejäänud kaashäälikuist võib asetada kas ette- või tahapoole täis-
häälikuist (2 võimalust), teise jaoks on aga juba kolm kohta. Kokku saame
2 · 12 · 2 · 3 = 144 ümberpaigutust.

107. Valime 5 kaashääliku seast 3 tähte ja paneme nad näidatud kohtade-
le (A3

5 võimalust). Ülejäänud viis tähte paigutame suvalisel viisil järelejäänud
kohtadele (5! võimalust). Kokku on 5! A3

5 = 7200 võimalust.
108. Vastavalt korrutise reeglile C2

5C1

3 = 30 viisil; C2

5 = 10 viisil.
109. P (3, 1, 1, 1) − 4! = 96 viisil (vt. ülesannet 100).
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110. Algul paneme paigale kaashäälikud (3! võimalust). Kolme a-tähe
jaoks jääb neli kohta, kuhu neid saab paigutada 4 viisil. Kokku on 24 võima-
lust.

111. e-täht võib väljavalitud tähtede hulka kuuluda kas 0, 1, 2, 3 või 4
korda (5 võimalust), n-täht 3 viisil jne. Kokku saame 5 · 3 · 5 · 3 · 3 · 3 = 2025
võimalust.

112. Leidub C3

6 = 20 kombinatsiooni, milles kõik kolm tähte on erinevad,
6 ·5 = 30 kombinatsiooni täpselt kahest erinevast tähest ja 2 kombinatsiooni,
kus esineb ainult üks täht. Kokku on 52 võimalust.

113. Kui arvestatakse ka väljavalitud tähtede järjekorda, siis on A3

6 +
3A2

6 + 2 = 212 võimalust.
114. Et nii täis- kui ka kaashäälikute järjekord on kindlaks määratud, siis

tuleb 7 kohast valida täishäälikute jaoks 3 kohta. Seda saab teha C3

7 viisil.
115. Sõna „kojukutse“ puhul peavad esimene ja viimane täht olema kaas-

häälikud. Kaashäälikuid võib ümber pai-
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288. Kera võib iga tasandit puudutada ühelt poolt kahest võimalikust ja
antud kera puudutada seest- või väljastpoolt. Seepärast saab konstrueerida
16 erinevat kera.

289. Punkti A läbiva m sirge seast lõikub igaüks 2m sirgega. Seetõttu
annavad punkti A läbivad sirged 2m2 lõikepunkti. Antud kolmest punktist
erinevaid lõikepunkte on üldse 3m2.

290. Tähistame antud tasandil paiknevad punktid A1, . . . , Am, ülejäänud
aga B1, . . . , Bn−m abil. Iga tasand määratakse kolme punkti valikuga. Nende
hulka võib punktide A1, . . . , Am seast kuuluda kolm, kaks, üks või mitte ühtki
punkti. Vastavalt sellele saame, et tasandeid on

1 + C2

mC1

n−m + C1

mC2

n−m + C3

n−m.

291. Igal punkti A läbival sirgel on n + p, punkti B läbival sirgel m + p

ja punkti C läbival sirgel m + n lõikepunkti. Et läbi A läheb m sirget, läbi
B n sirget ja läbi C p sirget, siis on lõikepunktide üldarv

1

2
[m(n + p) + n(m + p) + p(m + n)] = mn + mp + np.

Neist saab kolm punkti valida C3

mn+mp+np viisil, kuid mC3

n+p+nC3

m+p+pC3

m+n

juhul paiknevad need punktid ühel sirgel. Seepärast on kolmnurki

C3

mn+mp+np − mC3

n+p − nC3

m+p − pC3

m+n.

292. Valime kolmnurga esimese tipu vabalt. Seda saab teha n viisil. See-
järel tuleb meil valida veel kaks tippu nende n − 3 tipu seast, mis pole antud
tipuga kõrvuti, ja nii, et ka viimased poleks kõrvuti. Seda saab teha C2

n−4

viisil (vt. lk. 59). Et iga tippu nendest kolmest võib lugeda esimeseks, siis
saame

n

3
C2

n−4 =
n(n − 4)(n − 5)

6

valimisviisi.
293. Jaotame kõik kolmnurgad kahte klassi: sellisteks, millel kõik tipud on

erinevatel sirgetel, ja niisugusteks, millel kaks tippu on ühel sirgel. Kolmnurki
on esimeses klassis p3C3

n (me valime C3

n viisil kolm sirget, millel paiknevad
tipud, ja valime seejärel igal sellisel sirgel p punkti seast ühe). Teises klassis
on kolmnurki

1

2
p2(p − 1)n(n − 1)
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(me valime kahte tippu sisaldava sirge ja siis kaks punkti sellel sirgel, seejärel
võtame ühte tippu sisaldava sirge ja punkti sellel). Kolmnurkade üldarv on

p3C3

n +
1

2
p2(p − 1)n(n − 1) =

n(n − 1)p2(pn + p − 3)

6
.

294. Diagonaalide iga seesmine lõikepunkt on määratud n-nurga 4 tipu
(lõikuvate diagonaalide otspunktide) etteandmisega. Seepärast on selliseid
lõikepunkte C4

n. Leiame nüüd diagonaalide lõikepunktide üldarvu. n-nurga

igast tipust väljub n − 3 diagonaali ja kokku saame
n(n − 3)

2
diagonaali. Iga

diagonaal AB lõikub kõigi diagonaalidega, mis ühendavad punktidest A ja
B erinevaid tippe. Seepärast saame, et diagonaalil AB on

n(n − 3)

2
− 2(n − 3) + 1 =

(n − 3)(n − 4)

2
+ 1

lõikepunkti ülejäänud diagonaalidega. Et diagonaalide üldarv on
n(n − 3)

2
ja

iga lõikepunkti loetakse seejuures kaks korda, siis saame kokku

n(n − 3)[(n − 4)(n − 3) + 2]

8

diagonaalide lõikepunkti. Lahutades sellest arvust seesmiste lõikepunktide
arvu, leiame, et väliseid lõikepunkte on

n(n − 3)(n − 4)(n − 5)

12
.

295. Iga r-nurk on määratud r kindlas järjekorras võetud punkti vali-
misega n punkti seast, kusjuures punktide tsükliline ümberpaigutamine ja

orientatsiooni muutmine r-nurka ei muuda. Seepärast on r-nurki
1

2r
Ar

n ja

sissejoonestatud hulknurki üldse

n∑

r=3

1

2r
Ar

n.

Sissejoonestatud kumeraid hulknurki on
n∑

r=3

Cn
r .

296. m paralleelset sirget jaotavad tasandi m + 1 ribaks. Kui tõmmatud
sirged jaotavad uue sirge p tükiks, siis lisandub uue sirge juurdevõtmisel p

tasandi tükki. Et me tõmbame veel n sirget, siis saame

(m + 1) + (m + 2) + . . . + (m + n) =
n(2m + n + 1)

2
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osa.
297. Jaotame ringjooned klassidesse vastavalt sellele, mitu punkti an-

tud viiest punktist mingil ringjoonel paikneb. Üks ringjoon (nimelt antud
ringjoon) sisaldab neid kõiki, C2

5C1

6 ringjoont sisaldavad kahte punkti, C1

5C2

6

ringjoont ühte ja C3

6 mitte ühtki antud punkti. Kokku saame

1 + C2

5C1

6 + C1

5C2

6 + C3

6 = 156

ringjoont.
298. Igale kolmele sirgele vastab 4 neid puudutavat ringjoont. Seepärast

saame kokku 4C3

10 = 480 ringjoont.
299. Valime n-nurgal s järjestikust tippu A1, . . . , As ja jaotame kõik üles-

ande tingimust rahuldavad k-nurgad kahte klassi. Esimesse klassi arvame kõik
k-nurgad, mille üks tipp kuulub s valitud tipu hulka, ja teise kõik ülejäänud
k-nurgad. Esimese klassi k-nurgad jaotame s alamklassi vastavalt sellele, mil-
line tipp Am, 1 ⩽ m ⩽ s antud k-nurgale kuulub (neil alamklassidel pole
ilmselt ühiseid elemente).

Leiame nende k-nurkade arvu, mille üheks tipuks on Am. Selleks jätame
välja tipu Am ja s temale kellasuuna liikumise suunas järgnevat tippu (ükski
neist pole k-nurga tipuks). Ülejäänud n − s − 1 tipu seast tuleb valida k − 1
tippu nii, et iga kahe valitud tipu vahel oleks vähemalt s tippu. Seda saab
teha Ck−1

n−hs−1 viisil (vt. ülesannet 250).
Seepärast on tipu Am sisaldavaid k-nurki Ck−1

n−hs−1 ja esimese klassi k-nurki
üldse sCk−1

n−hs−1.
Leiame nüüd k-nurkade arvu teises klassis. Selleks lõikame hulk-

nurga tipude As ja As+1 vahelt lahti (vaatleme lahtist murdjoont
AsAs+1 . . . AnA1 . . . As). Sellel tuleb valida k tippu nii, et iga kahe valitud
tipu vahel oleks vähemalt s tippu (kusjuures tippe A1, . . . , As ei tohi vali-
da). Seda saab teha Ck

n−ks viisil. Seega on püstitatud tingimust rahuldavaid
k-nurki üldse

sCk−1

n−hs−1 + Ck
n−ks.

300. Iga rööpküliku määrab kaks paari paralleelseid sirgeid. Seepärast
tekib (C2

r )2 rööpkülikut.
301. Hakkame tippudest A1, A2, . . . , An üksteise järel diagonaale tõmba-

ma. Iga uue diagonaali poolt tekitatud uute osade arv võrdub nende tükkide
arvuga, milleks tema jaotavad varem tõmmatud diagonaalid. Seega on uute
osade arv ühe võrra suurem kui antud diagonaali ja varem tõmmatud diago-
naalide lõikepunktide arv. Et me saame seejuures iga lõikepunkti üks kord,
siis võrdub uute osade üldarv lõikepunktide ja diagonaalide arvude summaga.
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Et meil alguses oli üksainus osa, siis saame kokku

1 +
n(n − 3)

2
+

n(n − 1)(n − 2)(n − 3)

24
=

n(n − 3)(n2
− 3n + 14)

24
+ 1

osa (vt. ülesannet 294).
302. Olgu n paarisarv, n = 2k. Siis saab arvu n esitada kahe liidetava

summana järgmiselt:

n = 1 + (2k − 1) = 2 + (2k − 2) = . . . = k + k.

Kuid kaardi arvuga 1 saab tõmmata ühelainsal viisil, kaardi arvuga 2 kahel
viisil jne. Kaks kaarti arvuga k ⩾ 1 saab aga tõmmata C2

k viisil. Seepärast
on kokku

1(2k − 1) + 2(2k − 2) + . . . + (k − 1)(k + 1) +
k(k − 1)

2
=

=
k−1∑

s=1

s(2k − s) +
k(k − 1)

2
=

2k(k2
− 1)

2
=

n(n2
− 4)

12

võimalust saada summa n = 2k. Kui aga n on paaritu arv (n = 2k − 1), siis

n = 1 + (2k − 2) = 2 + (2k − 3) = . . . = (k − 1) + k

ja summa n saamisviise on

k−1∑

s=1

s(2k − s − 1) =
k(k − 1)(2k − 1)

3
=

n(n2
− 1)

12
.

303. Jaotame valikud klassidesse neis sisalduvate ühesuguste esemete ar-
vu järgi. Neid valikuid, mis sisaldavad k ühesugust eset, on Cn−k

2n+1. Seepärast
on valikute üldarv

Cn
2n+1 + Cn−1

2n+1 + . . . + C0

2n+1 =
1

2

2n+1∑

k=0

Ck
2n+1 = 22n.

304. Kui progressiooni esimene liige on a ja vahe d, siis kolmas liige on
a + 2d. Ülesande tingimuse kohaselt a + 2d ⩽ 2n. Sellel võrratusel on antud
d puhul 2n − 2d lahendit. Kokku saame

(2n − 2) + (2n − 4) + . . . + 2 = n(n − 1)

lahendit. Et iga saadud progressiooni võib vaadelda nii kasvava kui kahane-
vana, saame 2n(n − 1) progressiooni. Kui lisada veel 2n konstantset prog-
ressiooni, saame 2n2 progressiooni. Arvude 1, 2, 3, . . . , 2n + 1 jadast saame
2n2 + 2n + 1 progressiooni.
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305. Tõestame väite induktsiooniga kõverate arvu s järgi. Kui s = 1, siis
on väide ilmne, sest lõikepunkte ei ole ja piirkondade arv on 1. Olgu s kõvera
jaoks väide juba tõestatud. Võtame s kõverat, millel on nr r-kordset lõike-
punkti, kus r = 2, 3, . . . (lõikepunkti nimetame r-kordseks, kui selles lõikub r

kõverat). Siis nad piiravad 1 + n2 + . . . + rnr+1 + . . . kinnist piirkonda. Tõm-
bame (s+1)-se kõvera, millel olgu kr r-kordset lõikepunkti varem tõmmatud
kõveratega (r = 2, 3, . . .), kokku aga lõikugu nendega k2 +k3 + . . .+kr+1 + . . .

punktis. Need punktid jaotavad selle kõvera k2 + k3 + . . . + kr+1 + . . . osaks.
Tõmmatud kõvera iga osa vastab ühele uuele piirkonnale ja seepärast on
piirkondi nüüd

(1 + n2 + . . . + rnr + . . .) + (k2 + k3 + . . . + kr+1 + . . .). (72)

Ent kui uus kõver läbib varem tõmmatud kõverate r-kordset lõikepunkti, siis
muutub see lõikepunkt (r + 1)-kordseks.

Tähistame n′

r kaudu r-kordsete lõikepunktide arvu uues kõverate süstee-
mis. On selge, et n′

r+1 = nr+1 − kr+1 + kr (varem esinenud (r + 1)-kordsete
lõikepunktide arvust tuleb lahutada kr+1 (r + 1)-kordset lõikepunkti, mil-
le kordsus tõusis, ja liita kr r-kordset lõikepunkti, mille kordsus tuleb nüüd
r + 1). Kuid siis

1 + n′

2 + 2n′

3 + . . . + rn′

r+1 = 1 + (n2 − k3 + k2) +

+ 2(n3 − k4 + k3) + . . . − fr(nr+1kr+2 + kr+1) + . . . =

= (1 + n2 + 2n3 + . . . + rnr + . . .) + (k2 + k3 + . . . + kr+1 + . . .).

Seega oleme näidanud, et uuel kõverate süsteemil on piirkondade arv 1 +
n′

2 + 2n′

3 + . . . + rn′

r+1 + . . . (vt. valemit (72)). Matemaatilise induktsiooni
printsiibi põhjal kehtib väide igasuguse kõverate arvu korral.

306. Esimese kimbu sirged jaotavad tasandi 2m osaks. Teise kimbu esi-
mene sirge lõikub iga m sirgega esimesest kimbust ja annab m + 1 uut osa.
Kõik ülejäänud teise kimbu sirged lõikuvad varem tõmmatud sirgetega m+1
punktis. Seepärast saame kokku

2m + m + 1 + (n − 1)(m + 2) = nm + 2n + 2m − 1

osa.
307. See pole võimalik, sest vastasel juhul oleks ühenduste arvuks murd

77 · 15

2
.

308. Kordajate summa võrdub avaldise väärtusega x = y = z = 1 puhul.
Asendades need väärtused, saame summaks −1.

309. Suurim arv kuulikesi, mille seas pole 15 ühesugust, on 74 (10 valget,
10 musta, 12 kollast, 14 punast, 14 rohelist ja 14 sinist). Kui aga võtta 75
kuulikesi, siis leidub nende seas 15 ühevärvilist.
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Joonis 41

310. Klassifitseerime värvimisviisid valgete tahkude arvu järgi. Leidub
üksainus värvimisviis, mille puhul pole ühtki valget tahku, ja üks värvimisviis,
kus on üks valge tahk. Kahe valge tahu korral on kaks värvimisviisi: valgetel
tahkudel on kas ühine serv või nad on vastastahud. Kolme valge tahu puhul
on jälle kaks värvimisviisi: leidub kas kaks valget vastastahku või on kõigil
valgetel tahkudel ühine tipp. Nelja, viie ja kuue valge tahu juhud taanduvad
eespool vaadeldutele, kui asendada värvid vastupidistega. Kokku saame 1 +
1 + 2 + 2 + 2 + 1 + 1 = 10 värvimisviisi.

311. Värvime nüüd kuubi tippe. Siis leidub üks värvimisviis ilma valgete
tippudeta, 1 viis ühe valge tipuga, 3 värvimisviisi kahe valge tipuga (valged
tipud on kas ühel serval, ühel tahu diagonaalil või ühel kuubi diagonaalil), 3
viisi kolme valge tipuga (kas on kolm tippu ühel tahul või on kaks tippu ühel
serval ja kolmas ühega neist ühel diagonaalil või on nad paarikaupa ühistel
tahkude diagonaalidel (vt. joon. 41). Nelja valge tipu puhul on 7 värvimisviisi.
(Nimelt võivad kõik neli tippu paikneda ühel tahul, või on tipud A, B ja
C ühel tahul ning neljas ühel serval tipuga A, B või tipuga C. Peale selle
võib neljas tipp olla veel B vastastippuks. Lõpuks võivad kaks valget tippu
asetseda ühel serval ja kaks ülejäänut selle vastasserval või paiknevad valged
tipud nii, et ühelgi serval pole sama värvi tippe.) 5, 6, 7 ja 8 valge tipu juhud
taanduvad eespool vaadeldutele, kui värvid asendada vastupidistega. Kokku
saame 1 + 1 + 3 + 3 + 7 + 3 + 3 + 1 + 1 = 23 värvimisviisi.

312. Kuubil on 11 pinnalaotust (joon. 42). Kuus esimest lahendit annavad
sellised pinnalaotused, mille puhul neli
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Joonis 42
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(mn)!

(m!)
n+1

2 (n!)
m+1

2

selline ratsionaalarv, mille ruut on täisarv. Seega on ta ka ise täisarv.
337. Vt. lk. 73.
338. See arv võrdub astme xm kordajaga polünoomis

(xl + xl+1 + . . . + xn)p = xlp(1 − xn−l+1)p(1 − x)−p.

Newtoni binoomvalemit kasutades saame, et see kordaja on

C
m−lp

(m−lp)+p−1 − C 1
p C

(m−lp)−(n−l+1)
(m−lp)−(n−l+1)+p−1 + C 2

p C
(m−lp)−2(n−l+1)

(m−lp)−2(n−l+1)+p−1 + . . . .

339. Oletame, et esimene isik saab vastavalt x, y, z eksemplari esimest,
teist ja kolmandat raamatut. Ülesande tingimuse kohaselt saame x + y + z =
12, kusjuures 0 ⩽ x ⩽ 7, 0 ⩽ y ⩽ 8, 0 ⩽ z ⩽ 9. Selle võrrandi tingimusi
rahuldavate täisarvuliste lahendite arv võrdub t12 kordajaga avaldise

(1 + t + . . . + t7)(1 + t + . . . + t8)(1 + t + . . . + t9)

arendises. Korrutise võib ümber kirjutada nii:

(1 − t8)(1 − t9)(1 − t10)

(1 − t)3
=

= (1 − t8
− t9

− t10 + t17 + . . .) ·

· (1 + 3t + 6t2 + 10t3 + 15t4 + . . . + 91t12 + . . .).

On selge, et pärast sulgude avamist saame t12 kordajaks arvu 60. Seega saab
raamatuid jaotada 60 viisil.

340. Kõiki kordumistega n-kombinatsioone n tähest on C n
2n−1, järelikult

kuulub nendesse kombinatsioonidesse nC n
2n−1 tähte. Et kõik tähed sisaldavad

ühesugusel arvul, siis esineb igaüks neist C n
2n−1 korda.

341. Postile kirjutatud arvude summa on 999. Kui nüüd mõlemad arvud
on kolmekohalised ja üks neist on abc, siis teine on (9 − a)(9 − b)(9 − c). Kui
aga üks arv on ühe- või kahekohaline, siis algab teine üheksaga ning sellistel
postidel seisab a, 99(9 − a) või ab, 9(9 − a)(9 − b). Et postidel tohib esineda
ainult kaks erinevat numbrit, siis kas a = b = c või langeb kaks nendest
arvudest kokku ja kolmas täiendab neid üheksani. Esmest liiki arve on 10
(111, 222, . . . , 999 ja veel 0). Iga teist liiki arv määrab aga selle numbri
valik, mis sisaldub vastavas kolmekohalises arvus kaks korda. Numbri saab
valida kümnel viisil. Igale numbrile vastab 3 kolmekohalist arvu (näiteks 227,
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272, 722). Seepärast on teist liiki arve 3 · 10 = 30 ja kokku saame 40 posti,
millel esineb ainult kaks erinevat numbrit.

342. Otsitav arv on
m

∑

p=0

n
∑

q=0

P (p, q) − 1

(tühja variatsiooni jätame välja). Et

n
∑

q=0

P (p, q) = P (p + 1, n),

siis saame
m

∑

p=0

n
∑

q=0

P (p, q) − 1 =
m

∑

p=0

P (p + 1, n) − 1 = P (m + 1, n + 1) − 2.

343. Eelmise ülesande põhjal leidub parajasti P (k+1, n+1)−P (k, n+1)
variatsiooni, mis sisaldavad täpselt k valget kuuli. Seetõttu esinevad valged
kuulid

m
∑

k=1

k
[

P (k + 1, n + 1) − P (k, n + 1)
]

korda. Seda avaldist teisendame järgmiselt:

m
∑

k=1

kP (k + 1, n + 1) −

m−1
∑

k=0

(k + 1)P (k + 1, n + 1) =

= mP (m + 1, n + 1) −

m−1
∑

k=0

P (k + 1, n + 1)

= mP (m + 1, n + 1) − P (m, n + 2) + 1

= 1 +
mn + m − 1

n + 2
P (m + 1, n + 1).

Analoogiliselt tõestatakse ka väide mustade kuulide kohta.
344. Otsitav arv võrdub summaga

m
∑

p=0

n
∑

q=0

(p + q + 1)P (p, q).

Kuid
n

∑

q=0

(p + q + 1)P (p, q) = (p + 1)
n

∑

q=0

P (p, q) +
n

∑

q=1

qP (p, q)
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= (p + 1)
[

P (p + 1, n) +
n

∑

q=1

P (p + 1, q − 1)
]

= (p + 1)
[

P (p + 1, n) + P (p + 2, n − 1)
]

= (p + 1)P (p + 2, n).

Seetõttu tuleb vaadeldav summa
m

∑

p=0

(p + 1)P (p + 2, n) =
m

∑

p=0

(p + 2)P (p + 2, n) −

m
∑

p=0

P (p + 2, n)

= (n + 1)P (m + 1, n + 2) − P (m + 2, n + 1) + 1

= 1 +
mn + m + n

m + n + 4
P (m + 2, n + 2).

345. Nõutava valemi saame, kui võtame kokku ülesannete 342 ja 344
tulemused.

346. 7 inimesest saab moodustada üldse C 2
7 = 21 paari. Igas kolmikus

(a, b, c) sisaldub 3 paari ((a, b), (a, c) ja (b, c)). Seetõttu on 7 päeva jooksul
iga paar esindatud üks kord. Et 7 päeva jooksul lõunatab 21 inimest, siis
külastab iga sõber mind 3 korda, s.o. sisaldub kolmes kolmikus.

Valime algul kolmikud, kus esineb esimene sõber. Seda saab teha

6!

(2!)3 3!

viisil (6 inimese 3 paariks jaotamise viiside arv). Kui need kolmikud on vali-
tud, jääb kaks võimalust valida kolmikud, kuhu kuulub teine sõber (näiteks
kui esimene kuulub kolmikutesse 1,2,3; 1,4,5; 1,6,7, siis esineb teine kas kol-
mikutes 2,4,6; 2,5,7 või kolmikutes 2,4,7; 2,5,6). Seejärel on ülejäänud külalis-
te jaotumine üheselt määratud (näiteks esimesel juhul saame veel kolmikud
3,4,7; 3,5,6). Arvestades, et külaliste kolmikuid võib ümber paigutada, saame

6!

(2!)3 3!
· 2 · 7! = 151 200

võimalust.
347. Seitsmest inimesest saab moodustada C 3

7 = 35 kolmikut, kuuest
inimesest C 3

6 = 20, viiest C 3
5 = 10 ja neljast C 3

4 = 4. Kutsumisvariantide
üldarv on seepärast A 7

35. Üks sõber jääb kutsumata 7A 7
20 juhul ja kaks sõp-

ra 21A 7
10 juhul. Nõutava tulemuse saame juurde- ja mahaarvamise valemit

rakendades.
348. Kui üks sõpradest tuleb iga päev, siis saab ülejäänutest koostada

C 2
6 = 15 paari. Seetõttu on 7A 7

15 kutsumisvarianti, kus mõni sõber käib iga
päev. Jääb üle A 7

35 − 7A 7
15 kutsumisviisi.
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349. Variatsioonid võivad koosneda 1, 2, . . . , n esemest. Seepärast on va-
riatsioonide üldarv

A n
n + A n−1

n + . . . + A 1
n = n! +

n!

1!
+

n!

2!
+ . . . +

n!

(n − 1)!

= n!
[

2 +
1

2!
+ . . . +

1

(n − 1)!

]

.

Teiselt poolt,

e n! − 1 = n!
[

2 +
1

2!
+ . . . +

1

(n − 1)!

]

+
[

1

n + 1
+

1

(n + 1)(n + 2)
+

1

(n + 1)(n + 2)(n + 3)
+ . . .

]

.

(73)

Kuid iga naturaalarvu n ⩾ 2 puhul kehtib

1

n + 1
+

1

(n + 1)(n + 2)
+

1

(n + 1)(n + 2)(n + 3)
+ . . .

<
1

n + 1
+

1

(n + 1)2
+

1

(n + 1)3
+ . . .

=
1

n
.

Seetõttu on nurksulgudes olev avaldis valemis (73) väiksem kui
1

2
. Sellega on

meie väide tõestatud.
350. Esemeid on kõigis variatsioonides üldse

nA n
n + (n − 1)A n−1

n + . . . + A 1
n = n!

[

n +
n − 1

1!
+ . . . +

1

(n − 1)!

]

= (n − 1)n!





(

1 + 1 +
1

2!
+ . . . +

1

(n − 1)!

)

+
1

n − 1

(

1 −

1

2!
−

2

3!
− . . . −

n − 2

(n − 1)!

)



.

On kerge kontrollida, et

1 −

1

2!
−

2

3!
−

3

4!
− . . . −

n − 2

(n − 1)!
=

1

(n − 1)!
.

Et iga ese esineb ühepalju kordi, siis esineb igaüks neist

N = (n − 1)(n − 1)!
[

1 + 1 +
1

2!
+ . . . +

1

(n − 1)!

]

+ 1
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korda. Teiselt poolt,

(n − 1)(n − 1)! e = (n − 1)(n − 1)!
[

1 + 1 +
1

2!
+ . . . +

1

(n − 1)!
+

1

n!
+

1

(n + 1)!
+ . . .

]

= (n − 1)(n − 1)!
[

1 + 1 +
1

2!
+ . . . +

1

(n − 1)!

]

+ (n − 1)
[

1

n
+

1

n(n + 1)
+ . . .

]

,

ja seepärast

N − (n − 1)(n − 1)! e = 1 − (n − 1)
[

1

n
+

1

n(n + 1)
+ . . .

]

=
1

n

[

1 −

1

n + 1
−

1

(n + 1)(n + 2)
− . . .

]

<
1

2
.

Järelikult N on lähim täisarv arvule (n − 1)(n − 1)! e.
351. Vt. lk. 76.
352. Üks kolmest saab n raamatut. Need n raamatut saab valida C n

3n

viisil. Ülejäänud 2n raamatut jaotame kahe järelejäänud isiku vahel. Iga raa-
mat võib sattuda kas ühele või teisele, seetõttu on siin jaotamine võimalik 22n

viisil. Nendest C n
2n juhul saab kumbki isik n raamatut ja 22n

− C n
2n saavad

mõlemad erineva arvu raamatuid. Et n raamatut võib anda ükskõik kelle-
le kolmest, siis saame kõigile kolmele isikule anda erineva arvu raamatuid
3C n

3n(22n
− C n

2n) viisil. Lõpuks saab igale isikule n raamatut anda C n
3nC n

2n

viisil. Järelikult on jaotamisviise üldse

C n
3n

(

3 · 22n
− 2C n

2n

)

.

353. Leidub 2k(2n − k)! erinevat järjestust, mille puhul antud k paari
tähti ei lahutata. Need k paari saab valida C k

n viisil. Nõutava tulemuseni
jõuame juurde- ja mahaarvamise valemit kasutades.

354. On (n + p − k)r jaotamisviisi, mille puhul k antud inimest ei saa
midagi. Juurde- ja mahaarvamise valemit kasutades jõuame nõutud tulemu-
seni.

355. Arv r!Π r
n näitab, mitmel viisil saab n erinevat eset paigutada r kasti.

See arv võrdub n!, korrutatult xn kordajaga funktsiooni (ex
− 1)r arendises.

Siit järeldub, et

n!
[

1 − Π 2
n + 2!Π 3

n − 3!Π 4
n + . . .

]

(74)
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on astme xn kordaja rea

(ex
− 1) −

1

2
(ex

− 1)2 +
1

3
(ex

− 1)3
−

1

4
(ex

− 1)4 + . . .

arendises astmereaks. Et

x −

1

2
x2 +

1

3
x3

−

1

4
x4 + . . . = ln(1 + x),

siis on selle rea summaks ln
[

1 + (ex
− 1)

]

= x. Seepärast võrdub avaldis (74)
n > 1 puhul nulliga.

356. Esimesest kastist saab n eset valida ühel viisil, teisest C n
2n viisil, . . . ,

k-ndast C n
kn viisil. Kokku saame

C n
2nC n

3n . . . C n
mn =

(mn)!

(m!)n

valimisviisi.
357. Meil tuleb tõestada võrratus

C n
2n+r C n

2n−r ⩽

(

C n
2n

)2
.

Selle võib ümber kirjutada kujul

(2n + r)(2n + r − 1) . . . (2n + 1)

(n + r)(n + r − 1) . . . (n + 1)
⩽

2n(2n − 1) . . . (2n − r + 1)

n(n − 1) . . . (n − r + 1)
.

Viimane võrratus järeldub sellest, et 0 < k < n puhul kehtib

2n + k

n + k
<

2n − k

n − k
.

358. Arvutame kõigi tekkinud kolmnurkade nurkade summa. Nende
nurkade summa, mille tipp on tuhatnurga mingis sisepunktis, on 360◦. Et
leidub 500 sellist punkti, siis on neile vastavate nurkade summa 360◦

· 500.
Nüüd vaatleme nurki, mille tipud on tuhatnurga tippudes. Nende summa
võrdub tuhatnurga sisenurkade summaga, s.t. 180◦

· 998. Kõigi nurkade sum-
ma on 180◦

·1998. Et iga kolmnurga nurkade summa on 180◦, siis saame 1998
kolmnurka.

359. Iga mängija mängib 4 ja kokku mängitakse 5 partiid. Oletame, et
esimeses partiis mängib paar (a, c) paari (b, d) vastu. Siis peavad kolmes järg-
mises mängus a partneriteks olema vastavalt b, d, e ja viiendast a osa ei võta.
e peab osa võtma kõigist mängudest peale esimese, kusjuures teises ja kol-
mandas on ta a vastasmängijaks. Teises partiis vabaksjäänud kohale võiks
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võtta kas c või d ja kohale kolmandas partiis kas b või c. Ent kui teise par-
tiisse valida d, siis tuleb kolmandasse valida c (muidu jääb c kahest mängust
välja), lugedes neljandas partiis partneriteks b ja c ning jättes d sellest väl-
ja. Kuid siis on viiendas mängus partneriteks ühelt poolt b ja e ning teiselt
poolt c ja d. Kui aga teise partiisse valida c, siis tuleb kolmandasse valida b

(muidu on e ja c kaks korda partneriteks) ning neljandasse võtta c ja d, kuna
viiendas mängivad b ja c mängijate d ja e vastu. Seega määrab iga esimese
partii mängijate valik kaks mängijate edasise jaotamise võimalust. Et 4 järg-
mise mängu järjekorda saab muuta 24 viisil, siis saame kokku 48 võimalust.
Esimesse partiisse võib mängijaid valida 15 viisil (5 inimese kaheks paariks
ja varumängijaks jaotamise viiside arv). Iga selline jaotamisviis annab mat-
ši edasiseks käiguks 48 võimalust, kokku saame 720 võimalust. Kui partiide
järjekorda ei arvestata, saame 6 võimalust.

360. Kinnisi murdjooni on
(

C n
2n

)2
(vt. lk. 138).

361. Iga murdjoon on määratud oma tippude koordinaatidega. Need
koordinaadid moodustavad lõpliku jada kas kujul

(a1, b1), (a1, b2), (a2, b2), (a2, b3), . . . , (an, b1)

või kujul

(a1, b1), (a2, b1), (a2, b2), (a3, b2), . . . , (a1, bn).

Need jadad saab määrata permutatsioonide (a1, . . . , an) ja (b1, . . . , bn) ette-
andmisega ja selle äranäitamisega, kumba liiki jada kuulub. Et koordinaatide
tsükliline ümberpaigutamine murdjoont ei muuda, siis on murdjooni

(n!)2

2n
.

362. Jaotame kõristeid klassidesse, arvates m-ndasse klassi kõristeid, mil-
lel vähim siniste kuulide arv kahe punase vahel on m. Juhul m = 0 saame 4
kõriste liiki (kolmas punane kuul on kas kahe ülejäänu kõrval või on nendest
eraldatud ühe, kahe või kolme sinise kuuliga). Juhul m = 1 on meil kaks
punast kuuli, mille vahel on sinine. Kolmanda punase ja talle lähima punase
kuuli vahel võib olla üks, kaks või kolm sinist. Seepärast on m = 1 puhul 3
liiki kõristeid. Juhul m = 2 on vaid ühte liiki kõristeid. Kokku on 8 liiki.

363. Olgu kellegi kogunenutest (isikul X) m tuttavat a1, . . . , am. Tingi-
muse kohaselt pole isikud a1, . . . , am omavahel tuttavad (sest nende tuttavaks
on X). Seetõttu peab mistahes kahel inimesel ai, aj leiduma veel üks ühine
tuttav peale X. See inimene ei saa olla X tuttav ning erinevatele paaridele
vastavad erinevad isikud (kui keegi oleks erinevate paaride (ai, aj) ja (ak, aℓ)
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ühine tuttav, siis oleks tal isikuga X vähemalt kolm ühist tuttavat). See-
ga neid inimesi, kes pole X-ga tuttavad, ei ole vähem kui paare isikutest
a1, . . . , am, s.o. C 2

m. Teiselt poolt on igal inimesel, kes X-i ei tunne, temaga
täpselt kaks ühist tuttavat, muidugi isikute a1, . . . , am hulgast. Seejuures vas-
tavad erinevatele inimestele erinevad paarid (kui paar (ai, aj) vastaks kahele
erinevale inimesele, siis oleks isikutel ai ja aj üle kahe ühise tuttava, sest nad
mõlemad tunnevad ka X-i). Siit järeldub, et neid inimesi, kes X-i ei tunne,
pole ka rohkem kui C 2

m, s.o.

C 2
m =

m(m − 1)

2
.

Kuid siis on kohalolijate üldarv 1 + m +
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r
∑

k=0

Ck
r Ak

mAr−k
m

ehk ülesandes kasutatavates tähistuses
r
∑

k=0

Ck
r MkNr−k.

Ent see pole midagi muud kui avaldis, mis tekib, kui avada astmes (M +N)r

sulud ja muuta seejärel astendajad indeksiteks. Märgime, et k-nda klassi
variatsioonide arvu võib leida ka nii: valime k esimest liiki ja k − r teist liiki
elementi ning paigutame nad omavahel kõikvõimalikel viisidel ümber. Seda
saab teha

P (k, r − k)Ak
mAr−k

n = Ck
r Ak

mAr−k
n

viisil.
380. Astendaja 8 saab astendajatest 2 ja 3 koostada järgmisel viisil: 8 =

2 + 2 + 2 + 2 = 2 + 3 + 3. See tähendab, et kui tähistada x2 = y, x3 =
z, siis võrdub otsitav kordaja liikmete 15y4z0 ja 16yz2 kordajate summaga
polünoomi (1 + y − z)9 arendises. Polünoomi astendamise valemi järgi on see
kordaja P (5, 4, 0) + P (6, 1, 2) = 378.

381. Kehtib valem

(1 + x)k + . . . (1 + x)n =
(1 + x)n+1 − (1 + x)k+1

x
.

Seetõttu on liikme xm kordajaks m < k puhul Cm+1
n+1 − Cm+1

k ja m < k puhul
Cm+1

n+1 − Cm+1
k ja m ⩾ k puhul Cm+1

n+1 .

382. Kehtib 17 = 7 + 5 + 5, kuid 18 ei avaldu arvude 5 ja 7 positiivsete
kordsete summana. Seetõttu sisaldub x17 avaldises kordajaga C1

20C
2
19 = 3420

ja x18 kordajaga null.
383. Kehtivad võrdused 17 = 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 3 = 2 + 2 +

2 + 2 + 3 + 3 + 3 = 2 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3. Seepärast on liikme x17 kordajaks
avaldises (1 + x2 − x3)1000

−C7
1000C1

993 − C4
1000C3

996 − C1
1000C5

999

ja avaldises (1 − x2 + x3)1000 arv

−C7
1000C1

993 + C4
1000C3

996 − C1
1000C5

999

Selge, et teine kordaja on suurem.
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384. On antud

(1 + x + x2)n = a0 + a1x + . . . + a2nx2n. (75)

Näitame algul, et ak = a2n−k. Selleks tähistame x =
1

y
ja korrutame avaldise

mõlemaid pooli astmega y2n. Saame

(y2 + y + 1)n = a0y
2n + a1y

2n−1 + . . . + a2n. (76)

Valemeid (75) ja (76) võrreldes saame ak = a2n−k. Asendame nüüd valemis
(75) x suurusega −x. Saame:

(1 − x + x2)n = a0 − a1x + a2x
2 − . . . + a2nx2n. (77)

Võrdusi (75) ja (77) korrutades leiame, et

(1 + x2 + x4)n =
4n
∑

k=0

(−1)k(a0ak − a1ak−1 + . . . + + (−1)kaka0)x
k. (78)

On selge, et võrduse vasak pool sisaldab vaid x aarisarvulisi astmeid, seepä-
rast peab x2n−1 kordaja olema null. Kuid paremal poolel on x2n−1 kordajaks

−(a0a2n−1 − a1a2n−2 + a2a2n−3 − . . . − a2n−1a0) =

= −(a0a1 − a1a2 + a2a3 − . . . − a2n−1a2n).

Sellega on võrdus a) tõestatud.
Paneme nüüd tähele, et arendise (78) võib valemi (75) põhjal esitada kujul

(1 + x2 + x4)n = a0 + a1x
2 + a2x

4 + . . . + a2nx4n.

Siit järeldub, et x2n kordajaks selles avaldises on an. Teiselt poolt, valemi
(78) järgi on see kordaja

a0a2n − a1a2n−1 + a2a2n−2 − . . . + a2na0 = 2a2
0 − 2a2

1 + 2a2
2 − . . . + (−1)na2

n.

Siit järeldub vahetult võrdus b).
Kirjutame võrduse (78) kujul

(1 − x3)n = (1 − x)n(a0 + a1x + a2x
2 + . . . + a2nx2n).

Siit tuleneb, et

1 − C1
nx3 + C2

nx6 − . . . + (−1)nCn
nx3n =
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= (1 − C1
nx + C2

nx2 − . . . + (−1)n(Cn
nxn)(a0 + a1x+

+ a2x
2 + . . . + a2nx2n).

Kui r ei jagu kolmega, siis on xr kordaja võrduse vasakul poolel null. Paremal
poolel on xr kordaja aga

ar − C1
nar−1 + C2

nar−2 − . . . + (−1)rC1
na0.

Järelikult võrdub see avaldis nulliga, kui r ei jagu kolmega, ja arvuga
(−1)kCk

n, kui r = 3k. Sellega on tõestatud seos c).
Võttes arendises (75) x = 1, saame

a0 + a1 + a2 + . . . + a2n = 3n.

Võttes valemis (76) x = 1, leiame

a0 − a1 + a2 − . . . + a2n = 1.

Neid kahte võrdust liites ja lahutades jõuame seosteni d).
385. Saame C1

n liiget kujuga x3
k, 2C2

n liiget kujuga x2
jxk (j ̸= k) ja C3

n

liiget kujuga xixjxk (i ̸= j, i ̸= k, j ̸= k), kokku aga C1
n + 2C2

n + C3
n liiget.

386. Kehtib võrdus

(1 + x + . . . + xn−1)2 =
(xn − 1)2

(x − 1)2
= (xn − 1)2(x − 1)−2

= (x2n − 2xn + 1)(1 + 2x + 3x2 + . . . + mxm−1 + . . .).

Seetõttu on xk kordajaks k + 1, kui 0 ⩽ k ⩽ n − 1, ja 2n − k − 1, kui
n ⩽ k ⩽ 2n − 2. Vastuse võib kirja panna järgmiselt: n − |n − k − 1|.

387. Et

Cr+1
n+1 =

n + 1

r + 1
Cr

n, Cr
n =

n

r
Cr−1

n−1,

siis võib võrduse vasaku poole kirjutada kujul

n

r

(

n + 1

r + 1
− 1

)

(Cr−1
n−1)

2

(

n2

r2
− (n + 1)n

(r + 1)r

)

(Cr−1
n−1)

2

=

n(n − r)

r(r + 1)
n(n − r)

r2(r + 1)

= r.

388. Kolmekaupa kordumistega variatsioonide arv n elemendist on n3.
Jaotame need variatsioonid klassidesse, arvates k-ndasse klassi variatsioo-
nid, mis sisaldavad täpselt k erinevat tüüpi elementi. Paigutuste arv esimeses
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klassis on C1
n, teises 6C2

n (variatsioonis kaks korda sisalduva elemendi saab
valida n viisil, üks kord sisalduva elemendi n − 1 viisil, peale selle saab need
elemendid kolmel viisil ümber paigutada). Kolmanda klassi variatsioone on
A3

n = 6C3
n. Kokku saame C1

n + 6C2
n + 6C3

n variatsiooni. Siit järeldub esimene
seos. Teise seose tõestamiseks jaotame analoogilisel viisil klassidesse kõik kor-
dumistega kombinatsioonid, mis sisaldavad vähemalt ühte fikseeritud tüüpi
elementi. Saame

(n + 1)3 − n3 = 1 + 6C1
n + 6C2

n,

millest järeldubki tõestatav seos.
389. Tõestus on samasugune nagu ülesandes 388, kuid tuleb vaadelda

kordumistega 4-kaupa variatsioone n tüüpi elementidest.
390. Vaatleme võrdust
(

−1

2
+ i

√
3

2

)n

=
(

cos
2π

3
+ i sin

2π

3

)n

= cos
2nπ

3
+ i sin

2nπ

3
.

Newtoni binoomvalemi järgi saame

(−1)n

2n
{1 + C1

n(−i
√

3) + C2
n(−i

√
3)2 + . . .} =

=
(−1)n

2n
{[1 − 3C2

n + 9C4
n − . . .] − i

√
3[C1

n − 3C3
n + . . .]}.

Tõestatavad seosed saame, kui võrdsustame saadud võrduse mõlemate poolte
reaal- ja imaginaarosad.

391. Vaatleme samasust

(1 + x)n = C0
n + C1

nx + C2
nx2 + C3

nx3 + . . . + Cn
nxn

ning anname selles muutujale x väärtused 1, ε, ε2 (siin ε = cos
2π

3
+ i sin

2π

3
ja seetõttu ε2 + ε + 1 = 0). Saame

2n = C0
n + C1

n + C2
n + . . . + Cn

n ,

(1 + ε)n = C0
n + C1

nε + C2
nε2 + . . . + Cn

nεn,

(1 + ε2)n = C0
n + C1

nε2 + C2
nε4 + . . . + Cn

nε2n.

Kuid 1 + εk + ε2k = 0, kui k ei jagu kolmega, ja 1 + εk + ε2k = 3, kui k jagub
kolmega. Järelikult

2n + (1 + ε)n + (1 + ε2)n = 3(Cn
o + Cn

3 + Cn
6 + . . .).
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Et

1 + ε = −ε2 = −
(

cos
4π

3
+ i sin

4π

3

)

= cos
π

3
+ i sin

π

3
,

1 + ε2 = −ε = cos
π

3
− i sin

π

3
,

siis

2n + (1 + ε)n + (1 + ε2)n = 2n + 2 cos
nπ

3
.

Siit järeldubki, et

C0
n + C3

n + C6
n + . . . =

1

3

(

2n + 2 cos
nπ

3

)

.

Kaks järgmist võrdust saadakse analoogiliselt, vaadeldes summasid

2n + ε(1 + ε)n + ε2(1 + ε2)n, 2n + ε2(1 + ε)n + ε(1 + ε2)n.

Võrdus d) tuletatakse analoogilisel viisil avaldisest (1 + i)n.
392. Kehtib võrdus

(1 + x)n + (1 − x)n = 2

E( n

2
)

∑

k=0

C2k
n x2k.

Selle polünoomi kordajad on positiivsed ja järelikult omandab polünoom
suurima väärtuse x = 1 korral. See väärtus on 2n.

393. Kehtivad võrdused:

n
∑

x=0

n!(m − x)!

m!(n − x)!
=

1

Cn
m

n
∑

x=0

Cm−n
m−x =

Cm−n+1
m+1

Cn
m

=
m + 1

m − n + 1

ja

n
∑

x=0

Cx
nCr

n

Cx+r
2n

=
n!Cr

n

(2n)!

n
∑

x=0

(x + r)!(2n − x − r)!

x!(n − x)!
=

=
(n!)2

(2n)!

n
∑

x=0

Cr
x+rC

n−r
2n−x−r =

(n!)2

(2n)!
Cn+1

2n+1 =
2n + 1

n + 1
.

394. Vasakpoolne summa taandub avaldiseks

n
∑

k=1

Ck
m+k+1 = Cm

m+n − 1.
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Sama arvuga võrdub ka parempoolne summa.
395. Kehtivad seosed:

n
∑

x=1

Cx−1
n−1

Cx
2n−1

=
(n − 1)!

(2n − 1)!

n
∑

x=1

x(2n − x − 1)!

(n − x)!
=

=
2n

(2n − 1)Cn−1
2n−1

n
∑

x=1

Cn−1
2n−x−1 − 1

Cn−1
2n−1

n
∑

x=1

Cn
2n−x =

=
2nCn−1

2n−1

(2n − 2)Cn−1
2n−2

− Cn−1
2n

Cn−1
2n−1

=
2

n + 1
.

396. Saame:
n
∑

x=1

Cx−1
n−1

Cx
n+1

=
(n − 1)!

(n + q)!

n
∑

x=1

x(n + q − x)!

(n − x)!
=

=
(n + q + 1)(n − 1)!q!

(n + q)!

n
∑

x=1

Cn−x
n+q−x−

− (n − 1)!(q + 1)!

(n + q)!

n
∑

x=1

Cn−x
n+q−x+1 =

=
(n + q + 1)(n − 1)!q!

(n + q)!
Cn−1

n+q −

− (n − 1)!(q + 1)!

(n + q)!
Cn−1

n+q+1 =
n + q + 1

q + 1
−

− n + q + 1

q + 2
=

n + q + 1

(q + 1)(q + 2)
.

397. Saame:
n
∑

x=1

Cx−1
n−2

Cx
n+1

=
(n − 2)!

(n + q)!

n
∑

x=1

x(x − 1)(n + q − x)!

(n − x)!
.

Edasi leiame samasust

x(x−1) = (n+q−x+1)(n+q−x+2)+(n+q+1) · [n+q−2(n+q−x+1)]

kasutades, et meie summa võrdub avaldisega

(n − 2)!

(n + q)!

[

(q + 2)!
n
∑

x=1

Cn−x
n+q−x+2 − 2(n + q + 1)(q + 1)!·

·
n
∑

x=1

Cn−x
n+q−x+1 + (n + q)(n + q + 1)q!

n
∑

x=1

Cn−x
n+q−x

]

=

=
(n − 2)!q!

(n + q)!
[(q + 1)(q + 2)Cn−1

n+q+2−
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− 2(n + q + 1)(q + 1)Cn−1
n+q+1 + (n + q)(n + q + 1)Cn−1

n+q ].

Nõutava valemi saame, kui asendame Cn−1
n+q+2, Cn−1

n+q+1, Cn−1
n+q nende avaldistega

ja teeme mõningad teisendused.

398. Me teame, et Ck−1
n−1 =

k

n
Ck

n. Et

(1 + x)n = 1 + C1
nx + . . . + Ck

nxk + . . . + Cn
nxn, (79)

siis järeldub siit, et

n(1 + x)n−1 = C1
n + . . . + kCk

nxk−1 + . . . + nCn
nxn−1 (80)

(diferentsiaalarvutusega tuttav lugeja saab valemi (80) tuletada valemi (79)
mõlemaid pooli diferentseerides). Korrutame võrdused (79) ja (80). Saame

n(1 + x)2n−1 = (1 + C1
nx + . . . + Cn

nxn) · (C1
n + x . . . + nCn

nxn−1).

Nõutava seoseni jõuame, kui võrdleme xn−1 kordajaid võrduse mõlemal poo-
lel.

399. Vaatleme kõiki kordumistega n-kombinatsioone n tüüpi elementi-
dest. Nende arv on Cn

2n−1. Jaotame need kombinatsioonid klassidesse, võttes
k-ndasse klassi kombinatsioonid, mis sisaldavad parajasti k erinevat tüüpi
elemente. k-ndasse klassi kuulub Ck

n C n−k
n−1 kombinatsiooni (me valime Ck

n vii-
sil k elementide tüüpi, nende k tüübi elementidest saab aga koostada C n−k

n−1

kordumistega n-kombinatsiooni, mis sisaldavad kõigi k tüübi elemente). See-
ga saame

C n
2n−1 =

n
∑

k=1

C k
n C n−k

n−1 .

Tõestatava seoseni jõuame, kui avaldame arvud C n
2n−1, C k

n , C n−k
n−1 faktoriaali-

de kaudu.
400. Tõestatava seose võime kirjutada nii:

C r
n+r−1 − C 1

n C r−2
n+r−3 + C 2

n C r−4
n+r−5 − . . . = C r

n .

Tõestuseks võtame kõik kordumistega r-kombinatsioonid n tüüpi elementi-
dest ja leiame kahel viisil kõigi nende kombinatsioonide arvu, mis koosnevad
ainult erinevat tüüpi elementidest. Ühelt poolt on see arv C r

n . Teiselt poolt
leidub C r−2k

n+r−2−1 kordumistega r-kombinatsiooni n liiki elementidest, mis si-
saldavad vähemalt kahte elementi antud k liigist. Et need k liiki saab valida
Ck

n viisil, siis saame tõestatava seose, kui kasutame juurde- ja mahaarvamise
valemit.
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401. a) Tähistame

Sn = C1
n + 2C2

n + 3C3
n + . . . + nCn

n .

Võrduse Ck
n = C n−k

n põhjal saame

Sn = nC0
n + (n − 1)C1

n + . . . + C n−1
n .

Liites leiame, et

2Sn = n[C0
n + C1

n + . . . + C n
n ] = 2nn

ja seetõttu Sn = 2n−1n.

Samamoodi näitame, et

b) Sn = (n + 1)2n−1.

c) Sn = (n − 2)2n−1 + 1.

d) Sn = (n + 1)2n.

e) Sn = 0.

f) Kehtivad võrdused:

Sn = 4(C1
n +2C2

n + . . .+nC n
n )−(C1

n +C2
n + . . .+C n

n ) = 2n−1n−2n +1.

g) Kehtib seos Ck
n = Ck−1

n−1 + Ck
n−1. Seetõttu

Sn = C0
n−1 + C1

n−1 − 2(C1
n−1 + C2

n−1) + 3(C3
n−1 + C3

n−1) − . . .

. . . + (−1)n−1Cn−1
n−1 =

= C0
n−1 − C1

n−1 + C2
n−1 − . . . + (−1)n−1C n−1

n−1 .
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