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EESSONA

Koige erinevamate erialade esindajail tuleb lahendada tilesandeid, kus on
tegemist mingite kombinatsioonidega, mis koosnevad tahtedest, numbritest
voi muudest objektidest. Tsehhitilem peab mitut liiki to6d jaotama olemas-
olevate toopinkide vahel, agronoomil tuleb pollukultuurid kiilvata mitmele
pollutiikile, kooli 6ppealajuhataja peab koostama tunniplaani, keemikul tu-
leb uurida aatomite voimalikke seoseid molekulis, lingvistil on vaja arvestada
tundmatu keele tdhtede tahenduse erinevaid variante jne. Matemaatikaharu,
kus uuritakse, mitu teatud tingimusi rahuldavat kombinatsiooni voib antud
elementidest koostada, nimetatakse kombinatoorikaks.

Kombinatoorika tekkis XVI sajandil. Tolleaegse iihiskonna privilegeeri-
tud kihtide elus etendasid suurt osa hasartméangud. Kaardi- ja tdringumén-
gus voideti ning kaotati kulda ja briljante, losse ja moisaid, tduhobuseid ja
kalleid ehteid. Vaga populaarsed olid igasugused loteriid. Endastmoistetavalt
puudutasid kombinatoorikatilesanded esialgu peamiselt hasartméange, nimelt
kiisimusi, mitmel viisil voib saada teatud arvu silmi, kui heita kahte voi kol-
me taringut, voi mitu voimalust on saada kaks kuningat iihes kaardiméangus.
Need ja teised probleemid olid arendanud kombinatoorikat ja samaaegselt
kujunevat toenaosusteooriat.

Esimeste seas hakkab taringumangus tekkivate kombinatsioonide loenda-
misega tegelema itaalia matemaatik Tartaglia. Ta koostas tabeli, mis néi-
tas, mitmel viisil voivad langeda r téringut. Seejuures ei arvestatud aga
seda, et ihe ja sama silmade summa voib saada mitmel viisil (naiteks
14+434+4=4+4+2+2).

Teoreetiliselt hakkasid kombinatoorikat uurima prantsuse teadlased
Pascal ja Fermat. Nende uurimiste ldhtekohaks olid samuti hasartmangu-
de probleemid. Eriti tdhtis oli siinjuures panuse jaotamise iilesanne, mille
oli Pascalile andnud tema sober riititel de Mairet, kes oli kirglik méangur.
Probleem oli jargmine. Kulli ja kirja visati kuue voidetud partii peale. Mats
katkestati, kui iiks méngija oli voitnud viis ja teine neli partiid. Kuidas jao-
tada panus? Oli selge, et jaotamine vahekorras 5 : 4 on ebaodiglane. Pascal
lahendas kombinatoorika meetodeid kasutades selle iilesande tldjuhul, kus
ithel méngijal jaab voiduni r ja teisel s partiid. Teistsuguse lahenduse andis
iilesandele Fermat.

Kombinatoorika edasine areng on seotud Jakob Bernoulli, Leibnizi ja
Euleri nimedega. Kuid ka neid huvitasid eeskétt rakendused mitmesugus-
te méngude juures (loto jt.). Viimastel aastatel areneb kombinatoorika lausa
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tormiliselt, mis on seletatav huvi tousuga diskreetse matemaatika vastu iildse.
Kombinatoorika meetodeid kasutatakse transpordiiilesannete lahendamiseks,
muu hulgas sdéiduplaanide, tootmis- ja miitigiplaanide koostamisel. On kind-
laks tehtud kombinatoorika ja lineaarse planeerimise, statistika tilesannete
jne. vahel. Sifrite koostamisel ja dekodeerimisel, samuti teiste informatsioo-
niteooria probleemide lahendamisel kasutatakse kombinatoorika meetodeid.

Kombinatoorsetel meetoditel on oluline osa ka puht-matemaatilistel ala-
del: rithmade ja nende esituste teoorias, geomeetria aluste, mitteassotsiatiiv-
sete algebrate jne. uurimisel.

Kaéesolevas raamatus piitiitakse jutustada kombinatoorika probleemidest
koitvalt ja populaarselt. Selle korval késitletakse ka moningaid vordlemisi
keerukaid iilesandeid, tutvustatakse pogusalt rekurrentsete seoste ja gene-
reerivate funktsioonide meetodeid.

Raamatu esimene peatiikk on pithendatud kombinatoorika iildreeglitele
— summa ja korrutise reeglitele. Teises peatiikis uuritakse variatsioone, per-
mutatsioone ja kombinatsioone. Selle kooliopikust tuttava materjaliga kaas-
nevad moned huvipakkuvad néited. Kolmandas peatiikis uuritakse kombi-
natoorikaiilesandeid, kus ithenditele seatakse moningad kitsendused. Neljas
peatiikk sisaldab arvude jaotamise iilesandeid ja seal koneldakse geomeetrilis-
test meetoditest kombinatoorikas. Ulesannetele juhusliku ekslemise kohta ja
aritmeetilise kolmnurga mitmesugustele modifikatsioonidele on pithendatud



viies peatiikk, kuna kuuendas koneldakse rekurrentsetest seostest ja seits-
mendas genereerivatest funktsioonidest, sealhulgas ka binoomvalemist. Raa-
matule on lisatud paarsada kombinatoorikaiilesannet, mida autor on kogunud
erinevatest allikatest.






I. KOMBINATOORIKA ULDREEGLID

Ebausklikud jalgratturid

,Jéalle soitsin ratta kaheksaks!* hiitiatas jalgratturite klubi esimees tusa-
selt. ,,Ja misparast? Selleparast, et klubisse astumisel anti mulle pilet number
008. Ja niitid ei moodu kuudki, ilma et kord tiks, kord teine ratas kaheksaks
laheks. Tuleb pileti numbrit vahetada. Et aga mind ei sttidistataks ebau-
sus, registreerin koik klubi liikmed timber. Annan piletid véalja ainult selliste
numbritega, kus pole iihtki kaheksat.”

Moeldud, tehtud. Jargmisel paeval vahetaski koik piletid iimber. Kui palju
litkmeid oli klubis, kui on teada, et kasutati dra koik kolmekohalised arvud,
mis ei sisalda kaheksat? (Naiteks 000 lédks kéiku, aga 836 mitte.)

Selle iilesande lahendamisel teeme koigepealt kindlaks, mitu ithekohalist
arvu ei sisalda kaheksat. On selge, et neid on iiheksa: 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7,9 (8
jaab vahele). Niiid aga leiame koik kahekohalised arvud, kus pole kaheksaid.
Neid voib koostada nii: votame mistahes iithekohalise arvu ja kirjutame sellele
korvale likskoik millise iheksast véljakirjutatud numbrist. Tulemusena saame
igast lihekohalisest iiheksa kahekohalist arvu. Et aga ka iihekohalisi arve oli
itheksa, siis saame 9 -9 = 81 kahekohalist ilma kaheksata arvu. Siin need on:



00, 01, 02, 03, 04, 05, 06, 07, 09;
10, 11, 12 13 14, 15, 16, 17, 19;
20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 29;
30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 39;
40, 41, 42 43, 44, 45, 46, 47, 49;
50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 59;
60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 69;
70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 79;
90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 99.

Niisiis on olemas 9*==81 kahekohalist arvu, kus pole
numbrit 8. Kuid iga sellise kahekohalise arvu jarel voib
kirjutada iikskoik millise iiheksast lubatavast numbrist.
Tulemusena saame 92.9=729 kolmekohalist arvu. Jareli-
kult oli klubis 729 jalgratturit. Kui aga votta mitte kolme-,
vaid neljakohalised arvud, siis saame ilma kaheksata arve
juba 9¢=6561.

Teises klubis olid jalgratturid veel ebausklikumad.
Et arv 0 sarnaneb loperguse rattaga, siis loobusid nad ka
sellest ja ajasid ldbi kaheksa numbriga: 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 9. Mitu liiget oli klubis, kui piletitel olid kolmekohalised
numbrid?

See iilesanne sarnaneb eespool lahendatuga, kuid
iiheksa asemel on meil niiiid ainult kaheksa numbrit. Sce-
tottu tuleb vastuses 9 asendada 8-ga ehk teiste sonadega,
klubis oli 82=512 liiget.

Kordumistega variatsioonid

Ulesanne jalgratturitest kuulub jairgmisse iilesannete tiifipi.
On antud esemed, mis kuuluvad n erinevasse liiki. Neist
koostatakse koikvoimalikud paigutused k-kaupa ehk k-pai-
gutused, nagu me edaspidi lithidalt iitieme. Seejuures voi-
vad paigutusse kuuluda ka iihte liiki esemed. Paigutused
loetakse erinevateks, kui neisse kuuluvad eri liiki esemed
voi esemete jirjekord on teine. Leida paigutuste iildarv.

Kirjeldatud paigutusi nimetatakse kordumistega k-va-
riatsioonideks n liiki esemetest ja koigi selliste paigutuste
arvu tahistatakse siimboliga A*. Esimeses jalgratturite

{ilesandes oli elementide liikide arv 9 (me votsime koik
numbrid peale 8) ja iga paigutus (iga arv) sisaldas kolm
elementi. Nagu toestatud, on sellisel juhul kombinatsioo-
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nide arv A3=9%. On loomulik oletada, et kui liikide arv

on n ja igasse variatsiooni kuulub & elementi, siis saab
koostada nt kordumistega variatsiooni.

Niisiis, me tahame tdestada, et kordumistega k-variatsioonide arv
n elemendist vordub

A, =nk ' (1)
Toestuseks kasutame matemaatilist induktsiooni variatsiooni ele-
mentide arvu k jirgi fikseeritud # viartuse puhul, £=1 puhul on
vastus selge: iga (kordumistega) variatsioon koosneb ainult iihest
olemendist, erinevad variatsioonid saame, kui votame eri liiki ele-

, cep s . . . ve e -1
mendid. Et liikide arv on rn, sils on variatsioone n. Niisiis, An =18
vastavalt valemile (1).

Oletame niiiid, et valem A_:: '—pr-1 on juba toestatud ja vaat-
{eme kordumistega k-variatsioone. Koik sellised variatsioonid vaib
saada jargmisel viisil. Votame mistahes kordumistega (& —- 1)-variat-
siooni {ay, ...-. . ar—;) ja kirjutame sellele juurde iihe elemendi @z
olemasolevast n liigist. Me saame mingi k-paigutuse (@1, ..., Qr—1, ar).
Seejuures on selge, et igast (k — 1)-variatsioonist tekib niipalju -
variatsioone, kui palju on elementide liike, s. 0. variatsiooni. On
iimne, et niimoodi toimides ei jaita me vahele thtki k-variatsiooni
ega vota neist ihtki kaks korda (kui (@i, ..., ai—1) 7 (b1, ..., br—1)
voi kui ar=%br, siis (@, ..., Gr—1 ar) #= (b, ..., br—y, br)). See-
parast on kordumistega k-paigutuste arv n liiki elementidest n korda

.

suurem kui kordumistega (k — 1)-variatsioonide arv sama liiki ele-

mentidest. Secga Hz =nﬂ,?_l. Kuid me loeme juba {oestatuks, et
J:—l:rzk—’. Secpérast

}f:_ —n-nht—-l==nk,
Sellega on valem (1) t5estatud k& koigi vaidrtuste jaoks.

Valemil (1) on mitmeid rakendusi, monest teemegi
niitid juttu.

Arvusiisteemid

Arvude kiimnendsiisteemi korval kasutatakse veel kahend-,
kolmend-, kaheksandsiisteemi jne. Arvude n-ndsiisteemis
kasutatakse n numbrit. Arvutame, kui palju on n-ind-
siisteemis naturaalarve, mis kirjutatakse iiles & margi abil.t
Kui lubada ka nulliga algavaid tdhistusi, siis voib iga
b-kohalist arvu n-ndsiisteemis vaadelda kordumistega
kombinatsioonina, mis on koostatud & numbrist, kusjuu-
res numbreid on n liiki. Valemi (1) jargi saame, et sellise
tahistusega arve on n”.

i Mugavuse mottes arvame siin 0 naturaalarvude huika.




Kuid naturaalarvude puhul nulliga algavaid tahistusi
ei tarvitata. Seepdrast tuleb saadud vdértust n* vahen-
dada nende arvude vorra, mille tdhised n-ndsiisteemis
algavad nulliga. Kui koigil neil arvudel esimene number
0 korvale heita, saame (k— 1)-kohalise arvu (mis v0ib
alata ka nulliga). Selliseid arve on valemi (1) jargi
nk—1, k-kohalisi -arve on siis n-ndsiisteemis ‘

nk —nht-l—=nt-1(n—1).

Niiteks on kiimnendsiisteemis 10%-9=9000 neljakoha-
list arvu; 10000 seast (0...9999) tuleb vilja jéatta tuhat
arvit ja nimelt arvud 0...999.

Selle valemi voib tuletada ka teisiti. Arvude n-ndsiisteemis kirja
pandud &-kohalisel arvul voib ju esimeseks numbriks olla iikskoik
milline numbritest 1, 2, ....., n— 1. Teiseks ja jargnevateks numb-
riteks voivad olla ikskdik millised numbritest 0, 1, 2, ...., n—1.
Seega on arvu esimesele numbrile n—1 kandidaati, igale filejadnud
£—1 kohale aga n kandidaati. Sii} jdreldame kergesti, et otsitavaid
arve peab olema (n-—1)nk-1

Salalukk

Rahakappide ja kisipakkide hoiuruumide lukustamiseks
kasutatakse salalukke, mis avanevad vaid siis, kui nendel
valitakse mingi «salasona». Seda saab teha ithe voi mitme
ketta abil, millele on kantud tdhed (v6i numbrid). Olgu
kettale kantud 12 tihte ja salaséna koosnegu 5 tihest.
Mitu ebabnnestunud katset voib teha inimene, kes sala-
sona ei tea?
Valemi (1) jargi on variatsioonide iildarv

125—=248 832.

Seega voib teha 248 831 ebadnnestunud katset. Muide,
tavaliselt on seifid tehtud nii, et juba pédrast esimest eba-
onnestunud katset kostab héiresignaal.

Morsetihestik

Teadete edasiandmiseks telegraafi teel kasutatakse morse-
tihestikku. Selles mirgitakse tdhed, numbrid ja kirjavahe-
mérgid punktide ja -kriipsude <abil. Seejuures kasutatakse
monede tidhtede jaoks ithte méarki (nditeks e-), aga teiste

10



tarvis peab kasutama nelja vai viit mérki (naiteks
b —---). ,

Kust on siin saadud arvud 4 voi 57 Kas ei saa labi
ajada vaiksema markide arvuga, andes koik teated edasi
kombinatsioonide abil, mis koosneksid mitte rohkem kui
neljast méargist? Selgub, et ei saa. Vastuse annab just
kordumistega variatsioonide valem. Valemist (1) jéreldub,
et At==2. Teiste sonadega, iithe margi abil saab edasi anda

ainult kahte tahte (e - ja t —)- Kahe mirgiga saab tédhis-
tada 22=4 téhte, kolmega 23=8 ja neljaga 2i==16 tahte.
Seega saab nelja margiga edasi anda koige enarm

2.+ 448-416=30

tahte.
Koos voortdhtedega on aga eesti tiahestikus 32 tahte,

peale selle tuleb edasi anda veel numbreid ja kirjavahe-
marke. Selge, et neljast mirgist koostatud sitmboleid ei
jatku. Kui aga koostada tihiseid viiest margist, lisandub
veel 32 siimbolit. Saadud 62 siimbolist piisab telegrafeeri-
miseks tédielikult. _

Telegrafeerimiseks kasutatakse ka vilemaérgilist koodi,
milles iga tédhte kirjutatakse parajasti viie stimboli abil.
Siin kasutatakse punktide ja kriipsude asemel voolu suuna
muutmist voi vooluga ja vooluta signaali saatmist. Sel-
lel koodil on tdpselt 25==32 kombinatsiooni. Neist jatkub
tihtede edasiandmiseks. Numbrite ja kirjavahemarkide
edasiandmiseks kasutatakse aga neidsamu kombinatsioone
mis tahtede puhulgi. Seepérast on viiekohalise koodiga
telegraafiaparaatidel eriseade, mis liilitab aparaadi tdhte-
delt numbritele ja vastupidi.

Semaforitdhestik

Laevastikus kasutatakse tahestiku edasiandmiseks moni-
kord «lipusemafori». Igale tihele vastab seejuures lippude
teatay asend. Harilikult paiknevad lipud signalisti keha
vastaskiilgedel, kuid mone tihe edasiandmiseks viiakse
need kehast iihele poole (B, D, H, K jne.). Miks tuli teha
selline erand? Vastuse annab seesama kordumistega variat-
sioonide valem. Asi on selles, et kummalgi lipul on viis
erinevat asendit: vertikaalselt alla, kaldu alla, horisontaal-
selt, kaldu iiles ja vertikaalselt iiles. Et meil on kaks
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lippu, siis pdhiasendite kombinatsioonide iildarvuks kuju-
neb A2 =>5%==25. Seejuures tuleb veel kdrvale jatta asend,

kus molemad lipud on suunatud alla, sest seda kasuta-
takse sonade eraldamiseks. Kokku saame 24 kombinat-
siooni, nendest aga ei piisa ladina tdhestiku edasiandmi-
seks. Seeparast tuligi mone tdhe puhul lipud suunata
{ihele poole.
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Elektronarvuti

Elektronarvutid voivad lahendada viga erinevaid iiles-
andeid. Uhe ja sama arvuti abil voib dra moistatada tund-
matus keeles kirjutusi ning teha tammi chitamiseks vaja-
likke arvutusi voi téddelda raketi lilkumisandmeid. Millega
seletub niisugune paindlikkus arvuti kasutamisel? Peami-
selt sellega, et koik need filesanded taanduvad arvutus-
tele, arvudega teostatavatele tehetele. Kuid miks voib
arvuti lahendada nii palju iilesandeid ja veel viga erine-
vafe arvuliste andmete korral? Mitu erinevat arvude kom-
binatsiooni saab masinasse paigutada?

Kiisimusele vastamiseks vaatleme niiteks arvutit
«Strelas. Selle operatiivimalu koosneb 2048 pesast, millest
igaithel on 43 kahendkohta. 1ga koht voib sisaldada arvu
{ voi 0. Kokku on meil 43.9048 ~ 87 000 erinevat kohta,
iga koha voib taita aga kahel viisil (0 voi 1). Valemi (1)
jargi saame, et arvuti «Strela» (voi selle pesad) voib (voi-
vad) olla 28700 erinevas olekus. Raske on kujutleda, kui
suur arv see on. Niiteks kui votta kera, mille raadius VOr-
dub kaugusega meist koige kaugema tuntud tdhestistee-
mini, siis seda kera tihedalt taitvate elekironide arv ei
iileta 250, .

Kuj votta itksainus mélupesa, siis peaks sajatuhande-
line masinakirjutajate armee iiheksa aastat pidevalt tood
tegema, et tritkkida koik arvud, mis selles pesas esineda
voivad (eeldades, et masinakirjutajad toétavad seitse
tundi péevas ja kulutavad ihe 43-kohalise arvu tritkkimi-
seks 10 sekundit).

Geneetiline kood

XX sajandi-bioloogia tihelepanuvddrne avastus oli genee-
tilise koodi desifreerimine. Onnestus vilja selgitada, mil
viisil parilik informatsioon jarglastele edasi antakse. See
informatsioon osutus salvestatuks desoksiiribonukleiin-
happe (DNA) gigantsetes molekulides. DNA molekulid
erinevad iiksteisest nelja lammastikaluse (N-aluse), ade-
niini, timiini, guaniini, tsiitosiini jarjestuse poolest. Need
alused maaravad aminohapete jirjestuse organismi valku-
des, kusjuures iga aminohape on Sifreeritud kolmest
N-alusest koosneva koodi abil.

On kerge moista, kust tuleb arv 3. Kahe aluse kombi-

natsioonide abil saaks ju ifreerida vaid 42=16 amino-
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hapet, kuid sellest ei piisa. Kui aga votta kolm alust, siis
saame 43=64 kombinatsiooni. Sellest jatkub kiillaga
paarikiimne aminohappe Sifreerimiseks. Oleks iisna huvi-
tav teada, kuidas looduses seda kombinatsioonide liiasust
kasutatakse: kombinatsioonide arv on ju 64, aminohapete
arv aga kolm korda vidiksem,.

Uhes kromosoomis sisaldub mitukiimmend miljonit
N-alust. Erinevate kombinatsioonide arv, millistes nad
voivad tiksteisele jargneda, on kujutlematult suur ! Piisab
nende kombinatsioonide tiihisest osast, et kindlustada
elusa looduse kogu mitmekesisus elu eksisteerimise jook-
sul Maal. Tuleb muidugi silmas pidada, et vaid iilivéike
osa teoreetiliselt voimalikest kombinatsioonidest annab
eluvoimelisi organisme,

Kombinatoorika iildreeglid

Nagu edaspidi ndeme, on vidga mitmesuguseid kombina-
toorikaiilesandeid. Kuid enamik neist lahendatakse kahe
pohireegli, summa ja korrutise reegli abil.

Tihti onnestub ko6ik uuritavad kombinatsioonid jaotada
mitmeks klassiks, kusjuures iga kombinatsioon kuulub
parajasti iihte klassi. Sel juhul vérdub kombinatsioonide
iildarv koigis klassides sisalduvate kombinatsioonide ar-
vude summaga. Seda viidet nimetataksegi summa reeg-
liks. Monikord sonastatakse reegel veidi teisiti: ‘

Kui mingit objekti A saab valida m viisil ja teist
objekti B wvalida n viisil, siis valiku «kas A v6i B» saab
teha m-+n viisil.

Kasutades summa reeglit viimases soGnastuses, tuleb jdlgida, et
itkski objekti A valimisviisidest ei iihtiks {ihegagi objekti B valimis-
viisidest (ehk, nagu varem iitlesime, et {ikski kombinatsioon ei satuks
korraga kahte klassi). Kui on seclliseid kokkulangemisi, siis kaotab
summa reegel kehtivuse ja me saame vaid m~n— &k valimisviisi, kus
k on kokkulangemiste arv.

Teine reegel, mida nimetatakse korrutise reegliks, on
veidi keerulisem. Tihti on kahe elemendi kombinatsiooni
koostamisel teada, mitmel viisil saab valida esimest ja
mitmel viisil teist elementi, kusjuures teise elemendi
valimisviiside arv ei soltu sellest, kuidas on valitud esi-
mene. Olgu esimest elementi voimalik valida m ja teist n

! See on 4™, kus M on N-aluste arv kromosoomis (vt. vale-
mit (1)). :
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8 PEATUKK I.. KOMBINATOORIKA ULDREEGLID

viisil. Siis saab nende elementide paari valida mn viisil. Teiste sonadega:

kui objekti A saab valida m viisil ja kui pdrast iga sellist valikut saab
objekti B walida n wviisil, siis on antud jarjestusega paari (A, B) voimalik
moodustada mn viisil.

Korrutise reegli toestamiseks méargime, et igaiihte objekti A m valimisvii-
sist voib kombineerida objekti B n valimisviisiga. See annabki mn valimisviisi
paari (A, B) jaoks.

Korrutise reeglit voib naitlikult esitada jargmise tabeli abil:

(A17B11)7 ey (AhBln)

(A27BQI)7 ey (A27B2n)

(Ai7 Bil)a cety (Aw an)

(Amv Bml)a B (Ama an)
Tabel 1

Siin Ay, ..., A,, abil on tdhistatud objekti A,, valimisviisi ja B;1,..., B,
abil objekti B valimisviisid, kui objekt A on valitud ¢-ndal viisil. On selge, et
see tabel sisaldab paari (A, B) koik valimisviisid ja koosneb mn elemendist.

Kui objekti B valimisviis ei soltu sellest, kuidas on valitud objekt A, siis
saame tabeli [[] asemel lihtsama tabeli:

(A1, By), (A1,By), ..., (A1, By)

(A2,B1), (A2,Bs), ..., (A3, B,)

(Am, B1), (A, Bs), ..., (An, Bp).
Tabel 2

Loomulikult v6ib juhtuda, et meil on vaja moodustada mitte paare, vaid
suurema elementide arvuga kombinatsioone. Siis jouame jargmise iilesandeni.

Mitu k-paigutust saab koostada, kui esimene element voib olla ny erinevat
litki, teine no liiki, . . ., k-s element ny, liiki? Seejuures loetakse kahte paigutust
erinevateks, kui neil kas voi tihelainsal kohal asetsevad erinevad elemendid.

See iilesanne lahendatakse samuti nagu jalgratturite iilesanne. Esimese
elemendi saab valida n; viisil. Iga valitud elemendi saab ithendada suvalise
teise elemendiga ns erinevast liigist, mis annab nin, paari. Iga paari saab



ithendada tikskoik millise kolmanda elemendiga ng liigist, mis annab ninyns
kolmikut. Jatkates saame 16puks nins . ..ny otsitavat tiiipi paigutust.
Jalgratturite iilesandes tuli vélja kolm elementi (sajaliste, kiimneliste ja
tiheliste number). Igal sammul voisime valida iihe tiheksast lubatavast numb-
rist. Seepérast tuligi vilja 9-9 -9 = 729 arvu.
Niiiid aga tiks raskem iilesanne.

Joonis 2

Koostatakse mdrke, mis koosnevad geomeetriakujundist (ringist, ruudust,
kolmnurgast voi kuusnurgast), tihest ja numbrist. Mitu sellist mdarki saab
koostada?

Esimesel sammul tuleb valida geomeetriakujund. Seda saab teha neljal
viisil (meil on kokku neli kujundit). Siis tuleb valida tiks tédht 32-st ja 10puks
iiks number 10-st. Kokku saame 4 - 32 - 10 = 1280 tihendit.

Doominoiilesanne

Keerulisem on lahendada kombinatoorikaiilesandeid, kus valikute arv sol-
tub igal sammul sellest, millised elemendid valiti eelmistel sammudel. Toome
naite niisugusest tilesandest.

Mitmel viisil voib 28 doominokivi seast valida kaks kivi nii, et tihe neist
voiks panna teise korvale (s.o. nii, et mingi silmade arv esineks molemal
kivil) ¢

Algul valime iihe kivi. Seda saab teha 28 viisil. Seejuures osutub valitud
kivi 7 juhul topeltkiviks, s.o. kiviks 00, 11, 22, 33, 44, 55, 66, ja 21 juhul
erineva silmade arvuga kiviks (néiteks, kui esimesel sammul valiti 11, siis
voib teisel sammul valida iihe kividest 01, 12, 13, 14, 15, 16). Teisel juhul
saab teise kivi valida 12 viisil (kivi 35 jaoks sobivad 03, 13, 23, 33, 34, 36,
05, 25, 45, 55, 56). Korrutise reegli jargi saame esimesel juhul 7 -6 = 42
teisel juhul aga 21 - 12 = 252 valimisviisi. Seega saame summa reegli jargi
42 + 252 = 294 paari valimise viisi.

Esitatud arutluses arvestati ka kivide valimise jarjekorda. Seetottu esines
iga kivipaar kaks korda (néiteks esimest korda 01 ja 16, teist korda 16 ja
01). Kui valimise jarjekorda mitte arvestada, siis saame kaks korda vahem
valimisviise, s.0. 147 voimalust.
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Kosmoselaeva meeskond

Kui voimalike valikute arv igal sammul soltub varem valitud elementi-
dest, on iithendite koostamise protsessi mugav kujutada «puu» abil. Algul
tommatakse mingist punktist niimitu 16iku, kuimitu erinevat valikut saab
teha esimesel sammul (seega vastab iga 16ik tihele elemendile). Iga 16igu 16-
pust tommatakse niimitu loiku, kuimitu valikut saab teha teisel sammul,
juhul kui esimese korral valiti antud element jne.

Joonis 3

Niisugune konstruktsioon annab «puuy, mille vaatlemisel saame kergesti
katte tilesande lahendite arvu.

Vaatleme jargmist naidet. On teada, et mitmekohaliste kosmoselaevade
meeskondade koostamisel tekib kosmonautide psithholoogilise sobivuse prob-
leem. Inimesed, kes eraldi voetult on téaiesti kolblikud, voivad pikema tihise
reisi jooksul kélbmatuteks osutuda. Oletame, et kosmoselaeva meeskonnas
peab olema kolm inimest: komandor, insener ja arst. Komandori kohale on ne-
li kandidaati ay, as, as, aq, inseneri kohale kandidaadid by, b, b3 ja arsti kohale
kandidaadid ¢y, ¢9, c3. Kontrollimine néaitas, et komandor a; sobib pstihholoo-
giliselt inseneridega b, ja b3 ning arstidega c, ja c3, komandor ay inseneridega
b1 ja by ning koigi arstidega, komandor as inseneridega by ja by ning arstidega
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c1 ja c3, komandor ay — koigi inseneridega ja arstiga cy. Peale selle ei sobi in-
sener by psiithholoogiliselt arstiga c3, insener by arstiga c; ja insener b arstiga
Co. Mitmel viisil saab nendel tingimustel koostada kosmoselaeva meeskonna?

Vastav puu on kujutatud joonisel [3] Sellest on naha, et leidub vaid 10
lubatavat kombinatsiooni (kui poleks sobivuse kitsendust, siis oleks kombi-
natsioonide arv korrutise reegli jargi 36 =4 -3 - 3).

Kabeiilesanne

Lahendame jargmise iilesande.

Mitmel viisil saab kabelauale asetada valge ja musta kabendi nii, et valge
kabend voiks litia musta?

Kabereeglite jargi asetatakse kabendid mustadele véljadele asudes (joon.
. Kui aga kabend on joudnud viimase horisontaalini, muutub ta tammiks
ja voib litiia koiki temaga iithel diagonaalil paiknevaid kabendeid peale nende,
mis seisavad diagonaali otstes.

Ulesande muudab keerukaks see, et valge kabendi erinevate asendite pu-
hul leidub erinev arv valju, kus ta saab musta liitia. Kui néiteks valge kabend
on véljal c3, siis on musta kabendi otsitavate asendite arv 4. Lopuks, kui val-
ge kabend on joudnud tammiks valjale h8, siis saab ta musta lita kuuelt
valjalt.

Seeparast on siin koige lihtsam néidata valge kabendi iga asendi jaoks
ara musta voimalike asendite arv ja saadud tulemused liita. Joonisel [5a] on

Joonis 4
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kujutatud kabelaud koos vastavate arvudega. Neid liites saame 87. Jarelikult
on 87 voimalikku paigutust.

5 5 5 6 0 0 0 0
1 2 2 1 0 2 2 1

2 4 4 2 2 4 4 0
2 4 4 2 0 4 4 2

2 4 4 2 2 4 4 0
2 4 4 2 0 4 4 2

1 2 2 1 1 2 2 0
1 2 2 1 0 0 0 0

a b
Joonis 5

On selge, et tapselt niisama palju on seise, kus must kabend saab lita
valget. Seise, kus molemad kabendid voivad teineteist liitia on aga vahem.
Néiteks kui valge seisab kabelaua &érel, siis ei saa must teda litia iheltki
véljalt. Seetottu vastab koigile véljadele laua aérel arv 0. Tapselt samuti
leiame arvud, mis vastavad teistele mustadele véljadele. Need on kujutatud
joonisel [5b] Liites saame voimalike paigutuste arvuks 50.

Lopuks leiame musta ja valge kabendi selliste asendite arvu, mille puhul
kumbki ei saa teist liiiia. Selle iilesande lahendame samuti nagu eelmisedki,
asetades valge kabendi igale mustale valjale ja arvutades, mitmel viisil saab
musta kabendi paigutada nii, et kumbki ei saaks teist liitia. Kuid siin on liht-
sam rakendada «teekannu printsiipi»ﬂ ja taandada kiisimus juba lahendatud
iilesandele. Selleks leiame algul, mitmel viisil saab valge ja musta kabendi
iildse kabelauale seada. Valge kabendi voib paigutada igaiihele 32-st mustast
véljast. Seejérel jadb musta jaoks 31 musta vélja. Jarelikult saab neid korru-
tise reegli pohjal paigutada 32-31 = 992 viisil. Kuid nende paigutamisviiside
seas on 87 niisugust, kus valge kabend voib liiiia musta, ja 87 niisugust, kus
must voib litia valget. Seeparast tuleb korvale jatta 2 - 87 = 174 seisu. On

'Rasgitakse, et kord kiisinud matemaatik fiiiisikult: «Teie ees on tithi teekann ja siiii-
tamata gaasipliit; kuidas vesi keema ajada?» — «Taitke kann veega, siiidake gaas ja
pange kann pliidile,» vastanud fiiiisik. «Oige,» delnud matemaatik. «Niiiid aga lahendage
teine iilesanne. Siitidatud pliidi korval seisab téiis teekann. Kuidas vesi keema ajada?» —
«See on veel lihtsam, teekann tuleb pliidile panna!» — «Mitte midagi taolist!» hiitidnud
matemaatik. «Tuli on vaja kustutada, vesi kannust vélja valada ja me jouame eelmise
iilesandeni, mida juba oskame lahendada!» Seepérast radgitaksegi naljatades «teekannu
printsiibist», kui uus iilesanne taandatakse juba lahendatud tilesandele.
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(PN

Joonis 6

vaja aga arvestada, et nii jaetakse moned paigutamisviisid kaks korda valja:
iiks kord seetottu, et valge kabend voib liitia musta, teine kord selleparast, et
must voib litia valget. Me nagime, et leidub 50 seisu, milles molemad voivad
teineteist liitia. Seepéarast on

992 — 174 + 50 = 868

seisu, kus kumbki kabend ei saa teist liiiia.

Mitu inimest ei oska voorkeeli?

Viimase kabeiilesande lahendamise meetodit kasutatakse kombinatoori-
katilesannete puhul sageli. Vaatleme jargmist néidet.

Uurimisinstituudis tootab 67 inimest. Neist 47 oskab inglise keelt, 35 saksa
keelt ja 23 molemat keelt. Mitu inimest instituudis ei oska ei inglise ega saksa
keelt?

Ulesande lahendamiseks tuleb kogu instituudi toé6tajate kollektiiv jaota-
da osadeks, millel pole iihiseid elemente. Esimese osa moodustavad need, kes
oskavad ainult inglise keelt, teise need, kes oskavad iiksnes saksa keelt, kol-
manda molema keele oskajad ja neljanda need, kes ei oska kumbagi keelt
(joon. [6).

Modlema keele oskajaid on andmete jargi 23. Et aga inglise keelt oskab 47
inimest, siis valdab ainult inglise keelt 47 — 23 = 24 inimest. Tépselt samuti
oskab ainult saksa keelt 35 —23 = 12 inimest. Siit jareldub, et vihemalt iihte
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nendest keeltest valdab 23 4+ 24 + 12 = 59 inimest. Et aga instituudis to6tab
67 inimest, siis tuleb viimase osa arvele 67 —59 = 8 inimest. Niisiis, 8 inimest
ei oska kumbagi keelt.

Saadud vastuse voib kirjutada kujul

8 =67 — (23+24+12).

Kuid me saime 24, lahutades 47-st 23, ja 12, kui lahutasime 35-st 23.
Seeparast

8 =67 — 23 — (47 — 23) — (35 — 23) = 67 — 47 — 35 + 23.

Niiiid on seadusparasus naha: tootajate iildarvust lahutatakse inglise kee-
le ja saksa keele oskajate arvud. Seejuures satuvad moned tootajad molemas-
se nimekirja ja nad lahutatakse kaks korda. Need on just sellised poliiglotid,
kes valdavad molemat keelt. Liites need juurde, saame niisuguste isikute ar-
vu, kes ei oska kumbagi keelt.

Muudame vaadeldud iilesande keerulisemaks, lisades veel iihe keele.
Osaku prantsuse keelt 20 inimest, inglise ja prantsuse keelt 12 inimest, saksa
ja prantsuse keelt 11 inimest, koiki kolme keelt aga 5 inimest. On selge, et
siis oskab ainult inglise ja prantsuse keelt 12 — 5 = 7 inimest, ainult saksa ja
prantsuse keelt aga 11 — 5 = 6 inimest. Seega oskab tiksnes prantsuse keelt
20 — 7 —6 — 5 = 2 inimest. Need inimesed kuuluvad nende 8 hulka, kes ei
valda inglise ega saksa keelt. Jarelikult on 8 —2 = 6 inimest, kes ei oska iihtki
kolmest keelest.

Vastuse voib kirja panna nii:

6=8—2=67—47—35+23—(20—7—6—5) =
— 67 —47—35+23—20+ (12—5)+ (11 —5) +5
— 67 —47—35—204 23+ 12+ 11 — 5.

Seaduspérasus on niiiid téiesti ilmne. Algul lahutatakse tootajate tildarvust
nende arv, kes valdavad iihte keelt (ja voib-olla ka teisi). Seejuures on moned
kaks korda «lahutatud», sest oskavad kahte keelt. Selleparast liidetakse arvud
23, 12, 11, mis néitavad, mitu inimest valdab kahte keelt (ja voib-olla veel
kolmandatki). Kuid isikud, kes valdavad kolme keelt, on algul kolmekordselt
«lahutatud» ja siis kolmekordselt «liidetud». Et nad tegelikult tuleb ikkagi
lahutada, siis lahutame veel arvu 5.

Juurde- ja mahaarvamise valem

Vaadeldud néited voimaldavad sonastada iildreegli. Olgu meil N eset,
mille seast moningatel on omadused aq, s, ..., a,. Seejuures ei pruugi mo-
nel esemel iihtki mainitud omadust olla voi tal voib neid olla iiks voi mitu.
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Téahistame N(a;q; . .. ;) kaudu nende esemete arvu, millel on omadused «;,
a;, ..., a (ja voib olla veel moni teine omadus). Kui meil on vaja rohutada,
et voetakse ainult esemed, millel ei ole teatud omadust, siis margime selle
omaduse priimiga. Néiteks N (ajaqa’)) abil téhistatakse nende esemete arvu,
millel on omadused a; ja ag, kuid pole omadust «y (iilejddnud omaduste
kehtivus jaab lahtiseks). Nende esemete arvu, millel pole tihtki nimetatud
omadust, téhistatakse N(aja)...a,) abil. Uldreegel on jirgmine:

N(ajagy...al) =N — N(ai) — N(ag) —
— N(an) + N(oqaz) + N(agas) + ...+ N(ogay,) + ..
N(ap-104) — N(ayasas) —
— N(ap—a0n_10y) + ...+ (=1)"N(ayay . .. ay). (1)

Siin on algebraline summa voetud iile koigi kombinatsioonide omadustest
aq, g, ..., a, (nende jarjekorda arvestamata), kusjuures mark + pannakse,
kui arvesse voetavaid omadusi on paarisarv, ja médrk — kui neid omadusi
on paaritu arv. Naiteks N(ajazasay) voetakse margiga + ja N(aszouaig)
margiga —. Valemit nimetatakse juurde- ja mahaarvamise valemiks: algul
arvatakse maha koik esemed, millel on kasvoi tiks omadustest aq, as, ..., a,,
siis arvatakse juurde esemed, millel on vahemalt kaks nendest omadustest,
seejarel arvatakse maha vahemalt kolme omadusega esemed jne.

Toestame valemi induktsiooniga omaduste arvu jirgi. Uhe omaduse puhul
on valem ilmne. Igal esemel see omadus kas on olemas v6i puudub. Seepérast

N(d/) =N — N(a).

Oletame niiiid, et valem on toestatud juhu jaoks, kus omaduste arv on
n—1:

N(ajah...al, 1) =N —N(ay) —...— N(ap_1)+
+ N(aqaz) + ...+ N(ap—20—1)—
N(alagag) — N(ap—30n—20pn-1) + ...
+ (=)™ lN(alag...an_l). (2)

See valem kehtib eelduse jargi iga elementide hulga puhul. Muuseas peab ta
siis kehtima ka nende elementide hulga N (ay,) korral, milledel on omadus «,. Selle
elementide hulga jaoks omandab valem kuju:

N(ajah...al,_jan) = N(ay) — N(ajay) — ... — N(ap_105)+
+ N(anazay) + ...+ N(ap—20n_105) — N(josasay,) —
o+ (—1)"_1]\7(041042 e Qp—1Qly) (3)



16 PEATUKK I.. KOMBINATOORIKA ULDREEGLID

(igal juhul voetakse ainult esemed, millel on omadus ay,).
Lahutame vorduse vordusest . Paremal poolel saame valemi ((1)) parema
poole, mida vajasimegi. Vasakul saame vahe

N(ajdy...al, ) — N(djah...al,_jap). (4)

Kuid N(ajaf...al,_;) on nende esemete arv, millel pole omadusi aj, as, ...,
a1, aga voib olla omadus ay,. N(ajah...al,_ja,) on aga nende esemete arv,
millel pole omadusi a1, as, ..., a,—1, kuid on kindlasti omadus «,,. Jarelikult on
vahe just vordne nende esemete arvuga, millel pole iihtki omadustest aq, as,

.ovy Qp—1, Q. Teiste sonadega, kehtib vordus

!/

N(ajdhy...al, 1) — N(djahy...al,_ja,) = N(ajah...al,_qal)

Seega saame pérast lahutamist vasakul valemi vasaku poole ja valem on toes-
tatud juhu jaoks, kus omaduste arv on n.

Jarelikult kehtib seos n omaduse jaoks, niipea kui ta kehtib n — 1 omaduse
korral, n = 1 puhul on ta aga juba tdestatud; seepirast on selle seose kehtivus
toestatud mistahes 16pliku omaduste siisteemi jaoks.

Valemi voib siimboolsel kujul esitada jargmiselt:

N@p ..o )=N1-a)(1-5)...(1-w) (5)

Siin tuleb pérast sulgude avamist korrutised Naf ... A kirjutada kujul N(af...\).
Néiteks, Nafdw asemel kirjutame N (afdw).

Milles on viga?

Uks klassiorganisaator andis opilaste kohta jirgmised andmed: «Klassis
on 45 opilast, nendest 25 poissi. 30 last opib neljadele ja viitele, nendest 16
poissi. Spordiga tegeleb 28 opilast, nendest 18 poissi ja 17 opilast, kes opivad
neljadele ja viitele. 15 poissi 6pib neljadele ja viitele ning tegeleb iihtlasi
spordiga.

Mone paeva parast kutsus klassiorganisaatori vilja klassijuhataja, kes na-
gu kiuste opetas matemaatikat, ja ttles, et andmetes on viga. Katsume vélja
selgitada, kuidas ta seda teada sai. Selleks arvutame, mitu tiddrukut ei tege-
le spordiga ning saab aeg-ajalt kolmesid (voib-olla ka kahtesid). Tahistame
kuulumise meessoo hulka «; abil, hea oppeedukuse as ja spordiga tegelemise
as abil. Leiame, millega vordub N(a)ayay). Ulesande tingimuste kohaselt

N(()q) == 257 N(Oé2> == 307 N(Oég) = 28,
N(Oéla/g) = 16, N(ozlozg) = 18, N(Ongég) = ]_7,
N(ajasas) = 15.
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Seega saame juurde- ja mahaarvamise valemi jérgi:
N(ajasay) =45 —25—-30—28 + 16+ 18 + 17 — 15 = —2.

Kuid vastus ei saa olla negatiivne! Seepédrast on andmetes vastuolu ja nad
pole oiged.

Eratosthenese soel

Uks matemaatika suuremaid moistatusi on algarvude naturaalarvude reas
paiknemise seadusparasused. Monikord jargneb tiks algarv teisele iile tihe
arvu (naiteks 17 ja 19, 29 ja 31), monikord tuleb aga jarjest miljon kordarvu.
Praegu teavad opetlased juba iisna palju selle kohta, kui palju on esimese N
naturaalarvu seas algarve. Nendes arvutustes osutus oige kasulikuks meetod,
mis périneb vanakreeka teadlaselt Eratostheneselt (ta elas III sajandil e.m.a.
Aleksandrias).

Eratosthenes tegeles vaga paljude erinevate probleemidega: talle kuulub
huvitavaid uurimusi matemaatikas, astronoomias ja teistes teadusharudes.
Muide, selline mitmekiilgsus tegi ta veidi pealiskaudseks. Kaasaegsed nime-
tasid Eratosthenest naljatades «koiges teiseks» (teine matemaatik Eukleidese
jérel, teine astronoom Hipparchose jérel jne.).

Matemaatikas huvitas Eratosthenest just probleem, kuidas leida natu-
raalarvude 1 kuni NV seast koik algarvud[]. Ta motles selleks vélja jargmise
meetodi. Algul tommatakse maha koik arvud, mis jaguvad kahega (vilja
arvatud 2 ise). Siis voetakse esimene jérelejadanud arvudest (nimelt 3). Ilm-
selt on see algarv. Seejiarel tommatakse maha koik talle jargnevad arvud, mis
jaguvad kolmega. Esimene jarelejaav arv on 5. Tombame maha koik talle
jargnevad arvud, mis jaguvad viiega jne. Arvud, mis séilivad péarast koiki
neid mahatombamisi, ongi algarvud. Et Eratosthenese ajal kirjutati vaha-
tahvlitele ja arve ei tommatud maha, vaid torgati lébi, siis meenutas tahvel
kirjeldatud protsessi jarel soela. Seeparast sai Eratosthenese meetod nimeks
«Eratosthenese soel».

Teeme kindlaks, mitu arvu jaab alles esimesest sajast, kui me FEra-
tosthenese meetodi jargi tombame maha kahe, kolme voi viiega jaguvad ar-
vud. Teiste sonadega, esitame niisuguse kiisimuse: mitu arvu esimese saja
seast ei jagu ithegagi arvudest 2, 3 ja 57 See iilesanne lahendatakse juurde-
ja mahaarvamise valemi jargi.

Tahistame «; abil arvu kahega, a4 abil kolmega ja a3 abil viiega jaguvuse
omaduse. Siis tadhendab ajas, et arv jagub 6-ga; a3 et ta jagub 10-ga ja

'Eratosthenes pidas arvu 1 algarvuks. Pracgu peavad matemaatikud arvu 1 eri liiki
arvudeks, mis ei kuulu ei alg- ega kordarvude hulka.
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asas, et ta jagub 15-ga. Lopuks tdhendab ajasas, et arv jagub 30-ga. Meil
tuleb leida, mitu arvu iihest sajani ei jagu tihegagi arvudest 2, 3 ja 5, s.o.
mitmel neist pole ithtki omadustest oy, as, az. Valemi (2) jargi saame:

N(ojahay) =100 — N(ag) — N(ag) — N(asz)+
+ N(a1aa) + N(owaz) + N(aaos) — N(arasas).

Kuid selleks, et leida, mitu arvu tihest kuni N-ni jagub arvuga n, tuleb
N jagada arvuga n ja votta jagatise téisosa. Seeparast

N(ay) = 50, N(az) = 33, N(as) = 20,
N(aqae) =16, N(apaz) =10, N(agas) =6,
N(OquQOzg) =3

ja jarelikult
N(ajagas) = 26.

Seega 26 arvu iihest kuni sajani ei jagu arvudega 2, 3 ja 5. Need arvud
jaavadki alles parast Eratosthenese protsessi kolme esimest sammu. Peale
selle jaavad jarele 2, 3 ja 5 ise. Kokku sailib 29 arvu.

Esimesest tuhandest jadb péarast Eratosthenese protsessi kolme esimest
sammu alles 269 arvu, sest sel juhul

N(a1) =500;  N(as) =333,  N(ag) = 200,
N(ajas) =166, N(ajasz) =100, N(asasz) = 66,
N(OQCYQC(g) = 33.



[I. VARIATSIOONID, PERMUTATSIOONID JA
KOMBINATSIOONID

Me vaatlesime moningaid kombinatoorikafilesannete la-
hendamise iildreegleid. Nende abil saab anda vastused
viaga erinevat talpi probleemidele. Kuid nii nagu geo-
meetrias on ebamugav iilesande lahendamist alati aksioo-
midele taandada ja hoopis hdlpsam on kasutada teoreeme,
nii on kombinatoorikaski mugavam kasutada valmis vale-
meid, selle asemel et lahendada iilesanne iildreeglite
jargi. Nimelt esinevad méned iilesannete tiiibid teistest
tunduvalt sagedamini. Neis iilesannetes ettetulevatele
iihenditele on antud eri nimetused — variatsioonid, per-
mutatsioonid ja kombinatsioonid.

~ Selliste iihendite arvu:jaoks on tuletatud eri valemid,
mida kasutataksegi mitmesuguste kombinatoorikaiiles-
annete lahendamisel. Uhega nendest valemitest oleme
juba tuttavad: 1 peatiiki algul nditasime, et kordumistega
L.variatsioonide arv n tiiipi clementidest on n*. Niiiid,
teeme kindlaks, mitu sellist variatsiooni saab koostada,
kui kordumised pole lubatud, s.o. kui koik variatsioonides.
sisalduvad elemendid on erinevad. Algul vaatleme jarg-
mist iilesannet.

Jalgpallimeistrivéistiused

NSVL A-klassi jalgpallimeistrivoistluste esimesest ala-
grupist votab osa 17 meeskonda. Voistlus kdib kuld-,
hobe- ja pronksmedalite pérast. Mitmel viisil voivad
medalid jaotuda?

See filesanne lahendatakse korrutise reegli pohjal.
Kuldmedalid voib saada iikskoik milline 17 meeskonnast.
Teiste sonadega on meil siin 17 voimalust. Ent kui mingi
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meeskond on kuldmedalid juba saanud, siis jdab wvaid
16 hobemedalite pretendenti. Kordumine on vélistatud: tiks
ja sama meeskond ei saa korraga voita nii kuld- kui ka
hobemedaleid.

Kui ka hobemedalid on kitte antud, siis voib pronks-
medalid saada vaid ks iilejddnud 15 meeskonnast. Seega
saame korrutise reegli jirgi, et medalid voivad jaotuda
17-16-15=4080 viisil.

Kordumisteta variatsioonid

Lahendatud iilesanne kuulub nende kombinatoorikaiiles-
annefe klassi, kus esinevad kordumisteta wvariatsiconid.
Selliste iilesannete iildine sonastus on jargmine.

On olemas n erineval eset. Mitu k-paigutust saab
nendest koostada? Seejuures loetakse kahte paigutust eri-
nevaks, kui neis on vihemalt {iks erinev element v6i nad
koosnevad {ihtedest ja samadest elementidest, ent erinevas
jarjekorras.

Selliseid paigutusi nimetatakse kordumisteta variat-

sioonideks ja nende arvu tdhistatakse AY abil. n eseme
kordumisteta k-variatsioonide koostamisel tuleb meil teha
k valikut. Esimesel sammul v&ib valida iikskoik millise
olemasolevast n esemest. Kui see valik on juba tehtud,
siis tuleb teisel sammul valida n—1 allesjaanud eseme
hulgast, sest tehtud valikut korrata ei tohi.! Téapselt
samuti jaidb kolmandal sammul valimiseks n— 2 vaba
eset, neljandal n—3, ... k-ndal sammul n —£k-+1 eset.
Seepirast saame korrutise reegli jargi, et n eseme kordu-
misteta k-variatsioonide arv avaldub jargmiselt:

AR =n(n—1)... (n—k+1). (1)

Teaduslik tihing

Kasutame tuletatud valemit jdrgmise {ilesande lahenda-
miseks.

Teaduslik iithing koosneb 25 inimesest. Tuleb valida
lihingu president, asepresident, teaduslik sekretdr ja lae-
kur. Mitmel viisil saab seda valikut teha, kui igal tihingu
litkmel voib olla vaid iiks amet? |

! Tuletame meelde, et erinevalt kordumistega variatsioonide
juhust on meil niiid vaid iiks ese igast liigist. :
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Antud juhul tuleb leida kordumisteta variatsioonide
arv 25 elemendist neljakaupa. Siin on ju olulised nii
gihingu juhtkonda valitud isikud kui ka ametite jaotus
nende vahel (valik, kus president on Ivanov, asepresident
Tatarinov, teaduslik sekretir Timosenko, laekur Aleksejev,
erineb valikust, kus president on Timo%enko, asepresident
[vanov. teaduslik sekretdr Tatarinov, laekur Aleksejev).
Seelottu annab vastuse valem

A% ==25.94.23.22=2303 600.

Permutatsioonid

Koostades kordumisteta variatsioone 7 elemendist k-kaupa,
saime paigutused, mis erinevad iiksteisest nii elemendilise
koosseist kui ka elementide jarjestuse poolest. Kui aga
yotta paigutused, millesse kuuluvad koik n elementi, siis
vBivad need iiksteisest erineda vaid koostiselementide jar-
jestuse poolest. Selliseid paigutusi nimetatakse n ele-
mendi permutatsiooniders vGi lithemalt n-permutatsioo-
nideks.

Teiste sOnadega, n-permutatsioonideks nimetatakse
selliseid kordumisteta variatsioone n elemendist, millesse
kunluvad koik elemendid. Voib ka oelda, et n elemendi
permutatsioonideks nimetatakse kbikvoimalikke n-paigu-
tusi, millest igaiiks ‘sisaldab iga elementi iiksainus kord
ja mis erinevad sksteisest vaid elementide jarjestuse
poolest. n-permutatsioonide arvu. tihistatakse Pn abil.
Valemi P, jaoks saame otsekohe kordumisteta variatsioo-
nide arvu valemist. Nimelt

p,=Ap=n(n—1)...2-1. (2)

Et niiiid teada saada, kui palju permutatsioone on voima-
lik koostada n elemendist, tuleb omavahel 1dbi korrutada
naturaalarvud 1 kuni n. Seda korrutist tdhistatakse n!
(loe: n-faktoriaal). Niisiis,

p,=nl=1:2-...-1..

Seejuﬁres eeldatakse, et 11=1.
Edaspidi esineb tdhistus 0! Niib, et 0! peaks vorduma
nulliga. On aga kokku lepitud, et O!=1.
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Pchjus on selles, et faktoriaalil on ilmselt jargmine omadus:
nl=n(n-—1)!

See vordus kehtib n>>1 puhul. On loomulik defineerida 0! nii,
et vordus jaiks kehtima ka n=1 puhul, s. o. nii, et 1!=1-0! Kuid
siis tuleb votta 0!=1.

Mirgime veel, et kordumisteta variatsioonide arvu valemi (1)
¢oib kirja panna jirgmiselt: |

k n!
A mm— (3)
no (n—k)!
Toepoolest, koik tegurid 1, 2, ..., n—k murrus (3) sisalduvad nii

[ugejas kui ka nimetajas. Pirast taandamist saame An=nn—1)...
... (n —k41), mis on kooskdlas valemiga (1).

Ulesanne vankritest .

Mitmel viisil voib malelauale paigutada 8 vankrit nii, et
nad ei saaks iiksteist liiiia?

On selge, et sellise paigutuse korral peab igal horison-
taalil ja igal vertikaalil asuma iiks vanker. Vaatleme iiht
niisugust paigutust. Oletame, et esimesel horisontaalil
asuv vanker paikneb viljal ai, teisel horisontaalil — vél-
jal ag, ..., kaheksandal horisontaalil — véljal as. Siis on
(a1, ag, ..., Gg) Mingi permutatsioon-arvudest 1, 2, ..., 8
(arusaadavalt pole arvude a4, @z, ..., as seas kahte tithesu-
gust, sest muidu satuksid kaks vankrit samale vertikaa-
lile). Vastupidi, kui a4, as, ..., as on mingi permutatsioon
arvudest 1, 2, ..., 8, siis vastab talle teatav vankrite pai-
gutus, mille puhul vankrid ei saa iiksteisf liia. Niiteks
joonisel 7 on kujutatud niisugune paigutus, mis vastab
permutatsioonile 7 5 4 6 1 3 2 8. Seega on otsitavate pai-

gutuste arv vOrdne permutatsioonide arvuga arvudest
1,2,...,8,s.0 Ps Kuid

Pg=—=81=—1-2-3-4-5-6-7-8=40 320.

Seega saab vankreid noutaval viisil paigutada 40320
moodi. .

Tépselt samuti toestatakse, et n horisontaalist ja n
vertikaalist koosnevale lauale vdib vankrid paigutada n!
viisil nii, et nad ei saa iiksteist liia.
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Hoopis teise vastuse oleksime saanud, kui vankrid
itksteisest millegipoolest erineksid, oleksid kas eri varvi
voi nummerdatud. Sel juhul tekib igast nummerdamata .
vankrite paigutusest n! nummerdatud vankrite paigutust:
me saame nad, kui votame nende n vankri koikvoimali-
kud fimberpaigutused samadel hoivatud viljadel. Seepa-
rast oleksime saanud (n!)? paigutust, kus vankrid ei saa
iksteist lida.

Sama jarelduseni voib jouda ka teisiti, kasutades
otseselt korrutise reeglit. Esimese vankri voib panna {iks-
k5ik millisele n? vidljast. Kui maha tommata horisontaal
ja vertikaal, kuhu see vanker sattus, jaab n—1 horison-
taali ja n— 1 vertikaaliga laud, millel on (n — 1)2 vilja.
Seega saab teise vankri asetada (n— 1)2 viisil. Tédpselt
samuti voib kolmanda vankri patgutada (n-—2)? viisil
jne. Kokku saame

n(n —1)2...12=(n!)?

vankrite paigutamisviisi.
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Lingvistilised probleemid

Lingvistid (eriteadlased elavate ja surnud keelte alal)
peavad tihti moistatama tundmatus keeles tehtud kirju-
tusi. Oletame, et nad said teksti, mis on kirja pandud
96 tundmatu mérgi abil. Need mérgid on tahed, millest
igaiiks vastab iihele 26 haalikust. Mitmel viisil saab hdd-
likud kirjamdrkidele vastavusse seada?

Paigutame kirjamargid mingisse jdrjekorda, siis
annab iga vastavusse seadmise viis mingi hédilikute per-
mutatsiooni. Kuid 26 héaalikust saab koostada Pgs==26!
permutatsiooni. See arv on ligikaudu vordne 4-10%. Loo-
mulikult pole koigi nende voimaluste kontrollimine arvu-
tile joukohane, rdakimata juba inimesest, sellepdrast

Siitakse voimaluste arvu vahendada. Tihti onnestub eral-
dada taishailikuid tdhistavad margid kaashdilikute mar-
kidest (tdishddlikud seisavad kaashaalikute korval sage-
damini kui taishadlikud tdishdalikute voi kaashéalikud
kaashaalikute korval; koige sagedamini esinevaid markide
tombinatsioone vaadeldes voib tdishéalikute margid eral-
dada kaashiilikute omadest). Oletame, et onnestus leida
7 marki taishailikute ja 19 mdirki kaashdalikute jaoks.
Arvutame, mitmekordselt on vahenenud voimaluste arv.
7 tiishadlikute mérki saab omavahel imber paigutada 7!
viisil, 19 kaashailikute mairki aga 19! viisil. Kombinat-
sioonide iildarv on 7'19!. Seega on 166 maht vahenenud

!
7—-*-———‘2?5‘~650000 korda. Muidugi on iilesanne kergemaks
{ainud, kuid ka 7!19! on tohutult suur arv.

Edasi arvutatakse iiksikute markide esinemissagedu-
sed. Vorreldes neid sagedusi tahtede esinemissagedustega
antud keelele lihedastes keeltes, vOoib mone margi tahen-
duse umbkaudu #ra arvata. Teised margid onnestub leida,
kui antud teksti vorreldakse sellesama tekstiga teistes
keeltes (vanal ajal armastasid kuningad kuulutada oma
<kangelastegudest» mitmes keeles).

Oletame, et niisuguse 160 tulemusena on dra tuntud
4 tdishailikut ja 13 kaashaalikut. Mitu voimalust veel
jaab? Ilmselt 3!-6!=4320. Sellise kombinatsioonide arvu
saab aga elektronarvuti abil juba 14bi kontrollida.

Analoogiliste raskustega puutuvad kokku ka kriiptoloo-
gid, koodide (salakirjade) desifreerimise spetsialistid.
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Ringming

Seitse neidu mdngivad ringmdngu. Mitmel erineval viisil
véivad nad ringis seista?

Kui nad secisaksid paigal, saaksime 7!==5040 permu-
tatsiooni. Et aga mangijad kaivad ringi, siis pole nende
asend iimbritsevate esemete suhtes oluline, tahtis on vaid
nende omavaheline paigutus. Seetottu tuleb mangijate
ringikdimisel  iiksteiseks ileminevaid permutatsioone
lugeda iihesugusteks. Kuid igast permutatsioonist voib
ringliikumisel saada veel kuus uut permutatsiooni. Seega
tuleb arv 5040 jagada seitsmega. Saame 5040 : 7=720
erinevat neidude paigutust ringmangus.

Joon. 8 e

Uldse, kui vaadelda permutatsioone ringjoonel paik-
nevast n esemest ja lugeda ithesugusteks paigutusi, mis
lihevad iiksteiseks {ile pooramise teel, siis on erinevate
permutatsioonide arv (n—1)L

Niiiid aga arvutame, mitu keed saab koostada 7 eri-
nevast helmest. Arvestades analoogiat dsja lahendatud
iilesandega, voib arvata, et erinevaid keesid on 720. Kuid
keed saab peale ringi mooda podramise ka {imber oma
telje poorata (joon. 8). Seepéarast on selle tilesande vastu-
seks 720 : 2=2360.

Kordumistega permutatsioonid

Seni paigutasime omavahel {imber paarikaupa erinevaid
esemeid. Kui aga moned iimberpaigutatavad esemed on
ithesugused, siis saame vihem permutatsioone, sest osa
permutatsioonidest langeb kokku.
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Paigutades niiteks tdhti limber sonas «talvs, saame
24 erinevat permutatsiooni: -

taly tlav valt wvlat
tavl tlva wvatl vlia
tval tvla wvtal wvtla
atlv avit ltav lvat
atvl avtl Itva lvta
altv alvt latv lavt

Kui aga sona «talv» asemel votta sona «taat», siis tuleb
koigis valjakirjutatud permutatsioonides asendada [-téht
a-tihega ja v-tdht ¢-tahega. Seejuures osutuvad moned
meie 24 permutatsioonist ithesugusteks. Néiteks annavad
esimese rea permutatsioonid talv, tlav, valt, vlat sellise
asenduse puhul iihe ja Sama sdna «taat». Tépselt samuti
annavad neli teise ritta kirjutatud permutatsiooni sona
«tatas. Uldse jagunevad koik 24 permutatsiooni nelikuteks,
mis [-tahe asendamisel a-timega ja v-tdhe asendamisel
t-tahega annavad ithe ja sama tulemuse. Tabelis asuvad
need permutatsioonid iihes reas. Jéarelikult saab sonast
«taat» koostada iildse 24:4=6 permutatsiooni. Need on
jargmised: -

taat, tata, ttaa, atat, aftta, aatt.

{Jldine iilesanne sonastatakse jargmiselt.

On antud k erinevat tiiipi elemente. Mitu permutal-
siooni saab koostada ny esimest tiilipi, n teist tiipi, ..., N
k-ndat tiiipi elemendist? | 3

Elementide arv igas permutatsioonis n=ni--re—-. ..

...-n,. Kui koik elemendid oleksid erinevad, siis oleks

~permutatsioonide arv nl. Kuid osa elementide {ihtumise
{5ttu saame vihem permutatsioone. Toepoolest, votame
niiteks permutatsiooni

aa...a bb...b ... XX...X, (4)
n, , Ty

millel on alguses vilja kirjutatud koik esimest tiifipi ele-
mendid, siis koik teist tiiiipi elemendid, ..., 16puks koik
k-ndat tiiiipi elemendid. Esimest tiiiipi elemente saab oma-
vahel timber paigutada ny! viisil. Et aga koik need ele-
mendid on ithesugused, siis ei muuda sellised permutat-
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sioonid midagi. Tapselt samuti ei muuda midagi n!
iimberpaigutust teist tiifipt elementidega, ..., np! fimber-
paigutust k-ndat tiiiipi elementidega. Naiteks ei muuiu
permutatsioon «ttaa», kui me vahetame omavahel esimese
ja teise elemendi v6i kolmanda ja neljanda elemendi
kohad. |

Esimest tiiiipi elementide, teist tiitipi elementide jne.
fimberpaigutusi voib teha iiksteisest soltumatult, seepa-
rast saab (korrutise reegli jdrgi) permutatsiooni (4)
muutmata tema elemente omavahel {imber paigutada
ndns! ... ny! viisil. Sama kehtib ka nende elementide iga
teise jarjestuse korral. Seetdttu jaguneb koigist n! permu-
tatsioonist koosnev hulk osadeks, millest igaiiks koosneb
ndng! ... nx! ithesugusest permutatsioonist. Niisiis saab
antud elementidest koostada

n! i
n1! ng! . I’Lh!

P(I’LI, Hay ..., nh)z

(5)

erinevat kordumistega permutatsiooni (meenutame, et n=
n1—|—n2—l— .. +)"Lk) .

Valemit (5) kasutades on kerge vastata jargmisele
kiisimusele: mitu permutaisiooni saab koostada sona «Mis-
sissippi» tdhtedest? Siin on meil iiks m-tdht, neli i-tahte,
neli s-tahte ja kaks p-tdhte, kokku 11 téhte. Seega on per-
mutatsioone valemi (b) jargi

1!
P (4,4,2, 1) =—rorrr=>34 650.

Anagrammid

Kuni XVIIsajandiniteaduslikke ajakirju peaaegu eiolnud.
Opetlased said oma kolleegide toodest teada kas raama-
tute voi erakirjade kaudu. See tegi uute tulemuste avalda-
mise viga raskeks: raamatute triikkkimine kestis aastaid,
aga oma avastusest erakirjas teatada oli riskantne, sest
mine tea, dkki keegi kuulutab saavutuse enda omaks ja
katsu siis toestada, et ta seda mitte ise vélja ei moelnud,
vaid leidis kirjast. Véis aga juhtuda, et kirja saajagi oli
kaua sama kiisimuse kallal juurelnud ja 16puks lahenduse
leidnud ning kiri ei teatanud talle midagi uut, sest ta
kavatses ise kolleegile analoogilise teate ldkitada.
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Seetottu tekkisid tihti vaidlused prioriteedi le. XVII
sajandi 16pul vaidlesid Newton ja Leibniz kaua selle ile,
kes avastas esimesena diferentsiaal- ja integraalarvutuse,
Newtonil ja Hooke'il olid aga lahkarvamused selles osas,
kes sonastas esimesena iildise gravitatsiooniseaduse jne.

Archimedesel tuli vanasti isegi kavalust kasutada.
Moned Aleksandria teadlased olid Archimedese kirjadest
{iht-teist teada saanud ja esitasid need tulemused enda
omade pahe. Archimedes saatis neile siis veel {he Kkirja,
milles sisaldusid vidga tdhelepanuvdirsed valemid mone
kujundi pindala ja ruumala jaoks. Aleksandrialased vait-
sid jille, et nad tundvat neid valemeid juba ammu ning
Archimedes polevat neile teatanud midagi uut. Kuid niiiid
selgus, et Archimedes oli nad 16ksu piitidnud: kirjas teata-
tud valemid olid valed! '

Et prioriteet oleks kindlustatud ja tulemused enne-
aegu featavaks ei saaks, sonastasid teadlased oma avas-
tuse olemuse lithikeses lauses, siis aga paigutasid selles
tihed iimber ja saatsid iimberpaigutatud tahtedega kirja
kolleegidele. Selliseid itmberpaigutatud tihtedega tekste
nimetati anagrammideks. Niiteks sonad «talv» ja «latv»
on anagrammid. Kui avaldati tulemusi iiksikasjaliselt esi-
tav raamat, siis selles oli anagramm deSifreeritud. Ana-
gramme kasutati ka poliitilistes vaidlustes. Naiteks parast
Prantsusmaa kuninga Henri IV tapmist koostati tema
tapja nimest «frére Jacques Clément» (vend Jacques Clé-
ment) anagramm «C'est U'enfer qui m’a créé» (porgu on
mu loonud). Kuninga vastased ei jddnud volgu ja koosta-
sid tema nimest «Henri de Valois» anagrammi «Vilain
Herodés» (nurjatu Herodes). Kui Christiaan Huygens
(1629—1695) avastas Saturni ronga, koostas ta ana-
grammi

-------

nannnnaRn, 0000, pp, g, rr, s, ttttl, uuuuun.

Asctades selles tidhed vajalikku jérjekorda, saame teksti
Annulo cingitur tenui, plano, nusquam cohaerente, ad
eclipticam inclinato  («iimbritsetud Ghukesest lamedast
rongast, ei puutu kusagil selle vastu, ekliptika suhtes
kaldu»). ' |
Kuid anagrammid ei vdimaldanud alati saladust
hoida. Kui seesama . Huygens avastas Saturni esimese

kaaslase (Titaani) ja leidis, et tema planecedi timber tiirle-
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mise aeg on 15 pdeva, koostas ta selle kohta anagrammi
ja saatis oma kolleegidele. Ent iiks neist, J. Wallis, oli
suur meister salakirjade deSifreerimises. Ta lahendas ana-
grammi ja koostas sel puhul oma anagrammi, mille saatis
Huygensile. Kui teadlased anagrammide lahendusi vaheta-
sid, tuli vilja, nagu oleks Wallis teinud sellesama avas-
tfuse veel enne Huygensit. Wallis tunnistas hiljem, et ta
olevat naljatanud, soovides toestada, et anagrammidest
pole suurt kasu. Huygens ei osanud niisugust nalja hin-
nata ja vihastas. |

Arvutame, mitu i{imberpaigutust tuleks teha, et jouda
Huygensi esimese anagramimi toelise motteni. Selles ana-
grammis sisaldub 7 a-tahte, 5 c-tdhte, 1 d-téht, 5 e-tidhte,
I g-taht, 1 h-tdht, 7 i-tdhte, 3 I-tihte, 2 m-tihte, 9 n-tahte,
4 o-tihte, 2 p-tahte, 1 g-tdht, 2 r-tihte, 1 s-tidht, 5 ¢-tdhte
ja 5 u-tdhte, kokku 61 tihte. Valemi (5) pohjal saame

61!
T7U5U 11BN 11713 219141 21 11 2! TEHER

permutatsiooni. See tohutu arv on vordne umbes 10%.
Koigi nende permutatsioonidega ei tuleks toime ka
miljon operatsiooni sekundis sooritav elektronarvuti, isegl
juhul, kui ta tootaks kogu Péikesesiisteemi eksisteeri-
mise aja. ‘
Teatud mottes on inimesel seda iilesannet kergem
iahendada kui masinal. Inimene ei vaatle ju mitte koiki
fimberpaigutusi, vaid ainult selliseid, kus tekivad mottega
sonad, arvestab vormidpetuse reegleid jne. See vahendab
tunduvalt vajalike katsete arvu. Ja peaasi, inimene teab
umbes, milliste probleemidega on tema korrespondent
tegelnud. Kuid ikkagi tuleb teha tohutu too. |

Kombinatsioonid

Elementide paiknemise jérjekord meid alati ei huvita.
Niiteks kui Noukogude Liidu malemeistrivdistluste pool-
rinaalist votab osa 20 inimest ja finaali padseb neist ainult
kolm, siis pole esimese kolmiku jarjekord oluline: kas vOi
kolmandana, péédseks aga ainult finaali! On ju olnud juh-
tumeid, kus tsempioniks sai maletaja, kes poolfinaalis ei
tulnud sugugi esimeseks. ) |

Téapselt samuti peavad Noukogude Liidu jalgpalli-
meistrivoistiustel neljale viimasele kohale tulnud mees-
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konnad lahkuma esiliigast (koosneb seitsmeteistkiimnest
meeskonnast). Ja nork lohutus on see, et meeskond tuli
14., aga mitte 17. kohale — nagunii tuleb teisejarguliste
meeskondade hulka minna.

Neil juhtudel, kus meid ei huvita elementide jarjekord
ithendis, vaid ainult ithendi koosseis, rddgitakse kombinat-
sioonidest. Niisiis, n elemendi k-kombinatsioonideks nime-
tatakse nende elementide kdikvoimalikke k-paigutusi, mis
erinevad fiiksteisest elementide koosseisu, kuid mitte nende
jarjestuse poolest. Seda k-kombinatsioonide arvu, mida

saab koostada n elemendist, tdhistatakse Cﬁ abil.

Valemi kombinatsioonide arvu jaoks saame kergesti
eespool tuletatud variatsioonide arvu valemist. Toepoolest,
koostame algul koik n elemendi k-kombinatsioonid, siis
aga paigutame igas kombinatsioonis sisalduvad elemen-
did koikvoimalikel viisidel imber. Seejuures tekivad koik
n elemendi k-variatsioonid, kusjuures igaiiks ainult iks
kord. Kuid igas k-kombinatsioonis voib teha k! iimberpai-

gutust ja nende kombinatsioonide arv on Cr. Seega kehtib
valem
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RICK = Ak

Sellest leiame, et

AR n!
Bl (n—k)IRLS

ch — (6)

On tihelepanuvéérne, et tuletatud valem iihtib vale-
miga selliste permutatsioonide arvu jaoks, kus esineb K
iihte liiki ja n—F teist liiki elementi:

n!
Pk, n—R) =1 m — k)l

Teiste sonadega,

CE—_pk,n—F). (T

Selle vorduse voib toestada ka vahetult, variatsioo-
nide arvu valemit kasutamata. Selleks seame jarjekorda
koik n elementi, millest kombinatsioonid koostatakse, ning
sifreerime iga kombinatsiooni nullidest ja iihtedest koos-
neva n-paigutuse abil. Nimelt, kui mingi element kombi-
natsiooni kuulub, siis kirjutame tema kohale 1, kui ta aga
ei kuuly, kirjutame 0. Kui néiteks kombinatsioonid koos-
iatakse tdhtedest a, b, c, d, e, [, & h, i, j, siis vastab
kombinatsioonile a, ¢, f, h, i paigutus 1010010110, paigu-
tusele 0111001001 aga kombinatsioon b, ¢, d, g, j. On
selge, et seejuures vastab igale k-kombinatsioonile pai-
gutus & iihest ja n— k nullist, igale sellisele paigutusele
aga mingi k-kombinatsioon, kusjuures erinevatele paigu-
tustele vastavad b-kombinatsioonid on erinevad. Siit jarel-
dubki, et k-kombinatsioonide arv n elemendist iihtib per-
mutatsioonide arvuga k ithte tiiiipi ja n—Fk teist tittipi
olemendist (vastavalt iihest ja nullist).

Valemit (6) kasutades on kerge lahendada {ilesandeid,
millest oli juttu kéesoleva punkti alguses. Malemeistri-
voistluste poolfinaali erinevate 1opptulemuste arvu annab
valem -

20!

3
Co=—37177—

1140
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Jalgpallimeistrivoistluste «kurbade» lopptulemuste arv on
aga

4 171!
C17-—m—-2380.

Toome veel tihe tilesande kombinatsioonide kohta.

Mitmel viisil saab malelauale paigutada 8 vankrit?
Erinevalt lk. 30 vaadeldud {ilesandest ei seata siin tingi-
must, et vankrid ei saaks iiksteist liilia. Seepérast tuleb
meil lihi{salt malelaua 64 vilja seast valida mistahes 8
valja, seda aga saab teha

64!

TR =4 328 284 968

8

viisil.
Tapselt samuti toestatakse, et m horisontaalist ja n
vertikaalist koosnevale lauale saab %k vankrit paigutada

cro_ (mn)!
T (mn— k)R

Wy

viisil.

Kui aga paigutada mitte & iihesugust vankrit, vaid %
erinevat vigurit, siis on juba oluline, kuhu milline vigur
on asetatud. Seepdrast tekivad siin mitte kombinatsioonid,
vaid variatsioonid ja vastuse annab valem

(mn)!

h —
Amn= (mn— k)1’

Genua loterii

Moodunud sajandeil oli levinud niinimetatud Genua lote-
rii, mis monel maal on sailinud praegusajani. Loterii pohi-
mote oli jargmine. Osavotjad ostsid pileteid, millel olid
arvud tihest diheksakiimneni. Vois osta ka pileteid, mille]
oli korraga kaks, kolm, neli voi viis arvu. Loosimispdeval
voeti sedeleid arvudega 1 kuni 90 sisaldavast kotist viis
sedelit. Voitsid need, kelle pileti kbdik arvud kuulusid vélja-
voetud arvude hulka.! Niiteks voitis pilet, millel olid

! Selle loterii teisendvormiks on lotoming: siin esinevad samuti
«tiinnikesed» arvudega 1 kuni 90, aga mingijate kaartide! on triiki-
tud kolm rida arve, viis arvu igas reas.

Genua loteriile on {isna ldhedane ka praegu laialt harrastatav
spordiloto.
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arvud 8, 21, 49, juhul kui vilja tulid arvud 3, 8, 21, 37, 49;
kui aga vélja voeti naiteks arvud 3, 7, 21, 49, 63, siis pilet
kaotas. sest arvu 8 ju viljavoetute hulgas ei olnud.

Kui loteriist osavdtja ostis ithe arvuga pileti, sai ta
voidu korral 15 korda rohkem pileti hinnast; kui kahe
arvuga pileti, siis 970 korda rohkem; kui kolme arvuga,
siis 5500 korda rohkem; kui nelja arvuga, siis 75000
rorda rohkem; kui viie arvuga, siis 1 000000 korda rohkem,
kui oli maksnud pileti eest. ‘

Paljud inimesed piitidsid selle loterii abil rikastuda,
ostes igal loosimisel kahe vOi kolme arvuga pileti. Kuid
voita ei onnestunud peaaegu kellelgi: loterii oli nii kavan-
datud, et kasu saama pidid iiksnes selle korraldajad.

Et moista, milles on asi, katsume arvutada, mis-
sugune on loterii «onnelikes 16pptulemuste suhe 16pptule-
muste iildarvu erinevate manguviiside puhul. Lopptule-
muste iildarvu saame valemi (6) jirgi. Uheksakiimne
sedeliga kotist voetakse ju 5 sedelit, kusjuures nende
jarjekorral pole mingit tahtsust. Tekivad kombinatsioonid
90-st elemendist b-kaupa, neid on

90! 90-89-88-87-86
51851 1.2:3-4:5

5
Cgo:

Oletame nitiid, et loteriist osavotja ostis ithe arvuga pileti.
Mitmel juhul ta voidab? Voiduks on tarvis, et fiks vélja-
voetud arvudest iihtiks pileti arvuga. Ulejddnud neli voi-
vad olla suvalised. Kuid need nelj valitakse iilejddnud
80 seast. Seetdttu véljendub soodsate kombinatsioonide
arv valemiga |

. 89-88-87-86
¥="1.9.3.4

Giit jareldub, et soodsate kombinatsioonide arvu suhe
kombinatsioonide iildarvusse

Css 56 1
¢ 90 18"

tahendab, mingija voidab umbes iihel korral kaheksateist-
kiimnest. Teiste sonadega maksab ta 18 pileti eest, kuid
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vbidab vaid 15 korda rohkem ithe pileti hinnast, kolme
pileti hinna panevad taskusse loterii korraldajad.

Loomulikult ei maksa arvata, et mingija voidab igast 18-st
. korrast tdpselt iihel. Monikord jaab kahe voidu vahele 20 voi 30 loo-
simist, teinekord aga snnestub voita ka kahel loosimisel jérjest. Jutt
on keskmisest voitude arvust pika ajavahemiku vOi suure osavotjate
arvu pubul. Muidu voib teha samasuguse vea, nagu olevat teinud
keegi arst. Ta selnud patsiendile: «Teil on selline haigus, millest
paraneb vaid iiks inimene kitmnest. Minu celmised itheksa selle hai-
gusega patsienti surid., Tahendab, teie paranete tingimatal»

Niiiid aga arvutame tansid kahe arvuga piletiga
mangimisel. Siin on tarvis, et 2 piletil olevat arvu kuu-
juksid kotist voetute hulka, iilejaanud 3 voivad aga olla
iikskoik millised. Et neid voib valida 88 jarelejddnud arvu
hulgast, siis on «onnelikes 1opptulemuste arv niisuguse
piletiga mangimisel antud valemiga

;  88-87-86
8="1.2.3 ° -

«Onnelike» 1opptulemuste ja tulemuste fildarvu suhe

Cos 45 2
Cs,~ 90-89 801

Voidu annavad 801 16pptulemusest ainult kaks. Kuid
et voit on vaid 270 korda suurem pileti hinnast, siis pane-
vad loteriikorraldajad iga 801 kahe arviga pileti hinnast
961 pileti maksumuse oma taskusse. On selge, et kahe
arvuga piletiga mangimine o osavotjatele veel vahem
kasulik kui «lihtsa iiksikuga» mang.

Hoopiski ebasoodne on kolme, nelja voi viie arvuga
piletiga mang. Esimesel juhul on kasulike ja koigi 1opp-
tulemuste arvude suhe

c4 345 1
5~ 90-89-88° 11748

teisel juhul

ch 2345 1
i~ 90-89-88-87 511038
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ja kolmandal
1 1.2.345 _ !
cs 90.80-88.87-86 43949268

Voitjatele makstakse aga _vaid 5500, 75000 ja 1 000 000

korda rohkem. Arvutage IS¢, lkui suured on neil tingi-
mustel loteriist osavotjate kahjud.

. Kookide ostmine

Kondiitridris miiidi 4 sorti kooke: napooleonikooke, ekldd-
re, -aleksandrikooke ja lehttaignakooke. Mitmel viisil saab
osta 7 kooki? .

Sellel iilesandel on teine kuju kui varem lahendatud
iilesannetel. Ta ei ole kordumistega variatsioonide kohta,
sest kookide karpi panemise jarjekord pole oluline. See-
pirast on ta lihem iilesannetele kombinatsioonide konhta.
Kuid viimastest erineb ta selle poolest, et {ihenditesse
kuuluvad elemendid voivad korduda (niiteks voib osta
7 eklaari). Oeldakse, et sellistes iilesannetes esinevad kor-
dumistega kombinatsioonid.

Et meie iilesannet {ahendada, talitame jargmiselt.
Sifreerime iga ostu nullide ja iihtede abil. Kirjutame algul
niimitu iihte, kuimitu napooleonikooki osteti. Siis kirju-
tame nulli, et eraldada napooleonikooke~ ekldaridest, ja
edasi ithed vastavalt ekladride arvule. Seejarel paneme
nuesti nulli (kui @ihtki oklaari ei ostetud, siis tuleb teine-
teise jarel kaks nulli). Edasi kirjutame niimitu iihte, kui-
mitu aleksandrikooki osteti, uuesti nulli, ja 1Gpuks mar-
gime iihtesid vastavalt lehttaignakookide arvule. Niiteks
tui osteti 3 napooleonikooki, 1 eklaar, 2 aleksandrikooki
ja 1 lehttaignakook, siis saame itleskirjutuse 1110101101.
Kui aga osteti 2 napooleoni- ja 5 aleksandrikooki, saame
iileskirjutuse 1100111110. On selge, et erinevatele ostudele
vastavad seejuures erinevad jadad 7 ihest ja 3 nullist.
Vastupidi, igale jadale 7 {thest ja 3 nullist vastab mingi
ost. Naiteks vastab jadale 0111011110 kolme eklairi ja
nelja aleksandrikoogi ostmine.

Seega on erinevate ostude arv vordneé kordumistega
permutatsioonide arvuga, mida saab koostada 7-st {ihest
ja 3-st nullist. Nagu naidatud lk. 35, on see arv

100 10-9-8

P(7,3) 713! 1-2-3 120.
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Sama tulemuseni oleksime véinud jouda ka teisel
teel. Paigutame igas ostus koogid sellises jéarjekorras:
napooleonikoogid, eklddrid, aleksandrikoogid, lehttaigna-
koogid ja siis nummerdame nad. Kuid seejuures liidame
ekladride numbritele 1, aleksandrikookide numbritele 2 ja
tehttaignakookide numbritele 3 (napooleonikookide numb-
ritele ei lilda me midagi). Ostame nditeks 2 napooleoni-
kooki, 3 eklddri, 1 aleksandrikoogi ja 1 lehttaignakoogi.
Siis nummerdatakse need koogid nii: 1, 2, 4, 5, 6, 8, 10.
On selge, et koige suurem number on siin 10 (viimase
lehttaignakoogi number on 743=10), koige viiksem
number aga 1 (selle saab esimene napooleonikook). See-
juures iikski number ei kordu. Vastupidi, igale seitsme-
liikmelisele kasvavale jadale arvudest 1 kuni 10 vastab
mingi ost. Néiteks vastab jadale 2, 3, 4, 5, 7, §, 9 nelja
eklddri ja kolme. aleksandrikoogi ostmine. Et selles veen-
duda, tuleb antud arvudest lahutada arvud 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.
Saame I, 1, 1, 1, 2, 2, 2, s.0. 4 ithte ja 3 kahte. Kuid me
liitsime 1 ekldiride ja 2 alaksandrikookide numbritele;
seega on meil 4 eklddri ja 3 aleksandrikooki.

Saame ainult kasvavad jadad ja jarelikult on iga
jada tdielikult méiratud oma liikmetega. Seetottu vordub
niisuguste jadade arv 7-kombinatsioonide arvuga 10-st
arvust (1-st kuni 10-ni). Nende kombinatsioonide arv on
aga antud valemiga

7 10!
C10=,~7~!~3—l: 120.

Saime sama tulemuse.

Kordumistega kombinatsioonid

Mainisime juba, et késitletud iilesanne on kordumistega
kombinatsioonide kohta. Niisuguste iilesannete dldine
sonastus kolab jirgmiselt: on olemas n erinevat tiiipi
elemente. Mitu k-kombinatsiooni saab neist koostada, kui
jatta arvestamata elementide jdrjekord kombinatsioonis
(teiste sonadega, kombinatsioonid peavad erinema véhe-
malt ithe elemendi poolest)?

See iilesanne lahendatakse {ildkujul tapselt samuti
nagu kookide {ilesannegi. Nimelt tuleb iga kombinatsioon
Sifreerida nullide ja iihtede abil: iga tiiiibi jaoks kirjutada
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ithtesid vastavalt seda tiitipi esemete arvule kombinatsioonis ja eraldada eri-
nevad tuiibid iiksteisest nullide abil (kui ménda tiiiipi esemeid kombinatsioo-
ni tldse ei kuulu, siis tuleb kirjutada jarjest kaks voi enam nulli). Siinjuures
saame niimitu iihte, kuimitu eset kombinatsiooni kuulub, s.o. k, nullide arv
on aga ithe vorra vaiksem kui esemete tiitlipide arv, seega n — 1. Jérelikult
sisaldab kordumistega permutatsioon k iihte ja n — 1 nulli. Erinevatele kom-
binatsioonidele vastavad seejuures erinevad kordumistega permutatsioonid,
igale kordumistega permutatsioonile aga vastab oma kombinatsioon. Niisiis
vordub kordumistega k-kombinatsioonide arv 62 n tiipi elementidest kor-
dumistega permutatsioonide arvuga P(k,n—1) n— 1 nullist ja k tihest. Kuid

(k+n—1)!
P —1)=———
(ko =1) = S0 =1
Seepérast
—k _ (/{:-l-n — 1)' _ Ck+k_1'
" El(n—1)! "

Selle valemi voib toestada ka teisel viisil. Igas kombinatsioonis tuleb elemen-
did jérjestada tittipide jargi (algul koik esimest tiiiipi, siis teist tiiipi elemen-
did jne.). Seejérel tuleb kombinatsiooni kéik elemendid nummerdada, kuid
teist tiiiipi elementide numbritele liita 1, kolmandat tiitipi elementidel 2 jne.
Siis tekib igast kordumistega kombinatsioonist kordumisteta kombinatsioon,

mis koosneb arvudest 1,2,...,n + k — 1, kusjuures igasse kombinatsiooni
kuulub £ elementi. Siit jareldub uuesti, et
Cp=Chip = CES (6)

Esineb iilesandeid, kus kordumistega kombinatsioonidele seatakse lisa-
tingimus: nad peavad kindlasti sisaldama r fikseeritud tiiiibi elemente, kus
r < n. Niisuguseid iilesandeid on kerge taandada viimati lahendatule. Selleks,
et kindlustada antud r tiitibi elementide olemasolu, votame algusest peale
igast niisugusest tiiiibist ithe elemendi. Sellega on r kohta k-kombinatsioonis
hoivatud. Ulejddnud k — r kohta voib aga tiita mistahes elementidega, mis
kuuluvad tingimuse jérgi n tiiiipi. Seeparast on otsitava kujuga kombinatsioo-
ne niisama palju, kui on kordumistega kombinatsioone n tiiiipi elementidest
(k — r)-kaupa, s.o.

—k—r o k—r
Cn - Cn+k—r—1'

Erijuhul, kus n < k ja noutakse, et kordumistega k-kombinatsioonides
sisalduks viihemalt iiks element igast tiiiibist, saame C;~!" kombinatsiooni.



20 PEATUKK I.. KOMBINATOORIKA ULDREEGLID

Uuesti jalgpallimeistrivoistlused

Oleme késitlenud iilesandeid variatsioonidest, permutatsioonidest ja kom-
binatsioonidest. Paljudel juhtudel tuleb tegemist teha erinevat tiiiipi tihen-
ditega. Vaatleme jéargmist tilesannet.

Nimetame kahe jalgpallimeistrivoistluse pohiliselt tihtivateks, kui tihtivad
kuld-, hobe- ja pronksmedalite omanikud ning samuti neli esiliigast lahku-
vat meeskonda. Leida meistrivoistluste pohiliselt erinevate lopptulemuste arv
(nagu eespoolgi loeme, et meistrivoistlusest votab osa 17 meeskonda).

Me teame juba, et medalid voivad jaguneda A}, = 17-16-15 (vt. k. ?7?)
viisil. Péarast seda jaab 14 meeskonda, kellest neli peavad esiliigast lahkuma.
Et véljalangevate meeskondade jarjekord pole enam tahtis, saab valjalange-
mine toimuda

, 4l
4741 10!

viisil. Korrutise reegli jargi leiame, et meistrivoistluste pohiliselt erinevaid
lopptulemusi on
14! 17!

3 4 = . . . ’ e
A7 Cry = 17-16- 15 41101 4! 10!

=4 084 080.

Sama tulemuseni voib jouda ka teisel teel. Meistrivoistluste erinevate
16pptulemuste ildarv Pj; = 17! (jatame korvale juhud, kus toimub tihtede
voi teiste kohtade jagamine). Kuid neljandast kuni kolmeteistkiimnenda ja
samuti neljateistkiimnendast seitsmeteistkiimnenda kohani tulnud meeskon-
dade timberpaigutused viivad meistrivoistluste pohiliselt iihtivate tulemuste-

ni. Niisuguseid imberpaigutusi on 10! 4!. Seega on erinevate 16pptulemuste
17!

1 41"

Oletame, et meislcgiv%)'istluste lopptulemusest tahetakse teatada k punk-
tist ja kriipsust koosneva telegrammi abil. Milline on vdhim selleks vajalik
mérkide arv? Me teame juba, et k punktist ja kriipsust saab koostada 2*
erinevate kordumistega variatsiooni. Seepéarast peab noutava informatsiooni
edasiandmiseks vajalikke méarke olema vihemalt niipalju, et kehtiks vorratus

arv antud valemiga

2k > 4 084 080.

Selle vorratuse lahendamisel saame k& > 22. Niisiis tuleb meistrivoistluste
tulemuste edasiandmiseks punktide ja kriipsude abil kasutada vahemalt 22
marki.

Voistlustulemuste teatamisel niisuguseid arvutusi loomulikult ei tehta.
Kuid on kerge kujutleda juhtumit, kus informatsiooni saatmine on seotud
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suurte tehniliste raskustega ja igal margil on «kulla kaal» (niiteks fotode
tileandmine kosmoselaevalt). Siis tuleb vaadelda mitmeid voimalusi ja valida
koige 6konoomsem. Neid probleeme uurib matemaatikaharu, mida nimeta-
takse informatsiooniteooriaks.

Kombinatsioonide omadusedﬂ

Arvudel C* on terve hulk tihelepanuviirseid omadusi. Neid voib toestada
mitmel viisil. Monel juhul on koige mugavam kasutada valemit

% n!
Cn = Kl(n — k) (M)
Kuid tihti onnestub toestada seoseid kombinatoorsete arutluste abil: arvu-
tame mingit liiki iithendite arvu ja jagame need tiihendid iihiste elementideta
klassideks. Seejérel leiame, mitu tithendit kuulub igasse klassi. Leitud arve
liites saame jalle koigi antud liiki ithendite arvu. See annabki otsitava seose.
Alustame koige lihtsamast seosest:

cr=cnt, (8)

mis jareldub otseselt valemist @ Kui selle nimetajas panna k£ asemele
n — k, siis tuleb n — k asemele n — (n — k) = k ja tulemusena vaheta-
vad nimetajas olevad tegurid kohad. Kuid vordust on kerge toestada ka
kombinatsioonide arvu valemit kasutamata. Kui valida n elemendist min-
gi k-kombinatsioon, siis jadb iile tdiendkombinatsioon n — k elemendist,
saadud (n — k)-kombinatsiooni téiendiks on aga esialgne k-kombinatsioon.
Niisiis moodustavad k-kombinatsioonid ja (n — k)-kombinatsioonid teine-
teist taiendavaid paare ja seepéarast on neid kombinatsioone tihepalju. Seega,
CF=cCn*,
Peaaegu niisama lihtsalt saab toestada seose

Ch=Ci+ G (9)

Selleks koostame k-kombinatsioonid n elemendist a4, ..., a,_1, a, ja jaotame
nad kaheks klassiks. Esimesse kuuluvad elementi a,, sisaldavad kombinat-
sioonid, teise need, mis seda ei sisalda. Kui mistahes esimese klassi kom-
binatsioonist element a,, vilja jitta, siis jaab jarele (k — 1)-kombinatsioon,
mis koosneb elementidest a4, ..., a,_1. Niisuguseid kombinatsioone on C’f{:%.
Seepirast kuulub esimesse klassi C*~1 kombinatsiooni. Teise klassi kuuluvad

'Peatiiki 16pu voib esmakordsel lugemisel vahele jétta. Kuid siin téestatud vordused
CF =CnFja Ck = C*1 4 CF | esinevad edaspidi sageli.

n—
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k-kombinatsioonid n — 1 elemendist aq, ..., a,_1. Seeparast on neid C’,]ffl. Et
iga k-kombinatsioon elementidest aq,...,a, kuulub parajasti tihte klassi ja
nende kombinatsioonide iildarv on C¥, siis jouame vérduseni (9).
Seose
C+Cr+C2+ . +Cr=2" (10)

toestus sarnaneb eelmisega. Tuletame meelde, et 2" on koigi kordumistega
n-variatsioonide arv kahte tiiiipi elementidest. Jaotame variatsioonid klassi-
deks, arvates k-ndasse klassi need, millesse kuulub k esimest ja n — k teist
titipi elementi. k-nda klassi paigutused pole midagi muud kui kéikvoimali-
kud permutatsioonid k£ esimest ja n — k teist tiiiipi elementidest. Me teame,
et neid permutatsioone on P(k,n — k), kuid P(k,n — k) = C¥ (vt. Ik. ??
ja ??). Tdhendab, koigi klasside variatsioone on kokku CY + C! + ... + C”.
Teiselt poolt on seesama arv vordne 2". Sellega on seos toestatud.

Taiesti samamoodi toestatakse, et

Z P(m,ng,ng) :3n, (11)

ni1+n2+nz=n

kus summa on voetud iile arvu n kéigi kolmeks liidetavaks lahutuste (arvestatakse
ka liidetavate jarjekorda, s.o. summas sisalduvad niiteks nii P(n1,ng,ng) kui ka
P(ng,n3,n1)). Toestuseks tuleb vaadelda koiki n-variatsioone kolme tiiiipi elemen-
tidest ja jaotada need ithesuguse koosseisuga klassideks (s.o. votta variatsioonid,
milles on iihepalju esimest, teist ja kolmandat tiilipi elemente).

Uldiselt kehtib vordus

Z P(nl,...,nk) :kn, (12)

ni+...+ng=n

kus summa on voetud iile arvu n koigi k liidetavaks lahutuste (kusjuures arvesta-
takse liidetavate jarjekorda).

Niiiid aga vaatleme kordumistega m-kombinatsioone, mis on koostatud
n + 1 tiilpi elementidest, néiteks n + 1 tdhest a,b, ¢, ..., x. Selliseid kombi-
natsioone on C, ., = C", . Jaotame koik need kombinatsioonid klassideks,
arvates k-ndasse klassi kombinatsioonid, mis sisaldavad a-tahte k korda. Ule-
jaanud m — k kohta voib téita teiste tahtedega b, ¢, ..., x, mille arv on n. See-
tottu on k-ndas klassis kombinatsioone n tiiiipi elementidest, s.o. C/'oF .

Jarelikult on koiki kombinatsioone kokku

O+ Cln s+ ...+ Cp+Ch_y.
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Teiselt poolt nagime, et see arv on C}",, . Seega on toestatud vordus

Ch_i+Ch+ C72L+1 + .+l = G

n+m-*

(13)

Pannes siin n asemel n + 1 ja m asemel m — 1 ning kasutades vordust ,
saame

Cr+Cr +Cry+. . +Cr  + O (14)

Valemi [14] erijuhtudeks n = 1,2, 3 puhul on

1+2+...+m:m(m;1>, (15)
1~2+2.3+...+m(m+1)_m(m+13)(m+2), (16)
1~2-3+2~3-4+...—|—m(m+1)(m+2):m<m+1)(m4+2)(m+3).

(17)

Valemite . . abil on kerge leida naturaalarvude 1 kuni m ruutude ja
kuupide summasid. Valemi voib timber kirjutada nii:
m(m+1)(m + 2)

124+224+. . +m?>+14+2+...+m= 5 .

Kuid valemi (|15)) jargi

m(m + 1)

1424+...+m= 9

ja seeparast

m(m+1)(m+2) mm+1) m(m+1)2m+1)

124224, . +m? = _ _ _
+2°+...4+m 3 5 6
(18)
Tapselt samuti tuletame valemist :
2 1 2
13+23—|—...—|—m3:m(771+). (19)

Jatame lugejale voimaluse saada analoogilisel viisil valemid naturaalarvude
korgemate astmete summade jaoks.

Kordumistega m-kombinatsioone n tiiiipi elementidest voib klassifitsee-
rida neisse kuuluvate elementide tiiiipide arvu jargi. Néiteks kuuluvad esi-
messe klassi kombinatsioonid, mis koosnevad iithesugustest elementidest, .. .,
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n-ndasse kombinatsioonid koigist n tiiipi elementidest (muidugi tekib m < n
korral ainult m klassi).

Arvutame, mitu kombinatsiooni igasse klassi kuulub. k-ndas klassis sisal-
duva kombinatsiooni v6ib valida kahe etapi jooksul. Algul teeme kindlaks,
millised & tiitpi elemendid just kombinatsiooni kuuluvad. Et tiitipe on tld-
se n, siis saab selle valiku teha C’ﬁ viisil. Parast tiitipide valimist tuleb meil
koostada kordumistega m-kombinatsioonid k tiiiipi elementidest, kus on esin-
datud koik tiiiibid. Kuid me néitasime (vt. lk. [19), et neid kordumistega
kombinatsioone on C"~F = C*~1.

Korrutise reegli jirgi jireldub siit, et k-ndasse klassi kuulub C*C*~1
kombinatsiooni. Liites koigi klasside elementide arvud, saame kordumiste-
ga m-kombinatsioonide tldarvu n tilipi elementidest, s.o. C}, ;. Sellega
on toestatud vordus

Cr4+CO  +C2Ch_ +...+CrC =Cm . (20)

Kui m < n, siis on summa viimaseks liidetavaks C"C"~{. Saadud vordust
on mugavam iiles kirjutada teisiti, pannes igas liidetavas C* asemele C" .
Saame:

Cr OO,y + O Ch 4+ COCIT = Ot (21)

m

Vasakul poolel on igas liidetavas tilemiste indeksite summa n — 1 ja alumistel
n + m — 1. Seejuures on alumised indeksid jadvad, iilemised aga muutuvad.
Teisiti voib selle vorduse kirja panna nii:
Co+Cr +CCnl+. .. +CrC)_ =Cp. 1)
Niiiid tuletame analoogilise valemi, milles summeerimisel muutuvad ka
alumised indeksid. Selleks votame p erinevat taishadlikut ja n — p eri-
nevat kaashaalikut ning koostame neist koikvoimalikud kordumistega m-
kombinatsioonid. Jaotame need klassidesse, vottes k-ndasse klassi kombinat-
sioonid, mis sisaldavad k téais- ja m — k kaashdalikut. Arvutame k-ndasse
klassi kuuluvate kombinatsioonide arvu. Iga selle klassi element jaguneb
kordumistega k-kombinatsiooniks p taishéélikust ja kordumistega (m — k)-
kombinatsiooniks n — p kaashéalikust. Seeparast kuulub k-ndasse klassi
C’,’: +p_10$;§_p_ x—1 kombinatsiooni. Jéarelikult on vaadeldavaid kombinatsioo-
ne ildse

0 m 1, vm—1 m 0
Cor1Cminpr TCC o+ O, 1Oy

Teiselt poolt saame niimoodi koikvoimalikud — kordumistega —m-

kombinatsioonid n tiilipi elementidest ja seepédrast on nende arv C)), . ;.

Jouame samasuseni

0 m 1, m—-1 m 0
Cp—lcm+n—p—1 + CpC +n—p—2 +.ot C

m m—+p—1~"n—p—1

=Chin- (22)
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Kirjutame samasuse iimber nii, et summeerimisel muutuksid vaid alumised
indeksid. Selleks tuleb koigile liikmetele rakendada samasust Cf = C] ™%
Saame:

O+ CPICn P OO O =t

p—1 — m
Selle valemi voib teisiti imber kirjutada jérgmiselﬂ

Cren 2 +Cp L Crly+ .+ Ch L, CRY =l (22()
Néeme, et summeerimisel jaavad iilemised indeksid konstantseteks, alumised
aga muutuvad, kusjuures iilemiste indeksite summa on n, alumistel m.

Margime ara varem saadud valemi (21f]) erijuhu. Kui votta selles valemis
n — p = m, siis saame

CSC% + C’;Cﬂn +...+CyCL =ChL (23)
Erijuhul, kui p = m, saame vorduse
(CO2+(Ch)>+ ...+ (CB)* =3, (24)

Saadud samasusi voib tldistada. Selleks vaatleme hulka, mis koosneb ¢ titipi
elementidest: nq esimest tiilipi no teist tiiipi, ..., ng k-ndat tiipi elemendist,
kusjuures iihte tiilipi elemendid erinevad tiksteisest (néditeks méérab tiiiibi eseme
varvus, thte virvi esemetel on aga erinev kuju).

Koostame selle hulga elementidest koikvoimalikud m-kombinatsioonid ja klas-
sifitseerime need koosseisu jargi, s.o. esimest, teist, ..., g-ndat tiilipi elementide
arvu jargi. Seega iseloomustavad iga klassi naturaalarvud (mi,ma,...,mq), mis
rahuldavad vorratusi 0 < m; < ny;. Selle klassi kombinatsioonid sisaldavad m;
esimest titlipi, mo teist

!Oleme siin p asemele pannud p + 1, n asemele n + 2 ja m asemele m — n.



tiiiipi, ..., mq g-ndat tutpi elementi, kusjuures ri 4= ... +Mg=
—m. Tahistame niisuguse klassi A(m, Mg, ..., mgq) abil.
Korrutise reeglist jireldub, et klassi A(m,, ..., Mg) kuulub
m m m - - - * 1] - .
Cn:Cn:...quq kombinatsiooni. Summeerides kombinatsioonide arvud
koigis klassides, saame samasuse

Mg Mty gy

Cni C’ng PO qu :CI :ln, (27)

kus n=n;+ns4 ... +ng ja summa on voetud iile koigi selliste natu-
raalarvude jadade (my, Mo, ..., my), kus my4-mat ... FMg="
Kui votta kordumistega kombinatsioonid, saame analoogilise

samasuse:
T g m

i MHig )
2 Cnﬁ—miu—lcnngn-_‘_—! ... C7z.q+111q—I:Cn+m-—l, (28)

1§us samuti n,4-ne4 ... +ng=n j8 summa voetakse iile samade arvu-
jadade (my, ma, ..., Myq).

Veel iiks kombinatsioonide omadus toestatakse jarg-
miselt. Vaatleme samasust

Seda samasust on kerge kombinatoorselt kontrollida. Sel-
leks tuleb votta n erinevat elementi, valida neist k ele-
menti, ilejadnud n—k elemendi seast aga valida veel
m — b. Niimoodi tekib m-kombinatsioon n elemendist. Fik-
seeritud £ korral voib seda protsessi teostada Ch Cm—k

n n—k
viisil. Pole raske kontrollida, et nii saadakse iga m-kombi-
natsioon (kokku on neid Cm) C* viisil. Siit jareldubki

vordus (29).
Kirjutame samasuse (29) iles k=0, ..., m puhul
ja liidame saadud vordused. Et valemi (12) jargi
Cl 4 Cht ... 4 Cm=2m,
siis saame
C?@ CT’—I— Cin C?tl:ii—l_ T _I—C??acon——m: 2m C?}
ehk

Co Crom - Ct Crom o . CrCrmm =2mC. (30)

o m—1 noon—m n
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Juurde- ja mahaarvamise valemi erijuht

Paljud kombinatsioonide omadused tuletatakse juurde- ja
mahaarvamise valemi (vt. lk. 23) poéhjal. Meie vajame

selle valemi iihte erijuhtu. Soltugu omadusi a1, ..., Ok
omavate elementide arv N(as, ..., or) mitte neist oma-
dustest endist, vaid ainult omaduste arvust, s. t. olgu

N(m)=... =N(an),

N (o02) =N (a103) = ... =N (@n-10x),

N (wsa203) =N (aaae0s) = ... =N (On—20n-10n)

jne. Siis vorduvad summa N{a)+...+N(on) koik liide-
tavad iihe ja sama arvuga, mille tahistame N® abil. Et
selles summas on n liidetavat, siis on see vordne nNO=
=C! N®. Tipselt samuti toestatakse, et

N (asaz) +N (a1ts) + - - - +N (@nt0m) =Ca N,
kus N®=N (asaz) ja iildse -

N(aas...on) 4 .. +N(annst- .. an) —CEN®  (31)

(on selge, et summa (31) on voetud iile koigi k-kaupa
kombinatsioonide n omadusest).

Seepirast omandab juurde- ja mahaarvamise valem
vaadeldaval juhul kuju

NO— N — Ot NOHCE N® — - (—1)nCr N, (32)

Kombinatsioonide vahelduvate méirkidega summad

Niiiid aga tuletame veel kombinatsioonide omadusi. Need
sarnanevad varem toestatutega, kuid erinevad neist selle
poolest, et liidetavate mérgid vahelduvad: pérast plussi
tuleb miinus, siis uuesti pluss jne.

Lihtsaim niisugustest valemitest on

€0 CL 4 C8 — ... 4 (—1)"Cn =0, (33)

See samasus jareldub -vordusest (11). Toestamiseks tuleb
meeles pidada, et C?—Cpy=1. Paneme esimese liidetava
asemele Cn-i ja arvestame, et valemi (11) jargi Co1—

. Cl—=—Cn_s. Edasi saame w—-C,i_i-J-Cﬁ:Cﬁ_i jne.
Lopuks hivivad koik liidetavad.
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Selle valemi voib toestada kombinatoorselt. Kirjutame vilja koik
kombinatsioonid n elemendist a), ..., @, ja teeme jdrgmise teisen-
duse: kombinatsioonile, mis ei sisalda tahte a,, kirjutame selle tdhe
juurde, teda sisaldavatest kombinatsioonidest aga tombame a; maha.
On kerge kontrollida, et seejuures saame uuesti koik kombinatsiconid
ja igaithe {iks kord. Kuid selle teisenduse juures muutuvad koik paa-
risarvu ' elemente sisaldavad kombinatsioonid paaritut arvu elemente
sisaldavateks ja vastupidi. Jirelikult on kombinatsioone paarisarvu
elementidega niisama palju kui paaritu arvu elementidega (me votame
arvesse ka tithja kombinatsiooni, mis elemente iildse ei sisalda). Seda
vdljendabki valem (33).

Niiiid aga tuletame keerukama valemi:
coCm—Ct Cm-A4C2 Cm-2— .+ (—1nmcmee - =0.

n n—1i n—=2 n—m
(34)
Toestuseks vaatleme m-kombinatsioone n elemendist a, ...
., an. Tdhistagu (a4, ..., an) kombinatsioonide omadust,
mis iitleb, et kombinatsiooni kuuluvad kindlasti elemendid
ai, ..., an. Selliste kombinatsioonide arv N (a4, ..., ar) on
vordne Cm™* (nendes on R kohta hoivatud elementide

@, ..., ap poolt, iilejddnud m-—*k kohale on aga n—~k
pretendenti). Uldse on C™ kombinatsiooni ning pole ole-
mas kombinatsioone, millel pole {ihtki omadust (ai), ...

., {an) (iga kombinatsioon sisaldab mingeid elemente).
Seeparast ongi meie juhul N=Cm, NO=0, NB=Cm—k .
Asendades need viirtused valemisse (32), jouame sama-

suseni (34).
Tipselt samuti tOestatakse seos

C(:]. C;nﬁ—mui T Cin C?’T—;_T::l—2 _I_szrmcﬂr?zd—;zm——S_ﬂ "t
. A (—1)nCn Cm=n =0,
kui m=n, |
— - m( 0 —_—
C?n C:ln—hm—i T Ciz Crrlr-ti-ﬂit—?. + T + (#1)mcn C-n«i _0’
kui m<<n.

Vaatleme nimelt kordumistega m-kombinatsioone ele-
mentidest, mis kuuluvad n liiki a1, @2, ..., Qn. Tahistame
(ax) abil kombinatsiooni omaduse, mis iitleb, et tema ele-
mentide seas on kindlasti a; liiki elemente (vdib olla ka
muud liiki elemente). Siis on N(ay, ..., ar) nende kombi-
natsioonide arv, mis kindlasti sisaldavad ay, ..., ax liiki
elemente. Jitame igast niisugusest kombinatsioonist valja
ithe elemendi igast liigist ai, ..., an. Tulemusena tekib
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mingi (m— k)-kombinatsioon elementidest, mis kuuluvad
n liiki ay, ..., an. Vastupidi, kui liita kordumistega (m—~k)-
kombinatsioonile ay, ..., an liiki elementidest iiks element
igast liigist a1, ..., as, saame m-kombinatsiooni, milles
ar, ..., ap liiki elemendid on kindlasti esindatud. Siit
jareldub, et arv N(as, ..., az) vordub kordumistega

(m — k)-kombinatsioonide arvuga n liiki elementidest,
s.o. N{ay, ..., ah)zcnﬁf;ihq. Edasi, kordumistega m-
kombinatsiocone on iildse Cpym -1+ ning pole olemas kombi-
natsioone, millel pole iihtki omadustest (an), 1<<k<cn.

Asendades. leitud vadrtused N©®=0, N=Cim1. NO=
m—Hh
— Cpim-n_t valemisse (32), jouame samasuseni (39).

Toestame lopuks samasuse
nm—C! (n— Hm4-C2 (n—2)"—. ..
o (—=1)ntCnt I =), (36)

mis kehtib m<<n puhul.

Selleks vaaileme kordumistega m-variatsioone n liiki
elementidest ja tdhistame (ax) abil variatsiooni omaduse,
mis seisneb selles, et ap liiki elemendid ei kuulu temasse.
Siis on N(ai, ..., ar) nende kordumistega m-variatsioo-
nide arv, mis ei sisalda ai, ..., ap liiki elemente, s.t. on
koostatud n — k liiki esemetest anp, .. .. an. Selliste variat-
sioonide arv on aga (n—k)™. Seega NW=N(ay, ..., ap) =
— (n — k)™. Variatsioone on iildse n™.

Lopuks ei leidu variatsioone, millel pole {thtki oma-
dustest (ai), ..., (an). Toepoolest, kui variatsioonil pole
{ihtki omadust (as), siis sisaldab ta elemente koigist n
liigist. See on aga voimatu, sest variatsiooni elementide
arv m on viiksem kui n. Seepirast N@®==0 ja me jouame
samasuseni (36). |

Me toestasime siin mitmed seosed arvude C? jaoks.

Neid samasusi voib pohjendada ka teiste meetodite abil.
V peatiikis jutustame niisuguste seoste geomeetrilisest
toestusviisist, VII peatiikis késitleme aga koige tohusa-
mat toestusmeetodit — genereerivate funktsioonide mee-
todit. Selle meetodi abil saab pohjendada nii kéesolevas
peatiikis toodud seoseid kui ka tervet rida teisi huvitavaid
valemeid.



IITI. KITSENDUSTEGA
KOMBINATOORIKAULESANDED

Seni vaatlesime {ilesandeid, milles elementide jarjestuse
kohta iihendites ei esitatud mingeid lisandudeid. Nendes
oli lubatud kas elementide suvaline jdrjestus (nagu variat-
sioonides vodi permutatsioonides) voi ei arvestatud ele-
mentide jarjekorda iildse (nagu kombinatsioonides). Nitid
kdsitleme {iilesandeid, milles esitatakse moningaid kitsen-
dusi elementide jarjestuse kohta.




Lovid ja tiigrid
Loomataltsutaja tahab tsirkuseareenile lasta 9 lovi ja
4 tiigrit; seejuures ei tohi kaks tiigrit tulla teineteise jdrel.
Mitmel viisil véib ta loomi paigutada?

Paneme alguses kohtadele koik Iovid, nii et iga kahe
I6vi vahele jddks vahe. Seda vodib teha 51=120 viisil.
Vahede arv on 4. Kui nendele lisada veel kaks kohta —
koikide 15vide ees ja jarel —, saame 6 kohta, kuhu voib
paigutada tiigrid, kusjuures kaks tiigrit ei satu kunagi
korvuti. Et tiigrite jarjekord on oluline, siis vordub nende
paigutuste arv variatsioonide arvuga 6-st elemendist
4-kaupa, see on A%=360. Kombineerides iga lovide pai-
gutamisviisi iihega tiigrite paigutamisviisidest, saame
120.360=43 200 viisi kiskjate areenile laskmiseks.

"Kui taltsutajal oleks n 10vi ja IS: tiigrit, saaks ta iiles-

R n'(n—l—l !
ande lahendada PpAny n— k1)1 .
malik tingimusel, et k<Cn--1, mpidu satuvad kaks tiigrit
kindlasti korvuti. '

viisil. See on voi-

Trepi ehitamine

Ehitatakse treppi, mis viib punktist A punkti B (joon. 9).
Kaugus AC on 4,5 m, CB-— 1,5 m. Iga astme korgus on
30 cm, astme laius on 50 cm tiisarvkordne. Mitmel wviisil
v0ib trepi ehitada? ‘

Tingimusest on naha, et trepil peab olema b astet.
Et 4,5:0,5=9, siis leidub 10 kohta, kuhu voib teha astme.
Jarelikult tuleb 10-st kohast vilja valida 5. Seda saab
teha

5 10!
Cm:'—ag":252
viisil.
7
_——l ' )
A ¢
Joon. 9
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Uldiselt, kui peab olema k& astet ja pikkusele AC

mahub n astet, siis voib trepi ehitada Cppy viisil.

See iilesanne sarnaneb iilesandega loomataltsutajast:
taltsutaja ei tahtnud kahte tiigrit korvuti panna, trepi-
ehitaja aga ei tohi teha kahekordse korgusega astmeid.
Kuid nende kahe iilesande vahel on oluline erinevus.
Taltsutajale oli tahtis, millises jarjekorras tiigrid lahe-
vad, oli oluline, kas eesotsas on tiiger Sahh vo0i hoopis
tiiger Akbar. Trepiehitaja jaoks on aga koik astmekohad
samavaarsed. Peale selle pidi taltsutaja arvestama ka
lovide jarjekorda, ehitajale on aga astmetegemise kohad
tihesugused. Secepédrast on trepiehitajal vaiksem valik kui
taltsutajal. Kui trepi korgus oleks 1,2 m ja pikkus 2,5 m,
siis tuleks 4 astet ja 6 voimalikku astmekohta. Vastus

oleks Cg =15. Taltsutaja sai aga sel juhul 43 200 varianti.
See on ka arusaadav: ta vois 5 1ovi omavahel {imber
paigutada 5!=120 ja 4 tiigrit 4!=24 viisil, kokku aga
120-24=2880 viisil. Kuid 15-2880=43 200.

Trepiehitamise iilesande vo0ib sonastada jargmiselt.

Mitmel viisil voib reastada n nulli ja k iihte, nii et
kaks ihte poleks kunagi korvuti?

Toepoolest, iga trepi voib Sifreerida nullidest ja iihte-
dest koosneva jada abil: null tdhendab kohta, kust murd-
joon ldheb paremale, ilks aga kohta, kust ta {iles liheb.
Niiteks joonisel 9 kujutatud trepi jaoks saame jada
10010100010010. Et trepil kahekordse korgusega astmeid
ei ole, ei tohi jadas olla kahte iihte jarjest. Seega on
jadasid n nullist ja & iihest, milles kaks iihte pole kunagi

korvuti, niisama palju kui treppe, s.o. an+1.

Raamaturiiul

Raamaturiiulil on 12 raamatut. Mitmel viisil voib nende
hulgast valida 5 raamatut, nii et nende seas poleks kahte
korvuti seisvat?

See iilesanne taandub 4dsja lahendatud iilesandele.
Sifreerime iga raamatute wvaliku nullidest ja iihtedest
koosneva jada abil. Seame nimelt igale alles jaetud raa-
matule vastavusse 0 ja viljavoetud raamatule 1. Tule-
musena saame jada 5-st iithest ja 7-st nullist. Et korvuti
seisvaid raamatuid ei tohtinud votta, siis pole jadas kor-
vuti kahte iihte. Kuid kombinatsioonide arv 5-st iihest ja

o9



7.st nullist, milles kaks {ihte pole kunagi korvuti, on
vordne C?=06.

Uldiselt, kui riiulil on n raamatut ja valitakse k raa-
matut nii, et nende seas pole kahte korvuti seisvat, siis

voib seda teha Cn"f‘_h.*,i viisil. Siit on naha, et iilesanne
lahendub vaid tingimusel 2k —1<n.

Kuningas Arthuri riiiitlid

Kuningas Arthuri iimmarguse laua taga istub 12 ridtlit.
Igaiiks neist on oma naabrilega séjajalal. Tuleb valida
5 ritlit, et vabastada noiutud printsess. Mitmel viisil
saab seda teha, nii et valitud riitlite seas poleks vaen-
lasi?

See iilesanne sarnaneb filesandega raamaturiiulist,
kuid riiitlid ei istu mitte reas, vaid ringis. Ent seda on
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kerge taandada korvuti istuvate riiiitlite juhule. Selleks votame mingi riiiit-
li, naiteks Lanceloti. Koik valitavad kombinatsioonid jagunevad kahte klassi:
need, kus Lancelot sees on, ja need, kus teda ei ole. Arvutame, mitu kombi-
natsiooni kumbagi klassi kuulub.

Kui Lancelot laheb noiutud printsessi vabastama, siis sellest retkest ei
vota osa ei tema parem- ega vasakpoolne naaber. Jaavad 9 riitlit, kelle seast
tuleb valida Lanceloti 4 kaaslast. Et tema naabrid retkest osa ei vota, siis
peab vaid jalgima, et valitud 4 riititli hulgas poleks vaenlasi, see tahendab,
poleks naabreid. Kuid Lanceloti ja tema naabrite valjajatmine 16hub riittlite
ahela ja me voime pidada neid mitte immarguse laua taga, vaid tihes reas
istuvateks. Sel juhul voib 4 riiiitlit 9 seast noutud viisl valida Cg = 15 moodi,
Seega kuulub esimesse klassi 15 kombinatsiooni.

Niiid arvutame, mitu kombinatsiooni kuulub teise klassi. Et Lancelot
retkest osa ei vota, siis voime ta iimmarguse laua riiiitlite seast kohe vélja
jatta. Siis aga katkeb riiiitlite ja nende omavaheliste suhete ahel ja jaab 11
riititlit, kes paiknevad tihes reas. Nende seast tuleb valida 5 retkest osavotjat
nii, et nende hulgas ei oleks kahte korvuti istujat. Seda saab teha C7 = 21
viisil. Seega on voimaluste ildarv 15 — 21 = 36.

Uldse, kui iimmarguse lava taga istub n riiitlit ja tuleb valida k riditlit
nii, et nende hulka ei satuks kahte naabrit, siis saab seda teha C*~}  +CF_,.

See viide toestatakse tapselt samuti nagu eelmine. Koik rititlite kombi-
natsioonid jagatakse kahte klassi soltuvalt sellest, kas Lancelot kuulub sel-
lesse klassi voi mitte. Ta votab osa C’S:,ﬁ_h kombinatsioonist ning jaab vélja
C* . juhul. Kerge on kontrollida, et
n

Colhoa + Oy = o kCS—k'
Néiteks n = 12, kK = 5 puhul saame

12 12

— . CE=—=.21 = 36.

5 75

Tiitarlaps ruttab kohtumisele

Kunagi linastus sellise pealkirjaga kinokomododia meie maa ekraanidel.
Selles jutustati kahe puhkaja dpardustest, kes olid oma passid koju unusta-
nud. Neile otsustati passid postiga jarele saata, kuid tiitarlaps sidejaoskon-
nast ruttas kohtamisele ja ajas kiirustades timbrikud segi, tahendab, passid
laksid vahetusse. Hea, et tiitarlaps ei pidanud korraga viit kirja saatma: siis
oleks mitte kahel, vaid viiel onnetul tulnud 66bida kovadel pargipinkidel.

Muide, ta oleks voinud sel juhul mone passi ka paris kogemata Gigesse
imbrikku panna. Arvutame, mitmel juhul oleks ta pohjustanud tdaieliku sega-
duse, s.t. keegi poleks saanud oma passi.
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Ulesande voib sonastada jargmiselt. Voetakse koik permutatsioonid 5-st
arvust 1,2,3,4,5. Mitmes nendest ei seisa tikski arv omal kohal? Lahendus
leitakse juurde- ja mahaarvamise meetodil (vt. lk. 23). Tahistame («) abil
permutatsiooni omaduse, mis titleb, et arv « seisab omal kohal, ja margime
vastavate permutatsioonide arvu N, abil. Téapselt samuti téhistame N,s-ga
nende permutatsioonide arvu, millel on tiheaegselt omadused («) ja (), s.o.
millel nii & kui ka [ seisavad omal kohal. Analoogiline tdhendus on tahistusel
Nopy jne. Olgu lopuks N ©) nende permutatsioonide arv, millel pole iihtki
omadustest (1), (2), (3), (4), (5), s.o. milles iikski arv ei seisa omal kohal.
Juurde- ja mahaarvamise valemi pohjal saame

NO =N —N;, — Ny, — N3 — N, — N5+ Nis + ...
...+N45—N123—...—N345+N1234+...
..+ Nogas — Nigsus, (25)

kus N = Ps on 5 elemendi koigi permutatsioonide tldarv (vt. lk. 23).

Antud juhul muutub tlesanne seetottu kergemaks, et omadused (1), (2),
(3), (4), (5) on taiesti samavaarsed. Ilmselt on Ny = Ny = ...... = N;.
Téapselt samuti saame Ny = Nog = ... = Nys, sest on ju iikskoik, kas oma
kohtadele jaavad arvud 1 ja 2 voi 3 ja 4. Kuid arvudest 1, 2, 3, 4, 5 saab
valida C? paari (omadused (1,2) ja (2,1) iihtivad ja seepérast ei huvita meid
valitud arvude jarjekord paaris).

Tépselt samuti on meil C3 kolmikut, Cj nelikut ja C2. Valemi voib
iimber kirjutada nii:

NO =N - CINW £ C2N? - C3N®) 1 2 + NW — CENG), (26)

Siin on lithiduse mottes tahistatud N abil nende permutatsioonide arv,
milles antud k arvu jadvad oma kohtadele. Ulesande lahenduse 16petamiseks
jaab meil leida N* véaartused, kus k = 1,2, 3,4, 5.

N® tihendab nende permutatsioonide arvu, milles antud arv, niiteks 1,
jadb oma kohale. Aga kui 1 jdab paigale, siis saab iilejaanud arve omavahel
imber paigutada P, = 24 viisil. Tahendab, NV = P, Téapselt samuti, kui
paigale jaavad arvud 1 ja 2, saab ilejddnud kolme arvu omavahel iimber
paigutada P = 6 viisil. Selleparast N @) = py=6. Analoogiliselt leiame:

N =p,=2 NWY=p =1 ja NO=p=1
Asendades saadud NV, N@ NG N® NGO yalemisse leiame, et

NO =P — ClP, +C2P; — C2P, + C2P, + —C2Py =
=120-5-24410-6—10-245-1—1-1=44.



28 PEATUKK I.. KOMBINATOORIKA ULDREEGLID

Niisiis poleks 44-1 juhul 120-st iikski adressaat saanud oma passi.

Just samuti voib leida, mitmel juhul saab oma passi parajasti iiks adres-
saat. Kui selleks onneseeneks on esimene kirjasaaja, siis iilejaanud 4 saavad
voorad passid. See voib toimuda

P4—CiP3+CZP2—C§P1+CfP0:9

viisil. Et aga onneseeneks voib osutuda mistahes adressaat, siis leidub 5-9 =
45 saatmisviisi, mille puhul téapselt iiks inimene saab temale adresseeritud
kirja.

Kontrollige ise, et parajasti kaks inimest saavad oma kirja 20 juhul, kolm —
10 juhul, neli 0 juhul, viis. - 1 juhul (eelviimase tulemuse moéistmiseks pidage
silmas, et kui neli inimest saavad neile lédkitatud kirja, siis on ka viimane kiri
saadetud oigel aadressil).

Niisiis jagunevad 120 permutatsiooni 5-st elemendist 44 permutatsioo-
niks, milles iikski element ei jaa paigale, 45 permutatsiooniks, kus tapselt iiks
element ei muuda oma asukohta, 20 permutatsiooniks, kus kohta ei muuda
kaks elementi, 10 permutatsiooniks, mis ei muuda kolme elemendi asukohti,
ja 1 permutatsiooniks, kus koik elemendid jadvad oma kohtadele.

Telepaatiaseanss

Moned inimesed véidavad, et nad suudavad eemal olles teiste motteid
lugeda. Kontrolliks tehti jargmisi katseid. Uhes toas voeti pakist mingis jéir-
jekorras nn. Zeneri kujundeid (joon.|7)) ja tuli dra arvata, millises jarjekorras
neid kujundeid voeti.

KK

Joonis 7

Eeldame, et kujundeid voeti kordumisteta. Siis on nende kujundite voi-
malike imberpaigutuste iildarv 5!=120. Seansil valitakse iiks nendest permu-
tatsioonidest. Katsealune nimetab mingi teise permutatsiooni ja tema edu on
seda suurem, mida lahemal on ta toelisele permutatsioonile. Lk. 62-63 teh-
tud arvutustest jareldub, et juhusliku draarvamise korral oleksid tulemused
umbes jargmised: 44 juhul 120-st poleks oigesti 6eldud tihtki kujundit, 45
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juhul tks kujund, 20 juhul kaks kujundit, 10 juhul kolm kujundit ja tihel
juhul koik viis kujundit. Keskmiselt on juhusliku araarvamise korral digesti
nimetatud kujundeid

45+2o-2+10-3+5_1
120 -

s.o0. arvatakse édra iiks kujund viiest. n erineva kujundi korral peaks oigesti
oeldama keskmiselt iiks kujund n kujundist. Kui aga stistemaatiliselt mois-
tatakse ara suurem arv kujundeid, tuleb hoolikalt uurida, kas on tegemist
pettusega (nagu sageli juhtub) voi on antud inimesel toesti erilised voimed.

Selgitame, kas dramoistatavate kujundite arv muutub, kui lubada kordu-
misi. Sel juhul on meil permutatsioonide asemel kordumistega variatsioonid.
Kuid leidub (n — 1)" variatsiooni n elemendist, kus iikski element ei asetse
oma «seaduslikul»kohal. Téepoolest, esimesel kohal voib olla iikskoik milline
element peale esimese, teisel mistahes element peale teise jne. Teisiti oeldes
on igale kohale n — 1 kandidaati. Korrutise reegli pohjal jareldame siit, et
tihendite ildarv on (n — 1)".

Leiame, mitmel juhul asetseb omal kohal parajasti iiks element. Kui omal
kohal on néaiteks esimene element, siis jdab téita veel n — 1 kohta. Seejuures
pretendeerib igale kohale n — 1 kandidaati (k6ik elemendid peale selle koha
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«seadusliku omanikuy). Jérelikult leidub (n — 1)"~! variatsiooni, milles esi-
mene element ja ainult see asetseb omal kohal. Et aga oma kohale voib jaada
iikskoik milline & elemendist, siis saame C}(n—1)""! variatsiooni, milles tép-
selt iiks element on paigale jaanud. Tapselt samuti toestatakse, et parajasti
k elementi jaab paigale C*(k — 1)"* variatsioonis.

Niiteks saame viie erineva elemendi korral, et 4° = 1024 kordumistega
variatsioonil on koik elemendid paigalt nihutatud; 5 - 4* = 1280 variatsioo-
nil asetseb tapselt tiks element omal kohal; parajasti kaks elementi on jaa-
nud oma kohtadele 10 cot 4> = 640 iithendil; kolm elementi on oma kohtadel
10 cot 4* = 160 variatsioonil; neli elementi aga 5 - 4 = 20 variatsioonil ja viis
elementi 1 - 4° = 1 variatsioonil. Kokku saame

1024 — 1280 + 640 + 160 + 20 + 1 = 3125
variatsiooni, mis on kooskolas valemiga

A2 =5° = 3125.
Keskmiselt arvatakse juhusliku moistatamise korral dra

12804+ 640-2+160-3+20-4+1-5
3125 N

1

kujund. Vastus tuli seesama: juhusliku moistatamise korral saab ara arvata
ithe kujundi viiest, soltumata sellest, kas kordumised on lubatud voi mitte.
Kuid araarvatud kujundite arvu jaotus tuleb juba teistsugune. See on antud
jargmises tabelis:

Araarvatud Kordumisteta Kordumistega
kujundite arv
0 0,366 0,328
1 0,375 0,410
2 0,167 0,205
3 0,083 0,051
4 0 0,006
5 0,009 0,000




Uldine nihutamisiilesanne !

Taiesti samamoodi nagu eespool késitletud iilesanded
lahendatakse ka iildine nihutamisiilesanne: leida n ele-
mendi permutatsioonide arv Dy, mille puhul iikski element
el jad oma esialgsesse asendisse. Vastuse annab valem

D??,:Pn—C;Pn—i—[—CiPn—z—.. . +(~"~*1) nC:::
_ 1 1 (—1)n] |

n!

Lugeja, kes on tuttav ridade teooriaga, tunneb suluavaldises ira
arvi e~! arendise osasumma,

Valemi (3) iildistamisel juhule n=0 on loomulik
lugeda Doy=1.
Leidub

Dn,r:C;Dn—r (4)

permutatsiooni, milles tdpselt r elementi jddvad esialgse-
tele kohtadele ja iilejidnud muudavad oma asendit. Toe-
poolest, algul tuleb valida, millised r elementi paigale
jddvad. Seda saab teha Cr viisil. Ulejddnud n—r ele-

menti voib seejirel suvaliselt {imber paigutada, kuid nii,
et iikski neist ei asuks oma esialgsele kohale. Seda on
voimalik teha Dy, viisil. Korrutise reegli jirgi saame, et

r
noutavaid permutatsioone on tildse CpDj, ;.

-

Jaotame koik permutatsioonid klassidesse vastavalt sellele, mitu
elementi j4ab antud permutatsiooni puhul paigale. Et permutatsioo-
nide iildarv on n!, siis saame samasuse:

n no
nl= EO'Dn,r: E{) CaDn_,. '(5)

Teine arve n! ja D, , siduv samasus saadakse jargmiselt.
Votame koik n! permutatsiooni elementidest a;, a3, ..., an ja arvu-
tame, mitu elementi koigis nendes permutatsioonides kokku paigale
jadb. Seda saab teha kahel viisil. Esiteks paneme tihele, et kui naiteks
element & asctseb omal kohal, siis saab iilejdinud elemente iimber
paigutada P,— = (n— 1)! viisil. Seetdttu asetseb element g; esikohal
(n —1)! permutatsioonis. Tépselt samuti paikmeb a, teisel kohal
(n —1)! permutatsioonis. Kokku saame n(n —1)!=n! elementi, mis
asetsevad oma kohtadel. Kuid nende elementide arvu voib leida ka

I Selle punkii voib esmakordsel lugemisel vahele jétta,

o | 67



teisiti. Leidub Da, permutatsiooni, milles parajasti r elementi aset-
sevad oma kohtadel (arvame nad r-ndasse klassi). Iga selline permu-
tatsioon annab r paigalejédvat elementi. Seetdtiu on paigalejddvate
elementide iildarv r-nda Kklassi permutatsioonides rD, . ja kokku

saame Y rDa,, paigalejddvat elementi. Sellega on tdestatud samasus

r=10

m n

nl= Eoan,r= Z_OanDn—r- (5’)

Juurde- ja mahaarvamise valem voimaldab lahendada
ka sellise iilesande: leida n olemendi nende permutatsioo-
nide arv, milles antud r elementi on paigalt nihutatud
(lilejddnud elemendid voivad kas paigalt nihkuda voi
endistele kohtadele jadda). Vastuse annab valem

nl—CHin—1N+Cr (n—2)1 — ... +(——_1)T(n—r)!(6)

Subfaktoriaalid ! -

Maned autorid nimetavad arve D, subfaktoriaalideks.
Neil arvudel on harilike faktoriaalidega palju - ihiseid
omadusi. Niiteks kehtib faktoriaalide jaoks vordus

n!:(n——l)[(n'—~—1)!—|—(n——2)!]. (7)
Toepoolest, |
(n—1) [ (n—1) 14 (n—2) 1= (n—1) (n—2) in=nl.

Niijtame, et seesama vordus kehtib ka subfaktoriaa-
lide D, jaoks, s.0.

— (11— 1) [Dn-Dacs]. (8)

Selleks asendame Dn—y ja Dn-z nende avaldistega valemi
(3) jirgi. Eraldades D, avaldises viimase liidetava,

saalme

(n—“‘l)[Dnmi'{"Dn—z]:(nﬁl)[(n’—'1)‘-""(”’“—2)1]'
1 1 1 o (=1)nE
'[1"""+“7”_7+"’T (n_2)1]‘+-
+ (=Dt —1).
Kuid valemi (7) jargi
(n-~1)[(n—-—1)!+(n-——2)1]=n!.

& Selle punkti vdib esmakordsel lugemisel vahele jatta.

—

68



Peale selle
(—)r1t(n—1) _—-n![

Seeparast | .

(1)t
(n—1)!

CaVin

nl

+
oo, 1 1 .
(nﬂl)[Dn_i—}—Dn_.g]:n![lﬂ “—{—2! —3r T

(—)r2 (=)t (=) |
"+‘(n—-2)!+(n~—1)!'+‘ n! ]_D“'

Toestatud seose (8) voib Euleri jargi tulefada ka puhtkombina-
toorsete arutluste abil. Vaatleme koiki permutatsioone, milles koik ele-
mendid on paigalt nihutatud. Esikohal voib sellistes permutatsioonides
olla mistahes element peale esimese. Et {ilejidnud elemente on n-—1,
siis jaotuvad D, permutatsiooni n—1 rithmaks soltuvalt sellest, mil-
line element on esikohal. Arusaadavalt on kbigis rilhmades iihepalju
elemente.

Arvutame, kui palju elemente on iihes niisuguses rithmas, nai-
teks selles, kus esikohal on teine element. See rithm jaguneb kaheks
osaks: permutatsioonid, milles esimene element asub teisel kohal, ja
koik tilejidnud. Kui esimene element on teisel kohal (teine element
aga teatavasti esikohal), siis voib iilejdgdnud n— 2 elementi omavahel
iimber paigutada mistahes viisil, ainult ikski neist ei tohi asuda oma
kchale, Seda saab teha Dn_p viisil. Seega koosneb esimene 0sa Dn—2
permutatsioonist. \

Niitame, et teine osa koosneb Dy, permutatsioonist. Toepoolest,
teise ossa kuuluvad koik need permutatsioonid, milles esimene element
ei ole teisel kohal ja iilejddnud elemendid ei asefse oma kohtadel. Kui
esimese elemendi «seaduslikuks» kohaks ajutiselt lugeda {eine koht,
siis saame, et esimene, kolmas, neljas, ..., n-s element ei asetse oma
kohtadel. Et nende elementide arv on n— 1, siis on teises osas Dn—y
permutatsiooni. Kuid siis koosneb kogu rithm Dn_o-FDn—y permutat-
sioonist. Et kbdigi vaadeldavate permutatsioonide hulk koosneb
(n — 1)-st riihmast, siis kuulub sellesse (n— D [Dn-g+Dn-y] permu-
tatsiooni. Sellega on vordus (8) tdestatud.

Valemist (8) jéreldub, et
Dn —_— nDn_1= ——e[Dn_i —_ (n -_— I)Dn_z]. _

Seetdttu muudab avaldis Dn — #Dn-y indeksi n muutudes
ainulf mirki. Kasutades seda seost mitu korda, saame

Dy, — nDpi= (—1)"2[ D2 —2D1].
Kuid D:=1 ja D;=0 ning seepdrast
D, =nDpn_1+ (—1)™ (9)

See valem meenutab seost nl=n(n—1)! fakioriaalide
jaoks.
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Kirjutame vilja subfaktoriaalide viddrtused esimese
12 naturaalarvu jaoks:

n D, n D, D, n Dy,

n
] 0 4 9 7 1854 10 1334 961
2 ] 5] 4 8 14833 11 14 684 570
3 2 6 265 O 133496 12 176214841

Karavan korbes

Korbes liigub 9 kaamelist koosnev karavan. Teekond kes-
tab palju pdevi ja lopuks on koik tidinenud kogu aeg iihe
ja sama kaameli nigemisest enda ees. Mitmel viisil saab
kaameleid nii iimber paigutada, et iga kaameli ees konniks
moni teine kaamel, mitte see, kes algul?

Sellised permutatsioonid on kindlasti olemas. Niiteks
voib koik kaamelid iimber paigutada vastupidisesse jirje-
korda, nii et viimane osutub esimeseks jne. Araabia kone-
kadndki itleb, et «kui karavan po0drab tagasi, on lonkav
kaamel koige ees».

Ulesande lahendamiseks méirgime kaamelid algul
karavani lopust alates arvudega 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.
Seega saab viimane kaamel numbri iiks, eelviimane
numbri kaks jne. Meil tuleb leida koik permutatsmomd
arvudest 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, milles ei esine iikski paa-
ridest (1,2), (2,3), (3,4), (4,5), (5,6), (6,7), (7,8),
(8,9). Ulesande lahendamiseks kasutame jille juurde- ja
mahaarvamise valemit.

Algul arvutame, miimes permutatsioonis sisaldub
paar (1,2). Me voime nendes permutatsioonides lugeda
selle paari itheks elemendiks. Seepérast ei tule seal ele-
mentide iildarv mitte 9, vaid 8, ja paari (1,2) sisaldavate
permufatsioonide arv on Ps. Sama tulemuse saame koigi
8 paari jaoks.

Niiiid vaatleme permutatsioone, mis sisaldavad kahte
antud paari. Sel juhul {thendame kummagi paari elemen-
did. Kui molemad paarid sisaldavad tihist elementi (néi-
. teks paarid (1,2) ja (2,3)), siis ithendame koik kolm ele-
menti. Vastasel juhul (nditeks paaride (1,2) ja (5,6)
korral) ithendame elemendid paarikaupa. Molemal juhul
tekib pédrast ithendampist 7 uut elementi (osa neist on esi-
algsete elementide paarid voi kolmikud), mida saab oma-
vahel timber paigutada P; viisil. Kahte paari kaheksast

saab aga valida C§ viisil.
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Taiesti analoogiliselt naidatakse, et Pog pefmutat—
siooni sisaldab parajast1 k paari. Seejuures on k paari

voimalik valida C§ viisil. Juurde- ja mahaarvamise valemi
~ jdrgi saame, et tdpselt
Py — CgPgt-CaPy — CoPgt-CaPs— CaPytCoPy—

8 7 6 5 4

7 8

_I_

2 1
7! T 8

permutatsiooni ei sisalda iihtki antud paaridest.
Samamoodi t{oeStatakse, et parajasti

En—-—P — C’n 1Pn 1+C'n—1p —2_“CTL—-1P?1“3'1" -
A (—1)tCn AP = (n — 1)![r?,—~4—n—iit‘~[‘~J

=148 329

3
+ 6!

n—2 n—3 (—1)n— .
+ 91 =+ . —l—m] (10)

71



permutatsiooni arvudest 1, 2, 3, ..., n ei sisalda ihtki
paaridest (1,2), (2,3), ..., (n—1, n).

Avaldame saadud vastuse subfaktoriaalide kaudu. Selleks lahu-
tame paremal poolel iga liidetava kaheks:

(—DMr—k) _ (=D (=)

k! k! (k — 1)t~
Saame .
_ 11 (—1»=t (—-—1)“]
E”#n![lﬁ T T S (T *

(=) (__l)n_l]
T -+

(n—2) (n— 1)
(me lisasime mdlemasse suluavaldisse iihe, viimase liikine; ilmselt need
hivivad vastastikku, sest annavad pérast sulgude avamist vastavalt
(—1)n ja (—1)»~1). Kuid esimene avaldis on parajasti D, ja teine
D._,. Seepdrast

| '[1 1 1
+ (=) 1=

En=Dn+4Dn-. - (11)
Niisiis, leidub Dn+4Dn-, permutatsiooni arvudest 1, 2, 3, ...
.., n, mis ei sisalda paare (1,2), 2,3), ..., (n—1, n).

Téie'sti samal viisil toestatakse, et

1

Py CiPpyA-CoPpst ... 4 (—1) CiPnr (12)
permutatsiooni n elemendist ei sisalda antud r<<n—1
paari.

Teistsuguse vastuse saame, kui keelatud paaride arv on
suurem kui n— 1. Nouame néiteks, et permutatsioon el
tohi peale paaride (1,2), (2,3), ..., (n—1, n) sisaldada
ka paari (n, 1). Arutledes tédpselt samuti nagu eespool,
saame vastuse valemina N

Foe Py — CiPo it CEPpy—(—1) " CaPrst .-

‘ 1 1
...,+(—1)n-1c'r;;~1pi—_-n![1—-l-? S

—1yr |
.. +-%n—;_ll—)—":| = nDy.1. (13)

Toepoolest, sel juhul on keelatud paare #, kuid iikski per-
mutatsioon ei saa sisaldada koiki n paari. Kui permutat-
sioonis sisalduvad paarid (1,2), (2,3), ..., (n—1, ny,
siis tema esimeseks elemendiks on ju 1 ja viimaseks n

72



ning jarelikult paar (n,1) permutatsioonis ei sisaldu. See-
pirast on valemi (13) viimane liige (—1) nLeapy, mitte

aga (—1)" CnPo=(—1)"
Oleks huvitav, kui saadud vastust F,=nD,_, onnes-
tuks pohjendada puhtkombinatoorselt.

Karussellisoit

Karussellil soidab n last. Nad otsustasid imber istuda nii,
et igaiihe ees istuks moni teine laps. Mitmel viisil saavad
nad seda teha?

See iilesanne sarnaneb eespool lahendatud karavani-
iilesandega. Kuid niiiid on keelatud paare n; peavad puu-
duma paarid (1,2), (2,3), ..., (n—1, n) ja (n,1). Peale
selle ei loe me erinevateks permutatsioone, mis saadakse
fiksteisest karusselli poorlemisel. Seeparast saab k ele-
mendist koostada ainult Pa_s= (k—1)! oluliselt erinevat
permutatsiooni. LOpuks voivad uues iillesandes esineda
permutatsioonid, millesse kuuluvad kéik n paari. Selline
on niiteks lihtepermutatsioon. Koiki neid asjaolusid
arvestades saame juurde- ja mahaarvamise valemi pohjal
otsitavate permutatsioonide arvuks

anpn*—i—cipn—é—!—cipn_g—-.. .

(=) "TCen T Pot (—1) "Ca. (14)

On kerge kontrollida, et selle avaldise voib kirjutada kujul
Qn=Dn—y—DngtDn-g—...+(—1)"=*Ds. (15)

Toepoolest, valemist (14) jareldub vorduse C:.HC::=C:._"
tottu, et n==1 puhul

Qud-Qnoy=Prt — ChoiPnogtCaiPa—g— ...+ (—1)"

see avaldis aga vordub Dn-j;-ga (vt 1k 67). Seega Qnt-Qn-=1=
=D,y Peale selle jareldub valemist (14), et Q2=0. Niisiis saame, et

Qn+Qn-1=Dn-y,
*“Qn—l“"‘Qn—2=—“Dn—2.
Qno24Qn-s=Dn-s,
(—1) #=3Qs == (—1) »=*Dy.
{iites need vordused, jouame seoseni (15).
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Kassajﬁrjekord

Kinokassa juures seisab m--k -inimesest koosnev jarje-
kord, kusjuures m kulastajal on rublalised ja k inimesel
viiekiimnekopikalised. Pilet maksab 50 kopikat ja miiiigi
algul kassas vahetusraha ei ole. Mitmel viisil vbivad rub-
laliste ja viiekiimnekopikalistega kiilastajad jdrjekorras
jaotuda nii, et kellelgi ei tuleks peenraha oodata?

Niiteks kui m=k=2, siis on soodsad vaid kaks
jubtu: vrour ja vourr, kus v tihendab viiekiimnekopikalist
ja r rublalist. Neljal juhul (rrvo, roro, rvovr ja vrro)
tekib viivitus, sest esimesel kolmel ]uhul ei saa juba esi-
mene kulasta]a raha tagasi, viimasel juhul jdab aga kol-
mas kiilastaja kassa juurde ootama.

Viikeste m ja k vaartuste korral voib ulesande lahen-
dada koigi erijuhtude ldbivaatamise teel. Ent kui m ja %
on suhteliselt suured, siis erijuhtude I&dbivaatamine ei
aita. Erinevate permutatsioonide arv m rublalisest ja %
viiekiimnekopikalisest on ju teatavasti

k)1
P(m, k) 2_@5&")'"‘

Kui néditeks m=~k=20, siis

40!

P(20,20) = 20120! °
see arv on aga suurem sajast miljardist.

Tuletame valemi, mis avaldab otsitavate kombinat-
sioonide arvu m ja k kaudu. Seega tuleb meil leida, mit-
me] r-tdhtedest (tdhtede arv m) ja v-tdhtedest (tdhtede arv
k) koostatud permutatsioonil on jargmine omadus: permu-
tatsiooni p esimese liikme seas peab iga p puhul (kus
1<{p<<m--k) olema v-tdhti mitte vihem kui r-tdhti (viie-
kiitmnekopikalisi peab olema vdhemalt niisama palju kui
rublalisi, muidu jiddks jarjekord seisma).

Ilmselt on iilesande lahenduvuseks tarvilik, et oleks
taidetud tingimus m<Ck, muidu jaib jirjekord kindlasti
seisma, sest viiekiimnekopikalistest ei jatku koigile rubla-
liste omanikele tagasiandmiseks. Seepdrast oletame, et
0<m=Ck. Siin on nagu moningates teisteski kombinatoo-
rikaiilesannetes kasulikum otsida «ebasoodsate» juhtude
arvu, s.o. nende juhtude arvu, kus jarjekord seisma jddb.
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Kui oleme selle arvu leidnud, siis saame oma iilesande
vastuse, lahutades selle m r-tihest ja £ v-tdhest koostatud

permutatsioonide iildarvust_P (m, k) = Cmyn.
Toestame niiiid jargmise vdite: m r-tahest ja k& v-ta-
hest koostatud permutatsioonide jaoks on ebasoodsate

juhtude arv P(m—1, k-—}—l):C::@, s.0. vordub koigi
permutatsioonide arvuga, mis on koostatud (m —1) r-ta-
hest ja (k+1) v-tdhest. Seda toestatakse jargmiselt.
Votame mistahes ebasoodsa permutatsiooni m r-tdhest ja
k v-tdhest. Jddgu jarjekord mingil kohal seisma. Siis on
selle koha ees v- ja r-tdhti iihepalju (koik viiekiimnekopi-
kalised antakse rublaliste, omanikele tagasi) ja sellel
kohal endal seisab r-tdht, muidu ldheks jarjekord edasi.

Niisiis on peatumiskoha jidrjenumbril kuju 2s--1 ning
selle koha ees seisab s v-tdhte ja s r-tihte. Paneme niiiid
jirjekorra ette ithe v-tdhe (kui jédrjekord protesteerima
hakkab, siis iitleme, et seda tehakse rahavahetamise hol-
bustamiseks). Saame permutatsiooni m r-tihest ja (£4-1)
v-tdhest, mille esimene tdht on v ning esimese 2s-2 tihe
seas on r- ja v-tdhti {ihepalju (v-tahti oli s ja r-tahti s-}-1,
meie lisasime fiihe v-tdhe, nii et 1opuks saime kumbagi
tahte iihepalju). '

Niiiid aga teostame operatsiooni, mis pahandab koiki
rublaliste ja réomustab viiekiimnekopikaliste omanikke:
vahetame esimesel 2542 kohal igal kiilastajal tema rubla-
lise viiekiimnekopikalisega ja iga viiekiimnekopikalise
rublalisega. Néiteks kui jdrjekorral on kuju

vorovruorruorruouorout,

siis ta peatub r-tdhe kohal. Pdrast seda kui v-tdht on ette

pandud ja tehtud ka kirjeldatud asendus, tekib jdrjekord
kujuga
rrruororvvrvvYUr VUr.

Et esimesel 2s-4-2 kohal oli rublalisi ja viiekiimmneko-
pikalisi {ihepalju, siis asendus ei muuda kumpbagi liiki
rahade arvu ja me saame permutatsiooni m r-tahest ja
(k1) v-tdhest, kusjuures esimeseks tdheks on niid r.
Niisiis oleme igale «ebasoodsale» jadale m r-tdhest ja %
v-tihest vastavusse seadnud r-tidhega algava jada m
r-tdhest ja (k+41) v-tdhest.

Naitame, et sellisel viisil voib saada iga r-tdhega
algava jada (k4-1) v-tdhest ja m r-tdhest. Toepoolest,
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votame sellise jada. Et eelduse kohaselt m<Ck, siis mingis
kohas v-tdhtede ja r-tihtede arv vordsustub. Kui asendada
algusest kuni selle kohani s (viimane kaasa arvatud) koik.
o-tihed r-tahtedega ja r-tdhed v-tdhtedega ning jatta ara
esimene v-taht, siis saame just rublaliste ja viiekiimne-
kopikaliste ebasoodsa paigutuse. Jérjekord jddb seisma
just sellel kohal s, kus antud jarjestuses esmakordselt
vordsustus v- ja r-tdhtede arv. |

Me tegime kindlaks, et rublaliste ja viiekiimnekopi-
kaliste ebasoodsate paigutuste arv jdrjekorras wvordub
kbigi r-tihega algavate permutarsioonide arvuga, mis or
koostatud m r-tdhest ja (k-+1) v-tdhest. Kui esimene taht
korvale jétta, siis saame koikveimalikud permutatsioonid
(m—1) r-tihest ja (k+1) v-tdhest. Niisuguseid permu-
tatsioone on aga

P(m—1, k1) ="Cms.
Niisiis on ebasoodsaid permutatsioone Cois. Et per-

mutatsioonide arv m r-tihest ja k v-tdhest on iildse Conths
siis avaldub soodsate permutatsioonide arv valemiga

k — m_-'l"i,‘l m |
1 Cmtk- (16)

Erijuhul, kui k#m, s.0. jarjekorras on iithepalju rublalisi
ja  viiekiimnekopikalisi, liigub jarjekord takistusteta -

m m—1
Crmir — Cnph=

C;fh juhul. Seega, mida

P, Ca juhul ja jédab seisma Py
suurem on k, seda viiksem on soodsate juhtude protsent.

Meie iilesanne on taielikult lahendatud. Vaatleme
nitiid teist, antud iilesandele {isna 1dhedast {ilesannet. Ole-
tame nimelt, et kassapidaja oli ettendgelik ja algul oli kas-
sas ¢ viiekiimnekopikalist. Mitmel juhul liigub takistuseta
idrjekord, kus m inimesel on rublalised ja k inimesel viie-
kiimnekopikalised?

On selge, et kui m=<Cgq, siis liigub jérjekord kindlasti
torgeteta: algul kassas olnud viiekiimnekopikalistest jat-
kub, et rahuldada koiki rublaliste omanikke. Kui aga
m>k-+g, siis jiab jdrjekord kindlasti seisma: viiekiimne-
kopikaliste iildarvust kassas ja jarjekorras ei jatku, et koi-
gile rublaliste omanikele tagasi anda. Seepdrast voime
piirduda selle juhu vaatlemisega, kus
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g<<m=k-q.

V&ib eeldada, et g viiekiimnekopikalist tulid kassasse
nii, et jarjekorra algusesse seati ¢ uut inimest viiekiimne-
kopikalistega. Sellepédrast voib iilesande sonastada jarg-
miselt. |

Jirjekorras seisab R+-q inimest viiekiimnekopikalis-
tega ja m inimest rublalistega, kusjuures esimesel g kohal
on viiekiimnekopikaliste omanikud. Mitmel juhul ei tule
kellelgi peenraha oodata?

See iilesanne lahendatakse tipselt samuti nagu ees-
pool vaadeldud erijuht g=0. Leiame esmalt ebasoodsate
juhtude arvu. Igal sellisel juhul tekib torge niisuguse
kiilastaja juures, kellest eespool on iihesugune arv s rub-
lalisi ja vilekiimnekopikalisi ja kellel endal on rubla.
Paneme jarjekorra ette veel iihe inimese viiekiimnekopika-
lisega ja asendame. esimesel 2s-+2 kiilastajal rublalised
viiekiimnekopikalistega ja viiekiimnekopikalised rublalis-
tega. Saame permutatsiooni m rublast ja k-g-+1 viie-
kiimnekopikalisest, kusjuures esimesel g-41 kohal on rub-
lalised. Seejuures voib iga niisuguse permutatsiooni tihe-
sel viisil saada rublaliste ja viiekiimnekopikaliste eba-
soodsast paigutusest. Kuid esimesed g--1 rublalist voib
jra jdtta ja siis tekivad koikvoimalikud permutatsioonid
m-—q—1 rublalistest ja k-+g-4-1 viiekiimnekopikalistest.

Selliste permutatsioonide arv on aga P(m—qg—1,

k—lwq'—l—l):CﬂT.ffﬂl. Me niitasime, et vaadeldavas iiles-

: m—g—1 . .
andes on Cmsr  ebasoodsat permutatsiooni. Et aga per-

: . 3 .
mutatsioone on iildse Cmqik, SilS annab soodsate permutat-
sioonide arvu valem

Comp— Co | (17)

Eespool kasutatud vote vBimaldab lahendada ka pal-
jusid teisi iilesandeid. Niiteks on selle votte abil kerge
saada jargmised tulemused.

Kui m<k, siis leidub

k'——m m

—— Cmnt (18)

m m—1
Cm—i-h—~1 - Cm+h-—1=

permutatsiooni m r-tahest ja k v-tdhest, millel iga tdhe
ees (peale esimese) on o-tihti rohkem kui r-tahti. Arutle-
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takse tdpselt samuti nagu eespool, ainult v-tihte pole tar-
vis algusesse lisada.
Valem on oige, kui m<Ck. Kui aga m==k, on selliste

omadustega permutatsioone *ECrfkfz. Selles voib veen-

duda jargmiselt. Iga niisugune permutatsioon peab alga-
ma v-tdhega ja l0ppema r-tdhega. Kui need korvale jitta,
saame permutatsiooni (k— 1) r-tahest ja (¢ — 1) v-tdhest.
On kerge ndha, et selle permutatsiooni korral liigub jéirje-
kord takistusteta. Vastupidi, olgu permutatsioonis v-tahti
ja r-tahti kumbagi £ —1 ja liikugu sellel korral jarjekord
takistusteta. Lisades algusse v-tdhe ja 16ppu r-tdhe, saame
meile vajalikn omadustega permutatsiooni. Kuid leidub

TR R L , _—
parajasti -—k-Cﬁ_ii permutatsiooni, kus wv-tdhti ja r-tdhti

on kumbagi £— 1 ja jirjekord lifgub viivitusteta.

Ulesanne kahest viirust .

Kombinatoorikas on tihti nii, et kaks esimesel pilgul oige
kaugetena tunduvat iilesannet on teineteiseks taandata-
vad. Vaatleme jargmist iilesannet.

Mitmel viisil saab 2n erinevat kasvu inimest rivistada
kahte iihepikkusesse viirgu nii, et nad seisaksid molemas
viirus ptkkuse jdrgi ja iga esimeses viirus seisja oleks
tema taga seisjast pikem? ,

Néiifame, et selle iilesande lahendamine taandub juba
kisitletud kassajdrjekorra-iilesandele. Seame inimesed
noutaval viisil kahte viirgu ja anname koigile esimeses
viirus seisjaile viiekiimnekapikalised, teises viirus seisjaile
rublalised ning rivistame nad seejarel pikkuse jadrgi iihte
kolonni. Tekib jdrjekord, kus n inimesel on viiekiimnekopi-
kalised ja n inimesel rublalised. Ulesande tingimusest
jareldub, et niisugune jarjekord liigub takistusteta. Toe-
poolest, seisku keegi teises viirus k-ndal kohal. Siis on
-~ vaid k& — 1 rublaliste omanikku temast pikemad. Viiekiim-
nekopikaliste omanikest on aga temast pikemad vahemalt
k inimest (tema ees seisja ja koik, kes seisavad tollest .
paremal). Kui fa kassa juurde jouab, leidub seal seetottu

‘'vdhemalt iiks viiekiimnekopikaline ja vahetusraha on kind-

lasti olemas.
Vastupidi, olgu antud mingi paigutus, kus »n kiilasta-
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jat on viiekiimnekopikalistega ja n_ inimest rublalistega
ning jirjekord liigub takistusteta. Uldisust kitsendamata
voime eeldada, et koik 2n kiilastajat seisavad pikkuse
jargi. Valime niiiid vilja k6ik viiekiimnekopikaliste oma-
nikud ja rivistame nad kasvu jdrgi esimesse viirgu ning
rublaliste omanikud teise viirgu. Jdtame lugeja hooleks
kontrollida, et saadud rivistus rahuldab iilesande tingi-
musi. Siit jareldub, et voimalikke rivistusi on niisama
palju kui soodsaid paigutusi n v-tahest ja n r-tdhest, s. o.
1 n
1 Con. ;

Kombinatsioonide nued omadused '

Eelmistes punktides tuletatud valemid véimaldavad saada

kombinatsioonide arvu Cﬁ,, uusi omadusi (vt. 1k. 47). Sel-
leks jaotame koik m r-tdhest ja k& v-tdhest koosnevad
«ebasoodsad» permutatsioonid klassidesse. Ndgime, et nii-
suguste permutatsioonide korral peatub jarjekord kohal
9s-1, kusjuures sellel kohal seisab r-tdht, viimase ees on
r-tahti ja o-tdhti kumbagi s ja kuni antud kohani liigub
jarjekord takistusteta. Arvame s-ndasse klassi koik eba-
soodsad permutatsioonid, mille puhul jéirjekord peatub
kohal 2s--1. On selge, et s voib omandada véartusi 0, 1,
2, ..., m—1. '

Leiame, mitu permutatsiooni kuulub s-ndasse klassi.
Esimesel 2s kohal voivad olla mistahes soodsad permu-
tatsioonid s r-tihest ja s v-tdhest: kuni kohani 2s--1 jar-
jekord ju ei peatu. Nagu nagime, on selliste permutatsioo-

? 111 Css. Edasi tuleb kohal 2s--1 r-taht ja see-
jarel mistaihes permutatsioon ilejddnud (m—s—1)

r-tihest ja (k—s) v-tdhest. Selliseid permutatsioone on
P(m—s—1, k—s)=Cmiuss. Jérelikult on korrutise

reegli pohjal s-ndas klassis

nide arv

1
s-1-1

§ ~m—s—1
Czs Cm+h—2s~1

ebasoodsat permutatsiooni. Et ebasoodsaid permutatsioone

i Selle punkti vdib esmakordsel lugemisel vahele jatta.
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a m—1 ‘e
on iildse Cmsx ja klasse m—1, siis saame m=Ck puhul
seose |

2 ™3

_ I 4 meo 1 _
Co C$+;—1+-§“ C: C$+i—3+"§" Ci Congns+ ...
1 ome .
o ot 1= Cimrh. (19)

See seos on erijuht valemist

— ¥
m—1 1

I Chyp— Core ! 1Cmihip—2s1+Conth (20)

kus p<<m<<p-+k (esimeses liidetavas loetakse Cs_i vord-
seks nulliga). Valem (20) tdestatakse samuti nagu valem
(19), jaotades klassidesse need ebasoodsad permutatsioo-
nid m r-tdhest ja (k--p) ov-tghest, millel on alguses p.
v-tdhte (vt. k. 77). |

Niiiid vaatleme seoseid, mis saadakse & r-tdhest ja &
v-tihest koostatud soodsate permutatsioonide klassideks

| R
P Cak.
Pirast kogu jirjekorra moddumist pole kassas jalle iihtki
viiekiimnekopikalist, sest need antakse kéik tagasi. Kuid
moningate soodsate permutatsioonide puhul tekivad ka
varem momendid, mil kassas pole viiekiimnekopikalisi;
jarjekord ei peatu vaid seetdttu, et jargmine kiilastaja.
annab viiekiimnekopikalise. Jaotame soodsad permutat-
sioonid Klassidesse, arvates s-ndasse klassi koik need per-
mutatsioonid, mille puhul kassas pole esmakordselt viie-
kiimnekopikalisi 2s-ndal kohal, s=1, ..., k.

Leiame s-nda klassi permutatsioonide arvu. lga sel-
line permutatsioon jaguneb kaheks osaks. Esimesed 2s
tihte moodustavad permutatsiooni s v-tdhest ja s r-tahest,
kus iga tihe ees on v-tdhti rohkem kui r-tahti (muidu
toimuks esimene vordsustumine juba enne 2s-ndat kohta).

) ‘ 1 _
Niagime, et selliste permutatsioonide arv on -—;—CZS_iz (vt.

jaotamisel. Selliste permutaisioonide arv on

lk. 77). Pédrast esimese 2s pileti miifimist kassas viiekiim-
nekopikalisi ei ole. Et jarjekord liiguks takistusteta, pea-
vad viimased (k—s) v-tihte ja (k—s) r-téhte seetottu
moodustama soodsa permutatsiooni. Kuid selliseid permu-
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| h—s

tatsioone on mCZh_ZS (vt. Ik. 76). Korrutise reegli
jargi saame, et klassis on '
| s—1 k—s
Cos 2Con—
S G O
permutatsiooni. Et aga soodsate permutatsioonide iildarv
" |
on Py Cgk, siis saalne samasuse
R k-1 s—1 B—s 3 ‘
— C 88— C - 3=C . 21
SZ..’__‘iS(k“—S'H) 2s—202n-2 ok (21)
Kui téhistada \
1 ] '
C S:TS,
s+4-1 2
siis omandab valem (21) jargmise kuju:
ToTth—{— TiTh_z——{— .. —}—'Th_iTo““—T- Th, (22)

- Veel ithe arvude Cyn vahelise seose saame jargmiselt.
Anname ette arvu [ (1<J{<Cm) ja jaotame kdigi soodsate
permutatsioonide hulga klassidesse, lugedes s-ndasse
klassi koik need permutatsioonid, mille esimese [ elemendi
seas on tipselt s r-tdhte. Nende ! elemendi hulgas on siis
(l—s) v-tdhte. Et v-tahti ei saa olla vihem kui r-tahti,
siis rahuldab s vorratusi 0<<2s<<l.

Leiame permutatsioonide arvu s-ndas klassis. 1ga sel-
line permutatsioon jaguneb kaheks osaks: iiks koosneb !
esimesest tihest, teine viimasest #+4m — [ tdhest. Esimesse
ossa kuulub (I—s) v-tdhte ja s r-téhte. Et kogu permu-
tatsioon on soodus, siis peab ka tema esimesest ! tahest
koosnev osa olema soodus. Kuid (/—s) uv-tdhest ja s

[ — 2541

[ —s+1

r—t?ihest saab koostada C; sellist permutai-

siooni.

Pirast seda kui permutatsiooni esimene osa o1l kas-
sast moédunud, jdab kassasse [—2s viiekiimnekopikalist.
Permutatsiooni feine osa koosneb (k—I+s) v-tdhest ja
(m —s) r-tihest. Leiame niiiidd, mitmel juhul jérjekorra
see osa liigub takistusteta. Nende juhtude arv saadakse
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k. 77 toodud valemi (17) jargi, milles g asemele tuleb
panna [—2s, m asemele m—s -ja k asemele k— [4-s.

Sellest valemist jareldub, et permutatsiooni teise osa voib

. m—s mebs—i—1 .. . i
valida Cmir—— Cmyr— viisil. Korrutise reegli jargi

saame, et permutatsioonide arv s-ndas klassis on
[ —2s4-1
[—s+4-1

8 m—s m<-8—I—1
Ci [Cogbei — Conynt 1.

Et soodsaid permutatsioone %k wv-tdhest ja m r-tdhest on
k"""“m"‘l“'l ¥ee)

kokku Cman, Sils saame samasuse!
k-1
E(%) [ — 251
. — ™ s m—s m-is—Ii—1
> Ci [Comsr—t— Cigr—1 ]==
— s+l
k_m+1 e )
— R 23
PR Crth (23)

(Siin C; loetakse p<<0 korral vordseks nulliga.) Lugeja
tuletab vaevata teisi analoogilisi seoseid, lahtudes mitme-
sugustest permutatsioonide klassidesse jaotamise meeto-
ditest.

l {
} E(~—-2-) abil on tidhistatud arvu ; taisosa.



IV. JAOTUSTE KOMBINATOORIKAn

Ulesannetes variatsioonide, permutatsioonide ja kombi-
natsioonide kohta koostati antud elementidest mitmesugu-
seid iihendeid ja arvutati, mitu sellist {ihendit ithtede voi
teiste kitsenduste puhul saadakse. Nende elementide saa-
tus, mis parast {ithendi valjavalimist jirele jdid, meid
peaaegu ei huvitanud. Teistsugused on need iilesanded,
mille juures me jargnevalt peatume. Neis jaotatakse ele-
mendid kaheks voi enamaks rithmaks ning tuleb leida koéik
sellise jaotamise viisid.

Seejuures voivad esineda mitmesugused juhud. Moéni-
kord etendab olulist osa elementide jarjekord rithmades:
naiteks kui signalist riputab signaallipud mitmele mas-
tile, siis on tema jaoks tdhtis mitte ainult see, missugusele
mastile tiks voi teine lipp satub, vaid ka lippude jéirjekord
mastidel. Teistel juhtudel aga pole elementide jarjekorral
rithmades mingit osa. Kui doominomingija valib hunni-
kust kive, on talle iikskdik, missuguses jédrjekorras need
tulevad, tédhtis on vaid ldpptulemus.

Ulesanded erinevad ka selle poolest, kas rithmade jér-
jekord on oluline voi ei. Doominoméngus istuvad méangi-
jad kindlas jdrjekorras ja tdhtis pole mitte ainult see,
kuidas kivid jaotusid, vaid ka see, kellele millised kivid
tulid. Kui ma panen fotod iihesugustesse {imbrikutesse, et
neid sobrale saata, siis on oluline, kuidas fotod {imbrike
vahel jaotuvad, kuid {imbrike eneste jdrjekord pole sugugi
tdhtis, sest postil aetakse nad nagunii segi.

Tahtis on ka see, kas me eristame omavahel elemente
voi rithmi, milleks elemendid jaotuvad. Lopuks voivad
osas iilesannetes moned rithmad olla tiihjad, s.o. need ei
sisalda iihtki elementi, teistes pole aga niisugused rithmad
lubatud. Vastavalt 6eldule tekib terve hulk kombinatoorseid
jaotusiilesandeid.
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Doominomang

Doominomdngus jaotavad 4 mdngijat omavahel vordselt
28 kivi. Mitmel viisil saavad nad seda teha?

Kivisid voib jaotada jargmiselt. Paigutame algul koik
98 kivi mingil viisil ritta. Parast seda votab esimene mén-

gija esimesed 7 kivi, teine jargmised 7, kolmas jargmised 7
ja neljas iilejadnud. On selge, et niimoodi voib saada koik
kivide jaotused. |

Et koigi 28 elemendi permutatsioonide arv on 28!, siis
v6ib niida, ets jaotamisviiside {ildarv on ka 28!. Kuid see
pole Gige: esimesele mingijale on ju téiesti iikskoik, kas
ta saab alguses kivi 6:6 voOi 3:4, talle on tdhtis vaid
16pptulemus. Seepérast ei muuda {ikski esimese 7 kivi
{imberpaigutus asja sisu. Seda ei muuda ka teise 7, kol-
manda 7 ja viimase 7 kivi mistahes iimberpaigutus. Korru-
tise reegli pohjal saame (71)* kivide iimberpaigutust, mis
ei muuda jaotamise tulemust.

Seega jagunevad kivide 28! permutatsiooni ruhma-
deks, (71)% permutatsiooni igas, rithmas, kusjuures ithe
rithma permutatsioonid annavad kivide iihesuguse jaotuse.

28!

s See arv on

Siit jareldub, et kivide jaotamisviise on
umbes 4,7-10%, | | -

Sama dulemuseni voib jduda ka teisiti. Esimene man-
gija peab valima 7 kivi 28 hulgast. Et nende kivide jarje-

kord pole oluline, siis on tal Cas valikut. Pirast seda peab
teine mangija valima 7 kivi iilejaanud 21 seast. Seda saab

" teha Ca viisil. Kolmas mingija valib 14 kivi seast ja talon
seepdrast Ci valikuvdimalust. Lopuks jdab neljandale

méngijale C;, s. 0. iiksainus valik.
" Kombinatsioonide korrutise reegli jirgi saame, et vOi-
maluste ildarv on
- 28! 21! 14! 28!
CeCuCLCT =37 a7 T (I

Preferansimingus jaotatakse kolme méngija vahel
32 kaarti, igaithele 10 kaarti, ja pannakse kaks kaarti
maast juurdevdtmiseks. Tapselt samuti tdestatakse, et eri-
nevaid jagamisi on siin

32!
TOTT01 1072 — 2753 294 408 504 640.
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Voib-olla tekib lugejal kiisimus, kas tasub iildse kaar-
dimingude uurimiseks joudu kulutada. Sel puhul tule-
tame meelde, et just hasartmingude uurimine andis touke
kombinatoorika ja toendosusteooria arenguks. Sellised
esmaklassilised matemaatikud nagu Pascal, Bernoulli,
Euler, T$ebddev viimistlesid kombinatoorika ja tdoenadosus-
teooria ideid ning meetodeid kulli ja Kkirja, taringu- ja
kaardimingu ilesannetel. Paljud manguteooria ideed
kujunesid esialgu vélja kaardimingude lihtsaimate mude-
lite uurimisel (minguteooria on matemaatika haru, mida.
majanduses ja sBjaasjanduses lajaldaselt rakendatakse).

Kastidesse paigutainine

Doomino- ja preferansiiilesanne kuuluvad nende kombi-
natoorikaiilesannete hulka, kus kisitletakse esemete pai-
gutamist kastidesse. Nende iildine seade on jargmine:
On antud n erinevat eset ja k kasti. Esimesse kasti
tuleb panna n, eset, teise f, ..., k-ndasse np eset, kRus
ittt . . . Fnee=n. Mitmel viisil saab sellist jaotust teha?

Doominoiilesandes etendasid kastide osa méngijad ja
esemete osa kivid. Uldjuhtudel saame vastuse, arutledes.
tipselt samuti nagu selleski iilesandes:




-esemeid saab kastidesse paigutada

| n!
P(ni, ng, ..., nk) = nal 1g] ! ' (1)

erineval viisil.
See valem tekkis meil ka eespool niisuguse iilesande
lahendamisel, mis esimesel pilgul ei tundu antud iilesan-
dega sugugi sarnane olevat:
on olemas k erinevat tiipi elementi. Mitu erineval
permutatsiooni saab koostada ny esimest tiipi, n, teist
tiadgpi, ..., n, k-ndat tiiiipi elemendist?
Ka siin andis vastuse valem

-----

n!
I’Li!nz!. .. ng! ’

P(m, s, ..., nh)z

kus n=n1+ns4 ... +n, (vi. 1k. 35). Et nende kahe iiles-
ande vahelist seost kindlaks teha, nummerdame koik =
kohta, millel meie esemed véivad paikneda. Igale permu-
tatsioonile vastab kohanumbrte jaotus % klassiks. Esi-
messe klassi satuvad nende kohtade numbrid, millel asu-
vad esimest tiilipi esemed, teise klassi teist tiiiipi esemete
kohanumbrid jne. Seega saame iiksiithese vastavuse kor-
dumistega permutatsioonide ja kohanumbrite «kastidesse»
paigutuste vahel. Arusaadavalt osutusid modlema iilesande
lahendusvalemid iihesugusteks.

Lillekimp

Kastidesse paigutamise iilesandes lugesime igasse kasti
sattuvate esemete arvu tuntuks (nditeks oli teada kivide
arv, mida iga mangija pidi votma). Enamiku jaotusiiles-
annete puhul neid arve ette ei anta.

Kaks last korjasid 10 karikakart, 15 rukkilille ja 14
meelespealille. Mitmel viisil saavad nad need lilled oma-
vahel jaotada?

On selge, et karikakraid saab jaotada 11 viisil: esi-
mene voib jatta karikakrad votmata, votta 1 karikakra,
2 karikakart, ..., koik 10 karikakart. Tdpselt samuti saab
rukkililled jaotada 16 viisil ja meelespealilled 15 viisil.
Et iga liiki lilli voib jaotada teistest liikidest s&ltumatult,
siis saame korrutise reegli jiargi 11-16-15=2640 lillede
jaotamise viisi.
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Loomulikult on nende jaotamisviiside hulgas ka dar-
miselt ebaodiglasi, mille puhul néiiteks {iks laps ei saa
iildse lilli. Lisame seepdrast kitsenduse, et kumbki laps
peab saama igast liigist vdhemalt 3 lille. Siis on kari-
kakarde jaotamiseks vaid viis voimalust: esimene v&ib
votta endale 3, 4, 5, 6 voi 7 oit. Tapselt samuti saab rukki-
lilled jaotada 10 viisil ja meelespead 9 viisil. Sel juhul
on jaotamisviiside tildarv 5-10-9=450.

Uldse, kui on olemas n, iithte liiki eset, n, teist liiki

eset, ..., np k-ndat liiki eset, siis saab neid kahe inimese
vahel jaotada

(na+1) (n2a+2). .. (nx+1) (2)
viisil. Erijuhul, kui koik esemed on erinevad ja nende arv
on k, siis on fy=ny=...=nxr=1 ja seepdrast on 2* jao-
tamisviisi.

Kui aga seada lisakitsendus, et iga jaotusest osa-
votja peab saama mitte vihem kui sy esimest liiki eset, s2,

teist liiki eset, ..., sp k-ndat liiki esét, siis avaldub jaota-
misviiside iildarv valemiga
(11— 2s1-+1) (e — 2s2-+1) . .. (np — 2sp-1). (3)

¢

Me jatame nende viidete toestamise lugeja hooleks.

Ulesanne jagajate arvu kohta

Valem (2) voimaldab lahendada jargmise arvuteooria
filesande: leida, mitu jagajat on naturaalarvul N. Selleks
lahutame arvu N algteguriteks: N=p%hipl ... pi, kus
pi1, P, ..., pr on erinevad algarvud. Ndiiteks 36(}_23 32.5.
Arvu N kaheks teguriks lahutamisel (N=NN:) jaotuvad
algtegurid Ny ja N, vahel. Kui tegur p; kuulub arvu Ny
m; korda, kus j==1, ..., &, siis on lahutusel kuju

N=(pTu...pT) (P ... px"x).

Seega taandub arvu N kaheks teguriks lahutamine n; esi-

mest liiki, ny teist liiki, ..., nx k-ndat liiki eseme jaotami-
sele kahte ossa. Valem (2) néitab, et seda saab teha
(m+1)-... - (ne+1) viigil. Seega on naturaalarvu N=

phi...ptx jagajate arv (ni+1)...(nx+1). Seda arvu
tahistatakse t(N) abil. -

87



Ounte korjamine

Kolm last korjasid Sunapuult 40 6una. Mitmel viisil nad
saavad neid omavahel jaotada, kui koiki Ounu loetakse
Gihesugusteks (s.o. meid huvitab vaid see, mitu ouna iga-
iiks saab, mitte aga see, millised dunad ta saab)?

Ulesande lahendamiseks toimime nii: lisame korjatud
duntele 2 iihesugust pirni ning seame siis 40 ouna ja 2
pirni koikvoimalikel viisidel ritta. Kordumistega permu-
tatsioonide jaoks kehtiva valemi pohjal on selliseid permu-
tatsioone

421
40121

‘Kuid igale permutatsioonile vastab oma ounte jagamise
viis. Esimesele lapsele anname koik ounad, alates esime-
sest kuni esimese pirnini, teisele koik ounad esimese ja
teise pirni vahelt, kolmandale dunad teise pirni jarelt. On
selge, et erinevatele permutatsiodnidele vastavad seejuures
erinevad jaotamisviisid. Seega on jaotamisviiside iildarv
861. V6ib juhtuda, et itks (vOi isegi kaks) jaotusest osa-
votjat ei saa midagi. Kui nditeks iiks pirn satub permutat-
sjooni algusse, siis jddb esimene laps ountest ilma, kui
aga 16ppu, siis jéddb ilma kolmas. Kui molemad pirnid
asetsevad korvuti, siis ei saa teine midagi. Tehke ise sel-
%eks, mis juhtub, kui molemad pirnid satuvad algusse vOi
oppu.

Tiiesti samamoodi toestatakse, et n ithesugust eset
saab k isiku vahel jaotada

P(40,2) =Ci= 861.

P(n, k—1)=Criu1=Cnirs | (4)
viisil.

Oletame niitiid, et jaotamist tahetakse diglasemaks
muuta ja on otsustatud, et iga jaotusest osavotja saab
vahemalt 7 eset. Sel juhul tuleb alguses anda igaiihele r
eset. Pirast seda jaab n — kr eset, mida voib jaotada juba
suvalisel viisil. Kuid nagu nagime, saab seda teha

k—1 k--1 e s
‘Cn—kr+h~1:Cn—h(r—i)—i viisil.

Erijuhul, kui igaiiks k osavdtjast peab saama vithe-

malt iithe eseme, lahendub iilesanne CE7} viisil. |
Viimase tulemuseni voib jouda ka teisiti. Paigutame
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antud n eset ritta. Siis eraldab neid n—1 vahet. Kui

nende seast mistahes 2— 1 vahesse asetada eraldavad
vaheseinad, siis jaotuvad koik esemed £ mittetiihjaks
rithmaks. Seejirel antakse esimene rithm esimesele isi-
kule, teine rithm teisele jne. Et k—1 vaheseina saab

) S : o
n — 1 vahesse paigutada C, 4 viisil, siis on jaotamisviise
B4

Cr-i.

Seente korjamine

Kui jaotatakse eri liiki esemeid, siis tuleb leida jaotamis--

viiside arv iga liigi jaoks ja saadud arvud korrutada.
Lahendame naiteks jirgmise iilesande.

Mitmel viisil saab 10 kivipuravikku, 15 kasepuravikku
ja 8 haavapuravikku jaotada 4 lapse vahel?

Eelmise punkti tulemusi kasutades saame, et vastusel
on kuju

cieicd —41771040.

Kui aga iga laps peab saama vidhemalt ithe seene igast-

liigist, siis on vastuseks

ciedc? —=1070 160.

Juhul kui ‘% isiku vahel jaotatakse n erinevat eset-

ilma kitsendusteta, saab iga eseme kiatte anda k viisil

(andes ta iihele jaotusest osavotjale). Seepdrast on lahen--

dite arv kn.

Niiteks 8 erinevat kooki saab 5 inimese vahel jao--

tada 58=2390625 wiisil.

Fotode saatmine

Ma tahan oma sdbrale saata 8 erinevat f[otot. Mitmel

viisil saan ma seda teha, kui kasutan § erinevat imb-
rikku? ‘

See iilesanne sarnaneb eelmise punkti 16pus lahenda-
tuga ja seetdttu niib, et vastus on 58=390625. Kuid tithje
iimbrikke saata ei tohi, seepirast seame uue kitsenduse:

iikski {imbrik ei voi tiihi olla. Et seda kitsendust arves-
tada, kasutame juurde- ja mahaarvamise valemit (vastus.

Ca~t pole dige, sest fotod on erinevad).
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Leiame algul, mitme jaotamisviisi korral on antud r
ambrikku tithjad (iilejddnud aga voivad olla nii tithjad
kui ka fotosid sisaldada). Sel juhul pannakse fotod
o —r umbrikku kitsendusteta ja eespool tdestatu pohjal
on selliste jaotuste arv (5-—r)8 Kuid r {imbrikku saab
viie seast valida C7 viisil. Siit jireldub juurde- ja maha-

arvamise valemit kasutades, et {ikski timbrik pole tiihi

5% — C5-45+Ca-38 — Co- 251 Ci- 182=126 020

Jaotamisviisi korral.

Taiesti analoogiliselt toestatakse, et kui saata n eri-
nevat fotot & erinevas iimbrikus, kusjuures iikski timbrik
pole tiihi, siis avaldub jaotamisviiside arv valemiga

kn—C1 (k—1)"4-C2 (h—2)n— .. .} (—1)rtCh1. |n,

(5)

Jatame lugejale uurimiseks jargmise {ilesande:

On olemas ny esimest liiki, ny teist liiki, ..., n. s-ndat
litki eset. Mitmel viisil saab ned jaotada k isiku vahel
nii, et igaiiks spaks vdhemalt i(he eseme?

Vastus on niisugune:

h—1 k—1 R—1 1 k-2 L8
Cnl—i—hwicnﬁ—hgi N Cns—i—h—l - Ch Cn,—}-lz_zcnz—l—k—z P
h—2 2 k-3 h-3 h—3
- Cns-i—h——z_—l— Ck Cnl+li~3cn=—é—k—3 . e Cn,z-;-th T e
A1k
oo (1) RCE, | (6)

Naiteks kui 8 ouna, 10 pirni ja 7 apelsini jaotatakse
4 lapse vahel ja igaiiks peab saama vahemalt iihe puu-
vilja, siis on jaotamine voimalik

CiiCisCio— Ci CioCinCi 4-Ch Ca C1iCa— €2 =5 464 800

viisil. -

Lipud mastidel

Seni me ei arvestanud eclementide paiknemise jirjekorda
iiksikutes rithmades. M&ningate iilesannete puhul tuleb
seda aga teha.

On olemias n erinevat signaallippu ja k masti nende
heiskamiseks. Signaali tdhendus séltub lippude heiska-
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mise jdrjekorrast. Mitmel viisil saab lippe heisata, kui
koOik lipud tuleb dra kasutada, aga méned mastid voivad
tithjaks jddada?

Iga lippude heiskamisviisi v3ib saada kahes etapis.
Esimesel etapil paigutame n lippu kdikvoimalikel viisidel
omavahel iimber. Selleks on n! voimalust. Seejirel votame
mingi kindla viisi n iihesuguse lipu jaotamiseks %4 masti

vahel (meenutame, et nende véimaluste arv on Cf;ﬁ_i).
Olgu néiteks esimesse masti vaja heisata ny, teise n,, ...,
k-ndasse np lippu (n=n4+ns+ ... 4np). Votame antud
permutatsiooni n, esimest lippu ja heiskame nad saadud
jarjekorras esimesse masti, jirgmised ny lippu teise masti
jne. On selge, et kui dra kasutada koik n lipu permutat-
sioonid ja koik n ithesuguse lipu jaotamisviisid # masti
vahel, siis saame koik piistitatud iilesande lahendamis-
viisid. Korrutise reegli jargi leiame, et lippude heiskamis-
viise on

E—1)1 . "
(n(jz_._ D) !) = A (7)

h—1
Mgt =

Uldiselt, kui on olemas n erinevat eset, siis saab nad

k erinevasse kasti paigutada Anin—y viisil (arvestades
elementide jdrjekorda kastides).

Sama tulemuseni v&ib jouda teisel teel. Lisame jao-
tatavale n esemele k—1 ilhesugust kera ja vaatleme
saadud n-+-k—1 eseme koiki v@imalikke permutatsioone.
Iga permutatsioon maéaarab iihe jaotamisviisi. Esimesse
kasti paneme koik need esemed, mis seisavad permutat-
sioonis kuni esimese kerani (kui lisatud kera on permu-
tatsioonis esikohal, siis jddb esimene kast tiihjaks). See--
jdrel paneme teise kasti koik esemed, mis on esimese ja
teise kera vahel, ..., k-ndasse kasti esemed, mis tulevad
pdrast (k—1)-st kera. On selge, et seejuures saadakse
koik noutud omadustega jaotamisviisid. Kuid n erine-
vast esemest ja £— 1 ithesugusest kerast voib koostada

—_ (rb+"k'““ 1)! n
PO b k=) =gy =An-nn
n korda
permutatsiooni.

Analoogiliselt lahendatakse iilesanne juhul, kui igas
mastis peab rippuma vdhemalt {iks lipp (ehk igas kastis
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olema vidhemalt iiks ese). Lk. 88 tuletatud valemist

saame, et sel_juhul on meil nCr i jaotarﬁisviisi. Ka selle
tulemnuse voib saada, kui valida jaotuspunktid n—1
vahekoha seast.

Signaalide iildarv

Seni eeldasime, et signaali edasiandmiseks tuleb koik
lipud dra kasutada. Kuid voib olla ka signaale, mille
andmisel kasutatakse vaid osa lippudest, kusjuures on
lubatud ka tiihjad mastid. Leiame, kui palju signaale
saab edasi anda k masti heisatava n signaallipu abil.

Jaotame need signaalid kasutatavate lippude arvu
pohjal klassidesse.

Valemi (7) jirgi saab s lipu abil anda Asir—y signaali
(mastide arv on k). Kuid s lippu saab n lipu seast valida

C viisil. Seepirast on s-ndas klassis Cp A5y signaali.
Jirelikult annab signaalide iildarvu valem \
v 0 0 i 1 2 2 n _R
CrAp1+CrArt+Crlpn+ ... +Cn Antr. (8)
Naiteks saab 6 erineva lipu ja 3 masti abil edasi anda’
1 1 2 5 3 8 & & 5 5 8 6
1+C3A3+C6A4 —{—CsAg,,—[—CsAe'—I—CsA-f—l—CGAg:
=42 079

signaali.
Kui me aga ei luba tiihje maste, siis saame valemi
(8) asemel

ChCEL R CEM OB (k1) 1HCR Gt (R+2) 1
L 4CrC i (9)

signaliseerimisviisi.

Erinevad statistikad

Esemete kastidesse paigutamise iilesanded on viga t4ht-
sad statistilise fiiiisika jaoks. See teadus uurib, kuidas
jaotuvad osakesed oma fiilisikaliste omaduste jargi: nai-
teks kui suurel osal antud gaasi molekulidest on kindlal

’
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temperatuuril. itks voi teine kiirus. Seejuures jaotatakse
koigi voimalike olekute hulk elementaarrakukesteks (faasi-
olekuteks); nii et rakukeste arv & on suur ja iga osake n
osakese seast satub iihte rakukesse.

Millisele statistikale osakesed alluvad, soltub nende
liigist. Maxwelli ja Boltzmanni loodud klassikalises sta-
tistilises fiiiisikas loetakse osakesi omavahel eristatava-
teks. Niisugusele statistikale alluvad naiteks gaasi mole-
kulid. Me teame, et n erinevat osakest saab & kastikesse
paigutada k» viisil. Kui koigil nendel k» voimalusel on
antud energia puhul vordne toenaosus, siis radgitakse
Maxwelli-Boltzmanni statistikast.

Selgus, et mitte koik fitiisikalised objektid ei allu
sellele statistikale. Footonid, aatomituumad ja paarisarvu
clementaarosakesi sisaldavad aatomid alluvad teisele sta-
tistikale, mille todtasid vélja Einstein ja india teadlane
Bose. Bose-Einsteini statistikas loetakse osakesi omavahel
eristamatuteks. Seepidrast on seal oluline, mitu osakest
iihte voi teise rakukesse satub, mitte aga see, millised
osakesed sinna just juhtuvad. Antud ilesanne sarnaneb
Sunte jaotamise illesandega (vt. k. 88). Me teame juba,

et sellise lihenemisviisi korral saadakse CE 1= Chint
erinevat jaotumisviisi. Bose-Einsteini statistikas pee-
takse kbigi nende jaotumisviiside toendosusi vordseks.
Kuid paljude osakeste, nditeks elektronide, prooto-
nite ja neutronite korral ei kolba ka Bose-Einsteini sta-
tistika. Nimetatud osakesi ei tohi iiheski rakukeses olla
iile ithe, kusjuures seda tingimust rahuldavatel erinevatel
jaotustel on vordne toenaosus. Sel juhul saab olla C%

erinevat jaotust. Niisugust statistikat nimetatakse Diraci-
Fermi statistikaks. '

Arvude lahutamine liidetavaiks

r

Enamikus vaadeldud iilesannetest olid jaotatavad esemed
erinevad. Niiiid asume kisitlema iilesandeid, milles koik
jaotatavad esemed on tdiesti {ihesugused. Sel juhul pole
vaja radkida mitte esemete jaotamisest, vaid naturaal-
arvude liidetavateks lahutamisest (liidetavad peavad mui-
dugi samuti olema naturaalarvud).

Siin tekib palju mitmesuguseid {ilesandeid. Osas neist
arvestatakse liidetavate jirjekorda, osas mitte. Voib vaa-
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delda lahutusi ainult paaris- véi ainult paaritu arvuks
lildetavateks, ainult erinevateks véi suvalisteks liidetava-
teks jne. Lahutusiilesannete lahendamisel kasutatakse
tavaliselt iilesande taandamist viiksemate arvude voi
vdahema arvu liidetavatega lahutustele.

Panderolli saatmine

Panderolli saatmise eest tuleb maksta 18 kopikat. Mitmel
viisil saab selle raha tasuda 4-, 6- ja 10-kopikaste mar-
kidega, kui on oluline ka markide jirjekord?!

Tédhistame f(N) abil arvu, mis nditab, mitmel erineval
viisil saab timbrikule kleepida 4-, 6- ja 10-kopikasi marke,
kokku N kopika eest. Siis kehtib [(N) jaoks jargmine seos:

[NYy=F(N —4)+[(N —6) +[ (N —10). (10)

Toepoolest, olgu mingil viisil kleebitud N kopika eest
marke ning neist viimasena 4-k&pikane mark. Siis mak-
savad koik tlejadnud margid N —4 kop.

Vastupidi, kui lisame 4-kopikase margi suvaliscle
(N —4)-kopikase vadrtusega kombinatsioonile, saame
N-kopikase hinnaga markide kombinatsiooni. Seejuures
saadakse erinevatest (N — 4)-kopikastest kombinatsioo-
nidest erinevaid N-kopikasi markide kombinatsioone.
Seega leidub [(N —4) otsitavat kombinatsiooni, kus vii-
masena kleebiti 4-kopikane mark.

Tapselt samuti tGestatakse, et 6-kopikase margiga
[opeb f(N —6) ja 10-kopikase margiga f(N — 10) kombi-
natsiooni. Et iga kombinatsioon 16peb {ihe nimetatud tiiiipi
margiga, siis saame summa reegli pohjal seose (10).

Valem (10) véimaldab markide kleepimise N kopika
eest taandada iilesandele, kus marke tuleb kleepida vaik-
sema summa eest. Kuid vaikeste N viirtuste korral on
tilesannet kerge vahetult lahendada. Lihtne arvutus nai-
tab, et ' |

[0)=1 F(1)=[(2)=[(3)=0; [(4)=1; [(5)=0;

F6)=1; [(7)=0; [(8=1; [(9)=0.

Vordus f(0)=1 tdhendab, et summa O kopikat saab
tasuda tihelainsal viisil: pole iildse tarvis marke kleepida.
Summasid 1, 2, 3, 5, 7 ja 9 kopikat pole aga 4-, 6- ja 10-
kopikaste markide abil {ildse voimalik saada. Kasutades

! Iga litki markide tagavara on piiramatu,
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F(N) vaiartusi N==0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 korral, on
kerge leida f(10): 5

F(10) =F(6) 4] (4) 1 (0) =

Seejarel leiame

f(lfl( Tf(7)+f(5 —*f(l) 0; F(12) =[(8)+f(6)+

jne. Lopuks saame vdartuse f(18) =8. Seega saab marke
kleepida kaheksal VllSl] Need kleepimisviisid on jarg-
mised:

10, 4, 4; 4, 10, 4; 4, 4, 10; 6, 4, 4, 4;
4,6, 4,4, 4,4,6,4;, 4, 4, 4,6, 6, 6, 6.

Mairgime, et f(N) viaidrtused N=1, 2, 3,4,5,6,7, 8,9
korral voib saada teisiti, vahetu kontrollita. Asi on selles,
et N<C0 korral on [(N)=0, sest negatiivset summat ei
saa tasuda, kui iimbrikule kleepida mittenegatiivne arv
marke. Nagu ndgime, on f(0)==1. Seepérast

f(1y = (—3)+[(—5) A+ (—9) =0.

Tédpselt samuti saame vaédrtused [(2)==0, f(3)=0. N=4
puhul on aga

f(4) =F(0)+F(—2) +f(—6) =

Uldine margikleepimise iilesanne

Kasitletud tilesanne on erijuht jargmisest ildisest iiles-
andest.

On olemas margid vddrtusega ny, na, ..., Ny kopikat!
Mitmel viisil saab nende abil tasuda summa N kopikat,
kui oluline on ka markide jdrjekord?

~ Sel juhul kehtib tasumisviiside arvu f(N) jaoks seos

f(N)=[(N—n)+f(N—n2) ... +F(N—nr). (11

Seejuures f(N)=0, kui N<0 ja f(0)=1. Seose (11) abil
saab f(N) leida iga N jaoks, arvutades iiksteise jérel
f(1), ((2), ..., [(N—1).

Vaatleme selle iilesande erijuhtu, kui nu=1, n.=2, ...
.., hy=Fk. Saame arvu N koikvoimalikud lahutused liide-

! Koik arvud ny, ..., nx on erinevad, markide tagavara aga pii-
ramatu.
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tavateks 1, 2, ..., &, kusjuures liidetavate jarjekorra poo-
lest erinevaid lahutusi loetakse erinevateks. -Tahistame
nende lahutuste arvu @(k; N) abil.! Seosest (11) jéareldub

o(k; N)=¢(k; N=1)+o(k; N=2)4 ... Fo(k; N—(lkz)).

Seejuures
g(k; 0)=1 ja @(k; N)=0, kui N<C0.

Suuruse @(k; N) arvutamist saab lihtsustada, kui
arvestada, et

o(k; N—1)=q(k; N—2)+...+¢(k N—k)+
Yotk N—k—1),

ja seepdrast
p{k; Ny=2¢(k; N—1)—o(k; N—k—1). (13)

On selge, et liidetavad ei saa olla suuremad kui N. See-
piarast vordub ¢@(N; N) arvy N koigi lahutuste arvuga
naturaalarvulisteks liidetavateks («lahutus» N=N kaasa-

arvatud). Kui liidetavaid on s, siis saame C;:li lahutust
(vt. 1k. 88). Seeparast

@ (N; N) —Cyt - Crat ... —|-C§_"11__—__2N_1.

Seega néitasime, et naturaalarvu N saab liidetava-
teks lahutada 2¥-1 viisil. Meenutame, et seejuures arves-
tatakse ka liidetavate jarjekorda.

Niiteks arvu 5 saab liidetavateks lahutada 25-'=16

viisil:

5=="; 5=341-+1; bH=24141+41;
5=4+41; 5b=1+43+1; bH=14-241+41;
b=144; b=1+41+43; bS=I14142+41;
5=2-3; b5=2-}2-+1; b=I1+41-+4+1-}2;
5=342; 5=21+1+2; bH=1+4141+1+41
H=1-42+42;

l Siin ja edaspidi anname esikohal liidetavate arvu, teisel kohal
liidetavateks lahutatava arvu, viimasel aga kitsendused liidetavate
suurustele. '
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Informatsiooniteooria kombinatoorsed iilesanded

- Asja kisitletuga sarnast iilesannet tuleb lahendada infor-
matsiooniteoorias. Oletame, et teade antakse edasi mitut -
erinevat tiliipi signaalide abil. Esimest tiipi signaali
pikkus olgu ¢, teist tiliipi signaalil £, ..., k-ndat tiiiipi
signaalil ¢, ajaithikut. Mitu erinevat teadet saab nende
signaalide abil edasi anda T ajaithiku jooksul? Seejuures
arvestatakse ainult «maksimaalseid» -teateid (s.o0. nii-
suguseid, millele ei saa ettendhtud aega filetamata lisada
iihtki signaali).

Tahistame f(T) abil nende teadete arvu, mida saab.
edasi anda T ajatihiku jooksul. Arutledes tapselt samuti
nagu markide-iilesandes, saame [(T) jaoks seose

FT)=HT—t)+H(T—ta)+ ... (T — ). (14)
Seejuures on jalle f(T) =0, kui T<<0 ja f(0)=

Abituriendiprobleem

Korgemasse Oppeasutusse astuja peab tegema 4 eksamit.
Ta arvab, et sissesaamiseks piisab 17 punklist. Mitmel vii-
sil voib ta eksamid sooritada, et kindlasti sisse saada?

Vaadeldav i{ilesanne sarnaneb markide-iilesandega,
kuid erineb viimasest selle poolest, et siin on antud nende
«markide» arv, millega tuleb «tasuda 17 punkti». Iga edu-
kalt sooritatud eksami eest saab sisseastuja 3, 4 voi 5
punkti. Tahistame f(k; N) abil arvu, mis naltab m1tme1
viisil on voimalik saada & eksamist N punkti. Siis keh-
tib seos f(k;N)=F(k—1; N—3)+F(k—1; N—4)+4
+F(k—1; N—235), mille tuletamine on tdiesti analoogi-
line valemi (11) saamisega lk. 95.

Siit saame

F(4;17)=F(3; 14)4F(3;13)+F(3; 12) =

—F(2: 11)-2F (2; 10) +3F (2: 9) +2F (2; 8) +F (2;7) =

=24-3F(2;9)+2F(2,8)+F(2;7),
sest kahe eksamiga ei ole voimalik koguda 11 punkti ja
10 punkti voib koguda ka ainult siis, kui mélemal eksamil
saadakse hinne «b». _

Arvutust jiatkates saame

F(4;17)=243F(1;6)-5F (1;5)4-6F (1;4)+
+3F (1;3)-+F(1;2).
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Kuid F(1;6)=F(1;2)=0! ja F(1;5)=F(1,3)=1. See-
parast F(4;17)=16. Tipselt samuti leiame, et

F(4;18)=10, F(4;19)=4, F(4;20)=1.

Kokku saame 16-410-+441=31 eksamite cduka soorita-
mise Viisi.

Sama tulemuseni voib jduda teisiti. On kerge kontrollida, et 17
punkti voib saada vaid kahel oluliselt erineval viisil: kas saades
2 viit, 1 nelja ja 1 kolme vBi pilvides 1 viie ja 3 nelja. Need hinded
yoivad ainete vahel jaotuda mistahes viisil. Et

41 4!

=

P21, )+P(,3) ==t '“

’

siis on 17 punkti vbéimalik saada 16 viisil. Tédpselt samuti arvutatakse
18, 19 ja 20 punkti saamisyiiside arv.

Uldiselt, olgu F(m;N) arvu N lahutuste arv m liide-
tavaks, kus iga liidetav on voetud arvude ni, ns, ..., n&
hulgast. Siis kehtib arvu F(m; &) jaoks seos

F(m;Ny=F(m—1; N—m)+...
co. FF(m—1; N—ny), (15)

mis tuletatakse tdpselt samuti nagu seos (11). Me jatame
.selle tuletamise lugejale.

Erijuhul; kui ni=1, na=2, ..., ap=R~R, saame arva N
lahutused m liidetavaks, millest igaiiks on vordne iihega
arvudest 1, 2, ..., k. Tahistame nende lahutuste arvu
F(m; N; k) abil. Siis saame F(m; N; k) jaoks seose’

F(m;N:By=F(m —1; N—1; k)+
LF(m—1; N—2; k)...-+F(m—1; N—k; k). (16)

Sellest valemist jareldub nagu lk. 96, et

F(m;N;ky=F(m; N—1; k)4+F(m—1;, N—1; k)—,
—F(m—1;, N—k—1; k). (17)

Siirdume niiiid selliste jaotusiilesannete juurde, kus
ainult liidetavate jdrjekorra poolest erinevad lahufused
loetakse iihesugusteks.

! Kuut punkti iihel eksamil saada pole voimalik, kahega aga
instituuti vastu ei voeta.
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Raha maksmine

Rahakotis on 1-, 2-, 3-, 5-, 10-, 15-, 20-kopikased miindid,
igaithte iiks. Mitmel viisil saab nende rahadega tasuda
73-kopikase ostu eest?

Selles {ilesandes pole rahade jdrjekord oluline: tdhtis
on vaid see, milliseid miinte maksmisel kasutatakse.
Votame tarvitusele jargmise tdhistuse: mérgime

F(ny, no, ..., nm; N)
|

abil N kopika tasumisviiside arvu ny-, ng-, ..., Ax-kopi-
kaste miintide abil, kus iga vidirtusega miinte voetakse
koige rohkem iiks. Jaotame koik maksmisviisid kahte
klassi soltuvalt sellest, kas nn-kopikalist kasutatakse voi
mitte. Kui seda kasutatakse, siis jaab tle tasuda N —1#in

kopikat, n4-, na-, ..., nm—1-kopikaste miintide abil. Seda
saab aga teha F(ni, ne, ..., fma; N—npn) viisil. Kui
nm-kopikast raha ei kasutata, siis tuleb kogu summa N
kopikat maksta ny-, ne-, ..., nn—1-kopikaste miintide abil.
Kuid seda saab teha F(ny, ny, ..., An-1; N) viisil.

Siit jareldub, et kehtib seos

F(ny, ng, ..., iy NY=F(ny, 2, ..., fimoa; N —nn)i+

-I—F(ﬂi, Mo, ..., Nm—1, N) (18)
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See valem véimaldab taandada m miindi seast valimise
iilesande valimisele m — 1 miindi hulgast. Arutlust korra-
tes taandame iilesande valimisele m — 2 miindi seast jne.
kuni jouame kas nulliga vordse summa tasumise vi iihe
mindi seast valimise iilesandeni. Mélemad tlesanded
lahenevad iiheselt. Seejuures heidetakse lahenduse kdigus
paljud liidetavad korvale. Kui Ret-Hot ... +-Bm<<N, siis

F(n, ns, ..., iy N)=0,

sest rahadest ei jitku ostu eest tasumiseks. Peale selle,
kui nm>N, siis asendatakse seos (18) valemiga

F(ni, nz, ..., Am; N)=F(n1, g, ..., Am-—1; N)’

sest np,-kopikane raha ei saa maksmisel esineda.
Kasutame kirjeldatud meetodit meie iilesande lahen-
damisel. Seosest (11) tuletame algul, et

F(1,2,3,5,10, 15,20, 50; 73) =
=1£(1,2,3,5,10, 15, 20; 23)

+F(1,2,3,5,10, 15, 20; 73) =

=F(1,2,3,5,10, 15, 20; 23),

sest [4-2+43+5-4+104-154-20<73 ja seepdrast
F(1,2,3,5, 10,15, 20; 73) =0.
Edasi saame:

F(1,2,3,5,10,15,20; 23)=F(1,2,3,5, 10, 15; 3) 4
“+F(1,2,3,5,10, 15; 23).

Kuid .
F(1,2,3,5,10,15;3) =F(1, 2, 3;3)=F(1,2;0)+
+F(1,2;3) =14F(1;3)-fF(1;1)=2.
Arvutame teise liidetava
£(1,2,3,5,10,15; 23) =F(1,2,3,5, 10; 8) -+
+F(1,2,3,5,10;23) =F(1,2,3,5, 10; 8),
sest 14+24-34-54-10<c23. Kuid F(l,2,3,5; 8) ==
:F(1,2,3;3)=2. .
Lopuks saame
F(1,2,3,5,10, 15, 20, 50; 73) =A4.
Seega saab noutava summa maksta 4 viisil, nimelt 50, 20

ja 3 kopikat, 50, 20, 2 ja 1 kopikat; 50, 15, 5 ja 3 kopikat
ja viimaks 30, 15, 5, 2 ja 1 kopikat.
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Kompvekkide ostmine

Kaupluses mililakse mitut sorti kompuekke: 3 sorti hinnaga
2 kopikat tikk ja 2 sorti hinnaga 3 kopikat tiikk. Mitmel
viisil saab osta kompuvekke 8 kopika eest, kui dhestki
kompuekiliigist ei voeta ile ithe?

Ulesande lahenduse saame jadrgmistest seostest:

F(2,2,2,3,3;8)=F(2,2,23;5)+F(2,2,2,3; 8) =
=F(2,2,2;2)+2F(2,2 2,5)+F(2,2,2;8) =
—F(2.2,2;2)=F(2,2;0)+F(2,2;2) =
= 14-F(2;0)+F(2; 2) =3.

Seega saab kompvekke osta 3 viisil: voib osta iihe
kompveki kummastki 3-kopikasest sordist ja lisaks iiks
. koik millise 2-kopikase kompveki. |

Ndib, et niisama palju lahendeid on ka jargmisel
iilesandel.

Rahakotis on kolm 2-kopikalist jao kaks® 3-kopikalist.
Mitmel viisil saab nende rahadega maksta 8 kopikat?

See soltub kotis leiduvatest miintidest. Kui lugeda
2-kopikalised ja samuti 3-kopikalised eristatavateks, siis
ithtib {ilesanne eespool kasitletuga ja tasuda saab 3 viisil.
Kui aga koik 2-kopikalised on eristamatud, siis jadab iiksai-
nus maksmisviis: kaks 3-kopikalist ja iiks 2-kopikaline.

Seega on maksmisiilesanded erineva iseloomuga vas-
tavalt sellele, kas iihe ja sama viartusega miindid on eris-
tatavad voi mitte. Eespool kisitletud meetod kdlbab vaid
juhul, kui kéik miindid 13etakse eristatavateks soltumatuit
sellest, kas ‘'nad on i{ihesuguse v0i erineva vdartusega.
Niitame niiiid, kuidas iilesannet lahendada juhul, kui
sama viirtusega miindid loetakse eristamatuteks.

Rahakotis on kiimme 2-kopikalist ja viis 3-kopikalist.
Mitmel viisil saab nende rahadega tasuda 22-kopikase
summa, kui sama vddrtusega mindid lugeda eristamatu-
teks? :

Tahistame iilesande lahendite arvu ®(10-2, 5-3; 22)
abil (10-2 tihendab, et meil on kiimme 2-kopikalist, 5.3
aga, et on viis 3-kopikalist). Jaotame koik iilesande lahen-
damisviisid klassidesse sdltuvalt sellest, mitut kolmekopi-
kalist kasutati. Kui nditeks kasutati kahte sellist raha,
siis jddb maksta 16 kopikat kahekopikaliste abil, kui aga
kasutati dra koik 5 miinti, siis jddb tasuda vaid 7 kopikat.
Kui aga kolmekopikalisi iildse ei kasutatud, siis tuleb 22
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31

kopikat tasuda ainult kahekopikalistega. Seega kehtib vordus

®(10-2,5-3;22) = ®(10 - 2;22) + (10 - 2; 19) + B(10 - 2; 16)+
+ $(10-2;13) + ®(10 - 2;10) + B(10 - 2; 7). (19)

Jatkata pole vaja, sest meil on vaid 3-kopikalist. On selge, et kiim-
ne 2-kopikalise abil on voéimatu tasuda 22-kopikast summat. Seepérast
®(10 - 2;22) = 0. Edasi, kahekopikaste miintidega pole voimalik tasuda paa-
rituarvulist summat, paarisarvulise summa saab aga maksta iihelainsal viisil.
Seeparast jareldub valemist (19), et

D(10-2,5-3;22) = 2.
On ainult 2 maksmisviisi:

22=8-2+2-3=5-2+4-3.

Kuidas kiimnekopikalist peeneks vahetada?

Lugejal tuleb arvatavasti iga pdev mitu korda 10-kopikalisi peeneks vahe-
tada: bussis soitmiseks on vaja 5-kopikalisi, automaattelefoni kasutamiseks
kahekopikalisi, et aga juua klaas gaseeritud vett siirupiga, vajame kolmeko-
pikalist. Tekib kiisimus,

matmel viisil saab 10-kopikalise vahetada 1-, 2-, 3- ja 5-kopikalisteks?

See iilesanne sarnaneb eelmise punkti lopus lahendatuga, ainult niiiid pole
erineva vaartusega muntide arv piiratud. Seepéarast tahistame lahendite arvu
nii: ®(1,2,3,5;10). Arutledes tapselt samuti nagu eelmises punktis, saame
seose

®(1,2,3,5;10) = &(1,2,3;10) + B(1,2,3;5) + D(1,2, 3;0) (20)

(koik vahetamisviisid on jaotatud klassidesse vastavalt neis esinevate viieko-
pikaliste arvule). On selge, et ®(1,2,3;0) = 1, s.t. 0 kopikat saab tasuda
ithelainsal viisil.

Et arvutada ®(1,2,3;5), jaotame koik 5-kopikase raha vahetamisviisid
1-,2- ja 3-kopikaliste vastu klassidesse vastavalt sellele, mitu 3-kopikalist voe-
takse. Saame

®(1,2,3;5) = &(1,2;5) + B(1,2;2)

(esimene liidetav vastab juhule, kus ei voeta thtki 3-kopikalist, teine aga
juhule, kus voetakse tiks selline miint).
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Arvutust jatkates saame
®(1,2,3;5) = &(1;5) + ¢(1;3) + ©(1;1) + P(1;2) + ¢(1;0).

Koik need liidetavad vorduvad iihega, sest iga summa saab 1-kopikaliste abil
tasuda thelainsal viisil. Seega ®(1,2,3;5) = 5. Tépselt samuti arvutame, et
®(1,2,3;10) = 14. Kokku saame 14 4+ 5 + 1 = 20 vahetamisviisi.

Valemi (20) asemel oleks alguses voinud votta ka seose

®(1,2,3,5,10) = $(1,2,3;10) + ®(1,2,3,5;5)

See naitab, et vahetamisviisid jaotuvad sellisteks, kus ei kasutata tihtki 5-
kopikalist, ja niisugusteks, kus on kasutatud vihemalt tihte 5-kopikalist.

Uldse, kui tuleb tasuda N-kopikane summa miintides viirtusega
ni,...,n; kopikat, siis kehtib seos

q)(nlv sy ME—1, T N) = q)(nla sy Mg—15 N)+
+ ®(ny, ..., 1, N — ng,). (21)

Valem néitab, et me kas ei kasuta tihtki ni-kopikalist ja siis tuleb kogu summa
N tasuda teiste, ni-, ..., nig_i-kopikaliste abil, voi kasutame vihemalt tihte
ni-kopikalist ja siis tuleb tlejadnud N — ny; kopikat maksta ni-,... ng_;-
, ng-kopikastes miintides. Kui aga miindid ei tohi korduda (nagu see oli lk.
89), siis asendame seose (21) juba varem esinenud seosega

F(nh' . 7nk—17nk;N) = F(nla s 7nk—1;N>+F<n17' - 7nk—1;N_nk) (22>

(vt. k. 89).

Arvude liidetavaks lahutamine

Vaatleme rahavahetamistilesande erijuhtu, kus v6ib kasutada mistahes miinte
vaartuses 1 kuni n kopikat. Teise sonadega, lahendame jargmise iilesande.
Mitmel viisil saab arvu N lahutada liidetavateks, mis kuuluvad koik arvude
1,2,...,n hulka (liidetavate jarjekorda ei arvestata).
Téaistame selliste jaotamisviiside arvu II%, abi]E|. Siis kehtib seos

Iy =T + 1y, (23)

Toepoolest, kui liidetavana pole kasutatud arvu n, siis on N jaotatud
liidetavateks 1,2,...,n — 1 ja seda saab teha I ! viisil. Kui aga n esineb

M7 viidrtuse votame vordseks iihega.
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liidetavana, siis on arv N — n jaotatud liidetavateks 1,2,...,n, mida saab
teha Il _,, viisil.

Seame ntitd kitsenduse, et koik litdetavad peavad olema erinevad. Lahen-
dite arvu tahistame sel juhul ®%, abil (seejuures ®; = 1). Jatame lugeja
hooleks naidata, et @}, jaoks kehtib seos

N =08+ R, (24)

(arvu n ei tohi teist korda liidetavana kasutada).

On kerge niha, et ®] =1 ja N > 1 puhul ®}, = 0. Seetottu saab valemi
(24) abil ®}, vaartused iga n ja N korral iiksteise jarel vilja arvutada. II%,
jaoks on valemi (23) asemel mugavam votta seos

N=IN I+ I, + . (25)

mis saadakse valemi (23) korduval rakendamisel. Niiid aga paneme téahele,
et Il = 1 (iga naturaalarvu saab iihesel viisil lahutada iihega vordseteks
liidetavateks). Kasutades seost (25) arvutame iiksteise jirel IT3, iga N jaoks,
siis TI3; jne.

Mirgime, et arvu N koigi liidetavateks lahutuste arv on IIY, arvust N
suuremad liidetavad ei saa lahutuses esineda. Tépselt samuti on arvu N eri-
nevateks liidetavateks lahutuste arv Y.

Diagrammitehnika

Meetodid, millega esialgu toestati teoreeme arvude jaotamisest, olid dige kee-
rukad. Nagu mujalgi matemaatikas lihtsustas geomeetriliste arutluste kasu-
tuselevotmine kombinatoorika teoreemide toestusi ja muutis nad naitlikuks.

Arvu N liidetavateks lahutusi saab kujutada diagrammide abil, mille iga
rida koosneb niimitmest punktist, kuimitu tihikut sisaldub vastavas liideta-
vas. Naiteks lahutusele 7 = 1 + 1 + 2 4 3 vastab diagramm joonisel [I1]

Et liidetavate jarjekord lahutuses pole tahtis, siis voib read paigutada nii,
et nende pikkused tlalt alla ei vaheneks. Peale selle margime iga rea esimesed
punktid tihte veergu. Selliseid diagramme nimetame normaalseteks.

N
[ ] RO
! @\
] \
] \
] \
[ ] | \
T @
| |
! |
° ° ° ° ! !
e 1 e o
\ 1
1
\
[ ] [ ] [ [ ] [ ] [ ] \ !

Joonis 11 Joonis 12 - m =4
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Diagrammide abil on kerge toestada jaotuste mitmesuguseid omadusi.
Toestame naiteks, et arvul N on niisama palju lahutusi tlimalt m liideta-
vaks kut arvul N + m lahutusi m liidetavaks. Toepoolest, diagramm, mis
kujutab arvu N lahutust tlimalt m liidetavaks, koosneb N punktist, mis
paiknevad mitte rohkem kui m reas. Lisame igale sellisele diagrammile m
punktist koosneva veeru (vt. joon. , kus see teisendus on kujutatud N = 5,
m = 4 puhul). Tekib diagramm N + m punktist, mis paiknevad m reas. Vas-
tupidi, kui eemaldada sellise diagrammi esimene veerg, saame diagrammi N
punktist, kusjuures ridade arv pole suurem kui m.

Oleme korraldanud iiksiihese vastavuse kahte liiki diagrammide vahel,
millest jareldub, et neid diagramme on iithepalju. Sellega on véide toestatud.

Veidi keerukamalt toestatakse jargmine lause (Euleri teoreem).

/ N
1 N
N
\ o N
| N
| N
N
! N
I N
I [ J o
| N
| \
N
! N
| \
| [ ] [ ] [ ] N [ ]
[ ] [ ] | AN
| \\
| N
| [ ] [ ] [ ] e e [ J [ J [
[ [ J [ J [ J ‘\ /
N e o //
Joonis 13 m =4

Arvul N on niisaa palju lohutusi tulimalt m liidetavaks kui arvul N +
1
M lahutusi m erinevaks osaks.
Arvu N iga jaotus ilimalt m liidetavaks kujutab diagrammina N punk-
tist, mis sisaldab mitte iile m rea. Lisame igale sellisele diagrammile m-realise
vordhaarse taisnurkse kolmmnurga ja viime diagrammi seejarel normaalkuju-

le (vt. joon. [13] kus selline teisendus on kujutatud N = 6, m = 4 korral). Et

m(m + 1) m(m + 1)

punktide arv kolmnurgas on , siis saame diagrammi N +

punktist, mis sisaldab m rida. Seejuures on selle diagrammi koik read erineva
pikkusega. Toepoolest, ldhtediagrammi ridade pikkused ei kahane, kolmnur-
ga ridade pikkused aga suurenevad. Seega tekib pérast kolmnurga lisamist
diagramm, mille read muutuvad kogu aeg pikemaks. Jarelikult ei saa ithesu-
guse pikkusega ridu olla.

m(m + 1)

erinevaks liidetavaks, voib eemaldada m reast koosneva vordhaarse taisnurkse
kolmnurga ja saada diagrammi, kus N lahutatakse tilimalt m liidetavaks. See

Vastupidi, igast diagrammist, mis kujutab arvu N + jaotust m
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vastavus kahte liiki diagrammide vahel naitab, et neid on iihepalju. Sellega
on meie viide toestatud.

Duaalsed diagrammid

Diagramme vo6ib teisendada nii, et read muutuksid veergudeks ja veerud
ridadeks. Selleks poorame diagrammi 90° vorra ja viime ta normaalkujule.
Saadud diagrammi nimetatakse esialgsega duaalseks. Selline diagrammi tei-
sendus on kujutatud joonisel [14]

On selge, et kui teisendust korrata, saame uuesti esialgse diagrammi. See-
parast jagunevad koik diagrammid teineteisega duaalsete diagrammide paa-
rideks (tuleb muidugi silmas pidada, et méned diagrammid on iseendaga
duaalsed, selline on néiteks diagramm joonisel .

Diagrammide duaalsust kasutades saab vorrelda kitsendatud liidetavate
suurustega lahutusi lahutustega, millel on kitsendatud liidetavate arv. Kehtib
naiteks selline véide:

arvu N lahutusi litdetavateks, mis et leta arvu n, on niisama palju kui
tema lahutusi ulimalt n liidetavaks.

°
° °
° ° ° ° ° °
° ° ° ° ° ° ° ° °
Joonis 14 Joonis 15

Toepoolest, vastaku diagramm arvu N lahutusele liidetavateks, mis ei
iileta arvu n. Siis koosneb see N punktist, kusjuures igas reas on tlimalt n
punkti. Jarelikult pole selles diagrammis rohkem kui n veergu. Kuid siis on
duaalsel diagrammil tilimalt n rida, s.o. ta vastab arvu /N lahutusele tilimalt
n liidetavaks.

Téapselt samuti toestatakse, et arvu N lahutusi n liidetavaks on niisama
palju kui tema lahutusi liidetavateks, mis ei iileta arvu n, kusjuures vahemalt
iiks liidetav vordub arvuga n.

Vaatleme edasi arvu N lahutusi paarisarvulisteks liidetavateks. Neid la-
hutusi kujutavad diagrammid, mille koik read sisaldavad paarisarvu punkte.
Kuid siis on



) . .
. ° ® ) ° . .
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. o" s o . ° . o o ®
Joon. '._-'16‘

duaalses diagrammis iga liiki liidetavaid. paarisarv
(joon. 16). Siit tuletame jérgmise viite. . =

Arvu N lahutusi paarisarvulistebs liidetavateks on
niisama palju kui lahutusi, milles iga liidetav esineb paa-
risarv kordi (loomulikult vdivad moéned liidetavad hoopis
puududa, sest null on paarisarv).

Tapselt samuti toestatakse, et

arvu N lahutusi paarituteks liidetavateks on niisama
palju kui lohutusi, kus iga liidetav peale suurima esineb
paarisarv kordi ja suurim paaritu arv kordi.

Euleri valem!?

Jaotuste kisitlemisel uuris Euler Idpmatut korrutist 2
A::(l-\—x)(l—xz)(l——x3)...(1-—xn)... (26)

Avame selles korrutises esimesed 22 sulupaari. Saame
avaldise - . |
A=[l —x— x24-x5p X7 — g2 __ x5 g221 I\
X —xB) (1 —x2). . (1 —x7)...,

kus punktidega on tadhistatud liidetavad, mis sisaldavad x
korgemat astet kui 22. Neid liikmeid me vilja ei kirjuta-
nud, sest need teisenevad pérast nurksulgudes oleva aval-
dise korrutamist teguritega 1 —x®, 1 —x% ... jne. Vilja-
kirjutatud liilkmed' aga enam ei muutu. Seepirast tekib

! Selle punkti v6ib esmakordselt lugemisel vahele jitta.
? Lopmatutest korrutistest ja astmeridadest vt. lihemalt VII pea-
tiikis. '
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pirast kdikide sulgude avamist 16pmatu rida, mille esi-
mestel liikmetel on kuju

1 — x — x2}-x54-XxT — x12 — xtof-x2-- . ., (27)

On niha, et pirast kahte negatiivset liiget tulevad
kaks positiivset, siis uuesti kaks negatiivset jne. Kuid
liikmete astendajate seaduspirasust mdirgata on hoopis
raskem. Pikaajalise katsetamise teel sai Euler jargmise
reegli:

Kui ldpmatu korrutis

(1—x)(] —x2) (1 —x%)...(1 —xn) ...

muuta reaks, siis on selles nullist erinevad ainult liideta-
- - 3REEh -
vad kujuga (—1)kx 2% , kus k on naturaalarv.

Euleri teoreemil on suur tdhtsus mitte ainult arvude
liidetavateks lahutamise kisitlemisel, vaid ka elliptiliste
funktsioonidé teoorias ja matemaatilise analiilisi teistes
valdkondades. Kuid enamik selle teoreemi toestusi on
fisna keerukad. Siinkohal toome Euleri teoreemi oige
lihtsa geomeetrilise toestuse. Eelnevalt tuleb see teoreem
sonastada lahufuste teooria keeles.

Avaldise (26) sulgude avamisel esineb liidetav +x
niimitu korda, kuimitmel viisil saab arvu N egitada erine-
vate liidetavate summana. Seejuures tekib x¥, kui liide-
tavate arv on paarisarv, ja —xV, Kui see arv on paa-
ritu. Naiteks lahutusele 12=5+4442-+1 vastab liidetav
(—x5) (—x%) (—x2) (—x%) =x'2, lahutusele 12=5-+4443
aga liidetav (—x3) (—x*) (—x%) =—x%.

Seega vordub xV kordaja avaldises (27) arvu N paa-
risarvuks ja paaritu arvuks erinevaks liidetavaks lahutuste
arvude vahega. Euleri teoreem véidab: ,

2+k |
kui arv N pale esitatav kujul N....—._3k 5‘ , siis on tal

iihepalju lahutusi paarisarvuks ja paaritu arvuks erine-

2
vaks liidetavaks. Juhul kui N=3k ;Zk , siis vordub nendq

suuruste vahe aga arvuga (—-1)* (s.o. paarisarvulise k
korral on iihe vorra rohkem lahutusi paarisarvuks liide-
tavaks, paaritu k korral aga paaritu arvuks liidetavaks).

Euleri teoreemi toestamiseks naitame teisenduse, mis
muudab paarisarvu ridu sisaldava diagrammi niisama
paljudest punktidest koosnevaks paaritut arvu ridu sisal-
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davaks diagrammiks ja vastupidi. Et me vaatleme ainult
erinevateks liidetavateks lahutusi, siis koosnevad nii-
suguste lahutuste diagrammid mitmest {iksteise kohale
asetatud trapetsist. Olgu diagrammi i{ilemises reas m
punkti ja alumisel trapetsil n rida. Joonise 17 vasakul poo-
lel on kujutatud diagramm, millel m=2, n=3. .

Oletame, et diagramm sisaldab vihemalt kahte tra-
petsit, kusjuures m<Cn. Sel juhul heidame esimese rea
korvale ja pikendame alumise trapetsi m viim#st rida
tihe punkti vorra. Tulemusena punktide iildarv ei muutu
ja koigi ridade pikkused jddvad erinevateks, kuid paaris-
arvust ridadest on tekkinud paaritu arv ridu ja vastu-

. @ [ J
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pidi. ‘Tépselt samasuguse teisenduse saab teha, kui dia-
gramm koosneb ithest trapetsist,” kusjuures m=<n-— 1.
Joonisel 18, a on kujutatud diagrammi seesuguse tei-
senduse tulemus.

Sisaldagu niiiid diagramm vihemalt kahte trapetsit,
_ kusjuures m>>n. Siis votame viimase trapetsi igast reast
ithe punkti ja koostame neist uue diagrammi esimese rea.
Seda saab teha, sest m>n ja seetottu on koostatud rida
lithem lihtediagrammi esimesest reast. Et me votsime
alumise trapetsi koik read, siis on tekkinud diagrammis
koik read erineva pikkusega. Lopuks sisaldab uus dia-
gramm niisama palju punkte kui lahtediagrammgi, kuid
ridade arvu paarsus on muufunud: uues diagrammis on
iiks rida rohkem. Tépselt samasugune teisendus on teosta-
tav iihest trapetsist koosneva diagrammiga, kus ns<m—2.
Joonisel 18, & on kujytatud kirjeldatud teisenduse tule-
mus. Jooniseid 18, a ja 18, b vorreldes veendume, et kir-
jeldatud teisendused on teineteise péordteisendused: Rui
teha algul iiks neist ja pdrast teine, saame uuesti ldhte-
diagrammi. .

Vaatleme arvu N selliste lahutuste diagramme, mis
lubavad iihte neist teisendustest. Nende diagrammide
seas peab paaris- ja, paaritu arvu ridadega diagramme
olema {ihepalju. On jddnud selgitada, missuguste dia-
grammide puhul pole kirjeldatud teisendus teostatav.
Arusaadavalt koosnevad need diagrammid iihest trapet-
sist, kusjuures nende puhul kas m==n voi m=n-+1.

2__
Esimesel juhul sisaldab diagramm -3f—-2——-r£, teisel juhul
3n?+-n

aga 5

punkti (joon. 19).
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Toodud arutlused niitavad, et kui N pole arv kujuga
3n2+n

5 siis on tal iihepalju lahutusi paaris- ja paaritu
- 2.
arvuks lijdetavateks. Kui N= 3£ ja n on paaris-

2
arv, siis jadb iile tiks paarisarvu ridu sisaldav diagramm,
millele teisendus pole rakendatav. Seepdrast on lahutusi
paarisarvuks liidetavateks ithe vérra rohkem kuj paarituks
3nitn

2
ritu arv, siis on lahutusi paarituks arvuks liidetavateks
iihe vorra rohkem. Teoreem on tdestatud.

arvuks liidetavateks. Kui aga N—= ja n on paa-



V. KOMBINATOORIKA MALELAUAL

Inimene hulgub linnas

Joom'sel on kujutatud linna plaan (umbes nitmoodi ndeb vilja Austraalia
pealinna Canberra plaan). Selles linnas on n-k ristkilikukujulist kvartalit, mi-
da eraldavad tksteisest n—1 «horisontaalset» ja k—1 «vertikaalsety tanavat.
Réindur tahab minna punktist A punkti B lihimat teed mdodda, s.o litkudes
kogu aeq kas vasakult paremale voi alt tles. Mitmel viisil saab ta seda teha?

=

1

B

N\

N

YN

Joonis 20

On selge, et missugust teed moéodda randur ka ei ldheks, ta moodub n + k
tanavanurgast (A kaasa, B vilja arvatud). Igal tdnavanurgal voib ta minna
kas paremale voi iiles. Vastavalt sellele jaotame koik tanavanurgad kahte
klassi. Margime need ténavanurgad, kus ta valib tee paremale, arvuga 0, kus
iiles, arvuga 1. Et tdnavanurkade arv peab esimeses klassis olema k ja teises
n (muidu réndur ei joua punkti B), siis saame k nullist ja n thest koosneva
permutatsiooni. Igale sellisele permutatsioonile vastab omakorda mingi tee
A-st B-sse.

Joonisel 20| on kujutatud tee, mis vastab permutatsioonile 0110001100.

Kuid £ nullist ja n tihest saab koostada téapselt

(n+ k)!
nlk!

permutatsiooni. Sama on ka lithimate teede arv punktist A punkti B.

Pk,n) = Cplyy = (1)

Aritmeetiline ruut

Réanduri litkumine linnas meenutab malevankri litkumist. Votame loputu ma-
lelaua, mida piiravad kahest kiiljest ristuvad kiired, ja paneme vankri selle

37



38 PEATUKK V.. KOMBINATOORIKA MALELAUAL

1 1 1 1 1 1 ...
1 2 3 4 5 6 ...
1 3 6 10 15 21 ...
1 4 10 20 35 56 ...
1 5 15 35 70 126 ...
1 6 21 56 126 252 ...

Tabel 3

laua nurka. Oletame, et vanker kaib laual kas iilalt alla voi vasakult paremale.
Neid koike kombineerides voime saada erinevaid teid, mis viivad nurgavaljalt
malelaua antud véljale.

Kirjutame malelaua igale véljale selliste teede arvu. Kirjutatav arv séltub
valja koordinaatidest, s.o sellest, millisel vertikaalil ja horisontaalil ta asetseb.

Mugav on nummerdada vertikaalid ja horisontaali arvudega
0,1,2,...,n,.... Sellise numeratsiooni puhul on nurgavilja koordinaa-
did (0,0).

Eelmise iilesande tulemust kasutades veendume, et k-nda vertikaali ja n-
nda horisontaali 16ikekohas asub arv C* 1 (et sellele valjale sattuda, tuleb
teha k kiiilku paremale ja n kiiku alla). Asendame siimbolid CZ,, nende
arvvadrtustega. Siis saame tabeli [3] Seda tabelit nimetatakse aritmeetiliseks
ruuduks.

Tutvume ldhemalt tema omadustega.

Aritmeetilise ruudu tahelepanelik uurimine néitab, et iga arvu seal voib
saada jargmise reegli abil: see arv vordub tema kohal seisva arvu ja temast
vasakule jadva arvu summaga. Naiteks arvu 10 = 4 + 6 kohale on kirjutatud
4, temast vasakule aga 6.

Saadud reegel jareldub kergesti varem (vt. lk. 48) toestatud vordusest

Cp=Cra+ G0
Kuid reegli voib toestada ka vahetult. Toepoolest vanker voib véljale (k,n)
sattuda véljalt (k — 1,n) voi (k,n — 1). Seepdrast on véljale (k,n) sattumis-
voimaluste arv vordne valjadel (k — 1,n) ja (k,n — 1) sattumisvéimaluste

arvude summaga. Selles aga meie viide seisnebki.
Seosest

k __m
Cn—i—k - “n+k

jareldub, et aritmeetiline ruut on siimmeetriline nurka ldbiva diagonaali suh-
tes (vilmast nimetame peadiagonaaliks). Seda omadust on muide kerge ka
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geomeetriliselt toestada: n-nda vertikaali ja k-nda horisontaali voi k-nda ver-
tikaali ja n-nda horisontaali 16ikekohta joudmise viise on tithepalju.

Kujundarvud

Tabeli [ elementide arvutamisel kasutasime nii eelmise rea kui ka eelmise
veeru elemente. Kuid oleks piisanud eelmise rea elementidest. TGepoolest,
lehekiiljel 49 toestasime valemi (15).

k k k—
Cn+k = Cn+k—1 + Cn+li+2 + ot 0271

See valem niitab, et meie tabeli iga element vordub eelmise rea elementide
summaga, alates esimesest ja lopetades arvutatava elemendi kohal asetseva-
ga. Seega saame (n— 1)-se rea elemente jéarjestikku liites n-nda rea elemendid.

Tabeli |3] elementide niisugune saamisviis on seotud vanakreeka mate-
maatikutelt Pythagoraselt ja Nikomachoselt parineva kujundarvude opetu-
sega. Nimelt saab arve 1, 2, 3, ... kujutada ithest, kahest, kolmest jne punk-
tist koosnevate ridadena; viimased aga ithendada kolmnurkadeks (joon. [21]).
Punktide arv igas kolmnurgas vordub vastava arvuga tabeli teises reasE] See-
parast nimetatakse arve 1, 3, 6, 10, 15, 21 jne kolmnurkarvudeks; k-s kolm-
nurkarv on

(k + 1)k
Clg-s-l — T
Joonis 21

Téapselt samuti voib joonisel kujutatud kolmnurgad iihendada piira-
miidideks. Punktide arv igas pliramiidis vordub vastava arvuga meie tabeli
kolmandas reas. Seepéarast nimetatakse arve 1, 4, 10, 20, 35 jne piiramiidar-
vudeks. Nende iildkuju on

(k +2)(k+ 1)k

Cra =193

Et anda analoogiline tolgitsus jargmiste ridade arvudele, tuleks siirduda kor-
gema dimensiooniga ruumides paiknevatele pliramiididele.
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CW\ - B
\ 1 4 6 4 1 /
W 1 3 3 1 //(

) 1 2 1 )
W 1 1
/ 0 \
A
Joonis 22

Opetus kujundarvudest koitis matemaatikuid sajandite véltel ja oli omal
ajal arvuteooria tahtis osa.

Aritmeetiline kolmnurk

Votame ainult iihest kiiljest piiratud malelaua ja asetame nullhorisontaali vél-
jale A kabendi (joon. . Kabemangu reeglite jargi liikudes voib see kabend
sattuda mistahes viljale sirgetega AB ja AC eraldatud piirkonnas. Kirjuta-
me jalle igale valjale, mitmel viisil meie kabend v6ib sinna jouda. Naeme,
et kirjutatud arvud tihtivad arvudega aritmeetilisest ruudust, on vaid teisiti
paigutatud. See pole ka ime: kui ruutu poorata 45° vorra, siis liigub kabend
mooda horisontaal- ja vertikaaljooni ja saame vankri liikumise tilesande. Ar-
vud joonisel [22| esitatakse harilikult kolmnurga kujul (tabel 4). Siin vordub
iga arv nende kahe eelmise rea arvude summaga, mille vahel ta asub. Se-
da kolmnurka nimetatakse sageli Pascali kolmnurgaks. Veel enne Pascalit
(1623-1662) tundis seda itaalia mate-

'Meenutame, et read on nummerdatud arvudega 0, 1, 2, ... ja seepérast on iilemine
rida nullis, talle jirgnev esimene jne.



Tabel 4

maatik Tartaglia' (1500—1557). Palju aastaid enne Tar-
tagliat esineb see kolmnurk aga araabia matemaatiku
Omar Hajjami toéédes, seepirast nimetame seda lihtsalt
aritmeetiliseks kolmnurgaks. - | |

y }l\ritmeetilise kolmnurga vGib iiles kirjutada ka tabeli 5
cujul.

-~

Tabel 5 -

) ot e st A jmd e
s TR N — O
s S —o O
NN = e Y el

M— OO o O
T = O oCOoOOOD

Siin paikneb k-nda vertikaali ja n-nda horisontaali 1dike-
kohal arv C* (meenutame, et d4rmiste joonte numbrid on

nullid). Kolmnurga iga arv vordub tema kohal seisva
arvu ja viimasele eelneva arvu summaga. Naiteks arvu 4
kohal seisab neljandas reas 1 ja selle ees 3 ning 4=143.

Mirgime veel dra aritmeetilise kolmnurga jargmised
isedrasused: koik peadiagonaalist kérgemal paiknevad
elemendid on nullid ja nullis veerg koosneb iihtedest. Arit-
meetilise kolmnurga n-ndas reas seisvad arvud, s.o. arvud
C* fikseeritud n korral, esinevad kordajatena binoomi

(I+x)" arendises x astmete jirgi, seetdttu nimetatakse
neid ka binoomkordajateks. Me peatume sellel lihemalt
VII peatiikis.

' Tartaglia oli silmapaistav matemaatik, kes avastas peale arit-
meetilise kolmnurga veel kuupvorrandi lahendusvalemi. Ta jutustas
sellest teisele itaalia matemaatikule G. Cardanole, vGttes viimaselt
vande, et too ei avalda usaldatud saladust kellelegi. Kuid Cardano
avaldas selle peagi oma algebradpikus ja seepirast nimetatakse kuup-
vorrandi lahendusvalemit tiiesti ebaGiglaselt Cardano valemiks.
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Laiendatud aritmeetiline kolmnurk

* Aritmeetiline kolmnurk hdlmab vaid osa tasandist. Laien-
dame ta kogu tasandile, kasutades eespool sonastatud
" reeglit: ‘iga element vdrdub tema kohal seisva ja sellele
celneva elemendi summaga. Et aritmeetilise kolmnurga
nullis veerg koosneb iihtedest, siis tdidame ka laiendatud
kolmnurgas selle veeru iihtedega.

Rakendades toodud reeglit nullinda veeru elementi-
dele, nideme, et selle veeru ees peab olema nullidega tai-
detud veerg. Kuid siis koosnevad ka koik jargmised vasak-
poolsed veerud ainult nullidest. Seepérast tuleb waid
kindlaks teha, mis paikneb kolmnurga nullinda rea kohal.
Nullinda rea esimesest elemendist kaldu iilal asetseb I,
element ise aga vordub nulliga. Seepdrast tuleb tema
kohale kirjutada —1 (14-(—1)=0). Et saada siis ka esi-
mese rea teises veerus nulli, tuleb meil selle kohale kirju-
tada 1. Jitkates leiame, et esimese rea kohale tekib uus
rida, mis koosneb vaheldumisi arvudest 1 ja —1. Tépselt
samuti tdidetakse iilejadnud iilemised read.

Tabel 6
.. 0 1 —5 15 —35 70 —126. ..
..0 1 —4 10 ——20 35 —56 ...
..0 1 —3 6 —10 15 --21...
.0 1 —2 3 —4 5 -—6...
..0 1 —1 1 —1 ] —1
.0 1 0 ~ 0 0 0 0
.0 1 1 0 0 0 0
L0 1 2 1 0 0 0
.0 1 3 3 | 0 0
.0 1 4 6 4 1 0
.0 1 D 10 10 5 1

Tulemusena saame tabeli, millest osa on kujutatud
iilal. Tabeli nullindast reast korgemal olevat osa vaa-
deldes veendume, et see erineb lk. 115 toodud aritmeeti-
lisest ruudust vaid liikmete mairkide poolest. Nimelt sei-
sab (—n)-nda horisontaali ja k-nda vertikaali 15ikekohal

arv (—1)FCk .. Enesestmoistetavalt ei tdesta ainult

tabeli osa vaatlemine selle viite kehtivust koigi ridade ja
veergude jaoks. Viite digsuse pohjendamiseks peame sil-
mas, et
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(— 1) Crpprk (—1) P Crgre=

= (=D [Cha—Cha] = (=) Cl s

(vt. valemit (11) lk. 48). Saadud vordus néitab, et arvu-
dest (—1)**C%  _, koostatud tabelis vordub (—n--1)-se

rea k-s element nende elementide summaga, mis seisavad
(—n)-ndas reas k-ndal ja (k—1)-sel kohal. Teiste sona-
dega, arvudest (—I1)* 1C’El t onq Koostatud tabeli ja laien-

datud aritmeetilise kolmnurga iilemise poole {tditmise
reeglid uhtlvad Et neil tabelitel on peale selle iihesugu-
sed veel (—1)-sed read ja nullindad veerud, siis iihtivad
neil koik elemendid.

Esialgses aritmeetilises kolmnurgas asetses n- -nda
horisontaali ja k-nda vertikaali loikekohas arv C*. Laien-

datud kolmnurgas seisab (—n)-nda horlsontaah ja k-nda
vertikaali Ioikekohas arv (—1)*-1C* ot Seetottu saab

siimboli C* {ildistada n neghtiivsete vaartuste juhule,
vottes

Ct = (—1)1Cr . . (2)

Nagu niha tabelist 6, on siimboli C* iildistus & negatiiv-
setele vdartustele triviaalne: k<C0 puhul saame C* =
{vt. samuti lk. 119). Peale selle on C* =0, kui 0<<n<Ck.

Malekuningas

Aritmeetilise kolmnurga voib saada jargmisel viisil.
Paneme malelaua vasakpoolsesse {ilemisse nurka «iihe-
poolse kuninga», s.o. malendi, mis vGib kdia ainult kas
{the vilja allapoole voi iihe val]a paremale alla. Kirju-
tame igale viljale arvu, mis néaitab, mitmel viisil voib
kuningas selleni jouda. Saame aritmeetilise kolmnurga.

Asendame niilid «iithepoolse kuninga» harilikuga, pii-
rates selle liikumisvabadust vaid iihe tingimusega: kunin-
gas peab lilkuma alati {ilespoole, jargmisele horisontaa-
lile. Et kuningas saaks oma uusi voimalusi kasutada, tuleb
malelauda laiendada ja votta laud, mis on sirgega pii-
ratud ainult ihest kiiljest. Joonisel 23 on kujutatud sel-
line malelaud, mille igale viljale on kirjutatud, mitmel
viisil voib kuningas viljalt A selleni jouda.

120



\\ﬁ/
N\
\$
N
N
N\

N
AN
N
Ca
R
NS
Ca
\EN
RN
NN

N
N

N
N
R
NN
N

R
LIS

1%@ @ VA 7

Joon. 23

Vaatame, kuidas uus tabel on koostatud. Olgu juba
leitud, mitmel viisil voib Kuninglik rdndur sattuda igale
(n —1)-se horisontaali viljale. Leiame, mitmel viisil
joutakse n-nda horisontaali viljadeni. Igaiihele neist vil-
jadest voib kuningas sattuda monelt (n— 1)-se horison-
taali naaberviljalt (otse all, kaldu paremal voi kaldu
vasakul paiknevalt, vi. joon. 23). Summa reegli jargi
saame jargmise tulemuse:

n-nda horisontaali mingile viljale sattumisviiside arv
v6rdub kolmele (n—1)-sel horisontaalil paiknevale naa-
berviljale sattumisviiside arvude summaga.

Seejuures eeldatakse, et kuninga lahteviljale vaib sat-
tuda vaid iihel viisil (e1 tohi paigast litkuda), nullinda
horisontaali teistele viljadele pole aga iildse voimalik
sattuda.

Uldistatud aritmeetiline kblmnurk

Kolmnurka jooniselt 23 voib kujutada ka teisiti, nihutades
koik arvud paremale, nii et uus tabel paikneks malelaua
kahe ristuva kiirega eraldatud osas. Sel juhul sénasta-
takse tabeli iga arvu saamise reegel nii:

iga arv vordub tema kohal seisva arvu ja selle kahe
vasakpoolse naaberarvu summaga. Seejuures asub nur-
ga?l arv 1 ja nullinda rea koik iilejidnud elemendid on
nullid, /
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| Niiteks arv 16 neljandas reas on kolmanda rea
arvude 3, 6 ja 7 summa. | ~
Tiiesti selge, kuidas aritmeetilist kolmnurka edasi
ildistada. Votame mingi naturaalarva m ja taidame
tabeli sellise reegli jargi: vasakusse {ilemisse nurka kirju-
tame arvu 1, nullinda rea kdigile iilejddnud véljadele aga
nuilid. Seejarel kirjutame esimese rea igale viljale tema
kohal seisva nullinda rea arvu ja m—1 sellest vasakul
seisva arvu summa. On selge, et siis osutuvad esimese
rea m esimest elementi vordseks iihega ja {ilejaanud
nulliga (kui summa koostamisel tuleb liidetavatest puuduy,
siis loetakse puuduvad liidetavad nullideks, s.o. tabelit
tijendatakse vasakult nullidega (vt. tabel 7)).

Tabel 7

|

cocoo

coooo
T ek ek ke
oo
. COHWw—o
:mqwoo
S ooe—oo
- oOWwWooOo
 O=coo
j@oooo

—o0QOo

Analoogiliselt tdidetakse {ilejasinud read: tabeli iga
element vordub otse tema kohal seisva elemendi ja m—1
sellest vasakule jddva arvu summaga. Aritmeetiline kolm-
nurk saadakse erijuhul m=2, tabeli 7 kolmnurk m=3
korral. |

Ei eristada iiksteisest erineva m véirtusega arit- -
meetilisi kolmnurki, nimetame neid m-aritmeetilisteks
kolmnurkadeks. m-aritmeetilise kolmnurga n-nda horison-
taali ja k-nda vertikaali 15ikekohas seisvat elementi tadhis-
tame Cm(k,n) abil. m-aritmeetilise kolmnurga definit-
sioonist jareldub, et arvud Cn(k,n) rahuldavad seost

Cm(k,n)zcm(k,nm1)—|'—Cm(k—1,n——1)—|—...—|—
+Cm(k—m+1l,n—1). '
Seejuures on tdidetud tingimused

1, kui 0<ksm — 1
Con (R, 1) = {0, kui k>m. ,

(3)
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Uldistatud aritmeetiline kolmnurk ja arvude
m-ndsiisteem

Suurused Cm(k,n) on seotud arvude m-ndsiisteemiga. Nimelt
vordub C,(k,n) nende n-kohaliste arvude arvuga m-ndsiisteemis,
mille ristsumma (numbrite summa) on k. Seejuures kasutame n-koha-
lise arvu moistet laiemas mottes, lubades ka ithe voi mitme nulliga
algavaid arve. Nditeks arvu 001 215 vaatleme kuuekohalisena, tema
ristsumma on 9.

Sonastatud viite tdestamiseks tdhistame siimboliga B (%, n)
nende n-kohaliste arvude arvu m-ndsiisteemis, mille numbrite summa
on k. Niitame, &t arvud B, (k,n) rahuldavad sama seost (3) mis
suurused Cn (&, n). Toepoolest, arvu viimane number m-ndsiisteemis
voib olta 0, I, ..., m — 1. Vastavalt sellele vdib rn-kohalisest arvust
viimase numbri é&rajdtmise feel saadava (n— 1)-kohalise arvu
ristsumma olla &k, &—1, ..., £#—m-41. Summa reegli jiargi saame
siit

Bnkn)=Bunk, n—1)+...+Bu(k—m+1, n—1), (4)

Peale selle on selge, et By (%, 1) vordub iihega, kui 0sCh<Cm — 1,
ja nulliga {ilejddnud juhtudel (0<<k<<m — 1 puhul leidub m-ndsiis-
teemis vaid iiks iihekohaline arv ristsummaga &, #==m korral ei leidu
aga iihtki sellist arvu). Seega iihtib arvude Bm (%, ) tabeli esimene
rida arvude Cm(k, n) tabeli vastava reaga. Et ka nende tabelite koos-
tamise seadused (3) ja (4) iihtivad, siis saame: Bm (R, n) =Cn(k,n)
iga k ja n puhul.

Arvude Cy, (k,n) moningad omadused

Arvudel C,, (k,n) on rida omadusi, mis meenutavad arvude C:‘
omadusi. Selles pole midagi imelikku, sest aritmeetilise kolmnurga

konstrueerimisviisist jdreldub, et C,(%, n)mC:. Koigepealt madrgime,
et Cm(k,n) erineb nullist vaid 0<<k<<n(m — 1) puhul. See jdreldub
otsekohe asjaolust, et m-aritmeetilise kolmnurga iga rida on eelnevast
m— 1 vorra pikem. |

Néitame edasi, et arvudel Cn,(k,n) on jdrgmine siimmeetria-.
omadus:

Cm(k,n):Cm(n(m—I)—“k, n) (5)

Selleks seame igale n-kohalisele m-ndsiisteerni arvule vastavusse-
«tdiendi», mille saame, kui tdiendame arvu iga numbrit (m — 1)-ni.
Niiteks arvu 3 140216 tdiendiks 7-ndsiisteemis on 3 526 450. Kui antud
arvtl ristsumma oli &, siis on tiiendi ristsumma n(m--1)—k&. See-
piarast on n-kohalisi arve ristsummaga %k niisama palju kui arve rist-
summaga n(m — 1)— k. Kuid seda viljendabki vordus (5). ,

Et n-kohalisi arve on m-ndsiisteemis m» (vt -lk. 9), siis keh-
tib seos

Con (0, n)+Cm(L,n)4+ ... +Cn(n(m—1),n)=mn, (6)
Toestame niitid valemi

Con(0, ) Coy (B, — 1) +Con (1, 1) -Con (k— 1, n— )+ . ..
o FCo (B 1) Cm (0,1 — 1) =Com (&, 1), (7)
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kus 0 < I < n. Selleks jaotame koik n-kohalised arvud ristsummaga k klassidesse.
s-ndasse klassi paigutame arvud, millel esimese [ numbri summa on s. Siis on
viimase n — [ numbri summa k — s.

Korrutise reegli jargi saame, et s-ndasse klassi kuulub C,,(s,1)Cy,(k — s,n —
l) arvu. Et ristsummat k omavaid n-kohalisi arve on iildse Cy,(k,n), siis saame
summa reegli pohjal seose (77).

Erijuhul, kui [ = 1, annab seos (?7?) vorduse (2) (sest Cy,(k,1) = 1, kui 0 <
E<m—1jaCp(k,1l)=0,kul k>m).

Niitame lopuks, et kehtib vordus

C%C, 1(k—n,n)+CCr_1(k—n+1n—-1)+.. .+
+CCp1(k—n+s,n—s)+...+CrCp_1(k,0) = Cp(k,n). (2)

Selleks jaotame koik m-ndsiisteemi n-kohalised arvud ristsummaga k klassides-
se. s-ndasse klassi kuuluvaiks (0 < s < n) loeme arvud, mille tdhis m-ndsiisteemis
sisaldab parajasti s nulli.

Leiame, mitu arvu kuulub s-ndasse klassi. Iga arvu s-ndast klassist saab valida
kahes etapis. Algul valime kohad, kus seisavad nullid. Et vaatleme n-kohalisi arve
ja nulle on s, siis saab seda teha C viisil. Seejarel tombame koik nullid maha ja
vahendame iga allesjidnud numbrit 1 vorra. Saame (n — 1)-kohalise arvu, mis on
kirjutatud numbritega 0,1,...,m — 2 (s.0. (m — 1)-ndsiisteemis), selle ristsumma
on k—(n—s) =k—n+s. Selliseid arve on Cy,—1(k —n + s, n — s). Toodud
arutlusest on néha, et s-ndasse klassi kuulub C;Cy,—1(k —n + s,n — s) arvu. Et
ristsummat k& omavaid n-kohalisi arve on iildse C,,(k,n), siis saame summa reegli
pohjal seose .

Et Cy(k,n) = C, siis jéreldub valemist (2)), et

Cs(k,n) = CRCE_, + CoCRor 4+ ...+ ClCY.

n

Valemit korduvalt kasutades saame arvud C,,(k,n) avaldada binoomkor-
dajate kaudu.

Ulesanne nurgas paiknevast kabendist

Votame uuesti kahe kiirega piiratud lopmatu malelaua ja asetame sel-
le nurka kabendi (joon. . Laua igale valjale kirjutame arvu, mis naitab,
mitmel viisil voib kabend selle véljani jouda. Tulemus erineb varem saadust,
kus malelauda piiras vaid iiks sirge (vt. k. ??), sest niiiid ei tohi kabend
iiletada vertikaalset piiri. Seepérast jadb antud véljale sattumisviiside arv
vaiksemaks: sellele véljale minnes ei tohi kabend liiga vasakule kalduda. Nai-
teks piiridarsetele véljadele voib ta sattuda ainult tihelt, aga mitte kahelt
valjalt nagu lehekiiljel ?7.

Lk. 7?7 markisime, et iga mustale véaljale kirjutatud arv vordub kahele
mustale naabervaljale iillemisel horisontaalil kirjutatud arvude summaga. Et
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0 14 14 6 1
D 9 5 1

0 5 4 1 0
2 3 1 0

0 2 1 0 0
1 1 0 0

0 1 0 0 0
p 0 0 0

Joonis 24

see seadus ka niitid jousse jadks, tuleb piirjoonest vasakul votta veel tiks
vertikaal ja selle igale mustale véljale kirjutada null (niisugusele véljale pole
voimalik jouda.).

Arvutame, mitmel viisil voib tehtud kitsendust arvestades mingi véljani
jouda. Iga teekonna voGib kirja panna nullidest ja tihtedest koosneva jadana:
null tdhendab kéiku vasakule ja iiks kdiku paremale. Seejuures méadrab nulli-
de ja iihtede arvu ainult vili, milleni kabend peab joudma. Naiteks igasugune
4 nullist ja 6 tithest koosnev teekond viib véljale teise vertikaali ja kiimnenda
horisontaali 16ikekohal (me loeme nagu varemgi, et aarmiste liinide numbri-
teks on nullid).

Kuid mitte igasugune nullide ja iihtede jérjestus jadas pole lubatav. Nai-
teks nullist ei tohi alustada: see kéik viib kabendi kohe malelaualt vilja.
Lubatavatel jarjestustel jadas on jargmine iseloomulik omadus: tihegi koha
ees pole tihtesid vahem kui nulle, sest liikumise iihelgi hetkel ei tohi kéiku-
de arv paremale olla viaiksem kui vasakule, muidu ldheks kabend malelaualt
vélja.

Seega tuleb meil leida, mitmel k nullist ja m 1thest koosneval jadal on
jargmine omadus: jada igale kohale eelnevate tihtede arv pole vaiksem nullide
arvust. Kuid selle iilesande oleme k. 7?7 juba lahendanud (ainult seal votsime
nullide ja tihtede asemel téhed r ja v). Me néitasime, et niisuguseid jadasid
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0 14 20 15 6 1
4 10 10 D 1
0 4 6 4 1 0
1 3 3 1 0
0 1 2 1 0 0
0 1 1 0 0
0 0 10 0 0 0
Joonis 25
on mn;jﬂ_irlC’f; 4 See arv tulebki kirjutada (m 4+ k)-nda horisontaali ja

(m — k)-nda vertikaali 16ikekohta.

Paigutame niiiid kabendi mitte nurka, vaid nullinda horisontaali g-ndale
valjale (erinevalt kabereeglitest voib see véli olla ka valge). See juht vastab
lk. 77 vaadeldud tlesandele, kus kassapidaja oli eelnevalt varunud ¢ viiekiim-
nekopikalist. Seal saadud vastust kasutades tuleme jargmisele jareldusele:
kui kabend vajab antud véaljani joudmiseks k kaiku vasakule ja m paremale
(0 < k < m+q), siis véib sellele viljale sattuda CF, ,, — Cfnjrq,:r ! erineval viisil.
Joonisel [25| on toodud juhul ¢ = 3 tekkiv tabel.

Aritmeetiline viisnurk

Poorame malelauda 45° vorra. Siis liigub kabend mooda vertikaal- ja
horisontaalsirgeid ja laua dared on nende sirgete suhtes kaldu 45-kraadise
nurga all. Seetottu omandab iilesanne nurgas paiknevast kabendist jargmise
kuju.

Malelaua nurgas seisab vanker. Mitmel viisil voib ta jouda vdljani (m, k),
kui ta liigub lihimat teed pidi ega tleta malelaua diagonaali (diagonaali val-
jadele voib vanker minna)?

Eespool toestatust jareldub, et k& < m puhul on véaljale sattumise viise

m—Fk+1 . . . e~
TCZ 4k Ja k > m korral null. Kui aga diagonaal ¢ valja vorra pa-
m
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remale viia, siis omandab vastus jargmise kuju: 0 < & < m + ¢ puhul on
sattumise viise C¥, — C’f;qu_l ja k> m + ¢ korral null.

Kui malelaud on loplik, siis tdidavad vastava tabeli nullist erinevad ar-
vud viisnurga (joon. . Seda nimetatakse aritmeetiliseks viisnurgaks. Sama
nimetust kasutatakse ka tabeli jaoks, mis tekib kahe ristuva kiirega piiratud

lopmatul malelaual.

1 3 6 |10 | 14 | 14| O

1 4 |10 | 20 | 34 | 48 | 48

Joonis 26

Aritmeetilisel viisnurgal on samasugune pohiomadus nagu aritmeetilisel
ruudul: selle iga arv vordub tema kohal oleva arvu ja temast vasakul seis-
va arvu summaga. Aritmeetiline viisnurk ja aritmeetiline ruut erinevad selle
poolest, et viisnurgal koosneb peadiagonaalist ¢ tthiku vorra kérgemal paik-
nev diagonaal nullidest (selles osas meenutab viisnurk lk. ?? vaadeldud arit-
meetilist kolmnurka).

Votame niiid kahe ristuva kiirega piiratud malelaua ja vaatleme sellel
mitte iihte, vaid kahte peadiagonaaliga paralleelset joont: iihte neist ¢ tithiku
vorra korgemal ja teist s tihiku vorra madalamal. Loeme, et mdlemad jooned
on vankrile «keelatud» ja kirjutame igale valjale arvu, mis naitab, mitmel
viisil voib vanker selleni jouda. Saadud tabel kannab aritmeetilise kuusnurga
nime. Joonisel 27| on kujutatud selline tabel ¢ = 4, s = 3 korral.

Aritmeetilist kuusnurka voib tolgitseda ka jargmiselt. Votame malelaua,
mida piiravad s 4+ ¢ vélja pikkune 16ik ja kaks sellega ristuvat kiirt, ning
paigutame kabendi véljale, mille kaugus iithest nurgast on s ja teisest ¢ vilja.
Kirjutame igale véiljale arvu, mis néitab, mitmel viisil voib kabend sellele
sattuda. Tabelit 45° vorra poorates saame aritmeetilise kuusnurga.

Geomeetriline viis kombinatsioonide omaduste toesta-
miseks

Teises peatiikis toestasime moned kombinatsioonide omadused. Vaatame
niiiid, kuidas neid geomeetriliste arutluste abil naitlikult pohjendada.



1 1 1 1 1 0 0

1 2 3 4 D D 0

1 3 6 |10 | 15 | 20 | 20

1 4 110 | 20 | 35 | 55 | 75

0 4 | 14 | 34 | 69 | 124 | 199

0 0 | 14 | 48 | 117|241 | 440
Joonis 27

Algul néditame, kuidas tuletada seost

CO+Cr+C2+ ... +Cr=2"
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Joon. 28

Al00)

Selleks vaatleme koiki teid, mis viivad punktist A(0,0)
punktidesse Bx(k,n—£k), 0sCk<<n (joon. 28).

Need teed jagunevad klassidesse vastavalt sellele,
millises punktis Bg, 0<Ck<Cn nad lopevad. Punkti Bx
laheb P(k,n—k)=C*k teed. Meil jaab iile kindlaks teha

vaadeldavate teede tldarv. Iga sellise tee pikkus on n.
Seda vdib Sifreerida nullidest ja iihtedest koosneva n-
liikmelise jada abil, seades horisontaalsetele loikudele
vastavusse nullid ja vertikaalsetele iihed. Kuid koigi iihte-
dest ja nullidest koosnevate n-liikmeliste jadade arv on
2n, Sellega on seos (9) toestatud.

Vorduste C* =Ckt  +-Ch ja Ch=Cn"* geomeetri-
lise pohjenduse andsime juba lk. 115.

Sel viisil saab toestada ka keerukamaid vordusi.
Tombame vertikaalsirge abstsissiga m, 0sSm<Ck (joon.
29). Iga tee punktist A(0,0) punkti B(k,n) loikab seda
sirget, kusjuures ta voib 'osaliselt kulgeda mooda seda
sirget. Jaotame koik punktist A punkti B viivad teed
klassidesse, kusjuures s-ndasse klassi arvame teed, mille
viimane iihispunkt sirgega x=m on Ds(m,s).

Arvutame niiiid, mitu punkte A ja B iihendavat teed
kuulub s-ndasse klassi. Iga selline tee koosneb punkte A
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Joon. 29

A(0.0) | n

ja D, iithendavast teest, punkte Ds(m,s) ja D’s(m~+1,S5)
ihendavast 1oigust (Ds on ju sirge x==m viimane punkt
sellel ‘teel!) ning punkte D’s(m—-1,s) ja B(k, n) iihenda-
vast teest. Valemi (1) jargi viib punktist A(0,0) punkti
Dy(m,s) P(m,s) teed. Punkte Ds(m+-1,8) ja B(k,n)
ithendab aga P(k—m —1,n—s) teed (et jouda punktist
D’, punkti B, tuleb minna k£—m —1 iihikloiku paremale
ja n—s iilespoole). s-nda klassi teede iildarv on korru-
tise reegli jargi
P(m,s)P(k—m—1,n—s).

Punkte A ja B ithendavaid teid on aga kokku P{k,n),
seepdrast saame summa reegli jargi
P(k,n)=P(m 0)P(k—m—1,n)+
+P(m, 1)P(k—m—1,n—1)4+ ...+
+P(m,n)YP(k—m—1,0).

Selle vorduse voib kirja panna nii

h m _ h—m—i m h—m—~4{ .
Cn+h= Cm Cn+h—m--i+ Cm-{—icn—l-h—-m—2+ ’ e I'-I_'
4 CoinCrms (10)

(vrd. valemiga (24) lk. 52).
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Erijuhuil m=Fk —1 saame scpse:

3 h—t k—1 h—1 h—1 |
Crin=Cpra+Cr ... +Crys1+ oo+ Chgn—1. (11)

Mirgime, et seosed (10) ja (11) voib tuletada, kasuta-
des korduvalt seost
h—t

C:: = C::—H-Cn—-i .

Toestage iseseisvalt geomeetrilisel teel valem (23}
lehekiiljelt 51:

n n ] n-—1 1 n— m
Cn-}-hzcn—l—h—scs +Cn+h——.scs + c e _—f—ch—i—hfiscs —l— coa e +

4+ CprsCs (12)

kus O0=sCs<Ck, 0<Is<in.

Selleks tuleb tommata sirge ldbi punktide D (k2 —s,n)
ja E(k,n—s) ning jaotada koigi punktist A4(0,0) punkti
B(k,n) viivate teede hulk klassidesse vastavalt sellele,
missugust selle sirge punkti nad ldbivad. Valem (12)
erineb valemist (23) lehekiiljel 51 vaid tadhistuste poolest.

Sellisel geomeetrilisel viisil voib toestada veel mit-

meid seoseid arvude Coys jaoks, jaotades punktist A (0, 0)
punkti B(k,n) viivad teed sobival viisil klassidesse.

Selleks et analoogiliselt tdestada seoseid arvude
P(ny, na, ..., ng) vahel (vt. valemid (27), (28) lehckiiljel
53), tuleks kasutada mitmemd&otmelist geomeetriat. Me
ei hakka seda siin tegema.

Mirgime, et ka lehekiilgedel 79—82 tuletatud seosed
arvude C* vahel lubavad end geomeetriliselt tolgitseda.

Selleks tuleb votta malelaud, millel on tommatud pea-
diagonaaliga paralleelne joon, ja vaadelda ainult selliseid
teid, mis seda joont ei 16ika (kuid voivad omada temaga
{ihiseid punkte). Jaotades nende teede hulga erineval
viisil klassidesse, jouame III peatiikis tuletatud wvale-
miteni.

Kassajidrjekorra-iilesande lahendust voib viga lihtsalt
geomeetriliselt tolgitseda. Jarjekorra liikumisprotsessi
voib kujutada graafiliselt, seades igale viiekiimnekopika-
lisele vastavusse horisontaalse ja rublalisele vertikaalse
10igu. Ulesande tingimusest on selge, et saadud graafik
ei tohi loikuda peadiagonaaliga. Lahendamisel tehtud tei-
sendused (ithe viiekiimnekopikalist omava inimese lisa-
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mine jirjekorda ning viiekiimnekopikaliste asendamine
rublalistega ja vastupidi) saavad lihtsa geomeetrilise
tihenduse: nad taanduvad sellele, et jarjekorra likumis-
graafikut peegeldatakse peadiagonaaliga paraileelse ja
viimasest 1iihe {ihiku kaugusel paikneva sirge suhtes.
Jatame selle iilesande lahendamisel kasutatud arutluste
tolkimise «geomeetria keelde» lugeja hooleks.

Juhuslik ekslemine

Eespool kisitletud iilesanded malendite liikumise kohta
on tihedalt seotud juhusliku ekslemise probleemidega, mis
on tihtsad fiiiisikas. Vaatleme jargmist iilesannet, mis
anti lahendada Moskva VIII matemaatikaoliimpiaadil
1945. a.

On antud teedevérk (joon. 30). Punktist A vdljub 2V
inimest. Pooled neist lihevad By suunas ja pooled Bn
suunas. Esimese teeristini joudes jaguneb kumbki rithm:
pooled lihevad B, suunas, pooled By suunas. Sama-
sugune jagunemine toimub igal teeristil. Kus on need
inimesed pdrast N [6igu labimist ja mitu inimest on siis
igal teeristil?

Et iga inimene kaib 14bi N 16iku, siis on ilmne, et nad
koik satuvad punktidesse B, koordinaatidega (k, N—R),

8, (0]
By (k, N-K]
mn
4 w0
[ Joon. 30
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kus k& omandab vaartusi 0, 1, ..., N. Koik need punktid
paiknevad punkte By(0,N) ja By (N,0) ldbival sirgel
(vt. joon. 30).

Niiiid tuleb leida, mitu inimest jouab punkti Ba (2, N—
— k). Selleks Sifreerime koik punktist A(0,0) punkti-
desse Bp(k,N—Fk) viivad teed nullide ja iihtede abil.
Saame koikvoimalikud nullidest ja ithtedest koosnevad
N-liikmelised jadad. Nagu tfeame, on selliseid jadasid
2N s.o. niisama palju kui inimesi, kes viljusid punktist
A. Siit jareldub, et iga tee kdib [dbi parajasti iiks ini-
mene. Seepidrast tuleb igasse punkti Brp(k, N —k) tapselt
niisama palju inimesi, kuipalju lithimaid teid viib sinna
punkist A. Nende lithimate teede hulga oleme aga juba
arvutanud:

A N|
P(k,N—Fk)=Cyx= RN =T
S tuleb kti By (R, N —*k ak inimest. S
eega tuleb punkti By (k, N — k&) AN —F)] inimest. See

arv vordub aritmeetilise kolmnurga N-nda rea k-nda ele-
mendiga.

Browni liikumine

Eespool lahendatud {ilesandele saab anda jargmise, sisult
samavadrse kuju.

Punktist O x-teljel vdljub 2N inimest. Neist pooled
lihevad paremale ja pooled vasakule. Tunni aja pdrast
jaguneb kumbki rihm uuesti pooleks ning pooled lihe-
vad paremale ja pooled wvasakule. Selline jagunemine
toimub iga tunni jdrel. Mitu inimest tuleb igasse punkti
N tundi pdrast viljumist?

Eeldame, et inimesed ldbivad tunni jooksul pool
pikkusiithikut. Arutledes tdpselt samuti nagu eeimise {iles-
ande lahendamisel, saame jargmise tulemuse: N tunni
parast asetsevad jalutuskdigust osavotjad punktides

N
Bk(k-,——g—-), k=0, 1, ..., N (punkt O on véetud koordi-
naatide alguseks). Seejuures tuleb punkti B, Ch=
N1 .
g RV —F)] inimest.
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On vihe téendoline, et inimesed liiguksid iilaikirjel-
datud viisil (muide, selle iilesande rahvapérases varian-
dis paikneb punktis O ollebaar...). Kuid moéningates
fiitisikaiilesannetes tekib taoline ekslemine loomulikul
viisil. Selline ekslemine on ainult lihtsaim mudel Browni
liitkumisest, mida osakesed sooritavad molekulide lookide
mojul.

Vaatleme osakesi, mis voivad liikuda ainult modda
sirget. Et molekulide 166gid on juhuslikud, siis voib esi-
meses ldhenduses lugeda, et pooled osakesed nihkuvad
ajaiihiku jooksul poole pikkusithiku vorra paremale, poo-
led aga niisama palju vasakule (tegelikult on protsess
palju keerukam ja liikumine voib toimuda erinevate 16i-
kude vorra). Seetottu, kui votta 2N osakest, mis alguses
paiknevad punktis O, siis liiguvad nad umbes nii, nagu
meie {ilesandes kirjeldatud. Sellist osakeste levimist nime-
tatakse fiilisikas difusiooniks. Inimhulga juhusliku eksle-
mise kohta lahendatud iilesanne lubab leida difundeeru-
vate osakeste jaotuse moni agg pérast difusiooni algust.
Nimelt jaotuvad osakesed N ajaithiku jarel sellise sea-

I . N ) : B o
duse jargi: punktis Bk(k““ 5 paikneb CN_k!(N—k)!

osakest.
Nagu juba deldud, on arvud C% aritmeetilise kolm-

nurga N-nda rea elemendid. Difusiooni teistsuguse ise-
loomu puhul tekivad m-aritmeetilise kolmnurga N-nda
rea elemendid. Olgu algul punktis O m~ osakest. Jao-
tame selle hulga m vordseks osaks ja paigutame osad m
erinevasse x-telje punkti, kusjuures naaberpunktide vahe-
line kaugus on 1 ja punktid paiknevad O suhtes siim-
meetriliselt. Seejérel jaotatakse iga osa samasugusel
viisil edasi (kui jaotatakse punktis B paiknevat osa, siis
paigutatakse osakesed muidugi m punkti, mis on sim-
meetrilised B suhtes). N sammu jérel asetsevad osakesed
= Ly, kus k=
—0, 1, ..., (m—1)N. Seejuures on punktis Br Cm(N,k)
osakest. ‘

Suurte N vidrtuste puhul muutub osakeste arvu leidmine igas
punktis liiga keeruliseks. Kuid matemaatikas on sageli nii, et kee-
rukuse kasvades hakkab jaotumisseadus lihenema piirjuhuks olevale
lintsale seaduspirasusele, kusjuures viimane kirjeldab osakeste jao-.

 tumist seda tdpsemalt, mida suurem on osakeste arv ja mida keeru-
kam on tidpne seaduspirasus.
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Toendosusteoorias naidatakse, et suurte N vaartuste korral paikneb 16igus

[az — g, z + ;], kus a on arvuga NN vorreldes viike, umbes

N

12am 7222
VoarN(m2 —1) P | T N2 (m2 — 1)?)

osakestp_-] Seda viidet voib tolgitseda jargmiselt. Konstrueerime treppjoone, mille
-1
korgus punktis By <k‘ — mTN > on Cp, (N, k). Viahendame saadud joonel abst-

N(m? —1) 12am”

sisse korda ja ordinaate korda. Kui niiiid N on suur, saame

12 N(m?—1)
treppjoone, mis viga vihe erineb funktsiooni
1 =
y= \/ﬂe 2
graafikust.

Selle funktsiooni vottis tGendosusteooria kasutusele suur saksa matemaatik C.
F. Gauss ja seda nimetatakse Gaussi funktsiooniks. Ta etendab téhtsat osa nii
gaaside difusiooni késitlemisel kui ka soojusjuhtivuse teoorias, vigade teoorias ja
mujalgi.

Semahha keisrina juures

Vaatleme uuesti inimhulga ekslemist z-teljel, ainult loeme niiiid, et algus-
punktist O vasakul asetsevad valdused kuuluvad Semahha keisrinnale, kes
etendas nii kurba osa saamatu tsaar Dodoni ja tema poegade saatuses. Lu-
geja arvatavasti méletab, et need, kes Semahha keisririiki sattusid, ei tulnud
enam tagasi. Meie eeldame samuti, et need, kes satuvad telje vasakpoolsesse
ossa, jadvadki sinna. Tuleb kindlaks teha, mitu inimest jaib Semahha keis-
rinna juurde ja kus asetsevad iilejadnud, kui nende valjumisest on méodunud
N tundi.

Osutub, et see iilesanne taandub eespool vaadeldud kassajirjekorra-
iilesandele. Toepoolest, vaatleme mingi punktist O valjunud inimese liiku-
mist. Selle voib ette anda arvudest 1 ja —1 koosnevad jada abil: igale pare-
male poole liikumisele vastab arv 1, vasakule aga —1: Kui sellises jadas on k
ithte, siis liigub inimene k korda paremale ja N — k korda vasakule. Lopptu-

N
lemusena peaks ta joudma punkti By (k; — 2) . Ent nii on see vaid juhul,

kui meie randur ei satu Semahha keisririiki. Sinna aga jouab ta siis, kui on
mingiks ajamomendiks liikunud vasakule rohkem kordi kui paremale.

Lexp x tdhendab siin e®.
2Meenutame, et ta liigub iga kord poole pikkusithiku vérra.
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Semahha keisririik

Joonis 31

Kui paremale ja vasakule liikumiste asemel vaadelda inimesi viiekiim-
nekopikaliste voi rublalistega, siis voib oelda, et Semahha keisrinna juurde
sattumine vastab juhule, kus kassajarjekord seisma jaab. Jarelikult vordub

N
punkti By (k: — 2) joudnud inimeste arv nende juhtude arvuga, mil &k viie-

kiimnekopikalise omanikust ja N — k rublalise omanikust koosnev jarjekord
takistusteta edasi liigub. Me teame aga, et see arv erineb nullist vaid siis, kui
k > N — k. Sel korral on nende juhtude arv

NI(2k — N + 1)
(N —k)l(k+1)!

AN =k k) = CNF — o1 =

(vt. k. 76).
Niisiis, N tundi péarast 2 inimese viljumist jouab punktist O punkti

N
By, <k - 2) (kus 2k > N) CN % — CN 77! inimest. Niiiid pole enam raske
arvutada, mitu inimest satub Semahha keisririiki. Selleks liidame algul suu-

N

rused C'y % — CN 7!, andes indeksile k viirtused arvust k = E <2> +
. N-E(¥)-1 . . . 5 o
arvuni N. Saame, et C)y inimest ei sattunud Semahha keisririiki.
Et aga punktist O véljus kokku 2% inimest, siis sattus keisrinna valdustesse
v _ )
Kui Semahha keisririik algaks mitte punktist O, vaid punktist O; (—g) ja
jééks sellest vasakule (punkt O; sinna veel ei kuulu), saaksime veidi teistsugu-

N N —
se tulemuse. Osutuks nimelt, et punktidesse By (k — 2) (kus k> 5 q)

inimest.

tuleks CY " — C’fvv_k_q_l inimest, iilejaanud satuksid Semahha keisrinna val-
dustesse. See jareldub otsekohe lk. 77 lahendatud tilesande tulemusest.

Neelav membraan

Me juba raakisime, et iilesanded juhuslikust ekslemisest on fiiiisika jaoks
viiga tiahtsad: nad on osakeste difusiooni lihtsaimad mudelid. Ulesandel Se-

Waata méarkust lk. 82
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mahha keisrinnast on samuti lihtne fiitisikaline tolgendus: punktist O vasakul
paikneb osakesi neelavast materjalist membraan. Kui membraan ulatub otse
punktini O, siis tekib algul vaadeldud juht. Kui aga membraan on punktist

@) q pikkusiihiku kaugusel, saame eelmise punkti 16pul lahendatud {ilesan-

de. Neil aegadel, kui kombinatoorika ja toenaosusteooria peamiseks praktili-
seks rakenduseks oli hasartméngude teooria, sonastati neeldumisega juhusli-
ku ekslemise iilesanne teisiti: koneldi «mangudest laostumiseni». Kujutleme
kahte inimest, kes méangivad naiteks kulli ja kirja. Péarast iga partiid mak-
sab kaotaja voitjale iithe rubla. Méangija, kes on oma raha kaotanud, lopetab
méngu. Tuli valja arvutada méngu erinevate lopptulemuste téenaosused, kui
alguses oli ihel méngijal p rubla ja teisel ¢ rubla. Ilmselt on see iilesanne seo-
tud osakeste difusiooni iilesandega niisuguse piirkonna kohta, mis on kahelt
poolt piiratud neelava membraaniga.

Ekslemine lopmatul tasandil

Seni vaatlesime niisuguse malevankri ekslemist, mis vois liitkuda vaid iiles
voi paremale. See on tegelikult samavaérne ekslemisega 16pmatul sirgel. Uuri-
me niitid juhtu, kus vanker liigub 16pmatul malelaual mistahes suunas, s. t.
lahendame jargmise iilesande.

FEsialgu paikneb malevanker igas suunas lopmatu malelaua vdljal (0,0).
Mitmel wviisil voib ta N kdiguga jouda viljale A(p,q) (eeldame, et vanker
liigub tihe kéiguga ainult naabervéljale) ?

Stimmeetriakaalutluste tottu piisab, kui vaadelda juhtu, kus p > 0, ¢ > 0.
Kui vanker liiguks lithimat teed méoda, jouaks ta valjani A(p, ¢)p+q kiiguga.
Seetottu peab kehtima vorratus N > p+ ¢. N-kéigulise tee kasutamisel teeb
vanker moned iiksteist annulleerivad kaigud ning on ilmne, et neid kaike
(N — p — q) peab olema paarisarv. Seeparast tdhistame

N —p—q=2k.

Nummerdame koik vankri poolt tehtud kaigud arvude 1,2,..., N abil.
Tahistame X abil nende kaikude jarjenumbrite hulga, kus vanker liikus vasa-
kule voi alla. Koosnegu hulk Y nende kédikude numbritest, kus vanker liikus
paremale voi alla. Kui teame hulki X ja Y, siis on vankri liikumine meile
taielikult teada: molemasse hulka kuuluvad numbrid tdhendavad kaike alla,
hulka X kuuluvad ja hulka Y mittekuuluvad numbrid annavad kéigud va-
sakule, hulgas Y sisalduvad ja hulgas X mitteesinevad numbrid tdhendavad
kéike paremale. Lopuks need numbrid, mis ei kuulu kumbagi hulka, annavad
kaigud tiles.
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Jarelikult taandub véljale A(p,q) sattumisviiside arvu leidmine sellele,
et tuleb arvutada, mitmel viisil saab valida hulgad X ja Y. Kuid iga kéigu
alla voi vasakule peab annulleerima moni teine kéik. Sisaldugu hulgas X k
elementi. Et vanker peab joudma viljani A(p,q), siis peab parempoolseid
kaike olema p vorra rohkem kui vasakpoolseid. Et kaigud alla sisalduvad
molemas hulgas, siis peab hulgas Y olema p elementi rohkem kui hulgas X,
s. 0. p + k elementi. Pole raske naha, et kui esimene N naturaalarvu seast
valida suvaliselt hulk X (k elementi) ja hulk Y (p 4+ k elementi), siis vastab
neile hulkadele vankri teekond véljalt O véljale A. Nimelt, kui neil hulkadel
on s iihist elementi, siis tuleb teha s kéiku alla, g + s iiles, k¥ — s vasakule
ja k — s + p paremale, millega vanker jouabki viljale A. Kuid hulga X saab
valida C% viisil ja hulga Y C’}'(,Jrk viisil. Kokku saame korrutise reegli jargi
Ck O voimalust hulkade X ja Y valimiseks. Jarelikult on punkti A(p, q)
saavutamisviise iildse T' = C% CRH.

Uldine malevankrite iilesanne

Siirdume malelauaga seotud kombinatoorikaiilesannete uue tsiikli juur-
de. Nendes iilesannetes tuleb leida kahe malendi (kahe kuninga, lipu jne.)
selliste asendite arv, mille puhul nad teineteist liiiia saavad. On selge, et sel-
lega madratakse ka nende asendite arv, mille puhul need malendid teineteist
liiiia ei saa: kahe malendi paigutuste tildarvu saab kohe variatsioonide arvu
valemist.

Mone niisuguse tlesande oleme juba lahendanud — lehekiiljel 30 kasit-
leme iilesannet 8-st vankrist harilikul malelaual. Uldistame seda iilesannet
ja votame m X n-laua, s. o. malelaua m horisontaalist ja n vertikaalist. Me
tahame teada, mitmel viisil saab m x n-lauale paigutada k vankrit nii, et nad
ei saaks iiksteist liitia.

Selge, et tilesande lahenduvuseks peavad kehtima tingimused £ < m ja
k < n, sest muidu satuvad mingisugused kaks vankrit iithele horisontaalile
voi vertikaalile. Olgu need tingimused taidetud. Vankreid voib nii paigutada
kahes etapis. Algul valime horisontaalid, millel vankrid paiknevad. Et hori-
sontaalide tildarv on m ja valida tuleb neid k, siis saab valiku teha Cff1 viisil.
Samuti saab C* viisil valida vertikaalid, millel paiknevad vankrid. Et verti-
kaalide valik ei soltu horisontaalide valikust, siis saame korrutise reegli jargi
C* C¥ viisil valida need liinid, millel paiknevad vankrid.

Kuid sellega pole asi veel 16ppenud. & horisontaali ja k vertikaali l6ikuvad
ju k? valjal. Nihutades neid vilju vajaduse korral kokku, saame uue malelaua
k horisontaalist ja k vertikaalist. Kuid me teame juba, et niisugusele lauale
saab k vankrit paigutada k! viisil (nii et nad ei saaks iiksteist liitia). Seetottu
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on vankrite noutud paigutuste tldarv

Im)
A n!m! A
CnCnl Kl(n —k)!\(m— k)" )

Naiteks 3 vankrit saab harilikule malelauale paigutada

818!
3i5051 o0
viisil
k = m = n korral annab valem vastuse n! kooskolas lehekiiljel 30
oelduga.

Kui eemaldada kitsendus, et vankrid ei tohi iiksteist liiiia, siis oleks vastus
teistsugune. Nimelt tuleks meil siis m x n vélja seast valida mistahes k valja,
seda saab aga teha

(mn)!

ko _
Crn = El(mn — k)!

viisil. Kui £ vankrit iiksteisest erineksid, siis tuleks saadud vastused korrutada
arvuga k!.

Siimmeetrilised paigutused

Muudame niiiid vankrite-tilesande keerulisemaks ja nouame, et vankrid ei
l66ks tiksteist ja paikneksid malelaual stimmeetriliselt. Seejuures tekib palju
illesandeid vastavalt sellele, milline siimmeetriatingimus piistitatakse.

Koige lihtsam on juht, kus vankrid asetsevad siimmeetriliselt malelaua
keskpunkti suhtes. Téhistame G,, abil iilesande lahendite arvu juhul, kus n
vankrit paiknevad n horisontaalist ja n vertikaalis koosneval laual. Néitame
niitid, et

ng = 27”LG2n,2. (5)

Koosnegu malelaud 2n horisontaalist ja 2n vertikaalist. Esimesel verti-
kaalil asetsev vanker voib hoivata tlikskoik millise selle vertikaali 2n valjast.
Ulesande tingimuse pohjal on sellega méiratud viimasel vertikaalil asetseva
vankri asukoht: ta peab paiknema esimesega laua keskpunkti suhtes stim-
meetriliselt. Kustutame esimese ja viimase vertikaali ning vankrite poolt
hoivatud horisontaalid (et horisontaale on paarisarv, siis ei saa vankrid seis-
ta samal horisontaalil). Tekib malelaud, mis koosneb 2n — 2 vertikaalist ja
2n — 2 horisontaalist. On selge, et vankrite igale siimmeetrilisele paigutuse-
le vanal laual vastab stimmeetriline paigutus uuel laual. Siit jareldubki, et
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Gon = 2nGa,_o (meenutame veel kord, et esimene vanker voib hoivata iiks-
koik millise 2n véljast sellel vertikaalil).

Valemit kasutades leiame, et Gg,, = 2"n!.

Niiiid aga vaatleme 2n + 1 vertikaalist ja 2n + 1 horisontaalist koosnevat
lauda. Sel juhul laua tsentraalviljal ei ole siimmeetrilist vélja ja seal peab
kindlasti seisma vanker. Kui tsentraalse vertikaali ja horisontaali maha tom-

=

Joonis 32

bame, saame 2n vankri simmeetrilise paigutuse 2n x 2n-laual. Seega kehtib
vordus

G2n+1 = ng = 2"n!. (6)

Vaatleme niiiid veidi keerukamat tilesannet paigutustest, mis ei muutu male-
laua poéramisel 90° vorra (joonisel 32 on kujutatud tiks selline paigutus 8 x 8
laual). Olgu laual 4n vertikaali ja 4n horisontaali ning vankrite arv samuti4n.
Sel juhul v&ib esimesel vertikaalil seisev vanker asuda iikskoik millisele valjale
peale nurgaviljade, s. o. suvalisele 4n — 2 viljast (nurgavéljale ei tohi vank-
rit panna, sest parast pooret 90° vorra saaksime kaks vankrit, mis teineteist
166vad). Sellele vankrile vastavad veel kolm vankrit, mis seisavad viimasel
horisontaalil, viimasel vankrit, mis seisavad viimasel horisontaalil, viimasel
vertikaalil ja esimesel horisontaalil, viimasel vertikaalil ja esimesel horison-
taalil (need saadakse paigutatud vankrist pooretega 90° 180° ja 270° vorra).
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Kui kustutame horisontaalid ja vertikaalid, millel need vankrid seisavad, saa-
me samasuguse siimmeetriaga vankrite paigutuse (4n —4) x (4n — 4)-laual.
Seeparast kehtib vordus

R4n - (4n - 2)R4n—47
kus R, on iilesande lahendite arv n x n-laua jaoks. Seetottu on selge, et
Ry, =2"(2n—1)2n—3)...1. (7)

Ulesande lahendite arv (4n+1) x (4n+2)-laua puhul on sama mis 4n x 4n-
laua jaoks: (4n + 1) x (4n + 2)-laua puhul asetseb ju tiks vanker kindlasti
tsentris ning tsetraalse horisontaali ja vertikaali voib kustutada. Seepérast

Ryny1 = Ryy. (8)

Kuid (4n + 2) x (4n + 2)- ja (4n + 3) x (4n + 3)-laudade korral vordub
lahendite arv nulliga. Téepoolest, iga vankri puhul voib esineda kaks juhtu:
vanker seisab kas laua tsentris voi mitte. Teisel juhul kuulub vanker nelikusse,
milles vankrid teisendavad tksteiseks laua pooramisel 90° vorra. Seepérast
peab vankrite iildarvul olema kuju 4n (kui laual pole tsentraalvélja) voi 4n+1.
Seega oleme naidanud, et Ry, 0 = Rypi3 = 0.

Leiame lopuks, kui palju on n vankri paigutusi, mis on stimmeetrilised
diagonaali Suhtesﬂ Tahistame selliste paigutuste arvu n x n-laual @Q),, abil.
Siis kehtib seos

Qn=Qns1+(n—1)Qn 2 9)

Toepoolest, esimesel vertikaalil seisev vanker on kas vasakpoolses alu-
mises nurgas voi mitte. Esimesel juhul kustutame esimese vertikaali ja esim-
ese horisontaali ning saame n — 1 vankri siimmeetrilise paigutuse (n — 1) x
(n — 1)-laual. Selliseid paigutusi on @,_1. Teisel juhul leidub antud vankri
jaoks temaga diagonaali suhtes stimmeetriline vanker. Kustutame need hori-
sontaalid ja vertikaalid, kus nimetatud vankrid seisavad. Saame n — 2 vankri
stiimmeetrilise paigutuse (n — 2) x (n — 2)-laual. Et niisuguseid paigutusi on
Qn—2 ja vankri voib panna esimese vertikaali (n — 1)-le véljale, siis saame
(n — 1)Q,—» paigutamisviisi. Siit jéreldubki seos (9).

Kehtib vordus

1
o 30305,202,4 ... (10)

1

Me votame diagonaali, mis liheb libi alumise vasakpoolse nurgavilja.
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Selle saab tuletada, kui vankrite paigutused klassidesse jaotatakse: s-
ndasse klassi arvatakse paigutused, kus s paari vankreid ei asetse diagonaalil.

Vaatleme ntitid n vankri paigutusi n x n-lauale, kus vankrid asetsevad
simmeetriliselt molema telje suhtes ning ei 166 iiksteist. Just samuti naida-
takse, et selliste paigutuste arv B,, rahuldab tingimusi

By, = 2By,_9 + (2n — 2) Byy—4, Bopt1 = Boy,.

Kaks ratsut

Mitmel viisil saab m X n-lauale paigutada valge ja musta ratsu nii, et nad
el saaks teineteist litia?

Ulesande lahendamise muudab keerukaks asjaolu, et ratsul on malelaual
eri véiljadel erinev arv kaike: kui m > 5 ja m > 5, siis on ratsul nurgas
ainult kaks kaiku, iihtedel aédrevéljadel 3, teistel 4, laua keskosas aga 8 kaiku.
Pohjuseks on ratsu kédikude mitmekesisus: ta voib minna iihe véilja edasi ja
kaks tiles voi kaks véilja tagasi ja iihe alla jne. Kokku on ratsul 8 liiki kaike,
mida saab ette anda, néidates, mitu véilja ratsu kaib horisontaal- ja mitu
vertikaalsuunas. Need kéigud on seega jargmised:

(2,1), (1,2), (=2,1), (=2,-1), (—-1,-2), (1,-2), (2,—1).

Tekkinud raskuse iiletamiseks vaatleme ratsut 8 malendi ihendina, kus
igal malendil on ainult tihte tiitipi kdigud. Uurime, mitmel viisil saab male-
lauale paigutada (2, 1)-ratsu nii, et ta hoiaks mingit vélja tule all. Selge, et ta
voib seista mistahes vertikaalil peale kahe viimase ja suvalisel horisontaalil
peale viimase. Seega voib vertikaali valida n — 2 viisil ja horisontaali m — 1
viisil, kokku saame valge (2,1)-ratsu jaoks (m — 1) - (n — 2) paigutamisviisi.
Stimmeetria tottu on selge, et niisama palju on voimalusi asetada suvaline
valge (£2,41) ratsu nii, et ta saaks liiia musta ratsut. Valgete (£1,+2)-
ratsude jaoks on paigutamisviiside arv aga (m — 2) - (n — 1). Siit jareldub, et
iildse saab valge ja musta ratsu paigutada

A(m —1)(n—2) + (m — 2)(n — 1)] = 2[(2m — 3)(2n — 3) — 1]

viisil, nii et nad teineteist 166vad. Kui asetaksime malelauale sama vérvi rat-
sud, nii et nad saaksid teineteist kaitsta, tuleks poole vahem paigutamisviise
(sest ratsud voib dra vahetada). Kaks erinevat varvi ratsut saab paigutada

m?n? — 9mn + 12m + 12n — 16

viisil, nii et nad teineteist ei 166 (iildse saab kaks ratsut m x n-lauale asetada
mn(mn — 1) viisil).
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Maletilesannete koostajad votavad monikord kasutusele «muinasjutuma-
lendid», mis kaivad teisiti kui harilikud. Defineerime meiegi uue malendi,
mille nimetame (p, ¢)-ratsuks, p > 0, ¢ > 0. Seega malend liigub igal kaigul
p valja vorra horisontaalsihis ja ¢ valja vorra vertikaalsihis. Harilik ratsu on
néiteks (1, 2)-ratsu ja (2, 1)-ratsu tthend. Arutleme niitd tépselt samuti nagu
varem, eeldades, et 0 < p < n, 0 < p < m. Selgub: m x n-lauale saab kaks
eri varvi (p, ¢)-ratsut paigutada 4(n — p) - (m — ¢) viisil nii, et nad teineteist
lo6vad. Kui aga p voi ¢ vordub nulliga, saame poole vihem asetamisviise.
Voimaluste arv vaheneb kahekordselt ka siis, kui ratsud on iihte varvi.

Mistahes malendit voib tolgitseda mitme (p, ¢)-ratsu tthendina, kus voivad
esineda erinevad p ja ¢ vaartused. Néiteks kuningas on (0, 1)-, (1,0)- ja (1, 1)-
ratsu ithend. Seetottu saab kaks eri varvi kuningat m x n-lauale asetada

2ln(m —1)+ (n—1)m+2(n—1)(m — 1)] = 8nn — 6m — 6n + 4

viisil, nii et nad saaksid teineteist liiiia. Jarelikult on m?n?—9mn+6m-+6n—4
voimalust paigutada nad nii, et nad teineteist ei 160ks.

Oda on (1,1)-, (2,2)-, ..., (p,p)-ratsu tihend, kus p on vihim arvudest
m — 1, n — 1. Oletame konktreetsuse mottes, et m < n. Siis p =m — 1 ja
kaks eri varvi oda saab

An—D(m-1)+n—-2)(m—=2)+...+(n—m+1)-1]

viisil asetada nii, et nad saaksid teineteist liiiia. Avame sulud ja kasutame
valemeid naturaalarvude 1 kuni m—1 summa ja nende ruutude summa jaoks.
Voimaluste arvu saab kirjutada kujul

2m(m —1)(3n —m — 1)
3 Y

m > n korral tuleb m ja n osad vahetada. Erijuhul m = n saame

2m(m —1)(2m — 1)
3

asetamisviisi.

Vankrite jaoks on paigutamisviiside arvu lihtsam maéaarata teisiti. Valge
vankri voib asetada iikskoik millisele mn valjast. Ta hoiab tule all m 4+n — 2
vélja, millest suvalisele voib paigutada musta vankri. Seetottu saame kokku
mn(m + n — 2) paigutamisviisi, mille puhul vankrid saavad teineteist liiiia.
Et lippu voib vaadelda vankri ja oda iithendina, siis on m < n puhul

gm(m— @Bn—m—1)+mn(m+n—2)
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voimalust paigutada kaks lippu m x n-lauale nii, et nad teineteist 166ksid.
Kui m = n, omandab see avaldis kuju

?)m(m —)(5m—1).

Jatame lugeja arvutada, mitmel viisil voib need malendid paigutada nii, et
nad teineteist ei 100ks.
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VI. REKURRENTSED SEOSED

Me oleme paljude kombinatoorikaiilesannete lahendamisel kasutanud
meetodit, mis taandab antud iilesande viiksema esemete arvuga iilesandeks.
Sel moel tuletasime néiteks valemi kordumistega variatsioonide jaoks (1k.??),
samal viisil lahendasime peaaegu koik jaotamisiilesanded 77 peatiikist. Vaik-
sema esemete arvuga analoogilisele iilesandele taandamise meetodit nimeta-
takse rekurrentsete seoste meetodiks (lad. k. recurrere — tagasi poérduma).
Rekurrentset seost kasutades saab iilesande n eseme kohta taandada tilesan-
dele n—1 esemest, siis iilesandele n —2 esemest jne. Esemete arvu jark-jargult
vahendades jouame tlesandeni, mida on juba kerge lahendada. Paljudel juh-
tudel onnestub rekurrentsest seosest saada valem, mis kombinatoorikaiiles-
ande otseselt lahendab.

Néiteks 77 peatiikis (vt. k. ?7?) tuletasime n elemendi permutatsioonide
arvu valemi P, = n!l, kasutades valemit kordumisteta variatsioonide arvu
jaoks. Kuid sellesama valemi voib tuletada ka teisiti, leides algul arvude P,
jaoks rekurrentse seose.

Olgu meil n eset ay,...,a,_1,a,. Nende mistahes permutatsiooni voib
saada sel teel, et votta mingi esemete aq,...,a,_1 permutatsioon ja lisada
sellele element a,,. On selge, et element a, voib asuda erinevatele kohtadele.
Me voime ta asetada paris algusse, permutatsiooni esimese ja teise elemendi
vahele, teise ja kolmanda vahele, voime ta asetada aga ka péris 1oppu. Ele-
ment a,, voib asuda n erinevale kohale ja seeparast saame esemete aq, ..., a,_1
igast permutatsioonist n elementide a4, . .., a,_1, a, permutatsiooni. Kuid see
tahendab, et n eseme permutatsioone on n korda rohkem kui n — 1 elemendi
permutatsioone. Sellega on tuletatud rekurrentne seos

Pn = nPn,l.
Seda seost kasutades leiame jark-jargult, et
P,=nP, 1 =nn—1)P, o =n(n—1)...2P,.

Kuid P, = 1, sest iihest elemendist saab teha ainult tthe permutatsiooni.
Seeparast

P,=nn—-1)...2-1=nl
Oleme uuesti saanud valemi P, = n!.

57
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Meil esines saanud palju rekurrentseid seoseid, kui lahendasime jaotus-
tilesandeid, iilesandeid malenditest malelaual jne. Niitid vaatleme veel mo-
ningaid selliseid iilesandeid ja peatiiki 16pus peatume rekurrentsete seoste
iildisel teoorial.

Fibonacci arvud

Itaalia matemaatikult Fibonaccilt ilmus 1202. aastal teos «Liber Abaciy,
kus ta paljude teiste iilesannete seas esitas jargmise.

Kiitilikupaar stinnitab kord kuus kaks poega (emase ja isase), kusjuures
vastsindinud kidlikud toovad kahe kuu parast juba jarglasi. Kui palju on k-
likuid aasta parast, kui aasta algul oli tiks paar kitlikuid?

Ulesande tingimusest jareldub, et kuu aja pérast on kaks paari kiiiilikuid.
Kahe kuu parast annab jarglasi ainult esimene kiitilikupaar ja saame 3 paari.
Veel kuu aja parast annab aga jarglasi nii lahtepaar kui ka kaks kuud tagasi
stindinud paar. Seepéarast on siis kokku 5 paari kiitilikuid.

Tahistame F'(n) kaudu kiitilikupaaride arvu n kuu moddumisel aasta al-
gusest. Me ndgime, et n + 1 kuu péarast on olemas need F(n) paari ja veel
vastsiindinud paare niisama palju, kui oli kittlikupaare (n — 1)-se kuu 1opul,
s.0. veel F'(n — 1) paari. Teiste sonadega, kehtib rekurrentne seos

Fn+1)=F(n)+ F(n—1). (1)
Et tingimuste jargi F'(0) = 1, F'(1) = 2, siis leiame jarkjargult

F(2) =3,F(3) = 5,F(4) = 8 jne.
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Erijuhul F(12) = 377.

Arve F(n) nimetatakse Fibonacci arvudeks. Neil on terve rida téhelepa-
nuvadrseid omadusi. Me tuletame niitid nende arvude avaldised binoomkor-
dajate C* kaudu. Selleks leiame seose Fibonacci arvude ja jirgmise kombi-
natoorikaiilesande vahel.

Leida nullidest ja tihtedest koosnevate n-litkmeliste jadade arv, milles kaks
tihte pole kusagil korvuti.

Selle seose leidmiseks votame suvalise niisuguse jada ja seame talle vasta-
vusse kiitilikupaari jargmise reegli pohjal: votame paari nii, et tema enda ja
tema «esivanemate» siinnikuud vastaksid kohtadele, kus jadas on nullid (on
kerge niha, et selline paar leidub). Naiteks jada 010010100010 méérab jérg-
mise «sugupuuy: paar ise sindis 11-nda kuu lopul, tema vanemad 7-nda kuu
16pul, «vanaisa» 5-nda kuu lopul ja «vanavanaisa» teise kuu lopul. Kiiiilikute
lahtepaar sifreeritakse seejuures jada 000000000000 abil.

Arusaadavalt ei voi itheski jadas olla kaks tihte jérjest: vastsiindinud paar
ei saa tingimuse kohaselt kuu aja pérast jarglasi anda. Peale selle vastavad
toodud reegli korral erinevatele jadadele erinevad paarid ja vastupidi, kahel
erineval kiitilikupaaril on alati erinev «sugupuuy, sest tlesande tingimuse
pohjal toob emakiiiilik ainult {ihe paari jarglasi.

Leitud seos néitab, et noutud omadusega n-litkmelisi jadasid on F'(n).

Toestame ntiiid, et

Fln)=Cl iy +Ch+Cr i +...+Ch_ ., (2)

n+1 . o n . . :
5 kui n on paaritu, ja p = 5 kui n on paarisarv. Teiste

sonadega on p arvu

kus p =

taisosa (edaspidi tédhistame arvu « téisosa F(«)
n+1

2 ))’

Toepoolest, F'(n) on koigi nullidest ja iihtedest koosnevate n-jadade arv,
milles kaks iihte ei asetse kunagi korvuti. Samasuguste jadade arv, milles on
parajasti k iihte ja n — &k nulli, on vordne C%_, ., (vt. Ik.??). Et seejuures

peab kehtima vorratus £ < n — k 4+ 1, siis £ muutub nullist kuni arvuni
n+1
E

kaudu; seega p = F <

. Summa reeglit rakendades jouame seoseni .
Vorduse voib toestada ka teisiti. Téhistame

G(n) = 02+1 + 0711 + 02—1 +..+ Cg—p+17
n+1

kus p=F ( > Vordusest C* = C* | + C*~! on kerge jéreldada, et

G(n) = G(n —1) + G(n — 2). (3)
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Peale selle on ilmselt G(1) =2 = F(1) ja G(2) = 3 = F(2).
Et molemad jadad F'(n) ja G(n) rahuldavad rekurrentset seost

X(n)=Xn—-1)+X(n-2),

GB3)=GR2)+G(1)=F(2)+ F(1) = F(3)
ja tuldiselt

G(n) = F(n).

Teine toestusmeetod

Eelmises punktis leidsime vahetult seose Fibonacci itilesande ja n-
liikkmeliste jadade kohta kéiva kombinatoorikatilesande vahel. Selle seose oleks
voinud kindlaks teha ka teisiti, toestades otseselt, et kombinatoorikaiilesande
lahendite arv T'(n) rahuldab sedasama rekurrentset seost

Tn+1)=Tn)+T(n—-1) (4)

mis Fibonacci arvudki.

Tdepoolest, votame suvalise (n + 1)-liikkmelise jada nullidest ja tihtedest,
kus pole korvuti kahte iihte. See voib 16ppeda kas nulliga voi tihega. Kui ta
lopeb nulliga, siis jatame selle nulli dra ja saame meie tingimust rahuldava
n-litkkmelise jada. Vastupidi, kui votame mistahes n-liikmelise jada nullidest
ja tihtedest, kus ei esine kahte iihte jarjest, ja lisame sellele nulli, saame
samasuguse omadusega (n + 1)-liikmelise jada. Sellega oleme toestanud, et
nulliga 16ppevate «heade» jadade arv on T'(n).

Loppegu niiiid jada tihega. Et kahte tihte jarjest olla ei voi, siis seisab
selle iihe ees null. Teiste sonadega, jada 16peb numbritega 01. Parast 0 ja
1 arajatmist tekkiv jada voib olla suvaline, kui vaid temas pole kahte tihte
jarjest. Seetottu on tihega loppevate «headex jadade arv T'(n — 1). Kuid iga
jada 1opeb kas nulliga voi ithega. Summa reegli pohjal saame, et T'(n + 1) =
T(n)+T(n—1).

Seega saime sama rekurrentse seose. Siit ei jareldu veel, et arvud T'(n)
ja F'(n) uhtivad. Naiteks faktoriaalide ja subfaktoriaalide puhul (vt. lk. ?7)
kehtis tiks ja sama rekurrentne seos:

X(n+1)=n[X(n)+ X(n—1)]. (5)

Kuid faktoriaalide jada esimesed liikmed on 0! = 1, 1! = 1, subfaktoriaalide
korral aga D(0) = 1, D(1) = 0. Seetottu osutusid erinevateks ka nende jadade
kolmandad ja neljandad ja tildse koik iilejadnud liikmed.
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Et toestada arvude T'(n) ja F(n) kokkulangevust, tuleb veel néidata,
et T(1) = F(1) ja T(2) = F(2), siis saame juba rekurrentse seose pohjal
T(3) = F(3), T(4) = F(4) jne. Leidub kaks 1-liikmelist jada, mis rahuldavad
esitatud tingimust (0, 1) ning kolm 2-liikmelist jada (00, 01 ja 10). Seeparast
T(1) =2=F(1) jaT(2) = 3 = F(2). Sellega on vaide toestatud.



Jirkjirgulise jaotamise protsess

Kombinatoorikaiilesannete lahendamiseks kasutatakse sa-
geli eelmises punktis rakendatud meetodit. Antud iiles-
ande jaoks leitakse rekurrentne seos ja nididatakse, et see
langeb kokku teise iilesande rekurrentse seosega,  mille
lahend on meile juba teada. Kui seejuures langeb kokku
ka kiillaldane arv jadade esimesi liitkmeid (hiljem pea-
tume ldhemalt sellel, mitu liiget peab iihtima), siis on
molemal iilesandel iihesugused -lahendid.

Kasutame kirjeldatud votet jargmise iilesande lahen-
damiseks. Olgu antud mingi hulk n esemest, mis aset-
sevad kindlas jirjekorras. Jaotame selle hulga kaheks
mittetithjaks osaks nii, et {iks osa paikneks teisest vasa-
kul (s.o. iiks osa sisaldab elemendid esimesest kuni m-
ndani, teine aga m--l-sest kuni n-ndani). Péarast seda
jaotame kummagi osa samasugusel viisil kaheks mitte-
tithjaks osaks (kui iiks osa koosneb iihestainsast esemest,
siis teda edasi ei jaotata). Seda protsessi jdtkatakse seni,
kuni saadakse osad, mis koosnevad koik iihest elemen-
dist. Mitu sellist jaotamisprotsessi on olemas (kahte
protsessi loetakse erinevateks, kui nad annavad kas voi
ithel sammul erineva tulemuse)?

Tédhistame n41 elemendist koosneva hulga jaotamis-
viiside arvu B, abil. Esimesel sammul saab seda hulka
jaotada n viisil (esimene osa voib sisaldada iihe ele-
mendi, kaks elementi, ..., n elementi). Vastavalt sellele
jaguneb koigi jaotamisprotsesside hulk n klassiks: s-
ndasse klassi kuuluvad protsessid, mille esimene osa
koosneb s esemest.

Leiame protsesside arvu s-ndas klassis. Siin sisaldub
esimeses osas s eset. Seetottu saab seda edasi jaotada
Bs—1 erineva protsessi abil. Teine osa sisaldab aga
n—s-1 eset ja seda saab edasi jaotada B,_s protsessi
abil. Korrutise reegli jargi saame, et klass s koosneb
B._1B,_s erinevast protsessist, summa reegli jargi jirel-
dub siit aga, et

Bn:Banm1+BiB7a+2+ Cas +B'n—1BO- (6)

Saime rekurrentse seose B, jaoks. See seos esines meil
juba, kui lahendasime {ilesannet kinokassa jarjekorra
kohta (vt. 1k. 81). Seal nditasime, et seost (6) rahul-
davad arvud |
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1 n
Tn—— ﬂ—l—l g:zn-

Et toestada vordust
1

jdab niidata, et jadade To, Ty, ..., Tn, ... ja Bo, By, ...,
B,, ... esimesed litkmed T, ja By iihtivad.

Kehtib vordus To=Cp=1. Teiselt poolt By=1, sest
ihest elemendist koosneva hulga saab jaotada iihelainsal
viisil. Niisiis, Bo=To. Kuid rekurrentse valemi jirgi

saame BizBéa::l. Et T, rahuldab sama rekurrentset
valemit, siis T1=T02=1. Fdasi teeme kindlaks, et

Bg:BoBi_—l—BiBo———Q ja T2= T0T1+T1T0:2

jne. Niisiis iihtivad kummagi jada koik vastavad liikmed.
Seega oleme joudnud allpool sonastatud tulemusele.

Kui n+1 elemendist koosneva hulga elemendid paik-
nevad mingis jdrjekorras, siis on selle hulga jarkjirgu-
liste jaotamisprotsesside arv

T-n 1 C?;n

+1

Arvude korrutamine ja jagamine

Olgu antud n arvu a4, as, ... an, mis paiknevad kindlas
jarjekorras. Korrutamise assotsiatiivsuse seaduse tottu
voib nende arvude korrutise arvutada mitmel viisil (saili-
tades tegurite jarjestuse). Naiteks kolme arvu saab korru-
tada kahel viisil: (ab)c=a(bc), nelja arvu viiel viisil jne.
Tuleb leida n antud jdrjestuses oleva arvu korrutamis-
viiside aruv.

On selge, et iga korrutamisviis taandub antud n
arvu ithest arvust koosnevateks osadeks jaotamise prot-
sessile.

Niiteks nelja arvu korrutamme valemi (ab) (cd) jargi
taandub jaotamisprotsessiks a|b|c|d samade arvude
korrutamine valemi ((ab)c)d jargi jaotusprotsessiks

afb|cld. Seepirast on erinevaid korrutamisviise niisama
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palju kui n elemendist koosneva hulga erinevaid jaotamis-

| .
protsesse, s.o. Tﬂ,_iz—ﬁ- Copn_s.

Kuid korrutamisel on peale assotsiatiivsuse omaduse
ka kommutatiivsuse omadus. Selle arvestamisel suureneb
korrutamisviiside arv n! korda; n arvu véib ju omavahel
imber paigutada n! viisil, fimberpaigutatud arve seejérel
aga iihel vGi teisel kombel jaotada. Siit jareldub, et antud
n arvu korrutamisviise on iildse (n— 1)!Cn-1 |

2Zn—2

Selle tulemuseni voib jouda ka vahetult, jaotusprot-
sesside arvu valemit kasutamata. Vastav tuletuskaik
annab uue meetodi nii jaotusprotsesside arvu kui ka
kassajarjekorra-iilesande valemi saamiseks (tingimusel,
et rublalisi on jdrjekorras niisama palju kui viiekiimne-
kopikalisi).

Vahetu tuletuskdik on jargmine. Oletame, et oleme
juba leidnud # arvu korrutamisviiside arvu @ (n). Lisame
veel iithe teguri an4+4 ja selgitame, mitmel viisil saab selle
teguri lisada iihele arvude ay, ..., a, korrutisest,

Arvu ap4 saab korrutada kogu korrutisega kas esi-
mese voi teise tegurina. See annab kaks lisamisviisi. Kuid
teguri an44 voib lisada ka monel vahepealsel etapil. n arvu
korrutamine taandub ju (n—1)-le jarjestikusele korruta-
misele, kus igaiihes korrutatakse kaks arvu. Igale sellisele
korrutlsele voib arvu anyy ]uurde votta 4 viisil: korrutades
ta esimese teguriga kas esimese vOi teise tegurina voi
korrutades ta teise teguriga esimese voi teise tegurina.
Et {ildse on n—1 korrutist, millele saab lisada an41, siis
saame kokku 4n —4 lisamisviisi. Vottes juurde kaks ees-
pool nimetatud lisamisviisi, saame, et arvude ai, ..., @n
igale korrutamisviisile (ne1d on ED(n)) saab tegun Qo+
lisada 4n— 2 viisil. Siit jareldub, et

D (nd-1) = (4n — 2)dD (n).
Kuid @ (1)=1. Seepidrast ®(n)=2-6... (4n—6) =27"1.

. {(2n—3).
Vastus iihtib varem saaduga, sest
e @n—2)!
D(n)=2"1.1.3...(2n —3) = DT

91— ‘—J

= (n— 1)1 Cn-t
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Vaatleme niiitd jagamist. Paneme kirja avaldise
Qa4

as

— .’ (8)

Qn
Sel ileskirjutusel pole motet, kui pole ndidatud jarjekord,
milles jagamised tuleb sooritada. Selgitame, mitmel viisil
saab sellele avaldisele tdhenduse omistada. Selleks peame
silmas, et iga jagamiste jirjekorra nditamise viisi voib
vaadelda ka n elemendist koosneva hulga {iheelemendilis-
teks osadeks jaotamise protsessina, mida on kirjeldatud
eespool. - Kuid me ndgime, et selliseid protsesse on
1

—_n—1
1) C an—2"

Tidhendab, avaldisele (8) saab motte omistada

| -
— Cn-t, viisil.

Ulesanded hulknurkadest

Moningate kvantkeemia probleemide késitlemisel tekib
jargmine iilesanne,.

Ringi sisse on joonestatud korrapdrane 2n-nurk. Mit-
mel viisil saab tema tipud paariviisi ithendada n loiguga
nii, et tekkivatel loikudel poleks iihiseid punkte?

Joon. 33
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n=4, 5=
Joon. 34

n=1 puhul on olemas iiks sellise {thendamise viis.}
n=2 puhul saame kaks {ihendamisviisi, mis on kujutatud
joonisel 33. Et leida iihendamisviiside arvu F(n) suvalise
n korral, tuletame F(n) jaoks rekurrentse seose. Valime
hulknurga ithe tipu A, Noutava {ihendamisviisi puhul
peab A olema iihendatud parajasti {ihe tipuga B (suu-
rema arvu tippudega ta iihendatud olla ei voi, sest muidu
leiduks vastavatel 16ikudel iihispunkt A, samuti ei saa A
jddda iithendamata, sest siis tuleks 16ike vdhem kui #n).
Edasi peab A ja B vahele jddma paarisarv tippe (vt. joon.
34). Toepoolest, vastasel juhul jdidks 1o6igust AB vasakule
(ja ka paremale) paaritu arv tippe, mida saab iihendada
ainult omavahel (muidu omaks moni 16ik {ihiseid punkte
[oiguga AB). Kuid paaritut arvu tippe ei saa ithendada
nii, et igast punktist 1dhtuks parajasti iiks 16ik. Vastavalt
oeldule jagunevad koik tippude ithendamisviisid klassi-
desse soltuvalt sellest, mitu tippu jadab punktist A tomma-
tud Ioigust vasakule.

Kui vasakule jdab 2s tippu, siis jaab neid paremale-
2(n—s—1). Seega jaguneb 2n-nurk 2s-nurgaks ja
2(n—s—1)-nurgaks. Kuid 2s-nurgas saab F(s) viisil
tommata I6igud nii, et neil poleks iihiseid punkte.
2(n—s§—1)-nurgas saab seda teha F(n-—s—1) viisil.

I Diameetrit loeme siin «korrapéiraseks kaksnurgakss.
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Korrutise reegli jirgi saame, et s-ndasse klassi kuulub
F(s)F(n—s—1) ithendamisviisi.
Seega on kdikide iihendamisviiside iildarv
FO)F(n—1)4+F(D)F(n—2)+...+F(n—1)F(0).
Oleme saanud rekurrentse seose
F(n)=FO)F(n—1)--F()F(n—2)4+ ...+
+F(n—1)F(0).
See on sama seos, mida rahuldavad arvud T,=—

1 ‘ .. :
_n+lcm. Et F(0)=Ty=1, siis saame iga n puhul
F(n)=T,. Niisiis saab T”:—E:l{jcg” viisil iihendada
2n-nurga tipud n 1diguga nii, et 16ikudel pole iihiseid
punkte.

Samasugune vastus on jargmisel iilesandel.

Mitmel wviisil saab kumera (n-42)-nurga jaotada
kolmnurkadeks diagonaalide abil, mis ei 16iku hulknurga
sees? -

Tdhistame jaotamisviiside arvu ®(n) abil. Valime
hulknurga 1tihe kiilje ja klassifitseerime koik jaotamis-
viisid selle jdrgi, missugune hulknurga tipp on sellise
jaotusse kuuluva kolmnurga tipuks, mille aluseks on vali-
tud kiilg (joon. 35). Kui see kolmnurk eemaldada, siis
jaguneb hulknurk (s+2)-nurgaks ja (n—s41)-nurgaks.

n=45 Joon. 35
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Jaotades need hulknurgad kolmnurkadeks ja kombineerides erinevaid jao-
tusi iiksteisega, saame koik ldhtehulknurga jaotused, mis sisaldavad eemal-
datud kolmnurka. Siis aga saame korrutise ja summa reeglit kasutades re-
kurrentse seose.

B(n) = B(0)(n — 1) + B(1)D(n — 2) + ... + B(n — 1)d(0),

®(0) = 1. Jatame lugeja hooleks selle seose abil veenduda, et ®(n) = T, =

2n
n+1 "

Kojaiilem raskustes

On kombinatoorikaiilesandeid, kus tuleb koostada mitte tiksainus rekur-
rentne seos, vaid mitut jada tihendav seoste siisteem. Need seosed avaldavad
jadade (n + 1)-sed liikmed koigi jadade eelmiste liikmete kaudu.

Kord avastas kuningas Arthuri kojatilem, et lounale immarguse laua ta-
ha on kutsutud 6 paari vaenujalal seisvaid riditleid. Mitmel viisil saab neid
istuma panna nii, et vaenlased korvuti ei istuks?

Kui leiame mingi riititlite paigutamise viisi, siis saame sellest riititleid
ringi mooda iimber tostes veel 11 paigutamisviisi. Me ei loe praegu erine-
vateks selliseid paigutamisviise, mis saadakse tiksteisest niisuguse tstklilise
iimberistumise teel.

Votame kasutusele jargmised tahistused. Olgu riititlite arv 2n. Leidugu
nende jaoks tépselt A, paigutamisviisi, kus vaenlased korvuti ei istu, B,
paigutusviisi arv, kus istub korvuti parajasti iiks paar vaenlasi, ja C,, paigu-
tusviisi, kus on tépselt kaks paari vaenulikke naabreid.

Tuletame algul valemi, mis avaldab A, arvude A,, B, ja C, kaudu.
Olgu n+1 paari ritiitleid paigutatud nii, et kuskil pole kahte vaenlast korvuti.
Loeme, et koik vaenulike rittitlite paarid on nummerdatud. Palume (n+ 1)-se
paari ruttlitel laua tagant ptisti tousta. Siis voib esineda kolm juhtu: laua
taha jadnute seas pole iihtki paari vaenujalal naabreid, on iiks voi kaks sellist
paari (lahkunud ritiitlid voisid need paarid lahutada)[T]

Selgitame niitid, mitmel viisil v6ib lahkunud rittlid uuesti lauda istuma
panna, et parast poleks enam iihtki paari vaenulikke naabreid.

Koige lihtsam on seda teha, kui lauas istub kaks paari vaenujalal naab-
reid. Sel juhul istub iiks tulijatest esimese, teine teise riiiitlite paari vahele.
Seda saab teha kahel viisil. Kuid kuna 2n ritlit saab paigutada C), vii-
sil nii, et kaks paari naabreid osutuksid vaenlasteks, siis saame kokku 2C),
paigutamisviisi.

!Siin ja edaspidi loeme, et n > 1. n = 1 puhul jirgnevad arutlused ei kehti.
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Istugu niiiid korvuti ainult itks paar vaenlasi. Uks tulijatest peab istuma
nende vahele. Siis on lauas 2n + 1 riiiitlit, kelle vahel on 2n + 1 kohta. Neist
kahele kohale (&sja istet votnud kiilalise korvale) on teisel riiitlil istumine
keelatud ja talle jaab 2n — 1 kohta. Et esimesena voib siseneda iikskoik kumb
kahest lahkunud rititlist, siis saame 2(2n — 1) paigutamisviisi. Kuid on B,
juhtu, kus 2n riitlit istuvad nii, et korvuti on parajasti iiks paar vaenlasi.
Seetottu saame kiilalised noutud viisil paigutada 2(2n — 1) B,, moodi.

Oletame lopuks, et vaenlased ei istu kuskil korvuti. Sel juhul istub esimene
ritiitel mistahes kahe kiilalise vahele. Ta saab seda teha 2n viisil. Seejérel jaab
tema vaenlasele 2n — 1 kohta: ta voib asuda suvalisele kohale peale kahe koha
asja istet votnud riiiitli korval. Seega, kui 2n riittlit juba istusid noutaval
viisil, siis saab tagasitulnud kiilalised istuma panna 2n(2n — 1) moodi. Kokku
saame sel juhul aga 2n(2n — 1)A,, paigutamisviisi.

Nagu juba mérkisime, on vaadeldud juhtudega koik voimalused ammen-
datud. Seepérast kehtib rekurrentne seos

Apir =2n(2n — 1)A, +2(2n — 1)B, + 2C,. (6)

Sellest seosest ei piisa A,, leidmiseks koigi n vadrtuste korral. Vaja on veel
teada, kuidas avalduvad B, ja C,y arvude A,,, B, C, kaudu.

Oletame, et 2n + 2 (n > 1) riitli seas on parajasti tiks paar vaenulikke
naabreid. Me teame, et see voib aset leida B, juhul. Tili viltimiseks pa-
lume vihamehi lauast lahkuda. Siis jaab jarele 2n rittlit ja on tiks voimalus
kahest: nende seas kas pole vaenlastest naabreid v6i on neid tiksainus paar
(riitlid istusid teine teisel pool lahkunud paari ja sattusid ntitid korvuti).
Teisel juhul saab lahkujad tagasi panna ainult vanadele kohtadele, muidu
satub teine paar vaenlasi korvuti. Kuid kuna 2n riiiitlit saab B,, viisil paigu-
tada nii, et oleks ainult iiks paar vaenujalal naabreid, siis saame 2B,, varianti
(rititlid voivad tagasi tulles kohad vahetada). Esimesel juhul voime lahkujad
paigutada mistahes kahe riiiitli vahele, s.0. 2n viisil, et nad aga voivad veel
omavahel kohad vahetada, siis saame 4n paigutamisviisi. Kombineerides neid
n paari ruttlite koigi paigutamisvoimalustega, kus vaenlased ei istu korvuti,
saame 4nA, paigutamisviisi. Lopuks vois lahkunud ning tagasitulnud riitit-
lipaari number olla tikskoik milline tithest kuni (n 4 1)-ni. Siit jareldub, et
rekurrentne seos B, ;1 jaoks omab kuju

B,+1=4n(n+ 1)An +2(n + 1)Bn. (7)

Kasitleme viimaks juhtu, kus 2n + 2 rittli seas oli kaks paari vaenulikke
n(n+1)

naabreid. Nende paaride numbrid saab valida C2,, = viisil. Asen-

dame kummagi paari iihe uue riiiitliga ja loeme kaks uut riititlit vaenlasteks.
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Siis istub laua taga 2n rudtlit ning nende seas pole iihtki paari vaenujalal
naabreid (kui uued riiitlid ei istu korvuti) voi neid on ainult iiks paar.
Esimene variant voib esineda A, juhul. Esialgse seltskonna voime tagasi
saada 4 viisil just seetottu, et igas paaris voib riiiitlite jarjekorda muuta.
Seetdttu annab esimene variant 4C2.; A, = 2n(n + 1)A,, voimalust.
Teine variant voib aset leida B, juhul.|I| Siin on esialgse seltskonna taot-
lemiseks samuti 4 voimalust ja me saame kokku 2(n + 1) B,, paigutamisviisi.

Siit jareldub, et n > 1 puhul
Crv1 =2n(n+1)A, +2(n+ 1)B,. (8)

Oleme saanud rekurrentsete seoste siisteemi

Api1 =2(2n —1)(nA, + B,) + 2C,; 9)
Bui1 =2(n+1)(2nA, + B,); (10)
Chi1=2(n+1)(nA, + B,), (11)

mis kehtivad n > 2 puhul. Kuid lihtne arvutus naitab, et Ay = 2, By = 0,
Cy = 4. Seetottu jareldub seostest . .. , et A3 = 32, B3 = 48, (3 = 24.
Jéatkates leiame, et kiilalised saab noutaval viisil laua taha paigutada Ag =
12771480 viisil.

Kasitletud iilesanne sarnaneb jérgmisega, mida nimetatakse sageli
«kiilaliste-iilesandeks».

Mitmel viisil saab immarguse laua taha paigutada n abielupaari nii, et
mehed ja naised istuksid vaheldumaist ja abikaasad ei istuks kusagil teineteise
korval?

See iilesanne lahendatakse umbes samuti nagu kojaiilema-iilesanne. Algul
pannakse istuma naised. Kui kohad nummerdada, siis on koik naised paaris-
voi koik paarituarvulistel kohtadel. Kuid paarisarvulisi kohti on n ja naised
saavad neil istuda n! viisil. Niisama palju voimalusi on neil paarituarvuliste
kohtade taitmiseks. Seega saab naised istuma panna 2(n!) viisil. Siis aga vaa-
deldakse juhte, kus iikski mees ei istu oma naise korval voi istub korvuti iiks
voi kaks abielupaari. Jitame vastava rekurrentse seoste stisteemi koostamise
lugejale.

Onnepiletid

Moned inimesed peavad trollibussipiletite kuuekohalisi numbreid «onne-
likeks», kui neil paarisarvulistel kohtadel seisvate numbrite summa vordub

Leidub B,, juhtu, kus méni vaenlaste paar istub korvuti. Kui #ra niidata, milline
paar nimelt peab korvuti istuma, saame n korda vdhem juhte.
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paaritutel kohtadel seisvate numbrite summaga. Naiteks piletit 631 752 loe-
takse «onnelikuksy», sest 6 +1+5 =347+ 2 = 12. Tuleb leida «onnelike»
numbrite arv piletist 000000 kuni piletini 999 999.

Leiame algul, mitmel kolmekohalisel arvul on antud ristsumma N (see-
juures loeme kolmekohaliste hulka ka arvud kujuga 075 ja isegi 000). See
iilesanne on analoogiline lehekiiljel 98 lahendatuga: liidetavate arv on 3, nen-
de summa N ja liidetakse arve nullist iheksani. Tahistame tilesande lahendite
arvu F(3,9; N) abil. Siit kehtib rekurrentne seos

F(3,9;N)=F(2,9N)+F(2,9%N—-1)+F(2,9N —2)+ F(2,9;N — 3) +
CF(2,9 N —4)+ F(2,9: N — 5) + F(2,9;: N — 6) +
+F2,9%5N-7)+F(2,9%N—-8)+F(2,9;N —9).

Tapselt samuti
F(2,9N)=F(1,9N)+ F(1, 9N —-1)+...+ F(1,9;N —9).

On selge, et F(1,9; N) =1, kui 0 < N < 9, vastasel juhul F(1,9; N) = 0.
Neid seoseid kasutades taidame vaevata jargmise tabeli.

kN(]lQ3456789101112131415161718192021
1 /111 1 11 1 1 1 1 0 O OOUOU OO OO OUOUOUG OO
2 1123 4 5 6 7 8 910 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 0 O
3 136 10 15 21 28 36 45 55 63 69 73 75 75 73 69 63 55 45 36 28
k N22 23 24 25 26 27
1 0O 0 0 0 0 o
2 0O 00 0 0 O
3 211510 6 3 1
Tabel 4

Et ntitd leida «onnelike» piletite arvu, tuleb kolmanda rea arvud ruutu
tosta ja tulemused liita. Toepoolest, igal «onnelikul» piletil on iiks ja seesa-
ma paaris- ja paaritutel kohtadel seisvate numbrite summa. Olgu see summa
N. Tabeli kolmandas reas N-ndal kohal seisev arv néditab, mitmel kolme-
kohalisel arvul on ristsumma N. Teisiti deldes néitab ta, mitmel viisil voib
valida paariskohtadel seisvaid numbreid (s.o. teist, neljandat ja kuuendat).
Niisama palju voimalusi on ka paaritutel kohtadel (esimesel, kolmandal ja
viiendal) seisvate numbrite valimiseks. Et need valikud teineteisest ei soltu,
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siis leidub korrutise reegli jirgi [F(NN)]* «onnelikku» numbrit, millel paaris-
kohtadel seisvate numbrite summa on N. Siis on aga «onnelike» numbrite
iildarv summa reegli pohjal

2(12+ 32+ 62 +10%+15% + 212 + 282 4+ 36 + 45> + 55% +63* + 69>+ 73% + 75%).

Selle summa valja arvutanud, saame vastuseks 55252.

Rekurrentsed tabelid

Kombinatoorikas esineb sageli suurusi, mis soltuvad mitmest arvust. Néi-
teks soltub suurus C* nii arvust n kui ka arvust k. Kui vaadeldav suurus
F(n, k) soltub kahest naturaalarvust n ja k, siis saab tema véértused esitada
tabeli kujul, paigutades F(n, k) n-nda rea ja k-nda veeru loikekohta. Niisu-
guste suurustega kohtusime korduvalt juba V peatiikis: aritmeetiline ruut,
tavalised ja iildistatud aritmeetilised kolmnurgad olid just selliste tabelite
kujul.

Seejuures esinesid koigis V peatiikis uuritud néidetes tabeli elementide
vahel soltuvused. Need voimaldasid arvutada tabeli n-nda rea elemente eel-
mise rea elementide monikord ka n-nda rea mone esimese elemendi kaudu.
Seepérast, kui oli antud tabeli esimene rida ja teiste ridade esimesed elemen-
did, siis sai koik tilejadnud read iiksteise jarel véilja arvutada. Sellised tabelid
meenutavad rekurrentseid jadasid ja edaspidi nimetamegi neid rekurrentse-
teks.

Aritmeetilise ruudu korral oli rekurrentsel seosel kuju

F(n,k)=F(n—1k)+ F(n,k—1), (12)

ddretingimused anti aga ette nii: Fi(n,0) = 1, F(0,k) = 0, kui £ > 0 (tu-
letame meelde, et aritmeetilise ruudu puhul ei rdagita mitte esimesest, vaid
nullindast reast voi veerust).

Aritmeetilise viisnurga ja kuusnurga jaoks on rekurrentne seos samuti
kujuga . Need tabelid tekkisid ju siis, kui arvutasime, mitmel viisil voib
vanker jouda mingi valjani, kui ta liigub kahe ristuva kiire ja tithe voi kahe
peadiagonaaliga paralleelse sirge abil piiratud malelaual. Kuid vanker voib
jouda valjale (n, k) kas viljalt (n — 1, k) voi véljalt (n,k — 1). Millised ka
poleks liikumise kitsendused, seos kehtib alati. Kitsendused viivad aga
selleni, et tabeli moned elemendid peavad kindlasti vorduma nulliga. Arit-
meetilisel viisnurgal on sellisteks elementideks need, mis paiknevad korgemal
peadiagonaaliga paralleelsest sirgest, aritmeetilisel kuusnurgal aga elemen-
did véljaspool piirkonda, mille eraldavad kaks peadiagonaaliga paralleelset
sirget.
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Teissuguse kujuga on rekurrentne seos aritmeetilise ja m-aritmeetilise
kolmnurga jaoks. m-aritmeetilise kolmnurga puhul

Fn,k)=Fn—-1k—m+1)+F(n—1,k—m+2)+...+F(n—1,k). (13)
Seejuures F'(0,0) =1 ja F(0,k) =0, kui k£ > 0.

Kojaiilema-probleemi teine lahendus

Veel iihe naitena rekurrentsete tabelite kasutamise kohta toome kojaii-
lema probleemi (vt. lk. 157) teise lahenduse. Nagu lugeja méiletab, oli jutt
sellest, mitmel viisil voib 2n riititlit immarguse laua taha nii istuma panna,
et vaenlased ei istuks kuskil korvuti (2n ritiitli seas oli n paari vaenlasi).

Téahistame F'(m,n) abil nende paigutamisviiside arvu, mille puhul para-
jasti m paari vaenlasi korvuti istub. Tuletame ntitid rekurrentse valemi, mis
avaldab F(m,n+ 1) arvude F(k,n) kaudu, kus k =m—1, m, m+1, m+ 2.

Eeldame, et algul oli lauas n paari riititleid, siis aga tuli ja istus lauda
(n + 1)-ne paar. Arvutame, mitmel juhul satub niitid laua taha m paari
vaenulikke naabreid. Selline olukord voib tekkida jargmiselt.

a) Lauas oli korvuti m — 1 paari vaenlasi. See vois aset leida F'(m — 1,n)
viisil. Et lauas oleks ntitid m paari vaenujalal naabreid, peab uus paar
istuma korvuti, lahutamata tihtki olemasolevat vaenulike naabrite paa-
ri. Kuid 2n riititli vahel on 2n vahekohta ja m —1 vahesse istuda ei tohi.
Juurdetulnud riiitlitele jaab istumiseks 2n —m + 1 kohta. Et igasse va-
hekohta voib istuda kahel viisil (tulnukad voivad kohad vahetada), siis
saame kokku

22n—m+ 1)F(m—1,n) (14)
paigutamisviisi.

b) Lauas oli m paari korvuti istuvaid vaenlasi. Sel juhul voivad uustulnu-
kad valida iihe kahest: kas istuda eraldi, lahutamata tihtki vaenulike
naabrite paari, voi istuda korvuti kahe vaenuliku naabri vahele. On
kerge arvutada, et esimese otsuse voib ellu viia (2n —m)-(2n —m — 1)
viisil ja teise 2m viisil, seega kokku (2n — m)? — 2n + 3m viisil. Et n
paari rittleid voib F(m,n) viisil istuda nii, et korvuti oleks m paari
vaenlasi, siis saame kokku

[(2n — m)? — 2n + 3m]F(m,n) (15)

paigutamisviisi.



c) Vaatleme edasi juhtu, kus 2n riiiitli seas istus
kdrvuti m-F1 paari vaenlasi (see saab toimuda F(m--1, n)
viisil). Sel juhul peab iiks uustulnukatest istuma iihe
vaenulike naabrite paari vahele, teine aga istet votma nii,
et ta ei lahutaks {ihtki sellist paari. Esimene on vaimalik
m--1 ja teine 2n—m — 1 viisil. Kokku saame 2{(m-+1) -
-(2n—m —1) voimalust (tegur 2 tekib seepirast, et
kumbki uustulnukatest voib istuda vaenlaste vahele).
- Jarelikult annab vaadeldav juht {ildse

2(m—+1)(2n—m—1)F(m-+1,n) (16)

. voimalust.

d) Oletame Iopuks, et oli m--2 paari vaenulikke
naabreid. See voib esineda F(m~2,n) juhul. Et jaaks
ainult m paari vaenulikke naabreid, peab kumbki juurde-
tulnud riiiitel {ihe sellise paari lahutama. Esimene riiiitel
voib istet votta m4-2 viisil, seejirel jadb teisele ainult
m-1 kohta. Kokku saame

(m-4-1) (m+2)F(m+4-2, n) (17)
voimalust.

On kerge niha, et oleme ammendanud koik voimalu-
sed, mille puhul 2n+2 riiiitli seas leidub m paari vaenu-
likke naabreid. Seepérast rahuldab F(m,n) jargmist
rekurrentset seost:

Fimn+1)=22n —m+4+1)F(m—1, n)+4+

=+ [(@2n—m)2—2n++3m]F(m,n)+
+2(m+1)(2n—m—1)F(m+1,n)+

+ (m—+4-1) (m+-2) F (m~+2,n). (18)
Vahetu arvutamine néitab, et

F(0,2)=2, F(1,2)=0, F(22)=4

(me ei loe erinevateks paigutamisviise, mis saadakse iiks-
teisest tsiiklilise iimberpaigutuse teel).
Valemit (18) kasutades leiame, et F(0,12) =12771 840,

Rekurrentsete seoste lahendamine

Me iitleme, et rekurrentse seose jark on k&, kui ta vdimaldab
avaldada [(n-k&) arvude f(n), [(n+1), ..., [(n4-k-—1) kaudu,
Naiiteks

f(n+2) =f(n)f(n+1) =3f*(n+1)+1
ont teist jarku,

[ (n-+3) =6[ (n)[ (n+2) +] (n+1)

aga kolmandat jdrku rekurrentne seos.
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Kui on antud k-ndat jdrku rekurrentne seos, siis rahuldab teda
{opmata palju jadasid. Asi on selles, et jada esimesed £ eclementi
voib ette anda taiesti suvaliselt, sest pole ndutud, et nende vahel
kehtiksid mingid seosed. Ent kui esimesed & elementi on antud, siis
on koik iilejdanud elemendid maidratud téiesti iiheselt: element f(k-41)
avaldub rekurrentse seose poéhjal f(l), ..., f(&) kaudu, element
f(k+2) avaldub f(2), ..., f(#+1) kaudu jne. - =

Rekurrentset seost ja esimesi liikmeid kasutades voib jada liik-
med {iksteise jarel vilja kirjutada, kusjuures me saame varem VvOi
hiljem jada mistahes litkme. Ent seejuures tuleb meil vilja kirjutada
ka koik eelnevad liikmed, sest neid teadmata ei saa jargnevaid liik-
meid leida. Kuid paljudel juhtudel tahame leida vaid jada iihe kindla
liikme ning iilejdanud liikmeid pole meile vaja. Siis on mugavam,
kui on teada valem otse jada n-nda litkkme jaoks. Vaatleme rekurrentset
seost vorrandina. Me iitleme, et mingi jada on antud rekurrentse vor«
randi lahend, kui jada asendamisel rekurrentsesse seosesse on seos
samaselt rahuldatud. Néiiteks on jada : '

2,4, 8, ...,2", ...
tiks rekurrentse vorrandi

f(n4-2) =3f(n+1)— 2f (n)
lahenditest. Toepoolest, selle jada ildliikkmel on kuju " f(r)=2".
Tdhendab, f(n+2)=27+2 f(n4+1)=27+1 Kuid iga n puhul kehtib
samasus 27+2==3.2n+1 __2.2n  Seepdrast on astmete 2" (n=
=0, 1 ...) jada nimetatud vorrandi lahendiks. _

k-ndat “jarku rekurrentse vorrandi lahendit nimetatakse ild-
lahendiks, kui ta soltub % suvalisest konstandist C;, ..., Cr ja neid

konstante valides voib saada antud vorrandi mistahes lahendi. Nditeks
vorrandi W

f(n+2) =5f (n-+1)— 6f (1) (19)

itildlahend on
f(n) =C274+Cy3™, (20)

Toepoolest, on kerge kontrollida, et jada (20) muudab seose (19)
samasuseks, seepirast tuleb meil ainult naidata, et meie vorrandi
suvalise lahendi voib esitada kujul (20). Kuid vorrandi (19) mis-
tahes lahend on mdidratud viirtustega f(1) ja [(2). Seetottu tuleb
meil toestada, et mistahes arvude a ja & jaoks leiduvad sellised C,
ja Cp vdartused, et

2C1—I—3C2=a
ja
220, +32Cy,=b. ,
Kuid on kerge niha, et siisteemil
{ 2C+3C,=nq, @1)
4C1—I—962=b

on lahend suvaliste a ja b viirtuste korral. Seepédrast on (20) toe-
poolest vorrandi (19) ildlahend.
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Lineaarsed konstantsete kordajatega rekurrentsed vérrandid

Uldiselt ei leidu universaalseid reegleid rekurrentsete vorrandite
lahendamiseks. Kuid on olemas {isna sageli esinev rekurrentsete
vorrandite klass, kus lahendamine toimub iihtse meetodi jérgi.
Sellesse klassi kuuluvad rekurrentsed vorrandid kujuga

f(nt+k) =a\f (n+-k — 1) Fasf (n+k —2) 4 ... +axf(n), (22)

kus a;, as, ..., ax on antud arvud. Selliseid vorrandeid nimetatakse
lineaarseteks konstantsete kordajatega rekurrentseteks vorranditeks.

Algul vaatleme, kuidas lahendatakse selliseid vorrandeid 2—=2
puhul, s. 0. uurime vorrandeid

F(n+2) =aif (n+41) +aif (n). (23)

Nende lahendamine toetub jargmisele kahele viitele.

1) Kui fi(n) ja fs(n) on rekurrentse vorrandi (23) lahendid,
siis on jada f(n)=Af,(n)+Bf2(n) suvaliste arvude A ja B korral
samuti selle vorrandi [ahend.

Tdepoolest, eelduse jargi kehtib

- fi(n42) =af1(n+1)Fasf 1 (n)
f2(n+42) = afo (n+1) +a5f2 (n).

Korrutame need vdrdused vastaualt arvudega A ja B ja liidame
tulemused. Saame

Af1(n+2) +Bfy (n+2) =a,[Af; (n+ 1)+ Bfo (n+1) |+
“+a{Afi(n)+Bf2(n)].

See aga tdhendabki, et Af,(n)+4-Bfz(n) on vorrandi (23) lahend.
2) Kui arv ry on ruutvorrandi

ri=aq;r+ta,
lahend, siis on jada

ja

2
1: rl:rly---, r2 y moas
rekurrentse vorrandi

[(n42) =aif (n-+1) +aif (n)
lahendiks. .
- . n—1 s n o, n+l1
Toepoolest, kui f(n)=r, , siis f(n+1)=r, ja f(n+4+2)=r, .
Asendades need viadrtused vorrandisse (23), saame
n+l n n—1
ry ==ayry -Hagn
See vordus kehtib, sest eelduse jirgi r,’zalrl—}—ag.
Mirgime, et koos jadaga {rln_l} on ka suvaline jada kujuga

fmy=ri '™ n=1, 9, ..

vorrandi (23) lahend. Toestuseks piisab viitest 1), kui votia selles

A=r1m+l, B=0.

Viidetest 1) ja 2) jdreldub jdrgmine reegel teist jarku lineaar-
se‘;{e konstantsete kordajatega rekurrentsete vérrandite lahendami-
seks.
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Olgu antud rekurrenine vorrand

f(n4+2) =a\f (n+1) +asf (n). (23)
Koostame ruutvorrandi
r*=a,r+ta,, (24)

mida nimetatakse antud vorrandi karakteristlikuks vorrandiks, Kut
sellel vérrandil on kaks erinevat lahendit r, ja ry, siis vorrandi (23)
tldlahendil on kuju

n—l

f(n) =le1n_l+czf2

Selle reegli tGestamiseks margime algul, et viaite 2) jargi on
n—1 -
fi(n)=n, ja fg(n)=r2n ' meie vorrandi lahendid. Siis aga on
viite 1) jdrgi selle lahendiks ka Clrlﬂ-l,—l—Czr;-I. Tuleb ainult nii-
data, et vorrandi (23) mistahes lahendi voib kirjutada sellisel kujul.
Et teist jarku vorrandi suvaline lahend on méédratud véidrtustega
F(1} ja f(2), siis piisab, kui nididata, et vdrrandisiisteemil

{CI+C2=G!
C1f1+02r2=b
leidub lahend mistahes a ja & vidartuse korral. Kontrollige, et lahen-
diks on
b—ar, ary —b

C[: 3 C2"“__ .
r—rs ry—r~rs

Juhtu, kus vorrandi (24) molemad juured ithtivad, vaatleme veidi
hiljem. Praegu toome aga ndite toestatud reegli rakendamise kohta.
Fibonacci arve uurides joudsime rekurrentse vorrandini

f(n)y=f(n—14f(n—2). (25)
Selle karakteristlik vorrand on
ri=r+1.
Ruutvorrandi juured
1475 _1—75

Ty y TFa=

2 2
Seepirast on Fibonacci vorrandi {ildlahendil kuju
14715 \» 1—75 \n
f(n)y=C (___...__,_.) +Cz(—————-—) (26)
2 2
(oleme kasutanud eespool tehtud méarkust ja votnud astendajaks n— 1
asemel n).

Me nimetasime Fibonacci arvudeks vorrandi (25) lahendeid, mis
rahuldavad algtingimusi f(0)==1 ja f(1)=2, s.0. jada 1, 2, 3, 5, 8,
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13, ... Tihti on mugavam lisada selle jada algusse arvud 0 ja 1, s.o.
vaadelda jada 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... On selge, et see jada rahuldab
sama rekurrentset seost (25) ja algtingimusi f(0) =0, j(1) =1. Vottes
valemis (26) n=0 ja n==1, saame C, ja C, jaoks vorrandisiisteemi

]CH—C:;:U,

| 1—]/25’-(01—(32):1.

Siit leiame, et Cy==-—Cy=—— ja seepédrast
15
1 1+¥5 \» 1—75 \»
= (== ) - (=) )
V5 -2 2 .

Esimesel pilgul ndib imelikuna, et selle avaldise viirtused on
iga naturaalarvulise n puhul taisarvud.

Juht, kus karakteristliku vorrandi juured on vodrdsed

Peatume niiiid juhul, kus karakterlstllku vorrand1 molemad juu-
red ithtivad: r;==rs. Sel korral pole avaldis Clr, -{—Czrz ~' enam
itldlahend. Vorduse ri=r, tottu voib selle lahendi kirjutada kujul

f(1) = (Ci+Ca)r, =G

Jadb ainult suvaline konstant C ja seda pole iildiselt voimalik
valida nii, et oleksid rahuldatud algtingimused f(1)=a, [(2)=0.
Seepdrast tuleb meil leida mingi teine lahend, mis erineb jadast

fl(n)=rl"“l. Osutub, et selliseks lahendiks on fy(n) —nr, . Toepoo-
lest, kui ruutvorrandil r?=a;r+a, on kaks {ihtivat juurt, siis saame

Vieta teoreemi pohjal a;=2r, azz—rf. Seepirast saab meie vor-
randi kirjutada jargmiselt: |
r9=2r1r-—-rf.

Siis on aga rekurrentsel vorrandil kuju
F(n+2) =2rif (n 1) — 1} (n). (28)

Kontrollime, kas fg(n)znrlﬂ_l on tdepoolest vorrandi lahend. Saame

fa(n4-2) = (n—l—?)r;ﬂ+1 ja fg(n—}—l)——-(n—{—l)r;ﬂ. Asetades need aval-
dised seosesse (28), saame ilmse samasuse

+1 +1
(2 =21y <]
Seega on nr;n_l meie vorrandi lahend.

Niiid me teame juba antud vorrandi kahte lahendit f,(n):r,“-
~fa fg(n)znrlu”l. Vorrandi iildlahendi voib kirja panna nii:
n—1l

f(n)———-ClrI +Cznr, —-rl (C,+C2n)
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Niiiid saab C, ja C, sobiva valikuga juba igasuguseid algtmg1mu31
rahuldada.

Lineaarseid konstantsete kordajatega rekurrentseid vérrandeid,
mille jdrk on suurem kahest, lahendatakse samasugusel viisil. Olgu
vorrandil kuju

f(n+k) =af(n+k— l)+ . 4arf(n). (29)
Koostame karakteristiku vorrandi
rk=aqurh-l4 L -ar.

Kui selle k-nda astme algebralise vorrandi koik juured I, ..., rx oM
erinevad, siis on vorrandi (29) tildlahend

F(n)y=Ciry  4Cors 4 ... +Crri
Kui aga nditeks ry=ro;= ... =r,, siis vastavad sellele Juurele rekur-

rentse vorrandi (29) lahendid
fi (ny=r7-, fz(n)-_—m";"'[, fa(n) =n?rn—i, ...

, fs(n)=ns=tr2-t,

Uldlahendis vastab sellele juurele liidetav
ril“l[Cl'+an+C3n2+ ... +-Csns—1].

Koostades sellised avaldised koigi juurte jaoks ja liites need, saame
vorrandi (29) iildlahendi.
Lahendame niiteks rekurrentse vorrandi

f(n-+4) =5f (n-+3) — 6f (n-+2)— 4f (n+1)+8f (n).
Karakteristlik vorrand on
rt — 5r34-6r2--4r — 8=0.
Lahendades selle, saame juured
ri=2, re=2 r3=2, ry=—1.
Seega on meie vorrandi iildlahend jargmine:
f(n)=27"1[C\+Con+Csn?]+Cy(—1)»—L
Rekurrentsete vorrandite rakendamine informatsiooniteoorias

Me vaatlesime juba (vi. lk. 97) iilesannet erinevate teadete arvu
kohta, mida saab edasi anda T ajaiihiku jooksul, kui iiksikute: signaa-
lide edasiandmise aeg on teada. Joudsime rekurrentse seoseni

() =IT—t)+HT —t)+ ... +1(T —ix), (30)
kus f(0)=1 ja f(T)=0, kui T<0.

Eeldame, et T, ¢, ..., tn on tdisarvud ja tidhistame seose (30)
karakteristliku vﬁrrandi juured A, ..., Ax abil.

Vorrandi {ildlahend on siis

[(T)=Cihi + ... +Cria .

Olgu karakteristliku vérrandi juured kdik erinevad ja Ay suurim juur.
Siis on suurte T vairtuste korral koik {ilejddnud liidetavad esimcesega
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vorreldes nii vaikesed, et mad voib erilise veata korvale jdtta ja me
saame

F(T) ~Cihs .

See vordus lubab ligikaudselt hinnata nende erinevate teadete arvu,
qnidka ?aab teatud signaalide siisteemi abil edasi anda T ajaithiku
- jooksul.

Kojaiilema-iilesande kolmas lahendus

Molemad kojaiilema-iilesande lahendused, millega eespool
tutvusime, viisid meid rekurrentsete seosteni. Niitid tule-
tame nende seoste kui vorrandite lahendid, s.o. valemi,
mis voimaldab korraga kindlaks teha riiiitlite paiguta-
misviiside arvu. Selleks kasutame juurde- ja mahaarva-
mise valemit. Tdhistame ax kaudu siindmuse, mis tdhen-
dab, et k-s vaenulike riiiitlite paar istub korvuti. Arvu-
tame, millega vordub N(ay...ar), s.o. mitmel juhul istub
korvuti £ paari vaenlasi. Esimese paari saab laua taha
paigutada 4n viisil (iihele saame koha valida 2n viisil,
teise paigutame kellaosuti litkumise suunas jargmisele
kohale ning arvestame, et nad vdivad kohti vahetada).
Ulejddnud riiitlite jaoks jdab 2n—2 kohta, kusjuures
need tulevad tdita nii, et teine, kolmas, ..., k-s vaen-
laste paar satuks korvuti. Loeme koik need 22— 1 paari
uuteks «objektidekss. Neid ~2—1 riitlipaari ja 2n—2k
tilejdanud riiitlit saab omavahel {imber paigutada
(2n — k—1)! viisil. Kui votta iiks selline permutatsioon
ning paigutada paarid ja riiiitlid jarjekorras vabadele
kohtadele, siis osutub, et koigis meie poolt valitud £ —1
paaris istuvad vaenlased korvuti. See tingimus jddb keh-
tima ka siis, kui moned vaenulikud naabrid vahetavad
kohad. Et selliseid iimberistumisi voib teha 2kt wyiisil,
siis saame kokku 4n2t1(2n—%k—1)! paigutamisviisi.
Seega ‘
N(aj...an)=21n(2n —k— 1)1,
Me tahame leida, mitmel juhul pole iikski vaenlaste paar

korvuti, s.o. arvutada N(a’s...a’n). Vottes arvesse, et &
‘paari voib valida C* viisil, saame juurde- ja mahaarva-

mise valemi jargi
Ap=N(a'y...a'n)=(2n)! — C;QZn(Qn—Q) '+
+C228n(2n—3)—. .. F (—1)kCE 2"+1n (2n—k—1) !4
+ .. (—1)n2ntHpnl,



VIII. KOMBINATOORIKA JA READ

Rekurrentsete seoste meetod voimaldab lahendada palju-
sid kombinatoorikaiilesandeid. Kuid mitmel juhul on
rekurrentseid seoseid iisna raske koostada ja veel raskem
lahendada. Sageli onnestub neist raskustest méoda minna
genereerivaid funktsioone kasutades. Et genereeriva
funktsioonj moiste on seotud l6pmatute astmeridadega,
siis tuleb meil algul nendega tutvuda.

Polinoomide jagamine

Lugeja teab muidugi, kuidas ithte poliinoomi (hulkliiget)
teisega jagada. Kui on antud kaks poliinoomi f(x) ja
@ (x), siis leiduvad alati poliinoomid ¢(x) (jagatis) ja
r(x) (jadk), nii et f(x)=9(x)g(x)4r(x), kusjuures r(x)
aste on madalam kuig(x) oma voir(x) =0. Seejuures nime-
tatakse poliinoomi f(x) jagatavaks ja ¢(x) jagajaks. Kui
me aga tahame, et jagamine toimuks jdagita, siis tuleb
lubada jagatistena kasutada mitte ainult poliinoome, vaid
ka astmeridu. Jagatise saamiseks on vaja poliinoomid
korrastada x kasvavate astmete jarjekorras ja jagada
tavalisel viisil, kuid alates madalama astmega liikmetest.
Vaatleme néditeks 1 jagamist poliinoomiga 1-—x. Saame

1 I —x :
Fl4x 14 x-4-x2-4 ...
T x

FxLx?
x2
T X2
x3.
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On selge, et jagamisprotisess ei 10pe kunagi (samuti nagu

murru = muutmisel 1opmatuks kiimnendmurruks). Indukt-

siooni abil on kerge veenduda, et koik jagatise kordajad
vorduvad ithega. Seetottu saame jagatisena lopmatu rea

l4-x4-x24 ... x4 ...
Uldse, kui [(x) ja ¢(x) on kaks poliinoomi:

f(x)=ao+ ... Fanx", @(x)=0bo...+bmxm,

kusjuures polunoorm p(x) vabaliige by, erineb nullist
(bo#0), siis teklb f(x ) jagamisel poliinoomiga ¢{(x)
-Iopmatu rida T

co—}-cix—l— —I—Chxh—}— o o (1)
Naxteks kui  votta samad eespool toodud poliinoomid

f(x)—6x3—-2x2+x+3 ja . (p( ) =x%—x-41, siis saame
uue’ jagamisyiisi abil |

34 x— 224653 o 1 —xfx?
F3£3x F 3% 3+4-4x — x2+x34- 254 ..
| 4x — 5x2--6x3 R .

F4x 4+ 4x2F4x3
| —x24-2x3
—l—x2—+— X34-x*
| X 34-x4
T Oxh— x5

Samasugust p11t1 niaeme k01g11 juhtudel, kus b¢%*0 ja
r(x)50. Vaid juhul, kui f(x) jagub poliinoomiga ¢(x)
]aaglta katkeb rida (1) ja me saame poliinoomi.

-Algebrahsed murrud ja astmeread

Poliinoomi f(x) jagamisel poliinoomiga ¢(x) saime 1op-
matu astmerea. Tekib kiisimus, kuidas on see rida seotud

algebralise murruga ;((?) , S.0. missuguse sisu voib
omistada kirjutisele |

f(x) n

0 (%) =coFC1x+ ... FCpx .. : (2)
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Vaatleme nditeks arendist.
| |
] —x

~l x4 Fan L . (3)

Me ei kirjuta siin vordusmarki, sest me ei tea, missugune
tdhendus on. paremal poolel seisval I6pmata paljude lii-
detavate summal. Et seda vilja selgitada, proovime asen-
dada seose (3) molemasse poolde konkreetseid x vaartusi.

Votame algul ¥=15

parem pool aga muutub lopmatuks arvureaks

140,140,014+ ... 4+0,000....01+ ...

Et me ei oska liita 16pmata palju liidetavaid, katsume
votta algul iihe, siis kaks liidetavat, siis kolm jne. Saame
sellised summad:

I; 1,1 111, .. L1l 1; .

——
n ihte

Siis omandab vasak pool vadrtuse

g—s

On selge, et n kasvades lahenevad need summad vair-

tusele -19—0-—1 11..., mille omandab x-—*—l—la puhul seose

(3) vasak pool.
Samasuguse tulemuse saame, kui paneme vorduse

(3) molemasse poolde x asemele arvu —!2— Seose vasak

pool omandab védartuse 2, parem pool aga muutub 1op-
matuks arvureaks

pob gt gt

Vottes iiksteise jéarel iithe, kaks, kolm, neli, ... liidetavat,
1 3 7 1
saame arvud 1; 1 5} 1 1 1 3 2———2-—— On selge,

et n kasvades lihenevad need arvud arvule 2.
Kui aga votta x==4, siis omandab vorduse (3) vasak

pool véartuse —3 ja paremal poolel saame rea

144424 . 4nf ... .
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Kui selle rea liikmeid jédrjest liita, saame summad 1; 5;
21; 89; ... . Need summad kasvavad piiramatult ega ldhene

1
arvtule —3- |
Meil on seega tegemist kahe juhuga. Et neid eristada,
defineerime suvalise arvurea koonduvuse ja hajuvuse

moisted. Olgu antud I6pmatu arvurida _
a+as~+ ... Fan+4... . (4)

Oeldakse, et rida koondub arvuks b, kui vahe b— (a3t . .
...+an) ldheneb n piiramatul kasvamisel nullile. Teiste
sonadega, millise arvu e>>0 me ka ette ei annaks, summa
a1+ ...--a, hédlve arvust b osutub teatud indeksist N
alates viiksemaks kui e:

|6 —(ar ... 4an)|<<e, kui n=N.

Sel korral nimetatakse arvu b [6pmatu rea G+ Han-...
summaks ja kirjutatakse

b=a1+ . .I+an+ PR

Kui ei leidu arvu b, milleks antud rida (4) koondub, siis
nimetatakse seda rida hajuvaks.
Eespool tehtud uurimine niitab, et

-lé),(.’..z1+0,1-+0,01‘Jr o .+0,00...014...,

=

1 1 1
samal ajal kui rida

| 4-44-16-F ... +4nt

on hajuv.
Hoolikam uurimine nditab, et kui |¥|<C1, siis rida

I4-x+4...4x2+4 ... koondub arvuks

=1, siis see rida hajub.

T kui aga

Selle viite tdestamiseks piisab, kui tihele panna, et
] —xn+l
I+x4 .. . 4" =——ee
1l —x
ning et n—- oo puhul avaldis x7#+! liheneb nullile, kui |x|<1, ja lop-
matusele, kui |x|>1. Vorduse x===1 puhul saame hajuvad arvuread

14 1. ja I — Il — 14 ..
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Niisiis, kui |¥|<<]1, siis

1
Mirgime, et vordus (5) on koolikursusest tuntud
valem lopmatu kahaneva geomeetrilise progressiooni
summa arvutamiseks.
Seega oleme vilja selgitanud kirjutise

1
l_le—{—x-l—...—}—x “+ ...

tdhenduse. See valem néitab, et parempoolne rida koon-

dub arvuks teatud piirkonda kuuluvate x vaar-

l —x \
tuste korral (nimelt |x/<<1 puhul). Oeldakse, et funki-

sioon on |x|<l puhul arendatav astmereaks 14~

l—x
e . IR AL
Niitid véib anda vastuse ka iildisemale kiisimusele.
Tekkigu poliincomi f(x) jagamisel poliinoomiga (x)
astmerida

Co-C1x4- ... Fcax4 ... (6)
Osutub, et rida (6) koondub kiillalt viikeste x vaartuste
f(x)

korral arvuks .
p(x)

Koonduvuspiirkonna suurus séltub nimetaja juurtest, s.o. arvu-
dest, mille puhul nimetaja omandab viirtuse null. Nimelt, kui need
arvud on xy, ..., xx ja r on vahim arvudest |xf, ..., |xz], siis rida
koondub piirkonnas |x|<‘r. Niiteks funktsioon 1—x saab nulliks

arendis rakendatav vaid

x=1 korral ja seepdrast on avaldise

l—x .
Ix|<<1 korral. Funktsioon x2 — 7x+10 saab nulliks aga x,=2, x2=5
x..—
puhul ja seetottu koondub murru arendis 1xJ<2 puhul.
x2 — 7x+10

Mirgime, et nimetaja i{ikski juur pole null, sest meie eclduse
kohaselt on nimetaja vabaliige nullist erinev ja seepirast ¢(0) =bo#0.

Teiste sonadega, alati leidub piirkond |x]<r, milles
kehtib vordus

Cfx) n
o (%) =Co+c1x4 ... FCpx”4 .. (7)
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Astmeridadeks saab peale algebraliste murdude arendada ka
pgljustid teisi funktsioone. Niiteks toestatakse matemaatilises analiiii-
Sis, e '

x3 x5
sinx:x—--é-!-—-i-—g!-—... (8)
ja
' x2  xt
cosx:l———a+—il———... 9)

Meile pakub huvi arendis
rem gt | 10
Valemist (10) on néha, et
1 1

Vottes reast (11) kiillalt palju liikmeid, saame e védirtuse kui-
tahes suure tdpsusega. Arvu e esimesed kiimnendkohad on

2,7182818289045 . . .
Read (8), (9) ja (10) koonduyad x koéigi viirtuste puhul.

Esitame veel jargmise tihtsa viite:
funktsioonil f(x) ei saa olla kahte erinevat arendist

astmereaks.
Teiste sonadega, kui

f(x)=ap+ax+ ... —f—anx?‘+ e
f(xX)=botbix-}...Fbpxn4 ...,

ja
stis |
ao‘:bo, aizbi, c ey an:bn, cee .

Tehted astmeridadega

Siirdume niitid astmeridadega sooritatavate tehete juurde.
Olgu funktsioonid f(x) ja ¢@(x) arendatud astmeridadeks

[ (x)=a¢tawx+ ... Fapxr4 ... (12)

Siis
F(%) 0 () = (Got-asxt. . anxnt...) +
+ (Bo+-byx+. . A-bpxnd.. ).

Osutub, et vorduse paremal poole]l voib liidetavad {imber
paigutada ja rithmitada x iihesuguste astmete jirgi (see

ja
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vaide pole sugugi nii ilmne, nagu esimesel pilgul tundub:
paremal poolel on ju lopmatud summad, niisugustes
summades ei tohi aga liidetavaid kaugeltki mitte alati
{imber paigutada). Padrast niisugust {imberriihmitamist
saarme

f(x)+o(x)= (GH—bO) 4+ (a+01) x4 ‘|‘
+ (@nd-br) x4 .. (14)

Vorduse (14) paremal poolel seisvat rida nimetatakse
astmeridade (12) ja (13) summaks.

Vaatame niiiid, kuidas funktsioonide f(x) ja @(x)
korrutist astmereaks arendada. Kehtib

F(x)g(x) = (aot+ax—+...Fapnx"+...) (bo-+bix+. .. ~

cobpxn L) (15)
Samuti nagu poliinoomide juhul, v6ib vorduse (15)
paremal poolel seisvad read korrutada liikmeti (selle
vadite toestuse jatame dra). Leiame rea, mis tekib parast
lilkmeti korrutamist. Selle rea vabaluge on agbe. Suurust
x sisaldavad liikmed tekivad kahel korral: a, korruta-

misel liikkmega bix ja aix korrutamisel litkmega &,. Need
annavad

apb1x+aibox == (apb14-a1be) x.
Tapselt samuti arvutame x% sisaldavad liikmed:
aob2x?+a1b 1%+ asbox?== (aobs+aib1--asbho) x2.
Uldiselt on x» kordajaks
Qobn4-a1bn—1F. . A-arbp—r-t-. . H-anbo.
Seega,

F(X) @ (%) = @obot- (@obi-t-aibo) X+ . .+ (apbnt-. ..
. anbo)xn . .. (16)

Vorduse (16) paremal poolel olevat rida nimetatakse
ridade (12) ja (13) korrutiseks.
Tostes rea (12) ruutu, saame

f2(x) =ap +2aﬂaix+ (af+2a0a2) X242 (aoas-+
) X4 (17)

Vaatleme niiiid, kuidas iihte astmerida teisega jagada.
Erinegu rea (13) wvabaliige nullist. Néitame, et leidub
astmerida
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Co-CiX+. . .4 Cpx? .. . (18}
nii et . '
(bot-bix+. . +bnxn. ) (cCotc1x+. . x4 )=
=aotax+...fanxr+. .. {19)

Toestuseks korrutame omavahel vorduse vasakul
poolel seisvad read. Saame rea

boco+ (baC1-+b1C0) X+ . . (boCut-. . +-bnco) -1 .
Selle rea iihtumiseks reaga (12) on tarvilik ja piisav,
et kehtiksid vordused

boCo= ay,
bociﬂ—b1€0==:a1,

boCn+-. . -A-bnCo=an,

Need vordused annavad kordajate co, 04, ..., Cn, ... leid-
miseks Iopmatu vorrandisiisteemi, Siisteemi esimesest
~ . do - - .
vorrandist saame Co="~. Asetame saadud viirtuse teise

0
vorrandisse. Saame vorrandi -
b1a0
bocr=a; — ,
bo
. . a1bo — agby 1 g .
millest leiame, et ¢= 5 . Uldiselt, kui korda-
0
jad ¢o, ..., cn—y on juba leitud, siis on meil ¢, leidmiseks
vorrand
bOCn:an_bicnui'_..."‘_anO.

See vorrand on lahenduv, sest by=0.

Niisiis oleme tdestanud, et eksisteerib rida (18}, mis
rahuldab tingimust (19). Rida (18) nimetatakse ridade
(12) ja (13) jagatiseks. Saab téestada, et ta tekib funkt-

X

reaksarendamisel. Seega voib astmeridu liita,

siooni o (x)
korrutada ja jagada (viimast tingimusel, et jagaja vaba-
liige erineb nullist). Need tehted vastavad tehetele reaks-
arendatavate funktsioonidega.

Mairgime, et niiiid voime arendise

f?:i .. if;ﬁfl ==Cot-Crxt .. feaxtA L (20)
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tihendust tolgitseda teisiti. See arendis tdhendab, et rida
Cot-Crx—+-. . ~-crxt+. .. saadakse lopliku astmerea” ao+-...

...anx™ jagamisel 16pliku reaga bot...J-bmx™. Teiste
sonadega, see vordus tdhendab, et |

(bo+. . .+bmx™) (Co-t-C1X+-. . Aopxh-L ) =
=ao+ ...+ anx", (21)

kus vasakul asuv korrutis on defineeritud valemiga (16).

Astmeridade kasutamine samasuste toestamiseks

Astmeridade abil saab tdestada palju samasusi. Selleks
voetakse mingi funktsioon ja arendatakse ta kahel viisil
astmereaks. Et funktsiooni saab astmereana esitada vaid
iihelainsal viisil, siis peavad x {ihesuguste astmete kor-
dajad mélemas reas iihtima. See viibki tGestatava sama-
suseni.

Vaatleme néiteks meile tuntud arendist

--—-l-—-4.=l—|—x—|—x2-{—. x4

l—x
Tostes selle valemi molemad pooled ruutu, saame

123 . A (ap D) (22)

(1 -—x)2
Kui asendada siin x suurusega —x, leiame
1
—— o=t Ve 2 __ ‘ —1\n n
AT 1 —2x4-3x2 — ...+ (—D)*(n41)xn4-. ..

(22')
Korrutame vordused (22) ja (22'), saame

1 1
(1 —x)2 (1_l_x)2'_1+[1' (—2)4+2-1]x+

L1342 (—2) 43 1 . [1(=1)" (n+1) +
49 (—1)m2nt. . A (—1)n(nF1) - 1]an . .. )

Kordajad x paaritute astmete ees on ilmselt nullid (iga
liidetav esineb nende kordajate avaldistes kaks korda
vastupidiste mérkidega). Kordaja x2* ees on aga

1(2n4-1)— 2.2n--3(2n — 1) —. . .+ (2n+1).
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68 PEATUKK VI.. REKURRENTSED SEOSED

Kuid funktsiooni
1
(1—2)%(1+x)?

voib astmereaks arendada ka teisiti. Nimelt

1 1
(1—z)2(1+2)> (1—a?)?
1
Arendise murru m jaoks saame arendisest (?7?), kui asendada selles z
-
suurusega
1

Me teame, et iihelgi funktsioonil ei saa olla kahte erinevat arendist astme-
reaks. Seepirast peab 7>" kordaja avaldises (??) vorduma z*" kordajaga aren-
dises ([L6]). Siit tuleneb jargmine samasus.

12n+1)—2-2n+32n—1)— ...+ (2n+1)-1=n+1.

Genereerivad funktsioonid

Niiiid voime siirduda selle peatiiki pohiteema, genereeriva funktsiooni
moiste juurde. Olgu antud mingi arvujada ag,as,...,a,,.... Moodustame
astmerea

ap+ax+...+a, 2"+ ...

Kui see rida koondub mingis piirkonnas funktsiooniks f(x), siis nimetatakse

seda funktsiooni arvujada ag, ay, ..., a,, ... genereerivaks funktsiooniks. Nai-
teks valemist

1

=l4+x+...+2"+...
1—=z

jareldub, et jada 1,1,...,1,... genereerivaks funktsiooniks on . Va-
lem (77?) naitab, et jada 1,2,3,4,...,n,... genereerivaks funktsiooniks on
(1—=)*

Meid huvitavad genereerivad funktsioonid selliste jadade jaoks, mis nii voi
teisiti on seotud kombinatoorikaiilesannetega. Genereerivate funktsioonide
abil onnestub toestada nende jadade viga mitmekesiseid omadusi. Peale selle
uurime, kuidas on genereerivad funktsioonid seotud rekurrentsete vorrandite
lahendamisega.
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Newtoni binoomvalem

Leiame niiiid genereeriva funktsiooni 16pliku arvude jada C°,C}, ... C"
jaoks (tdpsemalt, jada C°, Ct ... C™ 0,... jaoks).
Elementaaralgebrast on teada, et

(a+2)* = a® + 2ax + 2*
ja
(a+2)* = a® + 3a®x + 3ax® + 2°.

Need vordused on erijuhud iildisemast valemist, mis annab astme (a 4+ x)"
arendise. Kirjutame (a + x)" kujul

(a+2z2)"=(a+2x)(a+z)...(a +x). (17)

n korda

Avame selle vorduse paremal poolel sulud, kusjuures kirjutame koik tegurid
sellises jérjekorras, nagu nad meil ette tulevad. Néiteks (a + ) kirjutame
kujul

(a+2)*=(a+2)(a+2)=aa+ar+za+r2 (18)
ja (a + ) kujul

(a+2)° = (a+2)(a+z)(a+ 1) =aawa+ aax + aza+

+ arx + raa + raxr + rra + vIx. (19)

Naeme, et valemis sisalduvad koik kahekaupa ja valemis (?77) koik
kolmekaupa kordumistega variatsioonid téhtedest x ja a. Sama kehtib ka
ildjuhul: pdrast sulgude avamist valemis saame koikvoimalikud n-kaupa
kordumistega variatsioonid tahtedest x ja a.

Votame ntitid sarnased liikmed kokku. Sarnasteks on liikmed, mis sisal-
davad tihesugusel arvul z-téhti (siis on neis ka sama arv a-tdhti). Leiame,
mitmes liikmes on k z-tdhte ja jarelikult (n — k) a-tédhte. Need liitkmed on
kordumistega permutatsioonid k z-tdhest ja (n — k) a-tdhest. Seepérast on
neid (II peatiiki valemi (?7) jargi)

n!
Plkn—k)=Cf= —— .
(k= k) =G = o =
Siit jareldub, et pérast samaste liikmete kokkuvotmist tuleb liige aFa™ "
|
kordajaga C* = S Seega oleme néidanud, et
kl(n —k)!

(a4 )" = Cla™ + Cla" o+ ...+ Cka"Fab + .. 4 Ca™ (20)
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Vordust nimetatakse Newtoni binoomvalemiks. Kui votta selles vor-
duses a = 1, siis saame

(1+2)"=Cp+Clao+ ...+ CrhaF 4+ Cra™ (21)

Néeme, et funktsioon (14 x)" on arvude C’S, k=0,1,...,n genereeriv funkt-
sioon.
Selle genereeriva funktsiooni abil saab vordlemisi lihtsalt toestada arvude
C’,’f paljud omadused, mis saadi eespool iisna teravmeelsete arutluste abil.
Toestame algul, et

O,y = CE+ 1 (22)
Selleks piisab vorduse molema poole korrutamisest teguriga 1+x. Saame
(1+2)" " =(Co4+CPo+...+C** . 4+ Cma™) - (1 + ).

Vorduse vasakul poolel seisvat avaldist arendame edasi Newtoni binoomva-
lemi jargi. Valemis peab ainult n asendama arvuga n+ 1. Seepérast tuleb z*
kordajaks C’,’f +1- Paremal poolel tekib parast sulgude avamist astet z* sisal-
dav liige kahel korral: C*2" korrutamisel arvuga 1 ja C*'2*~! korrutamisel
suurusega x. Seepérast on z* kordaja paremal poolel Cﬁ + Cﬁ’l. Kuid vasa-
kul ja paremal peab seisma seesama poliinoom. Seepérast peavad z* kordajad
vasakul ja paremal poolel olema tihesugused. See toestabki, et

CSH - C’fi + Cf{_l-

Me toestasime selle vorduse lehekiiljel 48. Kuid seal vajasime kombina-
toorseid arutlusi. Lehekiiljel 48 naidati samuti vordlemisi keerukalt, et

M=Cr4+CM 4 ... +CF .. O (23)

Valemi abil saame toestuse otsekohe: piisab kui votta x = 1. Kui aga
votta selles valemis x = —1, siis saame

0=C'—C'+C> - C?+ ..+ (=DFC* + ...+ (-1)"C™.

Teiste sonadega, binoomkordajate C’,’f summa tle k paarisarvuliste vadrtuste
ja summa tle k paarituarvuliste vadrtuste on vordsed:

CO+C2+C 4+ +CPm4 ... =CL+ O3+ CP . (24)

Molemad summad on 16plikud ning katkevad, kui 2m (vastavalt 2m+1) saab
suuremaks kui n.
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Huvitava tulemuse saame, kui votame vorduses r =1, n = 4m.
Lihtne arvutus niitab, et (1 +14)* = —4. Seepirast (1 +14)*™ = (—4)™. Seega
saame vorduse

(-4 =CY + Oy i+ C 24 C8 i3+ Cy it .+ Ot =
:Cfm+0jmz'—cfm—C;fmz'+Cfm+...+C4m

Eraldades selles vorduses imaginaar- ja reaalarosa, jouame samasusteni

4m 3m 5m 4m—1
C4m _C4m+04m - C
0 2m 4m
C4m T Yim + C4m

0, (25)
(—4)™. (26)

Uurige ise, missugused samasused tekivad, kui votta n = 4m + 1, 4m + 2,
4m + 3. Genereeriva funktsiooni abil on kerge toestada ka vordust

CS

n+m

=CNCs, + CrCs .+ CRosTF + L Cres™, (27)

(s — k < 0 puhul on siin voetud C’f;l_k = 0; seeparast muutub k tegelikult
nullist kuni vihimani arvudest m,n).
Toestuseks tuleb votta arendised

1+2)"=C0+Clo+ ...+ CrkaF ..+ Cram
ja
1+2)"=C% +Cla+...+C5a° + ...+ Cma™
ning nende vasakud ja paremad pooled labi korrutada. Saame

(1+2)"" =[C04+Clo+ ...+ ChaF + .. .+ C2"]- (28)
O 4+ Clr+ .+ CE L+ O™ (29)

Niiiid rakendame vorduste vasakule poolele Newtoni binoomvalemit (asenda-
ja n+m korral), paremal poolel aga avame sulud. Kui vorrelda z° kordajaid
vorduses vasakuse ja paremal poolel, saame just vordus . Selle vorduse
erijuht on

o= (O +(Co)* + ...+ (C})° (27)

(meenutame, et CF = C"F).
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Poliinoomvalem

Newtoni valemit kasutades voib arendada ka keerukamaid avaldisi, nai-
teks selliseid nagu (z + y + 2)*. Nimelt,

(x+y+2)=[x+y) +2z]'=
= (r+y)" + Ci(z +y)*2 + Ci(z +y)*2* + Ci(z + y)2°+
+Cyzt

Arendame niiiid (z +y)*, (z +y)® ja (z + y)? uuesti Newtoni binoomvalemi
jargi. Saame

(x+y+2)t =2t +yt + 2 + 42’y + 4032 4+ day® + 4Pt
+ 4w + dy2® + 622y + 62727 + 64222 + 1222y +
+ 12292 + 12zy2>. (30)

Kuid selline arendamisviis on liiga keeruline ja raske on kohe vastata kiisi-
musele, millise kordajaga esineb (z +v + 2)? arendises liige 7°y*2>. Seepérast
oleks soovitav tuletada valem, mis annaks otsekohe avaldise

arendise. Selle valemi kuju pole raske dra arvata. Newtoni binoomvalemit
toestades nigime, et liige 2°a" % on avaldise (a 4 x)" arendises kordajaga
P(k,n — k). Voib oletada, et liikkme x%'2%> .. 2" kordajaks avaldise (z; +
To+...+x,)" arendises tuleb P(ky, ks, ..., k,,). Toestame niiiid, et see ongi
nii.

Toepoolest, kirjutame avaldise (x1+x2+...+x,,)" n teguri korrutisena ja
avame sulud, kirjutades koik tegurid valja sellises jarjekorras, nagu nad ette
tulevad. On selge, et seejuures saame koikvoimalikud n-kaupa kordumistega
variatsioonid tahtedest x1,xo, ..., x,,. Kuid moned nendest variatsioonidest
on samaste liikmetega. See on nii, kui iga tédht sisaldub iihes variatsioonis
sama arv kordi kui teises. Seetottu tuleb liikme a¥1 252 .. zF kordaja leid-
miseks arvutada, kui mitmes kordumistega variatsioonis on k; xi-tahte, ko
xo-téhte, ... k,, x,,-tdhte. On selge, et iga selline variatsioon on kordumistega
permutatsioon ki xi-tdhest, ko xo-tdhest, ..., k,, x,,-tdhest. Selliste permu-
tatsioonide arvu oleme tahistanud P(ky, ko, ..., k) abil. Niidis on liikme
ahrake P kordajaks avaldise arendises toepoolest P(ky, ko, ... kn)
(kus muidugi k1 + k2 + . .. + ky,, = n, sest arendise igasse litkmesse kuulub ju
tiks element igast sulust, korrutatavaid sulgusid on aga n).

Toestatud valemi voib tiles kirjutada nii:

(14224 .+ 2)" =D Plki, ko, ..o k)i ah? b, (32)

m
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kus summa on voetud ile arvu n koikvoimalike lahutuste &y + ko + ... + &y,
m mittenegatiivseks taisarvuliseks liidetavaks. Tuletame meelde, et

(ki + ko + ..+ ki)

P(ki, ko, ... k) = 33

(ki Koy ) AN (33)

On selge, et kui arvud sy, s9, ..., s, saadakse arvude kq, ..., k,, timber-
paigutamise teel, siis P(s1,...,sn) = P(ki, ke, ..., ky). Seepéarast on néiteks

arendises litkmete z%yz ja zyz® kordajad ithesugused. Niisugune téhe-
lepanek holbustab arendise liikmete véljakirjutamist. Piisab, kui leida
kordajad selliste liidetavateks lahutuste jaoks, kus ky > ky > ... > k,,,, ja
hiljem astendajad arendi liikmetes koikvoimalikel viisidel imber paigutada.

Arvutame néiteks (x 4y -+ 2)°. Kui liidetavate jirjekorda ei arvestata, siis
voib arvu 5 lahutada kolmeks liidetavaks viisil

5=5+0+0, 5=4+1+0, 5=34+2+0; 5=3+1+1, 5=2+2+1

Kuid P(5,0,0) = 1, P(4,1,0) = 5, P(3,2,0) = 10, P(3,1,1) = 20,
P(2,2,1) = 30. Seeparast

(x+y+2)° =2"+9° +2° + 52ty + 5ay* + 52tz + 5wzt 4 5ytz + byt
+ 1023y? + 102%° + 102322 4+ 102223 + 10y° 2%+
+ 10y22% + 2023y 2 + 202y 2 + 20xy2® + 3022y 2+
+ 3022y2% + 302y% 22

Valem (32) voimaldab kergesti toestada arvude P(ki,ks,..., ky,) mo-

ningaid omadusi. Néiteks kui votta selles valemis xy = 2o = ... = x,,, = 1,
siis saame
m”:ZP(kl,...,km). (34)

Siin on summa voetud iile arvu n koigi lahutuste m mittenegatiivse tdisarvu-
lise liidetava summaks: n = k; + ko +. ..+ k,,,, kus arvestatakse ka liidetavate
jarjekorda.

Edasi, kui korrutada vorduse molemad pooled teguriga x, + x5 +
...+ x,,, rakendada vasakule poolele valemit ja avada paremal poolel
sulud, siis saame suuruste P(ky, ..., ky,) jaoks jirgmise rekurrentse seose:

P(ki, ko, ... k) = Pkt — Lkoy oo kom) + Plly ko — 1, ) + . ..
o Pki Koy — 1),

Kui aga labi korrutada arendiste

(x14+ 220+ ... Fay)" = ZP(kl,kQ, .. .,/{m)xlflx? ... ghm

m
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ja
(14224 2) =Y Pl oy )22y 2l

molemad pooled ja vorrelda litkme x}'z5? ... 2, kordajaid tekkinud avaldis-
tes, siis saame samasuse

P(T’l,TQ,...,Tm) = Z P(kl,kg,...,km)P(ll,ZQ,...,lm). (35)
kp+lp=rp

Paremal poolel on summa voetud tle selliste mittenegatiivsete taisarvude
ki,koy .. ksl oy, et by + o+ ...+ kpy=n, i+ +...+1, =35
jaki+li =1,k +1lo=ro ..., kn+ 1, =r, Jitame tdpsemad arvutused
lugeja hooleks.

Loomulikult oleksime valemid . . voinud saada ka genereerivat
funktsiooni kasutamata. Kuid sel juhul oleks tulnud arutleda nii nagu le-
hekiiljel 130, kuid mitte tasandi, vaid n-modotmelise ruumi kohta. Genereeriva
funktsiooni kasutamine voimaldab aga saada need samasused automatselt,
lihtsate algebraliste teisenduste abil.

Newtoni rida

Me nimetasime valemi avaldise (a + )" jaoks Newtoni binoomuvalemiks,
nagu seda tavaliselt koolis tehakse. See nimetus on matemaatika ajaloo sei-
sukohalt ebadige. Valemit astme (a + x)" jaoks tundsid héasti Kesk-Aasia
matemaatikud, nagu Omar Hajjam jt. Ladne-Euroopas teadis Blaise Pascal
seda valemit ammu enne Newtonit. Newtoni teene oli selles, et tal onnestus
illdistada see valem juhule, kus astendajad ei tarvitse olla taisarvud. Ta néi-
tas nimelt, et kui a on positiivne arv ja |x| < a, siis kehtib iga reaalarvu o
korral vordus

—1
x+aa:aa—kaaa_lx—kwa%zx?—l—...
1-2
ala=1)--(a—k+1) . 4 &
.. @ 3
+ ok a® "t + (36)

Ainult niiiid ei teki mitte 16plik arv liidetavaid, vaid 16pmatu rida. Juhul kui
n on naturaalarv, muutub suluavaldis (n — n) nulliks. Kuid see suluavaldis
kuulub koigi liikmete kordajatesse alates liikmest n + 2, seetottu on aren-
dise koik need liikmed nullid ja rida muutub naturaalarvulise n puhul
loplikuks summaks.

Me ei hakka valemit toestama koigi o vadrtuste jaoks, vaid vaatleme
juhtu, kus a on negatiivne taisarv, & = —n. Sel korral on toestataval valemil
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jargmine kuju:

1
r+a) " =a"—na " x4+ nin+1) )a’"’2x2
1-2
1 2
_ n(n ‘f 2)(”3"‘ )afnf:sx:a +
1)--- k—1
__+(_1)kn<n+ 1) 5 (nl_: >(I_n_k$k—|—... (37)
Teisiti voib vordust kirjutada nii:
—-n (T 9 T 2
(+0) =1-a(Q) e )
s (7’ k ik z\* /
— B, (a) b (=D CE, 1(@) b (44

nn+1)...(n+k—1)
1-2...k )

Meil on mugavam asendada — arvuga —t ja toestada alemi (44') asemel
a

(sest CF | =

jargmine vordus:
(1-)"=14+Ct+C2 +...+Ch "+ ... (38)

T6estame vorduse induktsiooniga n jérgi. n = 1 korral saame C* k1 = =Cf =
1 ja toestatav valem omandab kuju

1
ﬁ:1+t+t2+...+1t’“+... (39)

Kuid see on tuntud valem lopmatu kahaneva geomeetrilise progressiooni sum-
x
ma jaoks (tuletame meelde, et |t| = |—| < 1)

Oletame niiiid, et vordus on juba toestatud ja naitame, et sellest
jareldub vordus

(1=t =140t +C2 P+ . +CF "+ (40)

Selleks korrutame toestatava vorduse (40) molemad pooled vahega 1 — t.
(Saab nimelt néidata, et kui kaks astmerida annavad korrutamisel iihe ja
sama nullist erineva avaldisega vordse tulemuse, siis peavad nad ka ise olema
vordsed.) Kuid pérast vorduse korrutamist avaldisega 1—t saame vasakul

(-t
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ja paremal

14+ Ot +C2 2+ ... +CF

n

PR AR S G ARSI O )

Avame teises avaldises sulud ja votame sarnased liikmed kokku. Astet th si-
saldav liige tekib kahel korral: kui C* +kt korrutatakse 1-ga ja kui C* +k N
korrutatakse liitkmega —t. Seetdttu tuleb ¢t* kordaja teises avaldises

k k
Cn—i—k C +k; 1 =C n+k—1

n

(vt. valemit (11) lehekiiljel 48).

Kuid eelduse jérgi vordub astme t* kordaja avaldise (1 — )™ arendises
just arvuga C* nik—1- It me saime parast Vahega 1 — t korrutamist vordsed
avaldised, siis kehtib ka toestatav vordus

Kui lugeja ei soovi toestatavalt v6rduselt juba tuntud seostele minna, vaid
eelistab vastupidist teed, siis tuleb vorduse molemad pooled korrutada seose
vastavate pooltega. Saame

-

(L—t) " =1+ O+ C2 P+ 4+ CF P+ )+ t+
+t2+...+tk—|—...)

Niiiid aga tuleb avada sulud ja kasutada samasust
k k
Cro1 +Cp+ Criqg + o+ Ciypy = O

(vt. 1k. 49). Tulemusena jouame toestatava seoseni

Niisiis on vordus toestatud. Tuletame veel kord meelde, et see kehtib
vaid |t| < 1 puhul. Kui ettevaatamatu lugeja proovib vorduse molemal poolel
votta t = —1 ja tuletab selle pohjal «tahelepanuvaarse» valemi

1
27:1_07114‘02 + O+ (DR + (41)
siis teeb ta tosise vea: paremal poolel on ju tadisarvude summa, mis ei saa
kuidagi anda murdu _-.

XVIII sajandil, kui lopmatute ridade teooriat polnud veel iiksikasjaliselt
uuritud, tegid selliseid vigu ka tuntud matemaatikud. Oli vaja aastakiimneid
kestvaid pingelisi uurimisi, et tapselt moista, mis on lopmatu rea summa,
millal see on olemas ja millal mitte. Tuleb oelda, et XIX sajandi lopul {il-
distati Iopmatu rea summa moistettunduvalt ning leidub selliseid rea summa
definitsioone, mille puhul valem kehtib. Kuid need kiisimused ulatuvad
meie raamatu piiridest valja.

Vordleme toestatud arendist

(L4 = 1= O+ 2y — o+ ()R (42)
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valemiga
(I+t)"=1+CH+C*P+ ..+ CHF 1™ (43)

Me jouame uuesti jareldusele, et siimbolite C* iildistamisel n negatiivsetele
véaartustele tuleb defineerida

Cﬁn = (_1)kcﬁ+k71

(vt. k. 120). Suuruse k negatiivsete vaéartuste korral aga CS = 0, sest aren-
dised ja ei sisalda t negatiivsete astmetega liikmeid. Samadest kaa-
lutlustest saame, et C’ff =0,kui0<n<k.

Ruutjuurte leidmine

Oleme toestanud Newtoni valemi koigi tédisarvuliste astendajate puhul.
Kuid nagu juba oeldud, kehtib see valem ka murruliste (ja isegi irratsio-
naalsete) astendajate korral. Me ei hakka valemit nende astendajate jaoks

toestama ning kirjutame valja vaid arendised n = 5 jan= —3 puhul.

1
n = — korral omandab Newtoni valem kuju

ST (CE P C ()
1 P 142 2\3 2, 2\3 2 3
(1+z)2 tort To.g Lttt
i1, (A-k+1
..+2(2 1)'2<2k )xk—l—... (44)
Seda avaldist teisendades saame
1 1 1 1-3
l—2): =140 — —2a? ...
(1-2) Tt Tt o6 +
,1-3--(2k—3)
N _1k1 k
+(=1) 242k "
1
Téapselt samuti tuletame n = —3 korral, et
. 1 1.3 1.3+ (2k—1)
1 d=l-ao+4+—2z2— . . 4+ (=1 k. (45
(1+ ) 2x+2_4x +(—1) SRR Y ¥+ (45)

Saadud valemid voib teisiti kirja panna. Selleks paneme téahele, et

1-3---(2k—1)  (2k)! 1,

2-4...2k  22k(EN2 T 22k
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Seepérast
1 1 —1)k
(1+x)%:1_22021:c+240§2—...+(2%) Ch a4+ ... (46)
Téapselt samuti saame
1 1 1 1
=DMk

Leitud avaldised koonduvad piirkonnas |z| < 1. Nende abil saab mistahes
tapsusega ruutjuuri arvutada. Néiteks

N =

V30 = v25+5=5V1+0.2=5(1+0,2)

1 1 1-3
=5 1+§~0,2——-0,22+

0,28 — .| =
2-4 546

= 5,4775. ..

Kuid meid ei huvita mitte nimetatud valemite rakendused ruutjuurte leid-
misel, vaid saadud arendistest tulenevad seosed binoomkordajate vahel. Et
neid seoseid saada, tostame valemi molemad pooled ruutu. Astmete
korrutamise reegli jargi saame, et ¥ kordaja paremal poolel on

_1>k

(2% [Ci“k + CyCE L, + C205 72 4+ .. + cgk} ,

Vorduse vasakul poolel saame

172 1
1 T2 = :
[( + ) 2} T 7
Kuid me teame, et
1
=l-o+a®— .+ (—DF2F+ ...
1+

Vorreldes z* kordajaid vorduse mélemal poolel, jduame samasuseni
Ch +CyCs L v C2Ch2 + ...+ Ck = 2%, (48)
Analoogiliste arutluste rakendamine valemi puhul annab samasuse

Cyi CiCE3, ok Cok —4F —2  Ch,
1-(k—=1) 2-(k—=2) 3-(k=3) k-1)-1 &k

, (49)
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mis kehtib £ > 2 puhul.
Edasi saame arendisi ja litkmeti korrutades:

1—{1+1 012 023 —|—<1)k1
= —r —
2 2 23 3- 25 k- 22k—1

CQk 2L

(—1)F
Avame selle vorduse parempoolses osas sulud. Saame astmerea, kusjuures
valemist jareldub, et selle rea koik kordajad (peale vabaliikme) on nullid.
Siit saame samasuse

_ _ 1, 1
Coply + C ora 305k36 +..+ %CngQ = §C§k> (51)
mis on kehtiv £ > 1 puhul.
Paneme lopuks tahele, et
(1+z)2(1+z)" = (1+2)7.
Siit jareldub, et
1 (_1)k—1 B
(1 + 533 2 23 0213:2 + ...... + mcgka.ﬂjk 4+ .. )
=zt -2+ ... + (=D)Fak ) (52)
1 1
1o Ot Ot )Ckx—l—

Avades vorduse molemal poolel sulud ja vorreldes kummagi poole kordajaid,
jouame samasuseni

1
S 3.2t g2k

Genereerivad funktsioonid ja rekurrentsed seosed

Markisime juba, et genereerivate funktsioonide teooria on tihedalt seo-
tud rekurrentsete seostega. Poordume uuesti tagasi poliinoomide jagamise
juurde. Olgu

f(z) =ap+a1x+ ...+ a,a"
ja

o(x) =by+ bz + ...+ bpa™
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kaks poliinoomi, kusjuures by # 0. Peale selle eeldame veel, et n < m, s.o.

f (=)

murd @) on lihtmurd (vastasel juhul voime alati eraldada tema téiisosa).
o(x
Me teame, et kui
x
M:CO—FClJI—F...—FCk!L’k—l—..., (54)
p(x)
Siis

ag+arz+. .. Fapr" = (bg+biz+... Fbpr™)(coFazt.. . Foat+. ).

Avame selle vorduse parempoolses osas sulud ja vorredleme tihesuguste ast-
mete kordajaid vasakul ja paremal. Algul saame m seost:

boco = ay,
boci + bico = ay,
boCQ + b101 + b2C0 = a9,

boCm_1 + blcm_g + ...+ bm_100 = Ampm—1- (55)

(kui n < m — 1, siis loeme, et a,11 = ... = ap_1 = 0).
Edasi on aga koigil seostel iiks ja sama kuju:

b06m+k + b10m+k_1 +...+ bmck = O, k= 0, 1, . (56)
(poliinoomil f(z) pole ju liikmeid, mis sisaldaksid 2™, 2™ jne.). Seega ra-

huldavad rea kordajad cg, c1, ..., g, . . . rekurrentse seost . Selle seose

kordajad soltuvad ainult murdu nimetajast. Murru lugeja on aga vajalik re-

kurrentse jada esimeste liikmete ¢, cq, ..., ¢,_1 leidmiseks.

Vastupidi, kui on antud rekurrentne seos (56) ja jada liikmed
€0, Cly -+, Cm_1, siis arvutame algul valemite jargi ag, ..., Q1 vairtu-
sed. Siis on aga jada cg,cq,...,ck, . .. genereerivaks funktsiooniks murd

f@)  ag+ax+.. 4 apogz™ !

o) byt bir ... +byam (57)

Esimesel pilgul naib, et rekurrentse seose asendamisel genereeriva funkt-
siooniga oleme vahe voitnud. Nagu nii tuleb ju lugeja nimetajaga jagada, see
aga viib sama rekurrentse seoseni . Kuid asi on selles, et murruga
saab teha moningaid algebrailisi teisendusi, mis holbustavad ¢, leidmist.
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Osamurdudeks lahutamine

Naitame niitid, kuidas on genereeriva funktsiooni algebralise teisendamise
abil voimalik rekurrentseid vorrandeid lahendada. Oletame, et murd
nimetaja on lahutatud esimese astme teguriteks

o) =bp(r —ay)" - (x — ag)’.

Margime, et selleks tuleb eelnevalt lahendada vorrand by + ...+ b, z™ = 0, s.o.
vorrand, mis erineb seose karakteristlikust vorrandist kordajate vastupidises
jarjekorras.

Siis voib naidata, et murd on voimalik saada sel teel, kui tuua tihisele
nimetajale jargmised osamurrud:

A Ao Ay
(x —ay)"’ (x—a)V r—a
A Ak Aps—1
U (= ap)t (v —ag)s ! T — ag

ap+ ...+ ap_1xm ! A A
0t 17 = L 4 Zbrl
bo(x—ay)" ... (r —ag)® (x—ay)" r—a
A s
n R Ak (58)
(x — ag)? T — ay
Me ei tea siin vaid kordajaid Ay, ..., Ags—1. Nende leidmiseks tuleb vorduse

(58) molema pooled korrutada nimetajaga (x —aq)" ... (z —ag)®, avada sulud
ja vorrelda kordajaid x iihesuguste astmete ees. Saadud vorrandisiisteemist
leiamegi otsitavad kordajad.

Monikord onnestub ka vorrandististeemi lahendamata lédbi saada. Olgu
naiteks vaja osamurdudeks lahutada murd

23— 222 4+ 62+ 1
xd — 52 +4

Et
et =52+ 4= (22— 1)@ —4) = (z — 1) (z + 1)(z —2)(z +2),
siis peab selle lahutusel olema kuju

23— 222 4+ 62+ 1 A n B n C n D
(z—D@+1)(z-2)(z+2) z-1 z+1 -2 x+2
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Uhisele nimetajale tuues saame

2? -2 +6x+1=Ax+1)(z-2)(z+2)+
+ Bz —1)(x—2)(z+2)+
+Cx—1)(z+1)(z+2)+
+D(z—1)(z+1)(z—2).
See vordus peab kehtima koigi x vaartuste korral. Kuid = 1 puhul muu-

tuvad paremal poolel koik liidetavad peale esimese nullideks ja me saame
—6A = 6. Seepéarast A = —1. Vottes x = —1, x = 2, z = —2, leiame tépselt

13 9
et B=—,C=—,D=-.
samuti, et 3 C oL 1 Seega
23 —22% + 62+ 1 1 4 13 9
=— — + + . (59)
x* —br? +4 r—1 3x+1) 12(x—-2) 4(x+2)
. A . . -
Kuju (7) omavaid murde saame reaks arendada Newtoni valemi poh-
r—a)"

jal. Naiteks

n

xr  x? x
[1++—|—...++... .

12(z—2) 24 2) 24 2 22 on

13 13 ( x)l 13
Rakendades sellist reaksarendust koigi murdude puhul vorduses , saame

23— 222 4+ 62+ 1
x4 — 512 +4

=(1+ax+2>+.. . +2"+..)—

4
—g(l—x+x2—...—|—(—1)"x”+...)—
Bl o 2 )y
24 2 22 7 2n

9 r x? (=)™

(1l —=4+=—... L I
+8< St g )

Vottes kokku x ihesuguste astmetega liikmed, leiame, et kordaja x™ juu-
res avaldub valemiga

4 13 9(=1)"

S — .
¢ 5D — o t s

Me teame juba, et algebralise murru astmereaks arendamise tilesanne on
samavadrne teatud rekurrentse vorrandi lahendamisega antud algtingimus-
tel. Seega saab lineaarseid konstantsete kordajatega rekurrentseid vorrandeid
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lahendada, kui lahutada vastavad murrud algul osamurdudeks ja arendada
saadud murrud hiljem astmeridadeks.

Niisiis, kui on antud rekurrentne seos (?7?) ja co, ..., ¢p_1 vadrtused,
siis tuleb algul valemite (?77?) jargi leida ay, ..., a1 vidrtused. Need arvud
annavad murru

x
M:co—kclx—l—...—kckxkqt...
()
lugejas seisva poltinoomi kordajad. Murru nimetajaks on aga by+. ..+ b,,x2™.
Leitud murd f((:z:% tuleb lahutada osamurdudeks ja seejérel arendada iga
o(x

osamurd Newtoni valemi jargi astmereaks. 2* kordaja selles reas annabki ¢,
vaartuse.
Lahendame néiteks rekurrentse vorrandi

Ciy2 — 5Ck+1 + GCk =0 (60)

algtingimustel ¢g = 1, ¢; = —2. Siin by = 1, by = —5, by = 6. Valemist (?7)
saame

ag = bQCO = 1, [ boCl + blco =-T.

Seeparast on murru

T
M:c0+c1x+...Jr(:ka:’“+...
p(z)

lugeja 1—7x. Murru nimetaja saame aga kohe seosest , see on 1—5z+622
Seega tuleb meil lahendi leidmiseks arendada murd

1-Tz
1 — 5z + 622

1 1
astmereaks. Kuid 622 — 524+ 1 =6 (ZL‘ — 2> ( — 3) ja seeparast
A

1—-"Tx B 1—-"7x B
6.:1:2_533—!—1_6(3;_%)(3;_1) T—3 T—%

Nimetajast vabanedes saame

1 1
1—7x:6A<x—3>+GB<x—2).
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1 4 1 5
Vottes x = 3’ leiame, et B = g,ja vottes © = 27 saame A = —5 Jarelikult
-7z 5 n 4 5 4
622 —br+1 x—3 5 2r—1 3x—1 1-2z 1-3z
=5(1+2z+...+2"2"+...)—4(1+3z+...+3"2" +...).

5 4
2 4 3
— l‘_

Seepérast

cp=5-2"—4.3".

Uhest mittelineaarsest rekurrentsest seosest

Lahendades iilesannet hulga jarkjargulise jaotamise kohta, joudsime re-
kurrentse vorrandini

T, =TT+ Tl 2+ ...+ T, 1Ty, (61)

kus Ty = 1 (vt. lk. 151). Selle vorrandi lahendasime véiga kunstlikult: me
taandasime vastava tilesande jarjekorratilesandele (vt. lk. 81), mida juba os-
kasime lahendada. Kuid jarjekorraiilesande lahendus ise oli iisna keeruline.

Naitame ntiiid, kuidas vorrandis (61)) vahetult lahendada. Selleks koosta-
me genereeriva funktsiooni

fla)=To+Tw+Ta*+...+Tua" +... (62)
Téahistame
F(@Emf(ﬁﬁ):T0$+T1$2+...+Tnm”+1+... (63)

ja tostame rea F'(x) ruutu. Saame
F?(2) = T2 + (Ty I+ TV To) 2 + . 4+ (ToT ey + .+ T To)a™ ™ 4
Kuid rekurrentse seose (61)) jargi
T+ ...+ T, 1Ty =Tn.
Tahendab,
Fi2) =T* + Toa® + ... + T + ..

Saadud rida pole midagi muud kui F'(x) — Tyz, et aga Ty = 1, siis vordub ta
reaga F'(x) — x. Niisiis,

F*(x) = F(z) —x (64)
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Saime ruutvorrandi funktsiooni F'(z) médramiseks. Seda lahendades
leiame, et

F(z) = 1-vi-dr V21_4x

Me votsime juure ees miinusmargi, sest vastasel juhul saaksime x = 0
korral F(0) = 1, kuid arendisest on naha, et F'(0) = 0.
Valemi (?77) pohjal saame

VI—dz=(1-4z) =

2 2 2
=1-2 ——012——023—...— ——Cn g™t
Seega
Fz) 1{1 (1 2 Cp )}
$ — = - - l‘ T e e e T 2n T e e -
2 n+1
X (65)
=x+Cr*+.. .+ ——Cp a4+ ...
n+1
1
Valemeid (63) ja (65) vorreldes saame, et T, TC;L" See vastab taieli-

kult eespool kombmatoorsel meetodil saadud lahendile (vt. lk. 152).

Genereerivad funktsioonid ja arvude jaotamine

IV peatiikis lahendasime mitmesuguseid kominatoorikaiilesandeid arvude
jaotamise kohta. Neid on véga lihtne lahendada genereerivate funktsioonide
abil. Téhistame arvu n jaotamisviiside arvu a,, abil ja moodustame rea

ap+ax+ ... +ax" + ...

Paljudel juhtudel Gnnestub koostada selline algebraline avaldis f(z), et parast
sulgude avamist saame prajasti a,, korda liidetava x". Siis kehtib

flz)=ap+ax+...+a2" + ...

ja jéarelikult on f(z) jada ag, aq, ..., an, ... genereeriv funktsioon.
Vaatleme naiteks arvu N jaotamist liidetavateks, millest igatiks vordub
tihega arvudest ny, ..., ng. Seejuures ei tohi liidetavad summas korduda,
nende jarjekord pole aga oluline.
Ulesande lahendamiseks moodustame avaldise

(I4+2")(1+2™) ... (L4 2"). (66)
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Sulgude avamisel saame liidetavad kujuga 2™ """ kus my, ..., m, on

méned arvude nq, ..., n; seast. Seeparast esineb =V summas niimitu korda,
kui mitmel viisil saab arvu N noutud tingimustel liidetavateks lahutada.

Kui on naiteks vaja leida, mitmel viisil saab tasuda 78 kopikat, vottes
igas suuruses miinte mitte tile iihe, siis tuleb koostada avaldis

(1+2)(L+2)1+ 2+ 25) (1 + 291 + 2P) (1 + 22) (1 + 2°°), (67)

avada sulud ja leida kordaja ™ ees.

Niiiid aga lahendame genereerivate funktsioonide abil jargmise tilesande.

Mitmel viisil saab 3- ja 5-kopikaliste abil tasuda 29 kopikat?

Selles tilesandes tuleb leida, mitmel viisil saab arvu 29 lahutada liideta-
vateks, mis vorduvad arvudega 3 ja 5, kusjuures liidetavate jarjekord pole
tahtis. Teiste sonadega tuleb meil leida vorrandi 3m + 5n = 29 mittenega-
tiivsete taisarvuliste lahendite arv. Selleks koostame avaldise

f@)y=0+2>+2%+. .. +2°"+..)"

68
(4220 ). (68)

Muutuja x astendajad omandavad esimeses suluavaldises koik kolmega jagu-
vad, teises aga koik viiega jaguvad mittenegatiivsed vadrtused. On selge, et
parast sulgude avamist tuleb aste 2% sellise kordajaga, mis vordub vorrandi
3m + 5n = N lahendite arvuga. Erijuhuna annab astme z* kordaja meie
iilesande vastuse.

Sulgude avamisel voib toimida nii. Kasutame l6pmatu geomeetrilise prog-
ressiooni summa valemit. Siis saab avaldise kirjutada kujul

1 1 1

Tl 1—25  1— 28— 548

/()

Niiiid aga jagame lugeja nimetajaga poliinoomide jagamise reegli jargi (ainult
jarjestame litkmed mitte astmete kahanemise, vaid kasvamise jarjekorras).
Jagamise algus on niisugune:

1 ‘1—953—%5—1—:1;8
3+ 20 — a8 ‘1+x3+x5+az6+x8+...
25 1 26 _
26 LS L g0 _ g1 13

284 29 410 13 14

Jagamist jatkates leiame otsitava kordaja 2% juures.
Uldine iilesanne on siin selline:
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leida mitmel viisil saab arvu N lahutada liidetavateks, mis vorduvad vas-
tavalt arvudega a, b, ..., m, kusjuures liidetavate jarjekorda et arvestata.
Sel juhul on genereerivaks funktsiooniks

flx)=Q 42" +2*+.. .+ ...
R S SUUIS R /oL iR S P
A2 2?4t ) = (69)
1
(1—z)(1—2ab)...(1—am)

Niéiteks kiimnekopikalise peeneksvahetamise iilesandes (vt. lk. 102) tuleb
koostada genereeriv funktsioon

1
f(ZL’) = (1 _ x)(l — xQ)(l — $3)<1 - 555)‘

Kui murru nimetajas olevad tegurid labi korrutame, saame

f(x) = !

1_x_x2+x4+x7_x9_x10_’_x11'

Jagamisel leiame

‘1—x—x2+x4+x7—x9—xlo+x“

‘1+x+2$2+3x3+4x4+...

1
z+ 22 — — 2 +2°+ 219 — ¢

202+ 23—t — 2 — 2" — a2 42210 -z

11

12

3 —at —a® — b — " —a® — % 2010 4 22 4 12— 213

Astme z'° kordaja annabki vastuse.

Siin on harilikul viisil jagada muidugi tisna keeruline. Selle asemel voi-
me toimida teisiti. Kirjutame jagamise tulemuse maaramata kordajatega rea
kujul

1
1—0— 22+ 24+ 27 — 29 — 210 4 411

= Ag+ Ao+ Ap® +. .+ A"+ ..

Korrutame vorduse molemad pooled nimetajaga. Siis osutub z" klordajaks
paremal poolel

An - Anfl - An72 + An74 + An77 - An79 - Anflo + Anfll'
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Vasakul poolel on aga " kordaja n > 1 puhul null. Seepéarast peavad korda-
jad A, tingimuse n > 1 korral rahuldama rekurrentset seost

A=A, 1 +A o — Ay s — Ay s+ A o+ A0 — An1n.

Algtingimused on: A,, = 0, kuin < 0, ja Ag = 1. Neid tingimusi kasutades on
kerge leida koik kordajad. Vaatleme néiteks abituriendiprobleemi (vt. lk. 97).
Seal tuli leida, mitmel viisil saab arvu 17 esitada 4 liidetava summana, kus-
juures liidetavad voisid omada vaértusi 3, 4, 5 ja oli oluline nende jarjekord.
Selle iilesande korra tuleb genereerivaks funktsiooniks votta (z* + z* + 2°)*.
Pirast sulgude avamist avaldises f(z) = (2% + 2* + 2°)* esineb liidetav 2"
ju niimitu korda, kuimitmel viisil saab arvu N lahutada neljaks liidetavaks
suurusega 3, 4 voi 5. Seejuures esineb ka litkmeid, mis saadakse iiksteisest

astendajas olevate liidetavate iimberpaigutamise teel (nditeks zz'z°2® ja

4,335
r xixtx’).

Sulud voib avaldises 2 + z* + 2°)* = 2'%(1 + = + 2?)* avada naiteks
polunoomvalemi jargi. Kuid lihtsam on teine viis. Paneme tahele, et 1+ x +

1
2? = 17 Seeparast voib f(x) kirjutada kujul

" :x12(1_$3)4:m12 — (1 — )
f@) == (1-2%)(1—a2)™

Kuid Newtoni binoomvalemi jargi saame
(1—2*)*=1—42° 4 62° — 42° + 22

ja Newtoni rea valemi jargi

4
(1—2*)* =144z +102% +202° 4 ... +

Seepéarast

f(z) =21 — 42° + 62° — 427 + 2'?) -
(1 + 4 + 102” + 202 + 352 + 562° + ...).

Neid arendisi lifkmeti korrutades leiame, et kordaja z'7 ees on 16. Jérelikult
saab arvu 17 lahutada liidetavateks 16 viisil.

Uldiselt, kui on tarvis leida, mitmel viisil saab lahutada arvu N k liideta-
vaks suurustega nq, no, ..., ng, kusjuures arvestatakse liidetavate jarjekorda,
siis on genereeriv funktsioon

flz) = (@™ + 2™ + ... +2™)" (70)
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Ulesanne lihtsustub, kui arvud ny, . . ., n, moodustavad aritmeetilise prog-
ressiooni: sel korral moodustavad astmed 2", ..., 2™ geomeetrilise prog-
ressiooni, mis voimaldab f(z) avaldist lihtsustada.

Leiame néiteks, mitmel viisil voib seitset taringut heites saada 25 silma.

Siin tuleb koostada genereeriv funktsioon

flx)=(z+22+.. . + 25" (71)



Geomeetrilise progressiooni summa valemi pohjal voib
selle funktsiooni tiles kirjutada jargmiselt:
x7(1 — x8)7

fx)= I—x)

—x7(1 — x8)7(1 — x) 7.

Arendame niiiid avaldise (1-—x6)7 Newtoni binoomvalemi
ja avaldise (1 — x)~7 Newtoni rea valemi jargi. Saame

f(x) =x7(1 — 7x84-21x12 — 355184 35x% — 21 x90i-
+7x% — x22) (1-4-7x+28x24-84x34210x4+4462x°4- . . 4.

Neid arendisi korrutades arvutame vaevata vilja astme
x? kordaja. See annabki iilesande vastuse.

Analoogiliselt lahendatakse genereerivate funktsioo-
nide abil ka teised IV peatiikis kisitletud iilesanded.

KOKKUVOTE

L

I. n erinevat eset saab jaotada r eristatavaks rithmaks
(lubatud on ka tiihjad rithmad) r» viisil.

2. n erinevat eset saab jaotada r cristatavaks riih-
maks (iikski rithm pole tiihi)

-T2 r n_! f(f-—Hl)

! 1 (r—1)"+ 5
viisil. Jaotamisviiside arv vordub teguri n! ja astme x7
kordaja korrutisega (kordaja on voetud {funkisiooni
(e*— 1)" arendisest astmereaks).

3. Kui rithmad samas iilesandes pole eristatavad,
saame r! korda vihem jaotamisviise.

4. n ithesugust eset saab jaotada r eristatavaks riih-

(r—2)n— ...

. . . I r—1 ...
maks (iikski neist pole tithi) C,_; viisil.
5. Kui samas iilesandes on lubatud ka tiihjad riih-
r—1 . TR
mad, saame Cpyrsy jaotamisviisi.
6. Kui iga rithm sisaldab samas iilesandes vdhemalt
s . ST r—1
g eset, siis on jaotamisviise Cp_1_pg—1).
7. Kui iga rithma elementide arv samas iilesandes on

g ja g+s—1 vahel, siis vordub jaotamisviiside arv astme
l — xs

] —x

x*T4 kordajaga funktsiooni ( ) arenduses astme-

reaks.
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8. Olgun ithesugust eset parajasti T, viisil jaotatavad
r eristamatuks rithmaks (itkski neist pole tithi). Siis keh-
tib rekurrentne valem

r r—1 -1 r—1
Mp=1lp 10 -l o+ ...
On oige vordus
T r—1 T
Hn:H’n—i““%_anr-

Tingimuse n— r<<r puhul saame Mh=1In1.

Koos hulkade jaotustega vaadeldakse hulkade jarjes-
tamisi, mille puhul on otuline nii rithmade jarjekord kui
ka elementide jarjekord rithmades.

9. n erinevat eset saab jarjestada r eristatavaks riih-
maks (on lubatud ka tithjad riihmad)

rir+1).. . (r+n—1)
viisil.

10. Kui iikski rithm samas iilesandes ei tohi olla
tiihi, siis on jarjestamisviise
nl(n—1)!

Ch = .
A TN — 1)

Kui aga rithmad on eristamatud (nende jarjekord
. .. . e nt r
pole oluline), siis on jarjestamisviiside arv 7(311{—1.

11. n erinevast elemendist saab r jéirjestétud rithma
koostada

[ 1 r o r{r+1)
mLu+um_4ﬁTmm_@p

]

viisil (koigi elementide kasutamine pole néutav, tiihjad
rithmad on lubatud ja oluline on ka rithmade jérjekord).
See avaldis vordub a! ja x® kordaja korrutisega (viimane
on voetud funktsiooni e*(l —x)—" astmereaks arendu-
sest).

12. Kui samas iilesandes pole tiihjad rithmad lubatud,
siis annab vastuse teguri n! ja astme x»— kordaja kor-
rutis (viimane on voetud sama funktsiooni reaksarendu-
sest).



ULESANDED

1. Linnast A viib linna B viis teed, viimasest linna C
kolm teed. Mitmel viisil saab linnast A soita B kaudu
linna C?

2. Kahes spordiithingus on kummaski 100 vehklejat.
Voistlustele tuleb molemast {ithingust saata iiks vehkleja.
Mitmel viisil v6ib neid sportlasi valida?

3. Peetril on viit liiki margita fimbrikke ja nelja erine-
vat liiki neljakopikasi marke. Mitmel viisil saab Peeter
valida kirja jaoks {imbriku ja margi?

4. Mitmel viisil saab sonast «lendur» valida tdhepaare,
mis koosneksid iihest tdis- ja ilhest kaashdalikust?

5. Sama {ilesanne sona «hobune» puhul.

6. Visati kuuetahulist taringut ja pandi p6orlema kahek-
satahuline vurr. Mitmel erineval viisil vdivad nad pea-
tuda?

7. Mietippu viib viis teed. Turist touseb mékke ja laskub
maest alla. Mitmel viisil voib ta seda teha? Sama kiisimus,
kuid tous ja langus peavad toimuma erinevdid teid pidi.

8. Farmis on 20 lammast ja 24 siga. Mitmel viisil saab
valida ithe lamba ja iithe sea? Mitut moodi saab sellise
valiku teha iilejddnud loomade hulgast, kui iiks niisugune
valik on juba tehtud?

9. Mitmel viisil saab malelaual valida valge ja musta
ruudu? Aga ruudupaari, varvist olenemata?

10. Mitmel viisil saab malelaual valida valge ja musta
ruudu, mis ei asetse ithel horisontaalil ega {iihel verti-
kaalil?

11. Karbist, kus on 12 punast, 9 sinist ja 10 lillat pliiat-
sit, tuleb valida iiks pliiats igast vérvist. Mitmel wiisil
saab seda teha?

12. On olemas 6 paari erineva suurusega kindaid. Mit-
mel viisil saab valida {the vasaku ja teise parema kdie
kinda nii, et nad oleksid erineva suurusega?
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13. Riiulilt, kus on 3 algebra-, 7 geomeetria- ja 7 trigo-
nomeetriadpikut, tuleb valida iks Opik igast sordist.
Mitmel viisil saab seda teha? |

14. Antikvariaadis on 1. Turgenevi romaan «Rudin»
6 eksemplaris, «Aadlipesa» 3 ning «Isad ja pojad»
4 eksemplaris. Peale selle on 5 kogutud teoste koidet
romaanidega «Rudin» ja «Aadlipesa» ning 7 kéidet romaa-
nidega «Aadlipesa» ja «Isad ja pojad». Mitmel viisil
saab neid raamatuid osta, kui iga romaani tahetakse
saada iihes eksemplaris?

15. Sama iilesanne lisaeeldusel, et kaupluses on kolm
koidet romaanidega «Rudin» ning «Isad ja pojad».

16. Korvis on 12 Guna ja 10 apelsini. Tiit valib endale
ouna vodi apelsini. Seejdrel votab Mai endale nii ouna
kui ka apelsini. Kummal juhul on Mail rohkem valiku-
voimalusi, kas siis, kui Tiit vottis ouna, vdi siis, kui ta
vottis apelsini?

17. Poorlevad kolm vurri, millel on vastavalt 6, 8 ja 10
tahku. Mitmes erinevas asendis voivad nad peatuda?
Sama kiisimus juhul, kui on teada, et vihemalt kaks vurri
kukkusid tahkudele, millel on number 1.

18. Mitmel viisil saab viiest vérvist valida kolm erinevat?
19. Mitmel viisil saab valmistada kolmevérvilise triibu-
lise lipu, kui on olemas 5 erinevat virvi riiet? Sama iiles-
anne lisaeeldusel, et iiks triip peab olema punane.

20. Mitu sonaraamatut tuleb vilja anda, et oleks voi-
malik tolkida vene, inglise, prantsuse, saksa ja itaalia
keelest iikskoik missugusesse neist keeltest?

21. Mitu sonaraamatut oleks juurde tarvis, kui erinevate
keelte arv oleks 10?

22. Mitmel viisil saab tervest kaardipakist (52 kaarti)
valida ilhe kaardi’ igast mastist? Sama iilesanne tingi-
musel, et viljatommatud kaartide hulgas pole iihtegi
paari tihenimelisi, s.t. kahte kuningat, kahte kiimmet jne.
23. Mitmel viisil voib tervest kaardipakist valida iihe
kaardi igast mastist nii, et punaste ja mustade mastide
kaardid oleksid iithenimelised (nditeks poti ja risti iihek-
sad ning ruutu ja drtu sodurid)?

24. Inglastel on kombeks panna oma lastele mitu nime.
Mitmel viisil voivad nad lapsele nime anda, kui nimesid
on kokku 300 ning lapsele ei panda rohkem kui kolm
nime?

25. Seltskond istub iimmarguse laua taha. Lepime kokku,
et kaks istuma paigutamise viisi on -iithesugused, kui
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seltskonna igal liikmel on mglemal juhul {ithed ja samad
naabrid. Mitmel erineval viisil vaih istuma panna neli
inimest? Seitse inimest? Mitmel juhul osutuvad naabri-
teks teatavad kaks inimest seitsmest? Mitmel juhul on
teatud inimesel seitsmest kaks teatavat naabrit?

26. Viis neidu ja kolm noormeest mangivad kurni. Mitmel
viisil saavad nad moodustada kaks neljaliikmelist voist-
konda, kui kummaski véistkonnas peab olema vihemalt
tiks noormees?

27. Tarvis on saata 6 kiireloomulist kirja. Mitmel viisil
saab seda teha, kui kirju voib saata kolme virgatsiga ja
igale virgatsile v6ib anda {iksksik millise kirja?

28. Uhel inimesel on 7, teisel aga 9 matemaatikaalast

raamatut. Mitmel viisil v&ivad nad vahetada raamatuid
iiks {the vastu?

29. Sama iilesanne tingimusel, et raamatuid vahetatakse
kaks kahe vastu.

30. Koosolekul peavad séna votma viis inimest: A4, B, C,
D ja E. Mitmel viisil v6ib neid paigutada sdnavotjate
nimekirja tingimusel, et B e tohi esineda enne kui A?
31. Sama iilesanne, kui B peab esinema vahetult A jarel.

32. Mitmel viisil saab ummarguse laua iimber paigutada
5 meest ja 5 naist nii, et tekiks kirju rida (s. t. samast
soost isikud poleks korvuti)?

33. Sama iilesanne, ainult ei istuta mitte {immarguse
laua taha, vaid karussellile. Kui fiks paigutus saadakse
teisest karussellj poorlemisel, siis loetakse nad iihtivateks.

34. Kaardipakist (52 kaarti) témmati 10 kaarti. Mitmel
juhul on nende kaartide hulgas vihemalt iiks dss? Mitmel
juhul tdpselt iiks dss? Mitmel juhul vdhemalt kaks #ssa?
Aga tidpselt kaks?

35. Raudteejaamas on m valgusfoori. Mitu erinevat sig-
naali saab nendega anda, kuj igas valgusfooris vaib
poleda kas punane vdi roheline tuli?

36. Uhes riigis polnud kahte thesuguse hammastekomp-
lektiga inimest. Kuj palju v6ib selles riigis iilimalt ela-
nikke olla (suurim hammaste arv on 32)°?

37. Kupee kahe vastasseina iires on viiekohalised dii-
vanid. Kiimnest reisijast neli soovivad istuda ndoga
soidu suunas, kolm vastassuunas, iilejaddnud kolmel on
aga iikskoik, kuhu istuda. Mitmel erineval viisil voivad
reisijad istet votta?
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38. Ametiithingukomiteesse valiti 9 inimest. Nende seast
tuleb valida esimees, esimehe asetditja, sekretdr ja kul-
tuuritod organisaator. Mitmel viisil saab seda teha?

39. 52 osavotjaga konverentsil tuleb valida viieliikmeline
delegatsioon. Mitmel viisil saab seda teha?

40. Autonumbrid koosnevad iihest, kahest v6i kolmest
tihest ja neljast numbrist. Leida selliste autonumbrite
arv, kui kasutatakse 32 tahte.

41. Emal on kaks 6una ja 3 pirni. Viie pdeva jooksul
annab ta iga pdev dra iihe puuvilja. Mitmel viisil voib
ta seda teha?

42. Sama iilesanne, kui ounu on m ja pirne #. -

43. Sama iilesanne, kui on 2 duna, 3 pirni ja 4 apelsini.
44. Isal on 5 erinevat apelsini, mida ta jaotab oma
kaheksa poja vahel nii, et igaiiks saab kas ithe apelsini
voi mitte midagi. Mitmel viisil voib ta seda teha?

45. Samasugune iilesanne, kui iga poeg voib saada fiks-
koik kui palju apelsine.

46. Mitu erinevat séna voib sonast «matemaatika» saada
tihtede {imberpaigutamise abil? Sdnast «parabool»?
Sonast «ingredient»?

47. 30-liikmelisel spordiklubil on tarvis koostada nelja-
litkmeline vdistkond osavotuks 1000 m jooksust. Mitmel
viisil saab seda teha? Aga mitmel viisil voib koostada
neljalitkmelise voistkonna osavotuks 800--400+4-200--
100 m teatejooksust?

48. Mitmel viisil saab malelaua esimesele horisontaalile
asetada valged vigurid (2 ratsut, 2 oda, 2 vankrit, lipu
ja kuninga)?

49. Telefonivorgus on n abonenti. Mitmel viisil saab kor-
raga ithendada kolm paari abonente?

50. Postkontoris miiilakse 10 erinevat liiki postkaarte.
Mitmel viisil voib sealt osta 12 postkaarti? Mitmel viisil
8 postkaarti? Mitmel viisil 8 erinevat postkaarti? |
51. Rithmast, milles on 7 meest ja 4 naist, on tarvis
valida 6 inimest nii, et nende seas oleks vihemalt 2 naist.
Mitmel viisil saab seda teha?

52. Mitu erinevat neljakohalist neljaga jaguvat arvu
saab moodustada numbritest 1, 2, 3, 4 ning 5, kui arvu
iileskirjutamisel voib iiht numbrit kasutada mitu korda?
53, Rongil on n reisijat ja rong peatub m korda. Mitmel
viisil voivad reisijad nende peatuste vahel jaotuda? Sama
{ilesanne, kui arvestada ainult peatustes véaljuvate reisi-
jate arvu. .
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94. Kui palju on permutatsioone n elemendist, milles
kaks antud elementi « ja b ei asetse korvuti? Milles
antud kolm elementi a, b ja ¢ ei asetse kérvuti (mitte
mingis jérjekorras)? Milles iikski paar elementidest a,
b, ¢ ei asetse korvuti?

95. Voimlemisvoistlustest votab osa 10 inimest. Kolm
kohtunikku peavad iiksteisest soltumatult koostama voist-
lejate paremusjirjestuse. Voitjaks kuulutatakse see, keda
vahemalt kaks kohtunikku on esimeseks tunnistanud. Kui
suur on koigi juhtude seas nende juhtude osa, kus selgub
voitja?

96. Neli iiliopilast sooritavad eksamit. Mitmel viisil saab
neile hindeid panna, kui on teada, et iikski neist ei saa- -
nud mitterahuldavat hinnet?

57. Mitu erinevat kaelakeed saab valmistada seitsmest
erineva suurusega helmest (tuleb ra kasutada kaik 7 hel-
mest)?

08. Mitu kaelakeed saab valmistada viiest ithesugusest
ja kahest suuremast helmest?

59. Asulas elab 2000 elanikkuy. Toestada, et vihemalt
kahel neist on ithesugused initsiaalid (ees- ja perekonna-
nime algustihed).

60. Seitse noormeest ja kiimme neidu tantsivad. Mitmel
viisil saavad neiud tantsupdrandal viibida, kui kéik noor-
mehed tantsivad? Kui palju on variante, kui arvestada
ainult seda, millised neiud jiid tantsule palumata? Lahen-
dada samad iilesanded, kui kahe neiy kohta on teada, et
neid kindlasti tantsule palutakse.

61. Rood koosneb 3 ohvitserist, 6 seersandist ja 60 rea-
mehest. Mitmel viisil saab nende hulgast moodustada
rithma, mis koosneb iihest ohvitserist, kahest seersandist
ja 20 reamehest? Sama {ilesanne, kui riihma peab kuu-
luma roodukomandér ja vanim seersantidest,.

62. Koolipeol on 12 neidu ja 15 noormeest. Mitmel viisil
voib nende hulgast valida 4 tantsupaari?

63. On olemas 3 kana, 4 parti ja 2 hane. Mitmel viisil
saab neist valida teatud arvu linde nii, et viljaeraldatud
hulgas oleks nii kanu, parte kui hanesid?

64. Mitmel viisil saab m—+n-p eset jaotada kolme ossa
nii, et ithes oleks m, teises n ning kolmandas p eset?
65. Riiulil on m-fn erinevat raamatut, millest m on

mustas ja n punases kdites. Kui palju on neid raamatute
permutatsioone, milles m esimest raamatut on mustad?
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Kui palju on neid paigutusi, milles kéik mustad raamatud
on korvuti?

66. Mitmel viisil saab 15 inimese seast valida riihma
mingi t66 tegemiseks? Rithma voib kuuiuda 1, 2, 3, ..., 15
inimest. Sama iilesanne juhul, kui valik tehakse »n ini-
mese hulgast? |
67. Olgu p:, ..., pn erinevad algarvud. Mitu jagajat
(1 ja g kaasa arvatud) on arvul

g=p% ...p%,

kus a4, ..., an on mingid naturaalarvud? Millega vordub
jagajate summa?

68. Mitmel viisil saab 12 50-kopikalist paigutada viide
karpi, kui iikski karp ei tohi tiithjaks jadda?

69. Mitmel viisil saab 20 raamatut paigutada viie riiuliga
raamatukappi, kui koik 20 raamatut mahuvad ka iihele
riiulile?

70. Mitmel viisil saab iihe kde sormedes kanda 5 erinevat
sormust, kui poidlas sormust ei kanta?

71. 5 ettepanekut pandi hiiletusele, millest votab osa
30 inimest. Mitmel viisil véivad hailed jaotuda, kui iga-
iiks hdiletab ilhe ettepaneku poolt ja arvestatakse ainult
ettepanekute poolt antud haalte arvu?

72. 12 raamatut tuleb koita punasesse, rohelisse voi
pruuni nahka. Mitmel viisil saab seda teha, kui peab
esinema koiki kolme varvi koiteid?

73. Mitmel viisil saab 32 tidhest koostada 6 sona, kui iga
taht esineb neis sonades kokku tédpselt iiks kord?

74. Mitmel viisil saab 17 inimese hulgast valida 12 ini-
mest, kui kahte teatud isikut nende 17 hulgast ei tohi
korraga valida?

75. Mitu erinevat kdevoru saab teha viiest iithesugusest
smaragdist, kuuest iihesugusest rubiinist ja seitsmest iihe-
sugusest safiirist (kasutatakse dra koik 18 kivi)?

76. Mitmel viisil saab samade kivide hulgast vilja valida
kolm kivi sormuse jaoks?

77. Uhiselamutoas elab kolm iiliopilast. Neil on neli tassi,
5 alustassi ja 6 teelusikat (koik omavahel erinevad).
Mitmel viisil voivad nad katta teelaua (igaiihele tass,
alustass ja lusikas)?

78. Mehel on 5 nais- ja 7 meestuttavat, naisel aga 7
nais- ja 5 meestuttavat. Mitmel viisil voivad nad kiilla
kutsuda seltskonna 6 mehest ja 6 naisest nii, et 6 inimest
oleks kutsunud mees ja 6 inimest naine?
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79. Paadi kummalgi kiiljel istub neli inimest. Mitmel
viisil saab 31 kandidaadi seast valida selle paadi mees-
konna, kui neist 10 soovib istuda paadi vasakul kiiljel,
12 paremal kiiljel ja iilejddnuile on iikskoik, kus istuda?
80. Urnis on sedelid arvudega 1, 2, 3, ..., 10. Urnist
voetakse 3 sedelit. Mitmel juhul on nendel olevate arvude
summa 9? Mitmel juhul mitte viiksem kui 9?

81. Mitmel viisil saab tervest kaardipakist (b2 kaarti)
valida 6 kaarti nii, et nende hulgas oleksid esindatud
koik mastid? |

82. Kooris on 10 lauljat. Mitmel viisil voib valida neid
kolmel pdeval esinema, nii et iga piev tekiks erinev koos-
seis 6 lauljast? |

83.. Inimesel on 6 sopra. 20 pieva jooksul kutsub ta iga
paev endale kiilla 3 sGpra nii, et alati oleks koos erinev
seltskond. Mitmel viisil saab ta seda teha? :

84. Kolm noormeest ja kaks neidu otsivad téé6d. Linnas
on kolm tehast, mis vajavad t66lisi valutsehhi (sinna voe-
takse ainult mehi), kaks kudumisvabrikut (sinna voetakse
naisi) ning kaks vabrikut, mis vajavad nii mees- kui ka
naistodlisi. Mitmel viisil vdivad nad jaotuda nende ette-
votete vahel?

85. Mitu viietdhelist séna saab koostada 33 tahest, kui
tahtede kordumine sénas on lubatud, kuid kaks korvuti-
asetsevat tdhte peavad alati olema erinevad?

86. Matemaatikaoliimpiaadist osavdtjate autasustamiseks
eraldati kolm eksemplari iihte raamatut, kaks eksemplari
‘teist ja iiks eksemplar kolmandat. Mitmel viisil saab
autasud vilja anda, kui oliimpiaadist votab osa 20 ini-
‘mest ja kellelegi ei anta i{ile {ihe raamatu? Sama iiles-
anne, kui kellelegi ei anta kahte eksemplari iihte ja sama
raamatut, kuid erinevaid raamatuid voidakse anda ka

kaks voi kolm.
87. Vaatleme doominokive (0, 0) kuni (n, n). Niidata,

n;r )-—]—I kivil on silmade summa n —r

ja niisamapaljudel kividel on summa n4r. Leida kéigi
doominokivide arv.

88. Mitmel viisil on voimalik paigutada {immarguse laua
taha 7 meest ja 7 naist nii, et 2 naist ei istuks kuskil
korvuti?

89. Mitmel viisil saab 16 hobuse hulgast valida kuuest
hobusest koosneva rakendi nii, et sellesse kuuliuksid kolm

et parajasti E(
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hobust kuuikust ABCA’B’C’, kuid mitte iikski paaridest
AA’, BB’, CC"™?

90. Mitmel viisil voib 9-st kaas- ja 7-st tdishaalikust
koostada sonu, milles on 4 erinevat kaas- ning 3 erinevat
tdishadlikut? Mitu sellist sona ei sisalda kahte korvuti-
asetsevat kaashéilikut?

91. Uurimisinstituudi mingis osakonnas tootab teatud
arv inimesi ja igafiks neist tunneb vahemalt iihte voor-
keelt. Kuus valdavad inglise, kuus saksa ja seitse prant-
suse keelt. Neli oskavad inglise ja saksa keelt, kolm saksa
ja prantsuse keelt, kaks aga prantsuse ja inglise keelt.
Uks inimene tunneb koiki kolme keelt. Mitu inimest tootab
selles osakonnas? Mitu neist oskab ainult inglise keelt?
Ainult prantsuse keelt?

92. Puhkepideval soitis linnast vélja 92 inimest. Neist
47 vottis kaasa voileibu vorstiga, 38 juustuga, 42 sin-
giga, 28 nii juustu kui vorstiga, 31 nii vorsti kui singiga
ning 26 inimest nii juustu kui singiga. Koiki kolme sorti
voileibu vottis kaasa 25 inimest, moned aga votsid voi-
leibade asemel kaasa pirukaid. Mitmel inimesel olid kaa-
sas pirukad?

93. 10 abielupaarist koosnev seltskond jaotub viieks
neljaliikmeliseks rithmaks, et minna paatidega soitma.
Mitmel viisil voib neid nii jaotada, et igas paadis oleks
kaks meest ja kaks naist?

94, Mitmel juhul satub teatud mees {ihte paati oma
naisega?

95. Mitmel juhul satuvad kaks antud meest {ihte paati
oma naistega?

96. Mitu erinevat neljakohalist arvu saab koostada numb-
. ritest 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, kui iga number 'voib arvus esi-
neda mitu korda?

97. Kui palju on selliseid kuuekohalisi arve, mille esi-
mese kolme numbri ja viimase kolme numbri poolt imnoo-
dustatud kolmekohaliste arvude summa on véiksem Kkui
10007

98. Mitmel viisil saab 12 valget ja 12 musta kabendit
paigutada malelaua mustadele vidljadele?

99, Mitmel viisil saab tdhed sonas «tihane» nii iimber
paigutada, et tadishddlikud oleksid tdhestiku jarjekorras?
100. Mitmel viisil voib tdhed sonas «nipitiri» nii jarjes-
tada, et neli i-tdhte poleks korvuti?

101. Mitmel viisil saab tdhed sonas «unustas» nii iimber
paigutada, et n-tdht jirgneks vahetult u-tdhele?
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102. Mitmel viisil saab tdhed viljendis «kaalikamaad
kastmas» nii {imber paigutada, et kaks a-tihte poleks
kuskil korvuti?

103. Mitmel viisil v6ib tdhed sonas «meremuda» nii jar-
jestada, et tdishdilikud poleks kuskil korvuti?

104. Mitmel viisil saab tdhed sonas «asemiku» nii iimber
paigutada, et tdishddlikute jarjekord ei muutuks?

105. Mitmel viisil saab tihed sdnas «parallelism» nii
jarjestada, et tdishidilikute jarjekord ei muutuks?

106. Mitmel viisil voib tdhed sdnas «karjus» nii iimber
paigutada, et kahe tadishaidliku vahel oleks kaks kaas-
haalikut? -

107. Mitmel viisil saab tdhed sonas «logaritms nii {imber
paigutada, et teisele, neljandale ja kuuendale kohale
satuksid kaashailikud?

108. Mitmel viisil saab valida kaks kaas- ja iihe tiis-
hédéliku sonast «logaritm»? Sama iilesanne lisaeeldusel,
et i-tdht kindlasti valitakse,.

109. Mitmel viisil saab tidhed sonas «abajas» nii iimber
paigutada, et kolm a-tdhte poleks kérvuti?

110. Sama iilesanne eeldusel, et kaks a-tihte ei tohi olla
korvuti. -

111. Mitmel erineval viisil saab valida teatud arvu tihti
valjendist «Entel-tentel? Tohoh!»? Tihtede jirjekorda ei
arvestata. .

112, Mitmel viisil voib sellest viljendist valida kolm
tahte?

113. Mitmel viisil saab sellest viljendist valida kolm
tahte, kui arvestatakse valitud tihtede jirjekorda?

114. Mitmel viisil v6ib tidhed sénas «karjuse» nii iimber
paigutada, et nii kaas- kui ka tidishdilikud asetseksid
tahestiku jirjekorras?

115. Mitmel viisil saab tdhed sonas «kojukutse» nii jir-
jestada, et kaas- ja tdishdidlikud vahelduksid? Sama {iles-
anne sona «sanitar» puhul.

116. Mitmel viisil voib tdhed sénas «abajas» nii jérjes-
tada, et kaashddlikud asetseksid tdhestiku jirjekorras?
Sama ilesanne lisaeeldusel, et a-tihed poleks kuskil kor-
vuti.

117. Mitmel viisil saab tdhed sénas «tik-taks nii iimber
paigutada, et iihesugused tdhed ei asetseks korvuti? Sama
iilesanne séna «purpurs puhul.

118. Mitmel viisil saab sonast «purpur» vilja valida
4 tdhte, kui valitud tdhtede jirjekorda mitte arvestada. .
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Mitu neljakohalist arvu voib moodustada arvu 132 132
numbritest?

119. Mitu miljonist vdiksemat mittenegatiivset tdisarvu
sisaldavad koiki numbreid 1, 2, 3, 4? Mitu arvu koosneb
ainult nendest numbritest?

120. Leida nende 4-kohaliste arvude summa, mis saa-
d%kse numbrite 1, 2, 3, 4 koikvoimalike {imberpaigutuste
abil. )

121. Sama iilesanne.numbrite 1, 2, 2, 5 puhul.

122. Sama iilesanne numbrite 1, 3, 3, 3, puhul. »
128. Sama iilesanne numbrite 1, 1, 4, 4 puhul.

124. Sama iilesanne koigi mnende viiekohaliste arvude
jaoks, mida voib saada numbrite 0, 1, 2, 3, 4 permutat-
sioonidena. Number 0 ei tohi olla esikohal.

125. Mitu miljonist viiksemat arvu saab kirjutada numb-
rite 8 ja 9 abil?

126. Sama iilesanne numbrite 9, 8, 7 korral.

127. Sama iilesanne numbrite 9, 8, 0 korral (0 ei tohi
olla esikohal).

128. Leida koigi nende kolmekohaliste arvude summa,
mida saab kirjutada numbritega 1, 2, 3, 4.

129. Leida koikide nende viiekohaliste arvude summa,
mida saab kirjutada numbritega 1, 2, 3, 4, 5, kusjuures
iga number esineb tdpselt iiks kord. Sama iilesanne viie-
kohaliste arvude puhul, mida saab kirjutada numbritega
1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8 9.

130. Mitu paaritut arvu voib koostada arvu 3694 numb-
ritest (iihtegi numbrit ei tohi kasutada iile ithe korra)?
Aga mitu paarisarvu?

131. Mitmel kuuekohalisel arvul on kolm paaris- ja kolm
paaritut numbrit?

132. Sama {ilesanne, kuid vaadeldakse ka numbriga 0
algavaid kuuekohalisi arve.

138. Mitmel kuuekohalisel arvul (mille esimene number
erineb nullist) on ristsummaks paarisarv? Sama iiles-
anne, kui vaadeldakse koiki arve alates 1 kuni 999 999.
134. Mitmel kiimnekohalisel arvul (mille esimene number
erineb nullist) on ristsumma 3? Sama iilesanne, kui vaa-
deldakse koiki arve alates 1 kuni 9999999 999.

185. Mitmel 9-kohalisel arvul on kéik numbrid erinevad?
136. Mitu tdisarvu 0 ja 999 vahel ei jagu viiega ega
seitsmega?

137. Mitu tdisarvu 0 ja 999 vahel ei jagu kahe, kolme,
viie ega seitsmega?
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188. Mitmes arvus 0 ja 999 vahel esineb number 9?
Mitmes arvus esineb 9 kaks korda? Mitmes arvus esineb
0? Mitmes arvus esineb 0 kaks korda? Mitmes arvus
esinevad numbrid 0 ja 9?7 Mitmes numbrid 8 ja 97 Mitmel
arvul 0 ja 999999 vahel on kérvutiseisvad numbrid alati
erinevad?

139. Mitu neljakohalist arvu saab koostada arvu 123 153
numbritest?

140. Mitu viiekohalist arvu véib koostada arvu 12 335 933
numbritest?

141. Mitu kuuekohalist arvu saab koostada arvu
1233 145 254 numbritest nii, et neis kaks ithesugust numb-
rit ei asetseks kérvuti?

142. Mitu viiekohalist arvu vaib koostada arvy 12 312 343
numbritest nii, et neis poleks korvuti kolme kolme?

143. Mitmel viisil saab arvu 12341234 numbrid nii jar-
Jestada, et kaks ithesugust numbrit poleks kuskil korvuti?
144. Sama iilesanne arvu 12 345 254 korral.

145. Mitmel viisil saab arvu 1934114546 numbrid nii
jdrjestada, et kolm ithesugust numbrit ei asetseks korvuti?
146. Mitmel viisil v5ib seda teha nii, et kaks iihesugust
numbrit poleks kuskil kérvuti?
147. Mitmel viisil saab naturaalarvudest | kuni 20 valida
kaks arvu, mille summa on paaritu arv?

148. Mitmel viisil v&ib naturaalarvudest 1 kuni 30 valida
kolm arvu, mille summa on paarisarv?

149. Londonist Brightoni viib kaks maanteed, mida ithen-
davad 10 kiilavaheteed (joon. 36). Mitmel viisil saab Lon-
donist nii Brightoni séita, et sama punkti ei Idbitaks kaks
korda?

150. Kaks riandurit séidavad samadel tingimuste!l Londo-
nist valja erinevaid maanteid pidi. Mitmel viisil vaib
nende reis toimuda, kui nad ei l14bi {ihtki teeldiky iihes ja
samas suunas? :
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Joon. 37

151. Londenist viib Cambridge’i kolm maanteed, mida
iihendavad 4 kiilavaheteed (joon. 37). Mitmel viisil saab
reisida Londonist Cambridge’i, kui tihelgi teeloigul ei soi-
deta Londoni suunas ja iihtegi loiku ei 1dbita kaks korda?
152, On olemas piiramata arvul miinte vairtusega 10, 15
ja 20 kopikat. Mitmel viisil voib valida neist 20 miinti?
153. Tuleb &dra arvata, missugused viis miinti on kaas-
méangija pihus. Iga miindi vaartuseks on kas 1, 2, 3, 5, 10,
15, 20, 50 kopikat voi 1 rubla. Mitu vale vastust on voima-
lik anda?

154. Kui palju on viiekohalisi arve? Mitmel neist on
koik numbrid paaritud? Mitmel neist ei esine kuuest viik-
semat numbrit? Mitmel neist ei esine kolmest suuremat
numbrit? Mitmel neist esinevad korraga numbrid 1, 2, 3, 4
ja b? Mitmel aga korraga numbrid 0, 2, 4, 6, 8?

155. Kahe tdringu tabkudel on numbrid 0, 1, 3, 7, 15 ja
31. Mitu erinevat summat voib saada nende taringute vis-
kamisel?

156. Kolme taringu tahkudel on numbrid 1, 4, 13, 40, 121
ja 364. Mitu erinevat summat voib saada nende taringute
viskamisel?

157. Heidetakse kuut taringut, mille tahkudel on numbrid
1, 2, 3, 4, 5 ja 6. Mitmel juhul annavad nad koik {ihesu-
guse arvu silmi? Mitmel juhul esineb kaks erinevat sil-
made arvu? Mitmel kolm? Mitmel neli? Mitmel viis? Mit-
mel kuus? (Koiki tdaringuid loeme eristatavateks.)

158. Heidetakse n taringut. Mitu erinevat tulemust v6ib
saada (ainult silmade jarjekorra poolest erinevad {fule-
mused loeme samadeks; koigi taringute tahkudel on numb-
rid 1, 2, 3, 4, 5 ja 6)?

159. Mitmel erineval viisil saab arvu 1000000 esitada
kolme teguri korrutisena? Tegurite jarjekorra poolest eri-
nevad esitused loetakse erinevateks.

160. Sama iilesanne tingimusel, kui tegurite jarjekorda ei
arvestata.
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161. Mitmel viisil saab kahte taskusse panna iiheksa eri-

neva vadartusega miinti?

162. Mitmel viisil v6ib 3n erinevat eset jaotada kolme

inimese vahel nii, ei igaiiks saaks n eset? ,

163. Antud on 2n eset. Vaadeldakse nende kdikvaimalikke

jaotusi paarideks. Seejuures loetakse tihtelangevateks jao-

tused, mis erinevad teineteisest ainult elementide jarje-

korra poolest paarides véi paaride jarjekorra poolest. Kui

palju on selliseid erinevaid jaotusi?

164. Sama iilesanne, kuid niiiid jaotatakse nk elementi

n rithmaks, k& elementi igas rithmas.

165. Mitmel viisil saab 30 t66list jaotada kolmeks kiimne-

litkmeliseks brigaadiks? Kiimneks kolmeliikmeliseks riih-

maks?

166. Mitmel viisil voib kaardipaki (36 kaarti) nii pooleks

jaotada, et kummaski pooles oleks kaks fHssa?

167. Mitmel viisil saab 10 raamatut jaotada viieks pan-

derolliks (igaiiks sisaldab kaks raamatut: panderollide

jarjekorda ei arvestata)?.

168. Mitmel viisil on vdimalik jaotada 9 raamatut viieks

panderolliks (iiks koosneb iihest ja filejddnud kahest raa-

matust)?

169. Sama iilesanne, kui tuleb koostada 3 kolm raamatut

sisaldavat panderolli.

17C. Mitmel viisil vdivad 3 inimest jaotada omavahel 6

ihesugust duna, 1 apelsini, 1 ploomi, 1 sidruni, 1 pirni,

1 aiva ja 1 datli?

171. Mitmel viisil on jaotus teostatav nii, et igaitks saaks

neli puuvilja? -

172. Isikutel A, B ja C on igaiihel 3 una ning peale selle

on A-1 veel pirn, ploom ja aiva, B-l apelsin, sidrun ja

dattel, C-1 aga mandariin, virsik ja aprikoos. Mitmel viisil

voivad nad need omavahel nii 4ra jaotada, et igaiiks saaks

6 puuvilja?

173. Mitmel viisil saab jaotada kaardipaki (52 kaarti)

13 méangija vahel nii, et igaiiks saaks 4 kaarti? Sama

tilesanne tingimusel, et igaiiks saaks igast mastist iihe

kaardi. Sama {ilesanne tingimusel, et iiks saaks igast mas-

tdiSt iihe kaardi ja {ilejdsdnud koik iihe ja sama masti kaar-
id.

174. Mitmel viisil voib tervest kaardipakist tdmmata 4

kaarti nii, et esindatud oleksid 3 masti? Esindatud oleksid

kaks masti?

175. Mitmel viisil saab 52 kaarti jaotada nelja méangija
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vahel nii, et igailks saaks neli kaarti iihest mastist ning
kolm kaarti igast iilejddnud mastist?

176. Mitmel erineval viisil voib 18 erinevat eset jaotada
5 inimese vahel nii, et neli neist saaksid 4 eset ja viies
2 eset? Sama iilesanne tingimusel, et kolm saavad 4 eset
ja kaks 3 eset.

177. On olemas 14 paari erinevaid esemeid. Mitu valikut
saab nende hulgast teha? (Kaks valikut erinevad oma
koosseisult, mitte aga nendesse kuuluvate elementide jar-
jekorralt.)

178. Mitmel viisil voib 4 musta, 4 valget ja 4 sinist kera
paigutada 6 erinevasse pakki (millest moned voivad jadda
tithjaks)?

179. Mitmel viisil saab 3 rublalist ning 10 viiekiimne-
kopikalist paigutada 4 erinevasse {imbrikku?

180. Toestada, et arvu n lahutusi teatud arvuks liideta-
vateks on niisama palju kui arvu 2n lahutusi n liidetavaks
(liidetavate jarjekorda ei arvestata).

181. n eset on asetatud ritta. Mitmel viisil saab nende
hulgast valida kolm eset nii, et viljavalitute hulgas ei
oleks korvutiasetsevaid?

182. Laps asetab malelaua kahele esimesele horisontaa-
lile valged ja mustad vigurid (kumbagi virvi vigureid on
8: kaks ratsut, kaks oda, kaks vankrit, lipp ja kuningas).
Mitmel viisil voib ta seda teha? _
183. Mitmel viisil saab need vigurid paigutada tervele
malelauale?

184. Lahendage sama iilesanne eeldusel, et malelauale
asetatakse ka koik etturid (8 valget ja 8 musta).

185. Mitmel viisil saab 15 valget ja 15 musta kabendit
paigutada 24 valjale nii, et igal véljal oleksid kas ainult
valged vo6i ainult mustad kabendid? Nii pannakse nad
mangulauale idamaises mingus «nardo».

186. Mitmel viisil voib malelanale paigutada 20 valget
kabendit nii, et malelaua pooramisel 90° vorra tekiks
sellel samasugune kabendite asetus kui enne? -

187. Mitmel viisil saab malelauale asetada 20 valget
kabendit nii, et nad paikneksid siimmeetriliselt malelauda
poolitava sirge suhtes?

188. Sama iilesanne tingimusel, et kabendid paigutatakse
mustadele viljadele.

189. Mitmel viisil saab 12 wvalget ja 12 musta kabendit
paigutada mustadele viljadele nii, et nad paikneksid sum-
meetriliselt malelaua keskpunkti suhtes?
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190. Sama iilesanne, aga valgega siimmeetriliselt paiknev
kabend peab olema must, ja vastupidi.

191. Mitmel viisil vaib asetada 20 valget kabendit male-
laua direliinidele nii, et saadud asetus ei muutuks laua
pooramisel 90° vorra?

192. Mitmel viisil saab 20 valget kabendit asetada male-
laua &ireliinidele nii, et nad paikneksid siimmeetriliselt
malelaua diagonaalide suhtes?

193. Mitmel viisil v6ib 7 valget ja 2 musta kuuli paigu-
tada 9 erinevasse siivendisse? Osa siivendeid vaib jaada
tihjaks.

194. Mitmel viisil *saab 7 valget, 1 musta ja 1 punase
kuuli asetada 9 erinevasse siivendisse?

195. Mitmel viisil voib 27 raamatut jaotada isikute A, B
ja C vahel nii, et A ja B saaksid kokku kaks korda rohkem
raamatuid kui C?

196. Lifti sisenes 8 inimest. Mitmel viisil véivad nad nel-
jal korrusel nii viljuda, et igal korrusel lahkuks vihemalt
uks inimene?

197. Mitmel viisil saab arvudest 1 kuni 100 valida kolm
arvu nii, et nende summa jaguks kolmega?

198. Mitmel viisil v6ib 3n jirjestikuse taisarvu hulgast
valida kolm arvu nii, et nende summa jaguks kolmega?
199. On olemas n valget ja iiks must kuul. Mitmel viisi]
saab osa neist kuulidest paigutada n+1 siivendisse, kui
uhessegi siivendisse ei mahu iile iihe kuulj?

200. Mitmel viisil saab m valget ja n musta kuuli nii ritta
seada, et valged ja mustad kuulid puutuksid kokku 27 — 1
punktis? 2r punktis?

201. Mitmel viisil v6ib 8 erinevas aines saada viahemalt
rahuldava hinde nii, et hinnete summa oleks 30?

202, Toestada, et m-+n eset saab parajasti (m+4-n)1D,,
viisil nii dimber paigutada, ct tipselt n eset jaiab paigale.
203. Toestada, et r erinevat eset saab tapselt

Sr=(n4-p)r—n(n--p — 1)+
+Cn (nfp—2)1— . 4 (—I)npr

viisil nii jaotada n+p inimese vahel, et antud s inimest
saaksid igaiiks vidhemalt iihe eseme.

204. Toestada, et arvul 2r-Lx on lahutusi r-+x positiiv-
seks liidetavaks niisama palju kui arvul r lahutusi mitte-
negatiivseteks liidetavateks. |

205. n liikmest koosnev iithing valib oma koosseisust iihe
esindaja. Mitmel viisil v6ib hdéletamine toimuda, kui iga-
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itks hédéletab {ihe inimese (voib-olla iseenda) poolt? Sama
iilesanne tingimusel, et arvestatakse ainult iga kandi-
daadi poolt antud hééilte arvu, mitte aga seda, kes tema
poolt hialetas

206. Toestada, et 2n voi 2n-— 3 ilihesuguse eseme jaoks
leidub iihepalju selliseid jaotusi kolmeks mitteeristatavaks
rithmaks, et kahe suvalise riihma summa on suurem kol-
mandast.

207. Toestada, et n eseme hulgast voib paaritu arvu ese-
meid valida 271 viisil,

208. Toestada, et kaks inimest saavad. 3n2>43n-4-1 viisil
jaotada omavahel 2n iihte liiki, 2n tei® ja 2n kolmandat
litki eset nii, et igaiiks saaks 3n eset.

209. Téestada, et kui lisada 2n neljandat liiki eset, siis
leidub parajasti

—-—é—~(2n—i—1) (8n24-8n-+3)

sellist jaotusviisi, mille puhul igaiiks saab 4n eset.
210. Toestada, et kui esemed jaotatakse mitteeristatava-

teks rithmadeks, siis vastused on —;—(3n2—|—3n+2) ja

-}?(njtn (8n24-4n4-3).

211. Toestada, et kui on olemas m liiki esemeid ning
igast liigist on 2n eset, siis saab neid esemeid jaotada
kaheks vordseks rithmaks

m—1
Cmn-{-m—i — Cm Cmn+1n—2n 2+

+Cmcmn+m—4ﬂ—3 — ... icvncxnim—i—x(2n+l)¢ Cee
viisil.
212. Mitmel viisil voib viis valget, viis musta ja viis
punast kuuli asetada 3 kasti nii, et igasse kasti saaks viis

kuuli?
213. Toestada, et kui meil on olemas kolme sorti esemeid

ning igast sordist n eset, siis leidub
CoaChip— 30n+3-—-—-(ﬂ—|—1) (n4-2) (n>+-3n+4-4)

‘voimalust jaotada nad kolme isiku 4, B ja C vahel, nii et
igaiiks saaks n eset.

214. Mitmel viisili saab 3 inglast, 3 prantslast ja 3 tiirk-
last nii ritta istuma panna, et kolm kaasmaalast poleks
kuskil korvuti?
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215. Sama iilesanne tingimusel, et kuskil ei tohi kérvuti
istuda kaks kaasmaalast. -

216. Mitmel viisil saab iimmarguse laua taha istuma
panna 3 inglast, 3 prantslast ja 3 tiirklast nii, et kaks.
kaasmaalast poleks kuskil korvuti?
217. Mitmel viisil voib iihte ritta kleepida marke 40 kopi-_
ka véirtuses, kui kasutatakse 5-, 10-, 15- ja 20-kopikasi
marke? (Markide jarjekorra poolest erinevad asetused
loetakse erinevateks; markide arv pole piiratud.) |
218. Mitmel viisil saab rubla vahetada miintideks vaar-
tusega 10, 15, 20 ja 50 kopikat? |
219. Mitmel viis® v6ib kaalukausile asetada 78 g, kui
kasutada kaheksat erinevat kaaluvihti 1, 1, 2, 5, 10, 10, 20,
50 g? Seejuures loetakse, et kahe erineva vihi kasutamine
annab erineva kombinatsiooni ka siis, kui need vihid kaa-
luvad iihepalju.
220. On olemas kuus kuuli: 3 musta, 1 punane, 1 valge’
ja 1 sinine. Mitmel viisil saab neist moodustada neljast
kuulist koosneva rea? , :
221. Mitmel viisil voib naturaalarvu n esitada kolme na--
turaalarvulise liidetava summana (liidetavate jirjekorra
poolest erinevad esitused loetakse erinevateks)?

222, Kui palju ja milliseid numbreid liheb vaja selleks,
et iiles kirjutada kaik arvud alates 1 kuni 999999 (kaasa
‘arvatud)? Alates 1 kuni 107 —1?

223. Mitu erinevat kiimnekohalist arvu saab iiles kirju--
tada, kasutades kolme numbrit 1, 2, 3, kusjuures number *
3 esineb igas arvus tdpselt kaks korda? Kui paljud neist
arvudest jaguvad iiheksaga? '

224, Utleme, et kaks jadasse kuuluvat arvu moodustavad
inversiooni, kui suurem neist asetseb jadas viiksemast
eespool. Mitu inversiooni on arvude 1, 2, ..., n koikides
permutatsioonides? |

225. Toestada, et arvu n saab parajasti E[l—lj-(nz——-ﬁn+

—|—12)] viisil jaotada kolme erinevasse ossa.

226. Toestada, et arvu 12n-f5 voib tépselt —12—(n—]—1)-

- (12r24-9n+4-2) viisil jaotada neljaks osaks nii, et iikski
osa poleks suurem kui 6n-4-2.

227. Toestada, et arvu 12n4-5 saab parajasti —Z—(Ian—I—
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+3n—1) viisil jagada nelja erinevasse ossa nii, et iikski
osa poleks suurem kui 6n-f2 ja iikski kaks osa poleks oma-
vahel vordsed.

228, Leida, kui palju on selliseid naturaalarvude kolmi-
kuid, mis moodustavad geomeetrilise progressiooni nmg
mille liikmed pole suuremad kui 100.

229, Mitmel viisil saab 6 inglast, 7 prantslast ja 10 tiirk-
last nii ritta paigutada, et iga inglane seisaks prantslase
ja tiirklase vahel ning prantslane ja turklane poleks kuskil
korvuti?

230. Sama iilesanne 5 inglase, 7 prantslase ja 10 tiirk-
lase korral.

231. Mitu lahendit on jargmisel iilesandel: leida kaks arvu,
mille suurim ihistegur on G ja vahim iihiskordne M=
= Ga*bbcvd® (a, b, ¢ ja d on algarvud)?

232. Lahendage sama iilesanne, tommates eelnevalt teks-
tist maha sonad «suurim» ja «vihims.

233. Mitu kombinatsiooni saab moodustada 20-st tdhest
6-kaupa nii, et iikski tdht ei kuuluks iihtegi kombinatsiooni
iile kahe korra?

234. On olemas p-}-g-}-r tdhte: p a-tdhte, g B-tdhie ja
r y-tihte. Need jirjestatakse nii, et a-tdhed algavad enne
B-tdhti ja viimased enne y-tdhti. Mitmel viisil on selline
jarjestamine voéimalik?

235. 30 cm pikkune loik virvitakse niisuguses jarjekorras:
punane, valge, sinine (edasi varvid korduvad samas jér-
jestuses). Alustatakse punase ja lopetatakse sinise vir-
viga. Iga varviga védrvitakse 10 cm, kusjuures varviloik
holmab tdisarvu sentimeetreid (mitte alla 2 c¢cm). Mitu
varvimismoodust on olemas? Sama kiisimus, kui loobuda
tingimusest, et viimaseks védrviks on sinine. Niidata, et
kui iikski varviloik pole alla 3 cm, siis on viimaseks vér-
viks 153 juhul sinine, 71 juhul valge ja 81 juhul punane.
236. Mul on 6 sopra. Ma olen neist igaiihega koos 16una-
tanud 7 korda, iga kahega 5 korda, iga kolmega 4 korda,
iga neljaga 3 korda, iga viiega 2 korda, koigi kuuega
1 kord, aga igaiiks neist on I6unalauast puudunud 8 korda.
Mitu korda Iounatasin ma iiksi?

237. Kaks ,eksaminaatorit eksamineerivad 12 Gpilasest
koosnevat klassi kahes aines korraga. Iga opilane vastab
kumbagi ainet b minutit. Mitmel viisil voivad eksaminaa-
torid omavahel 166 nii jaotada, et iikski 6pilane ei peaks
korraga vastama kahte ainet?

238. Mitmel viisil voivad 6 inimest valida kuue paari

223



kinnaste hulgast igaiiks iihe parema ja iithe vasaku kie
kinda nii, et keegi ei saaks kindapaari? Sama iilesanne
9 kindapaari ja 6 inimese korral,

239. Avaldisse a2f?y? kuuluvaid tahti paigutatakse {imber
nii, et iga tdhe korval, kas vasakul vai paremal, asetseks
sama taht. Toestada, et selliseid limberpaigutusi on 6.
Avaldise «f%y® puhul on see arv samuti 6, avaldisc
atBéyt korral 90 ja a5p®y® puhul 426.

240. Maleoliimpiaadist votavad osa n riigi neljaliikmeli-
sed voistkonnad. Mitmel viisil voivad maletajad asctuda
ritta nii, et igaiihe korval (kas vasakul v6i paremal) sei-
saks tema kaasmaalane? -

241. Malelauna ruudud virvitakse 8 virviga nii, et igal
horisontaalil on esindatud kdik 8 virvi ning iga verti-
kaali mistahes kaks korvutiasetsevat ruutu on virvitud
erinevate virvidega. Mitmel viisil on selline virvimine
voimalik?

242, On olemas n ithesugust eset ning peale selle veel n
erinevat eset. Mitmel viisil saab nende hulgast valida n
eset? Mitmel viisil voib jédrjestada koik 2n eset?

243. m prantslast ja n inglast asetuvad ritta nii, et iga-
ithe korval on védhemalt iiks kaasmaalane. Niidata, et
koikvoimalike selliste asetuste arv on

MR [14- (Coi—ad-Crn-3) (C-at-Cs) - (Comsf-Clary)

(Crst-Crd) + (Coroid-Cor ) (CostCo_s) . .
244. Mitmes kuuckohalises arvus esineb tdpselt kolm eri-
nevat numbrit?

245. Mitmes m-kohalises arvus esineb tdpselt 2 erinevat
numbrit?

246. Vaadeldakse koiki selliseid k-kaupa variatsioone
arvudest 1, 2, ..., n, milles paarisarvud asetsevad paaris-
kohtadel ja paaritud arvud paaritutel kohtadel. Mitmes
sellises variatsioonis on arvud kasvamise jirjekorras
(nagu nditeks variatsioonis 3678)?

247. On antud 2n elementi a1, a1, az, as, ..., an, an, kus
ai7a;, kui is=j. Mitmes nende 2n elemendi permutat-
sioonis ei leidu kahte {ihesugust korvutiasetsevat elementi?
248. On antud n komplekti, millest igaiithes on ¢ ithesu- °
gust elementi, kusjuures erinevatesse komplektidesse kuu-
luvad elemendid on erinevad. Mitmes nende ng elemendi
permutatsioonis ei leidu korvuti ithesuguseid elemente?
249. Lahendage sama iilesanne tingimusel, et elemendid
asetsevad ringjoonel.
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250. Riiulil on n raamatut. Mitmel viisil saab nende hul-
gast valida p raamatut nii, et iga kahe véljavalitud raa-
matu vahel ja p-nda valitud raamatu jarel oleks vihemalt
s raamatut?

251. Tihistame as, as, a7, as, ag, aio abii matemaatika-
olitmpiaadist osavatvate opilaste arvu viiendast, ..., kiim-
nendast klassist. On teada, et arvud as, ..., ai moodusta-
vad aritmeetilise progressiooni ja iga klassi opilastele
ettendhtud auhindade arv vordub selle progressiconi
vahega. Toestada, et autasustamisvoimaluste arv ei
muutu, kui koik auhinnad anda kiimnenda klassi opilas-
tele (eeldatakse, et koik autasud on erinevad).

252. Ruudulisele paberile on joonistatud ruut ABCD
kiiljepikkusega 4 ruutu. Vaadeldakse koiki selliseid liihi-
maid teid tipust A tippu C, mis kulgevad médda ruutude
kiilgi, Naidata, et nende teede arv on 70, kusjuures nelja
10iku 14bib 35 teed, kaheksat 16iku 20 teed, 4 16iku 18 teed,
4 1oiku 15, 4 loiku 12, 4 loiku 10, 4 16iku 5, 4 loiku 4 teed
ning 4 loiku 1 tee. Uurida samal viisil teede loikepunkte:
ithte punkti 1dbib 36 teed, nelja punkti 35 teed, 4 punkti 30,
4 punkti 15, 4 punkti 5, 4 punkti 40 teed ja 2 punkti 1 tee
(otspunkte ei vaadelda).

253. Kui palju leidub kolmnurki, mille tipud on ettean-
tud kumera kuusnurga tippudeks?

254. Kui palju on kolmnurki, mille kiillgede pikkused on
4,5, 6 vdi 7?

255. Kui palju leidub erinevaid risttahukaid, mille koigi
servade pikkused avalduvad tdisarvudena iihest kiimneni?
256. Tasandile on tommatud 4 sirget, mille seas pole
kahte paralleelset ega kolme {ihte punkti ldbivat sirget.
Mitu kolmnurka seejuures tekkis?

257. Tasandil on antud n punkti, millest p asetsevad ithel
sirgel, iilejddnute seas ei leidu kolme {ihel sirgel paikne-
vat. Kui palju on kolmnurki, mille tippudeks on need
punktid?

258. Sirgel on valitud p punkti ja temaga paralleelsel
sirgel veel ¢ punkti. Kui palju on kolmnurki, mille tippu-
deks on need punktid? '
259. Olgu samadel tingimustel veel {ihel paralleelsel sir-
gel voetud r punkti, kusjuures valitud punktide seas ei
leidu kolme sellist, mis paikneksid iihel paralleele 16ikaval
sirgel. Mitu kolmnurka tuleb juurde?

260. Ruudu koik kiiljed on jaotatud n osaks. Kui palju on
kolmnurki, mille tippudeks on jaotuspunktid?
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261. Tasandile on tdmmatud n sirget, mille seas pole

kahte paralleelset ega kolme iihte punkti libivat sirget.
Mitu 16ikepunkti on nendel sirgetel? |
262. Tasandile on témmatud n sirget, millest p libivad

punkti A, ¢ punkti B ning iikski ei [4bi molemat. Nende
sirgete seas pole kahte paralleelset ega kolme sellist, mis

l6ikuksid ménes muus punktis. Mitu 16ikepunkti on nendel

sirgetel? |
263. Mitmeks osaks jaotavad tasandi n sirget, mille hul-
gas pole kahte paralleelset ega kolme iihte punkti libivat

sirget? |
264. Mitmeks osaks jaotavad ruumi n tasandit, mille seas

pole kahte paralleelset, kolme iihte sirget ldbivat ega nelja
iihte punkti l4bivat tasandit?

265. Tasandil on antud 5 punkti. Neid ithendavate sirgete .

seas pole paralleelseid, ristuvaid ega uhtivaid. Témbame
igast punktist ristsirged ilejddnud nelja punkti paari-
kaupa ithendavatele sirgetele. Kui palju on maksimaalselt
nende ristsirgete omavahelisi 16ikepunkte, kui antud viit g
punkti mitte arvestada?

266. Kui palju leidub kolmnurki, mille kiiljed on arvust n
suuremad tidisarvud ega d{ileta arvuy 2n? Kui palju on
nende seas vordhaarseid ja vordkiilgseid?

267. Toestada, et leidub -—é—-n(n—{—l)(4n+5) kolmnurka,
mille kiiljed on tiisarvud ega iileta 2n. Kui vordhaar-
seid kolmnurki ej arvestata, sﬁs on see arv —é—n(n——’l) .
-(4n—5).

268. Toestada, et leidub —é—n(n—}-l)(cln——-l) kolmnurka,

mille kiiljed on tédisarvud ega iileta 2n—1 ja et pirast |
vordhaarsete kolmnurkade korvaldamist jaab jarele

-é_(n — 1) (n—2) (4n — 3) kolmnurka,

269. Tasandile on témmatud n sirget, mille seas ei leidu
kolme iihte punkti libivat sirget. Toestada, et nende 15i-

|
kepunktidest saab koostada —2——(n-— 1)! jdrjestamata riih-

ma, mis sisaldavad n punkti. Eeldatakse, et {ihte riihma
kuuluvate 1dikepunktide hulgas ei leidu kolme iihel sirgel
asetsevat. .
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970. Tasandil on n punkti, mille seas pole kolme iihel
sirgel asetsevat. Kui palju leidub r liilist koosnevaid kin-
nisi murdjooni, mille tipud asetsevad nendes punktides?
271. Uhel sirgel on vdetud n punkti ning temaga paral-
leclsel sirgel veel m punkti. Need punktid {ihendatakse
sirgetega. Toestada, et tekkivate sirgete 16ikepunkte on
mn(m—1)(n—1)
2
ei leidu kolme iihes punktis 16ikuvat, antud m--n punkti
me ei arvesta.)
979 Tasandil on antud n punkti, mille seas pole kolme
iihel sirgel ega nelja iihel ringjoonel asetsevat, Labi iga
kahe punkti tommatakse sirge ning ldbi iga kolme ring-
joon. Leida koigi sirgete ja ringjoonte 16ikepunktide mak-
simaalne arv. _
973. Ruumis on antud n punkti, mille hulgas pole nelja
ithel tasandil asetsevat. Labi iga kolme punkti pannakse
tasand, kusjuures nende tasandite seas pole kahte paral-
leelset. Leida tasandite 1dikesirgete arv. Kui paljud neist
ei l4bi iihtegi antud punkti?
974. On olemas n lbiku pikkustega 1, 2, ..., n. Nende
hulgast valitakse neli 16iku nii, et tekiks puutujanelinurk.
Toestada, et seda voib teha

on{n—2)(2n —5) —3--3(—1)"
48

viisil. Mitu nelinurka saadakse, kui lubatakse valida ka
{fihepikkusi kiilgi?

275. On antud n punkti, mille seas pole nelja iihel ring-
joonel asetsevat. Libi iga kolme sellise punkti joonesta-
takse ringjoon. Kui palju on maksimaalselt nende ring-
joonte 16ikepunkte?

276. Toestada, et kui n tasandit 1dbivad sfdéri keskpunkti,
siis jaotavad nad sfadri mitte rohkem kui n2—n--2 osaks.
277. Mitmel geomeetriliselt erineval viisil saab kuubi
tahud varvida kuue erineva varviga? Kahte virvimisviisi
loetakse geomeetriliselt iihtelangevateks, kui iihe neist
voib teisest saada kuubi kui jdiga keha liikurnisel. .
278. Mitmel geomeetriliselt erineval viisil saab tetraeedri
tahud varvida nelja erineva varviga?

279. Mitmel geomeetriliselt erineval viisil voib kaheksa
erineva virviga vérvida oktaeedri tahud?

280. Lahendada samasugused iilesanded korraparase
dodekaeedri ja ikosaeedri korral.

. (Eeldame, et tommatud sirgete seas
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281. Vaadelda eelnevates tilesannetes juhte, kus virvide -
arv on vaiksem tahkude arvust (niiteks kuupi virvitakse

kahe, kolme, nelja voi viie varviga).

282, Kui palju leidub kolmnurki, mille kiilgede pikkused
on taisarvud ja iimbermdst on 40? Mille umbermoot on 43?
283. Toestada, et kolmnurki tiisarvuliste kiilgedega ja
umbermédduga 4n--3 on n~+1 vorra rohkem kui samasu-
guseid kolmnurki iimbermédduga 4n.

284. Toestada, et iimbermodty N omavate tdisarvuliste
kiilgedega kolmnurkade arv on esitatay jargmise tabelina:

N Kolmnurkade arv ‘ N Kolmnurkade ‘arv
[2n 3n2 12n-1-6 3n?4-3n+1
12n4-1 n(3n+2) ‘ 12047 (n+4-1) (3n-}-2)
12n-+2 n(3n-4-1) 12n+4-8 (114-1) (3n+1)
12n+3 3n24-3n-41 12n4+-9 3n?4+-6n-4+-3
12n--4 n(3n+2) 12n+10 (n+1) ({3n+2)
12n+5 (n+1)(3n+1) 12n+11 3n?+7n-4

285. Linna autobussiliinid on korraldatud jargmiselt:
1) igast peatusest saah igasse teise peatusse sdita ilma
umberistumiseta:

2) kahel suvalisel liinil on tapselt iiks {ihine peatus:

3) igal liinil on tipselt n peatust,

Mitu autobussiliini on linnas?

286. Linnas on 57 autobussiliini. On teada, et

1) igast peatusest saab igasse teise peatusse soita ilma
umber istumata;

2) kahel suvalisel liinil on tipselt iiks {ihine peatus:

3) igal liinil on vdhemalt kolm peatust.

Mitu peatust on igal liinil?

287. Kas saab linnas kiiku panna 10 autobussiliini, nii
et iga kaheksa liini korral leiduks peatus, mis ei asetseks
tihelgi .neist liinidest, kuid suvalised iiheksa liini 14biksid
koiki peatusi?

288. Mitu erinevat kera saab ruumis nii konstrueerida,
et nad puudutaksid kolme antud tasandit ja antud kera?
289. Antud on kolm punkti. Témbame 14bj igaiihe neist
m sirget nii, et nende hulgas poleks kahte paralleelset
ega kolme mdnes iilejddinud punktis 16ikuvat sirget. Leida
saadud sirgete I6ikepunktide arv. |

290. Ruumis on antud n punkti nii, et m neist asetsevad
ihel tasandil P ja iilejddnute hulgas ei leidu nelja iihel
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PEATUKK VI.. REKURRENTSED SEOSED

tasandil asetsevat. Kui palju saab konstrueerida tasandeid, et igaiiks
neist sisaldaks kolme antud punkti?

Tasandil on antud punktid A, B ja C. Tombame ldbi A m sirget, libi
B n sirget ning ldbi C' p sirget. Seejuures pole tommatud sirgete hulgas
kolme mones iilejadnud punktis 16ikuvat voi kahte paralleelset sirget.
Kui palju on selliseid kolmnurki, mille tippudeks on nende sirgete 16i-
kepunktid, mis erinevad punktidest A, B ja C?

Kui palju leidub kolmnurki, mille tippudeks on etteantud kumera n-
nurga tipud ning mille tikski kiilg ei lange kokku selle n-nurga kiiljega?

Tasandile on tommatud n sirget ja igaliihel neist on voetud p punkti
nii, et likski neist pole antud sirgete 16ikepunkt ning ei leidu kolme
antud punkti, mis paikneksid etteantult erinevatel sirgetel. Leida nende
kolmnurkade arv, mille tipud on nendes punktides.

Toestada, et kumera n-nurga diagonaalidel on véljaspool hulknurka
1 1
Tzn(n —3)(n—>5) 16ikepunkti ja hulknurga sees 2—471(71 —1)(n—2)(n—3)

16ikepunkti (eeldatakse, et ei leidu kahte teineteisega paralleelset ega
kolme hulknurga tipust erinevas punktis l6ikuvat diagonaali).

Ringjoonel on antud n punkti. Mitu erinevat (mitte tingimata kumerat)
hulknurka saab selle ringjoone sisse joonestada, nii et nende tippudeks
oleksid antud punktid? Aga mitu kumerat?

Tasandile on tommatud m paralleelset sirget. Peale nende on tasandile
tommatud veel n sirget, mis pole paralleelsed ei omavahel ega ka va-
rem tommatud sirgetega. Ukski sirgetest ei libi kahe iilejdénud sirge
loikepunkti. Mitmeks osaks jaotavad need sirged tasandi?

On antud 11 punkti, millest 5 asetsevad iihel ringjoonel. Peale nende
pole antud punktide seas nelja iihel ringjoonel asetsevat punkti. Mitu
ringjoont saab joonestada nii, et igaiiks neist sisaldaks vahemalt kolme
antud punktidest?

Tasandil on antud 10 paarikaupa loikuvat sirget, mille seas ei leidu
kolme tihes punktis loikuvat ega nelja iihte ringjoont puudutavat. Kui
palju saab joonestada selliseid ringjooni, et igaiiks neist puudutaks kol-
me mainitud kiimnest sirgest?

Leida koigi selliste kumerate k-nurkade arv, mille tippudeks on kume-
ra n-nurga k tippu, kusjuures k-nurga kahe naabertippu vahele peab
jaama vahemalt s n-nurga tippu.
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Kaks sirgete peret loikavad roopkiilikut, iihe pere sirged on paralleelsed
roopkiliku iithe ja teise pere omad teise kiiljega ning kummaski peres
on r sirget. Mitu roopkiilikut sel viisil tekib?

Mitmeks osaks jaotavad kumera n-nurga tema diagonaalid, kui nende
seas ei leidu kolme hulknurga sisepunktis 16ikuvat diagonaali?

On antud tiks kaart, millel on arv 1, kaks kaarti arvuga 2, kolm kaarti
arvuga 3 jne. Toestada, et kui n on paaritu arv, siis saab nende seast

n
parajasti E(n2 —1) viisil valida kaks kaarti nii, et viimastele kirjutatud

arvude summa oleks n. Kui n on paarisarv, siis on vastuseks D (n*—4).

On 3n+1 eset, millest n on tihesugused, iilejadnud aga erinevad. Toes-
tada, et nende hulgast voib n eset valida 22" viisil.

On antud arvude jada 1,2, 3,...,2n. Mitmel viisil saab nendest valida
kolm arvu nii, et nad moodustaksid aritmeetilise progressiooni? Sama
kiisimus jada 1,2,3,...,2n + 1 korral.

Tasandile on joonestatud rida kinnisi koveraid, millest igatiks loikab
koiki iilejddnuid vahemalt kahes punktis. Olgu n, nende punktide arv,
milles loikuvad r koverat. Toestada, et leidub parajasti 1 + ny + 2n3 +
...F+rn,1+. .. sellist kinnist piirkonda, mis on piiratud nende koverate
kaartega ega sisalda niisuguseid kaari.

Tasandil on antud m punkti A ning n punkti B labivat sirget. Nen-
de sirgete seas pole paralleelseid ega iihtki sellist, mis ldbiks korraga
punkte A ja B. Mitmeks osaks need sirged jaotavad tasandi?

Kas on voimalik igaiiht 77 telefonist ithendada tapselt 15 telefoniga?

Leida sellise hulkliikme kordajate summa, mille saame avaldisest
1964 2 1965
<7$3 — 13y + 522) (y3 — 8y* + 6y + z) + (2$2 + 18y* — 21)
parast sulgude avamist.

Kastis on 100 kuulikest. Neist 28 on punased, 20 rohelised, 12 kollased,
20 sinised, 10 valged ja 10 mustad. Mitu kuulikest tuleb minimaalselt
kastist valja votta, et nende seas kindlasti leiduks 15 tihevarvilist?

Kuubi tahud voib varvida kas koik valgeks, koik mustaks voi siis osa
valgeks ja osa mustaks. Mitu erinevat virvimisviisi on olemas? (Kah-
te kuupi loeme erinevalt vérvituks, kui neid pole voimalik segi ajada,
tikskoik kuidas me neid ka ei pooraks.)
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Lahendada sama iilesanne tingimusel, et varvitakse mitte kuubi tahke,
vaid tippe.

Hulktahukate mudeleid tehakse nende pinnalaotustest. Pinnalaotusel
eraldavad tahkusid servad ja mudel saadakse papist pinnalaotuse kok-
kumurdmisel piki servi. Korrapérasel tetraeedril on kaks sellist pinna-
laotust. Mitu pinnalaotust on kuubil?

Korraparase dodekaeedri saab 4 varviga nii virvida, et iga kaks korvu-
tiasetsevat tahku oleksid eri varvi. Mitu geomeetriliselt erinevat lahen-
dust on sellel tilesandel?

Tetraeedri kuuest servast saab valida neli nii, et nad moodustavad kin-
nise ruumilise nelinurga. See nelinurk sisaldab tetraeedri koiki tippe.
Sama voib teha kuubi korral ning me saame kaheksanurga, mis sisal-
dab koiki kuubi tippe. Kas saab samuti toimida oktaeedri, dodekaeedri
ja ikosaeedri korral? Mitu lahendit tuleb iga hulktahuka kohta?

Osake asetseb koordinaatide alguspunktis. Ajaithiku méodudes lagu-
neb ta kaheks osakeseks, millest iiks liigub iithiku vorra vasakule ja
teine paremale. See protsess kordub iga ajaiihiku jarel, kusjuures kaks
samasse punkti sattunud osakest havitavad teineteist (nditeks parast
kahe ajatihiku méodumist jaab jarele kaks osakest). Mitu osakest on
129 ajaiihiku moodumisel? Aga n ajatihiku pérast?

Téahestik koosneb kuuest tdhest, mis on telegraafi teel iileandmiseks
kodeeritud jargmiselt:

Y ) : Y Y : Y

Uhe sona iileandmisel ei jietud tahtede vahele vahesid, nii et tekkis 12
mérgist koosnev punktide ja kriipsude jada. Mitmel viisil on saadud
sona voimalik lugeda?

Milliseid arve on 1 ja 10 000 000 vahel rohkem, kas neid, milles number
1 esineb, voi neid, milles seda pole?

Punktidest ja kriipsudest koostatakse koikvoimalikud ,sonad®, milles
on tépselt 7 marki. Nende seast valitakse moned sonad nii, et suvalised
kaks valitud sona erineksid teineteisest vihemalt kolme margi poolest.
Kui suur on niimoodi valitud sonade maksimaalne arv?

Mitmel viisil saab n varviga véarvida p osaks jaotatud ringjoone (p on
algarv)? Varvimisviise, mis langevad kokku ringjoone pooramisel tim-
ber keskpunkti, nimetatakse iihtelangevateks.
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Paberilehel on n x n ruutu ja neisse on arvud 1,2, 3,...,n? paigutatud
nii, et igal vertikaalil ja igal horisontaalil asetsevad arvud moodustavad
aritmeetilise progressiooni. Leida selliste paigutuste arv.

Inimese peas pole rohkem kui 300 000 juuksekarva. Toestada, et Mosk-
vas elab viahemalt 10 inimest, kellel on tihepalju juukseid (Moskva ela-
nikke on ligi 6 miljonit).

On antud 2n + 1 eset. Toestada, et on iithepalju voimalusi valida nende
seast paarisarv esemeid voi paaritu arv esemeid.

Toestada, et 1 rubla vahetamisel 2- ja 5-kopikalisteks on rohkem voi-
malusi kui selle vahetamisel 3- ja 5-kopikalisteks.

Mitmel viisil saab 20 kopikat vahetada 1-, 2- ja 5-kopikalisteks?

Toestada, et kui on olemas kaaluvihid 1 mg, 2 mg, 2 mg, 5 mg, 10
mg, 20 mg, 20 mg, 50 mg, 100 mg, 200 mg, 200 mg, 500 mg, 1 g jne.,
siis saab neist koostada iga sellise eseme kaalu, mis kaalub téisarvu
milligramme.

On antud 6 numbrit: 0, 1, 2, 3, 4, 5. Leida koigi neljakohaliste paaris-
arvude summa, mida saab nende numbritega iiles kirjutada (numbrid
voivad korduda).

2n kaardist koosnevat kaardipakki segatakse jargmiselt: pakk jaotatak-
se pooleks ning esimese poole kaardid pannakse iithekaupa teise poole
kaartide vahele (etteantud jérjekorras). Naiteks saab (n + 1)-ne kaart
esimeseks, esimene teiseks, (n + 2)-ne kaart kolmandaks, teine neljan-
daks jne. Toestada, et r segamise jarel satub esialgu p-ndal kohal asetse-
nud kaart kohale number z, kus x on jaik, mis tekib arvu p2" jagamisel
arvuga 2n + 1.

Toestada, et kui kaardipakk tilesandes koosneb 6m+2 kaardist, siis
vahetavad kaardid numbritega 2m + 1 ja 4m + 2 kogu aeg teineteisega
kohti.

Kui kaardipakk koosneb samadel tingimustel 14m + 6 kaardist, siis
tulevad kaardid numbritega 2m+1, 2(2m+1), 3(2m + 1), 4 (2m + 1),
5(2m + 1) ja 6 (2m + 1) parast kolme segamist tagasi oma esialgsetele
kohtadele.

Néidata, et kui 2° — 1 jagub arvuga 2n + 1, siis korrastub kaardipakk
iilesandest péarast x segamist esialgsesse jarjestusse.
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Kaardipakki segatakse jargmiselt: algul voetakse esimene kaart, teine
kaart pannakse selle peale, kolmas selle alla jne. Toestada, et kui pakis
on 6n — 2 kaarti, siis jadb kaart jarjenumbriga 2n oma kohale.

22 kaardist koosnevat pakki segatakse iilalkirjeldatud viisil. Toesta-
da, et kaheksas kaart jaab paigale, viies ja neljateistkiimnes vahetavad
kohad ning kolmas, kolmeteistkiimnes ja kaheksateistkiimnes kaart va-
hetavad oma kohti tstikliliselt.

Toestada, et 16 kaardist koosnev pakk saavutab samadel tingimustel
esialgse jarjestuse viienda segamise jarel. Naidata, et 32, 42, 14, 18, 26,
30, 50 kaarti sisaldav pakk jouab esialgsesse asendisse vastavalt 6, 8,
14, 18, 26, 30, 50 segamise jarel. Toestada, et 28 voi 36 kaardist koos-
nev pakk tuleb esialgsesse asendisse 9 segamise, 22, 20 voi 46 kaardist
koosnev pakk 10 segamise, 22 voi 56 kaarti sisaldav pakk 12 segamise
jarel.

Ruut on jaotatud 16 vordses ruuduks. Mitmel viisil saab need ruudud
valge, musta, punase ja sinise varviga nii varvida, et igas horisontaal-
ja igas vertikaalreas esineksid koik neli varvi?

15 opilast rivistatakse jalutuskéigule minekuks 5 ritta, igas reas 3 ini-
mest. Mitu korda voib seda nii teha, et ei esineks kahte opilast, kes on
kaks korda sattunud tihte ritta?

(n?)!
(n!)n—‘rl
(mn)!

on paaritud arvud, siis on s 7 taisarv.
(m!)2 (n!) 2

Toestada, et kui n on taisarv, siis on taisarv, ning kui m ja n

n eset on paigutatud ringjoonele. Olgu f,, nende esemete selliste per-
mutatsioonide arv, mille puhul iikski ese ei jargne sellele, millele ta
esialgselt jargnes. Toestada, et siis f, + fot1 = D, (vt. k. 77).

Leida, kui palju on vorrandil 1 +xo+. . .+, = m taisarvulisi lahendeid,
kui koik tundmatud rahuldavad vorratust 0 <! < a2, < n.

On olemas 7 eksemplari iihte, 8 teist ja 9 kolmandat raamatut. Mitmel
viisil saab need raamatud jaotada kahe inimese vahel nii, et igaiiks
saaks 12 raamatut?

On valja kirjutatud koik n-kaupa kordumistega kombinatsioonid n ta-
hest. Néidata, et iga taht esineb neis C5,_; korda.
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A ja B vaheline kaugus on 999 km. Tee déres on kilomeetripostid, mille-
le on kirjutatud kaugused A-ni ja B-ni: (0,999), (1,998),...,(999,0).
Kui palju on postide hulgas selliseid, millel esineb ainult kaks erinevat
numbrit?

Koostatakse koéikvoimalikud kordumistega variatsioonid m valgest ja n
mustast kuulist. Ndidata, et nende arv on P(m + 1,n+1) — 2.

On koostatud koikvoimalikud kordumistega variatsioonid m valgest ja
n mustast kuulist. Naidata, et valgete kuulide iildarv koigis variatsioo-
nides on

mn—+m—1

Pim+1,n+1
o (m+1,n+1)
ja mustade iildarv

mn+n—1

P 1 1).
e (m+1,n+1)

Kontrollida tilesande vastust sona « Viivi» korral.

Toestada, et leidub tapselt

1+wp(m+2,n+2)
m+n+4

variatsiooni m valgest, n mustast ja tihest punasest kuulist 1-; 2, ...,
(m 4+ n + 1)-kaupa, mis sisaldab punast kuuli.

Uldse saab m valgest, n mustast ja iithest punasest kuulist koostada

(m+1)(n+1)
m+n+3

Pm+2,n+2)—1

variatsiooni. Kontrollida vastust sona «keelel» korral.

Mul on 7 sopra. Mitmel viisil voin ma neid 7 paeva jooksul kolmekaupa
nii lounale kutsuda, et ei leiduks kahte sopra, kes oleksid minu juures
kohtunud kaks korda.

Kui ma soovin enda juures naha 7 erinevat kolmeliikmelist seltskonda
ega taha kedagi kutsumata jatta, siis saab seda korraldada

Al —TAT + 2147,

viisil. Toestada see vaide.



98

348.

349.

350.

351.

352.

353.

354.

355.

356.

PEATUKK VI.. REKURRENTSED SEOSED

Kui ma soovin kiilla kutsuda 7 erinevat kolmeliikmelist seltskonda,
kusjuures tikski sober ei kiilastaks mind iga péev, siis saab seda te-
ha A%, — TAY, viisil. Toestada see viide.

Néidata, et koigi (1, 2-, ..., n-kaupa) variatsioonide arv n > 2 esemest
on lahim taisarv arvule en! — 1.

Néidata, et kui koik need variatsioonid vélja kirjutada ja iga ese esineb

neis variatsioonides m korda, siis on m lahim téisarv arvule e (n—1)(n—
.

Miinti visatakse 2n korda. Toestada, et leidub parajasti
L+ (C)2 4 ...+ (Ch)? = Cy,.

varianti, mille puhul mistahes heiteni pole kull esinenud rohkem kui
kiri.

Mitmel viisil saab 3n erinevat raamatut kolme isiku vahel nii jagada, et
saadavate raamatute arvud moodustaksid aritmeetilise progressiooni?

On antud n ithesugustest tdhtedest koosnevat paari, kusjuures erine-
vad paarid koosnevad erinevatest tahtedest. Need tahed jarjestatakse
koikvoimalikel viisidel nii, et kaks tihesugust tdhte ei asetuks korvuti.
Toestada, et erinevate jarjestuste arv on

1 n n(n —1)
)= Doon e MY
oy [n)F = 720@n = Dl =2

22(2n — 2)! — ...
On olemas r erinevat eset, mis jaotatakse n + p isiku vahel nii, et
viahemalt n neist ei saa alla ithe eseme. Toestada, et jaotuste arv on

n(n—1)

(n+p)" —nn+p—1)+ )

(ntp—2) —- .

k

Olgu n erineva eseme k rithmaks jaotuste arv H Toestada, et n > 1
n
korral

2 3 4
L=J[+2' ][-3'[[+---=0.

On olemas m kasti, millest esimeses on n, teises 2n, ..., m-ndas aga
mn eset. Mitmel viisil saab igast kastist valida n eset?
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Korvis on 2n + r ouna ja 2n — r pirni. Toestada, et etteantud n korral
on suurim arv voimalusi n 6una ja n pirni valikuks siis, kui » = 0.

1000 punkti on kumera tuhatnurga tippudeks, mille sees on antud veel
500 punkti nii, et nende 1500 punkti seas ei leidu kolme tihel sirgel aset-
sevat. Antud tuhatnurk on jaotatud kolmnurkadeks nii, et koik need
1500 punkti on kolmnurkade tippudeks ning muid tippe neil kolmnurka-
del ei ole. Mitu kolmnurka sel viisil tekib?

Viis inimest méangivad mone partii doominot (kaks kahe vastu), kus-
juures igale méangijale on iga teine tliks kord partneriks ja kaks korda
vastaseks. Leida méangitud partiide arv ja méngijate koik jaotumisviisid
partiides.

Tasandi punktist O tommatakse koik kinnised murdjooned pikkusega
2n, mille kiiljed asetsevad ruudulise paberi joontel. Ruudu kiilje pikkus
on 1. Leida nende murdjoonte arv, kui murdjoon voib ldbida iihe ja
sama loigu mitu korda.

Paberilehele on joonestatud n horisontaalsest ja n vertikaalsest sirgest
koosnev vork. Mitu erinevat 2n-lililist kinnist murdjoont saab joones-
tada nii, et nende koik lilid paikneksid nimetatud sirgetel, kusjuures
igal murdjoonel leidub igal horisontaal- ja igal vertikaalsirgel vahemalt
tiks 1uli?

Tehas toodab koristeid, millel on 3 punast ja 7 sinist kerakest. Mitu
erinevat koristit voib tehas toota (kahte koristit loetakse ithesugusteks,
kui iihe neist voib teisest saada kuulikeste nihutamisel mooda rongast
voi koristi imberkeeramisel).

On kogunenud n inimest. Moned neist on iiksteisega tuttavad, kusjuu-
res igal kahel vooral on tapselt kaks iihist tuttavat, kahel tuttaval aga
pole tihiseid tuttavaid. Toestada, et koigil kokkutulnutel on tihepalju
tuttavaid.

Ringjoonel on voetud moned punktid, neist a on tdhistatud A-tdhega,
ilejaanud b B-tdahega. Need punktid jaotavad ringjoone kaarteks. Kir-
jutame iga kaare juurde arvu jargmise reegli kohaselt: kui kaare mo-
lemad otspunktid on tahistatud A-tdhega, siis kirjutame arvu 2, kui

molemad B-tdhega, siis arvu —; kui aga otspunktid on margitud erine-

vate tdhtedega, siis arvu 1. Toestada, et koigi kirjutatud arvude korrutis
on 2470
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Téahistame malelaua horisontaalid nagu tavaliselt numbritega 1...8 ja
vertikaalid tdhtedega a ... h. Olgu nuid a, b, ¢, d, e, f, g ja h suvalised
arvud. Kirjutame malelaua igale véljale vastavat horisontaali ja verti-
kaali tdhistavate arvude korrutise ning paigutame malelauale 8 vankrit
nii, et nad iiksteist ei tulistaks. Milline on vankrite alla jaavate arvude
korrutis?

Olimpiaadi organiseerimiskomitee koosneb 11 inimesest. Olimpiaadi
materjale hoitakse seifis. Mitu lukku peab seifil olema ja mitu votit
tuleb anda komitee igale liikmele, selleks et péaas seifi oleks voimalik,
kui on koos mistahes 6 komitee liiget, ning voimatu, kui neid on viéhem?

On olemas 60 liilist koosnev kett. Iga liili kaalub 1 g. Keti moéned lii-
lid tuleb avada, et lahtivoetud liilidest ja tekkinud ketitiikkidest saaks
moodustada iga raskuse, mille kaal valjendub téaisarvuga 1...60. Mil-
line on avatavate lilide minimaalarv? Lahendage sama iilesanne, kui
kaalumiseks voib kasutada kahe kausiga kaalusid.

Kui palju on olemas selliseid tédisarvude paare (z,y), et z ja y oleksid
1 ja 1000 vahel ning 2* + * jaguks arvuga 49?

Kui palju leidub selliseid kahekohalisi arve, mille summa samadest
numbritest vastupidises jarjekorras kirjutatud arvuga on taisruut?

Leida koigi nende neljakohaliste arvude summa, mis on koostatud
numbritest 1 kuni 6 ja jaguvad arvuga 3.

Leida koigi nende neljakohaliste paarisarvude summa, mida voib koos-
tada numbritest 0 kuni 5.

Mitu erinevat taisarvulist lahendit on vorratusel

2| + Jy| < 10007

Ringjoonel on antud punktid A;, As,..., Ajs. Joonestame koikvoi-
malikud kumerad hulknurgad, mille tippudeks on moned punktidest
Ay, Ay, ..., Ajg. Jaotame need hulknurgad kahte rithma. Esimesse kuu-
luvad koik hulknurgad, mille itheks tipuks on punkt A, teise koik iile-
jaanud. Millises rithmas on rohkem hulknurki?

Lopmatul malelaual asetseb ratsu. Leida nende véaljade arv, milleni ta
voib jouda 2n kaigu jérel.
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On olemas 1955 punkti. Nende seast tuleb valida moéned punktikolmi-
kud, nii et igal kahel kolmikul leiduks iihine punkt. Leida valitavate
kolmikute maksimaalne arv.

Arvud 1 kuni 100000000 on iiksteise jérel ritta kirjutatud nii, et te-
kiks numbrite jada 123456 ...100 000 000. Toestada, et selle jada koigi
numbrite arv vordub nullide arvuga jadas 1,2,3,...,10°%

Kui palju leidub arvude 0001 kuni 9999 seas neljakohalisi arve, mille
kahe esimese numbri summa vordub kahe viimase numbri summaga?

Koolis opitakse 2n ainet. Koik opilased opivad hinnetele 4 ja 5. Ei leidu
kahte opilast, kes opiksid iihtemoodi, ning ei saa véita, et moni opilane
opiks paremini kui teine (loeme, et tiks Gpilane 6pib teisest paremini,
kui tema hinne pole iihekski aines halvem kui teisel ja on mones aines
parem). Toestada, et koolis ei saa olla rohkem kui C%, oOpilast.

Olgu M, variatsioonide arv m elemendist r-kaupa ja N, variatsioonide
arv n elemendist r-kaupa. Toestada, et variatsioonide arv m + n ele-
mendist r-kaupa avaldub valemiga (M + N)", kus pérast astendamist
tuleb koik astmenditajad asendada indeksitega.

9

Leida astme 2® kordaja avaldise (1 4 2% — 2%)? arendises.

Leida astme ™ kordaja avaldise
A+ + (T +a)"™ .+ (1 +a)"

arendises x astmete jargi. Eraldi labi vaadata juhud m < k£ ningm > k.

Leida kordajad «'7 ja z'® ees pérast sulgude avamist ja sarnaste lifkmete

koondamist avaldises (1 + z° + 27)*°.

Kummas avaldises, kas (1 + 22 — )" voi (1 — 2% 4+ 2%)1%% tekib
parast sulgude avamist ja sarnaste litkmete koondamist z'7 ees suurem
kordaja?

Olgu ag, ay, as, . . . avaldise (1 + x + 2°)" kordajad pérast arendamist z
kasvavate astmete jargi. Toestada, et

a) Aol — A1Q9 + A9d3 — ... — Aop_102, = 0,
1 1 n—1_2,

b) ag—ai+a3— ...+ (=1)" ey = San + 5(=1)" g

¢) ap—na,_1+Ca,_o—...+(=1)"Clag = 0, kui r ei jagu kolmega;
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1

d) a0+a2+a4+...:§(3”—|—1);
1 n

e) a1+a3—|—a5+...:§(3 —1).

385. Leida erinevate (mittesarnaste) liikmete arv, mis saadakse pédrast as-
tendamist avaldises

([E1+J]2+...+l’n)3.
386. Leida astme z* kordaja avaldise
2 n-1)2
(1+z+a”+.. . +2"")

arendises.

387. Toestada, et

ch-alan
CrP=-Crncin
388. Naiidata, et

Ch+6C2+6C2 =n?,
1+ 70 +12C2 +6C2 = (n+ 1)°.

389. Toestada, et

14 140} +36C2 +24C3 = (n + 1)* — n?,
C! 4+ 14C2 + 3603 + 240 = n*.

390. Toestada, et

2
1—303+w$—2n$+”.:pawwaﬁ{?,
-1 n+12n+1 2

1 _3ctpoco— = ZU sin 277

V3 3
391. Naidata, et

a) CO4+C2+CO + ... = (2”—1—200871;);

W[



103

1 n—2
b) Ch+Cr+ O + 3<2n+2cos(?))7r>;
1 2
c) C’TQL+02+C'2+...—3<2 +2COS(n+3)7T>;
1 n
d) Cg—i—Cﬁ—l—CS—i—...2(2n1+22COST>.
392. Tdestada, et n > 2 ja |x| < 1 korral kehtib

(I4+x)"+ (1 —x)" < 2™

393. Toestada, et m > n korral

z": nn—1)...n—z+1)  m+1
“Zmm—1)...(m—x+1) m-n+1
ja
iC$CT_2n+1
Csrr n41°
394. Naidata, et
@_i_m(m—kl)_i_ +m(m+1)...(m+n—1)_
1 1-2 a 1-2...n B
n nn+1 +1). +m—1
o n+l) et (ntm =)
1 1-2 1-2...m
395. Toestada, et
cip 2

gcgn_l Cn+1

396. Toestada, et

i Cil ndg+1
1Criy @+ 1)(g+2)
397. Naidata, et
Z”: crl 2(n+q+1)
< Cr, @+ D)(g+2)(q+3)
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398. Toestada, et

@&f+o(c@2+3@ﬁf+a”+qu092:&321%;
399. Toestada samasus
1 1 1 1 1 B (2n —1)!
(=D 12 m=2F B3] " Wh-)p
400. Toestada, et
m+r—1! nn+r—-3)! nn—-1)(n+r—>5)! ~ nl(n—1)!
r! 1 (r—2)! L (r—4)! 7 rln—r)

401. Arvutada jargmised summad:

a) Ch+2C2 +3C2 + ... +nCl;
b) CO 420 +3C2 + ...+ (n+1)C%
c) C§+2Cf;+30;‘;+...+(n—1)0”-
d) CY+3C +5C%+ ...+ (2n+1)C"
e) CY—2C! +3C% — ...+ (=1)" (n—l—l)O”
f) 305+7C§+11Cf; .+ (4n —1)O™
g) CL =202 4303 — ... + (—=1)"'nC™;
h)0—2+%+0—2+...+ Oﬁ;

1 2 3 n+ 1
i) C—2+Q‘+C—’%+ L G

2 3 4 n+2

0 1 2 n
)?_?+%_“”4ﬂ&r

2 2 2
k) (C0) = (Ch) +(C2) — ...+ (1" (),
402. Leida suurimad kordajad avaldiste
(a+b+c) ja (a+b+c+ad)

arendistes.
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Téhistame Y,, kaudu kordajad funktsiooni (1 — 43:)_% arendises astme-
ritta

=14+ Yiz+ Yox? + ...

N

(1 —4z)”

-1
2

Avaldada arvud Y,, binoomkordajate kaudu. Leida avaldise (1 — 4z)
arendis astmereaks.

Toestada, et arvud Y, rahuldavad jargmisi seoseid:

1 1 1 1

Y,+=NY, 1+, o+ ...+ ——=Y, ==Y, ;

a) + o 1tn—1 + g T2¥n—2 +...+ 1 5 ¥n+1
) YE)Yn leyn—l YVQYn—Q Yan Yn+1

C . = .

nt 1) 20 3m-1) m+1)-1 (n+2)

Arvukolmnurgas
1
111
12 3 21
1 3676 31

vordub iga arv kolme arvu summaga, mis asetsevad eelmises reas selle
arvu ja tema naaberarvude kohal (kui moni sellistest arvudest puu-
dub, siis loetakse ta vordseks nulliga). Toestada, et igas reas, alates
kolmandast, leidub paarisarv.

Arvukolmnurga
0 1 2 3 ... 1957 1958
1 3 5 e 3915
esimene rida koosneb arvudest 0, 1, ..., 1958. Iga jargmise rea ele-

mendid kujutavad endast eelmise rea nende elementide summasid, mis
asetsevad vastavast arvust vasakul ja paremal. Toestada, et kolmnurga
viimane element jagub arvuga 1958.

Vaadeldakse Fibonacci arvude u,, jada: ug =0, uy = 1, us = 1, ug = 2,
uy = 3, us = 5 jne. (me alustasime litkmetest 0 ja 1, aga mitte 1 ja 2
nagu VI. peatiikis). Toestada, et
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a) iga m ja n korral kehtib
Uptm = Up—1Upm + UpUmy1;
b) iga m ja n = km korral arv u, jagub arvuga w,,;
c) kaks korvutiasetsevat Fibonacci arvu on tihistegurita.

Leida Fibonacci arvude jada 1000-nda ja 770-nda liilkme suurim {ihis-
tegur.

Kas leidub Fibonaccci jada esimese 100000001 liikme hulgas arv, mis
16peb nelja nulliga?

Fibonacci jadast on valja valitud 8 jarjestikust arvu. Toestada, et nende
summa sellesse jadasse ei kuulu.

Toestada, et

a
b

U + Ug + ...+ Uy = Ugpg1 — 1;
U + Uz + ...+ Uzp_1 = Uzp;

2
uf Uyt U = Ul

o o

i+1 = UpUnta + (—1)";

@

f
g nU1+(n—1)uQ+(n—2)U3+...+2un_1—|-un:unH_(n+3);

2 .
Utz + U3z + . . . + UzpUopy1 = U,y g — 1

Uspso — 1
U3+U6+ +U3n:%;

)
)
)
)
) Urtiy + UsUz + . . .+ Uy iUz = U ;
)
)
h)
i)

Toestada, et iga naturaalarvu N saab esitada Fibonacci arvude sum-
mana, kusjuures iga arv kuulub summasse iilimalt iiks kord ja kaks
korvutiseisvat Fibonacci arvu ei kuulu korraga iihte summasse.

Olgu p, q, r sellised téisarvud, et p > q¢ > r, p < ¢+ ning p+q+r = 2s.
On olemas p musta, ¢ valget ja r punast kuuli. Naidata, et need kuulid
saab parajasti

32—|—s+1—;<p2+q2+r2>

viisil jaotada kahe isiku vahel nii, et kumbki saaks s kuuli.
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1
Kui ¢+ < p, siis suureneb eelmise iilesande vastus §(p —s)(p—s—1)

vorra.

On olemas pq+1 erinevat eset, kus 0 < r < p. Nad jaotatakse p inimese
vahel voimalikult tihtlaselt (koik saavad kas ¢ voi ¢ + 1 eset). Néidata,
et selliste jaotuste arv on

. (pg+1)!
P(g+1)r(gh)r

Arvutada summa

2 11

SN ID

in=lin_1=1  i1=1ip=1
Toestada samasus
C;n+mzzp(k1,...,km,n—k1—...—km—i—l),

kus summa on voetud tle vorrandi ky + 2ks + ... + mk,, = m koigi
mittenegatiivsete taisarvuliste lahendite hulga.

Leida rekurrentsete vorrandite iildlahendid:

a) Gpio — Tany + 12a, = 0;

b) anio + 3a,+1 — 10a, = 0;

¢) apio — 4an41 + 13a, = 0;

d) aps2 + 9a, = 0;

e) apio + 4dan11 + 4a, = 0;

f) anis — Yanio + 26a,11 — 24a, = 0;
g) Gnss + 3anio + 3,41 + a, = 0;

h) aniq4 +4a, =0.

419. Leida a,, teades rekurrentset seost ja esimesi liikmeid:

a) Qpig — Dapy1 +6a, =0,a1 =1, as = —7;

o

1 1
An+4-2 + An41 +a, = 07 ay = _17 Qo = _§a

Gni3 — 10 + 260,11 — 240, =0, a1 =1, ay = =3, a3 = —29.

)
) an42 — 4an+1 + 46Ln = 07 a; = 27 g = 47
c)
)

o,
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420. Leida selline jada, kus a; = cosa, a; = cos2a ning a,;o —
2cosaapy1 + a, = 0.

421. Toestada, et jada ildliikmetega a, = n*~! rahuldab seost

Anik — C]ian+k71 —+ Csan+k72 + ...+ (—1)]“05&” =0.

422. Leida selline jada, et

ap + 2ap11 — 8a, = 2".

423. Kasutades samasust
(1—2)(l—2) =1 +ap*
tuletage vordus
S GG = O]
Silmas pidada, et p > k + 1.
424. Kasutades samasust
(I—2)™ (1-2) = (1—a) ™"

tuletage vordus

m q __ (p—m
Z Op—scq—s = Cprgi1-
s=0

425. Tuletage samasusest (1 + z)" = (1 — 2*)"(1 — 2)™" seos

Z<_1)S 3+k—2s SH = CSH-

5=0
426. Tuletage samasusest
(1+2)" = (1 — :EQ)n (1—xz)™
seos

k—2s s _ k
Z Cn Cn+s—1 - Cn+k—1‘

s=0

1Siin ja edaspidi on summa voetud iile s selliste mittenegatiivsete tiisarvuliste vidr-
tuste, mille puhul vérduse vasak pool on defineeritud.
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427. Kasutades samasust
—p—1
(1-2%) " =+ 7 (1 -2
tuletage seos

Z(_1>Scp+2k st+s - C£+k

s=0

428. Tuletage samasustest

-y [1- =] = -2
ja
(- [1- (=] = (- 20p
seosed
CovsCapim - = 2" Ch s
ja

D (=1)°CsC=5 = 2°C.

s=0
429. Toestage, et

2p+23 om-— 1 2]7 + me
p+s 2p+m - m m+p—1-

430. Tuletage samasustest

0o i ﬂi)r (e

valemid
> (—1)°Cpys 1 Comtag2° = 0;
Z(_1>SC;+5710221:?;§;0+5712S = (= >mcz?1+m 1

S -1y CiCgee = 0;

s=0
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Y (=1)°CaCar2s = O

s=0

Toestage nende abil, et

2s __ 92m (p+2m_1)|

Z 02p+2m pt+m—s =2 (p + m)W
- o (p+2m)!
3 O3 mia Cpam—s = 2720+ 2m 4 1) i m

2025 1 Cp _22m 1C D am— ¥

2p+2m~'pt+m—s

2s 14 _o2m
2 :C2p+2m+10p+mfs =2 C p+2m:
s=0

431. Vaadeldes valemeid

(42 £(1 -2 =1+2)*+(1-2)¥+2(1-2%)";
(A+2)P+ (1 -2 [(1+z) —(1—2)]=1+2)"—(1—2)%

p positiivsete ja negatiivsete viartuste korral, toestage, et
2 Z CgsCﬁm_Qs = 022;,” + (—1)"‘0;”;
22025+102m 2541 _ 02m+2 i (_1)m0177n+1;
9 Z Ogsqgm 241 _ 022;1+1;
Z i2sCpiom—2s = ngizlmﬂ + Chim;

P .
Z p+2s p+2m 25 — O2p+2m+l _Cp+m7

2p+1
2 Z Cp+250p+2m—23+1 02p+2m+27

432. Vaadeldes avaldist
(142 £ (1= 2 [+ 2)P £ (1 - 2]
koigi margikombinatsioonide korral, tuletage valemid
2 Z Coa G = Oy + ()G

Z 025 CQm 2s+1 __ 022;1—&11 _ (—].)mC;n,

p+1
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434.

435.

436.

22 23+102m 2s
s=

QZ 2s+102m 2s5+1 __

Z +25 1 Cp+2m 2s —

Z +23 1Op+2m 2s+1 —

Z p+2s p+2m 2s —

Z p+2s p+2m 2s+1 —

Tuletage seosest

(1—1>m(1—gr;)""‘1

T

Se0S

> (=

s=0

Toestage, et

s=0
Kasutades vordust
(1—a)™"(1-2")" =

tuletage seosed

> (=

s=0
Kasutades samasust

n

(1—x) "1t <1 — xh> =

néidake, et m > hn korral

> (-

s=0

1)°Cn_,C8 = h".

(1+z+...
) Cm lhos { _17

O+x+”.

111
= Coit + (1) G
= OB+ (-
2
C2£+2m + C +m7
O2p+2m+1 + O +m7

2p P .
C’2p—l-2m—&-1 - Cp+m7

2p P
02p+2m+2 - Cp+m+1 .

1)8 Og_k—i_cg—l—s - Cz—n—l

kui m # n;

SVS I Oa )
Z(_1> CnCs = { (=)™, kui m = n.

+ xh_l)n,

kui m > hn;
kui m = hn — 1.

+ xh_l)n

Y

11—z
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437.

438.

439.

PEATUKK VI.. REKURRENTSED SEOSED
Kasutades samasust
(1+2)*P(1 —2)*? = (1 - xQ)ip,

naidake, et

S (—1) s = { (—1)%(]]3%, kui m on paarisarv;
p p

0, kui m on paaritu arv;

s=0
m I . .
scw v — (=1)2C)m, kuim on paarisarv;
Z(_l) p+m—s“p+s — 2 . .
5=0 0, kui m on paaritu arv.

Toestage, et

SO(-1)°[03)° = { (—1)%@%, kui m on paarisarv;

=0 0, kui m on paaritu arv.

Tahistame avaldise
ala+1)(a+2)...(a+n—1)

tahisega (a),. Toestada, et

(a+0b), = zn: Cl(a+b)p—m(b—m+1),.

m=0



LAHENDUSED JA VASTUSED

. Vastavalt korrutise reeglile saame 5 - 3 = 15 marsruuti.
. Sama reegli kohaselt on 100? = 10 000 valikuvéimalust.
. 20.

8.

9.

. 48.

. 25; 20.

. 480; 437.

. 1024; 4032.

10. Valge ruudu saame valida 32 viisil. Parast valimist tombame vastava
horisontaali ja vertikaali maha. Laua ilejaanud osale jaab 24 musta ruutu.
Kokku on seega 32 - 24 = 768 valikuvoimalust.

11. Vastavalt korrutise reeglile 12 -9 - 10 = 1080 viisil.

12. 6 - 5 = 30 viisil.

13.3-7-7=147.

14. Voib osta kas iihe eksemplari iga romaani voi koite kahe romaaniga ja
eksemplari kolmanda romaaniga. Vastavalt summa ja korrutise reeglile saame
6-3-4+4-547-6 =134 voimalust.

15. Veel voib osta koite romaanidega ,,Rudin® ja ,Isad ja pojad“ ning iihe
eksemplari ,,Aadlipesa®. Juurde tuleb 3 -3 = 9 voimalust, seega kokku 143
voimalust.

16. Mail on rohkem valikuvoimalusi siis, kui Tiit vottis duna, sest 11-10 >
12-9.

17. 6-8-10 = 480 asendis. Kui esimesed kaks vurri langesid tahule 1, siis
voib kolmas vurr langeda iikskoik millisele oma kiimnest tahust. Seega voib
ta peatuda 10 erinevas asendis. Analoogiliselt vaadeldakse juhte, kus teised
kaks vurri langevad tahule 7. Kokku saame 6 + 8 4+ 10 voimalust, seejuures
oleme aga tiht voimalust (kui koik vurrid jédvad tahule 1) arvesse votnud
kolm korda. Seega jéab jarele 22 voimalust.

18. Et virvide jérjekord pole oluline, siis C2 = 10 viisil.

19. Siin tuleb virvide jirjekorda juba arvestada ning seetottu on A2 = 60
voimalust. Kui iiks triip on punane, siis on 3 - A3 = 36 voimalust.

20. A? = 20 sdnaraamatut.

21. A}, — Az = 70.

22. Tegemist on kordumistega variatsioonidega 13 kaardist 4-kaupa. Kok-
ku on 13* = 28 561 voimalust. Kui kaartide hulgas ei tohi olla paare, siis on

113
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tegemist kordumisteta variatsioonidega, neid on Af; = 17 160.

23. Et piisab ithe musta ja iithe punase kaardi valimisest, siis saame 13% =
169 valikuvoimalust.

24. Lapsele voib panna kas tihe, kaks voi kolm nime, kusjuures koik nimed
on erinevad. Kokku on 300 4+ 300 - 299 4 300 - 299 - 298 = 16 820 600 erinevat
nime.

25. Kui seltskonna liikmeid tstikliliselt timber paigutada voi seltskonda
stimmeetriatelje suhtes peegeldada, siis jadvad igatihe naabrid samaks. 4 ini-
mese korral on meil 2 -4 = § sellist teisendust. Et permutatsioonide tldarv 4

24
inimesest on 4! = 24, siis on meil — = 3 erinevat istuma paigutamise viisi.

7!
Kui laua taga istub 7 inimest, siis on meil — = 360 voimalust. Véimaluste

arv juhul, kus 2 teatud inimest korvuti istuvad, on 2 korda suurem 6 inim-
ese istuma paigutamise viiside arvust (sest me voime neil lasta teineteisega
kohad vahetada). Jarelikult on siis voimalusi 5! = 120. Samuti leiame, et
voimaluste arv juhul, ku iithel véljavalitud inimesel on teatud naabrid, on
4! = 24.

26. Uhes voistkonnas mangib iiks ja teises kaks noormeest. Noormehi
voib voistkondadesse jaotada 3 viisil. peale selle tuleb esimesse voistkonda
valida 3 neidu viiest. Seda saab teha CZ = 10 viisil. Kokku saame korrutise
reegli jargi voistkondade moodustamiseks 3 - 10 = 30 voimalust.

27. n erinevat elementi voib k rithma jaotada k™ viisil. Meie juhul saame
3% = 729 véimalust.

28. Vastavalt korrutise reeglile 7 -9 = 63 viisil.

19. Esimene voib vahetuseks raamatuid valida C7 = 21 ja teine Cf = 36
viisil. Kokku on 21 - 36 = 756 vahetamisvoimalust.

30. Jaotame koik oraatorite jarjestused paarideks nii, et iithe paari jarjes-
tuse saame teisest, kui me selles A ja B timber paigutame. Ulesande' tingi-

5!
must rahuldab tédpselt iiks jarjestus igast paarist. Seetottu on meil 7= 60

voimalust.

31. Kui A peab esinema vahetult enne kui B, siis voime lugeda nad tiheks
sonavotjaks. Seetottu on 4! = 24 voimalust.

32. Meeste ja naiste kohad saab valida kahel viisil. Seejérel saab mehed
véljavalitud kohtadele paigutada 5! viisil. Niisama palju voimalusi on naiste
istuma paigutamiseks. Kokku saame seega 2(5!)* = 28 800 paigutamisviisi.

33. Saame 10 korda vihem voimalusi kui eelmises iilesandes, s. o. 2880
voimalust.

34. 10 kaardi viljatombamiseks on kokku Csy voimalust. Véimalusi, mil
ei valita iihtegi dssa, on 1. Seetdttu on viljatdmmatute hulgas vihemalt iiks
diss Csp10—Cjg juhul. Téapselt iiks dss on C; Clg, vihemalt kaks C35 —Cj0 — Ol
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ja téapselt kaks C7C% juhul (valime kaks édssa C} viisil ning veel 8 kaarti 48
kaardist Cf viisil).

35. 3™ erinevat signaali (vt. tilesannet ?7).

36. Sifreerime iga hammastekomplekti nullide ja tihtede jadaga (kirjuta-
me nulli, kui antud kohal hammast ei ole, ning tihe, kui on). Selliseid jadasid
on 232, Et igale elanikule vastab oma jada, siis ei saa elanikke olla rohkem
kui 2%2.

37. Algul vaatleme kolme reisijat, kellel on tikskoik, kuhu istuda. Valime
nende seast tlihe, kes istub ndoga séidusuunas. Selle valiku saab teha 3 viisil.
Mbdlemale diivanile voib reisijad paigutada 5! viisil. Kokku saame 3(5!)* =
43 200 voimalust.

38. Ag = 3024.

39. CZ, = 2 598 960.

40. Uhte tdhte sisaldab 32 - 10* numbrit, kaks tahte 322 - 10* ja kolm
323 . 10" numbrit. Vastavalt summa reeglile on kokku 33 820 - 10* numbrit.

41. Viie paeva hulgast tuleb valida kaks, mil ema annab 6una. Kokku on
C?2 = 10 voimalust.

42. C) .

43. P(2,3,4) = 1260.

44. Et apelsinid on erinevad, siis saame A3 = 6720 voimalust.

45. Iga apelsin voib sattuda tikskoik missugusele 8 pojast. Seetottu on
8% = 32768 voimalust.

46. P(4,2,2,1,1,1); P(2,2,1,1,1,1); P(2,2,2,1,1,1,1).

47. O3, = 27405; A3, = 657 720.

48. P(2,2,2,1,1) = 5040.

49. Algul valime 6 abonenti C? viisil. Jirjestame need abonendid suvali-
selt ning jaotame nad paarideks (esimene ja teine, kolmas ja neljas, viies ja
kuues). Seda saab teha 6! viisil. Et igas paaris voib abonendid timber vaheta-

da ning paaride jarjekord pole oluline, s'iis tuleb koigi voimaluste arv jagada
arvuga 2° - 3! = 48. Kokku saame 48(nn—6)' voimalust.

50. éig = 02112§ 6?0 = 0187§ Cf()‘

51. Voib valida kas kaks, kolm v6i neli naist. Kaks naist saab valida C}
viisil. Seejérel tuleb valida 4 meest. Seda véib teha Cf viisil. Korrutise reegli
kohaselt saame C?C7 voimalust. Kui valitakse kolm naist, saadakse C5C2,
kui neli naist, siis C;C? voimalust. Kokku on C;C7 + C2C2 + C1C2 = 371
voimalust.

52. Arv peab 16ppema numbritega 12, 24, 32, 44 voi 52, esimesed kaks
numbrit véivad olla suvalised. Kokku saame 5% - 5 = 125 arvu.

53. n reisijast voib igatiks viljuda tikskoik millises m peatuses. Seetottu
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on m" jaotumisviisi. Kui arvestada ainult peatustes viljuvate reisijate arvu,
sils saame C/'7} | voimalust.

54. Kui a ja b asetsevad korvuti, siis voime neid vaadelda tihe elemendina.
Et me voime a ja b imber vahetada, saame 2(n — 1)! permutatsiooni, kus a ja
b asetsevad korvuti. Seetdttu pole nad korvuti n! —2(n —1)! permutatsioonis.
Téapselt samuti saame, et a, b ja c ei asetse korvuti n!—6(n—2)! permutatsioo-
nis. Ukski paar elementidest a, b ja c ei asetse korvuti n! —b(n—1)!+b(n—2)!
permutatsioonis (juurde ja mahaarvamise valemi kohaselt).

55. Kolm kohtunikku voivad véitja valida 10° viisil. A%, = 720 juhul
nimetavad nad kolme erinevat kandidaati. Seetottu langevad vihemalt kahe
kohtuniku arvamused kokku 280 juhul. Nende juhtude osa on 0,28.

56. Et iga tliopilane voib saada iithe kolmest hindest, siis saab neile hinded
panna 3* = 81 viisil.

57. Et kaelakee ei muutu, kui helmeid tsiikliliselt iimber paigutada voi

7!
kee timber keerata, siis saab valmistada = 360 erinevat keed.

58. Kaelakeed erinevad tiksteisest suuremate helmeste vahel asetsevate
vaiksemate helmeste arvu poolest, seetottu saab valmistada 3 erinevat kae-
lakeed.

59. Eesti tahestikus on 23 tédhte. Seetottu pole erinevate initsiaalide arv
iile 23% = 529, mis on viiksem kui 2000.

60. AT, = 604800; C% = 120. Kui kaks neist palutakse kindlasti tant-
sima, siis on nende partnerite valikuks A? véimalust. Ulejdénud 5 noormeest
valivad partneri 8 neiu hulgast, seda saab teha A3 viisil. Kokku on seega
A2 - A} = 282240 voimalust. Lopuks, kui kaks antud neidu on tantsule palu-
tud, siis voib iilejdinud 5 valida Cf viisil.

61. Ohvitseri voib valida Cj3, seersandid Cf ja reamehed Czy viisil. Vas-
tavalt korrutise reeglile saame kokku C3C5C5) véimalust. Kui vieossa peab
kuuluma roodukomandér ja vanim seersantidest, siis saame C; Cgy valikuvai-
malust.

62. Neli neidu saab valida C}, viisil. Seejirel valime noormehed Af; viisil
(siin on jarjestus juba oluline!). Kokku on Cf,A}; = 17417400 véimalust.

63. Iga kana voib sattuda véljavalitute hulka voi mitte. Seetottu on ka-
nade valikuks 2% voimalust. Et iilesande tingimuse kohaselt peab vihemalt
ithe kana valima, saame kanade valikuks 7 voimalust. Analoogiliselt on par-
tidevalikuks 2* — 1 = 15 ning hanede valikuks 2% — 1 = 3 voéimalust. Kokku
on 7-15-3 = 315 voimalust |

64. P(m,n,p) = W

m! n!p!

65. Mustas koites raamatuid voib imber paigutada m! ja punases koites

raamatuid n! viisil. Kokku on vastavalt korrutise reeglile m!n! voimalust.

viisil.
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Kui mustad raamatud on korvuti, siis tuleb veel valida neile koht punaste
raamatute vahel. Seda saab teha n + 1 viisil. Kokku saame m!n!(n + 1) =
m!(n + 1)! voimalust.

66. 15 inimesest voib igaiiks rithma kuuluda voi mitte. Et rithm ei voi
tithi olla, siis saame 2' — 1 = 32767 voimalust. n isiku puhul on 2" — 1
voimalust.

67. Antud jagajasse a voib arv p, kuuluda ap + 1 viisil (astendajatega
0,1,...,ax). Vastavalt korrutise reeglile on jagajaid (a;+1) ... (a,+1). Et lei-
da jagajate summat, vaatleme avaldist (14+p1+...+pf*) ... (14+pp+. . .+pom).
Kui avada sulud, saame summa, millesse iga jagaja kuulub liidetavana téap-
selt iiks kord. Geomeetrilise progressiooni summa valemit kasutades leiame,

pa1+1 -1 an+1 __ 1
et jagajate summa on — R
b1 — 1 Pn — 1

68. Algul paneme igasse karpi ithe 50-kopikalise. Seejarel tuleb 7 50-
kopikalist jaotada 5 karbi vahel. Seda saab teha C}, = 330 viisil (vt. lk.
204).

69. Lisame 20 raamatule 4 ithesugust eraldavz}t eset ja vaatleme saadud

objektide koiki permutatsioone. Nende arv on Z Igale sellisele permutat-

sioonile vastab oma raamatute paigutamise viis.

70. Tapselt nagu eelmisegi tilesande puhul saame, et voimalusi on 2: =
6720. '

71. Et arvestatakse ainult iga ettepaneku poolt antud hailte arvu, siis
tuleb meil tegelikult jaotada 30 iihesugust ,eset® 5 | kasti“ vahel. Selleks vo-
tame juurde 4 tihesugust eraldavat eset ning vaatleme saadud objektide koiki
permutatsioone. Neid on P(30,4) = 46 376. Igale permutatsioonile vastab
oma héaalte jaotus.

72. 12 raamatu koitmiseks kolme virvi nahka on kokku 3'? voimalust.
Neist 3-2'% juhul kasutatakse ainult kahte ning 3 juhul ainult iitht virvi kaasi.
Vastavalt juurde- ja mahaarvamise valemile saame, et tilesande tingimus on
taidetud 3% — 3.2 +3 = 519156 juhul.

73. Lisame 32 tdhele 5 tihesugust eraldavat marki ja vaatleme saadud
objektide koiki selliseid permutatsioone, milles tikski eraldav mark ei asetse
esimesel ega viimasel kohal ning ei leidu kahte korvutioleva eraldav marki.
Tahti on voimalik timber paigutada 32! viisil. Eraldavate markide jaoks on

aga 31 kohta ja neid voib paigale panna Cj; viisil. Arvestades, et sdnade
e

jarjekord pole oluline, saame sonade koostamiseks voimalust.

74. 12 inimest saab valida C}7 viisil. Kaks etteantud inimest satuvad
viljavalitute hulka C}¢ juhul, seetdttu jaib Cj7 — C} lubatud valimisviisi.
75. Kalliskive voib timber paigutada P(5, 6, 7) viisil. Nende tsiikliline tim-



118 PEATUKK VI.. REKURRENTSED SEOSED

berpaigutamine ja siimmeetriatelje suhtes peegeldamine kéevoru ei muuda.
Seega saame P,6,7) = 18! voimalust.
36 -5!6!7!

76. Kui koik véljavalitud kalliskivid on iihte liiki, siis on 3 voimalust, kui
2 liiki, siis saame 2C3 = 6 ning kui koik kivid on erinevad, siis 1 voimaluse.
Kokku on 10 voimalust.

77. Tasse voib lauale paigutada A3, alustasse A2 ning teelusikaid A3 viisil.
Vastavalt korrutise reeglile on kokku A3A2 A} = 172800 voimalust.

78. Kui mees kutsub kiilla £ naist, siis peab ta kutsuma 6 —k meest. Naine

kutsub siis 6 — k naist ja k meest. Vastavalt summa ja korrutise reeglitele

5
saab sellise valiku teha » <C’$)2 (C’?‘k)2 = 267 148 viisil.
k=0

79. Paadi vasakul kiiljel voib istuda kas 0, 1, 2, 3 voi 4 neist inimestest,
kellel oli iikskoik, kus istuda. Kui nende hulgast on valitud k& inimest, siis tuleb
valida veel 4 — k inimest nende 10 hulgast, kes eelistasid vasakut kiilge. Niiiid
jaab jérele 12 + (9 — k) kandidaati, kellest valime 4 séudjat paremale kiiljele.
Kokku on C¥ C{7% C3,_, voimalust. Summeerides k jirgi, saame vastuseks

1 910! & (21 — k)!
k ~4—k ~4 —
> Gy Crg " Cary = =, Zk!(9—k)!(4—k:)!(6+k:)!(17—k)!'

k=0 T k=0

80. Arvu 9 saab kolme erineva liidetava summaks jaotada kolmel viisil:
9=142+4+6=1+3+5 =2+ 3+ 4. Uhekstast viiksem summa tekib neljal
juhul: 1+243=6,14244=7,14+245=143+44 = 8. Et 3 sedelit saab
vilja votta C3) viisil, siis tuleb summa C%; — 4 = 116 juhul mitte viiksem
kui 9.

81. Algul valime ithe kaardi igast mastist. Seda saab teha 13 viisil. See-
jarel valime veel kaks kaarti. Kui need on erinevatest mastidest, siis saab
seda teha C7 - 12 = 864 viisil. Kombineerides neid véimalusi esimese nel-
ja kaardi valimisviisidega ning arvestades seda, et kahte sama masti kaarti
voib imber vahetada, saame 216 - 13* valikuvoimalust. Kui viimased kaks
kaarti on ithest mastist, siis on nende valikuks 4 - C%, = 264 voimalust. Juba
tuntud kaalutlused toovad meid selleni, et koigi 6 kaardi jaoks on 44 - 13*
valikuvoimalust. Kokku saame 260 - 13* véimalust.

82. Esimesel paeval voib lauljaid valida C’lﬁ0 = 210, teisel paeval C’fo —-1=
209 ning kolmandal pieval CF, — 2 = 208 viisil. Kokku on 210 - 209 - 208 =
9129120 voimalust.

83. Et C; = 20, siis kasutatakse iga valimisvoimalust tépselt iiks kord.
Valimisviiside permutatsioone on 20!.

84. Iga noormees voib valida ithe 5 ettevottest, iga neiu aga iihe 4 ette-
vottest. Kokku saame 5° - 4% = 2000 valikuvoimalust.
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85. Esimesele kohale voime kirjutada tikskoik millise 33 téhest, igale jarg-
nevale aga tikskoik millise 32 téhest (eelnevat téhte ei tohi kirjutada). Kokku
on 33 - 32* = 34603 008 sona.

86. Algul valime vélja voitjad, seejirel jaotame nende vahel raamatud.
Vastavalt korrutise reeglile tuleb C5,P(3,2,1) voimalust. Teisel juhul valime
koigepealt valja esimese raamatu saajad, seejarel teise ning lopuks kolmanda
raamatu saajad. Kokku on C3,C3,Cy, voimalust.

87. Seame igale kivile (p, q) vastavusse kivi (n—p,n—q). Kui p+q¢ =n—r,
siis (n —p) + (n — ¢) = n+ 1. Seega on kive silmade summaga n — r niisama
palju kui silmade summaga n + r. Koiki doominokive on C7,.

88. Ulesande tingimuse kohaselt istuvad mehed ja naised vaheldumisi.
Seetottu saame 2(7!)* véimalust.

89. Valime paaridest AA’, BB’ ja C'C' igauhest iithe hobuse (8 valiku-
voimalust), kolm hobust iilejainud kiimne hulgast (CF, = 120 vdimalust)
ning seame seejarel valjavalitud hobused jarjekorda (6! voimalust). Kokku on
8- 6! C% = 691200 voimalust.

90. Kaashadlikuid saab valida Cj ja taishadlikuid C2 viisil. Valitud seitset
tihte saab 7! viisil iimber paigutada. Kokku saame CyC?3 - 7! voimalust. Kui
kaks kaashéalikut ei asetse kuskil korvuti, siis on tahtede jarjekord selline:
KTKTKTK (K — kaashéélik, T — taishaélik). Siin on meil ainult 3!4!
permutatsiooni ning CgC= - 314! séna.

91. Juurde- ja mahaarvamise valemi kohaselt on tootajaid 6 + 6 + 7 —
4—3—2+1=11. Ainult inglise keelt tunneb 6 —4 — 2 4+ 1 = 1 ja ainult
prantsuse keelt 7 — 3 — 2+ 1 = 3 inimest.

92. Juurde- ja mahaarvamise valemi kohaselt votsid pirukaid kaasa 92 —
47 — 38 — 42 + 28 + 31 + 26 — 25 = 25 ir}imest.

0
93. Mehi saab paarideks jaotada ——— viisil (arvestades iimberpaigutusi

(215 5!
10!
paaride sees ning paaride imberpaigutamisi). Naised jagunevad 21 viisil
101)? |
(siin on paaride jarjekord juba oluline). Kokku on 2(10 )5' voimalust.

94. Algul valime iithe mehe ja iithe naise, kes laheks véljavalitud abielu-

paariga iihte paati (92 voimalust). Seejarel jaotame tilejaédnud 4-ks rithmaks
(81)? (9

viisil. Kokku on
28 . 4! 28 . 4l

95. Kui kaks véljavalitud meest satuvad tihte paati (ja nende naised koos
| 2

28 . 4!
nevatesse rithmadesse, siis voib neid rithmi tdiendada (A3)? viisil ning seejirel

e totada sitmadeks O viisil. Kokl 17(81)2
ulejaanud jaotada runmadexs 267:3' V1IS1l. OKKU Saame 28 Al

vOimalust.

nendega), siis voime iilejadnud jaotada viisil. Kui nad aga satuvad eri-

voimalust.




120 PEATUKK VI.. REKURRENTSED SEOSED

96. Et arvud ei voi alata nulliga, siis saab koostada 7* — 7% = 2058 arvu.

97. Kui esimese kolme numbri poolt moodustatud arv on z, siis annavad
viimased kolm numbrit ithe arvudest 0,1,...,999 — x. Seega on selle arvu
valimiseks 1000 — x voimalust. Et  muutub 100 ja 999 vahel, siis tuleb meil
leida naturaalarvude 1...900 summa. See on 405 450.

98. Valgeid kabendeid saab malelauale paigutada Css viisil. Kui valgete
kabendite jaoks on 12 véilja valitud, jaab mustade jaoks jarele 20 vélja, millele
neid voib paigutada Cy viisil. Kokku on C37C57 voimalust.

99. Jaotame sona ,,tihane“ tdhtede koik permutatsioonid klassideks nii, et
ithte klassi kuuluvad permutatsioonid erinevad iiksteisest ainult taishaalikute

P
jarjekorra poolest. Klasse on —% = 120. Ainult iiks iga klassi permutatsioo-

nidest rahuldab iilesande tingirr?;ust. Seetottu on iilesande vastuseks 120.

100. Permutatsioonides, kus neli i-tdhte korvuti asetsevad, voib nad
ithendada ja lugeda tiheks tdheks. Seetottu on selliste permutatsioonide arv
5. Jaab jarele P(4,1,1,1,1) — 5! = 1560 voimalust.

101. Kui n-taht jargneb vahetult u-tahele, siis voib need tédhed ithendada.
Seetottu on otsitavaid iimberpaigutusi P(2,1,1,1,1) = 360.

102. Algul jarjestame véljendi , kaalikamaad kastmas* koik a-tahest eri-
nevad tdhed P(3,2,1,1,1,1,1,1) viisil. Seejérel valime a-tdhe jaoks 4 kohta
12-st. Kokku saame P(3,2,1,1,1,1,1,1) - C{, imberpaigutust.

103. Nii kaas- kui ka taishaalikuid voib omavahel imber paigutada
C(2,1,1) = 12 viisil. Kui kaashddlikud on juba paigale pandud, siis jaab
taishdilikute jaoks 5 kohta. Seetdttu voib neile kohti valida C5 = 5 viisil.
Kokku on 5 - 12* = 720 vdimalust.

104. Kirjutame téaishédélikud vilja antud jarjekorras. Siis on s-tdhe jaoks
5 kohta. Kui s on paigale pandud, siis on m-tahe jaoks 6 kohta. Lopuks jaab

k-tahe jaoks 7 kohta. Kokku on 5-6 -7 = 210 voimalust.

7

105. Nagu eelmiseski iillesandes saame, et iimberpaigutusi on —+ =

P
277200 (arvestasime seda, et [-tdht kuulub meie sonasse kolm korda). ’

106. Algul fikseerime téishéélikute jérjekorra (2 voimalust), seejarel pai-
gutame nende tdishddlikute vahele 2 kaashiilikut (A2 = 12 voimalust).
Esimese iilejadnud kaashéalikuist voib asetada kas ette- voi tahapoole tais-
héalikuist (2 voimalust), teise jaoks on aga juba kolm kohta. Kokku saame
2-12-2 -3 = 144 tumberpaigutust.

107. Valime 5 kaashadliku seast 3 tdhte ja paneme nad naidatud kohtade-
le (Ag voimalust). Ulejiddnud viis tihte paigutame suvalisel viisil jarelejaanud
kohtadele (5! voimalust). Kokku on 5! A2 = 7200 voimalust.

108. Vastavalt korrutise reeglile C2C5 = 30 viisil; C2 = 10 viisil.

109. P(3,1,1,1) — 4! = 96 viisil (vt. tlesannet 100).
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110. Algul paneme paigale kaashadlikud (3! voimalust). Kolme a-tdhe
jaoks jaab neli kohta, kuhu neid saab paigutada 4 viisil. Kokku on 24 voima-
lust.

111. e-taht voib valjavalitud tahtede hulka kuuluda kas 0, 1, 2, 3 voi 4
korda (5 voimalust), n-taht 3 viisil jne. Kokku saame 5-3-5-3-3-3 = 2025
voimalust.

112. Leidub Cg’ = 20 kombinatsiooni, milles koik kolm tahte on erinevad,
6-5 = 30 kombinatsiooni tapselt kahest erinevast tdhest ja 2 kombinatsiooni,
kus esineb ainult iiks taht. Kokku on 52 voimalust.

113. Kui arvestatakse ka viljavalitud tdhtede jirjekorda, siis on A +
3AZ + 2 = 212 véimalust.

114. Et nii tais- kui ka kaashaélikute jérjekord on kindlaks méaratud, siis
tuleb 7 kohast valida tdishadlikute jaoks 3 kohta. Seda saab teha C3 viisil.

115. Sona ,kojukutse® puhul peavad esimene ja viimane taht olema kaas-
haalikud. Kaashéaalikuid voib timber pai-



gutada P(2, 1, 1, 1) ja tiishailikuid P(2, 1, 1) viisil.
Kokku on P(2, 1, 1, 1)-P(2, 1, 1)=720 voimalust. Séna
«sanitar» korral on véimalusi P,-P (2, 1)=72.

116. a-tihe jaoks tuleb valida 3 kohta kuuest. Seda

saab teha C§~—-—20 viisil. Kui lisada tingimus, et kaks
a-tahte ei asetse korvuti, siis jaab nende jaoks ainult 4

kohta. Sel juhul on meil C;i=4 v&imalust.

117. Sona «tik-tak» tdhtedest saab moodustada 180 per-
utatsiooni. Nendest 60-s permutatsioonis on kaks {-tahte
ja 60-s permutatsioonis kaks k-tihte korvuti ning 24 per-
mutatsioonis asetsevad kérvuti molemad paarid. Juurde-
ja mahaarvamise valemi kohaselt saame 180 — 60 — 60--
~+24=84 lubatavat permutatsiooni. Sona «purpur» korral
on 90—-30—-30—-30+12—|—12+12—~6:30 lubatavat per-
mutatsiooni.

118. On 3 kombinatsiooni, mis sisaldavad koiki kolme
tahte, ja 3 kombinatsiooni, kus esineb kaks erinevat tahte.
Kokku on 6 kombinatsiooni. A*vu 132 132 numbritest saab
moodustada 3P (2, 1, 1)-+3P(2, 2) =54 erinevat neljakoha-
list arvu.

119. Juurde- ja mahaarvaniise valemi kohaselt saame, et
koiki numbreid 1, 2, 3, 4 sisaldab 106 —4.964-6-86—4.76
+69=23160 arvu. Ainult numbritest I, 2, 3, 4 koosneb

7
41424434 441 45 46— A—4 =5460 arvu,

120. Iga number esineb igal kohal 6 korda (6:%).

Liites iiheliste numbrid, saame summa 6(14-2-+344)=60.
Samuti talitame kiimneliste, sajaliste ja tuhandelistega.
Koigi nende arvude summa on seega 60+4-6004-6000--
~+60 000=66 660.

121. Siin on kéikide permutatsioonide arv 12, kusjuures
1 ja 5 esinevad igal kohal 3 korda Ja number 2 6 korda.
Seetottu on iiheliste summaks 3-14-3-5-4-6.2==30. Koigi
arvude summa on 303004300030 000 =233 330.

122. Samal viisil leiame, et summa on 11 110.

123. Summa on 16 665.

124. Kui loobuda kitsendustest, et number 0 ei tohi olla
esikohal, saame summaks 2666 640. Nulliga algavate
arvude summa on 66 660. Seega on lubatavate viiekoha-
liste arvude summa 2599 980,
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125. Et numbrite 8 ja 9 abil saab iles kirjutada 2% k-
6

kohalist arvu, siis on vaadeldavaid arve 3/ 2#=126.
h==1
6
126. Samal viisil saame 3 3*=1092.
| it

5
127. Et null ei voi esikohal olla, siis saame 2 3 3F==
k=0

— 728 arvu.

128. Iga number esineb igal kohal 4?==16 korda. Seega
on iithel kohal asetsevate numbrite summa 16(1+4-2+
+3--4) =160 ning vaadeldavate arvude summa 17 760.
129. Esimesel juhul on summa 3999 960. Teisel juhul esi-

nebh iga number igal kohal Ag korda ning me saame iihel

kohal asetsevate numbrite summaks /118t (124 ...+
1-9=75600 ning kogusummaks 839 991 600.

130. Viimasel kohal peab asetsema kas 3 voi 9, iilejaa-
nud numbreid voib aga 3! viisil iimber paigutada. Kokku
saame 12 paaritut arvu. Tépselt samuti leiame, et ka paa-
risarve on 12.

131. Paaritute numbrite kohad véib valida Co =20 viisil.
Tgal kohal v5ib asctseda iiks viiest numbrist. Kokku saame

90-56 arvu, nende hulgast 10-5% algavad nulliga. Jérele
jaab 20-56-—10-55=281250 arvu.

132. Cj-56=312 500. .

133. Esimesel kohal voib olla iiks {iheksast, jargmistel
iiks kitmnest ning viimasel kohal iiks viiest numbrist
(viimasel kohal asetseva numbri paarsus oil eelnevaga
miaratud). Kokku saame 9-10%-5=450000 arvu. Kui vaa-
delda k&iki arve 1 ja 999 999 vahel, siis saame tulemuseks
499999 arvu.

134. Kui nullid korvale jitta, siis moodustavad filejaa-
nud numbrid {the jargmistest jadadest: 3; 2.1: 1,2; 1,1, 1.
Kui iiks sellistest jadadest on antud, siis tuleb sellele nul-
lid nii juurde panna, et esimene number oleks nullist
erinev. Arvu 3 puhul saab seda teha iihel viisil; jadade
9 1 ning 1,2 puhul itheksal viisil (voimalused erinevad
nullide arvu poolest iihe ja kahe vahel). Jada 1,1,1 puhul

saab seda teha CZ viisil. Kokku on 1--18--36=55 arvu.
Kui vaadelda koiki arve 1 ja 9999999999 vahel, siis on
tarvis valida nullist erinevate numbrite kohad. Arvu J

Lkorral saab seda teha Cy viisil; jadade 2, 1 ja I, 2 puhul
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Cio ning jada 1,1,1 korral Cy viisil. Kokku saame Cio-l—

1-2C04-Clo= 220 arvu.

135. Esimesel kohal voib asetseda iikskéik milline numb-
ritest 1, 2, ..., 9. Teisel kohal voib olla iikskdik milline
iilejddnud iiheksast, kolmandal suvaline kaheksast numb-
rist jne. Kokku saame 9.9! arvu.

136. 0 ja 999 vahel olevaid ja viiega jaguvaid arve on

E‘(Jg), kus E(x) on arvu x tdisosa. Tépselt samuti

jagub  seitsmega E(-I%QQ) ning arvuga 35 E(____ISOSOO)
arvu. Juurde- ja mahaarvamise valemi kohaselt saame, et

| 1000) ( IOOO) " ( 1000 ) .

1.000 E( 3 E > +E 5E =686
arvu ei jagu viiega ega seitsmega.
137. Téapselt samuti leiame, et otsitavaid arve on 228.
138. Leidub 729 arvu, milles puudub number 9. Seetsttu
on numbrit 9 sisaldavaid arve 1000 — 729=271. Téapselt
kaks korda esineb mainitud number 27-s arvus (099, 909,
990, 199 jne.). Null esineb iihes iihe-, iiheksas kahe- ning
171-s kolmekohalises arvus, seega kokku 181-s arvus. Kaks
korda esineb null 9-s arvus. 0 ja 9 mdlemad esinevad 36-s
arvus (9-ga algab 19 sellist kolmekohalist arvu ja iiks
kahekohaline, 1 kuni 8-ga algab 16 niisugust arvu). Numb-
rid 8 ja 9 esineyad 54-s arvus. n>1 puhul leidub 9n ja
n=1 puhul 10 n-kohalist arvu, milles kaks korvutiseisvat
numbrit ei ole vordsed. Seetsttu on 0 ja 999999 vahel nii-
suguseid arve 10924931044 051.96—597 871 .
139. Vastav neljakohaline arv voib koosneda kas neljast
erinevast numbrist (1,2,3,5), kahest ({ihesugusest ja
kahest erinevast numbrist (1,1,2,3; 1,1,2,5; 1,1, 3,5;
1,2,3,3; 1,3,3,5; 2,3,3,5) voi lopuks kahest vordsete
numbrite paarist (1,1,3,3). Jiarelikult on selliseid arve
FP+6P(2,1,1)+P(2,2)=244+6-124+6=102.
14C. Samuti nagu eelmises iilesandes saame vastuseks
2P(2,1,1,1)-3P(3,1,1)+2P(2,2,1) 43P (4, 1) +P(3,2) =
=265. /
141. Kuuekohalisse arvu voib kuuluda kas iiks, kaks voi
kolm paari ithesuguseid numbreid. Uhe paari saab valida

Cs viisil. 4 erinevast ja 2 iihesugusest tdhest saab koos-

|
tada P(2,1,1,1,1) =%=360 permutatsiooni. Nendest
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5!=120 permutatsioonis asetsevad kaks iihesugust numb-
rit korvuti. Jarelikult saame sel juhul 5(360 —120)=
—1200 kuuekohalist arvu. Kaks paari ithesuguseid numb-

reid saab valida Ci=10 viisil, seejdrel saab Cs—=3 viisil
valida veel kaks numbrit. Nende permutatsioone on kokku

|
P(2,2,1,1)=180, kusjuures 2-—2—"#=120 neist sisaldab

iihte ihesuguste numbrite paari ja 4!=24 permutatsiooni
kahte sellist paari. Juurde- ja mahaarvamise valemi koha-
selt saame, et see juht annab 10-3(180 — 120-24) =2520
noutavat arvu. Samal viisil leiame, et kolm iihesuguste
numbrite paari annavad

-3 6! 51 4! )
65("6575——3 (2”2LF3 2!““3! =300

noutavat arvu. Kokku saame 4020 arvu.

14%. Kokku saab antud arvu numbritest koostada

51 . 5! 5!

5! , !

P
viiekohalist arvu. Nendest 3P3+2—§—f-=24 arvus asetsevad

3 kolme korvuti. Saame 416 otsitavat arvu.

143. Antud numbritest saab kokku P(2,2,2,2) permutat-

siooni. Nendest P(2,2,2,1) permutatsioonis asetseb antud

numbri kérval seesama number, P(2,2,1,1) permutatsioo-

nis kahe antud numbri, P(2,1,1,1) permutatsioonis kolme

ning P(1,1,1,1) permutatsioonis nelja antud numbri kor-

val needsamad numbrid. Juurde- ja mahaarvamise valemi

kohaselt saame, et
P(2,2,2,2)—4P(2,2,2,1)+6P(2,2,1,1)—
—4P(2,1,1,1)4+P(1,1,1,1) =864

permutatsioonis ei leidu kahte iihesugust kdrvutiasetsevat

numbrit.

144, Samal viisil saame, et otsitavaid arve on

8! 7! 6!
— 3. — — Hl=
DE 3 (2!)2—|—3 X 51=2220.
145. Téipselt samuti saame
10!

8!
W— 2-§—|—61=88 080

arvu.
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146. Samal viisil saame vastuseks 20 040.

147. Kui iiks arv on valitud, siis jddb teise arvu valikuks
10 voimalust (sest selle paarsus on juba teada). Et neid
kahte arvu voib omavahel {imber paigutada, saame

%EL: 100 valikuvaimalust.

148. Valitud arvudest on kas koik kolm paarisarvud voi
siis on iiks neist paarisarv ning kaks paaritud. Seetottu

saame C135 + Cfg, Cf},: 2030 valikuvoimalust.

149. Tee 11 punktis on voimalik valida kahe voimaluse
vahel. Seet6ttu on 211=2048 soitmisviisi.

15C. Et alguspunktis on valik juba tehtud, siis jaab jdrele
210—=1024 voimalust.

151. Samal viisil leiame, et voimaluste arv on 35=243.
152. Kui on valitud p 10-kopikalist, siis 15-kopikalisi voib
valida 0, 1, ..., 20—p—1, 20— p, s.t. kokku on 1b-kopi-
kaliste valikuks 21 -—p voimalust. Et p muutub nullist
kahekiimneni, siis on meil kakku 14+24-34 ... 4+21=231
valikuvoimalust.

153. Mintide ecrinevaid kombinatsioone on Cia=1287.
Seetottu voib anda 1286 vale vastust. ,
154, Viiekohalisi arve on 90000, neist 4-54==2500 arvus
on koik numbrid paarisnumbrid ning 5 =23125 arvus koik
numbrid paaritud. Kuuest vaiksemat numbrit ei esine 45=
—=1024 arvus ning kolmest suuremat numbrit 3-44=768
arvus. Numbrid 1,2,3,4 ja 5 esinevad korraga 5! arvus,
numbrid 0, 2,4, 6,9 korraga aga 4-4!=96 arvus.

155. Ulesande tingimusest on néaha, et kaks erinevat
viset annavad iithesugused summad ainult siis, kui iiks
neist saadakse teisest taringute timbervahetamisel. See-

tottu on erinevaid summasid C§—|—6=21.

156. Tipselt samal viisil saame vastuseks Cg +2C52—|-6:
—=56.

157. Koigil tiaringutel tuleb ithesugune arv silmi 6 juhul.
Kaks erinevat silmade arvu voib esineda jargmisel kolmel
viisil: {thel tdringul tuleb iiks ning {ilejadnud 5 taringul
teine silmade arv voi tuleb kahel taringul iiks ning filejaa-
nud neljal taringul teine arv silmi véi esineb iiks silmade
arv kolmel ning teine samuti kolmel tdringul. Esimesel

juhul saab esinevad silmade arvud valida A% viisil, kus-
juures esimene silmade arv voib esineda igaiihel 6 tarin-
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gust. See annab 64% — 180 voimalust. Variant 24-4 annab

tapselt samuti AgP(2,4)=450 ja variant 3+3 CF,zP(S,S')
voimalust. Seega voib kaks erinevat silmade arvu esineda
1804-450+300=930 juhul. Kolme erineva silmade arvuga
juhu kasitlemiseks leiame koigepealt arvu 6 koik lahutu-
sed 3 liidetavaks: 6:1+1+4=1+2—{—3=2+2—{—2. Vas-
tavalt sellele leiame

1
EE—ASSP(L 1,4)=1800,

A¥p(1,2,3)=7200,
-g-'—A?,-P(Q, 9, 2) = 1800,

seega on kokku 10300 vimalust kolme erineva silmade

arvu saamiseks.
Neljaks liidetavaks laguneb arv 6 nii 6=14+14+143=

— 1414242,
Need variandid annavad
:31-,~A§P(1, 1,1,3)=7200,

1
(21)®
seega on kokku 23400 vHimalust, et tuleks neli erinevat
silmade arvu.

Akp(1,1,2,2)=16200,

1
Viie erineva silmade arvu korral on meil -4‘4A2P(1,1,1,1,2):

— 10800 ja kuuel korral 6!==720 voimalust. Margime, et
6--930--10 80023 400410 800+4-720="6°.

158. Taringud jagunevad rithmadeks vastavalt sellele,
mitu silma peale tuli. Seetottu on meil tarvis leida koigi
voimaluste arv n taringu jaotamisel 6 rithmaks. See arv

on Cilos (vt lk. 204).

150. Et 1000000==28-5%, siis on miljoni igal kolmeks
teguriks lahutusel kuju 1 000 000 == (20:.5Br) (2%.5B2) (2%
58), kus as, o2, as, 1, P2, Ps ON sellised mittenegatiivsed
taisarvud, et aitastas==P1-pPa+Ps="0. Et 6 lahutub 3-ks

mittenegatiivseks tdisarvuliseks liidetavaks Ci==28 viisil

ja me arvestame tegurite jdrjekorda, saame erinevate
esituste arvuks 282=784.
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16C. Eelmises iilesandes saadud esitused jagunevad kol-
meks klassiks: kas kéik tegurid on vordsed vai on kaks
vordsed ja kolmas erinev voi on kaik erinevad. Esimene
<lass koosneb iihest esitusest: 1 000 000=100-100-100.
Leiame teise klassi kuuluvate esituste arvu. Kui iihte-
langevatel teguritel on kuju 2¢.5P, siis saame 2q-lqy=—
=2--P3=6. Vorrandil 2x+y=6 on aga mittenegatiiv-
setes tdisarvudes 4 lahendit: x=0, y=6; x=1, y=4;
x=2, y=2; x=3, y=0. Et iga astendajat a vaéib vaa-
delda koos suvalise astendajaga B, siis saame 2%58 jaoks
16 voimalust. Uhe neist (22-5%) peame korvale jitma kui
esimese klassi kuuluva. Jirele jadb 15 varianti. lgaiiks
neist annab kolm teguriteks lahutust olenevalt kohast,
kus asetseb kolmas tegur, Seega koosneb teine klass 45
lahutusest. Kui tegurite jarjekorda ei arvestata, saame
15 lahutust. Kolmanda klassi teguriteks lahutuste arv on
784 — 1 —45=738. Selle klassi lahutused erinevad ainult
tegurite jirjekorra poolest. Seetdttu on juhul; kui tegurite
jarjekorda ei arvestata, 1415-1-123=—=139 teguriteks lahu-
tust. -

161. Iga miindi v6ib panna iihte kahest taskust, seetottu
on voimalusi 29,

162. Jirjestame esemed mingil viisil ning anname esi-
mesele inimesele esimesed n, teisele teised n ning kol-
mandale viimased n eset. Et elementide jarjekord rtih-

n !
mades pole oluline, saame Cap,-Cy — ((3;!))3 jaotamis-
viisi. |
163. Tiépselt samuti nagu eelmises lilesandes saame eri-
. (2n)!
nevate jaotuste arvuks :
2nn!
(nk)!

164. Samal viisil saame vastuseks

30! 30!
(101)331 (3N w101

166. 4 &ssa saab pooleks jaotada

(R)7nt "

165.

L

=3 viisil, iile-

(21)
. 32! Ly :
Jadanud 32 kaarti aga ~enHr viisil. Et neid jaotusi
- 32!
voib teineteisega ithendada kahel viisil, siis saame (316F)2

jactamisviisi.
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167. Voimaluste arv on 25_513945.
168. 945. '

01
169. (3!)4=280.

17¢. Kolm inimest véivad jaotada 6 Ouna Ce viisil, iga
iilejaanud puuvili voib sattuda iikskoik kellele kolmest,
jarelikult on nende jaotamisvdimalusi 38 Kokku saame
36C2=20412 jaotamisviisi.

171. Kboigepealt jaotame ara ounad. Et keegi ei saa
rohkem kui 4 una, siis voib neid jaotada iihel jargmistest
viisidest: 6=4—§—2+0=4+1-}-1:3+3—|—0:3—|—2+1=2—|—
+-2-+2. Kui 6unad on jaotatud vastavalt skeemile 44240,
siis tuleb teisele isikule valida veel 2 puuvilja kuuest ja

ilejaanud anda kolmandale., Seda saab teha Cﬁz viisil.
Arvestades inimeste iimberpaigutamise voimalust, saame

31Ce jaotamisviisi. Skeemi 44-14+1 korral tuleb teisele

isikule valida 3 puuvilja kuuest (Cf voimalust). Et kahel
inimesel on ounu ihepalju, -siis on siin inimeste {imber-
paigutusi P(2,1)=3. Skeemi 3+3-0 puhul tuleb esi-
mesele isikule valida iiks puuvili kuuest ja teisele iiks
{ilejaanud viiest. Siin on samuti 3 voimalikku iimber-
paigutust. Tapselt samuti vaadeldakse iilejddnud skeeme.
Kokku saame

2 3 t 1 1 2 2 2

666—}—365 —|—366 C5—|—6C5 Cs +Cs C, =690
jaotamisviisi.
172. Et 9=:6—|—3+0:6-§—2+1=5+4+0=5—1—3+1:5—1—
4—2—}-2:4—}—4—]—1:'4+3—§—2=3-—|—3-|—3, siis saame nagu
eelmiseski iilesandes 6[C93—|—C:—]—CéCi—{—C;Cg—l—CiC?]-{—

) . . .
L3(ChCE+CaCY)+CaCo =19 194 jaotamisviisi.

2!

173. Kaardipaki voib 13 méngija vahel jaotada ——(%—-)-—1-5

viisil (vt. iilesannet 162). Kui igafiks peab saama igast
mastist ithe kaardi, siis tekib iga masti jaoks permutat-
sioon 13 kaardist. Et erinevate mastide permutatsioonid
iiksteisest ef spltu, siis saame vastavalt korrutise reeglile
(13!)% voimalust. Kolmandal juhul voib ks maéangija
valida iihe kaardi igast mastist 13* viisil. Seejarel voib
iga masti {ilejddnud 12 kaarti jaotada kolmeks osaks
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12! sl ia koik dleiadnud kaardid — (1204
(@0 viisil ja koik iilejddnud kaardi VIEIEIE
Saadud osad voib 12 mingija vahel jaotada 12! viisil.
Lt igast mastist kaarte saava mingija vdib valida 13
(131)3
(41)2(31)4°
174. Tervest kaardipakist saab 4 kaarti vilja témmata

Cer viisil. Tédpselt 3 masti on esindatud A (Cis) “Ch=
=0518184 juhul: me valime puuduva ja korduva masti

vilja A; viisil, valime seejirel korduvast mastist kaks
kaarti Cg; viisil ning siis iihe kaardi kahest iilejddnud
mastist (Cfa)z viisil. Tépselt 2 masti on esindatud

C; '(Cfs)z—FAfCisnggz& 120 juhul. TGepoolest, selline olu-
kord tekib, kui meil on kas kaks kaarti kahest voi iiks
kaart iihest ning kolm teisest mastist. Esimesel juhul
tuleb valida kaks masti ning kummastki mastist kaks
kaarti, teisel juhul aga valida esimene ja teine mast (siin
on jérjekord juba oluline) ning seejirel votta kohn kaarti
csimesest ning iiks teisest mastist.

175. Jaotame iga masti 13 kaarti vastavalt skeemile

13!
3-+-3+3+4. Seda saab teha A3

dist koosnevad osad voib méngijatele jaotada 4! viisil ja
iga masti 3-st kaardist koosnevad osad 3! viisil. Kokku
saame (3!)%4! osade jaotamisviisi. Terve kaardipaki saab

jrotada (1o )i 10

176. Jidrjestame jaotusest osavotjad mingil viisil. Seejdrel
vaatleme 18 eseme koiki jdrjestusi ning jaotame need
esemed neljaks 4 eset sisaldavaks ja iiheks 2 eset sisal-
davaks osaks. Kahest esemest koosneva osa anname iihele
jaotuse viiest osavotjast, iilejddnud osad aga iilejdadnutele
(esimese osa esimesele, teise teisele jne.). Ft esemete

viisil.

viisil, saame kolmandal juhul vastuseks

viisil. Neljast kaar-

viisil.

e : .. S5-18! :
jarjestus osades pole oluline, siis saame W jaotamis-
i Teisel fuhul teel 18G5

viisi. Teisel juhul saame samal tee CIEHERE voimalust.

177. Iga esemepaari jaoks on kolm voimalust: sellest
paarist voib valikusse kuuluda kas kaks, iiks véi mitte
thtegi eset. Seetottu on valikuid 3%=4 782 969,
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178. 4 musta kera saab paigutada 6 pakki Cs viisil. Nii-
sama palju véimalusi on valgete ja siniste kerade jaoks.

Vastavalt korrutise recglile saame (Cs) =2000376 voi-
malust.

179. Samal viisil saame vastuseks Ce C1y="5720.

180. Kujutame arvu n igaks liidetavaks lahutust punkt-
diagrammina. Kui sellele diagrammile lisada n punktist
koosnev veerg, siis saame diagrammi, mis esitab arvu
2n lahutuse n liidetavaks.

181. Valime kolm suvalist naturaalarva 1 ja n-—2 vahel
ning lisame suuremale neist arvu 2 ja suuruselt teisele
arvu 1. Saame kolm arvu, mille seas pole kahte naaber-
arvu. Need arvud annavadki valitavate esemete numbrid.

Jirelikult saab valiku teha Cp_ viisil.

16!
182. P(2,2.2,2,2,2,1,1,1,1}= 5
183. Me voime vabad viljad tédita ihesuguste kabendi-

tega, saades permutatsiooni 48-st kabendist ja iilesandes
antud malenditest. Selliste permutatsioonide arv on

P(48,2,2,2,2,2,2,1,1,1,1) = 01!

y duy vy Ldy iy by Sty Dy Ty T2 —2648'

184. Vastuse P(32, 8,8,2,2, 2,2, 2,2, 1, 1, 1, 1) saame
samasugusel viisil.

185. Olgu valgete kabendite poolt hoivatud p ja mustade

poolt ¢ vilja. 156 valget kabendit saab Cf | viisil asetada
p viljale nii, et koik véljad oleksid hoivatud, 15 musta g

viisil.

viljale cI yiisil. p vilja valgete ja g vilja mustade
kabendite jaoks saab valida P(p,q,24—p—q) viisil.
Seepidrast on paigutamisviise tildse |

EP(p,q,%——p—q)CiﬂC(fZi ,
p.q

kus summa on voetud iile koigi niisuguste p ja g, et
1<p<15, 1<<q<<15, p+g<<24.

186. Arvame iihte rithma viljad, mis teisenevad fiks-
teiseks malelaua podramisel 90° vorra. Ulesande tingi-
muse jargi tiidavad kabendid viie sellise rithma viljad,

riihmade iildarv on aga 16. Seepédrast saame Cle=4368
paigutamisviisi.
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187. Ulesanne lahendatakse analoogiliselt- eelmisega.

. 0 . e
Saame Cgp paigutamisviisi.

10
188. Valju on niitid kaks korda vihem, seega on Cig

paigutamisviisi.
189. Laua iihel poolel tuleb 16-le mustale viljale asetada
6 valget ja 6 musta kabendit. Seda saab teha P(6,6,4) =

__ 16! il
~ eloar VS |
19C. Laua iihel poolel tuleb 16 vilja seast valida 12, ase-

tada neile suvalised kabendid ning téita teisel pool siim-
meetrilised védljad vastupidist varvi kabenditega. Viljad

i
saab valida Cis viisil ja neid 12 vilja tiitvate kabendite
12 12

varvi 2% viisil. Kokku saame 2 C. =7 454 7920 paiguta-
misviisi.

191. Kabendite asend on méiaratud sellega, millisel viiel
valjal esimese horisontaali 7-st viljast nad paiknevad,
seeparast saame C?:_Ql asetamisviisi.

192. Kabendite asendid jagunevad kahte klassi vastavalt
sellele, kas nurgavili on hoivatud véi mitte. Kui nurga-
vdljad on tdidetud, siis seisab esimesel horisontaalil veel
4 kabendit 6 viljal, mis pole nurgavéaljad. Neid saab pai-

4
gutada Ce=15 viisil. Kui aga nurgaviljad on wvabad,
siis seisab esimese horisontaali 6 védljal (mitte nurkades)

b
5 kabendit. Neid saab asetada Cs =6 vijsil. Kokku saame
21 paigutamisviisi.
193. 7 valget kuuli voib 9 siivendisse asetada C185 viisil

ja 2 musta kuuli C180 viisil. Kokku saame Cf5-Cfo:289 575
asetamisviisi.

194. Analoogiliselt saame Cy(Cs) =521235 asetamis.-
viisi, '
195. Algul valime 9 raamatut C jaoks. Seda saab teha

Cyr viisil. Ulejadnud 18 raamatut saab A4 ja B vahel
jaotada 28 viisil. Kokku on 218C%  jaotamisviisi. |

196. 8 inimest saavad korruste vahel jaotuda 4% viisil.
Siinjuures pole antud korrusel mahaminejaid 38 juhul,
antud kahel korrusel 28 juhul, antud kolmel korrusel 1

270



juhul. Juurde- ja mahaarvamise valemi jirgi saame vas-
tuseks

48— 4.38416.98 — 4=40824.

197. Voimalikud on jargmised juhud: kolmega jaguvad
kas koik kolm liidetavat, iiks neist vGi mitte tikski. Esi-

mesel juhul saab liidetavad valida Css viist. Teisel juhul
annab iiks liidetav kolmega jagamisel jddgi 1, teine jéégi
2. Et esimese saja arvu seas annavad 34 jdagi 1, 33 jaagi
2 ja 33 jaguvad kolmega, siis saame teisel juhul _C%4(C§3)2
valimisviisi. Kui iikski liidetav ei jagu kolmega, siis anna-
vad nad koik jadgi 1 voi koik jadgi 2. Vastavalt saame
Cd véi C% juhtu. Kokku tuleb 2Csi+Ciid-Ciu(Cao)?=
=53 922 valimisviisi.

198. Ulesanne lahendatakse eelmisega analoogiliselt.
Vastus on

3Ch+(Ch)3=—5

199. Kui siivenditesse on pandud p valget kuuli, siis

saab hoivatud siivendid valida Cfﬂ viisil. Seejdrel jdéb
musta kuuli jaoks n— p--1 siivendit, peale selle ei pruugi
teda siivendisse pannagi. Saame n— p-+2 voimalust. See-
pdrast on vastus

‘ q s g1
3 (n—p+2) Cop= X sCy+ X C.
§=1 p=

=0

Etl
d 8 . a1 »
p=0

s=1
(vt. iilesannet 401, a), siis saame vastuseks (n-+3)27 — 1.

200. Tihistame mittetiihja valgete kuulide rea V abil,
mustade kuulide rea M abil. Ulesande tingimustest jérel-
dub, et kuulid paiknevad kas skeemi MVMV.. .MV voi
skeemi VMVM...VM jirgi (kummaski skeemis on r
~paari). Kuid m valget kuuli saab jaotada r mittetiihjaks
hulgaks C'1, viisil. Mustade kuulide jaoks saame CaZi jao-
tamisviisi, kokku aga ocrcrTy paigutamisviisi. Tépselt
samuti leiame, et 2r kokkupuutekohta esineb cm_ic,,.’;ii+

LCrh ey juhul.
971



201. Naidaku arv A (m, n), mitmel viisil voib n eksamilt
koguda m punkti (saamata iihtki kahte). Siis on selge, et
A(30,8) =A(25,7)+A (26,7) A (27,7) jne. Arvu m viahen-
damist jitkates jouame mone sammu jarel vastuseni 784.
202. Valime algul n paigalejidvat eset. Seda saab teha

Crmin viisil. Ulejddnud m eset paigutame nii iimber, et
tkski esc ei jadks paigale. Seda vaib teha D,, viisil (vt.
!

lk. 67). Kokku saame —(@%E—!)—'Dm iimberpaigutamise
viisi. S

203. r eset saab n-+p inimese vahel jaotada (n+4+p)"
viisil; seejuures jaab antud inimene koigest ilma (n4p —
— 1)7 juhul; kaks inimest jddvad ilma (n-+p—2)r juhul
jne. Toestatava tulemuseni jouame juurde- ja mahaarva-
mise valemit rakendades. '

204. Arvu 2r4-x nbéutava lahutuse diagrammi esimene
veerg sisaldab r+-x elementi. Kui selle dra jitame, saame
arvu r mittenegatiivseteks liidetavateks lahutuse dia-
grammi.

205. Et igaiiks voib hdidletada iga liikme poolt ja ithingus
on n liiget, siis saame n® hiiletamisviisi. Teisel juhul

tuleb n hdélt jaotada n. kandidaadi vahel. Seda v&ib teha

n— .. .
Cs,,2q viisil.

206. Olgu arv 2n jaotatud noutud viisil kolmeks osaks:
2n=a--b+c, kusjuures as<b<Cc. Siis as*!, vastasc
juhul saaksime b4-c=2n—1 ja b<Cc, mis pole b-L1>c¢
tottu voimalik. Peale selle kehtib a--b>>¢, kusjuures a—+b
ja ¢ on korraga paaris- voi paaritud arvud. Jarelikult
a-+b=c4-2. Kuid siis annavad a—1, b—1 ja ¢ — 1 arvu
2n — 3 lahutuse, kusjuures (a —1)-4 (b — 1) >c—1. Seega
oleme saanud iiksiihese vastavuse arvude 2n ja 21— 3
lahutuste vahel.

207. Viide jareldub vordusest

Cot-Cod Cod- .. =9n—1,
208. Oletame, et esimene sai x esimest liiki, y teist liiki
Ja z kolmandat liiki eset. Siis x+y-+2=3n, kusjuures
0<Cx, y,2<2n. Seega tuleb meil leida vorrandi X--y+-z—
= 3n nende mittenegatiivsete tidisarvuliste lahendite
arv, kus fiihegi tundmatu vidrtus ei iileta 2n. Kui
tingimused x<<2n, y<<2n, z2<<2%n korvale jatta, siis on
vorrandil lahendeid niisama palju kui 3n {ihesuguse
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eseme jaotamisviise 3 isiku vahel, s.t. Cinsz. Leiame nﬁud‘
nende lahendite arvu, milles x>>2n. See arv vordub VOr-
randite y4z=*&, 0<k<n, mittenegatiivsete tdisarvuliste’

lahendite iildarvuga, s.t. on 1424 ...4n= n(nél—l).

Niisama paljudes lahendites on y>2n ja 2>2n. Jattes
need lahendid korvale, saame 3n2--3n+1 lahendit.
209. Lahendatakse analoogiliselt eelmisega. Saame

Zn-—1

C4n+3 — 4 3 Cpyp= C4n+3 — 4Czn 2=

h=0

=—L(2n+l) (8n2+4-8n-+3)

jaotamisviisi.

21C¢. Et rithmad pole eristatavad, siis tuleb vorrand1
x+y-+2z=3n lahendid x, y, 2 ja 2n—x, 2n—y, 2n—2
samastada. Uks lahend (nimelt X==n, y=—n, Z=~n) samas-
tatakse seejuures iseendaga, iilejddnud neist erinevate
lahenditega. Seetottu vastus on -

2
3n —{—3n+1

Analoogiliselt kéisitletakse \juhtu, kus on olemas nelja
liiki esemeid.

211. Siin tuleb leida vorrandi X1t-Xo-. . S Xp=mn nende
tiisarvuliste lahendite arv, mis rahuldavad tingimusi
0<<xp<<2n, l<<k<<m. Kui tingimused Xp< 2, dra jatta,

.o —1 . . P
siis saame Cmnim—1 lahendit. Leiame nende lahendite arvu,
kus x;>2n. See vordub vorrandite

Xot-X3t ... Fxm=Fk

mittenegatiivsete tdisarvuliste lahendite u}darvuga kus
O<k<mn—2n—1, s.t.

mn—2n—1
. m—1
Z Ch-{-m«-Z — Cmn——2n+m —2.
R=0)

Niisama palju on lahendeid, kus x2>>2n jne. Jérelikult

tuleb C;anim_zn_g lahendit korvale jatta. Seejuures jae-
takse moned lahendid kaks korda vélja (nimelt sellised,
kus - nditeks x3>2n, x>>2n). Toestatava tulemuseni
jouame juurde- ja mahaarvamise valemif rakendades.
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7212. 231 viisil. Lahenduskiiku vt. jirgmise iilesande juu-
rest. .

213. Oletame, et 4 saab x; esimest, x, teist ja x3 kolman-
dat liiki eset. B jaoks olgu vastavad arvud yi, y», ys. Siis
saame vorrandid xi--xg-+x3=n ja yi-t+y2-+ys=n, kusjuu-
res peavad kehtima tingimused xp4yr<<n, 1<<k<<m. Kui

o . . 2 : -
need tingimused dra jdtta, siis saame C,y» esimese voOr-

randi ja C,21,+2 teise vorrandi lahendit, kokku (Cfl,m)2 lahen-
dit. Seejuures vordub nende lahendite arv, kus xi+y:>n,
vorrandisiisteemide
x2'—|—X3:r, (1)
Yatlys=s
(0<Cr<<m, 0Cs<<n, r+s<<n) mittenegatiivsete tdisarvu-
liste lahendite tildarvuga. Siisteemil (1) on (r--1) (s41)
mittenegatiivset tdisarvulist lahendit. Seetdottu on meie
vorrandistiisteemidel iildse

n—1 n—s—1

'S )= -
— 5 (s41) (n—5) (1—s+1) —

s=0

n—1
| 2 &
— 2 Cs+icn—s+izcn+,3

$==0 . '
lahendit (vt. lk. 52). Niisama paljud lahendid ei rahulda
tingimusi xo+y2<<n ja xs-tys<<n. Jittes need lahendid
korvale, saame .

4
(Cnt2)” —3Cays '

lahendit. n=>5 puhul on 231 lahendit.

214. 9 inimest saab imber paigutada 9! viisil. Leiame,
mitmes permutatsioonis istub kolm inglast korvuti. Koik
sellised permutatsioonid saadakse iithest permutatsioonist,
kui paigutada selles omavahel {imber 3 inglast (3! vdima-
lust) voi 6 prantslast ja tiirklast ning rithma, mis koosneb
3 inglasest (7! voimalust). Kokku saame 3!7! permutat-
siooni. Niisama paljudes permutatsioonides istub korvuti
3 prantslast voi 3 tirklast. Edasi istuvad (3!)25! permu-
tatsioonis korvuti nii inglased kui ka prantslased ning
(3!)% permutatsioonis on kérvuti nii inglased, prantslased
kui ka tiirklased. Juurde- ja mahaarvamise valemi jargi
saame vastuse |

O — 3.31 7143 (31)25! — (31) 4= 283 824.
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215. Permutatsioonide iildarv on 9!. Leiame nende per-
mutatsioonide arvu, kus kaks antud inglast korvuti istu-
vad. Kui ithendame nad iiheks paariks, siis saame 8 objekti
permutatsioonid. Kuid need inglased voivad kohad vahe-
tada. Seepidrast saame kokku 2!8! permutatsiooni. Seejuu-

res saab kaks inglast valida C3 viisil ja kokku on meil
kolm erinevat rahvust. Sellepdrast on juurde- ja mahaar-

vamise valemi vastav liige 3022!8!. Niiiid leiame, mitmes
permutatsioonis istuvad korvuti kaks antud inglast ja
peale selle kaks antud prantslast. Kui ithendada korvuti
istuvad kaasmaalased kummalgi juhul paariks, saame
7 imberpaigutatavat objekti. Peale selle voivad kaasmaa-
lased paarides oma kohad vahetada. Kokku saame (2!)%7!
permutatsiooni. Peale selle saab kaks kaasmaalaste paari
valida (C%)® viisil. Seetottu on vastav liige juurde- ja

mahaarvamise valemis (C?%)3(2!)?7!. Edasi vaatleme jarg-
misi juhte: korvuti istuvad

a) kolm kaasmaalast,

b) kaks inimest koigist kolmest rahvusest,

¢) kolm inimest iihest ja kaks teisest rahvusest,

d) kolm iihe ja kolm teise rahvuse liiget,

e) kolm i{ihe, kaks teise ja kaks kolmanda rahvuse
esindajat,

f) kolm inimest iihest, kolm teisest ja kaks kolman-
dast rahvusest,

g) kolm inimest igast rahvusest.

Juurde- ja mahaarvamise valemit kasutades saame
vastuse

91 — 9.92181--97 (21)271-1-3. 317! — (21)%6! — 18- 312161+
1-3(31)251--27-31(21) 25! — 9(31) 22141+ (31) &,

216. See iilesanne lahendatakse eelmisega analoogiliselt,
kuid nende permutatsioonide arv, kus antud kaasmaala-
sed korvuti istuvad, leitakse teisiti. Kahte inglast saab
korvuti paigutada 7! viisil. Kaks inglast ja kaks prantslast
istuvad korvuti (2!)29.6! paigutamisviisi korral. Me saame
nimelt 9-1 viisil valida inglaste kohad, iihendame seejarel
kaks prantslast paariks ning votame selle paari ja iilejaa-
nud 5 inimese koikvoimalikud permutatsioonid. Permutat-
sioonide arvu saame, kui arvestame, et korvuti istuvad
inglased v6i prantslased vbivad oma kohad vahetada. Ule-
jaanud voimalusi vaadeldakse analoogiliselt. Kokku saame

g 275



91 —9.219.714+27(21)29-6!4-3-319-6! —(21)3-9.5! —
—18-31219.514-3(3!)29-414-27.31(21)29 . 4! —
—9(3!1)2219.3!}-(3!)29.2!
paigutamisviisi.
217. Niaidaku arv F(N), mitmel viisil saab kleepida
marke N kopika eest. Jaotame kleepimisviisid klassidesse
vastavalt viimase margi hinnale. Saame rekurrentse seose

F(N)=F(N—5)+f(N—10)+f(N — 15)+f (N — 20).

Seda seost ja vordust F(5) =1 kasutades saame F (40) =
=108.

218. Tahistame F(n, ..., nn; N) abil N kopika tasumis-
viiside arvu ny-, ny-, ..., ny-kopikaste miintide abil. Siis
kehtib rekurrentne seos

F(ny, ..., fim; NY=F(ny, ..., fim—; N)-+

+F(ny, ..., Am; N—ny)

vt. 1k. 103). Seda ja teisi analoogilisi seoseid kasutades
leiame, et F (10, 15, 20, 50; 100) =20.

219, Rekurrentse seose abil *saame, et {ilesandel on 4
lahendit.

220. Rida voib sisaldada 3, 2 voi 1 musta kuuli. Kui ta
sisaldab 3 musta kuuli, siis voime neljanda kuuli valida
kolmel viisil ja paigutame seejdrel saadud kuulid ¢ma-
vahel timber P(3,1)=4 viisil. Kokku on 12 wvoimaiust.

Kui votta kaks musta kuuli, saame analoogiliselt C;
-P(2,1,1)=36 voimalust, kui aga iiks, siis 4! voimalust.
Kokku saab moodustada 12-+36-}-24=72 rida.

221. Selliste esituste arv vordub n iihesuguse kuuli 3

mittetiihjaks rithmaks jaotamise viiside arvuga ja on seega
2

Cnt.

222. Leiame algul, mitu nulli on vaja selleks, et kirja
panna arvud 1-st 999 999-ni. Null on viimasel kohal 99999
arval (10, 20, ..., 999990), lopust teisel kohal 99 990
arvul, 1opust kolmandal 99900 arvul jne. Kokku saame
99 999-4-99 990499 900499 000-+90 000=488 889 nulli. Va-
jaminevate numbrite {ildarv on aga 942-904-3-900-
+4-9000-+5-90 000--6-900 000—=>5 888 889. Et kéiki numb-
reid peale nulli kasutatakse {ihesugune arv kordi, siis esi-
neb igaiiks neist

5 888 889 — 488 889
9

=600 000 korda.
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223. Algul valime kohad numbri 3 jaoks (valida saab
Co viisil). Seejdrel paigutame iilejaanud 8 kohale numb-

rid 1 voi 2, mida saab teha 28 viisil. Kokku saame 23C120=
—=11520 arvu. |

Nende numbrite abil kirjutatud suvalise arvu rist-
summa on arvude 8-142.3=14 ja 8-24-2-3=22 vahel.
Seepirast, kui arv jagub iiheksaga, peab tema ristsumma
olema 18. Jirelikult peab arvu iihtede ja kahtede summa
olema 12. See summa tekib, kui votta 4 iihte ja 4 kahte.
Niisiis sisaldab meie arv 4 iihte, 4 kahte ja 2 kolme, Neist
numbritest saab koostada

10!
P (4, 4,2)mm_3150
erinevat arvu.
224. Oletame, et arvud a ja b moodustavad antud permu-
tatsioonis inversiooni. Kui nende kohad vahetada, saame
uue permutatsiooni, milles nad enam inversiooni ei moo-
dusta. Meil on n! permutatsiooni, millest igaiihes saab

arvud a ja b valida Ci viisil. Pooltel juhtudel moodusta-

. . . . ; n! 2
vad need arvud inversiooni. Seega on inversioomne “‘2—"(:11.

295 Arvu n saab kolme naturaalarvulise liidetava sum-
n2 — 3n-+2

2
korra poolest erinevad esitused loeme erinevateks). Nemn-

. 2
mana esitada Cp_4=

viisil (liidetavate jarje-

—

2

esituses kaks liidetavat vordsed. Peale

dest on paarisarvulise n puhul ja paarituarvulise

n—1

n korral

selle, kui n jagub kolmega, siis leidub lahutus, kus koik
kolm liidetavat on vordsed. Juurde- ja mahaarvamise
valemit kasutades leiame raskusteta, et erinevate liideta-
vatega esituste arv avaldub jirgmiste valemite abil:

nz— 3n-+2 3 __n2--6n—{—12

kui n==06k,
nt—3n-4-2 3 _ n2—6n4H

kui n==6~k-+1,
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_ n*—6n-+8

n*—3n+2 3
kui n=6k-}2,
n%?—3n-+2 3 __ nt—ob6n-+9
| kui n=6k-3,
n®—3n--2 3 _ n*—6n+38
2 - 2 (n_2)"— 2 ’
kui n==6k+4,
n®—3n+2 3 _ n*—6n+45
2 —gin—l= 5 !
kui n=6k-}5,

Kui liidetavate jarjekorda ei arvestata, saame 6 korda

vihem esitusi. Pole raske kontrollida, et seejuures saada-
n2 — 6n-+12

12

vad avaldised pole midagi muud kui arvu

taisosad vastavate n vdidrtuste puhul.

226. Arvu 12n--5 voib Ciszn+4 viisil esitada nelja liidetava
summana (kus liidetavate jdrjekord on oluline). Nende
esituste arv, kus x==y, vordub vorrandi 2x4-2+4f=12n-}5
naturaalarvuliste lahendite arvuga. Et vorrandil z-4-f==
=12n — 2k+5 on 12n — 2k-+4 naturaalarvulist lahendit,

siis on selliseid lahendeid {ildse

6n+4-1
7 (121 — 2k-1-4) = (6n--1) (61+2) = 2Cen2.

R=1
Nende lahendite arv, kus x=y=2, vordub vorrandi
3x-+{=12n+>5 lahendite arvuga, s.t. 4n--1.
Leiame, mitmes lahendis on arvust 6n-+2 suuremaid liide-
tavaid. Olgu x=k>=6n-+3. Siis y+z+t=12n45—=%.
Kuid arvu 12n45—£% saab kolme naturaalarvulise liide-
tava summana esitada C122n+4_h viisil. Seetottu on parajasti

12n42

2 3
Z C12n+4—'h =C 6712-+2

R=6n-43
lahendit, kus x=6n-+3. Et x asemel voib votta mistahes

liidetava, saame Cj[32n+4—4C63n+2 lahendit, kus {ikski liide-

tav ei ole suurem arvust 6n-4-2.
Edasi on vorrandil 2x+2z+¢=12n--5 kokku 3n(3n+1) =

278



=20§n+1 lahendit, kus 2==6n--3. Seepirast on esialgsel

vorrandil 2[C§n+2_QC§n+i] lahendit, kus x==y ning iikski
liidetav ei iileta arvu 6n4-2, Et x ja y asemel vdib votta
suvalise teise tdhepaari, siis leidub

2C; [Conys— 2Cin 1]

lahendit, kus kaks liidetavat on vérdsed ning iikski liide-
tav ei dileta arvu 6n-42. |

Lopuks on vérrandil 3x4-t=12n4+5 kokku 2n lahendit,
kus {Z=6n-3. Seepidrast on esialgsel vorrandil 4(2n+1)
lahendit kolme vordse liidetavaga, kus liidetavad ej iileta
arvu 6n-42.

Kui jatta esituste seast vilja need, kus kaks liidetavat
tihtivad, siis on kolme vordse liidetavaga esitused vilja
jadnud kolmekordselt. Seepdrast tuleb juurde- ja maha-
arvamise valemis nende arvu korrutada kahega. Kokku
saame

[Cionrs — 4Cony2] — 2CF [Conye — 2Cin 1] +8(2n41) =
=12n(12n2--3n — 1)

esitust, kus koik liidetavad on erinevad,

2C; [6Chnt2— 2Cne1] — 12(2n-+1) =12 (9n-4)

kolme erineva liidetavaga esitust ja 4(2n--1) lahutust,
kus on kaks erinevat liidetavat.

Koik esitused jaotame klassidesse, nii et kaks iihe klassi
lahutust erinevad ainult liidetavate jdrjekorralt. Siis lagu-
nevad esimest tiilipi esitused 24-elemendilisteks, teist
titiipi esitused 12-elemendilisteks ja kolmandat tiiiipi esi-
tused 4-elemendilisteks klassideks. Seetottu on noutud
tiitipi esitusi

~g—(12n2+3n — 1)4-n(9n+4+4) L 2n+4+1=

— ”’;rl (12n24-91-4+2) .

227. Eelmise iilesande lahendamise kdigus leidsime, et
nende lahutuste arv, kus kéik liidetavad on erinevad, on
12n(12n24-3n —1). Et liidetavate jirjekorda ei arvestata,

saarie —g~( 12n243n — 1) lahutust.
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228. Iga geomeetriline progressioon on madratud esi-
mese litkmega a ja teguriga g. Kui progressioon on kas-
vav, peab kehtima vorratus ag?<<100, millest jareldub, et

a\<\—1§20—. Olgu c;(-.-:—nﬁl ildiselt taandatud murd, s. 0. natu-

raalarvud m ja n on iihistegurita (lubame ka voimalust

. m me
n=1, kus g on tiisarv). Et progressioon a, a_rT’ a—f?&
koosneks tidisarvudest, peab a jaguma arvuga n* (m ja n
on ithistegurita), s. 0. a=kn% Ei a=<C100, siis n=<<10. Seos

2
100n° 1k kg__{gf. Siit

100 v
a<<— annab niifid, et 2n?<< p-

10
ng% ja m=10. Et vaatleme kasvavaid progressioone,

siis m>n. Antud m viartuse puhul saame noutava g, kui
valime n nii, et n<<m ning n ja m oleksid iihistegurita.
Tihistame ¢(m) abil nende naturaalarvude arvu, mis on
viiksemad kui m ja m suhtes iithistegurita. Siis saame
antud m viadrtuse korral ¢@(m) erinevat ¢ vaartust.

Seosest kg—%gg jareldub, et antud m korral leidub

E(l%(z)—-) lubatavat % vidirtust (ehk a vddrtust). Seega lei-

dub antud m puhul E( IOS
m

ressiooni, mille teguri lugeja on m. Summa reegli jargi
saame kokku

1o 100
S E ('E»L?) @(m)=25-14-11.246-24+4.44+2.2-4
m==2

+2.641-441-641-4=105

kasvavat progressiooni. Kahanevate progressioonide arv
on ilmselt sama (igast kasvavast progressioonist saame
iimberpédramisel kahaneva ja vastupidi). Peale selle on
veel 100 konstantset progressiooni 1,1, 1 jne. Kokku saame
310 progressiooni.

229. Tihistame mitmest korvuti seisvast prantslasest
koosneva hulga P, korvuti seisvatest tiirklastest koosneva
hulga aga T abil. Tdht { markigu inglast. Ulesande tingi-
musest jareldub, et moeldavad on jargmist tiiiipi paigutu-
sed: PiTi Pi Ti Pi Ti P voi Ti Pi Ti Pi Ti Pi T. Esimese

)(p(m) noutud kasvavat prog-
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tutbi korral peame 7 prantslast jaotama 4 mittetiihjaks
rithmaks (seda saab teha o viisil), 10 tirklast 3 mitte-

tiithjaks rithmaks (c§ jaotamisviisi), seejdrel asetame riih-.
mad jdrjekorras vastavatele kohtadele ja paigutame kaas-
maalased omavahel koikvoimalikel viisidel iimber. Saame

- 3 2 , ST : e
6171101C; Cy paigutamisviisi. Teine asetamistiiiip annab

analoogiliselt 6!7’!10!6‘2(];3 paigutamisviisi. Kokku saame
6171101 {C3 CE4-C2 C3 | =6!7!110!1980 '

lahendit.

23¢. Tiapselt samuti nagu eelmises iilesandes saame

51711011080 lahendit.

231. Kaks otsitavat arvu erinevad teineteisest tegurite

a®, b8, ¢ dd poolest: igaiiks neist on jagajaks iihele arvule

ja teisele mitte. Et 4 tegurit saab kahe arvu vahel jaotada

16 viisil, siis on iilesandel 16 lahendit. Kui arvude jérje-

korda ej arvestata, saame 8 lahendit.

232. Otsitavatel arvudel on kuju GA ja GB, kus A ja B

on arvu a*bbcydd jagajad. Sellel arvul on jagajad N=

= (a-1) (p+1) (y+1) (6+1) (vt. iilesannet 67). Seepa-

rast saab A ja B valida C?\T_[..i viisil, kui paare (GA, GB)
ja (GB, GA) mitte eristada, ja N? viisil, kui neid eristada.

233. Leidub Cgo kombinatsiooni, kus koik tahed on erine-

vad, Cgio()fg kombinatsiooni, kus on kaks iithesugust tahte

jne. Kokku saame
Cs +C1 Ch4-C2 C2 G =146 400

20 19 20718

kombinatsiooni.

234. Otsitavad permutatsioonid algavad mitmest q-ta-
hest, millele jargneb p-tdht, parast seda voivad tahed olla
mistahes jdrjekorras. Kui alguses on % o-tdhte ja iiks
B-taht, siis saab iilejddnud tdhti imber paigutada P (p — &,
g— 1, r) viisil. Vottes summa, kus & muutub ihest arvuni
p, saame

po(ptgtr—k—0H1 T ok
{,E ‘= Cq+r -—12 Cpmk—i—q—kr-—i
h=1 (p—k)'(q—l)‘f‘ h=A1
otsitavat permutatsiooni. Kuid
»r

p—k p—1
hZ Cphtgtr—1= Cptrgtra.

. r p—1 L
Seepadrast saame C 1r-1Cpiq4r—1 permutatsiooni.
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235. Antud vérvi loikude pikkusi véljendavad arvud
annavad arvu 10 liidetavateks lahutuse (liidetavateks on
naturaalarvud 2 ja 10 vahel, jarjekord on oluline). Selliste
k liidetavast koosnevate lahutuste arv vordub x1 korda-
jaga avaldises

I x2 I xii )h

(x24-x34 ... —l—xi{")k:( -

= X% (] — x?) (] — x)~h=
__:xzk(l_kxg__‘?_(_%%llxw%.__).
k{k+41 k(k+41) (B2 |

E(k+1).. (k+9
e (+)Io!(+)xw+...).

Siit leiame kohe, et k=1 puhul on otsitav kordaja 1, k=2
puhul 7, k=3 puhul 15, k=4 puhul 10 ja k=5 korral 1.
Et iga varvi loikude arv on antud varvimisviisi puhul
tithesugune ja eri varvi loikude pikkusi voib kombineerida
suvaliselt, saame 134734153103+ 13=4720 varvimisviisi.
Jatame niiiid dra tingimuse, et viimane véarv oleks sinine.
Kui viimane vdrv on punane, siis esineb ta iihe korra
rohkem kui valge voi sinine. Sel juhul on virvimisviise
I4-7-124-15-724-10-152-}-1-102=3093. Tapselt samuti leia-
me, et kui viimane virv on valge, siis on varvimisviise
124-72.1415%-7-4-102-15412-10=3135. Kokku on 10948
voimalust.

Kui iikski loik pole lithem kui 3 cm, siis tuleb leida arvu
10 liidetavateks lahutuste arv, kus liidetavad on 3 ja 10
vahel. /=1 puhul saame iihe esituse, k=2 korral viis,
k=3 puhul kolm. Seetéttu on viimane virv sinine 134
+534-33=1583 juhul, punane 145-124-3-52=281 juhul ja
valge 12452.14+32-5=71 juhul.

236. Tahistame sopru lithidalt jarjenumbritega 1, ..., 6.
Et ma lounatasin koos ko6igi kuue sobraga iihe korra
(kiilalised 123456) ja iga viiega kaks korda, siis s6in ma
iga viisikuga iithe korra nii, et kuues puudus (lounad
killalistega 12345, 12346, 12356, 12456, 13456, 23456).
Kuid seni nimetatud 1dunatel sbin ma iga neljaga 3 korda
(néditeks 1234 olid esimesel, teisel ja kolmandal 1dunal),
iga kolmega 4 korda (nditeks 123 olid esimesel, teisel,
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kolmandal ja neljandal l6unal) ja iga kahega 5 korda
(néiiteks 12 viibisid esimesel, teisel, kolmandal, neljandal
ja viiendal 16unal). Iga sobraga kohtusin ma nendel 15u-
natel 6 korda (néiteks esimese sobraga esimesest kuuenda
lounani), {ildse aga tingimuse jirgi 7 korda. Seega soin
ma iga sobraga korra kahekesi (kui oleks olnud kas'vai
kaks kiilalist, oleksin iga kahega kohtunud enam Kkui
b korda). Niisiis olid mul veel 1ounad kilalistega 1, 2, 3,
4, 5, 6. Iga sober puudus kuuelt seninimetatud lounalt
(nditeks 1 puudus seitsmendalt ja {iheksandalt kuni kolme-
teistkiimnendalt 1ounalt). Et iga sober on lounalauast
puudunud 8 korral, siis s6in ma 2 korda {iiksi.

237. 12 opilast saavad kummagi eksamineerija juures
jirjekorra moodustada 12! viisil, kahe eksamineerija juu-
res aga (12!)2 viisil. Seejuures peab {iks opilane iiheaeg-

selt kahele eksamineerijale vastama Cio- 111 juhul, kahte

opilast tabab sama saatus Ch- 10! juhul jne. Juurde- ja
mahaarvamise valemit kasutades saame, et moistlikke too-
jaotusi on

1 1 ]
l _ L D
(120)% [1 H_Q? 31 +4! +12!
=12!.176 214 841.

238. Analoogiliselt saame vastuseks

| 11 I
(6!)2[1 — Iy — g+ .+-é~f]:190 800

ja
8 i 1 5 2 2 4 3 3 3
(A9 )2 — Ce Ay (As)*+CeAg (A7)2 — CeAg (Ag )+
4 4 2 5 5 i 6 6
+-CeAg (A5 )2 — CsAg (A1 )2+ Cs Ag.
239. Ulesande tingimusest jdreldub, et avaldise o?f%y*
ithesugused tdhed esinevad permutatsioonides paaridena.
Seetottu saame permutatsioonid 3-st elemendist a=a?,
b=p% ja c=v?, neid on aga 6. Avaldise o3p3y? ithesugused
tihed peavad vastavates permutatsioonides tegelikult esi-
nema kolmikutena, seetdttu on siin 6 permutatsiooni. Aval-
dise oip4y* tdhed esinevad vastavates permutatsioonides

samuti paaridena. Tahistame ajutiselt o?=ai, a®*=as,
pr=b,, B2="bs, y2=01, y>=0,.! Siis saame 6 elemendi a, as,

b Siin me ajutiselt ei arvesta, et tegelikult a,=as, bi=20b,, c1=¢Cs.
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by, by, c1, ¢y permutatsioonid, mille arv on 720. Kuid need
permutatsioonid jaotuvad rithmadeks, kus {ihe rithma per-
mutatsioonid saadakse iiksteisest tahtede a4 ja as, by ja b2
voi ¢4 ja ca imberpaigutamisel. Igasse rithma kuulub 8 per-
mutatsiooni ja koik nad vastavad avaldise a*féy* tdhtede
iilhele ja samale permutatsioonile. Seega on noutavaid

permutatsioone :%9=90.

Vaatleme 16puks avaldise o?Bby® tdhtede permutatsioone.
Kui tdhistada ajutiselt a?=a, a’®=as, p*=0b1, P*=0y,
vi=cy, y*=cs, siis kujutab avaldise ap®y? tdhtede iga
lubatav permutatsioon endast tdhtede a1, as, by, b2, €1, C2
permutatsiooni. Kuid moned viimaste tdhtede permutat-
sioonid annavad ithesuguse permutatsiooni a, B, v suhtes.
Niiteks annavad aiasbicsbsci ja  axaibicabecy molemad
a2y See leiab aset siis, kui moned tdhepaaridest
(ai, as), (bs, bz} vdi (ci, ¢) seisavad kdrvuti. Tahed a
ja a, asetsevad korvuti 2-5! permutatsioonis, samuti ka
paarid (bs, b2) ja (c1, cz). Mdlema paari (ai, a2) ja (by, b2)
tihed seisavad kérvuti (2!)24! permutatsioonis (nagu ka
paaride (a1, az), (¢, ¢2) ja (bs, b2), (c1, ¢2) korral). Lopuks
asetsevad koik kolm paari korvuti (21)33!=48 permutat-
sioonis. Juurde- ja mahaarvamise valemi pohjal saame,
et iikski paar ei ole korvuti

6! — 6-5!3(2!)241 —(2!1)331=240
permutatsioonis, parajasti iiks paar on korvuti
3[2-5! — 2(21)241- (21)331] =288
permutatsioonis ja tdpselt kaks paari
3[(21)24! —(2!)331] =144
permutatsioonis. Siit jareldub, et tdhtede a, B, vy nouta-
vaid permutatsioone on
288 144 18
200+ G 2y
(kui a4 ja as on koérvuti, siis el muuda nende iimberpaigu-

tamine tdhtede a, B, y jarjekorda).
240. Jaotame algul iga riigi maletajad jarjestatud paa-

=426

!
rideks. Antud riigi puhul saab seda teha —%’—::12 viisil

(paaride eneste jdrjekord pole tahtis.). Kokku saame 12"
jaotamisviisi. Paare saab omavahel {imber paigutada (2n)!
viisil, seepdrast on lubatavaid permutatsioone (12)7(2n)!
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241. Esimese horisontaali saab varvida 8! viisil. Iga jarg-
mine horisontaal tuleb virvida nii, et vdlja virv erineks
tema all oleva vilja omast. Seda saab teha

| 1 1
8![1 —1-|-——2-|‘—-—3—T-—l— ..—‘[——8—!*]:'14833

viisil. Korrutise reegli jargi saame, et varvimisviise on
iildse 8!(14833)".

242. n erinevast esemest saab valiku teha 27 viisil (sel-
lesse voib kuuluda 0, 1, ..., n eset). Kui see valik on
juba tehtud, lisame puuduvad esemed n iihesuguse seast.
Seepidrast on meil 27 valimisviisi. Koigi 2n eseme permiu-
(2n)!

nl

243. Nii inglased kui ka prantslased seisavad igas luba-
tavas permutatsioonis vdhemalt kaheliikmeliste rithma-
dena. Seejuures erineb prantslaste rithmade arv inglaste
omast tulimalt 1 vorra. Arvutame, mitmel viisil saab =
inglast jaotada p jdrjestatud rithmaks, mis on koik véhe-
malt kaheliikmelised. Selleks seame nad koigepealt min-
gisse jarjekorda (n! voimalust). Seejarel jaotame 4 ing-
last p rithma vahel nii, et igasse rithma satub vahemalt
2 inimest. Vastavalt 1k. 204 toodud tulemusele saab seda

teha Cnp;}fmi viisil. Kokku saame n!Cf‘:;_i jaotamisviisi.
Tépselt samuti saab m prantslast jaotada s rithmaks
m!C,f:Sf{ viisil. Neid jaotamisviise saab iiksteisega kom-
hineerida jargmiselt:

a) p-inglaste ja p—1 prantslaste rithma,

b) p inglaste ja p prantslaste rithma, kusjuures ing-

lased on eespool;
¢) samasugused rithmad, aga prantsliased on eespool;
d) p inglaste ja p4-1 prantstaste rithma.

Seega avaldub paigutamisviiside iildarv valemiga
MUt [2(CmsCoost-Cm-3Cn 34 ConiCrit .. )+
+ (CmsCrst ConsCi ) +
4 (Cm3CnstCraCrst .. ) 1.

Avades lk. 224 toodud valemis sulud, saame sama tulemuse.
244, Leiame algul, mitu arvu ei sisalda numbrit null.

Kolm arvus sisalduvat numbrit saab valida 093:84 viisil.
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Kolmest numbrist saab koostada 3% kuuekohalist arvu,
kahest numbrist 28, {ihest numbrist 19 arvu. Juurde- ja
mahaarvamise valemi jargi leidub

36 — C1264C2 16=540

kuuekohalist arvu, mis sisaldavad koiki kolme meie poolt
valitud numbrit. Seepdrast on parajasti kolme nullist eri-
nevat numbrit sisaldavaid kuuekohalisi arve 84-540=
=45 360. -
Kui arv sisaldab nulli, tuleb meil valida veel kaks

2
temas sisalduvat numbrit. Seda  saab teha Co==36 viisil.
Valime néiteks 0, 1 ja 2. Kui esimene number on 1, siis
voib viis iilejddanud numbrit votta 0, 1, 2 seast suvaliselt
tingimusel, et nende seas esineksid 0 ja 2. Juurde- ja
mahaarvamise valemi pohjal leiame, et need viis numbrit
saab valida -

35— C1254+-15=180

viisil. Kuid siis saab numbrites& 0, 1, 2 koostada 2-180=
—360 kuuekohalist arvu, mis kéiki neid numbreid sisal-
davad, ja kokku on kolmest numbrist koosnevaid nulli
sisaldavaid kuuekohalisi arve 36-360=12960. TUldse
saame 45 360412960=>58 320 arvu.

245. Vastuse
A (— )R]
4 (ke — I)Cﬁ—i[krrz-ifci (k,_,__ 1)7}'1—1+

f—1

+C2 (k—2)ymt— . 4 (—1)k2Ch2 1] -

saame tdpselt samuti nagu iilesandes 244.
946. Tahistame vastavat liiki variatsioonide arvu I'™

abil. Need variatsioonid jagunevad kahte klassi. Esimesse
kuuluvad iithega algavad variatsioonid, teise koik dlejda-
nud. Kui variatsioon algab ithega, siis lahutame tema koi-
gist arvudest iihe ja jidtame alguses oleva nulli dra (nai-
teks 14589 teiseneb algul kujule 03478 ja pédrast variat-
siooniks 3478). Tekib sama tiifipi (k— 1)-variatsioon
arvudest 1, 2, ..., n—1. Seepirast on esimese klassi
variatsioone TV, Iga teise klassi variatsioon algab

{ihest suurema arvuga. Lahutame sellise permutatsiooni
koigist arvudest kahe. Saame sama tiiibi k-variatsiooni
arvudest 1, 2, ..., n—2. Seepérast on teise klassi variat-
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sioone I'" . Jérelikult kehtib rekurrentne valem
[ =T L T® . k ()
Votame FR=Ck | kus N:E( n_zl_ ) Saame

FUpHF9, =Clt +Ch_ =Cl =F®,

n—1

Seega rahuldavad arvud F*® sedasama rekurrentset seost
mis arvud I“,f;).

Néitame niiid, et F=I'" ja F =I® . Selleks
paneme tdhele, et arvud 1, 2, ..., n saab paigutada kas-
vamise jdrjekorras iihelainsal viisil, ja seetottu P —1=
=C"=F", Arvude 1, 2, ..., n+1 seast saab ainult
ithel viisil valida n arvu nii, et nad rahuldaksid piistitatud
tingimusi (esimesed n arvu). Seepdrast e =1=0"=
=", . Veel on kerge néha, et ey =E( m;_Q ) —
:F‘lii_m (numbritest 1, 2, ..., m-1 saab moodustada nou-
tavad I-variatsioonid 1, 3, 5 jne.). Vorduse

o, =, @

kehtivuse suvaliste naturaalarvude k,m jaoks saab niiild
toestada induktsiooniga arvu m jargi. Kirjutame selleks

- (R) — JUE—1) TR
rekurrentse seose (1) kujul I‘Hm—I‘h_l_m_i—}—I‘Hm_z.

Induktsiooniga & jdrgi on siis kerge ndidata, et (2) keh-
tib m=2 korral (juhud m=0 ja m=1 on juba vaadel-
dud). Edasi veendume (jille induktsiooniga £ jirgi), et
kui (2) kehtib m=p korral, siis kehtib ta ka m=p-+2
puhul. Sellega on valem (2) tdestatud suvaliste & ja m
(k ja n) jaoks.

247. Antud elemente saab omavahel iimber paigutada
(2n)!

=

viisil. Leiame, mitmes permutatsioonis seisavad antud #

paari elemendid korvuti. Sellistes permutatsioonides voib

nende paaride korvutiasetsevad elemendid ithendada. Siis
saame permutatsiooni k£ erinevast elemendist ja n—#&

(91— k)!
On—h )

P22 ...,2)

paari elementidest. Selliseid permutatsioone on
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Et % paari saab valida C; viisil, siis leiame juurde- ja
mahaarvamise valemi jargi, et {ihesugused elemendid el
asetse korvuti '

(2n)! (2n — 1)1 , (2n—2)!
——2_;_-_ 1n. on—1 —%—Ci‘z Qu—2 —
+ (—1)Curnl
permutatsioonis.

248. Vastuse
(@) o (gr— gk D!, (an—240

(q!)n 7" (q[)ﬂ—i " n (q!)n—z

saame tdapselt samuti nagu eelmises iilesandes.

24¢. Antud elemente saab {imber paigutada Aam) viisil.

(g!) "
Arvutame, kui palju on selliseid permutatsioone, kus £
antud g-elemendilise hulga elemendid asetsevad jarjest
(hulgad ise ei tarvitse jarjestseista). Valime iihe nendest
hulkadest. Selle elemendid saab ringjoonele jarjestikku
paigutada gn viisil. Kui see hulk on paigutatud, asen-
dame igaiihe iilejadnud k—1 hulgast uue elemendiga
ning vaatleme k—1 uue elemendi ja (n—k)q ilejda-
nud elemendi koikvoimalikke permutatsioone. Neid on
(gn — gk-+k —1)!

(gtyn* ’

sellisele permutatsioonile vastab oma elementide pai-
gn(gn — qk-+k—1)!

(q!)nwh
permutatsiooni, kus antud % hulga elemendid seisavad
jarjestikku. Et selliseid hulki endid vaib valida C? viisil,

siis saame juurde- ja mahaarvamise valemi jargi
(gn— 1)! (gn — g)!
n[ — +
T gy SCDESIN

(gn —2q+1)
(gh)yn—2

otsitavat permutatsiooni.

950. Nummerdame vaadeldavad raamatud numbrite 1,
2. ..., n abil. Olgu nodutaval viisil valitud p raamatu
numbriteks n4, #s, ..., np. Ulesande tingimuse kohaselt on

kusjuures on kerge ndha, et igale

outus ringjoonel. Seepidrast leidub

t+c2 !—.._+(—1)ncg(nﬂ—1)1]
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siis nA1<<hns—s, np<<nz—2s jne., millest n<<no—s§<<
< fng—25<C...<<np—(p—1)ys<<n—ps. Tahistame ni=
—my, ..., p—{(p—1)s=mp, n—ps=m. Siis saame
arvud my, me, ..., mp, mis moodustavad kombinatsiooni
esimesest m=—n — ps numbrist p-kaupa. On kerge naha,
et erinevatele lubatud valikutele vastavad erinevad kombi-
natsioonid ja nii saame kdik p-kaupa kombinatsioonid
arvudest 1, 2, ..., n— ps. Jarelikult on lubatud wvalikute

P
arv Cnps.

251. Kui progressiooni vahe on d ja olitmpiaadist votab
osa a V klassi opilast, siis saab preemiad jaotada

d . d d o : _. .
ASAS. ... Agisa viisil. Kui aga koik preemiad anda X
oo . oy 6d .. .
klassi dpilastele, siis saab neid jaotada Aatsa viisil.

Vordus
d .d d 6d
AgAatd ... Agtsa=Aat5d
m-+h

jareldub ilmsest samasusest AZLA:;thnM.

952 (Jlesande lahendamiseks tuleb vaadelda mitmesu-
guse asendiga l6ike ja ruutude tippe ning arvutada neid
Iibivate teede arv. Naiteks ldiku EF (joon. 38) labib 18

teed (031:3 teed viivad punktist A punkti E ja C; =6
teed punktist F punkti C). Punkti E labib 30 teed: punk-

tist A viib punkti E 3 teed ja punktist E punkti C Cs'=
— 10 teed. Analoogiliselt vaadeldakse teisi loike ja punkte.

), C

=

Joon. 38 A H 5



253. Ci =20.
254. Siin on kordumistega kombinatsioonid 4 elemendlbt
kolmekaupa. Neid on

cr =& —=90.

255. Cio=Cio=220.

256. 4 kolmnurka.
257. Kui nende n punkti seas ei leiduks kolme iihel sirgel

asetsevat, saaksime C> kolmnurka. Kuid p punkti on iihel
sirgel, mistdttu C5 kolmnurka tuleb vilja jatta. Jasb
s Cfg kolmnurka.

258. Kaks tippu voib votta iihel sirgel ja kolmanda teisel.
Seepidrast saame C?%) C}I—[—Cip C%I pq ——(p+q9—2) kolm-

nurka. '
259. Juurde tuleb

C2 (€t +Ct)+Ct (CL 4+C2Y+CLCL CL =
=—5-(p+q) (p+q+r—2)

kolmnurka.

260. Kolmnurki voib olla kahte liiki: iihtedel on koik
kolm tippu ruudu erinevatel kiilgedel, teistel on kaks tippu
iihel ja iiks mingil teisel kul]el Esimesel juhul tuleb valida

kolm ruudu kiilge neljast (C? =4 vGimalust) ja seejdrel
igal voetud kiiljel iiks punkt n—1 seast. Kokku saame

4(C;_1) ® valimisviisi. Teisel juhul tuleb valida kahte tippu
sisaldav kiilg (4 valimisviisi) ja kaks punkti n-— 1 seast

(C.,z,,_i voimalust) ning seejérel valida {iks iilejadnud kol-
mest kiiljest (3 v6imalust) ja punkt sellel (C;_i vbima-
lust). Kokku on teisel juhul 12Ch_4C2_, valimisviisi.
Uldse saime
4(C1)34-12C 4 Criy=2(n— 1)2(5n — 8)

valimisviisi.

261. C; loikepunkti.

262. Uldasendis on n sirgel Cﬁ 16ikepunkti. Kuid punkti
A libivad p sirget annavad ithe l6ikepunkti C5 punkti
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asemel ja punkti B ldbivad g sirget iithe punkti Czq punkti
asemel. Seetditu jaab Ci— Cp— Ci-+2 Idikepunkti.

263. Olgu tasandil tommatud £—1 sirget ja tombame
veel tithe., Varem tommatud sirgete loikepunktid temaga

jaotavad sirge k osaks, millest igaiihele vastab uus
tasanditiikk. Seepdrast jaotavad n sirget tasandi 1-4-1+4-

+24 ... +n:-—;—(n2—i—n—]—2) osaks.

264. Olgu k—1 tasandit juba antud. Votame veel iihe
tasandi. See 16ikub varem voetud tasanditega moéoda 2—1

sirget, mis jaotavad ta —%(kz—k—l—Q) osaks. Iga selline

osa méiidrab uue ruumitiiki. Secetottu jaotavad n tasandit
ruumi

|4 35 (B k2) = (1) (12— n+6)
2 k=1 b -

osaks.

265. Antud on 5 punkti ja C:—=10 sirget (nimetame neid
vastavalt lahtepunktideks ja ldhtesirgeteks). Fikseerime
lihtepunktid B ja C ja vaatleme punktist B tommatud
ristsirgete 16ikepunkte punktist € tommatud ristsirgetega.
Punkti C 1abib 4 ldhtesirget, seega tuleb punktist C tom-
mata ristsirged 6-le iilejddnud lihtesirgele. On kerge
niha, et nendest 6-st sirgest ldbib 3 punkti B ja 3 ei
1abi punkte B ega C. Kui tdmbame punktist C ristsirged
esimesele 3-le sirgele, siis on kerge ndha, et iga saadud
ristsirge 1oikab koiki kuut punktist B tommatud ristsirget.
Seega saame 3-6=18 loikepunkti. Tombame niiiid punk-
tist C ristsirged kolmele viimasele [dhtesirgele. Iga selline
ristsirge on paralleclne iithe punktist B tommatud rist-
sirgega (nad on risti ithe ja sama ldhtesirgega). See-
tottu 16ikab iga vaadeldav punktist C tommatud ristsirge
ainult viit punktist B tommatud ristsirget ja me saame
15 loikepunkti. Kokku 16ikuvad kahest ldhtepunktist tom-
matud ristsirged 184-15=33 punktis. 5 ldhtepunktist saab
moodustada 10 paari. See annaks 33-10 loikepunkti, kuid
moned neist punktidest iihtivad. Nimelt tekitavad suva-
‘lised 3 viiest ldhtepunktist kolmnurga. Selle kolmnurga
korgused (mis kuuluvad vaadeldavate ristsirgete hulka)
1oikuvad iihes punktis ja see punkt on meil arvestatud
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3 korda. Et niisuguseid kolmnurki on Cs =10, tuleb 20
punkti dra jdtta ning jadb 310 voimalikku Ioikepunkti.

266. Kolmnurga kiilgedeks voivad olla suvalised kolm
taisarvu x, y, 2, mis rahuldavad vorratusi n4+1<<x, ¢,
z<C2n. Seepidrast on niisuguste kiilgedega kolmnurki

iildse @p =C..s Vordhaarsete kolmnurkade arvu leidmi-
seks paneme tdhele, et antud aluse puhul saame n vord-
haarset kolmnurka. Seega on vordhaarseid kolmnurki n?
vordkiilgseid aga n. .

267, Tuleb leida, kui palju on selliseid naturaalarvude
kolmikuid x, y, 2, et x<Cy<<z<<2n ja x-}y>=z. Olgu antud
x==p. Siis omandab y vairtusi arvust p arvuni 2n. Kui y
vadartused on p ja 2n—p-1 vahel, siis vastab igale y
vddrtusele p arvu z vairtust, mis rahuldavad tingimusi
yssz<<y-tp, 2=<<2n. Kui aga y vaartused on 2n—p-2
ja 2n vahel, siis on vastavaid z vaartusi 2n — y-}-1. Kokku
saame antud x=p puhul

2p(n——p+1)+ ﬁ (2n—y+1)=

y=2n—p+2
3 3
— 2
=2pn 5 P -+ g P

sellist paari (y, 2), et arvud x, y, z rahuldavad piistitatud
tingimusi. Siit jareldub, et neid kolmnurki, millel 1<Cx<In
ja 1<y, 2<<2n, on

n 3 3 ) n
22 s =" (na-1)2
1ni(?pnz 2p—|~2p mg(n,l).

Ulesande 266 pohjal leidub C,f+2, kolmnurka, millel x>
>n-1. Seepdrast saame kokkn

-;—(n—l-l)z—l—ln(n—f—lé (n-+2) _ n(n+1)6(4n—|—5) ‘

kolmnurka. Vordhaarseid kolmnurki alusega x=2k on
2n —k, alusega 2k-+1 samuti 2n— k. Seetoftu on vord-
haarseid kolmnurki iildse

3 (@n—k)+ 3 (20— k) =3n2
h=1 ;

h=0
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Jattes need vilja, saame
n(n+1) (4n+35) an2 n(n—1) (4n—5)

6 _— 6
kolmnurka.
268. Sce iilesanne lahendatakse sarnaselt eelmisega.

Antud x=p=<<n — 1 puhul on kolmnurki 2np --—g—-pz—|—-£- ,
iildse aga kolmnurki, millel x<Cn—1; on

p)_nm+nm4ni
_ ' |

Neid kolmnurki, millel x>n, on Cnys ja seepdrast saame
kokku

n(nt1) (n—1)  na(nt1) (n+2) _ n(ntl) (dn—1)
2 a 6 T 6
kolmnurka. Vordhaarseid kolmnurki on

nn—1 n—1
S@en—k—D+ > (2n—k—1)=3n2—3n+1,
R==1 h=0

erinevate kiilgedega kolmnurki aga

n{n+1) (4dn—1)
6

(n—1)(n—2) (4n — 3).

—3n2t3n-—1=

1
6
269. Et noutava kujuga rithma kuulub n 15ikepunkti,
millest {ikski kolmik pole {ihel sirgel, siis paikneb igal
antud sirgel parajasti kaks valitud riihma punkti. Sellise
rithma etteandmiseks nummerdame mingil viisil antud
sirged, valime esimesel sirgel loikepunkti teisega, teisel
loikepunkti kolmandaga, ..., n-ndal loikepunkti esime-
sega. Saame noutava punktirithma, kusjuures kirjeldatud
meetodil voib saada koik sellised punktirithmad. Kui
arvestame, et punktide {siikliline {imberpaigutamine ja

timberkdigusuuna vastupidiseks muutmine punktiriilhma

]

el muuda, saame selliste rithmade arvuks ?:—-z—é—(n-ﬂl) I

270. r antud jdrjekorras voetud tippu saame valida An
viisil. Et tippude tsiikliline {imberpaigutamine ja iimber-
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kdigusuuna vastupidiseks muutmine hulknurka ei muuda,

saame -—-L Ay hulknurka.
2r

271. Valime kummalgi sirgel kaks punkti. Libi nende
punktide saab tommata neli sirget, mille loikepunktid
annavad kaks uut punkti (trapetsi kiilgede ja diagonaa-
lide loikepunktid). Et esimesel sirgel saab valida Ca
punktipaari ja teisel Cs paari, siis on loikepunkte 2C% C.2.
272. n punkti maidravad Cy ringjoont. Neist C2, lidbivad
antud punkti ja Ca_s kahte antud punkti. Seetottu on
kahte antud punkti ldbival sirgel ringjoontega iilimalt
2C o+ (2C% 1 — Cps)+2 15ikepunkti. Et libi n punkti

- 2 . .. . .
on tommatud C, sirget, siis ei saa me fle

Ch[2C3 54-2C5 | — Cns+2]

Ioikepunkti. -

273. Iga loikesirge on maaratud kahe tasandiga ja iga
tasand kolme antud punktiga. Sirged jagunevad klassi-
desse vastavalt sellele, mitu esimest tasandit miédravat
punkti kuulub teist tasandit mdaaravate punktide hulka.

Ko&ik need punktid on erinevad —§C1?02_3 juhul (valime

kolm punkti n seast ja veel kolm punkti iilejaanud n—3
seast, kusjuures valimise jdrjekord pole tdhtis). Kui kum-

malgi kolmikul on iilks {ihine punkt, saame —§~CnC —3

2
valimisviisi, kui aga kaks iihist punkti, siis ——2—- Cfl Ch_s
valimisviisi. Kokku saame

1
5= Ca (Cai s+43C0343Cn3) =
nin—1)(n—2)(n—3) (n2{~2)‘
o 72
sirget. Neist
—1—~C o nin—1)(n—2)y(n—3)(n—4)(n—>5)
2 n n—3=— 72

ei ldbi {htki antud punkti.
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274. Tihistame nelinurga Kkiiljed a, b, ¢, d abil. Uldisust
kitsendamata voime eeldada, et a on vahim kiilg,-c selle
vastaskiilg ja b<<d. Siis a<<b<(d ja a<Cc. Et meil on
peale sclle fegemist iimberjoonestatud nelinurkadega, siis
a—c=b-d. Siit jareldub, et a++c>2b. Seepirast peab ¢
arvude a ja b antud viédrtuste korral olema arvude
2b — a1 ja n vahel ning peab kehtima vorratus 20 —a<c

<n-- 1.
— 1
Secga oleme ndidanud, et bé-ﬁl——-l_m%ﬂ

a_t%—_l_) —¢s. Siis saame antud

ja 2b—a+41<C

<< c<cn. Tahistame E (

a vaartuse puhul
Z’ (nd+a-—2b)=(s—a)(n—s—1)
nelirzljlzslg.

Olgu n=2m paarisarv. Siis saame paaritu a=2k — 1
puhul, et s:E( n—i—aQ—-l )-_i-m—}—k—-l ja nelinurki
on (m— k)2 paarisarvulise a=2k korral aga s=
=E(ﬁ2—“l-)=m+k—1 ia nelinurki on (m—Fk—1)-
. (m—Fk). a jirgi summeerides leiame, et nelinurkade uld-
arv on

T m

fé(m—k)z—l-g(m—k) (m—k—1)=

__m(m—1) (4;1—-5)__ n(n—2)(2n —95)
- 6 - 24 '

Paarituarvulise n juhtu vaadeldakse analoogiliselt,
Kui lubada, et nelinurkadel on vdrdseid kiilgi, siis
peavad q, b, ¢, d rahuldama tingimusi a<b<td=<n, a<sc¢

ja a4-c=b-d, millest jireldub, et b“_<\a'+n ja 2b—a<<

2
a-+n .. -
_; ):s, siis on antud a vaar-

tusega nelinurki (n—s-+1) (s —a+1).

<< c<<n. Kui tdhistada E(

Paarisarvulise n korral saame n(nr+2)2i2n+5) neli-
2
nurka, paaritu n puhul (n—{—l)(2;4—|—7n—|—3) nelinurka.
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275. Tommatud ringjoonte arv on Ci kusjuures antud

punkti ldbib Ch_ ja kahte antud punkti Chs ringjoont.
Votame iihe sellise ringjoone, mis on témmatud labi punk-

tide A, B, C. Saame Cﬁ——SCiﬁi—kBCi_z—l ringjoont,
mis ei labi iihtki neist punktidest. Valitud ringjoon 1oi-
kub iga sellise ringjoonega kahes punktis. Edasi on

3(Cn—t—2Cn+1) ringjoont, mis labivad iihte punkti-
dest 4, B, C ega sisalda kahte {ilejdanut. Iga selline ring-
joon annab ihe punktidest A, B, C erineva ldikepunkti.
Ulejédanud ringjooned ldikuvad valitud ringjoonega kahes
punktis punktide A, B, C seast. Seega annab vaadeldud
ringjoon

2(Cp—3Ch_14+3Chg— 1) +3(Ch1 — 2Ch 51 1) =
(n—3)(n—4) (2n—1)

v N

6
l16ikepunkti, mis erinevad punktidest A, B, C. Kokku saame
I (nm3)(nm4)(2n~1)h5(2n~l) Cs

— (3
2 Cﬂ, 6 3 '

laikepunkti, mis erinevad antud punktidest. Neid punkte
lisades leiame, et suurim loikepunktide arv on

5(2113- 1) c: 4n

276. Kui lisada k tasandile veel iiks tasand, tekib 2& uut
osa, kuid 24-2+44+46+4+...+2(n—1)=n2—n42.

277. Uldse saab 6 tahku vidrvida 6 erineva virviga 6!=
=720 viisil. Jaotame need varvimisviisid klassidesse,
vottes kaks varvimisviisi iihte klassi, kui esimese saab lii-
kumise abil teisendada teiseks. Kuupi saab liikumise abil
iseendaks kujutada 24 viisil (6 viisil saab valida tahu,
milleks teiseneb fikseeritud tahk, seejdrel jdidb 4 kuubi
pooret, mis kujutavad antud tahu iseendaks). Scetdttu
koosneb iga klass 24 varvimisviisist ja geomeetriliselt eri-

nevaid virvimisviise on 12%19—230._
278. Lahendatakse tdpselt samuti nagu eelmine {ilesanne.
Varvimisviise on %:2.
279. —§—!-=1680.
24
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280. Dodekaeedri puhul on %20- ja ikosaeedri puhul %%—

varvimisviisi.

282. Tuleb leida, kui palju on selliseid naturaalarvude
kolmikuid x, ¢, z, et x<y<<z, x+y+z=40 ja x+y>=z.
Neist vorratustest jareldub, et z saab omandada vdartusi,
mis rahuldavad vorratusi 14=<Cz=C19. Kui z=19, siis
x+y=21, kusjuures x<Cy<<l19. Seepirast 1l1<<y<<19 ja
me saame 9 kolmnurka, millel z=19. Tdpselt samuti
teeme kindlaks, et vastavalt 8, 6, 5, 3, 2 kolmnurgal on
2=18, 17, 16, 15, 14 ja saame kokku 33 kolmnurka. Just
samuti néditame, et 44 kolmnurgal on perimeeter 43.

283. Votame kolmnurga itimbermooduga 4n. Olgu tema
kiilljed x, y, z. Liites kiillgede pikkustele arvu iiks, saame
arvud x+1, y--1, 241, mis on kiilgedeks kolmnurgale peri-
meetriga 4n-+3. Kuid peale selle on olemas kolmnurgad
killgedega (1, 2n--1, 2n-+1), (2, 2n, 204-1), ..., (n4-1,
n+1, 2n--1), mida pole kirjeldatud viisil voimalik saada.
284. Olgu N==12n. Tuleb leida, kui palju on selliseid
naturaalarvude kolmikuid x, y, 2, et x<K{y<<z, x4-y-4-2=
—=12n ja x+y>=z. Neist vorratustest jareldub, et dn<<z<
< 6n — 1. Kui seejuures z2=2%k, siis x+y=12n— 2k, sellel
vorrandil on aga 3k—6n-+1 niisugust naturaalarvulist
lahendit, et x<Cy<<z=2k. Kui 2=2k-}+1, saame 3k —6n+
12 lahendit. Seepéarast on kolmnurki

3n—1 3n—1

> (Bk—6n-+1)+ > (3k—6n4-2) =3n~

h=%n h—=2n

Ulejdanud juhte vaadeldakse tdpselt samuti. Uleminekul
arvult N arvule N+-3 voib kasutada arutlusi, mis on ana-
loogilised iilesande 283 lahendamisel kasutatutega.

285. Toestame, et iga peatust 1dbib parajasti n liini. Olgu
! {iks liinidest ja B véljaspool seda paiknev peatus (joon.
39). Tingimuse 1 pohjal voib peatusest B iihte liini kasuta-
des jouda iikskdik millisesse peatusse Ay, ..., A, liinil L
Seejuures peab iga peatust B ldbiv liin tingimuse 2 pohjal
libima ka monda peatustest Ai, ..., 4, (muidu poleks
sellelt liinilt vdimalik iimber istuda liinile [} ning iihtlasi
ainult ithte neist (muidu saaks sellelt liinilt liinile  {imber
istuda kahes peatuses). Siinjuures ei saa kaks erinevat
liini, mis ldbivad peatust B, ldbida iihte ja sama peatust
liinil ! (muidu voiks esimeselt liinilt teisele imber istuda
kahes kohas, peatuses B ning kummagi liini ja liini [ Ghi-
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Joon. 39

ses peatuses). Siit jareldub, et peatust B 1ibib niisama
palju liine, kui on peatusi liinil { (s.0. n).

Naitame, et liini [ iga peatust Ay, ..., A, 1dbib samuti
tdapselt n liini. Piisab, kui nditame, et iga sellise peatuse
jaoks leidub liin !”, mis seda peatust ei ldbi (liinil 7 on
eelduse jargi n peatust, siis aga 1dbib antud peatust tea-
tavasti n liini). Et liine on iildéee vdhemalt kaks, siis lei-
dub peale [ veel vihemalt {iks liin {7 (joon. 40), millel on
liiniga [ iitksainus tiihine peatus, néiteks Ay, Peatused
As, ..., A, ei paikne siis liinil 7 ja seetottu labib igaiiht
nendest n liini. Olgu B veel iiks peatus liinil 7. Labi A, ja
B kulgev liin ei 14bi peatust Ay ja seetottu 1dbib ka seda

[/

Joon. 40




peatust parajasti n liini. Seega 1abib iga peatust tdpselt n
liini.

Votame uuesti liini I. Selle liini iga peatust 1&bib
n—1 liinist [ erinevat liini, kusjuures iikski paar nimeta-
tud liine ei lange kokku (muidu oleks neil liiniga { kaks
fihist peatust). Et iga liin peab omama liiniga [ thise
peatuse, siis saame nii koik liinid. Niisiis leidub n(n—1)
liinist { erinevat liini ja kokku on n{n—1)-41 liini.

286. Olgu liinil I n peatust. Eelmise {ilesande lahendusest
nidhtub, et iga peatust B viljaspool liini [ labib parajasti
s liini. Niitame, et suvalisel liinist ! erineval liinil " on
samuti n peatust. Kolmanda tingimuse jirgi on liinil /'
viahemalt kolm peatust, kusjuures teise tingimuse jargi
on vaid itks nendest {ihtlasi ka liinil [. n— 1 liini [ peatust
ei paikne liinil /. Niitame, et leidub peatus, mis ei kuulu
liinile [ ega I’. Toepoolest, olgu A, liini ! mingi peatus, mis
ei paikne liinil /, ja C, liini  mingi peatus,mis pole lii-
nil [ (selliseid peatusi on vahemalt 2). Esimese tingimuse
jargi leidub peatusi Ay ja C; iithendav liin [”, kusjuures
kolmanda tingimuse pdhjal leidub sellel liinil veel vihe-
malt {iks peatus B, mis ei kuulu liinile { ega liinile .
Nagu me iilesande 285 lahendusest teame, labib pcatust
By n liini. Igaiiks nendest n liinist omab liiniga !” iihe-
" ainsa iihise peatuse, kusjuures liini !’ iga peatust 1dbib
vihemalt tiks liin, mis ithendab teda peatusega Bj. See-
tottu vordub liini ¢’ peatuste arv peatust By ldbivate liinide
arvuga, s.t. n.

Nagu me eelmise iilesande lahendusest nédgime, aval-
dub liinide arv sel juhul valemiga n(n—1)4-1. Et liine
on iilesande tingimuse jargi 57, tuleb lahendada vérrand
n2—n-+1=57. Vorrandi lahendatmisel leiame, et n=8.

287. See on voimalik., Vaatleme nditeks kiimmet sellist
sirget tasandil, mille seas pole kahte paralleelset ega
kolme iithes punktis 1oikuvat, ning loeme sirged autobussi-
liinideks ja nende loikepunktid peatusteks. Seejuures saab
antud peatusest soita mistahes teise peatusse ilma iimber-
istumiseta, kui nad on iihel sirgel, ja ithe timberistumi-
sega, kui nad on erinevatel sirgetel. Isegi kui sellest skee-
mist iiks sirge vdlja jdtta, on ikkagi voimalik soita igast
peatusest mistahes teise, istudes {imber mitte iile tihe
korra. Ent kui kaks sirget vélja jdtta, siis ei 1dbi nende
sirgete 16ikepunkti enam iikski iilejddnud liin ning sellest
pole voimalik soita iihtegi peatusse.
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288. Kera voib iga tasandit puudutada iihelt poolt kahest voimalikust ja
antud kera puudutada seest- voi véljastpoolt. Seepéarast saab konstrueerida
16 erinevat kera.

289. Punkti A labiva m sirge seast 16ikub igaiiks 2m sirgega. Seetottu
annavad punkti A labivad sirged 2m? 16ikepunkti. Antud kolmest punktist
erinevaid 16ikepunkte on iildse 3m?.

290. Téahistame antud tasandil paiknevad punktid A4, ..., A,,, tlejadnud
aga By,..., B,_,, abil. Iga tasand maaratakse kolme punkti valikuga. Nende
hulka voib punktide A4, ..., A,, seast kuuluda kolm, kaks, iiks voi mitte tihtki
punkti. Vastavalt sellele saame, et tasandeid on

1+CAC_, +ChCe_ +C3 .

291. Igal punkti A labival sirgel on n + p, punkti B ldbival sirgel m + p
ja punkti C' labival sirgel m + n 16ikepunkti. Et 14bi A ldheb m sirget, 14bi
B n sirget ja labi C' p sirget, siis on loikepunktide iildarv

[m(n + p) +n(m+ p) + p(m +n)] = mn + mp + np.

N | —

Neist saab kolm punkti valida C2 +mptnp ViSil, kuid mC? +p+nC§L +p +pC? in
juhul paiknevad need punktid iihel sirgel. Seepérast on kolmnurki

— mC?

n—+p

3 3 3
Cmn+mp+np - nCm+p - pCern

292. Valime kolmnurga esimese tipu vabalt. Seda saab teha n viisil. See-
jéarel tuleb meil valida veel kaks tippu nende n — 3 tipu seast, mis pole antud
tipuga kérvuti, ja nii, et ka viimased poleks korvuti. Seda saab teha C2_,
viisil (vt. k. 59). Et iga tippu nendest kolmest voib lugeda esimeseks, siis
saame

n(n —4)(n —5)
6

0274 -

n

w|3

valimisviisi.

293. Jaotame koik kolmnurgad kahte klassi: sellisteks, millel koik tipud on
erinevatel sirgetel, ja niisugusteks, millel kaks tippu on iihel sirgel. Kolmnurki
on esimeses klassis ng'S (me valime Cf;’ viisil kolm sirget, millel paiknevad
tipud, ja valime seejérel igal sellisel sirgel p punkti seast iithe). Teises klassis
on kolmnurki

P (- 1)
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(me valime kahte tippu sisaldava sirge ja siis kaks punkti sellel sirgel, seejarel
votame iihte tippu sisaldava sirge ja punkti sellel). Kolmnurkade tldarv on
1 n(n — )p*(pn +p —3
PC 30— D — 1) = " 3
294. Diagonaalide iga seesmine loikepunkt on maéaratud n-nurga 4 tipu
(likuvate diagonaalide otspunktide) etteandmisega. Seepérast on selliseid
16ikepunkte C?. Leiame niiiid diagonaalide 16ikepunktide iildarvu. n-nurga

n(n —3)
2

diagonaal AB 16ikub koigi diagonaalidega, mis ithendavad punktidest A ja
B erinevaid tippe. Seeparast saame, et diagonaalil AB on

igast tipust valjub n — 3 diagonaali ja kokku saame diagonaali. Iga

-3 —3)(n—14
n{n —3) >—2(n—3)+1:(n )(n )+1
2 2
~ o : : : L n(n—3) .
loikepunkti iilejaanud diagonaalidega. Et diagonaalide tildarv on ——— ja

iga 16ikepunkti loetakse seejuures kaks korda, siis saame kokku
n(n—3)[(n—4)(n —3)+ 2]
8

diagonaalide l6ikepunkti. Lahutades sellest arvust seesmiste loikepunktide
arvu, leiame, et véliseid loikepunkte on
n(n —3)(n —4)(n —5)
12 '
295. Iga r-nurk on méaratud r kindlas jarjekorras voetud punkti vali-
misega n punkti seast, kusjuures punktide tsiikliline timberpaigutamine ja

orientatsiooni muutmine r-nurka ei muuda. Seeparast on r-nurki Q—AIL ja
r

sissejoonestatud hulknurki tildse

Sissejoonestatud kumeraid hulknurki on Z .
r=3
296. m paralleelset sirget jaotavad tasandi m + 1 ribaks. Kui tommatud

sirged jaotavad uue sirge p tiikiks, siis lisandub uue sirge juurdevotmisel p
tasandi tiikkki. Et me tombame veel n sirget, siis saame

n(2m+n+ 1)
2

(m+1)+(m+2)+...+(m+n)=
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osa.

297. Jaotame ringjooned klassidesse vastavalt sellele, mitu punkti an-
tud viiest punktist mingil ringjoonel paikneb. Uks ringjoon (nimelt antud
ringjoon) sisaldab neid kdiki, CzC§ ringjoont sisaldavad kahte punkti, Cs Cg
ringjoont iihte ja C¢ mitte ithtki antud punkti. Kokku saame

1+ C2CE+ CiC2 + C2 =156

ringjoont.

298. Igale kolmele sirgele vastab 4 neid puudutavat ringjoont. Seepéarast
saame kokku 4C5, = 480 ringjoont.

299. Valime n-nurgal s jarjestikust tippu Ay, ..., As ja jaotame koik tiles-
ande tingimust rahuldavad k-nurgad kahte klassi. Esimesse klassi arvame koik
k-nurgad, mille iiks tipp kuulub s valitud tipu hulka, ja teise koik tilejadnud
k-nurgad. Esimese klassi k-nurgad jaotame s alamklassi vastavalt sellele, mil-
line tipp A,,, 1 < m < s antud k-nurgale kuulub (neil alamklassidel pole
ilmselt iihiseid elemente).

Leiame nende k-nurkade arvu, mille tiheks tipuks on A,,. Selleks jatame
valja tipu A,, ja s temale kellasuuna liitkumise suunas jargnevat tippu (iikski
neist pole k-nurga tipuks). Ulejaéinud n — s — 1 tipu seast tuleb valida k — 1
tippu nii, et iga kahe valitud tipu vahel oleks vihemalt s tippu. Seda saab
teha C*=} | viisil (vt. iilesannet 250).

Seepirast on tipu A,, sisaldavaid k-nurki C*~} | ja esimese klassi k-nurki
iildse sC*=} .

Leiame niitid k-nurkade arvu teises klassis. Selleks 16ikame hulk-
nurga tipude Ay ja Agy; vahelt lahti (vaatleme lahtist murdjoont
AsAgiy ... AnAy L Ay). Sellel tuleb valida k tippu nii, et iga kahe valitud
tipu vahel oleks vihemalt s tippu (kusjuures tippe Ay, ..., A ei tohi vali-
da). Seda saab teha C*_,_ viisil. Seega on piistitatud tingimust rahuldavaid
k-nurki ildse

sCh )+ Ok

n

300. Iga roopkiiliku maarab kaks paari paralleelseid sirgeid. Seeparast
tekib (C?)? roopkiilikut.

301. Hakkame tippudest Ay, As, ..., A, iiksteise jarel diagonaale tomba-
ma. [ga uue diagonaali poolt tekitatud uute osade arv vordub nende tiikkide
arvuga, milleks tema jaotavad varem tommatud diagonaalid. Seega on uute
osade arv ithe vorra suurem kui antud diagonaali ja varem tommatud diago-
naalide 16ikepunktide arv. Et me saame seejuures iga loikepunkti iiks kord,
siis vordub uute osade iildarv 16ikepunktide ja diagonaalide arvude summaga.
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Et meil alguses oli iiksainus osa, siis saame kokku

nn—3) nn—-1)n-2)(n-3) n(n—23)(n*>—3n+14)
1 = 1
* 2 * 24 24 *
osa (vt. tilesannet 294).
302. Olgu n paarisarv, n = 2k. Siis saab arvu n esitada kahe liidetava

summana jargmiselt:

n=1+@2k—1)=2+(2k—2)=...=k+k

Kuid kaardi arvuga 1 saab tommata iihelainsal viisil, kaardi arvuga 2 kahel
viisil jne. Kaks kaarti arvuga k > 1 saab aga tommata C7 viisil. Seepérast
on kokku

12k 1)+ 202k~ 2) oot (k- (k1) + D
_ iS(Qk—s)+ k(k; 1) _ 2k<k2— 1) _ n(n12— 4)

s=1

voimalust saada summa n = 2k. Kui aga n on paaritu arv (n = 2k — 1), siis
n=1+2k—2)=2+4+2k—-3)=...=(k—1)+k

ja summa n saamisviise on

=l k(k—-1)2k—1) n(n*-1)
;S(Qk‘—s—l)— 3 = THEE

303. Jaotame valikud klassidesse neis sisalduvate tihesuguste esemete ar-
vu jérgi. Neid valikuid, mis sisaldavad k iihesugust eset, on Cy, ;. Seepérast
on valikute tldarv

2n+1
n n— 0 k 2n
Co1+Cphi+.. . +Co = 5 > Oy =270
=0

304. Kui progressiooni esimene liige on a ja vahe d, siis kolmas liige on
a + 2d. Ulesande tingimuse kohaselt a + 2d < 2n. Sellel vorratusel on antud
d puhul 2n — 2d lahendit. Kokku saame

C2n—2)+(2n—4)+...+2=n(n—-1)

lahendit. Et iga saadud progressiooni voib vaadelda nii kasvava kui kahane-
vana, saame 2n(n — 1) progressiooni. Kui lisada veel 2n konstantset prog-
ressiooni, saame 2n? progressiooni. Arvude 1,2,3,...,2n + 1 jadast saame
2n? 4 2n + 1 progressiooni.
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305. Toestame viite induktsiooniga koverate arvu s jargi. Kui s = 1, siis
on véide ilmne, sest 16ikepunkte ei ole ja piirkondade arv on 1. Olgu s kovera
jaoks vaide juba toestatud. Votame s koverat, millel on n, r-kordset 16ike-
punkti, kus r = 2,3,... (16ikepunkti nimetame r-kordseks, kui selles 16ikub r
koverat). Siis nad piiravad 1 4+ ng + ...+ 71,41 + ... kinnist piirkonda. Tém-
bame (s+ 1)-se kovera, millel olgu &, r-kordset 16ikepunkti varem témmatud
koveratega (r = 2,3,...), kokku aga 16ikugu nendega ko + k3 +. ..+ k. 1+. ..
punktis. Need punktid jaotavad selle kovera ko + ks + ...+ k.1 + ... osaks.
Tommatud kovera iga osa vastab iihele uuele piirkonnale ja seeparast on
piirkondi niitid

(I+ne+...4mp+...)+ (ko +ks+ ...+ kg1 +...). (72)

Ent kui uus kover labib varem tommatud koverate r-kordset 1oikepunkti, siis
muutub see 16ikepunkt (r + 1)-kordseks.

Tahistame n', kaudu r-kordsete 1oikepunktide arvu uues koverate siistee-
mis. On selge, et n',1 = n,y1 — k41 + k. (varem esinenud (r + 1)-kordsete
16ikepunktide arvust tuleb lahutada k,..; (r + 1)-kordset loikepunkti, mil-
le kordsus tousis, ja liita k, r-kordset loikepunkti, mille kordsus tuleb niiiid
r 4+ 1). Kuid siis

L+ny+2n5+... 41 =14 (no — ks + ko) +
—|—2(7’L3—k’4—|—k’3)+...—fT’(TLT+1]{3T+2—|—/{JT+1)—|—...:
=(14ne+2n3+...4rn.+...)+ (ke +hks+ ...+ k1 +...).

Seega oleme naidanud, et uuel kdverate stisteemil on piirkondade arv 1 +
n'y+2n's 4+ ...+ 10y + ... (vt valemit (72))). Matemaatilise induktsiooni
printsiibi pohjal kehtib véide igasuguse koverate arvu korral.

306. Esimese kimbu sirged jaotavad tasandi 2m osaks. Teise kimbu esi-
mene sirge loikub iga m sirgega esimesest kimbust ja annab m 4+ 1 uut osa.
Koik tlejaanud teise kimbu sirged 16ikuvad varem tommatud sirgetega m + 1
punktis. Seepéarast saame kokku

2m4+m+1+n—-1)(m+2)=nm+2n+2m—1

osa.
307. See pole voimalik, sest vastasel juhul oleks tthenduste arvuks murd

7715

308. Kordajate summa vordub avaldise vaartusega = y = z = 1 puhul.
Asendades need vaartused, saame summaks —1.

309. Suurim arv kuulikesi, mille seas pole 15 tihesugust, on 74 (10 valget,
10 musta, 12 kollast, 14 punast, 14 rohelist ja 14 sinist). Kui aga votta 75
kuulikesi, siis leidub nende seas 15 iihevérvilist.
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Joonis 41

310. Klassifitseerime varvimisviisid valgete tahkude arvu jéargi. Leidub
itksainus varvimisviis, mille puhul pole iihtki valget tahku, ja iiks varvimisviis,
kus on iiks valge tahk. Kahe valge tahu korral on kaks véirvimisviisi: valgetel
tahkudel on kas iihine serv voi nad on vastastahud. Kolme valge tahu puhul
on jalle kaks varvimisviisi: leidub kas kaks valget vastastahku voi on koigil
valgetel tahkudel tihine tipp. Nelja, viie ja kuue valge tahu juhud taanduvad
eespool vaadeldutele, kui asendada véarvid vastupidistega. Kokku saame 1 +
1424242+ 1+1 =10 varvimisviisi.

311. Varvime niiiid kuubi tippe. Siis leidub iiks varvimisviis ilma valgete
tippudeta, 1 viis tithe valge tipuga, 3 virvimisviisi kahe valge tipuga (valged
tipud on kas tihel serval, tihel tahu diagonaalil voi iihel kuubi diagonaalil), 3
viisi kolme valge tipuga (kas on kolm tippu iihel tahul voi on kaks tippu iihel
serval ja kolmas ithega neist ithel diagonaalil vo6i on nad paarikaupa tihistel
tahkude diagonaalidel (vt. joon. . Nelja valge tipu puhul on 7 varvimisviisi.
(Nimelt voivad koik neli tippu paikneda iihel tahul, voi on tipud A, B ja
C tihel tahul ning neljas iihel serval tipuga A, B voi tipuga C'. Peale selle
voib neljas tipp olla veel B vastastippuks. Lopuks voivad kaks valget tippu
asetseda tihel serval ja kaks iilejaanut selle vastasserval voi paiknevad valged
tipud nii, et tihelgi serval pole sama varvi tippe.) 5, 6, 7 ja 8 valge tipu juhud
taanduvad eespool vaadeldutele, kui varvid asendada vastupidistega. Kokku
saame 1 +1+3+3+7+3+3+ 1+ 1= 23 varvimisviisi.

312. Kuubil on 11 pinnalaotust (joon.[42). Kuus esimest lahendit annavad
sellised pinnalaotused, mille puhul neli
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Joonis 42



tahku on korvuti. Jargmised neli pinnalaotust on sellised,
kus leidub kolm, kuid pole nelja korvutiseisvat tahku.
Ja lopuks viimasel lahendil pole kuskil kolme tahku kor-
vuti.

313. Leidub vaid 4 sellist virvimisviisi. Selle viite toes-

tust vt. raamatus I'. Wreiinrays, «Cro 3apau», ®usmarrus,
1959, {ilesanne 40.

314. Vi. tlesannet 44 samast raamatust.

315. Toestame algul, et 27 ajaiihiku jarel jaab alles vaid
kaks osakest, mis paiknevad vastavalt punktides koordi-
naatidega 27 ja —27 n=1 puhul on see viide ilmne.
Oletame, et viide on téestatud n==~k puhul ja vaatame,
mis tekkinud osakestega edasi toimub. Jirgmise 2k — 1
sammu kestel osakesed iiksteist ei mojusta ja induktsiooni
eelduse jargi annab kumbki neist 2% sammu jirel vaid
kaks osakest, mis asetsevad neist paremal ja vasemal kau-
gusel 2% Teiste sonadega saame iihe osakese punktis 2t+t,
kaks punktis O ja {ihe punktis —2k+t. Punktis O hivita-
vad osakesed teineteist ja jadb kaks osakest. Viide on
toestatud.

- Seega jaab pirast 128 sammu kaks osakest koordinaati-
dega 128 ja —128. Kuid 129 sammu jidrel saame neli osa-
kest punktides 129, 127, —127 ja —129.

Kui n=2~--2key 42k ki>k,> . . . >k, siis saame
2% osakest, mille koordinaatidel on kuju =2tk
...=2=2™ (lubatud on suvalised mirkide kombinatsioonid).
Seda véidet on kerge toestada induktsiooniga s jirgi,
s=1 puhul on ta juba tdestatud. Olgu lause juba toesta-
tud s<<m puhul ja A=2k12k | J42k Siis saame
parast (n— 2F~)-ndat sammu 2™ osakest, mis paiknevad
punktides koordinaatidega =42%4-2k:4 . 42k Kaugus
lahimate osakeste vahel on vahemalt 2#~-H Seepirast ei
mojusta crinevates punktides tekkinud osakesed iiksteist
2fm-« — 1 sammu kestel ja 2*» sammu jdrel annab iga osake
kaks osakest, mis asuvad temast kaugustel 42t= Teiste
sonadega saame osakesed punktides =2k .. 4-2k» Meie
vaide on toestatud.

316. Sona dekodeerimiseks piisab, kui ndidata need mér-
kide vahemikud, mis on kahemairgiliste tihtede algusteks.
Need tuleb valida 11 vahemiku seast, kusjuures kahte
korvutiseisvat vahemikku ei tohi valida (kokku on 13
vahemikku, esimene ja viimane kaasa arvatud, kuid tingi-
musest on selge, et viimast ja eelviimast vahemikku ei saa

0% 307



valida). Kui sona sisaldab p kahemargilist tdhte, siis

tuleb valida p vahemikku. Seda saab teha Cf;_p viisil. See-
parast on antud séna voimalik lugeda

0 1 2 3 4 5 6
Ciz—_l—Cﬂ-—I—C1g+C9—{—Cs-—l—-C-;'—i—Cs:233
viisil.
317. Neid p-kohalisi arve, mis ei sisalda numbrit I, on
8.99-1, Seega on arvude 1 ja 10000000 vahel

8 (1494921934 944954-98) =97 — | —=4 782 968

arvu, mis ei sisalda numbrit iiks. See arv on véiksem kui
pool arvust 10000 000. .

318. Vaatleme iga sona kolme esimest marki. Need ei
anna iile 25—8 kombinatsiooni. Niitame, et igale sellisele
mirkide kombinatsioonile vastab iilimalt kaks sona, s.t.
niitame, et kui kolme!l sénal on kolm esimest marki iihi-
sed, siis on vdhemalt kahel neist veel kaks iihist marki.
Toepoolest, kirjutame vilja tabeli, mis on koostatud nende
kolme sona neljast viimasest mpargist. Igas veerus lange-
vad vihemalt kaks marki kokku. Et kolmest sonast koosta-
tud paare on kolm ja veergusid neli, siis langevad vihe-
malt kahel sonal kaks veergu kokku. Sec aga tdhendabki,
et neil sonadel on veel kaks ja iildse viis kokkulangevat
mirki, mis on vastuolus {ilesande tingimusega.

Seega vastab esimese kolme margi igale kombinatsioonile
iilimalt kaks sona ja sonade iildarv ei iileta 16. Joomni-
b;lel 43 on kujutatud 16 sdna, mis mainitud tingimust rahul-

avad. - '

319. Et p on algarv, siis kujutuvad ringjoone poorete
korral iseendaks vaid sellised varvimisviisid, kus on kasu-
tatud iihtainsat virvi. Selliseid voimalusi on n. Ulejdanud
menetlused (nende arv on n?—n) jaotuvad p varvimis-
viisist koosnevatesse klassidesse, kusjuures iihe klassi

menetlused kujutuvad ringi péorete korral iksteiseks. See-
L —
piarast annavad nad kokku f——;—f— menetlust. Kokku

n¥—n . S :
saame ———n voimalust. Ulesande lahendamise kaii-

gus toestasime nn. Fermat’ véikese teoreemi: kui p on alg-
ary, siis jagub arv n?—n iga tdisarvulise n korral
arvuga p.

320. Et 1 on antud arvudest vahim, siis peab ta asetsema
nurgas, kusjuures 2 peab olema tema korval kas samas
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reas voi veerus. Siis peavad arvud 1, 2, ..., n sattuma

iihte ritta voi veergu. Paiknegu nad néiteks sellises jarje-
korras esimeses reas. Siis.peab arv n-+1 paiknema kas
esimeses voi viimases veerus (muidu ei tekiks teda sisal-
davas reas aritmeetilist progressiooni). n--1 peab olema
teises reas (muidu ei tuleks vastavasse veergu aritmeeti-
list progressiooni). Kui n-41 oleks viimases veerus (arvu
n all), siis koosneks see veerg arvudest n, n+1, ..., 2n—L.
Sel korral ei saaks me aga n>2 korral esimeses veerus
aritmeetilist progressiooni, mille liikmed on véiiksemad kui
'n?, Niisiis peab n4-1 olema esimeses veerus arvu 1 all (on
kerge niha, et n+1 tuleb arvu 1 korvale ka teiste asen-
dite puhul). Arutlust jatkates leiame, et arvude 1 ja 2
asendid masravad koigi teiste arvude asendi {iheselt. Kuid
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arvu | paigutamiseks on 4 voimalust ja pdrast arvu |
paigutamist on arvu 2 asetamiseks 2 voimalust. Secega
saame n>2 puhul 8 paigutust. On kerge veenduda, et
juhul n=2 tekib 24 paigutust.

321. Vastasel juhul ei iletaks Moskva elanike arv 2 700 000.
322, Kui valime paaritu arvu esemeid, siis on jarelejaa-
nud esemeid paarisarv.

323. Uhe rubla vahetamisviiside arv 2- ja 5-kopikalisteks
vordub vorrandi 2x+45y=100 mittenegatiivsete tdisarvu-
liste lahendite arvuga. On selge, et y voib omandada mis-
tahes paarisarvulise vaartuse 0 ja 20 vahel. Rubla 5- ja
3-kopikalisteks vahetamisel tuleb aga lahendada vorrand
3x+4-5y==100. Siin voib y omandada vaid véartusi 2, 5, 8,
i1, 14, 17, 20, neid on aga vahem kui 11.

324. Tuleb leida, kui palju on vorrandil x-+2y-+45z=20
voi sellega samavdarsel vorratusel 2y+452<C20 mittenega-
tiivseid tdisarvulisilahendeid. On selge, et zsaab omandada
ainult vaartused 0, 1, 2, 3 ja 4, millele vastab 11, 8, 6, 3 ja
1 voimalikku g vadrtust. Kokku saame 29 lahendit.

325. Et 3=24-1, 4=2+2, 6= 541, 7=5-+2, 8§=5-+2-11,
9—5-+2-2, siis saab antud vihtide abil koostada mista-
hes tidisarvulise kaalu iihest kuni 9 milligrammini. Tdpselt
samuti koostatakse kiimnetes ja sadades milligrammides
avalduvad kaalud jne.

326. Viimase numbri keskmine vdartus on 2, teisel ja
kolmandal numbril 2,5, esimesel numbril 3. Neid arve on
itldse 5-6-6-3=0540. Seepirast on nende summa

540 (3000-+250+25+42) =1 769 580.

327. r=1 pcvhul on viide ilmne: parast esimest sammu
satub p-ndal kohal olev kaart p<Cn puhul 2p-ndale kohale,
p>n puhul aga (2p—2n—1)-sele kohale. Kummalgi
juhul on uue koha numbriks jadk, mis tekib 2p jagamisel
arvuga 2n—+1. Olgu vdide juba toestatud r sammu jaoks,
s.0. mingu kaart number p pdrast r sammu x-ndale kohale,
kus 2'p=Fk(2n-+1)-x. Jirgmisel sammul liheb ta y-ndale
kohale, kus 2x=1[(2n+1)+4y, l on 0 v6i 1. Kuid siis

9r+ip =2k (2n+1) +2x = (2k+1) (2n-+1)+y,

kus y<(2rtip. See tdhendab, et y on jdak, mis tekib arvu
2rt1p jagamisel arvuga 2n-1. Matemaatilise induktsiooni
printsiibi pohjal on meie vaide toestatud.

328. See jareldub vahetult iilesande 327 tulemusest.
32¢. See jareldub iilesande 327 tulemusest.
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33C. Toepoolest, sel juhul annab 2¥p arvuga 2n--1 jaga-
misel jaagi p.

331. Toepoolest, pirast 2n-ndat kaarti tulevad 2n—1
paarisarvuliste numbritega kaarti, mis jddvadki 2n-nda
peale.

33%. Viide kaheksanda kaardi kohta jareldub iilesandest
331. Ulejddnud véited on vahetult kontrollitavad.

333. Kirjutame iga kaardi numbri alla selle numbri, mille
ta saab pérast segamist:

12 34 56 78 91011 12 13 14 15 16
9810711612513 414 315 216 1

Tabelist on ndha, et esimesel segamisel 1dheb arv 1 arvu
9 kohale, teisel puhul ldheb arv 9 arvu 13 kohale, siis arv
13 arvu 15 kohale, edasi arv 15 arvu 16 kohale ja lopuks
arv 16 arvu 1 kohale. Seda saab kujutada tsiikli (1, 9, 13,
15, 16, 1) abil. Kogu iimberpaigutus jaguneb tsiikliteks.
Peale {ilalnimetatu saame veel tsiiklid (2, 8, b, 11, 14, 2),
(3, 10, 4, 7, 12, 3) ja tsiikli, mis koosneb ainult arvust 6.
Iga tsiikkel koosnebh iihest voi viiest erinevast arvust ja
seepédrast tulevad koik kaardid pérast viiekordset segamist
endistele kohtadele. Ulejadnud juhte kédsitletakse tdpselt
samuti.

334. Esimeses reas voime virvid paigutada mistahes
jdrjekorras (24 viisil) ja seejdrel paigutada 6 viisil esi-
messe veergu kolm varvi, mis erinevad nurgavélja virvist.
Olectame, et valiti tabeli esimeses reas ja veerus niidatud
varvid. Et

U m r S
w e s |
) p S v m
S p ' m | v

ridades ja veergudes peavad koik vérvid olema esindatud,
siis peah teise rea kolmel viimasel véiljal esinema iiks
jargmistest varvikombinatsioonidest: valge, sinine, puna-
ne; punane, sinine, valge; sinine, valge, punane. Esimese
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variandi puhul on kahe {ilejddnud vilja virv teisest vee-
rust theselt mddratud ja iilejddnud 4 ruudu varvimiseks
jéab kaks vdimalust. Iga filejddnud variant annab ainult
tthe varvimisvoimaluse. Kokku saame 4!13!(1.-2-2-1)=
=976 varvimisviisi.

335. Jaotame opilased mingil viisil kolmikuteks. Igast
kolmikust saab valida kolm jédrjestamata paari (niiteks
kolmikust abc saab valida kolm jarjestamata paari (paa-
rid ab, ac, bc). Kokku vastab antud jaotamisviisile 15
paari, millest iikski ei tohi esineda teiste jaotamisviiside
puhul. Kuid 15 opilasest saab koostada C2 =105 paari.

Seetottu ei saa erinevate jaotamisviiside arv olla suurem
kui 105: 15=="7. Jargmine tabel néitab, et vdartus 7 on saa-
vutatav, s. 0. 6pilased on voimalik 7 pdeva jooksul kolmiku-
tcks jaotada nii, et tingimus on tdidetud.

kRlo ino jmo ilm jln ijk  kmn

lab  jac lad nae kaf mag oah

ned mdb kRbc ocg mah lce  icf

mef keg ieh jfb  obe ofd jde

jgh Ihf nfg kRhd idg nhb Ibg
336. Arv

(n7)!

(n!)ntt

naitab, mitmel viisil saabh n? elemendist valida n n-elemen-

dilist jarjestamata riihma, ning on seetottu tdisarv. Téis-
arv on ka

-(mn)!
(mlYynnt ’

see vordub mn eseme jaotamisviiside arvuga n m-elemen-
diliseks jarjestamata rithmaks. Samal pohjusel on

(mn)!
(n!)mm!
tdisarv. Kuid siis on ka

(mn)! 2
n+1 m-1
(m1) "2 (n1) 2

kui kahe tdisarvu korrutis tiisarv. Et m ja n on paaritud
arvud, siis on
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(mn)!
()= ()

selline ratsionaalarv, mille ruut on taisarv. Seega on ta ka ise taisarv.
337. Vt. k. 73.
338. See arv vordub astme x™ kordajaga poliinoomis

(' + 2 )P =P - 2P — )P
Newtoni binoomvalemit kasutades saame, et see kordaja on

m—1 (m—Ip)—(n—1+1) m—Ip)—2(n—I1+1)
C(mfll;)er 1 _C C’m lp)—(n— l+1)+p 1+C C(m lp)—2(n—14+1)+p— 1+

339. Oletame, et esimene isik saab vastavalt x,y, z eksemplari esimest,
teist ja kolmandat raamatut. Ulesande tingimuse kohaselt saame z +y + z =
12, kusjuures 0 < z < 7,0 <y < 8, 0 < z < 9. Selle vorrandi tingimusi
rahuldavate téisarvuliste lahendite arv vordub ¢'? kordajaga avaldise

A+t+...+t) A+t +.. + A+t +...+ 1)

arendises. Korrutise voib iimber kirjutada nii:

(1)1 -#)(1 -7
(1—1)3
=1 -1 =07 ).
(143t + 62 + 108 + 15t + ... + 9112 + ...

On selge, et parast sulgude avamist saame t'* kordajaks arvu 60. Seega saab
raamatuid jaotada 60 viisil.

340. Koiki kordumistega n-kombinatsioone n téhest on Cy;,_,, jarelikult
kuulub nendesse kombinatsioonidesse nCy;,_; tédhte. Et koik tahed sisaldavad
tihesugusel arvul, siis esineb igaiiks neist Cj,_; korda.

341. Postile kirjutatud arvude summa on 999. Kui niitid moélemad arvud
on kolmekohalised ja iiks neist on abc, siis teine on (9 —a)(9 —b)(9 — ¢). Kui
aga liks arv on iithe- voi kahekohaline, siis algab teine iiheksaga ning sellistel
postidel seisab a, 99(9 — a) voi ab, 9(9 — a)(9 — b). Et postidel tohib esineda
ainult kaks erinevat numbrit, siis kas a = b = ¢ voi langeb kaks nendest
arvudest kokku ja kolmas tdiendab neid tiheksani. Esmest liiki arve on 10
(111, 222, ..., 999 ja veel 0). Iga teist liikki arv maarab aga selle numbri
valik, mis sisaldub vastavas kolmekohalises arvus kaks korda. Numbri saab
valida kiimnel viisil. Igale numbrile vastab 3 kolmekohalist arvu (néiteks 227,
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272, 722). Seepéarast on teist liiki arve 3 - 10 = 30 ja kokku saame 40 posti,
millel esineb ainult kaks erinevat numbrit.
342. Otsitav arv on

p=0¢=0
(tithja variatsiooni jatame vélja). Et

n

> P(p.q) = P(p+1,n),

q=0

siis saame
> > Pp.q) —1—ZP +1n)—1=Pm+1n+1)—2
p=0q¢=0

343. Eelmise tilesande pohjal leidub parajasti P(k+1,n+1)— P(k,n+1)
variatsiooni, mis sisaldavad tépselt k valget kuuli. Seetottu esinevad valged
kuulid

NE

k[P(k+1,n+1) = P(k,n+1)]

Il
—

korda. Seda avaldist teisendame jérgmiselt:

m—1
Plk+1,n+1)= > (k+1)P(k+1,n+1)=
k=0
m—1
=mP(m+1n+1)—> Plk+1n+1)
k=0

=mP(m+1,n+1)—P(m,n+2)+1

||M3

~1
14 I 1),
n+2

Analoogiliselt toestatakse ka vdide mustade kuulide kohta.
344. Otsitav arv vordub summaga

m n

Z_: 2_:(29 +q+1)P(p,q).
Kuid

n n

Y (p+q+1)P(p.g)=@+1)> Ppq) + Zn:qP(p, q)

q=0 q=0 g=1
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n

=(p+1) {Pp—irl n —|—ZP(p+1,q—1)]

q=1
=(p+1)|[P(p+1,n)+Pp+2,n—1)]
=P+ 1Pp+2,n).

Seetottu tuleb vaadeldav summa

i_n:(p +1)P(p+2,n) = f:(er 2)P(p+2,n) — i P(p+2,n)

=n+1)Pm+1,n+2)—Pm+2,n+1)+1
1 REED by 904 2),
m—+n+4

345. Noutava valemi saame, kui votame kokku iilesannete 342 ja 344
tulemused.

346. 7 inimesest saab moodustada iildse C;? = 21 paari. Igas kolmikus
(a,b,c) sisaldub 3 paari ((a,b), (a,c) ja (b,c)). Seetdttu on 7 paeva jooksul
iga paar esindatud iiks kord. Et 7 péeva jooksul lounatab 21 inimest, siis
kiilastab iga sober mind 3 korda, s.o. sisaldub kolmes kolmikus.

Valime algul kolmikud, kus esineb esimene sober. Seda saab teha

6!
(213 3!

viisil (6 inimese 3 paariks jaotamise viiside arv). Kui need kolmikud on vali-
tud, jaab kaks voimalust valida kolmikud, kuhu kuulub teine sober (naiteks
kui esimene kuulub kolmikutesse 1,2,3; 1,4,5; 1,6,7, siis esineb teine kas kol-
mikutes 2,4,6; 2,5,7 voi kolmikutes 2,4,7; 2,5,6). Seejarel on tilejaanud kiilalis-
te jaotumine itheselt madratud (néiteks esimesel juhul saame veel kolmikud
3,4,7; 3,5,6). Arvestades, et kiilaliste kolmikuid voib timber paigutada, saame

6!
GO

- 7! = 151200

voimalust.

347. Seitsmest inimesest saab moodustada C7 = 35 kolmikut, kuuest
inimesest O = 20, viiest C2 = 10 ja neljast C;? = 4. Kutsumisvariantide
iildarv on seepirast A.. Uks sober jaib kutsumata 7AgJ, juhul ja kaks sop-
ra 21 A, juhul. Noutava tulemuse saame juurde- ja mahaarvamise valemit
rakendades.

348. Kui tiks sopradest tuleb iga péev, siis saab tlejadnutest koostada
CZ = 15 paari. Seetottu on 7A/y kutsumisvarianti, kus moni sober kiib iga
piev. Jaab iile AL — 7A/, kutsumisviisi.
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349. Variatsioonid voivad koosneda 1,2, ..., n esemest. Seepérast on va-

riatsioonide ildarv

n!  nl n!
AP+ A 4 4 A =l S+
n n TIET (n—1)

—n'{?—i—l—i- + !
o 20 7 (m—=1)

Teiselt poolt,

1 1
eM—l—mP+w+“=+ }

(n—1)!
1 1 1
- {n+1+ (n+1)(n+2) + (n+1)(n+2)(n+3) o

Kuid iga naturaalarvu n > 2 puhul kehtib

1 1 1
ntl it )12 A Dm+2)nL3)
1 1 1
R R P s R P}
_1
T n

(73)

1
Seetottu on nurksulgudes olev avaldis valemis viiksem kui 3 Sellega on

meie vaide toestatud.
350. Esemeid on koigis variatsioonides iildse

n—1 1
+ ...+

nAg—l—(n—l)A,’Z_1+...+A$:n![n+

=(n—1)n!

2!

On kerge kontrollida, et

.23 n-2 1
20 31 4 7T (=1 (-1

Et iga ese esineb iihepalju kordi, siis esineb igaiiks neist

1 1
N=(n—-1)n-14+1+=+... 4+ — | +1
(n—1)(n—1)1+ ot +(n_1)! +

1! (n—1)!

1
<1+1++...+

(n—ll)!)
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korda. Teiselt poolt,

(n—1)(n—1)!e:(n—l)(n—l)!{1+1+21!+...+(n_1)! Al 1)
1

ZO%—DW—1NP+1+%+-~+

'*m_lﬂi+n@iwu+“}’

ja seeparast

N—(n—l)(n—l)!e:1—(n—1)[i+n<nl+l)—1—...]

1 ] 1 1
_n{ n+l (n+1)(n+2) ]
1
< 9"
Jarelikult N on ldhim téisarv arvule (n — 1)(n — 1)!e.

351. Vt. lk. 76.

352. Uks kolmest saab n raamatut. Need n raamatut saab valida C;"
viisil. Ulejadnud 2n raamatut jaotame kahe jirelejainud isiku vahel. Iga raa-
mat voib sattuda kas iihele voi teisele, seetottu on siin jaotamine voimalik 227
viisil. Nendest Cy juhul saab kumbki isik n raamatut ja 2°" — O, saavad
molemad erineva arvu raamatuid. Et n raamatut voib anda iikskoik kelle-
le kolmest, siis saame koigile kolmele isikule anda erineva arvu raamatuid
304 (22" — CJ) viisil. Lopuks saab igale isikule n raamatut anda Cj.Cy"
viisil. Jarelikult on jaotamisviise iildse

C (327 —20y,).

353. Leidub 2%(2n — k)! erinevat jérjestust, mille puhul antud k paari
tihti ei lahutata. Need k paari saab valida CF viisil. Néutava tulemuseni
jouame juurde- ja mahaarvamise valemit kasutades.

354. On (n + p — k)" jaotamisviisi, mille puhul £ antud inimest ei saa
midagi. Juurde- ja mahaarvamise valemit kasutades jouame noutud tulemu-
seni.

355. Arv r!II] naitab, mitmel viisil saab n erinevat eset paigutada r kasti.
See arv vordub n!, korrutatult 2" kordajaga funktsiooni (¢® — 1)" arendises.
Siit jareldub, et

nl[1—I12 + 218 — 311} + .. | (74)
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on astme z" kordaja rea

1 1 1
x—l—* x_12 7x_13_7 1_14
(0 = 1) = 5" — 1) 4 5" — 1) = 4~ 1)+
arendises astmereaks. Et
1 1 1
x—§x2+§x3—zx4—|—...zln(l—i-x),

siis on selle rea summaks 1n[1 + (e” — 1)] = z. Seepérast vordub avaldis
n > 1 puhul nulliga.

356. Esimesest kastist saab n eset valida iihel viisil, teisest C, viisil, ...,
k-ndast C viisil. Kokku saame

cron...on =

= ()

valimisviisi.
357. Meil tuleb toestada vorratus

n n n 2
CQn—H" OQn—r < (O2n) .
Selle voib timber kirjutada kujul

(2n+r)(2n+r—1)...(2n+1)<2n(2n—1)...(2n—r—|—1)
(n+rn+r—1)...(n+1) = nn-1)...n—r+1) °

Viimane vorratus jareldub sellest, et 0 < k < n puhul kehtib

2n—|—k<2n—k
n+k n—=k’

358. Arvutame koigi tekkinud kolmnurkade nurkade summa. Nende
nurkade summa, mille tipp on tuhatnurga mingis sisepunktis, on 360°. Et
leidub 500 sellist punkti, siis on neile vastavate nurkade summa 360° - 500.
Niiiid vaatleme nurki, mille tipud on tuhatnurga tippudes. Nende summa
vordub tuhatnurga sisenurkade summaga, s.t. 180° - 998. Koigi nurkade sum-
ma on 180°-1998. Et iga kolmnurga nurkade summa on 180°, siis saame 1998
kolmnurka.

359. Iga méngija méngib 4 ja kokku méngitakse 5 partiid. Oletame, et
esimeses partiis méngib paar (a, ¢) paari (b, d) vastu. Siis peavad kolmes jérg-
mises méngus a partneriteks olema vastavalt b, d, e ja viiendast a osa ei vota.
e peab osa votma koigist mangudest peale esimese, kusjuures teises ja kol-
mandas on ta a vastasmangijaks. Teises partiis vabaksjadénud kohale voiks
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votta kas ¢ voi d ja kohale kolmandas partiis kas b voi c¢. Ent kui teise par-
tiisse valida d, siis tuleb kolmandasse valida ¢ (muidu jaéb ¢ kahest méngust
valja), lugedes neljandas partiis partneriteks b ja ¢ ning jattes d sellest val-
ja. Kuid siis on viiendas méngus partneriteks iihelt poolt b ja e ning teiselt
poolt ¢ ja d. Kui aga teise partiisse valida c, siis tuleb kolmandasse valida b
(muidu on e ja ¢ kaks korda partneriteks) ning neljandasse votta ¢ ja d, kuna
viiendas mangivad b ja ¢ méngijate d ja e vastu. Seega méarab iga esimese
partii mangijate valik kaks méngijate edasise jaotamise voimalust. Et 4 jarg-
mise mangu jarjekorda saab muuta 24 viisil, siis saame kokku 48 voimalust.
Esimesse partiisse voib méngijaid valida 15 viisil (5 inimese kaheks paariks
ja varuméngijaks jaotamise viiside arv). Iga selline jaotamisviis annab mat-
Si edasiseks kaiguks 48 voimalust, kokku saame 720 voimalust. Kui partiide
jarjekorda ei arvestata, saame 6 voimalust.

360. Kinnisi murdjooni on (C’QZL)Q (vt. Ik. 138).

361. Iga murdjoon on maaratud oma tippude koordinaatidega. Need
koordinaadid moodustavad lopliku jada kas kujul

(a1,b1), (a1,b), (ag,ba), (ag,bs), ..., (an,b1)
voi kujul
(a1,b1), (as,by), (az,b2), (as,be), ..., (ai,by).
Need jadad saab méérata permutatsioonide (ay,...,a,) ja (by,...,b,) ette-

andmisega ja selle d&ranaitamisega, kumba liiki jada kuulub. Et koordinaatide
tstikliline timberpaigutamine murdjoont ei muuda, siis on murdjooni

(n})*

on

362. Jaotame koristeid klassidesse, arvates m-ndasse klassi koristeid, mil-
lel vahim siniste kuulide arv kahe punase vahel on m. Juhul m = 0 saame 4
koriste liiki (kolmas punane kuul on kas kahe tilejdénu korval voi on nendest
eraldatud ihe, kahe voi kolme sinise kuuliga). Juhul m = 1 on meil kaks
punast kuuli, mille vahel on sinine. Kolmanda punase ja talle lahima punase
kuuli vahel voib olla tiks, kaks voi kolm sinist. Seepéarast on m = 1 puhul 3
liiki koristeid. Juhul m = 2 on vaid thte liiki koristeid. Kokku on 8 liiki.

363. Olgu kellegi kogunenutest (isikul X)) m tuttavat ai, ..., a,,. Tingi-
muse kohaselt pole isikud ay, . . ., a,,, omavahel tuttavad (sest nende tuttavaks
on X). Seetottu peab mistahes kahel inimesel a;, a; leiduma veel iiks ithine
tuttav peale X. See inimene ei saa olla X tuttav ning erinevatele paaridele
vastavad erinevad isikud (kui keegi oleks erinevate paaride (a;, a;) ja (ag, ar)
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tthine tuttav, siis oleks tal isikuga X vdhemalt kolm iihist tuttavat). See-
ga neid inimesi, kes pole X-ga tuttavad, ei ole vihem kui paare isikutest
ai,...,0m, s.0. C2. Teiselt poolt on igal inimesel, kes X-i ei tunne, temaga
tapselt kaks tihist tuttavat, muidugi isikute a4, . .., a,, hulgast. Seejuures vas-
tavad erinevatele inimestele erinevad paarid (kui paar (a;, a;) vastaks kahele
erinevale inimesele, siis oleks isikutel a; ja a; tile kahe tihise tuttava, sest nad
molemad tunnevad ka X-i). Siit jareldub, et neid inimesi, kes X-i ei tunne,
pole ka rohkem kui C2, s.o.

2_m(m—1)
C'm—i2

Kuid siis on kohalolijate tildarv 1 + m +



+Im(m,2——~l) . Vaadeldes seda vordust ruutvorrandina m

suhtes, ndeme, et sellel on vaid iiks positiivne lahend. See
aga tidhendabki, et kdigil kohalolijail on thepalju tutta-
vaid.

364. Kontrollimine néitab, et kahe korvutiasetseva A-tdhe
ja B-tdhe vahetamine korrutist ei muuda (piisab, kui vaa-
delda kombinatsioone AABA, BABB ja AABB). Seetottu
voib lugeda, et algul tulevad koik A-tdhed ja siis koik
B-tdhed. Aga sel juhul on véide ilmne.

365. Igal horisontaalil ja igal vertikaalil asetseb iiks
vanker. Seetottu kuulub iga arv a, b, ¢, d, e, [, g, h ja
samuti iga arv 1, 2, 3, 4, b, 6, 7, 8 korrutisse parajasti iiks
kord. Seega korrutis on 8!abcdefgh.

366. Olgu kogunenud 5 organiseerimiskomitee liiget.
Ulesande tingimuse kohaselt pole neil volit vahemalt
tthele lukule, kusjuures tilejddnud kuuel liikmel on see voti
olemas. Et see on nii mistahes 5 liitkme korral, siis on luk-

kude iildarv Cri=462. Et igal lukul on kuus votit, siis on
votmeid 1iildse 462.6=2772 ja igal liikmel 2772:11=
252 votit. ‘

Kui komitee liikmete arv oleks n ning seifi avamiseks tar-
vilik ja piisav liikmete arv m, siis oleks lukke crt ja igal

e f“ Cm1 vitit,

367. Teeme algul kindlaks, milline on ahela suurim pik-
kus n, et sellest pdrast £ liili avamist voiks saada mistahes
kaalu 1-st kuni n. Selleks vaatleme, milline on avatavate
lillide koige kasulikum paigutus. Et avatakse £ liili, siis
voib nende abil saada suvalise kaalu 1-st kuni k. Kuid
kaalu £4-1 me ahela uusi osi kasutamata enam ei saa. On
selge, et jargmise osa koige kasulikum pikkus on 241
liili, siis voime saada iga kaalu 1-st kuni (2k41). Edasi
vajame ahela osi kaaludega 2 (k+1),4(k+1), ..., 2k (k1).
Nende abil voib saada suvalise kaalu 1-st kuni n, kus

n=k+[(k4+1)+2(k4+1)44(k4+1)+.. +2F(k41) ] =
—lod- (B 1) (20 — 1) = 27+ (- 1) — 1.

Niisiis, kui 2te<{n<<2FH(k-+1), siis piisab &, kuid ei
piisa & —1 liilli avamisest. Et 23.3<C60<{2:-4 — 1, siis
tuleb 60-liililises ahelas avada 3 liili, vottes tiikid kaalu-
dega 4, 8, 16 ja 29 g.

litkmel
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Kui kasutada kahe kausiga kaalusid, siis tuleb 2 avatud
litlile lisada tiikkk kaaluga 2k+41 (pannes ta iihele kaalu-
kausile ja {ilejadnud liilid teisele, saame mistahes kaalu
k41 ja 2k vahel, pannes ta aga koos iiksikliilidega, saame
suvalise kaalu (2k--1)-st kuni (3k41). Jargmiste tiikkide
kaalud peavad olema 3(2k-+1), 9(2k--1), ..., 3#(2k-1).
Nende abil voime saada mistahes kaalu 1-st kuni arvuni

ket [ (2kF1) +-3(2k+1) + ... +35 (2k+1) ] =
.-=—é—[(2kf+l)3h+i—— 1].

Erijuhul tuleb 60-grammise ahela puhul avada kaks liili
ja votta tiikid kaaludega 5, 15 ja 38 g.

368. Kui x annab seitsmega jagamisel jddgid 0, 1, 2, 3, 4,
5, 6, siis annab x2? vastavalt jadgid 0, 1, 4, 2, 2, 4, 1. See-
parast jagub x%}y? seitsmega (ja muidugi 49-ga) vaid
siis, kui x ja y jaguvad seitsmega. Seetottu on vastavaid

2
paare (jdrjekorda arvestades) [E(ul—()—,]()-q)] = 1422=

—20164. Kui jirjekorda ei arvestata, saame Cha=
=10153 paari.

369. Kui antud arv on 10a-+b, siis on tema ja vastupidi-
ses jdrjekorras numbritega arvu summaks 11(a4-b). Et
viimane on tiisruut ja 2<<a--b<C18, siis at+b=1I
Saame 8 voimalust: 29, 38, 47, 56, 65, 74, 83, 92.

870. Arvu esimesed kolm numbrit on suvalised, neljas
aga omandab iihe kahest véirtusest (selle méérab jdik,
mis tekib esimese kolme numbri summa jagamisel kol-
mega). Seepidrast, kui arvu esimene number ette anda, siis
saab tilejdanud numbrid valida 62-2=72 viisil. Jarelikult
on vastavate arvude esimeste numbrite summa 72- (1424
1-34-4--54-6)=1512 ja koigi selliste arvude summa
1512415 1204151 2001 512000=1 679 832.

871. Viimasel kohal voivad olla numbrid 0, 2, 4. Kui iiks
nendest numbritest on antud, siis voib teisel voi kolman-
dal kohal olla iiksk6ik milline kuuest numbrist, esimesel
aga suvaline numbritest 1,2, 3, 4, 5. Kokku saame 5-6-6=
=180 voimalust. Seega on viimastele kiimnendkohtadele
vastavate arvude summa (2-F4)-180=1080. Samal viisil
leiame, et kolmandatele kiimnendkohtadele wvastavate
arvude summa on (1-+2-43-+44--5)-900=13500, teiste
kiitmnendkohtade jaoks tuleb summa 135000 ja esimeste
jaoks 1620000. Kokku saame summa 1769 580.
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372. Vorrandil x+y==% on k—1 tidisarvulist lahendit,
mis rahuldavad tingimusi 1<<x, 1<Cy. Seepédrast on vorra-
tusel |xi+|y|=<<1000

1000
4 3 (k—1)=1998000

h=2
taisarvulist lahendit, millel |x|5%0 ja |y]#=0. Peale selle on
tal 4000 lahendit, millel iithe tundmatu vadrtus on null, ja
lahend x=0, y=0. Kokku on 2002001 lahendit.
373. Kui lisada suvalisele tippu A4 mittesisaldavale hulk-
nurgale see tipp, saame tippu A, sisaldava hulknurga.
Sellega oleme korraldanud fiiksiihese vastavuse koigi tippu
A, mittesisaldavate hulknurkade ja osa seda tippu sisal-
davate hulknurkade vahel. Sellest vastavusest ei vota osa
tippu A4, sisaldavad kolmnurgad. Seetdttu hulknurki tipuga
Ay on rohkem.
874. Paarisarvu kdikude jdrel satub ratsu sama varvi
viljale mis algul. On mugavam, kui pdérame malelauda 45°
vorra ja kujutame joonisel ainult seda véarvi vilju, asen-
dades iga vilja tema keskpunktiga. Need véljad, kuhu
ratsu jduab kahe kdiguga, on kujutatud joon. 44. Selliseid
vilju on 33. Iga niisugust vélja voib vaadelda samasu-
guse kujundi keskpunktina, mis néitab, kuhu voib ratsu
jouda kahe jargmise kdiguga. Neid kujundeid i{thendades
saame joon. 45 toodud kujundi. See koosneb ruudust,
millel on 92=81 punkti, ja neljast trapetsist, millest iga-
iiks sisaldab 7-£5=12 punkti. Kokku saame 8l+44-12=
=129 punkti.
on kiigu jirel saame kujundi, mis koosneb ruudust kil-
jega 4n (sisaldab (4n+1)32 punkti) ja 4-st trapetsist, mil-
lest igaiiks sisaldab

@ Y O ® *®

Joon. 44
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(4n— 1)+ (4n —3) 4 ...+ (2n41)=23n2
punkti. Kokku saame
12n24 (4n-41)2=28n2+8n-1

punkti. Seega voib ratsu 2n, n>1 kdiguga jouda 28n%+ -
+8n+1 viljale. |
375. Kui votta koik antud punkti (niiteks a) sisaldavad
kolmikud, siis nad rahuldavad iilesande tingimust, kusjuu-

res nende arv on Cfg54=1907481. Néitame, et ei saa
valida rohkem kolmikuid, millel paarikaupa leiduksid

iihispunktid. Oletame, et oleme valinud N>>Cies, sellist
kolmikut ja (a, b, ¢) on iiks nendest. Et igafihel N —1 {ile-
jadnud kolmikust leidub antud kolmikuga védhemalt iiks
tihispunkt, siis leidub a, b, ¢ seast vdhemalt iihel, naiteks
N—1

3“ .
>>635808. Mitte iile 3906 kolmiku sisaldab peale

punktil a,

N—1
3

teda sisaldavat kolmikut, kusjuures
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a ka punkte b voi c¢. Seetottu leidub kolmik (a,d,e), kus d
ja e erinevad punktidest b ja c. Tédpselt samuti leiduvad
kolmikud (a, [, g) ja (a, A, j), kus | ja g erinevad punkti-
dest b, ¢, d, e ning h, j punktidest b, d, ¢, ¢, [, g. _
Ukskoik millisel antud N kolmikust on vidhemalt iiks ithis-
punkt koigi kolmikutega (a, b,¢), (a,d,e), (a,},g), (a,h,j).
Selge, et {iheks {ihispunktiks peab olema a, sest muidu
sisaldaks kolmik nelja erinevat elementi, mis on voimatu.
Seega sisaldavad koik kolmikud punkti a ning nende arv

: . 2 .
et saa liletada Cyess, mis on vastuolus eeldusega.

376. Antud jada sisaldab 9-4+2.90-43-900--...4+ 8.
-90000 000+9 numbrit. Leiame nullide arvu jadas 1, 2,
..., 10% Kirjutame koik arvud 1...(10°—1) iiheksakoha-
liste arvudena, lisades algusse vajalikud nullid (niiteks
000000 003), ning asendame 10° arvuga 000000000, Tule-
musena saame 9-10° numbrit, kusjuures iga number esi-
neb iithepalju kordi. Seet6ttu on meil 9-108 nulli. Kuid osa
nulle oleme ise lisanud: 8-9 nulli ithekohalistele arvudele,
7-90 kahekohalistele jne. Kui need véilja jitta, jaab
9-102-—8.-9—7-90—...—9-107 nulli. On kerge naha, et
see summa vordub arvuga 2-9+4+2.904...--8-9-107, s.o0.
esimese jada numbrite arvuga.

377. Kui kahe esimese numbri summa on £k, siis leidub
k<9 puhul (&--1)2 sellist arvu ja 2>9 korral (19— k)2
niisugust arvu. Kokku saame

2 (1244224 ... 1-92) 1102=670 arvu.

378. Tihistame A, abil nende ainete hulga, milles o6pila-
sel a on hinne 5. Koik sellised hulgad koosnevad iilimalt
2n elemendist, kusjuures iilesande tingimuse kohaselt ei
sisaldu iikski niisugune hulk teises. Jaotame need hulgad
klassidesse, arvates k-ndasse klassi k-elemendilised hul-
gad. Olgu r vdhim elementide arv vaadeldavates hulka-
des. Ndéitame, et kui r<<n, siis voib antud hulkade siis-
teemi asendada uuega, nii et

a) iikski uue siisteemi hulk ei sisaldu ménes teises;

b) uues siisteemis on rohkem hulki kui esialgses;

¢) vidhim elementide arv uue siisteemi hulkades on
r-+1.

Selleks votame koik r-elemendilised hulgad meie
stisteemist ja lisame neile koikvoimalikel viisidel ithe uue
clemendi. Stisteemi {ilejddnud hulgad jdtame endisteks.
On selge, et selle operatsiooni tulemusena saame hulkade
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siisteemi, kus vahim elementide arv hulkades on r~+1.
Seejuures pole iikski uue siisteemi hulk teise osaks: kui
hulk B sisaldaks uut hulka A’, siis oleks ta sisaldanud ka
r-nda klassi hulka A, millest A’ saadi elemendi lisamisel,
see on aga vastuolus iilesande tingimusega. Peale selle
margime, et iikski uus hulk ei ihti esialgsega. Tekkigu
uus hulk naiteks elemendi x lisamisel hulgale A. Kui ta
iihtiks mone esialgse hulgaga B, siis tdhendaks see, et B
sisaldab iilesande tingimuse vastaselt hulka A.

Jaab naidata, et uusi hulki on rohkem kui esialgseid. Sel-
leks paneme tédhele, et iga r-elemendilise hulga A jaoks
leidub 2n—r sellesse mittekuuluvat elementi ja seetottu
saame temast 2n—r uut hulka. Kuid moned nendest
nutest hulkadest langevad kokku (nditeks hulkadest (a, b)
ja (b,c) voib ithe elemendi lisamisel saada sama hulga
{a,b,c)). Kuid iga (r--1)-elemendilise hulga voib r-ele-
mendilistest hulkadest saada vaid r--1 viisil. Seepirast,
kui r-elemendilisi hulki on m ja neist on tekkinud p erine-
vat uut hulka, siis m(2n —r)<<p(r+1). Et r<ln puhul
kehtib 2n — r>r--1, siis siit jdreldub, et m=p, s.o. hul-
kade arv on suurenenud.

Kirjeldatud votet korrates voime koik vihem kui n ele-
menti sisaldavad hulgad asendada n-elemendilistega, nii
et tingimus a) sdilib ja hulkade arv suureneb. Samasugu-
sel viisil voib asendada kéik hulgad, mis sisaldavad enam
kui n elementi (nad asendatakse jark-jargult hulkadega,
mis saadakse iihe elemendi &rajdtmisel). Tulemusena
saame n-elemendiliste hulkade siisteemi, milles on rohkem
hulki kui esialgu. Kuid 2n elemendist saab koostada vaid

CY n-elemendilist hulka. Seega pole hulki rohkem kui Con,

teiste sonadega ei saa koolis olla {ile C.y, Opilase.

37¢. Nimetame esimesed m elementi esimest liiki ja vii-,
mased n teist liiki elementideks. Jaotame koik r-kaupa
variatsioonid m-n elemendist klassidesse, arvates k-
ndasse klassi variatsioonid, mis sisaldavad parajasti &

-k

. ceq s . s . Ry h a7

esimest liiki elementi. Siis sisaldab k-s klass C,AmAn
. . . ~ - R .. . . .

variatsiooni. Téepoolest, me voime C; viisil valida esimest

liiki elementide kohad ja seejirel tdita need kohad Am
viisil esimest liiki elementidega ning paigutada A"

viisil iilejadnud r — & kohale feist liiki elemendid.
Seega on r-kaupa variatsioonide arv m-n elemendist
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,
k Ak pr—k
Y CrAYAL
k=0
ehk tlesandes kasutatavates tdahistuses

> CFMN, .

k=0

Ent see pole midagi muud kui avaldis, mis tekib, kui avada astmes (M + N)"
sulud ja muuta seejarel astendajad indeksiteks. Margime, et k-nda klassi
variatsioonide arvu voib leida ka nii: valime & esimest liiki ja k — r teist liiki
elementi ning paigutame nad omavahel koikvoimalikel viisidel iimber. Seda
saab teha

P(k,r — k)AF ATk = CF AR ATF

viisil.

380. Astendaja 8 saab astendajatest 2 ja 3 koostada jargmisel viisil: 8 =
24+2+2+2=2+3+3. See tihendab, et kui tihistada z? = y, 2° =
2, siis vordub otsitav kordaja liikmete 15y*2° ja 1%yz? kordajate summaga
poliinoomi (1 +% — z)? arendises. Poliinoomi astendamise valemi jérgi on see
kordaja P(5,4,0) + P(6,1,2) = 378.

381. Kehtib valem

(1+2)" — (1 +x)"!
- :

1+a)+.. . 1+a)" =

Seetottu on litkme 2™ kordajaks m < k puhul C/*5' — CF ja m < k puhul

crtt — Ot ja m > k puhual C

382. Kehtib 17 = 7+ 5 + 5, kuid 18 ei avaldu arvude 5 ja 7 positiivsete
kordsete summana. Seetottu sisaldub z'7 avaldises kordajaga Cy,Ciy = 3420
ja 2'® kordajaga null.

383. Kehtivad vordused 17 =2+24+2+2+2424+2+3 =2+2+
2+2+3+3+3=2+3+3+3+3+3. Seepirast on lilkme z'” kordajaks
avaldises (1 + 2% — 2%)10%

e 4 3 1
—Co00C003 = Cr000C96 — Cro00Co09
ja avaldises (1 — 22 4+ )1 arv

7 1 4 3 1 5
_010000993 + C’10006'996 - C110006’999

Selge, et teine kordaja on suurem.



138 PEATUKK VI.. REKURRENTSED SEOSED

384. On antud

(I+z+2%)"=a)+az+...+ayz™" (75)

1
Néitame algul, et a;, = ag,_. Selleks tdhistame x = — ja korrutame avaldise
mélemaid pooli astmega y>n. Saame
(2 +y+1)"=ay®™ +ay®™ '+ ... +ag,. (76)

Valemeid ja vorreldes saame aj = as,_;. Asendame niiid valemis
x suurusega —r. Saame:

2\n __ 2 2n
— = ag — — ... n .
(1—z+2%) ag — a1T + asx + Ao (77)

Vordusi ja korrutades leiame, et
an
(1422 + 2" =3 (=D *(aoar — arag—1 + ... + + (=1)*agao)z”. (78)
k=0

On selge, et vorduse vasak pool sisaldab vaid x aarisarvulisi astmeid, seepé-
rast peab 22" kordaja olema null. Kuid paremal poolel on z*"~! kordajaks

—(apagn—1 — a1a2,—2 + A2a2,-3 — ... — A2p_10G0) =

= —(a0a1 — ai1as + a3 — ... — agn,lazn).

Sellega on vordus a) toestatud.
Paneme niitid tahele, et arendise voib valemi pohjal esitada kujul

(14 2%+ 2H" = ag + a12® + apzr® + ... + aga™.

Siit jareldub, et z*" kordajaks selles avaldises on a,. Teiselt poolt, valemi
jérgi on see kordaja

2 2 2 2
Aoy — A1 Q21 + A202p—2 — . . .+ A2p00 = 2a5 — 2a7] +2a5 — ...+ (—1)"a

n:

Siit jareldub vahetult vordus b).
Kirjutame vorduse kujul

(1—2®)" = (1 —2)"(ap + a1 + ap2® + ... + ag,a™").
Siit tuleneb, et

1-Cla? + C22% — .+ (=1)"Cla™ =
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=(1—-Clo+C22* — ...+ (=1)"(C"2™)(ag + ay v+
+ apx® + ...+ ag ™).

Kui r ei jagu kolmega, siis on z" kordaja vorduse vasakul poolel null. Paremal
poolel on x" kordaja aga

a, — C,lla,,_l + Ciar_g -+ (—1)7"0%@0

Jarelikult vordub see avaldis nulliga, kui r ei jagu kolmega, ja arvuga
(—1)*C¥, kui r = 3k. Sellega on tdestatud seos c).
Vottes arendises r = 1, saame

a0+a1+a2+...—|—a2n:3".
Vottes valemis xr =1, leiame
(Zo—a1+a2—...—|—a2n:1.

Neid kahte vordust liites ja lahutades jouame seosteni d).
385. Saame C! liiget kujuga 3, 2C? liiget kujuga x?wk (j # k) ja C?
liiget kujuga z;z;7y (i # j, i # k, j # k), kokku aga C! + 2C? + C? liiget.
386. Kehtib vordus

(I4+az+.. . +a2" 1) = (5:11))2 = (2" —1)*(x—1)2

=@ - 22"+ 1)1+ 20+ 32>+ ... +ma™ + ...

Seetottu on a* kordajaks k + 1, kui 0 < k < n—1, ja 2n — k — 1, kui
n < k < 2n — 2. Vastuse voib kirja panna jargmiselt: n — |n — k — 1|.
387. Et
T n +1 ‘s T rT—
Crtl = C Cr = C 1,

n—

siis voib vorduse vasaku poole kirjutada kujul

n/n+1 T n(n —r)
r<r—i—1_ )(C’H) _ E?‘Jrl))
n®  (n+ln\, .., no-—r
<r2 - <+1>> (G 2

388. Kolmekaupa kordumistega variatsioonide arv n elemendist on n?.

Jaotame need variatsioonid klassidesse, arvates k-ndasse klassi variatsioo-
nid, mis sisaldavad tapselt k erinevat tiiiipi elementi. Paigutuste arv esimeses
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klassis on C}, teises 6C2 (variatsioonis kaks korda sisalduva elemendi saab
valida n viisil, tiks kord sisalduva elemendi n — 1 viisil, peale selle saab need
elemendid kolmel viisil imber paigutada). Kolmanda klassi variatsioone on
A3 = 6C2. Kokku saame C} + 6C2 + 6C2 variatsiooni. Siit jareldub esimene
seos. Teise seose toestamiseks jaotame analoogilisel viisil klassidesse koik kor-
dumistega kombinatsioonid, mis sisaldavad vdhemalt tihte fikseeritud titipi
elementi. Saame

(n+1)%—n?=14+6C! +6C2,

millest jareldubki toestatav seos.

389. Toestus on samasugune nagu tlesandes 388, kuid tuleb vaadelda
kordumistega 4-kaupa variatsioone n tiitipi elementidest.

390. Vaatleme vordust

1+,\/§ " ( 27r+, . 2%)" 2n7r+, o 2nm
—— 47— =(cos— +1sin— ) = cos— +¢sin —.
2 2 3 3 3 3

Newtoni binoomvalemi jargi saame

(_z?nﬂ +Ch(—iV3) + C2(—iV3)2 + .. .} =

_ <—2}L)”{[1 —3C24+9C! — .. ] —iV3[CL —3C + .. ]}

Toestatavad seosed saame, kui vordsustame saadud vorduse molemate poolte
reaal- ja imaginaarosad.
391. Vaatleme samasust

14+2)"=C0+ Cla+ C22* + C32% + ...+ Ca™

. . . 9 /.. 2m . . 2w
ning anname selles muutujale = vaartused 1, e, £° (siin € = cos — +isin —

3
ja seetdttu £2 + ¢ 4 1 = 0). Saame

2" =Ch+Ch+Cl+...+Cr,
(1+e)"=C0+Cle+C2* + ...+ Cle™,
(1+)"=C0 4 Cle? + C2c* + ... + O™,

Kuid 14 &* + &% = 0, kui k ei jagu kolmega, ja 1+ ¥ +?* = 3, kui k jagub
kolmega. Jarelikult

2"+ (14e)"+ (1+e*)"=3(Cr +Cy+C§ +...).
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Et
1+5——52——(cosél—w—|—isin4—7r)—cosz—irisinI
N N 3 3/ 773 3’
14+e2=—¢ :cosz—isimz
3 3’

siis
2"+ (1+e)"+ (1+3)" = 2"+2czosn%.

Siit jareldubki, et
Co+C2+C8+ ... = ; <2"—|—2<josn;).

Kaks jargmist vordust saadakse analoogiliselt, vaadeldes summasid
2" +e(l+e)" +2(1+e%)", 2"+ (1 +e)" +e(1+e2)™

Vordus d) tuletatakse analoogilisel viisil avaldisest (1 + 7).
392. Kehtib vordus

E(3)

(I4+2)"+(1—z)" =2 C2Fz*.
k=0

Selle poliinoomi kordajad on positiivsed ja jarelikult omandab poliinoom
suurima vaartuse x = 1 korral. See viartus on 2".
393. Kehtivad vordused:

i n'(m Z Cm—n — CnTCLL+in+1 — m + ]-
ml(n — z)! e cn m—n+1

=0 mx 0

ja

anCﬁCg_n'CQi r+7r)2n—z—r)
= O3 ~ (2n)! xl(n —x)! N
() ¢ () iy 201

_ onr — — )
(2n)'12:%) z+r~2n—x—r (QTL)' 2n+1 n+1

394. Vasakpoolne summa taandub avaldiseks

Z mtk+l — nT—&-n -
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Sama arvuga vordub ka parempoolne summa.
395. Kehtivad seosed:

izt (n—1)! &zn—z—1)
Zan_l B (2n—1)!§::1 (n—x)!

=1
2n ”
— Cnfl —
( n— 1)O§n 11 xz:l 2n—x—1 C;n 11 xz:l 2n—zx
2nCy—1 Cor 2

- (2n —2)C3.7 C2n - Tl
396. Saame:

2":0:5:% B (n—l)!z”:x(n—l—q—x)!

=1 Cny1 B (n—i—q)' (n—x)!
(n+q+1)n—1 ' S s

- (n+q ZC”*‘J ©
(n+q) — n+q—x+1

(4 g+1)(n—-1)¢ B

(n+q)! e
o ]

(n+q) n+q+1 q+1

n+q+1l  n+qg+l
q+2 (¢+1)(g+2)

397. Saame:
z”:Cf;":% n—2) & z(x—1)(n+q—x)!
el G5 (n+q)! =1 (n —)! '

Edasi leiame samasust
r(x—1) = (ntq—z+1)(ntg—a+2)+(n+q+1)-[n+q—2(n+qg—x+1)]

kasutades, et meie summa vordub avaldisega

n—2 i

En—i-q; { +2)! ch+q o2 2(n+q+1)(g+ 1)
ZCH x+1+("+Q)(n+Q+1)q!ZC’Z+; x} =
x=1 —1
(n —2)lq!

= W[(q +1)(q+2)Chao—
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—2(n+q+1)(g+1)Cpray + (n+ @) (n+q+ DHC].

Noutava valemi saame, kui asendame CT’;:; 42 C’g;; 1 C’;:; nende avaldistega
ja teeme moningad teisendused.

k
398. Me teame, et C*~1 = ~C*. Et
n

I+2)"=1+Cla+...+CF" ...+ Cra™, (79)
siis jareldub siit, et
n(l+z)" ' =C+... +kCFz" ' + ..+ nCla" ! (80)

(diferentsiaalarvutusega tuttav lugeja saab valemi tuletada valemi
molemaid pooli diferentseerides). Korrutame vordused ja (80). Saame

nl+2) '=1+Clo+...+C"") - (CL4+x...+nClz" ).

Né6utava seoseni jouame, kui vordleme 2"~ kordajaid vorduse molemal poo-
lel.

399. Vaatleme koiki kordumistega n-kombinatsioone n tiitipi elementi-
dest. Nende arv on C7,, ;. Jaotame need kombinatsioonid klassidesse, vottes
k-ndasse klassi kombinatsioonid, mis sisaldavad parajasti k erinevat tiiipi
elemente. k-ndasse klassi kuulub C* C'"7* kombinatsiooni (me valime C* vii-
sil k elementide tiiiipi, nende k tiiiibi elementidest saab aga koostada C,"7"
kordumistega n-kombinatsiooni, mis sisaldavad koigi k tiiiibi elemente). See-

ga Ssaame

n

n o k n—k

C2n71 - Z Cn Cnfl .
k=1

Toestatava seoseni jouame, kui avaldame arvud Cy?,_,, CF, C "~ F faktoriaali-

de kaudu.
400. Toestatava seose voime kirjutada nii:
i1 — Ch Ol + CRC T — . = Oy

Toestuseks votame koik kordumistega r-kombinatsioonid n tiiiipi elementi-
dest ja leiame kahel viisil koigi nende kombinatsioonide arvu, mis koosnevad
ainult erinevat tiiiipi elementidest. Uhelt poolt on see arv C. Teiselt poolt
leidub C’,f;fg_l kordumistega r-kombinatsiooni n liiki elementidest, mis si-
saldavad vihemalt kahte elementi antud k liigist. Et need k liiki saab valida
C’T]f viisil, siis saame toestatava seose, kui kasutame juurde- ja mahaarvamise
valemit.
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401. a) Tahistame
S, =C}+2C2+3C2 + ... +nCl.
Vérduse C* = C"™* pohjal saame
S, =nC%+ (n—-1C+...4+C" 1
Liites leiame, et

28, =n[CY +CL+...+Cl =2"n

n

ja seetottu S, = 2" 'n.
Samamoodi niditame, et

b) S, = (n+1)2""

c) Sp=(Mn—2)2"""1+1.
d) S, =(n+1)2"

e) S, =0.

f) Kehtivad vordused:

S, =4(Cr42C2+.. 4+nCM) = (CL4+C2+.. +C) = 2" 'n—2"+1.
g) Kehtib seos C* = C*~1 + C*_|. Seetdttu

Sy = 02_1 + C%_l — 2(0711_1 + 0721—1) + 3(02_1 + 02_1) o
L+ (=)ier =
= 0271 - 071171 + C,?H — ...+ (_1)n*10nn:11.



See summa on n=1 puhul 1 ja n>1 puhul 0.
h) See summa vordub

1
Sn:n-}—l
) H (k+2) (k1)

B —|‘ —i'- A2
A 2) (e D)

siis vastav- summa on

n+t Ont+1 1

[C:.L"l‘i_:—c’?t—i-i_l— .o +Cn+1 ] f—

n-1

S PR TECHE? (Crs2+2Cnse ..t (1) Cogs ) =

1 1 2
=y ey L(Crsert 20t
742

_ n+2 1
o+ (142)Cpiz ) —(Cpsat .. . +Cryz) 1.
Ulesannete a) ja b) vastuseid kasutades saame

Sx OnH (nf-2) — 2024 || =

=) (i |
_ 2nHnt]
=t D) (n2)

j) Kirjutame summa kujul

l . 1
Sp= [Cri?,+i — Cfn‘+1‘|— cot (_1)n+1cni'f =_;1_——|-T ’

n41
sest nurksulgudes olev avaldis on 1.
k) Kui n on paaritu arv, siis S,=0, kui aga n=2k on

paarisarv, siis Sp== (—I)kczi. Toestuseks tuleb korrutada
(14+x)" ja (1 —x)» avaldised ning leida seejdrel liikme
x™ kordaja.

402. Esimese arendise suurimaks kordajaks on liikme
adb3ch (voi adbic® voi atbhsc®) kordaja. See on P(3,3,4)=
=4200. Teise arendise suurim on liikme a3b%c*d* kordaja
P(4,4,3,3).

403. Newtoni binoomvalemi jargi saame

1

(1—4x) 2 =
: 3 L
=1+§(‘—2)(_2 )n,( r =) (—4x)"
n=1 )
(1)
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Seetottu tuleb litkkme x» kordaja

1-3...(2n—1) 2% (2n)! n
- —_— p :Czn.
n! (nl)=

¥
}.n:

i
Astme (1 —4x)? jaoks saame Newtoni valemi jargi aren-
dise

(1 —4x) 2=
|
- “.1‘2 *%)(“%)---(“5_”“
:l+2 oy (_4x)n:":
n=1 )
o0 Yn ;
=l+I£i 1 —2n *
Kuid
Yn o Cz?; . (21’1)' L
1—2n  2n—1  (a)2(@2n—1)
. 2 (2n—2)! _____5_2_},
T A [(n—Dr a™MT
Seepéarast
i
ry < Yn-i
(1—4x)2=1—-223 . X", (2)
n=1
kus Yp=1.
404. a) Korrutame arendised (1) ja (2) ldbi. Saame

1=(1+§Ynxn)(1—2§ Y;‘i xn)z

n==1 n==1

. 1
=1+ E [ Yo — Q(Yn-—i"I""“Q_ Yn-__gyi—-}— e

n=1
e
PR n n—1 .
Siit jareldub otsekohe toestatav vordus.
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b) Tostame arendise (1) ruutu. Saame

(1 — 4x) 1= (1 4+ 3 Yorn) 2= 1 (YY1 YiYo) x4

n==1

+(YoYo 4+ ViV YoYo) 2+ ..

oo YoVt YiYnaa+ ... FYrYr)xn- ...
Et
(1 —4x)'=1+44x4-42x24 ... 475" 4. ..,

siis saame otsekohe tdestatava vorduse.

¢) Tosta arendis (2) ruutu.
405. Tahistame paarisarve tdhega P, paarituid tdhega
M. Kolmanda rea mneljal esimesel elemendil on kuju
MPMP, neljandas reas MMPM, viiendas MPPP, kuuen-
das MMMP ja seitsmendas MPMP. Seejarel tsiikkel kor-
dub (iga rea 4 esimest clementi on méiidratud eelmise
rea nelja esimese elemendiga). Seepdrast on igas reas
vidhemalt iiks paarisarv.
406. Niitame, et kolmnurga iga rida on aritmeetiline
progressioon, mille algusest ja 16pust vordsetel kaugustel
olevate elementide summa jagub arvuga 1958. Toestame
selle induktsiooniga rea numbri jadrgi. Esimese rea jaoks
on viide ilmne. Olgu vidide n-nda rea jaoks juba toes-
tatud. Votame n-ndast reast kolm naaberelementi a, a-+d,
a+2d. (n+1)-ses reas vastavad neile elemendid 2a--d,
2a+3d vahega 2d. Seega on (n-}1)-ses reas progressioon
vahega 2d. Et leida selle rea algusest ja 16pust vordsetel
kaugustel olevate elementide summat, piisab esimese ja
viimase elemendi summa leidmisest. Ent kui n-nda rea
kaks esimest elementi on a ja b ning kaks viimast ¢ ja d,
siis on (n--1)-se rea esimese ja viimase elemendi summa
(a+b)--(c+d)=2(a+4d), mis jagub induktsiooni eel-
duse tottu arvuga 1958. Jirelikult jagub iga rea esimese
ja viimase elemendi summa arvuga 1958, siis on aga see
omadus ka kahel eelviimase rea elemendil ja tabeli vii-
masel elemendil.
407, a) Toestame vorduse induktsiooniga n-+m jargi.
Olgu vordus a) toestatud koigi selliste naturaalarvude
k, s jaoks, kus k+s<<n+4m. Siis saame

Uptm=Unsm—-t—Untm—a==Up_1Upm o+ Uplm—+ Upn_1Um 2}
+ UnUm 1=Un—4 ( um~1‘!‘ ”m—z) ."‘I" Uy ( u‘m—l— um-—-i) —
— un—lum“" Unlmyi. ( ] )
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Et m4-n=1 puhul on vordus (1) wvahetult kontrollitav,
siis kehtib ta suvaliste m ja n korral.

b) Toestame induktsiooniga k jirgi. k=1 korral on véiide
triviaalne, Olgu juba toestatud, et upm jagub arvuga u..
Vorduse (1) jargi saame

Uh+1ym = Urm+m == Uhm—1Um—+ UpmUm+1

ja seetottu jagub ka #p+iym arvuga um. Induktsiooniprint-
siibi pohjal jareldame, et koik liikmed #n, jaguvad arvuga
Upm,.

¢) Jagugu u, ja uny arvuga kzt1. Siis jaguks ka upa=
=—=tny — U, arvuga k. Seda arutlust jatkates saaksime,
et uy=1 jagub arvuga k&, kuid see on voimatu.

408. Tihistame arvude a ja b suurima iihisteguri (a,b)
kaudu. Vordusest Umin=tln1lm--Untinss jdreldub, et
(Umn, Un) ON arvu Un—il, jagajaks ning et u, ja tn—y ON
ithistegurita, siis ka arvu un, jagajaks. Vastupidi, (4m, 4n)
on arvil m+n jagajaks. Seetottu (um, un) = (Umin, Un).
Kuid siis jareldub seosest n=km-q, et (Um, Un)=
= (Um, ty). Eukleidese algoritms rakendades veendume,
et (um, un)zu(m,n). Erijuhul (umoo, u770)=u10-.:55.

409. Vaatleme arve, mis esitavad Fibonacci arvude nelja
viimast kiimnendkohta. Et neljakohalisi arve 0000, 0001, ...,
9999 on 10% siis saab nendest arvudest koostada 108
paari. Jarelikult leidub esimese 100000001 Fibonacci
arvu seas kaks paari (tm, Umw1) ja (Un, Ungy), A>T,
nii et arvudel un, ja u, ning samuti arvudel 4pnyy ja Unsa
on viimased neli numbrit {ihesugused. Kuid siis ldpevad
arvud Up — Up ja Uppr — Umyq nelja nulliga. Et

Upn 41— Up1= (un+1 — um+1) — (un - le) ’

siis 16peb ka wp_1— um—y nelja nulliga. Jéatkates indeksi
vihendamist ja arvestades, et uy=0, saame, et arv tUn—m
lopeb nelja nulliga.

410. Olgu valitud arvud un, Uni1, Unta, ..., Ungr, aval-
dame nad u#, ja un4 kaudu:

Upyo=UptUnt1, un+3:un—=‘2un+1, un+4":2un+3un+i,
Upis=3Un-DBlnt1, Unte=0Un—+8Uni1, Uni1=38Un-}
Jarelikult on nende arvude summa 21up,+33upy. Kuid
Unig=13Un+421tnt1, Unpo=21U,~+34Un 4. Vorratustest

ole Fibonacci arv.
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411. Viide a) tdestatakse induktsiooni abil. n=1 puhul
on ta ilmne. Kehtigu ta n korral:

Uty . . .~ Uop==Usny1 — L.

Lisame vorduse molemale poolele arvu dspie. Et tonte--
—{-u2n+1=u2n+3, siis saame uz—l—LL4~]—...+u2n+2“—"—;’u2n+3—" 1.
Sellega on meie viide toestatud. Tapselt samuti toesta-
takse vaide b).

V{;iilde c) toestatakse samuti matemaatilise induktsiooni
abil.

Viite d) toestamiseks paneme tédhele, et

2 2 2
Uptt — Uplnpa=—Upt1 — Up — Unlpp1=
2
== Un 41 (Untt — Un)— Un =

2
) = Un-qlUnyt— Un.
Seepéarast

Up oy — Unlpio=(—1)7 [uf— uoug] = (—1)™.

Viited e) ja f) toestame koos. n=1 puhul on nad ilmsed.
Olgu nad juba tdestatud n=#k puhul. Viite d) pohjal
saame siis .

Ugllo--Uglls—}- . . . —+Usnlopt1+ Ushrlloh o ==

2 2
= Uy — | - Uon t1llonra==Usptillont3 — 1 ==Ush 2
ja
Uillet+ustis+ . . . <+ Usnpilonro+ Usnyollonys=—

= u2i+z-}- Uoh+oUop+3— Uzht2Ush+s=— M2i+3 — 1
Jarelikult on need viited oiged ka n=~k-41 puhul ja
seega koigi n korral.
Viite g) toestamiseks paneme tédhele, et a) ja b) pohjal
on

Lt{—f—ug—i— e +un+1: Uptp3z— i.

Seepdrast, kui g) n puhul kehtib, siis
(n4-1) wt-nue4- ...+ 2unttiny=
=Uns—(N+3) Flnis — | =lnys — (n-+4).

Et vordus g) kehtib n=1 korral, siis kehtib ta iga =
puhul.
Seos h) jdreldub vaevata sellest, et

Usniz— 1 | u Usn+5 — |
3:
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Seose i) toestamiseks votame m=n valemis Upnim=
= Up_ilhmtUntime. Saame, el Ugp=Unaln-+Unlinp1=

2 2 . . -

— Uy — Ung. Tapselt samuti toestatakse, et upnii=
2 2 - . .

—Uy +tne. VOttes samas valemis m=2n, leiame

2 2
Ugp=— un—1u2n+ Upllant1==—=Un— (un—l—i — un-—«i) +

—+tn (urrzm +u121+1) = ui+1—|— Mfz — 11751,—1. |
412. Olgu u, <N <unyy. Siis 0N —u,<lny ja sce-
tottu leidub selline s<<n—1, et us<CN — up<ts41. Kuid
siis kehtib O<<N — u,, — us<us-y, kusjuures s — 1 <<n—2.
Mone sammu jirel saame, et N=up+t+ts+tp--... -l
kusjuures naaberindeksid n, s, p, ..., r erinevad iiks-
teisest vdahemalt kahe vorra.

413. Jaotamisviiside arv vordub liikme x* kordajaga
avaldises

(2. . Ax) (Ixf . Ax0) (154 x) =
= (1 — xPH) (1 — xo+1) (1 =) (1 — x) 3=
= (] — xpHt — e+t — o+t — ) (14-3x--6x2+4 ...
N -]—Ci_;_gxn—l— . ) .
Et p<<g--r, siis p<Cs, g<Cs, r<<s ja sellel kordajal on

kuju
C2,— C‘Z‘_p+1_ e — Cl— (s—r—Q)Q(s—t—l) .
= ptl)(s—p) (—g+l(s—9q)
2 2
‘ (s —r+1)(s—r)
_ 5 .

Avame sulud ja votame arvesse, et p--g-+r=2s. Pérast
teisendusi saame

|
s+ —— (p*+g*+r%).

414. Kui g4+r<<p, siis g<<Ts, r<<s, kuid p=s ja seeiottu
kordaja on

2 2 . 2
Cs+r — CS+q+1 — Cs—r-}—i-

Siit jareldubki meie véaide.
415. Koiki esemeid saab omavahel {imber paigutada

(pg—+-r)! viisil. Seejdrel valime p inimese seast (Cp viisil)
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need r inimest, kes saavad g-}+1 eset, ja jaotame neile
esemed ]dr]ekorras andes vastavalt ¢ ja ¢g+1 eset. Et
tulemus ei soltu esemete jarjekorrast rithmades, siis tuleb

Cp{pg+r)! jagada arvuga (g)*"[(g+1)!1]"=(g))?(g+
+1). _ o
416. Et M 1=i=Cj, siis 3 3t= 3 Ci,=Ciy.

te=1 f==1 {p=0 =1

Edasi saame

E ‘Z 2 1= ,2 Clz—!-i‘—c’tz—!-z

fo=1 1,==1 1g=1 1o==1

Siit jareldub, et arvutatav summa on C?,?:,i

417. Samasuse toestamiseks vaatleme koikvoimalikke
permutatsioone m valgest ja n mustast kuulist. Jaotame
koik m valge ja n musta kuuli permutatsioonid klassi-
desse. Klassi (&4, ..., k) arvame permutatsioonid, milles
on ky tiksikult asetsevat valget kuuli, ks korvutiolevate
valgete kuulide paari, ..., &y, m-elemendilist korvutiole-
vate valgete kuulide jada. On selge, et &2k ..
eo. Fmky=m. Leiame klassi (R, ..., kn) permutatsioo-
nide arvu. Kui n musta kuuli on reas, siis on meil n41
kohta valgete kuulide asetamiseks. Neist tdidavad &, kohta
iiksikud kuulid, ks kohta paarid, ..., &, kohta m-elemendi-

lised hulgad ja n—Fky—...— k41 kohta jddvad vabaks.
Seetottu on valgete kuulide jaotamjsviise (s.o0. klassi
(Re, ..., k) permutatsmone) Pk, ..., km, n—ky—

..—km~41). Et m valge ja n musta kuuli permutatsioo—.‘

nide iildarv on Cpim, siis saamegi tdestatava seose.

418. a) Lahendades karakteristliku vorrandi r2—7r
+12==0, leiame selle lahendid ri==3, ra=—4. Seetéttu on
tildlahend

Qg = 613"'—!— Codmn,

b) Téapselt samuti saame ap,=C;22+C2(-—5)".

c) Saame a,=Cy(243i)"+Co(2 — 3i) ™.

d) an=C1(3i)"+Co(—3i)".

e) ri=ry=-—2. Seepidrast a,=—=(—2)"(C14Can).

f) Karakteristlik vorrand on selline: r3 — 9r24-26r — 24—
=(. Selle lahendid on ry==2, ro=3, rs=4. Seetottu an=
— C12n+‘C‘23n_I_C34n
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o) ri=ra==rz=—1.. Seepirast an = (—1)"(C1+ Cont +
—I—C3n2).
h) Karakteristlikul vérrandil on kuju ré+4=0. Selle
lahendid on rya=1-ti, rsu=—1-i. Seetottu

1

=27 [Cy(140) "+ Ca(1 — i) +Co(—141) "
+Ci(—1—i)m].
419. a) Lahendades karakteristliku vorrandi r2 — br46=
—0, saame ri==2, ra=23 ja seetottu an=C127-+C23™. Vot-
tes n=1 ja n=2, saame C; ja C; leidmiseks vorrandisus-
teemi

{2C1+362ﬂ1;

4C14+-9C,=—T7.

Sellest leiame Ci=5, Cy=-3 ja seepdrast Ap==D-2" —
— 3n+1

b) Saame ap=2"(C1+Can).Vottes n=1 ja n=—2, saame
vorrandisiisteemi

{ Ci—}—Cz: 1;
C14-2C,=1,

-

millest jareldame, et Ci=1, C;=0, seetdttu a,=2"

1 y i
c) a-n=*2—,,;;z‘“[(—-1+iv3)"+(-*1—‘W3)”]-

d) an=2n-3n —4n.

420. Karakteristlik vorrand on r?— 2rcos a-F-1=0. Selle
lahenditeks on rig=cosa-kisina. Seepidrast an =
— Cy (cos a—+isina)®+Ca(cos o — isina)™ Vottes n=
—1,2, saame vorrandisiisteemi
{ (C1+C3)cos o+ (C1— Cr) isin a=cos &;
(C14Cs)cos 20+ (C1 — C2)isin 20=cos 2a.

Siit Ci=C2=—1Q— , anz-—é— [ (cos a+isina)”+ (cosa—
— isin @)"]. Moivre'i valemi pohjal a,==cos fia.

421. Viide jareldub sellest, et karakteristliku vorrandi

rh— Ciri—tp Cori24 . 4 (—1)F=0
saab kirjutada kujul (r—1)k¥=0. Tal on k-kordne lahend
342



r=1. Seetottu on rekurrentse vorrandi iiheks lahendiks
a,=nk1 (vi. 1k. 169).

422. an:%.2n+ci(_4)n+czzn.

423. Eeldusel, et p>k+1, kehtivad seosed:
(14-x)P= 1—|—Cipx_—|—C’ijx2+ .. .*—[—C’;xmﬂ— . ;—]—ng?;

(1)
(14-x)"+1=1— C;Hx—{—C?Hzxz—— et
+ (=1, 2t (2)
(14-x)pFt= I—]—C;_h_ix—kC%_h_lxz—}— oot
+Copmtxph,

Korrutame vordused (1) ja (2) ning leiame x™ kordaja.
See tuleb

3 (—1) 0 G = 3 (—1)'Cy,, O

Siit jareldub kohe toestatav vordus. Ulejadnud samasused
kuni iilesandeni 438 (incl.) toestatakse analoogiliselt.
439. Toestatakse induktsiooniga n jargi.
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