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EessOna

Tegemist on Tartu Ulikooli 2018. a. kevadsemestri kursuse “Diskreetne matemaatika I”
loengukonspektiga. Lisaks sellele konspektile on kasulik tutvuda ka muude 6ppematerjali-
dega. Isedranis kasulik on lugeda opikuid [§] ja [9].

Kursus (nagu ka loengukonspekt) koosneb kahest poolest: sissejuhatusest matemaa-
tilisse loogikasse ja graafiteooria elementidest. Kuna suur osa kursuse kuulajatest on in-
formaatika eriala iiliopilased, siis on oluline osa selles kursuses algoritmidel. Samas on
tegemist siiski matemaatika kursusega ja selle tottu on enamus véiteid esitatud koos
toestusega. Lugejalt eeldatakse matemaatika pohiméistete (hulk, alamhulk, kujutus, bi-
naarne seos, ekvivalentsiseos jt.) tundmist.

Konspekti tekstist voib leida moned mérkused, mille tekst on muust tekstist vaiksem.
Nende mérkuste lugemine ei ole muust materjalist aru saamiseks hidavajalik. Need maér-
kused on moeldud eelkdige neile, kes soovivad materjaliga siigavamalt tutvuda.

Konspekti lopust voib leida nimekirja allikatest, mida on selle teksti koostamisel ka-
sutatud.

Soovin tédnada Reimo Palmi ja Ago-Erik Rieti arvukate asjalike mérkuste eest, mis
on aidanud konspekti kvaliteeti parandada. Ka mitmed {iliopilased on konspektist vigu
leidnud, tédnud neilegi.
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Peatiikk 1

Matemaatiline loogika

1.1 Lausearvutus

1.1.1 Pohimoistete meeldetuletamine

Lausearvutuse pohimoistetega on lugeja tutvunud kursuses “Matemaatiline maailmapilt”.
Selles paragrahvis tuletame koik olulisemad moisted liithidalt meelde.

Lausearvutuse uurimisobjektideks on laused, millele saab vastavusse seada toevéaartuse
(“toene” voi “vadr”), mida antud kursuse jooksul téhistame siimbolitega 1 ja 0 (levinud
on ka téhistus t ja v). Eeldatakse, et vaadeldavad laused rahuldavad jargmisi tingimusi.

Vilistatud kolmanda seadus. Iga lause on kas toene voi véar.
Mittevasturisikivuse seadus. Ukski lause ei saa olla korraga tdene ja vair.

Keerulisemad laused jagatakse lihtlauseteks ja neid iithendavateks grammatilisteks
seosteks. Lihtlausete tahistamiseks kasutatakse suuri ladina téhti A, B, C' jne., mida nime-
tatakse lausemuutujateks. Grammatilistele seostele vastavad lausearvutuse tehted.

Liitlausete kohta tehakse veel jargmised eeldused.

e Liitlauseid voib moodustada suvalistest komponentlausetest, eeldamata nendevahe-
list sisulist seost.

e Liitlause toeviartus soltub ainult komponentlausete toevaidrtustest, mitte sisust.

Téahtsamad lausearvutuse tehted on dra toodud jargmises tabelis.

tehte nimi tahis grammatiline seos
eitus - ei
konjunktsioon &, N ja
disjunktsioon v voi (mittevilistav)
implikatsioon | =, —, D kui ..., siis ...
ekvivalents | <, <>, ~ | ... parajasti siis, kui ...

Mirkus 1.1 Lausearvutuse tehteid mérgitakse erinevates allikates erinevate siimbolite-
ga. Matemaatilise maailmapildi kursuses kasutati tahiseid —, A, V, =, <. Raamatus [8] on
kasutusel komplekt —, &, V, —, <». Kéesolevas kursuses me eelistame siimboleid —, &, V, =
&
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Lausearvutuse tehete definitsioonid voib lithidalt esitada jargmise tabeli abil:

A B|A&B|AVB|A=B|AsB|-A
1 1 1 1 1 1 0
1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 1 1 0 1
0 O 0 0 1 1 1

Definitsioon 1.2 Lausearvutuse valemid on parajasti need avaldised, mida saab
koostada jargmiste reeglite abil.

1. Iga lausemuutuja on lausearvutuse valem.
2. Kui F on lausearvutuse valem, siis ka —F on lausearvutuse valem.

3. Kui F ja G on lausearvutuse valemid, siis ka (F&G), (FV G),(F = G) ja (F & G)

on lausearvutuse valemid.

Valemi konstrueerimise viimasel sammul kasutatud tehet nimetatakse selle valemi pea-
tehteks.

Moénikord on otstarbekas lubada valemites ka konstante 1 ja 0. Sellisel juhul asenda-
takse valemi definitsioonis tingimus 1 tingimusega

17 . Iga lausemuutuja on lausearvutuse valem ning toevairtused 1 ja 0 on lausearvutuse
valemid.

Et vahendada sulgude arvu valemi kirjapanekus, tehakse jargmised kokkulepped.

1) Tehete prioriteet korgeimast madalaimani on —, &, V, =, <.

2) Kui mitme liikme konjunktsioonis voi disjunktsioonis sooritatakse tehteid vasakult
paremale, siis voib tehete jérjekorda tépsustavatest sulgudest loobuda.

3) Valemi vilimised sulud voib éra jétta.

Naiide 1.3 Valem
AN-BAN(C=-A)< BVA

on moodustatud valemitest AA—-BA(C = —A) ja BV A tehte < abil. Seega selle valemi
peatehe on <.

Lausearvutuse valemeid téhistame harilikult téhtedega F, G ja H. Kui tahame réhu-
tada, et valem F on koostatud kasutades néiteks lausemuutujaid X, Y, Z, siis kirjutame
F(X,Y, 7).

Kui lausemuutuja X on toene, siis kirjutame X = 1. Kui lausemuutuja X on véir, siis
kirjutame X = 0. Kui meil on vaatluse all mingi 16plik hulk lausemuutujaid ja me omista-
me igale muutujale kindla toevadrtuse, siis sellist toevéartuste komplekti nimetatakse nen-
de muutujate vadrtustuseks. (Formaalselt voib Gelda, et lausemuutujate Xy, Xo, ..., X,
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véadrtustus on hulga {0, 1}" element, s.t. n-elemendiline jarjend nullidest ja iihtedest.) Kui
lausemuutujaid on n-tiikki, siis nende véértustusi on sama palju, kui on hulgas {0,1}"
elemente, s.t. 2" tiikki.

Valemi toevadrtuse leidmiseks muutujate vaartustuse korral kasutame jérgnevat defi-
nitsiooni.

Definitsioon 1.4 Olgu fikseeritud lausearvutuse valemis F leiduvate lausemuutujate
mingi vadrtustus. Kui F on lausemuutuja, siis valemi F toevaartuseks loetakse selle-
le muutujale antud téevadrtus. Kui F sisaldab vdhemalt {ihte lausearvutuse tehet, siis
valemi F toevairtus leitakse jargmiste reeglite abil.

1. Kui F = =@, siis F = 1 parajasti siis, kui G = 0.

2. Kui F =G &H, siis F = 1 parajasti siis, kui G =1 ja H = 1.

3. Kui F =GV H, siis F =1 parajasti siis, kui G =1 voi H = 1.

4. Kui F =G = H, siis F = 1 parajasti siis, kui G = 0 voi H = 1.

5. Kui F =G & H, siis F = 1 parajasti siis, kuig=1jaH=1vdi G =0jaH=0.

Kui kirjutame muutujate koikvoimalikud vadrtustused iiksteise alla ja arvutame iga
vaartustuse korral vélja valemi toevédrtuse, siis saame tabeli, mida kutsutakse antud
valemi toevaiartustabeliks. Niiteks valemi

F =(A= B&C)V—~(AV~(BVC))

toevaartustabel on

ABC| (A=(B&C)Vv =a(AV -(BV(C))
111 1 1 10 10 1
1 10 0 0 0 0 10 1
1 01 0 0 00 10 1
1 00 0 0 00 11 0
01 1 1 1 11 0 0 1
010 1 0 11 0 0 1
00 1 1 0 11 00 1
000 1 0 10 11 0

Sellest tabelist ndeme néiteks, et valemi F toevairtus viartustusel (1,0,1) on 0.
[ga n muutujat sisaldav lausearvutuse valem F (X7, ..., X,,) méérab dra iithe kujutuse

f(Xy,...,X,) : {1,0}" — {1,0},

mis igale muutujate véédrtustusele (ag,...,a,) € {1,0}" seab vastavusse valemi toevér-
tuse sellel vaartustusel. Kujutusi

{1,0}" — {1,0}

nimetatakse n-kohalisteks Boole’il] funktsioonideks.

1George Boole (1815-1864) — inglise matemaatik
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Niide 1.5 Valem F(X,Y) = X&Y maédrab dra Boole’i funktsiooni

Arvutamisel voiksime pohimotteliselt kirjutada néiteks, et f(1,0) = 1&0 = 0.

Mairkus 1.6 Formaalselt voib lausemuutujate X7, ..., X, viartustust vaadelda kui kujutust
a:{Xy,...,Xn} — {1,0},

mis igale lausemuutujale X; seab vastavusse tema toevidrtuse a; € {1,0}. (Nii on vé#rtustusi
késitletud néiteks raamatus [6].) Sellisel juhul voiksime X; = 0 asemel kirjutada a(X;) = 0
ja X; = 1 asemel a(X;) = 1. Samuti saaksime valemi toeviidrtuse vidrtustusel o defineerida
jargmisel viisil.

a) Kul F = G, siis a(F) = ~(a(G)).

b) Kui F =G @ H, kus & € {&,V,=, <}, siis o F) = a(9) & a(H).

Sellises kisitluses on valemi F poolt dra médratud Boole’i funktsioon f defineeritud vordusega
fla) = a(F).

Lausearvutuse valemitel voib olla mitmesuguseid omadusi. Neist olulisemad on jérg-
mised.

Definitsioon 1.7 Oeldakse, et lausearvutuse valem F on
e samaselt toene, kui ta on igal vaartustusel toene,
e samaselt vair, kui ta on igal vadrtustusel vaar,

e kehtestatav, kui ta on vihemalt iihel vadrtustusel toene.

Naiide 1.8 Valem A V —A on samaselt toene. Valem A&—A on samaselt viir. Valem
AV B ei ole samaselt toene ega samaselt véar, kuid on kehtestatav.

Kehtivad jargmised teoreemid.

Teoreem 1.9 ([7, lause 3.13]) Valem F on samaselt téene parajasti siis, kui tema eitus
—F on samaselt védr.

Teoreem 1.10 ([7, lause 3.14]) Valem F on kehtestatav parajasti siis, kui tema eitus
—F ei ole samaselt toene.

Definitsioon 1.11 Valemeid F ja G nimetatakse samavéairseteks, kui nende toevadrtu-
sed on vordsed igal neis valemeis esinevate muutujate véartustusel. Kui valemid F ja G
on samavadrsed, siis kirjutatakse F = G.
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Valemite F ja G samavéaarsuse kontrollimiseks saab kasutada toevaartustabeleid. Ta-
belites tuleb anda vaartustusi koéigile muutujatele, mis esinevad vdhemalt iithes neist ka-
hest valemist. Kui valemite toeviédrtused on samad iga védrtustuse korral, siis F ja G
on samavédrsed, vastasel korral mitte. Néiteks valemid F = A ja G = A& (B V —B) on
samavaarsed, sest nende toevidrtused on vordsed muutujate A ja B mistahes vaartustuse
(e, B) korral.

Juhime téhelepanu, et samavéérsus ei ole lausearvutuse tehe ja F = G ei ole lausear-
vutuse valem. Tegemist on hoopis binaarse seosega koigi lausearvutuse valemite hulgal.

Teoreem 1.12 Seos = on ekvivalentsiseos koigi lausearvutuse valemite hulgal.

TOESTUS. See seos on refleksiivne, sest iga valem on samavéérne iseendaga. Samuti on
selge, et kui valemite F ja G toevidrtused on samad mistahes neis valemeis esinevate
muutujate vadrtustuse korral, siis ka G ja F toevadrtused on samad mistahes vaartustuse
korral. See tdhendab, et seos = on siimmeetriline.

Oletame niiiid, et F = G ja G = H. Siis F ja G toevadrtused on samad igal vaartustusel
ning G ja ‘H toevédrtused on samad iga vadrtustuse korral. Seega ka F ja H toevadrtused
on samad iga vaartustuse korral ehk F = H. Sellega on toestatud transitiivsus.

Kokkuvottes oleme nédidanud, et = on ekvivalentsiseos. O

Teoreem 1.13 ([7, teoreem 4.12]) Valemid F ja G on samavddirsed parajasti siis, kui
valem F < G on samaselt toene.

Tuletame meelde lausearvutuse pohisamavéaarsused:

LS1. F&F = F LS2. FVF=F

LS3. F&G = G&F LS4. FVG=GV F

LS5. (F&G)&H = F&(G&H) LS6. (FVG)VH=FV(GVH)
LS7. F&(FVG)=F LS8. FVF&G =F

LS9. F&(GVH) = F&GV F&H LS10. FVGE&H = (FVG)&(FVH)
LS11. ~(F&G) = ~F V =G LS12. =(F V G) = ~F&—G

LS13. F = G = —~(F&-G) LS14. F = G=-FVgG

LS15. F&G = =(F = —=G) LS16. FVG =-F =G

LS17. F & G = F&GV -F&G LS18. F & G = (F = G)&(G = F)
LS19. F&T = F LS20. FVT =T

LS21. F&V =V LS22. Fvv=F

LS23. ——F = F,

kus 7 on suvaline samaselt toene valem ja ) on suvaline samaselt vaar valem.

Definitsioon 1.14 Oeldakse, et valemitest Fi,...,F, jireldub valem G, kui igal neis
valemeis esinevate muutujate vadrtustusel, millel Fq, ..., F, on toesed, on ka G tdene.
Sellisel juhul kirjutatakse

Fi,.. FnEG.
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Teoreem 1.15 ([7, teoreem 4.7]) Valemitest Fy, Fo, ..., F, jareldub valem G parajasti
siis, kui valem F1&F& ... &F, = G on samaselt toene.

Seega kontrollimaks, kas Fi, ..., F, = G voime vélja arvutada valemi
Fi&F& ... &F,, = G toevaartustabeli.

Naiide 1.16 Valemitest A = B ja B = C jareldub valem A = C|, s.t. voime kirjutada

A=B,B=CkEA=C.

Naide 1.17 Lihtne on veenduda, et mistahes valemite F ja G korral

F&G | F,
FEFVG,
F&-F = G.

Teoreem 1.18 ([7, teoreem 4.11]) Valemid F ja G on samavddirsed parajasti siis, kui
valemist F jareldub valem G ja valemist G jareldub valem F.

Siimbolites:

F =G parajasti siis, kui FE=GjagpE F.

1.1.2 To6esuspuud

Kui meil on vaja uurida, kas antud valemi puhul leidub muutujate vadrtustus, millel see
valem on toene voi védr, siis alati on seda voimalik teha toevadrtustabeli abil. Teatud
juhtudel vo6ib siiski kiiremini lahenduseni jouda valemi struktuuri uurides. Naiteks valemi

~A&(B = C)&A

puhul on ilma toevadrtustabelitagi selge, et see on samaselt vaar.

Valemite siistemaatiliseks analiiiisimiseks voib kasutada jargmist skeemi, mida nime-
tatakse toesuspuuks. Oletame néiteks, et me tahame kindlaks teha, kas valem F on
kehtestatav. Paneme kirja rea F = 1 ja hakkame uurima, millistel juhtudel selline asi on
voimalik. Selleks leiame valemis iiles peatehte ja osavalemid, mida see peatehe seob. Siis
leiame need osavalemite toevaartused, mille korral F on toene. Kui selliseid toevaartuste
komplekte on iiks, siis kirjutame need iiksteise alla. Kui neid on mitu, siis tekib meil puule
kaks allapoole hargnevat haru. Edasi jitkame harude analiiiisimist sama skeemi alusel,
kuni jouame vilja lausemuutujateni. Kui puu mingis harus tekib vastuolu (s.t. selles harus
esineb mingi valem toese ja vddrana), siis iitleme, et see haru on vastuoluline ehk suletud
ja kirjutame selle alla mérgi x. Vastasel korral iitleme, et haru on avatud.
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Lausearvutuse tehete analiiiisimisel kasutame jérgmisi elementaarsamme.

e FHitus:
-F=1 ~F =
F=0 F=1

e Konjunktsioon ja disjunktsioon:

F&G =1 F&G =0 FVvg=1 FVG=0
| /N \ |
F=1 F=0 G=0 F=1 §gG=1 F=0
| |
g=1 G=0

e Implikatsioon ja ekvivalents:

F=G=1 F=G=0 Fsg=1 F&G=0
/N | / N\ / N\
F=0 §G=1 F=1 F=1 F=0 F=1 F=0
| | | | |
G=0 G=1 G=0 G=0 g=1

Naiteks esimene konjunktsiooniga seotud skeem iitleb seda, et valem F&G saab toene
olla ainult siis, kui F on toene ja G on toene.

Teine ekvivalentsiga seotud skeem {itleb aga seda, et F < G saab olla vaar kahel juhul:
kui F on toene ja G on vaadr voi kui F on véar ja G on toene.

Naide 1.19 Teha kindlaks, kas valem
(A= B)V~(B=A)

saab olla mingil vadrtustusel véar.
Toesuspuu koostamist alustame sellest, et paneme kirja tingimuse

(A= B)V-(B=A)=0.

Vaadeldava valemi peatehe on disjunktsioon. Osavalemite (A = B) ja =~(B = A)
disjunktsioon saab olla vaar ainult siis, kui molemad osavalemid on védrad. Kirjuta-
me vastavad tingimused iiksteise alla. Niitid vordus —=(A = B) = 0 kehtib ainult siis, kui
A = B = 1. Lisame vastava rea toesuspuusse. Sellega oleme kogu vorduses =(A = B) =0
sisalduva info dra kasutanud ja mérgime vastava rea ldbivaadatuks kirjutades rea 16ppu
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néiteks linnukese. Jargmine analiilisimata rida on —=(B = A) = 0. See annab meile tingi-
muse B = A = 1. Mérgime ka rea =(B = A) = 0 ldbivaadatuks.

Tingimuse A = B = 1 kehtimiseks on kaks voimalust: A = 0 voi B = 1. See tekitab
meil puus hargnemise. Molemas harus tuleb veel arvestada ka tingimust B = A = 1, mis
kehtib parajasti siis, kui B = 0 voi A = 1. Kui oleme vastavad hargnemised kirja pannud,
siis saame puu

(A= B)V~(B=A)=0

(A= B)=0V
“(B=A) =0V

A= B=1V
B=A=1V
A=0 B=1

Selles puus on koik tehteid sisaldavad osavalemid ldbi vaadatud ja igas harus oleme
joudnud lausemuutujateni. Kaks keskmist haru on suletud (ehk vastuolulised), sest ei
A ega B saa olla korraga toene ja vidr. Vastava haru suletust mérgime ristiga. Ulejasnud
kaks haru annavad meile aga koikvoimalikud véaartustused, mille korral esialgne valem on
vadar. Need on A =0,B =0ja A=1,B = 1. Seega vastus esialgsele kiisimusele on “jah”.

Uhtlasi nideme ka, et esialgne valem on kehtestatav, kuid mitte samaselt toene, sest
tema toevadrtus neljast muutujate vadrtustusest kahe korral peab olema toene.

Mérgime veel, et lihtne on kontrollida, kas toesti esialgse valemi toevadrtus vaartustu-
sel (0,0) on 0. Selleks voime lihtsalt arvutada

~(0=0)V=(0=0)==-1V-1=0V0=0.

Naiide 1.20 Teha kindlaks, kas valem
-(A&B) = AV B

on samaselt toene. Selleks kirjutame toesuspuu algusse rea —(A&B) = —AV -B =
0. (Valem on samaselt tdene, kui ei onnestu leida sellist vadrtustust, mille korral tema
toevédrtus on “vdar”.) Toesuspuu néeb vilja jargmine:
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~(A&B) = =AV ~B =0

~(A&B) =1V
~AV-B =0V
A&B =0
SA=0v
~B=0V
A=1
B=1
N
A=0 B=0
X X

Hargnemise selles puus tekitab rida A&B = 0. Nagu ndeme, on molemad harud vastu-
olulised, seega véartustust, millel esialgne valem oleks védr, ei leidu. See tdhendab, et
esialgne valem on samaselt toene.

Rohkem néiteid toesuspuude kohta voib leida raamatust [§], 1k. 17-18.

Toesuspuuga saab valemi omadusi kontrollida jargmiselt.

e Samaselt toesuse kontrollimiseks kirjutame toesuspuu algusse F = 0. Kui igas
harus tekib vastuolu, siis valem on samaselt toene.

e Samaselt vairuse kontrollimiseks kirjutame toesuspuu algusse F = 1. Kui igas
harus tekib vastuolu, siis valem on samaselt véar.

o Kehtestatavuse kontrollimiseks kirjutame toesuspuu algusse F = 1. Kui leidub
haru, kus vastuolu ei teki, siis valem on kehtestatav.

Toesuspuu abil saab kontrollida, kas valemitest Fi, Fo, ..., F, jareldub valem G. Sel-
leks iiritame leida valemites esinevate muutujate véadrtustust, mille korral

flzl,fgzl,...,fnzl ja g:O

Kui see ei onnestu (s.t. toesuspuu koik harud on vastuolulised), siis jareldumine kehtib.
Toesuspuu algusse kirjutame need n + 1 tingimust ja edasi tegutseme nii nagu harilikult.

Naiide 1.21 Toestada, et
AVB&C, AVB=DECVD.

Piitiame leida A, B, C, D vaartustust, mille korral AV B&C =1, AVB =D =1 ja
C'V D = 0. Koostame toesuspuu:
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AVB&C =1

AVB=D=1V
CVvD=0V
C=0
D=0

A=1 B&C =1V
AVB=0v D=1 AvB=0 D=1
A=0 X B=1 X
B=0 C=1
X X

Kuna koik harud on vastuolulised, siis jareldumine kehtib.
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1.2 Lausearvutuse valemite normaalkujud

1.2.1 Valemite teisendamine

Lausearvutuses on tihti otstarbekas teisendada valemeid lihtsamale kujule. Eesmérgiks
voib olla néiteks see, et valem oleks paremini arusaadav voi et tema toevaartust antud
vadrtustusel oleks kergem leida.

Lemma 1.22 Kui F,G ja H on lausearvutuse valemid, F = G ning ® € {&,V,=, <},
5118
~F=-G, FOH=00H, HOF=HaG.

TOEesTUS. Kui F ja G on igal viadrtustusel sama toevédrtusega, siis ka =F ja =G on igal
vadrtustusel sama toeviartusega, s.t. = F = —G. Analoogilisel pohjusel ka FE&H =GO H
jaHOF=HaDG. O

Selle lemma abil saab toestada jargmise kasuliku fakti (téieliku toestuse voib leida
néiteks raamatust [6], 1k. 25-26).

Substitutsiooniprintsiip. Kui asendada valemis mingi osavalem sellega samavdidrse
valemiga, sits saadud valem on esialgsega samavddrne.

Naiteks kui vaatleme valemit F&H ning teame (néiteks pohisamavéérsuste pohjal),
et F = G, siis asendades valemi F valemiga G saame valemi G&H, mis on esialgsega
samavaarne:

F&H = G&H.

Naiide 1.23 Kasutades lausearvutuse pohisamavééarsusi saame lihtsustada:

A&B&A = (A&B)& A

= A&(B&A) (LS5)
= A&(A&DB) (LS3)
= (ALA)&B (LS5)
= ALB. (LS1)

Iga lausearvutuse valemi jaoks leidub temaga samavédrne valem, mis sisaldab ainult
kahte tehet.

Teoreem 1.24 Iga lausearvutuse valemi jaoks leidub temaga samavddrne valem, mis si-
saldab ainult jirgmist tehteid:

a) & ja -
b) V ja —;

c) = ja .
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TOESTUS. Toestame osa a) (osade b) ja c) tdestused on analoogilised).
Kuna mistahes valemite F ja G korral —=(F V G) = -~ F&—G (vt. pohisamavéirsust
LS12), siis lemma ja LS23 pohjal

FVG=--(FVG)=-(-F&G).
Pohisamavéirsust LS17 kasutades saame, et
F e G=F&GV -F&G = —(-(F&G)&—(—F&G)).

Valemi voib teisendada kujule, mis sisaldab ainult eitust ja konjunktsiooni, jargmise algo-
ritmiga.

Kuni valemis leidub veel tehtemérke V, = voi <, teha jargmist: valida suvaline osa-
valem, mille peatehe ei ole & ega — ning

e kui see osavalem on kujul F V G, siis asendada ta samavéairse osavalemiga

—(~F&G),

e kui see osavalem on kujul F = G, siis asendada ta samavéérse osavalemiga

—(F&G),

e kui see osavalem on kujul F < G, siis asendada ta samavééirse osavalemiga

—(=(F&G)&—(—~F&G)).

Selle algoritmi igal sammul vdheneb valemis mittelubatud tehtemérkide arv iithe vorra.
Varem voi hiljem muutub see nulliks ja saadud valem on néutaval kujul. O

1.2.2 Normaalkujudest iildiselt

Matemaatika iiks iildine eesmirk on esitada keerulisi asju voimalikult lihtsal kujul.

Matemaatiliste objektide vaatlemisel tekib tihti selline kiisimus: kas antud objekti
jaoks on voimalik leida iiks teine objekt, mis mingis mottes on esialgsega samavéérne,
kuid mingis mottes esialgsest parem (néiteks lihtsam, paremini arusaadav). Vaatame selle
kohta moningaid néiiteid.

Naide 1.25 1. Iga algebralise avaldise, mis on moodustatud muutujast x ja reaalarvudest
kasutades liitmis-, lahutamis- ja korrutamistehet saab esitada poliinoomi kujul, s.t. kujul

an" + ap_12" 4 . 4+ @z + ao. (1.1)

Néiteks avaldise « + x(2x — 3) + 5 saab pérast sulgude avamist ja koondamist viia kujule
222 — 2z + 5. Viimane kuju on esimesest mirgatavalt lihtsam ja temaga opereerida on
kergem. Néiteks tuletist on voimalik leida nii avaldisest x + x(2x — 3) + 5 kui ka avaldisest
222 — 2z + 5, kuid viimast kasutades on seda miérksa lihtsam teha. Samuti on kahe algeb-
ralise avaldise vordsust kontrollida lihtsam, kui nad on esitatud poliinoomi kujul. Niisiis
mainitud algebraliste avaldiste puhul on loomulik lugeda nii-6elda normaalkujuks esitust
kujul . Uhe muutuja poliinoomidest réfgitakse pohjalikumalt kursuses “Algebra I”.
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2. On voimalik vaadelda mitme muutuja poliinoome. Neid saab esitada iiksliimete abil
kasutades liitmis- ja lahutamistehet. Néiteks voib vaadelda kolme muutuja poliinoomi

32%y2" — 2%z + 21.

Mitme muutuja poliinoome kisitletakse kursuses “Algebra I1”.

3. Ruutmaatriksitel on erinevaid normaalkujusid. Neist iihte kutsutakse Jordani nor-
maalkujuks. Nimelt iga ruutmaatriksi A jaoks leidub temaga sarnane (siinkohal sonal
“sarnane” on tdpne matemaatiline tahendus) maatriks J(A), mis on Jordani normaal-
kujul. Selles normaalkujus on palju nulle ja seetottu on sellisel kujul maatriksitega lihtne
arvutada. Jordani normaalkujust on juttu kursuses “Algebra I1”.

4. Geomeetrias on igal teist jarku joonel ja pinnal olemas kanooniline vorrand. Naiteks
ellipsi kanooniline vorrand on i—; + é’—; = 1. Kanoonilise vorrandi pohjal on lihtne aru
saada, millist tiiiipi joone voi pinnaga on tegu, ning tihti saab kanoonilisest vorrandist
vilja lugeda ka oluliste parameetrite vaartusi. Teist jarku joontest ja pindadest on juttu
kursuses “Analiiiitiline geomeetria”.

Osutub, et ka lausearvutuse valemite puhul on olemas normaalkujud, mis on esialgsete
valemitega samavéérsed (definitsiooni mottes), kuid mingis mottes esialgsetest vale-
mitest paremad. Selles kursuses vaatleme pohjalikumalt valemi (téielikku) disjunktiivset
normaalkuju, mis on mingis mottes sarnane mitme muutuja poliinoomide normaalkujuga.

1.2.3 Taielik disjunktiivhe normaalkuju

Definitsioon 1.26 Lausemuutujat voi selle eitust nimetatakse literaaliks. Lausemuu-
tujat nimetatakse positiivseks literaaliks ja lausemuutuja eitust negatiivseks lite-
raaliks.

Niiteks A, B, C, D on positiivsed literaalid ja = A, =B, —=C, =D on negatiivsed literaa-
lid.

Definitsioon 1.27 Lihtkonjunktsiooniks ehk elementaarkonjunktsiooniks nime-
tatakse valemit, mis on moodustatud literaalidest kasutades ainult konjunktsiooni tehet,
kusjuures iikski lausemuutuja ei esine selles valemis mitu korda.

Definitsioon 1.28 Lihtkonjunktsiooni nimetatakse téaielikuks, kui vaadeldavatest muu-
tujatest igaiiks esineb selles tépselt iihe korra.

Seega lihtkonjunktsioon on valem kujul

Li&Lo& .. &L,

kus Ly, Lo, ..., L, on literaalid. Naiteks A&—B&C' on téielik lihtkonjunktsioon lause-
muutujatest A, B ja C, kuid ~A&C on mittetéielik lihtkonjunktsioon muutujatest A, B
ja C.

Kahte lihtkonjunktsiooni loeme samadeks, kui nad erinevad ainult literaalide jérjestuse
poolest. Naiteks loeme, et A&—B&C ja C& A&—B on iiks ja sama lihtkonjunktsioon. Ena-
masti loetakse, et lausemuutujate jaoks on fikseeritud kindel jérjestus (nt. tdhestikuline),
ja lihtkonjunktsioonide kirjapanekul arvestatakse seda jérjestust.

Lihtne on aru saada, et erinevaid téielikke lihtkonjunktsioone n muutujast on 2™ tiikki.



18 PEATUKK 1. MATEMAATILINE LOOGIKA

Definitsioon 1.29 Valemi F disjunktiivseks normaalkujuks (lithidalt DNK) nime-
tatakse valemiga F samavéirset valemit, mis kujutab endast erinevate lihtkonjunktsiooni-
de disjunktsiooni. Kui koik selles normaalkujus esinevad lihtkonjunktsioonid on téielikud,
siis 6eldakse, et on tegemist tiieliku disjunktiivse normaalkujuga (lithidalt TDNK).
TDNK-s esinevaid lihtkonjunktsioone nimetatakse selle TDNK liikmeteks.

Naide 1.30 Valem
A&B&C Vv A&—B&C v A&B&—C

on TDNK-1. Valem
AV B&—-CV —A&C

on DNK-I, aga mitte TDNK-L.
Lepime kokku, et mistahes lausemuutuja X korral kasutame téhistusi
X'=X ja X°=-X.
Seega iga literaali saab kirja panna kujul X¢ kus o € {0, 1}.
Lemma 1.31 Iga o € {0,1} korral
X =1 parajasti siis, kui X = «
(s.t. literaali X* toevddrtus on 1 parajasti siis, kui muutuja X toevddrtus on «).

TOESTUS. Vaatleme kahte juhtumit.

1) Olgu o = 1. Siis vordus X* = 1 on samavéidrne vordusega X = 1.

2) Olgu av = 0. Siis vordus X* = 1 on samavéérne vordusega =X = 1, mis omakorda
on samavairne vordusega X = 0. a

Teoreem 1.32 Tadielike lihtkonjunktsioonide disjunktsioon

F = X0U& . &X0m VX0 &X0 L XEmE L & X

on téene parajasti vidrtustustel (agy, ..., ), kusi=1,...,m.
TOESTUS. TARVILIKKUS. Oletame, et valem F’ on toene mingil vaartustusel (5, ..., 5,).
Disjunktsiooni definitsiooni tottu leidub siis selline ¢ € {1,...,m}, et sellel védrtustusel

X{& .. &XZm = 1. Vastavalt konjunktsiooni definitsioonile peavad siis kehtima vordu-
sed
Xt =1,..., Xy =1.

Ténu lemmale [1.31]
X1 =ty .., Xy = Qi

mis tdhendab, et vadrtustus (S, ..., 3,) langeb kokku véartustusega (a1, ..., Q).
Pusavus. Andes muutujatele Xy, ..., X, vddrtustuse (ou,..., ), kusi € {1,...,m},
ja kasutades lemmat voime kirjutada, et

XOn =1, X0 =1,
Seega ka

X{& . &Xpin =1
ja F' = 1. O
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Olgu meie iilesanne jargmine: leida valemi & TDNK, s.t. selline valem F’, et
a) F=F,
b) F’ on téielikul disjunktiivsel normaalkujul.

Selle iilesande lahendamiseks on kaks voimlust.

Esimene neist kasutab toeviartustabelit. Arvutades vélja valemi F toevéartustabeli
ndeme, millised on muutujate védrtustused, millel F on téene. Kuna F ja F' on sa-
mavédrsed, siis F on toene tépselt nendel samadel vidrtustustel. Lause [1.32 pohjal saame
siis valemi F’ vilja kirjutada.

Naiide 1.33 Leiame valemi
F=(A= B&(C)V-(AV~(BV())

TDNK kasutades toevaartustabelit

ABC| (A= (B&C)V ~(AV =(BV C))
1 1 1 1 1 1 0 1 0 1
1 1 0 0 0 0 0 10 1
1 0 1 0 0 0 0 10 1
1 0 0 0 0 0 0 11 0
0 1 1 1 1 1 1 00 1
010 1 0 11 00 1
0 0 1 1 0 11 0 0 1
0 0 O 1 0 10 11 0

Tabelist ndeme, et F on toene viiel vadrtustusel. Nende véaartustuste abil kirjutame vélja
vastavad TDNK liikmed:

A B C| TDNK liige
1 1 1| A&B&C

0 1 1| -A&B&C
0 1 0| —A&B&-C
0 0 1| -A&-B&C
0 0 0|-A&B&-C

Seega valemi F TDNK on

A&B&C V ~A&B&C V ~A&B&—-C'V ~A&—B&C' V ~A&—-B&—C. (1.2)
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1.2.4 Taielikule disjunktiivsele normaalkujule teisendamine

Teine voimalus TDNK leidmiseks on kasutada jéargmist algoritmi.

Taielikule disjunktiivsele normaalkujule teisendamise algoritm.
1. Elimineerime implikatsioonid ja ekvivalentsid, kasutades néiteks samavéarsusi
F=G=-FVG, F&e§G=F&GV-F&G.
Tulemuseks saadud valem sisaldab ainult eitust, konjunktsiooni ja disjunktsiooni.

2. Viime eitused vahetult lausemuutujate ette, kasutades De Morgani seadusi
—(F&G)=-F V-G, —(FVG)=-F&G.

Kahekordsed eitused jatame &dra. Tulemuseks on valem, kus ei ole iihtegi eitust
sulgude ees.

3. Distributiivsuse seadust
F&(GVH)=F&GV F&H

kasutades asendame disjunktsioonide konjunktsioonid konjunktsioonide disjunkt-
sioonidega.

4. Kui esineb samaselt vaaraid konjunktsioone (selliseid, kus esinevad korraga X ja
—X), siis jatame need dra. Igast jarelejadnud konjunktsioonist jatame dra literaalide
kordused. Vordsetest konjunktsioonidest jatame idempotentsuse omaduse

FVF=F
tottu alles ainult {ihe.
Tulemusena oleme saanud valemi disjunktiivse normaalkuju.

5. Téieliku disjunktiivse normaalkuju saamiseks tuleb iga lihtkonjunktsioon teha téie-
likuks. Kui néiteks lihtkonjunktsioonis & puutub muutuja X, siis samavédrsuse

K=K&XV-X)=K&X VvK&E-X
abil saame muutuja X lisada.

6. Korrastame valemi: jarjestame literaalid konjunktsioonides ja kaotame &ra korduvad
konjunktsioonid.

Mairkus 1.34 Sammul 4 voib juhtuda, et koik konjunktsioonid on samaselt vairad. Sel-
lisel juhul peaksime nad koik dra jadtma ning tegemist on samaselt védra valemiga. Selles
olukorras 6eldakse, et antud valemil puudub TDNK. Monikord 6eldakse teooria iihtsuse
huvides, et samaselt vidra valemi TDNK on tiihi valem — valem, mis ei sisalda iihtegi
liiget.
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Naiide 1.35 Leiame TDNK valemile
F=(A= B&(C)V—-(AV~(BV()).

Rakendame algoritmi:

F=(-AVB&C)V-(Av~(BVC)) (Samm 1)
=-AV B&CV -A&——(BV C) (Samm 2)
=-AV B&CV -A&(BV(C) (Samm 2)
=-AV B&(CV-~A&B YV —A&C. (Samm 3)

Sellega on leitud valemi F DNK. TDNK leidmiseks tuleb konjunktsioonidesse lisada veel
puuduvad muutujad ja valemit korrastada:

F =-AV B&CV -A&BV —A&C
= -2A&(BV -B)&(C'V -C) VvV B& C&(AV —A)

V —2A&B&(C'V =C) vV —A&C&(B V —B) (Samm 5)
= (mA&BV -A&—B)&(C'V =C) V B&C&A V B&C&—A
V 2A&B&C V mA&B&—C V ~A&C&B V - A&C&—B (Samm 5)

= —A&B&C'V ~A&B&—C' V ~A&—~B&C V = A&—B&~C
V A&B&C'V ~A&B&C' V ~A&B&C' V A& B&—C'
V —A&B&C' V ~A&—B&C (Samm 5, 6)
= “A&B&C'V ~A&B&—C'V ~A&—~B&C' V = A&—B&-C V A&B&C.  (Samm 6)

Viimane valem ongi valemi / TDNK. Nagu ndeme, on saadud TDNK liikmete jérjekorra
tdpsuseni tépselt sama, mis toevadrtustabeli pohjal leitud TDNK ([1.2)).

1.2.5 TDNK omadused ja rakendused

Vaatleme moningaid loomulike kiisimusi seoses TDNK-ga.

Kas igal valemil leidub TDNK? Me teame, et TDNK saame kirja panna toevairtusta-
beli pohjal, kui selles leidub vdhemalt iiks vadrtustus, mille korral valem on toene. Kui
valem on samaselt véar, siis peaks tema TDNK olema tiithi valem, aga seda reeglina
valemite hulka ei loeta. Seega TDNK on olemas koigil kehtestatavatel valemitel.

Kas valemi TDNK on iiheselt médratud? Valemi toeviartustabel méarab iiheselt éra,
millised liikmed TDNK-sse kuuluvad, aga ta ei iitle, millises jérjekorras need liikmed
peavad olema. Seega TDNK on méidratud iiheselt liikmete jérjekorra tédpsusega.

Normaalkujude abil saab kindlaks teha, kas meil kasutusel olev tehete komplekt on
piisav. Tehete defineerimisel vétsime viis tihti esinevat lausete iithendamise viisi ja forma-
liseerisime need. Voib kiisida, kas on mingeid teisi lausete {ihendamise viise, mida meie
tehted ei viljenda?

Me leppisime kokku, et liitlause toevairtus soltub ainult komponentlausete toevaartus-
test. Seega iga lausete iihendamise viis on kujutus, mis komponentlausete toevaartuste
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komplektile seab vastavusse liitlause toevadrtuse:

f:40,1}" = {0,1}.

Selliseid kujutusi nimetasime Boole’i funktsioonideks. Niisiis peame kiisima, kas iga Boo-
le’i funktsioon on mé#ratud mingi lausearvutuse valemi poolt?

Teoreem 1.36 Iga Boole’i funktsiooni f : {0,1}* — {0,1} jaoks leidub lausearvutuse
valem F(Xq,...,X,), mis ei sisalda muid tehtemdrke kui &, V ja —, ning mille poolt
mddratud Boole’t funktsioon on f.

TOESTUS. Olgu antud Boole’i funktsioon f : {0,1}" — {0,1}. Leiame koik jérjendid
(aq,...,0p) € {0,1}", mille korral f(aq,...,a,) = 1. Kui selliseid on vihemalt iiks, siis
saame moodustada TDNK-1 oleva lausearvutuse valemi F = F(Xq,...,X,), nii et F on
toene parajasti nendel vaartustustel (aq, ..., a,), mille korral f(ay,...,a,) = 1. Seega f
on valemi F poolt médratud Boole’i funktsioon.

Kui f(aq,...,a,) = 0iga (aq,...,a,) € {0,1}" korral, siis f on vordne suvalise
samaselt védra valemi (néiteks X;&—X;) poolt méidratud Boole’i funktsiooniga. a

Normaalkujude abil on lihtne kindlaks teha valemite péhiomadusi ja pohilisi seoseid

valemite vahel.

e Samaselt toesus. Valem on samaselt tdene parajasti siis, kui tema TDNK sisaldab
koiki 2™ taielikku lihtkonjunktsiooni, kus n on muutujate arv valemis.

e Kehtestatavus. Valem on kehtestatav parajasti siis, kui tal leidub TDNK.

e Samavidirsus. Kaks valemit on samavéirsed parajasti siis, kui neil on samad
TDNK-d (likkmete jarjekorra tapsusega).

e Jireldumine. Valemist F jiareldub valem G parajasti siis, kui valemi F TDNK
iga liige on ka valemi ¢ TDNK liige.

1.2.6 Mittetidielik disjunktiivne normaalkuju

Monikord ei ole tingimata vajalik téielikku disjunktiivset normaalkuju leida, piisab juba
mingi disjunktiivse normaalkuju leidmisest.

Niites négime, et valemi
F=(A= B&C)V-(AV~(BVC(C))

disjunktiivseks normaalkujuks on
F'=-AV B&C VvV —-A&B V -A&C.

Kui néiteks eesmérgiks on leida mingi muutujate A, B, C' vadrtustus, mille korral F on
toene, siis DNK F’ jargi on seda viga lihtne teha: sobib néiteks iga viartustus, kus A on
védr, sest siis 7A = 1 ja F' = 1. Seega niiteks vaartustustel (0,1,1),(0,1,0),(0,0,1) ja
(0,0,0) on F toene. Arvestades veel teisi F' liikmeid saaksime pohimétteliselt leida koik
vaartustused, millel F on toene.

Erinevalt TDNK-st ei ole valemi DNK iiheselt méaratud.
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Naiide 1.37 Valem
A&B VvV A& B&—C

on DNK-1. Arvestades pohisamavairsust LS8 saame kirjutada
A&BV A&B&-C = A& B,
kus ka A& B on DNK; seejuures esimesest DNK-st monevorra lihtsam.
Naiide 1.38 Voib veenduda (nt. tdevéértustabeli abil), et valemi
F=(A< B)= -A&B
disjunktiivseks normaalkujuks sobib nii valem
A&—C VvV —A&C VvV B&—C

kui ka valem

A&—C VvV —A&B vV - A&C.

1.2.7 Konjunktiivsetest normaalkujudest

Vahetades dra konjunktsiooni ja disjunktsiooni rollid voib réiédkida valemi (tdielikust) kon-
junktiivsest normaalkujust.

Definitsioon 1.39 Lausemuutujate X,..., X, taielikuks lihtdisjunktsiooniks ehk
taielikuks elementaardisjunktsiooniks nimetatakse literaalide disjunktsiooni

X0V v X,

Definitsioon 1.40 Valemi F konjunktiivseks normaalkujuks (lithidalt KNK) nime-
tatakse valemiga F samaviérset valemit, mis kujutab endast erinevate lihtdisjunktsiooni-
de konjunktsiooni. Kui koik selles normaalkujus esinevad lihtdisjunktsioonid on téielikud,
siis 6eldakse, et on tegemist taieliku konjunktiivse normaalkujuga (lithidalt TKNK).

Niisiis TKNK-1 olev valem néeb vilja nii:
(XT V.o VXX Vo VX (X VLX)
kus a;; € {1,0}.
Naide 1.41 Naiteks valem
(AV B)&(=AV B)&(AV —B)

muutujate A ja B suhtes on téielikul konjunktiivsel normaalkujul.
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Analoogiliselt teoreemiga [1.32] saab téestada jargmise tulemuse.

Teoreem 1.42 Tdielik konjunktitvne normaalkuju
(XTV . VXX Vo VX (X VLX),

on vadr vadrtustustel (—au, ..., 2au), 1 € {1,...,m}, ja téene koigil ilejdinud vidrtus-
tustel.

See teoreem voimaldab valemi TKNK vilja kirjutada toevédrtustabeli jargi. Leiame
tabelist koik védrtustused, millel meie valem on véadr. Iga sellise véédrtustuse (asq, ..., ay)
korral lisame TKNK-sse téieliku lihtdisjunktsiooni X, v ...V X . Niiteks kui valem
F = F(A, B,C) on viar vaartustustel

(1,1,1), (1,0,0), (0,0,1),
ja ilejadnud vaartustustel toene, siis tema TKNK on
(mAV-BV-C)& (nAVBVC) & (AV BV -C).

Valemi TKNK voib leida ka teisendamise teel. Ei ole keeruline aru saada, mismoodi
peaks eelmises paragrahvis toodud algoritmi modifitseerima selleks, et saaks leida valemi
taieliku konjunktiivse normaalkuju.
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1.3 Predikaatarvutus

1.3.1 Indiviidid ja predikaadid

Lausearvutuses vaadeldakse lauseid kui lihtlausetest moodustatud liitlauseid. Seejuures
lihtlauseid késitletakse kui tervikuid, mida enam osadeks jagada ei saa.

Predikaatloogikas jagatakse ka lihtlaused teatud osadeks. Tépsemalt Geldes jagatakse
laused

o indiviidideks ehk subjektideks, mille kohta midagi vaidetakse, ja

e predikaadiks, s.t. seoseks, milles indiviide véidetakse olevat.

Niiteks
lause indiviid(id) predikaat
3 on vaiksem kui 7 3,7 on viiksem kui
2+4=6 2,4,6 et =
3 on paaritu arv 3 on paaritu arv
lumi on valge lumi on valge

Nagu néeme voivad predikaadid sisaldada erineval arvul indiviide (eelmises néites on
neid 1,2 voi 3). Kui indiviide on predikaadis n tiikki, siis réédgitakse n-kohalisest predi-
kaadist.

Predikaadi puhul on oluline &ra né&idata, milline on see hulk, kuhu véivad kuuluda
tema indiviidid. Néiteks predikaati “on viiksem kui” v6ib vaadelda naturaalarvude hulgal,
reaalarvude hulgal voi hoopis péikesesiisteemi planeetide hulgal.

n-kohalist predikaati voib vaadelda kui n muutujast soltuvat lauset, millel on muutu-
jate konkreetsete vadrtuste korral iiheselt madratud toevéirtus.

Nii niiteks voime naturaalarvude hulgal’] N vaadelda kahekohalist predikaati

x on viiksem kui y.
Kui z = 3 jay = 7, siis selle lause toevadrtus on 1, kui aga = 4 ja y = 2, siis on

toevaartus 0.
Predikaadi range definitsioon esitatakse harilikult jargmisel kujul.

Definitsioon 1.43 Olgu M mittetiihi hulk. Hulgal M mé&ratud n-kohaliseks predi-
kaadiks nimetatakse kujutust P : M™ — {1,0}. Hulka M nimetatakse sellise predikaadi
indiviidide piirkonnaks.

Definitsioon 1.44 Predikaadi P : M™ — {1,0} tGesuspiirkonnaks nimetatakse hulka
Tp ={(a1,...,a,) € M"| P(ay,...,a,) = 1}.

Vaatleme veel niiteid.

2Ksesolevas kursuses loeme, et N = {0,1,2,3,...}.
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Naiide 1.45 Naturaalarvude hulgal N voib vaadelda {ihekohalist predikaati
P(z) = “x on algarv”. See on siis kujutus

P:N— {1,0},

mis igale naturaalarvule seab vastavuse toevéadrtuse 1 voi 0 vastavalt sellele, kas see na-
turaalarv on algarv voi mitte. Muuhulgas

P(0)=0, P(1)=0, P(2)=1, P(3)=1, P(4)=0,...
Selle predikaadi toesuspiirkond on koigi algarvude hulk.
Naiide 1.46 Olgu M koéigi maailmajagude hulk

M = {Aafrika, Aasia, Ameerika, Antarktika, Austraalia, Euroopa}
ning vaatleme kahekohalist predikaati
Q(z,y) = “x-i ja y-1 vahel on maismaaiihendus”.

Siis néiteks

Q(Aafrika, Aasia) = 1, Q(Ameerika, Aasia) = 0,

Q(Aafrika, Ameerika) = 0, Q(Euroopa, Aasia) = 1,
Q(Aasia, Ameerika) = 0,  @Q(Euroopa, Euroopa) = 1.

Mairkus 1.47 Pohimotteliselt voivad indiviidid kuuluda ka erinevatesse hulkadesse, s.t. pre-
dikaat voib olla kujutus My x ... x M, — {1,0}. Sellisel juhul ri#gitakse mitmesordilistest
predikaatidest. Kédesolevas kursuses me selliseid predikaate ei vaatle. Selles kursuses vaatleme ai-
nult iihesordilist predikaatarvutust, kus eeldatakse, et komponentlausetes esinevad predikaadid
on defineeritud iihel ja samal piirkonnal.

Mairkus 1.48 Kuna predikaadi téesuspiirkond on hulga M™ alamhulk, siis voime teda vaadelda
n-kohalise seosena hulgal M. Naiteks iga kahekohaline predikaat méérab &ra iihe binaarse seose.

Predikaatarvutus iildistab lausearvutust selles mottes, et predikaadi toevadrtus voib
soltuda argumentide véiartustest, samal ajal kui lausearvutuse lausel argumente ei ole ja
tema toevadrtus on kogu kasitluse jooksul ithesugune. Pohimotteliselt voib lausearvutuse
valemeid vaadelda kui nullkohalisi predikaate, s.t. kujutusi M° — {0,1}. Selline kujutus
fikseerib hulgas {0, 1} iihe elemendi (vaadeldava lause toevéértuse).

Predikaate voib siduda lausearvutuse tehete abil, et moodustada lihtsamatest predi-
kaatidest keerulisemaid. Néiteks voib hulgal M defineeritud predikaatidest P(xy, ..., x,)
ja Q(y1, ..., Yym) moodustada predikaadi

R(xy,...,xn, Y1, Ym) = Pz, .. 20) &Q(Y1, - - -, Ym),

mille vadrtus kohal (x1,...,Zn, ¥1,...,¥ym) on 1 parajasti siis, kui P(zq,...,z,) = 1 ja
Q(y1, ..., ym) = 1. Ulejddnud lausearvutuse tehete korral toimitakse analoogiliselt.
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Naiaide 1.49 Vaatleme naturaalarvude hulgal N predikaate

P(z) = “x on algarv”,

Q(z,y) = “y jagub arvuga z”.

Siis voime moodustada kahekohalise predikaadi

R(x,y) = P(2)&Q(z,y)
= “xr on algarv ja y jagub arvuga z”

= “xr on arvu y algtegur”.

Néiteks R(2,24) =1 ja R(6,24) = 0.
Voib aga moodustada ka kolmekohalise predikaadi

S(z,y,z) = P()&Q(y, z) = “x on algarv ja z jagub arvuga y”.

Siis néiteks S(2,6,24) =1 ja S(2,6,7) = 0.

1.3.2 Kvantorid

Lisaks lausearvutuse tehetele on predikaatide puhul olemas veel kaks spetsiifilist operat-
siooni, mida kutsutakse kvantoriteks.

Definitsioon 1.50 Olgu P(xy,...,x;,...,z,) hulgal M méairatud n-kohaline predikaat,
kus n > 1, ning olgu i € {1,...,n}.

1. Kirjutis
Va; P(xy, ..., T .., Tp)

tahistab (n — 1)-kohalist predikaati, mis on tdene parajasti siis, kui argumentide
XT1yewos Tio1,Tixt,-- -, T, vadrtused on sellised, et hulga M iga elemendi m korral
on P(xy,...,m,...,x,) toene. Operaatorit ¥V nimetatakse iildisuskvantoriks ehk
universaalsuskvantoriks.

2. Kirjutis
Jz; P(z1, ...y Tiy e oo, Xy)

tahistab (n — 1)-kohalist predikaati, mis on tdene parajasti siis, kui argumentide
Ty i1, Tit1, - - -, Ty vadrtused on sellised, et hulgas M leidub element m, mille
korral on P(zy,...,m,...,x,) toene. Operaatorit 3 nimetatakse olemasolukvan-
toriks ehk eksistentsikvantoriks.

Kvantori rakendamisel tekkinud predikaat ei s6ltu enam muutujast, mis kvantoriga
seoti. Oeldakse, et selline muutuja on seotud. Saadud predikaadi argumentideks olevaid
muutujaid nimetatakse vabadeks. Predikaadile kvantori rakendamist nimetatakse kvan-
tifitseerimiseks.
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Mairkus 1.51 Pohimoétteliselt Va; ja dz; on kujutused n-kohaliste predikaatide hulgast
(n — 1)-kohaliste predikaatide hulka. Kui kvantorit rakendatakse ithekohalisele predikaa-
dile, siis tulemuseks on lause, mis ei soltu ithestki muutujast ning millel on kas toevaértus
1 vai 0.

Niide 1.52 Vaatleme predikaati Q(z,y) néitest |1.46] Siis kirjutis

Yy Q(,y)

véljendab iihekohalist predikaati Q'(z), mida sonades viljendab lause “maailmajaol z on
maismaaithendus koigi maailmajagudega”. Avaldises Vy Q(z,y) on y seotud muutuja ja
x vaba muutuja. Kirjutis

Jy Q(z,y)

véljendab aga iihekohalist predikaati Q”(x), mida sonades viljendab lause “maailmajaol
x on maismaaiihendus mingi maailmajaoga.”

Naiide 1.53 Vaatleme hulgal N iihekohalist predikaati P(x) = “x on algarv”. Siis Vo P(z)
on lause, mis véidab, et iga naturaalarv on algarv, ja 3z P(z) on lause, mis viidab, et
leidub naturaalarv, mis on algarv. Neist esimene lause on vaar ja teine toene.

Naiide 1.54 Vaatleme hulgal N kolmekohalist predikaati
P(z,y,2) = “c+y=2".

Sellele predikaadile voime jérjest rakendada mitut kvantorit saades néiteks
VyVz3x P(x,y, z). Siis

VyVz3x P(x,y, 2) = VyVz “y < 27 = Vy “y=0"

on lause, mis ei soltu iihestki argumendist. See lause on véir, sest mitte koik naturaalar-
vud ei vordu nulliga.

1.3.3 Predikaatarvutuse siintaks

Anname niiiid reeglid predikaatarvutuse valemite koostamiseks. Kuna predikaatarvutuse
véljendusvoimalused on lausearvutuse omadest suuremad, siis on ka predikaatarvutuse
valemite struktuur keerulisem.

Predikaatarvutuses kasutatakse avaldiste iileskirjutamisel jargmisi stimboleid.

e Indiviidmuutujad, mida mérgime harilikult tdhtedega u, v, w, x, y, z. Iga indiviid-
muutuja voib téhistada vaadeldava hulga iikskoik millist elementi (indiviidi).

e Konstantsiimbolid a,b,c,d jne. Konstantsiimbol téahistab vaadeldava hulga min-
git fikseeritud elementi.

e Funktsionaalsiimbolid f, g, h jne. Need tihistavad vaadeldaval hulgal defineeritud
funktsioone.
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e Predikaatsiimbolid P, @, R jne.
e Loogikasiimbolid —, &, V,=, <V, 4.
e Kirjavahemirgid (, ) ja koma.

Koigile siimbolitele v6ib vajaduse korral lisada indekseid. Funktsionaalsiimboli ja pre-
dikaatsiimboli argumentide arv peab selguma kontekstist.

Definitsioon 1.55 Signatuuriks nimetatakse jirjestatud kolmikut o = (C; F; P),
kus

e C on konstantsiimbolite hulk,
e F on funktsionaalsiimbolite hulk,

e P on predikaatsiimbolite mittetiihi hulk.

Mairkus 1.56 Alati eeldatakse, et predikaatsiimbolite hulk on mittetiihi, sest vastasel
korral ei saa selles signatuuris kirja panna iihtegi valemit. Hulgad C ja F voivad olla
tithjad. Koik kolm hulka voivad olla lopmatud.

Naiide 1.57 Naturaalarvude aritmeetikat saab kirja panna signatuurides

<0a ,7+>'; :>7
<0717 =+, :>7
0,1,2,3,...; 4+, =).

(Mérgime, et harilikult jaetakse kirjapanekust ({0}; {’,+,-}; {=}) loogelised sulud &ra.)

Naiide 1.58 Riihmateooria jaoks voib kasutada signatuure

Avaldiste kirjapanemiseks ei pea teadma siimbolite tapset tdhendust, kiill aga peavad
olema fikseeritud reeglid, mille abil siimbolitest avaldisi koostatakse.

Definitsioon 1.59 Termid signatuuris ¢ on parajasti need avaldised, mida saab koos-
tada jargmiste reeglite abil.

1. Iga indiviidmuutuja on term.
2. Iga signatuuri o konstantsiimbol on term.

3. Kui f on signatuuri o n-kohaline funktsionaalstimbol ja ¢, s, ...,%, on termid, siis
ka f(t1,ta,...,t,) on term.

Termi, milles ei ole {ihtegi indiviidmuutujat, nimetatakse muutujateta termiks. Selline
term on moodustatud ainult konstantsiimbolitest ja funktsionaalsiimbolitest.
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Niide 1.60 Vaatleme indiviidmuutujat x ja signatuuri (c; f,g; =), kus f on kolmeko-
haline funktsionaalsiimbol ja g on kahekohaline funktsionaalsiimbol. Siis v6ib vaadelda
néiteks terme

c g(c,c) x f(z, e, x) g(f(x,z,z),c).

Neist kaks esimest on muutujateta termid.

Niide 1.61 Vaatleme indiviidmuutujaid z, y ja signatuuri (R; +,-; =), kus + ja - on ka-
hekohalised funktsionaalstimbolid. Harilikult kirjutatakse kahekohaline funktsionaalsiimbol
argumentide vahele, mitte nende ette. Seega néiiteks +(x,y) asemel kirjutatakse = + y.
Selles signatuuris voib vaadelda néiteks jargmisi terme:

46 3.y (2-2)+1)-(y+(4-2)).

Niide 1.62 Kolmemddotmelise ruumi vabavektoritest riékides voib kasutada signatuuri
(i,7,k,0; +,—, x; =) ja indiviidmuutujaid #, 7, 2. Termideks on néiteks
FooF @D -7 (@xD+GxD)+EXR).
Predikaatarvutuse valemid moodustatakse predikaatsiimbolitest, termidest, lausear-
vutuse tehetest ja kvantoritest.

Definitsioon 1.63 Predikaatarvutuse valemid on parajasti need avaldised, mis on
moodustatud jargmiste reeglite abil.

1. Kui P on n-kohaline predikaatsiimbol ja ti,...,t, on termid, siis P(t,...,t,) on
predikaatarvutuse valem.

2. Kui F on predikaatarvutuse valem, siis =F on predikaatarvutuse valem.

3. Kui F ja G on predikaatarvutuse valemid, siis (F&G),(F V G),(F = G),(F < G)

on predikaatarvutuse valemid.

4. Kui z on indiviidmuutuja ja F on predikaatarvutuse valem, siis Vo F ja Jdx F on
predikaatarvutuse valemid.

Esimese punkti pohjal moodustatud valemeid nimetatakse atomaarseteks valemiteks
ehk elementaarvalemiteks. Koiki antud valemi konstrueerimise kaigus tekkinud vale-
meid nimetatakse antud valemi osavalemiteks. Viimasel konstrueerimissammul kasuta-
tud lausearvutuse tehet voi kvantori rakendamist nimetatakse valemi peatehteks.

Predikaatarvutuse valemite kirjutamisel kasutame sulgude panekul samasuguseid kok-
kuleppeid nagu lausearvutuse korralgi. Kvantorite prioriteet loetakse vordseks eituse oma-

ga.

Niide 1.64 Vaatleme indiviiddmuutujaid z, y, z ja signatuuri (R; +,-; =, <,>), kus koik
funktsionaal- ja predikaatsiimbolid on kahekohalised. Ka kahekohalisi predikaatsiimboleid
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on tavaks kirjutada argumentide vahele (seega < (z,y) asemel x < y). Voime vaadelda
atomaarseid valemeid

y=2-z zxz<z x (r4y)-(y+z)>zr+2
ja mitteatomaarseid valemeid
r=0Vzr=1 Vaedy (z+y > z) —(z=0)=3y(x-y=1).

Kui vilja jéatta indiviidmuutuja esinemised kvantori taga, siis tema iilejadnud esine-
mised valemis jagunevad seotuteks ja vabadeks. Indiviidmuutuja esineb valemis seotult,
kui ta asub mingi kvantori majupiirkonnas. Ulejisnud esinemisi nimetatakse vabadeks.
Seega kui x esineb valemis G, siis valemites V2 G ja dx G on tema esinemised seotud.
Predikaatarvutuse valemit nimetatakse kinniseks, kui tema koigi indiviidmuutujate koik
esinemised on seotud. Kui tahetakse juhtida tédhelepanu sellel, et indiviidmuutuja = esineb
valemis F vabalt, siis kirjutatakse vahel F(z).

Uks ja sama indiviidmuutuja v6ib valemis esineda nii vabalt kui seotult.

Naiide 1.65 Predikaatarvutuse valemis
3z (P(z) = -Q(y)) V R(x)

on kvantori 3 mojupiirkonnaks osavalem (P(x) = —Q(y)). Selles osavalemis on muutuja
x seotud, aga muutuja y vaba. Osavalemis R(x) esineb muutuja x aga vabalt, sest ta ei
asu iihegi kvantori mojupiirkonnas. Kuna valemis leidub vabu muutujaid, siis see valem
ei ole kinnine.

Mairkus 1.66 Selles kursuses oleme defineerinud predikaatarvutuse valemi siintaksi ran-
gelt ja sellest definitsioonist me korvale ei kaldu. Kui aga loogikasiimboleid kasutatakse
monedes konkreetsetes matemaatilistes tekstides, siis tihti suhtutakse kvantorite kirju-
tamisse pisut vabamalt. Allpool toome moned néited selle kohta, kuidas mujal voidakse
kvantoreid kirjutada ja kuidas sama sisuga viidet saaks kirja panna selle kursuse téhistus-
tes.

mujal selles kursuses

vy >z G(x,y) vy ((y > x) = G(z,y))
Vady < z: Gz, y) Vady((y < 2)&G(w,y))
Ve, ydz,w: G(z,y, z,w) | VaVyIzTw G(z,y, 2, w)




32 PEATUKK 1. MATEMAATILINE LOOGIKA

1.3.4 Signatuuri interpretatsioonid

Stimbolite arv, mida matemaatikas kasutatakse on suhteliselt piiratud. Selle tottu tarvi-
tatakse tihti iihte ja sama siimbolit mitmes erinevas tdhenduses. Naiteks tehtemérk +
voib markida reaalarvude liitmist, jadgiklasside liitmist, maatriksite liitmist voi hoopis
funktsioonide liitmist. Need koik on erinevad tehted, mis on defineeritud erinevatel hul-
kadel. Millist mérgi + tdhendust konkreetses olukorras silmas peetakse, peab selguma
kontekstist.

Signatuur koosneb siimbolitest, mida me valemite kirja panemiseks soovime kasutada.
Nendele siimbolitele voib aga vastavalt vajadusele anda erineva tolgenduse, s.t. me voime
neid erinevalt interpreteerida.

Definitsioon 1.67 Signatuuri ¢ = (C; F; P) interpretatsioon on jirjestatud paar
a = (M,; 1,), kus M, on mingi mittetiihi hulk, mida nimetatakse péhihulgaks ehk
interpretatsiooni kandjaks, ja I, on interpreteeriv kujutus, mis teisendab

1. iga konstantstimboli ¢ € C hulga M, mingiks elemendiks c,;

2. iga n-kohalise funktsionaalsiimboli f € F mingiks n-kohaliseks funktsiooniks
fe M — M,;

3. iga n-kohalise predikaatsiimboli P mingiks n-kohaliseks predikaadiks
P> M — {1,0}.

Mirkus 1.68 1. Kui interpretatsioon on fikseeritud ja ei ole karta segaduse tekkimist,
siis voib interpretatsiooni tahise &dra jatta.

2. On oluline teha vahet siimbolil ja tema interpretatsioonil. Erinevates interpretat-
sioonides voib iiks ja sama siimbol tdhendada viga erinevaid asju.

3. Vordusmirki interpreteeritakse alati vorduspredikaadina.

Niide 1.69 Vaatleme signatuuri o = (0,1,2,3,...; +,+; =,<). Anname sellele kolm
erinevat interpretatsiooni.

1. M = N ja signatuuri siimboleid interpreteerime standardselt.
2. M = R ja signatuuri sitimboleid interpreteerime standardselt.

3. M ={0,1},
0, kui ¢ on paarisarv,
Co = i )
1, kui ¢ on paaritu arv,

+ ja - on kahekohalised tehted hulgal {0, 1}, mis on antud tabelitega

=

1
0,
1

)
o OO

0 1
0 1
1 0

ning < on kahekohaline predikaat hulgal {0, 1}, mille tdesuspiirkond on {(0,1)} (s.t.
0 < 1 ja iilejddnud paarid ei ole selles seoses).
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Niide 1.70 Vaatleme signatuuri (e; *; =), kus * on kahekohaline funktsionaalsiimbol.
Interpreteerime seda signatuuri jargmistel viisidel.

1. M =R" (positiivsete reaalarvude hulk), e® = 1 ja ** = -.

2. M = Mats(R) (teist jarku reaalarvuliste elementidega ruutmaatriksite hulk), e® on
teist jarku iihikmaatriks ja *“ on maatriksite korrutamistehe.

3. M = R® (hulga R kéigi teisenduste hulk), e* = 1g ja ** = o (teisenduste jirjest-
rakendamine).

4. M =7, e* =0, % = +.
5. M on mingi mittetiihja hulga A koigi alamhulkade hulk P(A), e* = A, x* =n.

Definitsioon 1.71 Termit vairtus t® interpretatsioonis « indiviidmuutujate fikseeritud
vadrtustel leitakse jargmiste reeglite abil.

1. Kui t = «x, kus z on indivildmuutuja, siis t* on muutuja x vaartus.
2. Kui t = ¢, kus ¢ on konstantsiimbol, siis t* = c“.

3. Kuit = f(t1,...,t,), kus f on n-kohaline funktsionaalsiimbol ja ¢4, ..., t, on termid,
siis t* = fo(tg, ..., t2).

Ténu sellele definitsioonile tekitab iga n muutujat sisaldav term iihe n-muutuja funkt-
siooni hulgal M,.

Niide 1.72 Vaatleme signatuuri o = (0,1,2,3,...; +,+; =, <). Olgu interpretatsiooni
kandja M = N ja interpretatsioon standardne. Siis voib vaadelda niiteks jargmisi terme:
term x 2 r+2 | x-x+2-y
vabade muutujate viadrtused | x =3 | puuduvad | x =3 |z =3, y=1
termi vaartus 3 2 ) 11

Néiteks term x - x + 2 - y tekitab kahe muutuja funktsiooni
NxN—=N, (k1) k*+2l

Ka predikaatarvutuse valemi toevairtus soltub sellest, millisesse hulka kuuluvad temas
sisalduvate muutujate vaartused ja kuidas me tolgendame temas esinevaid siimboleid.
Niiteks valem Vzx (z > 0) on naturaalarvude korral téene, kuid reaalarvude korral véér.
Valemi toevadrtuse etteantud interpretatsioonis ja vabade muutujate véartuste korral
saab leida jargmise definitsiooni abil.

Definitsioon 1.73 Predikaatarvutuse valemi F toevaartus F interpretatsioonis o va-
bade muutujate fikseeritud vaartustusel leitakse jargmiste reeglite abil.

1. Kui F = P(t4,...,t,), kus P on n-kohaline predikaatsiimbol ja ¢, ..., on termid,
siis F* = 1 parajasti siis, kui P*(¢$,...,t%) = 1.
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2. Kui F = @G, siis F* = 1 parajasti siis, kui G* = 0.

3. Kui F = G&H, siis F* = 1 parajasti siis, kui G =1 ja H* = 1.
4. Kui F =GV H, siis F* = 1 parajasti siis, kui G* =1 voi H* = 1.
5. Kui F =G = H, siis F* = 1 parajasti siis, kui G =0 voi H* =1

6. Kui F = G & H, siis F* = 1 parajasti siis, kui G* =1 ja H* = 1 vdi G* = 0 ja
HY = 0.

7. Kui F = Vx g, siis F* = 1 parajasti siis, kui pohihulga M, iga elemendi m korral
Gh/m = 1, kus [z/m] téhendab, et muutuja x védrtuseks loetakse element m.

8. Kui F = dz G, siis F* = 1 parajasti siis, kui pohihulgas M, leidub selline element
m, mille korral Gf = 1, kus [x/m] tdhendab, et muutuja x vidrtuseks loetakse
element m.

Mérkus 1.74 Kui F(zy,...,x,) on predikaatarvutuse valem vabade muutujatega
x1,...,T,, siis tema toevadrtust interpretatsioonis a vabade muutujate vadrtustusel
(ma,...,my) voib tdhistada F*(my,...,m,). Nii tekib meil kujutus

M? — {1,0}, (mq,...,my,) — F(m,...,my,).
Niisiis valemi iga interpretatsioon tekitab iihe predikaadi.

Niide 1.75 Vaatleme signatuuri o = (0,1,2,3,...; +,+; =, <). Olgu interpretatsiooni
kandja M = N ja interpretatsioon standardne. Olgu meil valem

Milline on selle valemi tdevadrtus niiteks y = 6 korral? Kuna leidub selline z € N, et
2.2 =6 (selleks z-ks on arv 3), siis F on tdene y = 6 korral. Viimast asjaolu voib kirja
panna kujul F(6) = 1. On lihtne aru saada, et

F(k) =1 parajasti siis, kui % on paarisarv.
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Ulesanne 1.76 Leida jargmiste valemite tdevidrtused kolmes interpretatsioonis, mida
vaatlesime néites (mérgime, et siinsetes valemites pole vabu muutujaid):

valem N|R|{1,0}
0=2 010 1
Ve(rx <x+1) 1|1 0
Ve Iy (z < y)

Vo dy (y < x)

VeVy(z<y=Jz(z<z2&z<vy))
VeVuVv (x+u=x4+v=u="1)
VeVy3dz(x+ 2z =y)
VeVy3z(z -z =vy)

VeVy (—(x =0) = Jz(z -2 =y))

Ulesanne 1.77 Olgu signatuur (e; *; =). See signatuur lubab muuhulgas niiteks kirja
panna jargmisi abstraktse algebra jaoks olulisi valemeid

(xxy)sxz=xx*(y*2), (exz=a)&(r=xxe), Jy((zxy=-e)&(yxx=c¢)).

Millised neist valemitest on toesed néiites vaadeldud interpretatsioonides vabade muu-
tujate koigi vadrtuste korral?

Definitsioon 1.78 Valemi F mudeliks nimetatakse sellist interpretatsiooni «, milles
valem F on toene oma vabade muutujate koikidel vaértustel. Sel juhul celdakse ka, et
valem F on téene mudelis «.

Definitsioon 1.79 Interpretatsiooni o nimetatakse valemite hulga {Fi, ..., F,} mude-
liks, kui see interpretatsioon on iga iiksiku valemi mudel.

Niide 1.80 Vaatleme signatuuri ¢ = (1; -; =) interpretatsiooni «, kus M = N ja
siimboleid interpreteeritakse standardselt. Siis valem

F(r,y,2)=((v-y)-z=2-(y-2))

on toene vabade muutujate x,y, z koigil vidrtustel ning seega antud interpretatsioon «
on valemi F(x,y, z) mudel.
Valem
T-r=2x

aga ei ole toene muutuja z védrtuse 2 korral ning seega interpretatsioon « ei ole selle
valemi mudel.
Lihtne on ka aru saada, et interpretatsioon o on valemite hulga

{(z-y)-z=x-(y-2), x-1=2, 1-z=ux}

mudel. Sellise valemite hulga mudeleid kutsutakse algebras monoidideks. Viga paljud
algebralised struktuurid saab defineerida mingite valemite hulkade mudelitena. Millise
valemite hulga mudeliteks on néiteks rithmad voi Abeli rithmad?
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Niide 1.81 Vaatleme signatuuris o = (T; ; =, <) valemite hulka
{r<z, @<y&y<a)=z=y @<y&y<z)=r<sz 2<Th

Selle valemite hulga mudeliteks on osaliselt jarjestatud hulgad, milles leidub suurim ele-
ment.

Nagu nédgime eespool, valemi interpretatsioon tekitab predikaadi. Voéib piistitada ka
vastupidise kiisimuse: kas etteantud predikaadi, signatuuri ja selle interpretatsiooni korral
onnestub kirja panna valem, mille interpretatsioon oleks see predikaat.

Definitsioon 1.82 Olgu F(xy,...,x,) valem signatuuris o ja olgu a = (M,, I,) selle
signatuuri interpretatsioon. Oeldakse, et valem F(xy,...,x,) viljendab predikaati P :
M — {1,0}, kui iga my, ..., m, € M, korral

F*(mq,...,m,) =1 parajasti siis, kui  P(mq,...,m,) = 1.

Lithemalt voib 6elda, et valem F viljendab predikaati P, kui tema poolt tekitatud
kujutus, mida mainisime eelnevas méarkuses, langeb kokku kujutusega P.

Niide 1.83 Valem F(y), mida vaatlesime néites [1.75] viljendab naturaalarvude hulgal
defineeritud predikaati P(y) = “y on paarisarv”.

Niide 1.84 Vaatleme signatuuri (0, 1; +; =) standardset interpretatsiooni hulgal N.
Predikaati “x = 3” saab viljendada valemiga

r=(1+1)+1

(konstantsiimbolit naturaalarvu 3 jaoks meil hetkel signatuuris pole).
Predikaati “z < y” saab viljendada valemiga

(@ +2=y)&~(z=y))

vOi hoopis valemiga
F((z+2=y)&~(2=0)).

Predikaati “x on paarisarv” saab viljendada valemiga
y(r=y+y)
(ka korrutamistehte jaoks ei ole praegu signatuuris siimbolit).

Niide 1.85 Vaatleme suvalise mittetiihja hulga A koigi alamhulkade hulka P(A) ja sig-
natuuri (; ; C), kus puuduvad konstantsiimbolid ja funktsionaalsiimbolid. Interpretee-

rime siimbolit C sisalduvusseosena.
Predikaati “X on tiihi hulk” véljendab valem VY (X C Y).
Predikaati “Alamhulkade X ja Y iihend on Z” saab véljendada valemiga

(X C2)&(Y CZ) &YW (X CW)&(Y CW) = (Z C W)

aga ka valemiga
VW (X CW)& (Y CW) < (ZCW)).
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1.3.5 Valemite omadused

Nii nagu lausearvutuseski saab ka predikaatarvutuses radkida valemi samaselt toesusest,
samaselt vadrusest ja kehtestatavusest.

Definitsioon 1.86 Predikaatarvutuse valemit F nimetatakse

e samaselt toeseks, kui ta on toene igas interpretatsioonis oma vabade muutujate
koigil vasrtustel;

e samaselt viiraks, kui ta on véar igas interpretatsioonis oma vabade muutujate
koigil vasdrtustel.

Kui valem F on samaselt tdene, siis kirjutatakse = F.

Kui votame mingi samaselt toese lausearvutuse valemi ja asendame iga lausemuutuja
mingi predikaatarvutuse valemiga, siis saame samaselt toese predikaatarvutuse valemi.

Niiteks valem
dx P(x) V =3z P(x)

on samaselt toene. Sarnasel viisil saab samaselt véédratest lausearvutuse valemitest tule-
tada samaselt vadraid predikaatarvutuse valemeid. Kuid on ka selliseid samaselt toeseid
voi védraid predikaatarvutuse valemeid, millel puudub analoog lausearvutuses.

Niide 1.87 Veendume, et signatuuris o = (; ; P) antud valem
F =Vz P(x)V 3z -P(x)

on samaselt toene.

Olgu meil fikseeritud signatuuri o suvaline interpretatsioon o = (M,; I,). Kuna
valemis F pole vabu muutujaid, siis neile me vaértusi andma ei pea. On kaks véimalust.

1) Vx P(z) = 1. Siis ka F* = 1.

2) Vo P(x) = 0. Seega ei kehti viide, et iga m € M, korral P(m) on tdene. Jarelikult
leidub vdhemalt iiks element m € M,, mille korral P(m) = 0 ehk =P(m) = 1. See
tahendab, et 3z =P (z) = 1, ning seega ka F* = 1.

Kuna suvalise interpretatsiooni korral on valem F toene, siis on ta samaselt tdene.

Definitsioon 1.88 Predikaatarvutuse valemit nimetatakse kehtestatavaks, kui ta on
toene vihemalt iihes interpretatsioonis vabade muutujate mingitel vaértustel.

Naiide 1.89 Valem
F = dz P(x)

on kehtestatav, sest me saame konstrueerida interpretatsiooni, kus see valem on toene.
Valime néiteks interpretatsiooni kandjaks hulga N ja {ihekohalise predikaatsiimboli P
interpretatsiooniks olgu predikaat “... on kéesoleva aasta arv”.

Ka valem

G(y) = Ve Q(z,y)

on kehtestatav. Olgu pohihulk jalle N ja predikaatsiimbolit @) interpreteerime kui predi-
kaati Q(z,y) = “x > y”. Andes vabale muutujale y védrtuse 0 ndeme, et Vo Q(x,0) = 1.
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Lausearvutuse valemi samaselt toesuse kontrollimiseks voib vilja arvutada tema toe-
vaartustabeli, milles on loplik arv ridu. Et uurida predikaatarvutuse valemi samaselt
toesust, peaksime definitsioonist ldhtudes vaatlema signatuuri koikvoimalikke interpretat-
sioone. Neid on aga I6pmata palju, sest juba pohihulka M, v6ib valida I6pmata paljudel
viisidel.

Predikaatarvutuse mittelahenduvuse teoreem (Churchﬁ, 1936). Fi leidu algorit-

mi, mis suvalise predikaatarvutuse valemi puhul suudaks kindlaks teha, kas see on samaselt
toene vot er.

Teoreem 1.90 Valem F on samaselt toene parajasti siis, kui tema eitus = F on samaselt
VaAAr.

TOESTUS. Definitsiooni [I.73] punkti 2 pohjal on iga interpretatsiooni ja vabade muu-
tujate mistahes vadrtuste korral valemite F ja —F toevidrtused erinevad. Seega kui F
on igas interpretatsioonis ja vabade muutujate koigil vaartustel tdene, siis =F on igas
interpretatsioonis ja vabade muutujate koigil vaartustel vaar ning ka vastupidi. O

Teoreem 1.91 Valem F on kehtestatav parajasti siis, kui tema eitus —~F et ole samaselt
toene.

TOESTUS. Vaatleme valemit F(z1,...,x,) vabade muutujatega z1,...,x,. Kui F on
kehtestatav, siis leidub mingi interpretatsioon « ja elemendid mq,...,m, € M, nii,
et F*(my,...,my,) = 1. Siis aga = F*(my,...,m,) = 0, mis tdhendab seda, et valem
—F(xq,...,x,) €l ole samaselt toene.

Kui valem —=F(zy,...,x,) ei ole samaselt toene, siis leidub interpretatsioon « ja ele-
mendid my, ..., m, € M, nii, et = F*(my,...,m,) = 0. Siis aga F*(my,...,m,) = 1. See
tahendab, et valem F(xy,...,z,) on kehtestatav. a

1.3.6 Toesuspuu predikaatarvutuses

Ka predikaatarvutuse valemite puhul saab valemit toeseks voi vadraks muutva interpre-
tatsiooni leidmiseks kasutada toesuspuid. Vaatleme selle kohta moningaid néiteid.

Jargnevas néites on vasakul ddres ridade numbrid ja paremal dédres on néidatud, mil-
lisest eelnevast reast on antud rida saadud.

Naéide 1.92 Uurime, kas valem
Vo P(z) &Vr Q(z) = YV (P(x) & Q(x))

on samaselt tdene. Selleks proovime uurida, kas on voimalik, et see valem on mingis
interpretatsioonis va#r. Tekib jargmine toesuspuu.

3Alonzo Church (1903-1995) — ameerika matemaatik
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Selle puu read 2-5 on saadud lausearvutuse tehete definitsioonide pohjal. Rida 6 on saadud
reast 3, mis iitleb, et Va (P(z) & Q(z)) = 0. Uldisuskvantori definitsioonist saame, et peab
leiduma mingi element, téhistame seda stimboliga ¢, mille korral P(c)& Q(c) = 0. Rea 7
saamiseks kasutame konjunktsiooni definitsiooni. Rea 8 saamiseks kasutame seda, et rea

4 tottu peab iga x korral P(x) olema tdene, muuhulgas siis ka P(c) =

1.

Nagu ndeme, on puu molemad harud vastuolulised, seega ei leidu interpretatsiooni,
milles esialgne valem oleks vaar. Jarelikult on see valem samaselt tdene.

Niide 1.93 Uurime, kas valem

dzx P(x) &z Q(z) = Fz (P(x) & Q(x))

on samaselt toene. Tekib jargmine toesuspuu.

1
2
3
4.
d.
6
7
8
9

10.

11.

Jz P(z) & 2z Q(z) = Fx (P(x) & Q(x)) =0 Vv
JrPlx)&FzQ(z) =1V
dz (P(x) & Q(z)) =0
JrP(x) =1V
JrQ(z)=1V
P(d)=1
Q(e) =1
P(d)&Q(d) =0V
Ple)&Q(e) =0 v
T
P(d) =0 Q(d) =0
x S
Ple)=0 Q(e)=0
X

/1/
/1/
/2/
/2/
/4]
/5/
/3/
/3/

/8/
/9/

Selles puus on kaks haru vastuolulised, kuid kolmas mitte. Selle kolmanda haru pohjal
voime konstrueerida interpretatsiooni, kus pohihulk on M = {d, e} ja iihekohalised pre-
dikaadid P ja @ on defineeritud vordustega

P(d) =1, P(e) =0, Q(d)

=0, Qe) = 1.
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Selles interpretatsioonis
dx P(x) &z Q(z) =1, kuid Jz (P(z)&Q(z)) = 0.

Seega esialgne valem ei ole samaselt toene.

Mérgime veel, et selles puus me ei mérkinud rida 3 labivaadatuks. Me kiill kasutasime
seda ridade 8 ja 9 saamiseks, aga sellega ei ole me veel kogu infot, mis reas 3 sisaldub,
dra kasutanud.

Naiide 1.94 Teha kindlaks, kas valem
Vo P(x) = 3z P(x)

on samaselt toene.
Alustame téesuspuu konstrueerimist:

1. VzPx)=3zPlx)=0V
2. Vo P(z) =
3. Jz P(x)

1 1/
0 1/

Oleme olukorras, kus oleks vaja kasutada kas rida 2 voi rida 3, aga me ei ole veel iihtegi
tahist hulga M elemendi jaoks sisse toonud. Selles olukorras voime siiski kasutusele votta
tahise mingi elemendi jaoks (n.6. esimese elemendi jaoks), sest definitsiooni kohaselt peab
interpretatsiooni kandja M olema mittetiihi hulk. Votame selleks téhiseks néiteks c. Siis
saame

1. Ve P(x) = Jz P(x) =0V

2. Vo P(z) =1 /1/

3. Jx P(x)=0 /1/

4. P(c)=1 /2/

5. P(c)=0 /3/
X

Néeme, et valem on samaselt toene.
Toesuspuu abil saame oma iilesande lahendada kiill paljudel juhtudel, kuid mitte alati.

Niide 1.95 Teha kindlaks, kas valem Vz3y P(z,y) on kehtestatav.
Konstrueerime toesuspuu:

1. Vady P(z,y) =1

2. Jy P(a,y) =1 /1/
3. P(a,b) =1 /2/
4. Jy P(b,y) =1 /1/
5. P(b,c) =1 /4/
6. :
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Olemasolukvantorit lahti kirjutades tuleb iga kord sisse tuua uus siimbol, rida 1 annab
siis aga uue olemasolukvantorit sisaldava valemi. Seega toesuspuu ei saa kunagi valmis ja
me ei saa selle pohjal teha jareldusi valemi kohta.

Siiski saab ka ilma tdesuspuuta néha, et see valem on kehtestatav. Voib néiteks P osas
vaadelda suvalisel mittetiihjal hulgal vorduspredikaati.

Lopuks sonastame ka toesuspuu analiiiisimise reeglid, mida vaadeldud néidetes juba
kasutasime.

Ve F(z) =1 Vo F(x) =0 dx F(z) =1 dx F(z) =0

Ft)=1 Fle)=0 Fle)=1 F(t)=0

Siin ¢ on uus konstantsiimbol hulga M mingi elemendi tdhistamiseks ja ¢t on juba
olemasolev (toesuspuus varem sisse toodud) téhis.

1.3.7 Valemite samaviirsus. Predikaatloogika
pohisamavairsused

Definitsioon 1.96 Predikaatarvutuse valemeid F ja G nimetatakse samaviirseteks,
kui nende toevairtused on vordsed igas interpretatsioonis valemite vabade muutujate
koikidel véartustel. Sellisel juhul kirjutatakse F = G.

On selge, et samaviirsuse seos = on ekvivalentsiseos (s.t. refleksiivne, siimmeetriline
ja transitiivne) koigi predikaatarvutuse valemite hulgal.

Definitsioon 1.97 Oeldakse, et valemitest Fi,...,F, jireldub valem G, kui igas in-
terpretatsioonis valemite vabade muutujate koikidel vadrtustel, kus valemid Fi,...,F,
on toesed, on ka valem G tdene. Sellisel juhul kirjutatakse Fi,..., F, E G.

Lause 1.98 Olgu F ja G predikaatarvutuse valemid. Siis
F =G parajasti siis, kui F =G ja G E F.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Eeldame, et F = G. Kui e on mingi interpretatsioon ja vabadele
muutujatele on antud sellised vaértused, et F on toene, siis ka G on toene, ja vastupidi.
Seega F =G ja g = F.
Pusavus. Eeldame, et F = G ja G | F. Olgu fikseeritud mingi interpretatsioon ja
vabade muutujate mingid véédrtused. On kaks voimalust.

1) F=1.8iiskaG =1, sest F = G.

2) F = 0. Siis ei ole voimalik, et G = 1, sest see oleks vastuolus tingimusega G = F.
Jarelikult G = 0.
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Kuna valemite F ja G toevaiartused on igas interpretatsioonis ja vabade muutujate
koigi vasdrtuste korral samad, siis F = G. O

Kui votame mingi lausearvutuse valemite samavéirsuse ja asendame selles lausemuu-
tujad predikaatarvutuse valemitega, siis saame predikaatarvutuse samavéaédrsuse. Néaiteks
kehtivad samavéarsused

~(F&G)=-FV-G, —(FVG) =-F&G

soltumata sellest, kas F ja G on lausearvutuse voi predikaatarvutuse valemid. Siiski on
predikaatarvutuses ka selliseid samavéarsusi, mida ei saa toestada puhtalt lausearvutuse
vahenditega. Uheks selliseks on néiiteks

=V F(x) = Iz ~F(x).

Selliste samavaérsuste kirjapanekul loeme, et F on predikaatarvutuse valem, mis sisaldab
vaba muutujat z, kuid pchimotteliselt voib sisaldada ka veel mingeid teisi vabu muutujaid,
mida me eraldi kirja panema ei hakka. Naiteks kui

F = P(2)&Q(y) = R(z,y,2),
siis voime oelda, et kehtib samavéirsus
WV (P(2)&Q(y) = R(z,y,2)) = Jo=(P(2)&Q(y) = R(z,y, 2)),
kus viimased kaks valemit sisaldavad vabu muutujaid y ja z.

Teoreem 1.99 Predikaatloogikas kehtivad jirgmised pohisamavidrsused.

PS1. Kwvantori ja eituse vahetamisseadus:

=V F(x) = oz ~F(x), -3z F(z) = Vo -F(z).

PS2. Kvantorite distributiivsus:
Vo (F(x)&G(x)) = Ve F(x) & Ve G(x),
Jz (F(x) vV G(x)) =3z F(x) V JzG(z),
PS3. Kui indiviidmuutuja x ei esine valemis G vabalt, siis
Vo (F(z)&G) =Va F(z) &G, dz (F(x) &G) =z F(x) &G,
Vo (F(x)VG)=Ve F(z) VG, Jz (F(z)VG)=3JeF(x)VG.
PS4. Kui indivitddmuutuja x ei esine valemis G vabalt, siis
Vo (F(z) = G) =3 F(z) = G, Jz (F(z) = G) =Vo F(z) = G.
Kui indivitdmuutuja x ei esine valemis F vabalt, siis

Ve (F = G(z)) = F = Va G(x), dv (F = G(x)) = F = JxG(x).
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PS5. Seotud muutujate imbernimetamine:
Vo F(z) =Yy Fly), dx F(z) = Jy Fly),
kus y ei esine valemis F(z).
PS6. Samaliigiliste kvantorite kommutatiivsus:

VaVy F(z,y) = VyVe F(z,y), AxIy F(x,y) = Jy3x F(x,y).

TOESTUS. Tdestame osa neist samavaarsusest. Selleks kasutame lauset |[L.98]

PS1la. Niitame, et =V F(z) = 3z —F(x). Olgu meil fikseeritud mingi interpretatsioon
a = (M,, 1) ja vabade muutujate vaartused. Eeldame, et =Va F(x) = 1. Siis VaF (z) = 0.
Jarelikult ei ole nii, et iga elemendi m € M, korral F(m) = 1 (s.t. et kui anname muutujale
x vddrtuse m, siis valem F on toene). See tihendab, et leidub mingi my € M, nii, et
F(mg) = 0. Siis aga —~F(mg) = 1. Predikaatarvutuse valemi toevddrtuse definitsiooni
pohjal (vt. definitsiooni [L.73| punkti 8) Jz—F(z) = 1.

Néitame, et dx —~F(z) = -V F(x). Selleks eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni a
ja vabade muutujate vaartuste korral on 3z —=F(z) = 1. Siis peab leiduma mingi element
mo € M, nii, et =F(mg) = 1. Jarelikult F(mg) = 0. Siis aga ei ole nii, et iga m € M,
korral F(m) =1, s.t. Vo F(z) = 0 ehk Vo F(z) = 1.

Kuna —Vz F(z) = Jz-F(z) ja dJx—~F(z) | Vo F(x), siis valemid —Vz F(x) ja
Jr = F(x) on samaviirsed.

PS1b. Eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni « ja vabade muutujate vairtuste kor-
ral =3z F(z) = 1 ehk Jx F(z) = 0. Siis hulgas M, ei ole sellist elementi m, mille
korral F(m) = 1. Jérelikult iga m € M, korral F(m) = 0 ehk =F(m) = 1. Valemi
toevidrtuse definitsiooni pohjal (vt. definitsiooni [1.73] punkti 7) Vz —F(z) = 1. Sellega
oleme toestanud, et —3x F(x) = Vo -~ F(z).

Eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni a ja vabade muutujate viaartuste korral kehtib
Vo —F(z) = 1. Siis iga m € M, korral =F(m) = 1 ehk F(m) = 0. Jarelikult ei leidu sellist
hulga M, elementi m, mille korral F(m) = 1. Valemi toevéértuse definitsiooni pdhjal
JzF(x) = 0 ehk =3z F(z) = 1. Sellega oleme toestanud, et Vx—F (z) | —~JxF(z).

PS2a. Eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni « ja vabade muutujate vairtuste kor-
ral Vo (F(x) & G(z)) = 1. Siis hulga M, iga elemendi m korral F(m)& G(m) = 1, kust
konjunktsiooni definitsiooni abil saame, et F(m) = 1 ja G(m) = 1. Vastavalt valemi
toevadrtuse definitsioonile tahendab see, et Vo F(z) = 1 ja samuti Vo G(x) = 1. Definit-
siooni[L.73|punkt 3 annab meile, et siis ka Vo F(x) & Vz G(z) = 1. Sellega oleme toestanud,
et Vo (F(z) &G(2)) | Vo F(z) &Vz G(z).

Eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni « ja vabade muutujate vaartuste korral keh-
tib Vo F(x) &Vx G(z) = 1. Siis Ve F(z) = 1 ja Ve G(x) = 1. Olgu niiiild m € M, su-
valine element. Siis valemi tdevairtuse definitsioonist jareldub, et F(m) = 1 ja G(m) =
1, seega ka F(m)& G(m) = 1. Kuna viimane vordus kehtib iga m € M, korral, siis
Vo (F(x) & G(x)) = 1. Sellega oleme tdestanud, et Vo F(z) & Vo G(z) = Vo (F(z) & G(x)).

PS2b. Eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni « ja vabade muutujate vairtuste korral
Jdz (F(z) VG(x)) = 1. Siis leidub selline mqy € M,, et F(myg) V G(mg) = 1. Disjunktsiooni
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definitsiooni tottu F(mgy) = 1 voi G(mg) = 1. Vastavalt valemi tdevéirtuse definitsioonile
esimesel juhul 3z F(x) = 1 ja teisel juhul 3z G(x) = 1. Jarelikult ka 3z F(z)VIz G(z) = 1.
Sellega oleme toestanud, et 3z (F(z) V G(z)) = Jx F(z) V Jx G(x).

Eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni a ja vabade muutujate vaartuste korral kehtib
dx F(x) V dx G(x) = 1. Siis on kaks voimalust.

1) 3z F(z) = 1. Siis leidub selline mgy € M,, et F(my) = 1, Jéarelikult voib Gelda, et
ka F(mg) V G(mo) =1 ja Jz (F(z) VG(x)) = 1.

2) dx G(x) = 1. Siis leidub selline mgy € M,, et G(my) = 1. Jarelikult voib delda, et ka
F(mg) VG(mo) =1ja Iz (F(z)VGx)) =1.

Sellega oleme toestanud, et Jx F(z) V Iz G(x) = Jz (F(z) V G(x)).

PS3a. Eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni o ja vabade muutujate vairtuste kor-
ral Vo (F(z)&G) = 1. Siis iga m € M, korral F(m)&G = 1, kust F(m) = 1 ja
G = 1. Jarelikult Vx F(x) = 1 ja samuti Vo F(z)& G = 1. Sellega oleme toestanud,
et Vo (F(z) &G) = Vo F(x) &G.

Eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni a ja vabade muutujate vaartuste korral kehtib
Vo F(x)& G = 1. Definitsiooni punkti 3 pohjal Vo F(z) = 1 ja G = 1. Siis iga
m € M, korral F(m) = 1. Seega iga m € M, korral ka F(m)& G = 1, kust valemi
toevédrtuse definitsiooni abil saame, et Va (F(z) & G) = 1. Sellega oleme toestanud, et

Ve F(z)& G = Ve (F(z) & G).

PS3b. Eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni « ja vabade muutujate véartuste korral
dz (F(x) & G) = 1. Siis leidub selline m € M,, et F(m)& G = 1. Jérelikult ka F(m) =1
ja G = 1. Valemi toevéértuse definitsiooni pohjal 3x F(x) = 1 ja kuna G = 1, siis ka
dx F(x) & G = 1. Sellega oleme toestanud, et Jz (F(x) & G) = Jx F(x) & G.

Eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni a ja vabade muutujate viaartuste korral kehtib
Jx F(x) & G = 1. Definitsiooni [1.73| punkti 3 pohjal 3z F(z) = 1 ja G = 1. Seega leidub
selline m € M,, et F(m) = 1. Jarelikult F(m)& G = 1 ja samuti 3z (F(x) & G) = 1.
Sellega oleme toestanud, et Jx F(z) & G = Jz (F(x) & G).

PS3c. Eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni « ja vabade muutujate véartuste korral
Vo (F(z)V G) = 1. Siis iga m € M, korral F(m)V G = 1. On kaks voimalust.

1)G=1.SliskaVe F(z) VG =1.

2) G = 0. Siis peab iga m € M, korral 1 = F(m)V G = F(m). Jarelikult Vo F(z) =1
jaVe F(z)V G =1.

Sellega oleme toestanud, et Va (F(z) V G) = Vo F(z) V G.

Eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni « ja vabade muutujate véartuste korral kehtib
Vx F(x) VG = 1. Siis on kaks voimalust

1) G = 1. Siis iga m € M, korral F(m) VvV G =1 ja seega Va (F(z) V G) = 1.

2) Vo F(x) = 1. Siis igam € M, korral F(m) = 1 ja seega ka F(m)V G = 1. Jarelikult
Vo (F(x)VG)=1.

Sellega oleme tdestanud, et Vo F(z) V G | Vo (F(z) V G).

PS3d. Selle toestuse jatame lugejale iseseisvaks ldbimotlemiseks.

PS4a. Selle samavéérsuse toestamiseks on kaks voimalust: teha seda otse (nii nagu eel-
miste samavéirsuste toestamisel) voi kasutada juba varem tdestatud omadusi. Demonst-
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reerime siin teist voimalust:

Vo (F(z) = G) =V (-F(x) vV G) (LS14)
=Vr-F(z) VG (PS3b)
=-Je Flx) VG (PS1b)
=dz F(z) = G. (LS14)

Ténu seose = transitiivsusele voime kirjutada, et Vz (F(z) = G) = 3z F(z) = G.
PS4b. Toepoolest,

dz (F(x) = G) =3 (-F(x) VG) (LS14)
=dJdr-F(x) VG (PS3d)
=-VeF(x) VG (PSla)
=Vz F(z) = G. (LS14)

PS4c ja PS4d. Need toestused on analoogilised kahe eelnevaga.

PS5a ja PS5b. Nii Vo F(x) = 1 kui ka Yy F(y) = 1 parajasti siis, kui iga m € M, korral
F(m) = 1. Seega on need kaks valemit samavéirsed. Analoogiliselt 3z F(x) = Jy F(y).

PS6a ja PS6b. Need jarelduvad vahetult kvantorite definitsioonidest. a

Vaatleme iihte néidet sellest, kus me n.o. igapdevaelus neid samavéarsusi kasutame.

Niide 1.100 Vaatleme signatuuri 0 = (e; *; =) interpretatsiooni, mille kandja on
M = Mats(R) ning interpreteerime siimbolit e ithikmaatriksina ja siimbolit * maatriksite
korrutamistehtena. Olgu meil valem

mis sisaldab vaba muutujat x. Siis

=V F(z) = “Ei ole nii, et kdik maatriksid on pooratavad”,

Jz-F(z) = “Leidub maatriks, millel ei ole poordmaatriksit”.

Ténu teoreemi punktile 1 teame, et need kaks viidet on samavéirsed.

Tekib loomulik kiisimus, et kas teoreemi punktis 2 voib konjunktsiooni asendada
disjunktsiooniga ja vastupidi. Osutub, et vastus on eitav.

Lause 1.101 Predikaatarvutuse valemite F ja G korral
Vo F(x) VVz G(z) E Ve (F(z) vV G(x)),

kuid vastupidine jareldumine tildjuhul ei kehta.
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TOESTUS. Eeldame, et fikseeritud interpretatsiooni « ja vabade muutujate véaartuste
korral Vo F(z) V Vx G(z) = 1. Siis on kaks voimalust.

1) Vo F(x) = 1. See tihendab, et iga m € M, korral F(m) = 1. Jarelikult iga m € M,
korral ka F(m)V G(m) = 1. Seega Va (F(z) vV G(z)) = 1.

2) Vo G(x) = 1. Sellisel juhul saame analoogiliselt, et Vo (F(z) V G(x)) = 1.

Sellega oleme toestanud, et Vo F(z) V Vr G(z) = Vo (F(x) V G(x)).

Veendume, et vastupidine jareldumine ei kehti. Selleks tuleb konstrueerida mingi in-
terpretatsioon. Vaatleme néiiteks signatuuri o = (; ; P, Q) interpretatsiooni, kus M on
koigi inimeste hulk ja

P(z) = “x on naissoost”,
Q(x) = “z on meessoost”.
Olgu F(z) = P(z) jaG(x) = Q(z). Siis Va (F(x) VG(x)) = 1, kuid Vo F(z) VVz G(z) = 0,

(x).
sest Vo F(x) =0 ja Vo G(x) = 0. Seega
Vo (F(x) VvV G(x)) = Ve F(x) VVeG(z).

Ulesanne 1.102 Niidata, et
dz (F(z) & G(2)) | oz F(z) &z G(x),
kuid vastupidine jareldumine iildjuhul ei kehti.

Teoreemi [1.99 punktis 6 nidgime, et samaliigilisi kvantoreid voib dra vahetada. Kuidas
on olukord eriliigiliste kvantoritega?

Lause 1.103 Predikaatarvutuse valemi F korral
JxVy F(z,y) E Vy 3z F(z,y),
kuid vastupidine jareldumine tildjuhul ei kehta.

TOESTUS. Oletame, et interpretatsioonis a on valem 3z Vy F(x,y) toene. Siis leidub selli-
ne mg € M,, et igan € M, korral F(mg,n) = 1. Kui niiiid muutujal y on suvaline véértus
n € M,, siis andes muutujale x véértuse mgy ndeme, et F(mg,n) = 1. See tdhendab, et
valem Vy Jz F(x,y) on toene.

Jéreldumine
Vy3x F(z,y) = vy Flz,y)
aga ei kehti. Selle naitamiseks interpreteerime signatuuri (0; +; <) standardsel viisil hul-
gal N ja vaatleme valemit F(x,y) = (y < x). Siis valem Yy 3z F(z,y) on toene selles
interpretatsioonis, kuid valem 3z Vy F(x,y) ei ole toene, sest ei leidu suurimat naturaal-
arvu. O

Markus 1.104 Seotud muutujate imbernimetamist voib kasutada néiteks jairgmises olu-
korras:

Vo (P(x) vV Q(x, 2)) = R(x) =Vy (P(y) v Q(y, 2)) = R(x).
Esimeses valemis esineb x predikaatide P ja () argumendina seotult, aga R argumendi-
na vabalt. Segaduste véltimiseks voib olla otstarbekas tema seotud esinemised asendada
muutujaga .
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1.3.8 Valemi prefikskuju

Nii nagu lausearvutuses voib rédkida valemi normaalkujudest, nii ka predikaatarvutuses
on otstarbekas kasutada teatud normaalkuju, mida kutsutakse prefikskujuks. Prefiksku-
jus on koik kvantorid valemi alguses. Naiteks algoritmid, mida kasutatakse teoreemide
automaattoestamiseks, eeldavad tihti, et valem on sellisel kujul.

Definitsioon 1.105 Oeldakse, et predikaatarvutuse valem F on prefikskujul, kui ta ei
sisalda kvantoreid voi kui

F= Q1$1Q25L’2 .. inﬂ'n}-l,

kus Q1,Qs, ..., Q, on kvantorid, x1, s, ..., z, on indiviidmuutujad ja F' on kvantoriteta
valem, mida kutsutakse valemi F maatriksiks.

Naide 1.106 Valem
Vy3a (f(z) =y)
on prefikskujul, kusjuures tema maatriks on valem f(x) = y (sobivas signatuuris). Valemid

—Vady P(z,y,z) ja JaVy-P(z,y,2) VVrIy Q(z,y, z)
aga ei ole prefikskujul.
Teoreem 1.107 Iga valemi jaoks leidub temaga samavddrne prefikskujul olev valem.

TOESTUS. Vastavalt definitsioonile saadakse predikaatarvutuse valemid atomaarse-
test valemitest lausearvutuse tehete ja kvantorite abil. Toestame induktsiooniga valemi
struktuuri jargi, et iga selline valem on samavéaédrne prefikskujul valemiga.

Induktsiooni alus. Atomaarsed valemid on kujul P(ty,...,t,), kus P on n-kohaline predi-
kaatstimbol ja ¢1,...,%, on termid. Sellistes valemites kvantorid puuduvad ning seega on
nad prefikskujul.

Induktsiooni samm. Eeldame, et valemid F ja G on samavéirsed prefikskujul olevate va-
lemitega ning nditame, et iga valem, mis on neist saadud lausearvutuse tehte voi kvantori
rakendamise abil, on samuti prefikskujul. Niisiis olgu

F=Qix1Q2x2 ... QuunFi, g = Qilelgyz S Q;nymgla

kus F; ja G; on kvantoriteta valemid. (Juhtumid, kus F v6i G voi molemad on kvantorite-
ta, on lihtsamad ning need jatame ldbimotlemiseks lugejale.) Kasutades seotud muutujate
timbernimetamise reeglit PS5 voime eeldada, et {z1 ..., 2,}N{y1,...,ym} = 0, ja et iikski
muutuja ei esine neis valemeis korraga seotult ja vabalt.

-. Igai € {1,...,n} korral tahistame

v v, kIll Q,L = 4.

Kasutades kvantori ja eituse vahetusseadusi PS1 n korda saame, et
F = (Qur1Q2xs . .. Qun 1) = Qra1Qas . . Qnvn T,

kus valemis —F; ei ole kvantoreid ja seega valem Q121Qaxs . .. Qur,—F; on pre-
fikskujul.
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&. Kasutades pohisamavéirsusi saame, et

.F&g = lengﬂfg .. annfl &g

= Q171(Q272 . .. Qurn, F1 & G) (PS3)
= Q121Q272(Q323 - - - QuanF1 & G) (PS3)
= Q111Q2%2 . .. Quuy(F1 & G) (PS3)
= Q111Qams ... Qn7,(G & F) (LS3)
= Q111Qa7s . Qnrn(Q11Q5Y2 - - QY G1 & Fi)

= Q111Q27s . .. Q2 Q1 QoY2 - - - Q1 ym(G1 & F1). (PS3)

Viimane valem ongi prefikskujul, sest valem G, & F; on kvantoriteta.

V. Teame, et

FVG= —|—|(./—"\/g) = ﬁ(ﬁf&—'g).

Ténu kahele eespool vaadeldud juhule voime Gelda, et valem —(—F & —G) (ja seega
ka valem F V G) on samavéirne prefikskujul oleva valemiga.

=. Kuna F = G = —~F V G, siis ka see juhtum taandub eespool vaadeldud juhtudele.
S Bt Fe §g=F&GV-F &G, siis ka siin saame kasutada juba toestatut.
V,d. On selge, et valemitega Vx F ja dx F samavéaérsed valemid
Ve Q21021 ... Qur,F1 ja drQra1Qoxs . .. Qur,Fi
on prefikskujul.

O

Valemi prefikskujule viimise all peame silmas temaga samavéirse prefikskujul oleva
valemi leidmist. Seda on véimalik teha mitmel viisil. Esitame siin {ihe voimaluse.

Predikaatarvutuse valemi prefikskujule viimise algoritm.
Olgu antud predikaatarvutuse valem #, mis on vaja prefikskujule viia.

1. Elimineerime implikatsioonid ja ekvivalentsid kasutades samavairsusi

F=0=-FVGg, Fe&Gg=F&GVF&G.

2. Viime eitused kvantorite alla kasutades De Morgani seadusi ja samavéaarsusi
Vo F(x) =3Jx~F(x) —FJzF(x) =Ve-F(x).
Kahekordsed eitused jatame &ra.

3. Nimetame seotud muutujad imber nii, et iga kvantor seoks erinevat muutujat ja et
iikski kvantor ei seoks muutujat, mis esineb kuskil vabalt.
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4. Toome kvantorid osavalemite eest valemi ette kasutades samavaarsusi

Vo (F(z)&G) =Ve F(x) &G, Jr (F(x)&G) =z F(x) &G,

Va (F(x)V G) =Va F(x) VG, dr (F(x)vG) =3 F(x) VG

ja vajaduse korral ka konjunktsiooni ja disjunktsiooni kommutatiivsust.

Naide 1.108 Viime prefikskujule valemi

F(z) = -(VaIy P(x,y, 2) V IaVy -Q(z,y, 2)),

mis sisaldab vaba muutujat z. Kasutades eelnevat algoritmi saame

F(z) = =Vady P(z,y, z) & ~FaVy -Q(x, y, 2)
= JdaVy = P(z,y, 2) &VrIy =—Q(z, y, 2)
= JaVy - P(z,y, 2) &V2Iy Q(z, vy, 2)
= daVy —P(z,y, z) & Vudv Q(u, v, 2)
= daVy (—P(x,y, 2) & Vudv Q(u, v, 2))
= daxVy (Vudv Q(u, v, 2) & = P(z,y, 2))
= JaVyVuv (Q(u, v, 2) & = P(z,y, 2)).

Viimane valem on prefikskujul.
Predikaatarvutuse valemi prefikskuju ei ole itheselt méagratud.
Naide 1.109 Vaatleme valemit
Vo F(x) &Ve G(z).

Rakendades algoritmi saame

(samm 2, LS12)
(samm 2, PS1)
(samm 2, LS23)
(samm 3, PS5)
(samm 4, PS3)
(samm 4, LS3)
(samm 4, PS3)

Vo F(z) & Ve G(z) = Vo F(x) &Yy G(y) = VaVy(F(z) & G(y)).

Samas teame, et ka valem Va(F(x) & G(x)) on esialgse valemiga samavidrne. Seega oleme

esialgsele valemile saanud kaks erinevat prefikskuju.
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1.4 Teoreem ja toestus. Toestustaktikad

1.4.1 Teoreemidest ja toestustest

Matemaatilise loogika iiks pohiline kasutusvaldkond on matemaatiliste teooriate loogiliselt
range iilesehitamine. Matemaatilises teoorias (néiteks hulgateooria, eukleidiline geomeet-
ria, naturaalarvude aritmeetika, rithmateooria) fikseeritakse mingid aksioomid ja nendest
ldhtudes asutakse loogikareeglite abil toestama uusi teoreeme. Seejuures uute teoreemide
toestamisel voib kasutada (ja kasutataksegi) juba varem toestatud teoreeme.

Mida moeldakse matemaatikas toestuse all? Harilikult loetakse toestuseks teksti, kus
sammude kaupa liikudes joutakse arusaamiseni, et teoreem kehtib. Igal sammul

e csitatakse jarjekordne vaide,
e niidatakse dra, millistest eelmistest véidetest ta jareldub,
e Ocldakse, millise tuletusreegli, teoreemi, samasuse vt pohjal ta neist jareldub.

Sellist skeemi oleme jéarginud ka kiesolevas kursuses mitmel pool, néiteks tdesuspuude
juures voi prefikskujule viimise puhul. Erinevates olukordades esitatakse toestusi erineva
iiksikasjalikkuse astmega. Teadusartiklites jaetakse paljud lihtsad sammud kirja panema-
ta, opikutes esitatakse enamasti detailseid toestusi. Matemaatiku t66 pohisisu on uute
teoreemide toestamine, mitte arvutamine, nédidete leidmine voi uute moistete defineerimi-
ne (kuigi ka kdoike seda tuleb aeg-ajalt teha).

Harilikult esitatakse teoreemid matemaatikas kujul:

Kui kehtivad eeldused &1, . .., &E,, siis kehtib vdide V.

Kui teoreem on sonastatud mingil teisel kujul, siis saab teda sellisel kujul teoreemi(de)le
taandada. Naiteks selleks, et toestada “A kehtib parajasti siis, kui kehtib B”, piisab meil
naidata, et “kui A, siis B” ja “kui B, siis A”.

Kasutades loogika siimboolikat voib tiiiipilise teoreemi kirja panna kujul

E,.. L EE V.
Selline jareldumine on samavéérne sellega, et valem
E&...&E, =V
on samaselt toene.

Naide 1.110 Voib vaadelda jargmist teoreemi: kui kolmnurga kiilgede pikkused on a, b,

¢ ning kiiljed pikkustega a ja b on risti, siis a® + b* = c%.

Selle teoreemi puhul
o & = “kolmnurga kiilgede pikkused on a, b, ¢”,
o & = “kiiljed pikkustega a ja b on risti”,

o V="a2+1=c".
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Selles paragrahvis rasgime voimalikest toestuse otsimise taktikatest. Tapsemalt Geldes
tuleb juttu sellest, milliseid toestamise taktikaid pakub loogika: kuidas teoreemi eelduse
vOi véite peatehe iitleb meile ette voimaliku jargmise sammu toestuses.

Lisaks loogika poolt pakutavatele taktikatele on ka veel teisi, néiteks matemaatilise
induktsiooni kasutamine, lemma sissetoomine jmt. Neid me siinkohal ei késitle.

Paljudel juhtudel on voimalik teoreemi eeldused ja véide kirja panna predikaatarvutuse
valemite abil. Taktikate leidmiseks uurime iga loogilise seose (s.t. lausearvutuse tehte ja
kvantori) korral

1. kuidas toestada viidet, milles see seos on peatehteks,
2. kuidas kasutada eeldust, milles see seos on peatehteks.

Taktikad, mida me vaatleme, aitavad valemeid lihtsustada: nad asendavad vaadeldava
valemi tema osavalemi(te)ga ja jatavad dra vilimise tehte voi kvantori. See tdhendab, et
parast 1oplikku arvu samme on meil lootus jouda atomaarsete valemiteni, mille puhul on
loodetavasti kerge kindlaks teha, kas miski millestki jareldub.

1.4.2 Viide on kujul F &G
Vaatleme olukorda, kus toestatav teoreem on kujul
&, .., & EF&G.
Sellise teoreemi saab toestada jargmise taktikaga: toestame, et
E,.. & EF ja &,... 8 EG.

Naiteks kui on antud mingi nelinurk kiilgedega a, b, c, d, siis selleks, et toestada, et see
nelinurk on roéopkiilik, piisab, kui me néitame, et kiiljed a ja ¢ on paralleelsed (F) ning
kiiljed b ja d on paralleelsed (G).

1.4.3 Eeldus on kujul F& G

Vaatleme olukorda, kus toestatava teoreemi mingi eeldus, nt. viimane, on konjunktsioon,
s.t. teoreem on kujul

Eryoo s, F&G EV.
Kui F& G =1, siis ka F =1 ja G = 1. Seega piisab néidata, et

EtyoEn, FLGEV.

1.4.4 Vaiide on kujul FV g

Vaatleme olukorda, kus toestatav teoreem on kujul
&, ., E&n EFVG.

Teoreemi toestamiseks piisab, kui néditame, et

51,...,571’:]: vOi 517...,(€n):g.
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1.4.5 Eeldus on kujul FV g

Vaatleme olukorda, kus toestatav teoreem on kujul
Eyoo &, FVG E V.
Teoreemi toestamiseks piisab, kui néditame, et
E,oo 8, FEV ja &,...,8-1,G EV.

Selle taktika kasutamiseks lisatakse monikord eeldustele mingi toene disjunktsioon ja vaa-
deldakse selle pohjal kahte juhtu. Néiteks voime teoreemi

Kui n on naturaalarv, siis n(n + 1) on paarisarv

toestamiseks vaadelda eraldi juhte, kus n on paarisarv ja kus n on paaritu arv, ning
veenduda, et molemal juhul on n(n + 1) paarisarv.

1.4.6 Viide on kujul F = §

Vaatleme olukorda, kus toestatav teoreem on kujul
E,... . & EF=4G.
Teoreemi toestamiseks piisab, kui néditame, et

&, En F=G.

1.4.7 Eeldus on kujul F = G

Vaatleme olukorda, kus toestatav teoreem on kujul
Eyoi s, F=GEV.
Teoreemi toestamiseks piisab, kui néditame, et
EyooEna BEF ja &, 801, G E V.

Enamasti me ei pane teoreemi eeldustesse kirja koiki juba varem teadaolevaid teo-
reeme, mida meil antud teoreemi toestamisel vaja ldheb, aga me siiski kasutame neid
toestuses. Need kasutatavad teoreemid on tihti ka kujul F = G. Antud toestustaktika
iitleb sisuliselt, et kui me tahame eeldust G viite V toestamisel kasutada, siis peame
kontrollima, et teoreemi F = G eeldus F on antud eeldustel &1, ..., &,_1 taidetud.

Naiteks kui tahame viite V toestamisel kasutada mingi ruutmaatriksi A poordmaatrik-
sit, siis teoreemi

Kui ruutmaatriksi determinant ei ole 0, siis tal leidub péordmaatriks.

kasutamiseks tuleb veenduda, et A determinant ei ole 0.
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1.4.8 Viide on kujul -F

Vaatleme olukorda, kus toestatav teoreem on kujul
.., & EF.

Sellises olukorras on koéige levinum viis vastuolule viimine. Oletatakse vastuviiteliselt,
et lisaks eeldustele kehtib ka F. Néidatakse, et sellisel juhul saab mingi viite G jaoks
toestada, et kehtivad G ja =G, s.t.

Eiyei e FEG ja &1,y &0, F = —G.

Sobiv viide G tuleb iga kord eraldi leida ja soovitav on ta valida nii, et kahe jareldumise
toestamine oleks voimalikult lihtne.

Vastuviitelist toestamist voib kasutada ka siis, kui teoreemi véide ei ole eitus millestki.
Siis teoreemi

£ty EnEF

toestamisel eeldatakse, et koos eeldustega &1, . .., &, on tdene ka —F. Naidatakse, et mingi
G korral

51,...,5n,—|.7:):g ja 51,...,(5'”,—'.7:):—\9.

1.4.9 Eeldus on kujul -F

Vaatleme olukorda, kus toestatav teoreem on kujul

517 < 7871717_‘}- ): V.
Eeldus —F tahendab, et me teame, et F on vair. Mingi véite vidarus annab meile harilikult
vihe informatsiooni.

Olukord, kus eitus on eelduste hulgas, tekib tiiiipiliselt vastuvéitelise tdestamise juures
nii nagu eelmises punktis.

1.4.10 Vaiide on kujul F & G

Vaatleme olukorda, kus toestatav teoreem on kujul
E,... & EF &G
Teoreemi toestamiseks nédidatakse harilikult, et
E,o. & E(F=0) ja &,....8 E(G=F).
Monikord toestatakse hoopis, et

£, e E(F=0G) ja &,....E = (-F = =G).
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1.4.11 Eeldus on kujul F < G
Vaatleme olukorda, kus toestatav teoreem on kujul

Eo b, F&GEV.
Ekvivalentsi kehtimist saab toestamisel kasutada kahel viisil.

1. Loogiline viis: vaadeldava teoreemi toestamiseks piisab toestada, et

Eyoo s, F=G,G6=FEV.

2. Matemaatiline viis: kui toestuses esineb iiks valemitest F ja G, siis voime ta asendada
teisega.

1.4.12 Viide on kujul Vz F(x)
Vaatleme olukorda, kus toestatav teoreem on kujul
51,...,5‘” ):\Vlff(l')

Sellisel kujul teoreemi toestuse esimene samm on harilikult selline: tédhistagu a suvalist
interpretatsiooni kandja elementi. Piisab, kui toestame, et

&,....E = Fla).

Elemendi a suvalisus tdhendab seda, et eeldustes &1, . .., &, ei ole a kohta midagi véidetud,
s.t. a ei esine neis valemeis vabalt. Konkreetse interpretatsiooniga tegeldes ei kasutata
fraasi “interpretatsiooni kandja element”, vaid 6eldakse soltuvalt olukorrast lihtsalt “Olgu
a suvaline naturaalarv/reaalarv/tasandi punkt/...”.

1.4.13 Eeldus on kujul Vz F(z)
Vaatleme olukorda, kus toestatav teoreem on kujul
51, c. ,En,l,Vm}—(l’) ): V.

Kui tdestuses on mingil sammul vaatluse all mingi element ¢, siis eeldusest Vo F(x) saab
jareldada, et peab kehtima ka F(t). Seega teoreemi toestamiseks piisab, kui me oskame
néidata, et

Sla"'agn—laf(t) ): V.

Kui vaja, siis voime eeldust Vz F(x) kasutada ka veel mingite teiste elementide jaoks.

1.4.14 Viide on kujul Jx F(x)
Vaatleme olukorda, kus toestatav teoreem on kujul
&, &y = Jr Fo).

Sellises olukorras tuleb ldhtudes sellest, et kehtivad eeldused &, ..., &, konstrueerida in-
terpretatsiooni kandja selline element a, mille korral F(a) on tdene.
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1.4.15 Eeldus on kujul 3z F(x)

Vaatleme olukorda, kus toestatav teoreem on kujul
51, e ,gnfl, Ela:]:(a:) }: V.

Kui eeldus 3z F(x) on toene, siis leidub mingi element a, nii et F(a) on toene. Seega
piisab, kui toestame, et

51,...,5n_1,f(a) ): V.

Téahis a peab olema uus, ta ei tohi esineda teistes eeldustes ega viites.

1.4.16 Naide toestustaktikate kasutamisest

Binaarset seost = hulgal X nimetatakse jirjestusseoseks, kui ta on refleksiivne, an-
tisimmeetriline ja transitiivne. Binaarset seost  hulgal X nimetatakse rangeks jérjes-
tusseoseks, kui ta on transitiivne ja iga x € X korral x [Z x.

Teoreem 1.111 Kwi C on range jarjestusseos hulgal X ja defineerime
Vrye X(zEy e (xCy)V(r=y)),
sits C on jarjestusseos hulgal X .

TOESTUS. Teoreemi eeldused saab kirja panna kujul

&) Ve —(z C x) (antirefleksiivsus),
E) VaVyVz ((z Cy) & (yC 2) = (x C 2)) (transitiivsus),
&) VaVy (zCy) e (T y) V(r=1y)) (C definitsioon).

Teoreemi vaide on

V) Ve (e Cax)& (refleksiivsus),
Vo) VaVy (e Cy) & (yCx) = (x=y)) & (antisiimmeetria),
Vi) VaVyVz (e Cy) & (y C 2) = (x C 2)) (transitiivsus).

Kuna teoreemi viide on kolme valemi konjunktsioon, siis kasutades toestustaktikat 1.4.2
voime néidata, et eelduste toesusest jareldub iga valemi toesus eraldi.

V, toestus.

1. Vastavalt taktikale 1.4.12 tdhistagu a hulga X suvalist elementi. Piisab, kui toestame,
et a C a.

2. Kasutame eeldust & olukorras, kus © = a ja y = a (taktika 1.4.13). Seega (a C
a) < (a C a)V (a = a). Vastavalt taktikale 1.4.11 voime valemi a C a asendada
valemiga (a C a) V (a = a). Seega piisab, kui nditame, et (a C a)V (a = a) on toene.
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3. Viimane disjunktsioon on toene, sest tema teine liige on toene (taktika 1.4.4).
V, toestus.

1. Té&histagu a ja b hulga X suvalisi elemente. Viite V, toestamiseks piisab toestada,
et (aCb)& (bC a)= (a=0)) on tdene (taktika 1.4.12).

2. Eeldame, et lisaks eeldustele on toene ka (a C b) & (b C a) ning toestame, et a = b
(taktika 1.4.6).

3. Lisaks eeldustele peavad toesed olema ka a C b ja b C a (taktika 1.4.3).
4. Eelduse &; tottu on toesed (a C b) V(e =0b) ja (bC a) V (b= a) (taktika 1.4.11).

5. Vastavalt taktikale 1.4.5 tuleb vaadelda nelja voimalust:
(a) aC bjabC a,
(b) aC bjab=a,
(c) a=bjabC a,
(d) a=bjab=a.
6. (a) Kasutades eeldust & saame, et a C a, kuid see on vastuolus eeldusega &;. Ka
juhtumid (b) ja (c) on vastuolus eeldusega &;. Seega peavad tdesed olema vordused
a = b ja b = a, mida meil oligi vaja.

V3 toestus.

1. Téahistagu a, b, ¢ hulga X suvalisi elemente. Piisab toestada, et (a £ b) & (b C ¢) =
(a C ¢) on toene.

2. Implikatsiooni toestamiseks eeldame, et (a £ b) & (b C ¢) on toene ja niitame, et ka
a C c on toene.

3. Eelduse &; pohjal kehtib ((a C b) V (e = b)) & ((b T ¢) V (b = ¢)) ning vaja on
toestada, et kehtib (a C ¢) V (a = ¢).

4. Disjunktsioonid tekitavad jélle neli varianti.

(a) a C” bjablC con tdesed. Siis & pohjal a C c.
(b

) aC bjab=con toesed. Siis a C c.
(¢) a="bjabC con toesed. Siis a C c.
)

(d) a=0bjab=con toesed. Siis a = c.

Seega toesti koigil juhtudel (a T ¢) V (a = ¢) on toene.
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1.5 Aksiomaatilised teooriad. Peano aksiomaatika

1.5.1 Aksiomaatilised teooriad

Mitteformaalne aksiomaatiline teooria ehitatakse iiles jargmise skeemi kohaselt.

1. Fikseeritakse mingi hulk antud teoorias uuritavaid objekte, nendel defineeritud seo-
seid ja funktsioone ning stimboolika nende tdhistamiseks.

2. Teatud hulk viiteid loetakse toeseks ilma toestuseta. Neid viiteid nimetatakse selle
teooria aksioomideks.

3. Teooria arendamine seisneb teoreemide toestamises. Teoreemideks loetakse vii-
teid, mida saab toestada lihtudes aksioomidest. Selleks, et uusi teoreeme oleks mu-
gavam sonastada, voidakse olemasolevate moistete abil defineerida uusi méisteid ja
tuua sisse uusi tahistusi.

Teooria aksiomaatiline iilesehitus annab igale soovijale véimaluse kontrollida, kas min-
gi teoreem ikka kehtib voi mitte. Selleks tuleks veenduda, et koiki toestussamme saab teha
mingite aksioomide pohjal.

Tanapdeval on enamus matemaatilisi teooriaid iiles ehitatud aksiomaatiliselt. Muu-
hulgas néiteks

e cukleidiline geomeetria,

e naturaalarvude aritmeetika (Peano aksiomaatika),

hulgateooria (néiteks Zermelo-Fraenkeli aksiomaatika),

algebraliste struktuuride (rithmad, vektorruumid jne.) teooriad,

e matemaatiline analiiiis ja funktsionaalanaliiiis.

1.5.2 Peano aritmeetika

Selles paragrahvis vaatleme kiisimust, kuidas defineerida naturaalarvud ja tehted nendega.
Naturaalarvude aritmeetika aksiomaatiliseks késitlemiseks vaatleme signatuuri

o= <07 /7+7 ) :>7

kus ’ on iithekohaline funktsionaalsiimbol (seda tolgendame kui “jargmise” elemendi leid-
mise operatsiooni) ning + ja - on kahekohalised funktsionaalsiimbolid. Peanoﬁ] aritmee-
tika aksioomid on jargmised:

P1. YV —(2' =0);

P2. VaVy(a' =y = = =vy);

4Giuseppe Peano (1858-1932) — itaalia matemaatik
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P3. Va(x 4+ 0 = z);

P4. VaVy(z + v = (z +v)');

P5. Vz(x -0 =0);

P6. VaVy(x -y =x -y + z);

P7. koik valemid kujul F(0) & Vz(F(x) = F(2')) = VaF(x), kus F(x) on suvaline

valem signatuuris o.
Maiarkus 1.112 Me voime vaadelda hulka
{0’ 0/7 0//’ O”/, O””’ B }

Osutub, et koik selle hulga elemendid on erinevad. Aksioomi P1 t&ttu on 0 erinev koigist
teistest selle hulga elementidest. Kui naiteks oletaksime, et 0’ = 0”, siis aksioomi P2 tottu
0 = 0/, mis on vastuolus aksioomiga P1. Seega 0’ ja 0” on erinevad. Analoogiliselt saaksime
mistahes kahe elemendi korral nédidata, et nad on erinevad.

Mirkus 1.113 Induktsiooniaksioom P7 annab veel iihe taktika, mille abil saab Peano
aritmeetikas toestada viiteid kujul Va F(z). Vastavalt implikatsiooni definitsioonile piisab
sellise viite toesuse naitamiseks sellest, kui veendume, et

1. F(0) on toene (induktsiooni alus ehk baas),
2. Vo(F(x) = F(2')) on tdene (induktsiooni samm).

Kas me saaksime defineerida naturaalarvude hulga, kui aksioomide P1-P7 mudeli?
Tekib kiisimus, et kas valemitest P1-P7 koosneval hulgal leidub iildse moni mudel? Kui
jah, siis milline see voiks olla?

Hulgateooria aksioomide pohjal (mida me selles kursuses kiill ei késitle) on olemas
hulgad

0:=0,

1:={0} = {0},

2:={0,1} = {0,{0}},
3:={0,1,2} = {@, {@}7 {@, {Qj}}}

kusjuures need on koik paarikaupa erinevad. Nagu néha,
n+1l=nuU{n}={0,1,...,n},

s.t. selle jada iga jargmise hulga elementideks on koik eelmised hulgad. Hulgateooria
aksioomidest ldhtudes saab toestada, et kehtib jargmine tulemus (tdestuse voib leida
néiteks raamtust [4], teoreem 3.1.1).
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Teoreem. Leidub tdipselt iiks hulk N, mis rahuldab jargmisi tingimusi:
1. D e N;
2. Ve(x e N=zU{z} € N);
3. kui K on selline hulk, et
(0 e K)&Vz ((x € K) = (xU{z} € K)),
siis N C K.

Niisiis N on vahim hulk, mis sisaldab 0 ja mis koos iga hulgaga n sisaldab ka hulga
n U {n}. See tihendab, et N = {0,1,2,3,...}. Selle hulga elemente hakkame nimetama
naturaalarvudeks.

Interpreteerime niiiid signatuuri o jargnevalt. Pohihulgaks olgu hulk N. Funktsiooni
" N — N defineerime vordusega

n:==nU{n}=n+1

Kahekohalised funktsioonid (ehk kahekohalised algebralised tehted) + ja - hulgal N defi-
neerime vordustega

n+0:=n, n+m :=n+m),

n-0:=0, n-m :=n-m+n.
On voimalik néidata, et selline interpretatsioon on aksioomide P1-P7 mudeliks. Seda
mudelit nimetame Peano aritmeetika standardseks mudeliks.

Tuleb vélja, et Peano aritmeetikal on olemas ka mittestandardseid mudeleid. Selliste
mudelite leidumist voimaldab asjaolu, et mudeli kandja M peab kiill sisaldama elemente
0,0,0”,0”, ..., aga aksioomid P1-P7 ei iitle midagi selle kohta, kas see kandja voib si-
saldada ka mingeid teisi elemente. Mittestandardsete mudelite konstruktsioonid on iisna
keerulised ja selles kursuses me neid ei késitle.

Niisiis naturaalarvud (nagu ka mittestandardsed mudelid) rahuldavad Peano aksioo-
me. Tuleb vilja, et viga suure osa naturaalarvude aritmeetika kohta kéivatest teoreemi-
dest (kuid mitte koik) saab toestada lihtudes Peano aksioomidest. Tdestame moned sel-
lised teoreemid.

Teoreem 1.114 Naturaalarvude listmine on assotsiatiivne:
VaVyVz ((z+y) + 2 =2+ (y + 2)).

TOEsTUS. Kahe vélimise iildisuskvantori jaoks kasutame toestamistaktikat 1.4.12. Téahis-
tagu a ja b suvalisi naturaalarve. Teoreemi toestamiseks piisab, kui tdestame, et

Vz((a+b)+2z=a+ (b+ 2)).
Selleks kasutame aksioomi P7 olukorras, kus

Fz)=((a+b)+z=a+ (b+ 2)).
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Induktsiooni alus. Veendume, et F(0) on téene. Tanu aksioomile P3
(a+b)+0=a+0b ja a+(b+0)=a+b.

Jarelikult
(a+b)+0=a+ (b+0).

Induktsiooni samm. Peame niitama, et valem
Vz((a+b)+z=a+(b+2) = (a+b)+2 =a+(b+ 7)) (1.3)

on toene. Selleks tidhistagu ¢ suvalist naturaalarvu ja eeldame, et

(a+b)+c=a+(b+c¢) (1.4)
on toene. Siis
(a+b)+ =((a+b)+¢) (P4)
=(a+ (b+c)) (eeldus (1.4))
=a+(b+c¢) (P4)
=a+ (b+). (P4)

Jarelikult (a +0)+ ¢ = a+ (b+ ) ja sellega oleme niidanud, et valem (1.3]) on tdene. O

Teoreem 1.115 Naturaalarvude liitmine on kommutatiivne:
VaVy (x +y =y + z).
TOESTUS. Vaatleme valemit
Flr)=Vy(xr+y=y+x).

Teoreemi toestamiseks toestame indunktsiooniga, et valem Vx F(x) on toene.

Alus. Naiitame, et valem
Vy(0+y=y+0)
on toene. Ka selleks kasutame indunktsiooni. Tapsemalt eldes naitame, et Yy G(y)

on toene, kus G(y) = (0+y =y +0).

Alus. On ilmne, et 0+0=0+ 0.

Samm. Niitame, et
Vy(O+y=y+0 = 0+9 =9 +0)

on toene. Tahistagu a suvalist naturaalarvu. Piisab toestada, et

O+a=a+0 = 0+d =d+0 (1.5)
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on toene. Eeldame, et 0 + a = a + 0 on tdene. Siis

0+d =(0+4a) (P4)
= (a+0) (eeldus)
=d (P3)
=d +0. (P3)

Seega 0+ a’ = a’ + 0 ja oleme toestanud, et valem ((1.5)) on toene.

Samm. Peame niitama, et
Ve(Vy(z+y=y+z) = Vy@@' +y=y+2))
on toene. Téhistagu b suvalist naturaalarvu. Siis piisab toestada, et
Vy(b+y=y+b) = Vy@' +y=y+V)

on toene. Selleks eeldame, et

Vy(b+y=y+b) (1.6)
on toene. Vaja on niidata, et

Vy (' +y=y+1)
on toene. Teeme seda induktsiooniga y jargi.

Alus. Kehtivad vordused

V+0=1 (P3)
=(b+0) (P3)
=(0+0b) (eeldus (|1.6)))
=0+, (P4)

Samm. Peame toestama, et
Vy (' +y=y+t) = W' +y =y +1))
on toene. Tahistagu c¢ suvalist naturaalarvu. Piisab, kui toestame, et
b +c=c+b)= O+ =+
on toene. Selleks eeldame, et

V+ce=c+V (1.7)
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on toene. Siis

V+d =0 +c¢ (P4)
=(c+10) (eeldus (1.7))
= (c+0b)" (P4)
=+ (eeldus (1.6]))
=(b+c) (P4)
= (' +b) (eeldus ((1.6]))
=cd+. (P4)
Seega b + ¢ = ¢ + U/, mida oligi tarvis toestada.
]
Jareldus 1.116 Naturaalarvudel on omadus
V(04 z = x).
TOESTUS. Olgu a suvaline naturaalarv. Siis teoreemi [1.115]ja aksioomi P3 pohjal
O+a=a+0=a.
O
Teoreem 1.117 Naturaalarvude puhul kehtib jargmine distributitvsuse seadus:
VaVyVz (v - (y+2)=x-y+ - 2).
TOrsTUS. Tahistagu a ja b suvalisi naturaalarve. Piisab, kui toestame, et
Vz(a-(b+2)=a-b+a-2)
on toene. Selle tdestamiseks kasutame induktsiooni z jéargi.
Alus. Niitame, et a- (b+0) =a-b+ a-0. Téepoolest,
a-(b+0)=a-b (P3)
=a-b+0 (P3)
=a-b+a-0. (P5)

Samm. Toestame, et
Vz(a-(b+z)=a-b+a-z = a-(b+7)=a-b+a-2)
on toene. Tahistagu ¢ suvalist naturaalarvu. Piisab toestada, et

a-(b+c)=a-b+a-¢c = a-(b+d)=a-b+a-c
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on toene. Selleks eeldame, et

a-(b+c)=a-b+a-c (1.8)
on toene. Siis

a-(b+d)=a-(b+c) (P4)

=a-(b+c)+a (P6)

=(a-b+a-c)+a (eeldus (L.8))

=a-b+(a-c+a) (teoreem [1.114)

=a-b+a-c. (P6)

O

Teoreem 1.118 Naturaalarvudel on jirgmine omadus:
VaVyVz (x +z=y+2 = = =1y).

TOrsTUS. Téhistagu a ja b suvalisi naturaalarve. Teoreemi toestamiseks piisab, kui
toestame, et
Vz(a+z=b+2 = a=0)

on toene. Selleks kasutame aksioomi P7 olukorras, kus
Flz)=(a+2z=b+2 = a=0H).

Induktsiooni alus. Veendume, et F(0) on téene. Olgu a + 0 = b+ 0. Ténu aksioonile
P3 saame vorduse a = 0.
Induktsiooni samm. Téhistagu c suvalist naturaalarvu. Eeldame, et valem

a+c=b+c = a=b (1.9)

on téene. Oletame, et kehtib vordus a+¢ = b+¢'. Siis aksioomi P4 pohjal (a+c)" = (b+c)’,
kust aksioomi P2 abil saame vorduse a + ¢ = b + ¢. Eeldust ([1.9) kasutades saame, et
a = b. Sellega oleme toestanud, et

Vz (F(z) = F(Z))
on toene ning jérelikult on toene ka Vz F(z2). 0
Ulesanne 1.119 Niidata, et naturaalarvudel on jargmised omadused:
o VaVyVz((x+vy) - z=x-2+y-2);
o VaVyVz((z-y)-z=x-(y-2));
o VaVy(z-y=y-z);
o Vr(x-1=u).

Loomulikult ei pea naturaalarvude késitlemisel piirduma ainult liitmis- ja korrutamis-
tehte ning vordusseosega. Voib defineerida ka uusi tehteid, seoseid ja moisteid. Néiteks
voime defineerida kahekohalise seose < jargmiselt:

VaVy (z <y < 3z(z+2=1y)).
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Teoreem 1.120 Secos < on jdrjestusseos naturaalarvude hulgal.

TOESTUS. Refleksiivsus. Tahistagu a suvalist naturaalarvu. Aksioomi P3 pohjal a+0 = a.
Jarelikult 3z (a + z = a) on toene. See tiahendab, et kehtib ka a < a.

Antisiimmeetria. Peame naitama, et
VaVy (r < y) & (y < z) = (v =y)).

Téahistagu a, b suvalisi naturaalarve ning eeldame, et a < b ja b < a. Siis leiduvad natu-
raalarvud c ja d nii, et a + ¢ = b ja b+ d = a. Jarelikult

(c+d)+a=a+(c+d)=(a+c)+d=b+d=a=0+a.

Teoreemi [1.118 pohjal saame, et ¢ + d = 0. Oletame vastuviiteliselt, et d # 0. Siis leidub
selline e, et d = ¢’. Jarelikult

O=c+d=c+¢e =(c+e),

mis on vastuolus aksioomiga P1. Seega d = 0 ja vordusest b+ d = a saame, et b = a.

Transitiivsus. Peame néitama, et
VavyVz ((z < y) & (y < 2) = (z < 2)).

Téahistagu a, b, ¢ suvalisi naturaalarve ning kehtigu vorratused a < b ja b < c. Siis leiduvad
naturaalarvud u ja v nii, et a +u = b ja b+ v = c. Jarelikult

c=b+v=(a+u)+v=a+ (u+v),

kust seose < definitsiooni tottu a < c. O

Ulesanne 1.121 Téestada, et naturaalarvude jirjestusseos < on kooskdlas liitmise ja
korrutamisega, s.t.

VaVyVz (e <y = z+2<y+ 2),

VaVyVz(x <y = z-2<y-2).



Peatiikk 2

Graafiteooria

2.1 Graafi moiste

Selle kursuse teises osas késitleme graafiteooriat. See on diskreetse matemaatika iiks olu-
line haru, millel leidub ka palju praktilisi rakendusi. Loengukonspekti koostamisel on
pohiliselt kasutatud raamatuid [9], [3] ja [2].

Graafiteooria loojaks peetakse Leonhard Eulerit[]

Paljude péariselus esinevate olukordade modelleerimiseks on kasulik kasutada diagram-
me, millel on punktide abil d4ra margitud teatud objektid ja punktidevaheliste joonte abil
on vélja toodud objektidevahelised seosed. Niiteks maanteede kaart (punktid — asulad,
jooned — maanteed) voi sugupuu (punktid — inimesed, jooned — sugulussidemed). Sedasorti
diagrammide matemaatiliseks késitlemiseks on kasutusele voetud graafi moiste.

Definitsioon 2.1 Graaf on paar G = (V, E), kus V on mittetiihi hulk ja £ on hulk,
mille elementideks on hulga V' mingid kaheelemendilised alamhulgad. Hulga V' elemente
nimetatakse graafi G tippudeks? ja hulga E elemente selle graafi servadeks]

Serva tippude u ja v vahel tihistatakse {u, v} asemel tihti ka lihtsalt uv.

Antud definitsiooni méttes ei tohi graafil olla silmuseid (servi, mille otspunktid lan-
gevad kokku) ega kordseid servi (s.t. kahe tipu vahel on iilimalt iiks serv). Samuti ei ole
oluline servade suund (suunatud graafe vaatleme selles kursuses hiljem).

Pohimotteliselt voib graafis olla ka lopmata palju tippe ja servi, aga kiesolevas kur-
suses kisitleme ainult 16plikke graafe. Kui tekib vajadus rasdkida 1opmatutest graa-
fidest, siis juhime sellele eraldi tdhelepanu.

Definitsioon 2.2 Kui graafi tipp v kuulub servale e, siis deldakse, et tipp v ja serv
e on intsidentsed. Iga serv on intsidentne tépselt kahe tipuga, mida kutsutakse selle
serva otstippudeks. Kahte tippu nimetatakse naabertippudeks, kui nad on servaga
ithendatud. Kahte serva nimetatakse naaberservadeks, kui neil leidub iihine otstipp.

Leonhard Euler (1707-1783) — &veitsi matemaatik
2tipp = wvertex
3serv = edge

65
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Naiide 2.3 Graafe esitatakse tihti jooniste abil, kus tdppidena on mérgitud graafi tipud
ja kaks tippu on ithendatud joonega parajasti siis, kui nende vahel on serv. Néiteks voime
vaadelda jargmist kuuetipulist graafi:

u (% w

SK )

Selle graafi puhul

V =Au,v,w,z,y, 2z}

E = {uv,uy, vw, vz, wy, xy,yz}.

Selles graafis néiteks u ja y on naabertipud, aga u ja z ei ole. Servad uy ja wy on naaber-
servad, sest neil on iihine otspunkt .

Graafide esitamisel ja uurimisel saab kasutada maatriksite abi. Graafidega seotud
maatriksite defineerimiseks on oluline fikseerida tippude ja servade jérjekord.

Definitsioon 2.4 Olgu G = (V| E) graaf tippude hulgaga V = {vy,...,v,}. Graafi G
naabrusmaatriksiks nimetatakse n x n-maatriksit A = (a;;), kus

L — 1, kui V;iV; S E,
Y10, kuiwvw; € E.

Definitsioon 2.5 Olgu G = (V, E) graaf tippude hulgaga V' = {vy,...,v,} ja serva-
de hulgaga E = {ey,...,en,}. Graafi G intsidentsusmaatriksiks nimetatakse n x m-
maatriksit B = (b;;), kus

b — 1, kui v; on serva e; otstipp,
Y1 0, kuiw; el ole serva e; otstipp.

Niide 2.6 Vaatleme graafi

(%1 €1 V2 €3 U3

€5

€2

€4
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Selle graafi naabrusmaatriks on

O OO =O
_ o O = O
O OO =O
O OO OO
—_ O~ = O
O = OO =O

ja intsidentsusmaatriks on

[ eNeBell
O = O O O
OO O~ O
_ o O O = O
ORr O OO
O == O oo
= =0 OO OO

Definitsioon 2.7 Téisgraaf on graaf, mille iga kahe erineva tipu vahel on serv. n-tipulist
tdisgraafi tahistatakse siimboliga K,.

Definitsioon 2.8 Nullgraaf on graaf, milles puuduvad servad. n-tipulist nullgraafi té-
histatakse siimboliga O,,.

Naiide 2.9 Neljatipuline tdisgraaf ja nullgraaf:

K, Oy

Mirkus 2.10 Graafil K, on servi sama palju kui on n-elemendilisel hulgal 2-elemendilisi
alamhulki. Seega on tema servade arv

2_”(”_1)
C’n——2 )

Naide 2.11 (Graafid kui mudelid) Vaatleme signatuuri, milles on iiks kahekohaline pre-
dikaatsiimbol R ja vordussiimbol =. Siis graafi G = (V, F) voib vaadelda selle signatuuri
interpretatsioonina pohihulgaga V', kus stimbolit R interpreteerime tippude naabrusseo-
sena:

R(vi, vj) = aij,

kus A = (a;;) on graafi naabrusmaatriks. See interpretatsioon on valemite hulga

{Vx =R(z,z), VaVy (R(z,y) = R(y,x))}
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mudeliks. Téisgraaf on veel valemi
Vavy (=(z =y) = R(z,y))

mudeliks. Nullgraaf on valemi
Vavy —R(z,y)

mudeliks.

Definitsioon 2.12 Graafi G tidiendgraaf ehk t#iend on graaf G, mille tippude hulk on
sama, mis G tippude hulk, aga servaga on iithendatud parajasti need tipud, mille vahel
graafis G serv puudub.

Naiide 2.13 Lihtne on aru saada, et
K,=0, ja O,=K,.

Naiide 2.14 Jargmised graafid on teineteise tdiendgraafid:

Graafidega tegeldes on meil aeg-ajalt vaja konstrueerida uusi graafe lahtudes olemas-
olevatest. Taiendgraafi moodustamine on iiheks selliseks konstruktsiooniks. Lisaks sellele
kasutame jargmisi operatsioone:

e serva kustutamine,

e serva lisamine kahe seniiihendamata tipu vahele,

e tipu kustutamine koos koigi temaga intsidentsete servadega,

e tipu lisamine koos servadega uue tipu ja teatava hulga seniste tippude vahele.

Definitsioon 2.15 Graafi G’ = (V’, E') nimetatakse graafi G = (V, E) alamgraafiks,
kui ta on saadud graafist G teatud hulga tippude ja servade kustutamisel, s.t. V' C V ja
E' CE.

Naiide 2.16 1. Iga graaf on iseenda alamgraaf.

2. Nullgraaf O,, on iga n-tipulise graafi alamgraaf.

3. Graafi
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alamgraafideks on néiteks

o ———0 [

ja

Definitsioon 2.17 Graafi tipu v astmeks ehk valentsiks nimetatakse selle tipuga int-
sidentsete servade arvu. Tipu v astet tahistatakse stimboliga d(v).

Kui graafis on n tippu, siis iga tipu v korral d(v) € {0,1,...,n — 1}.

Definitsioon 2.18 Tippu, mille aste on 0, nimetatakse isoleeritud tipuks. Tippu, mille
aste on 1, nimetatakse rippuvaks tipuks.

Niide 2.19 Niites vaadeldud graafi tippude astmed on
d(u) =d(w) =d(z) =2, d(v) =3, d(z) =1, d(y) = 4.
Selles graafis on iiks rippuv tipp x ja mitte iihtegi isoleeritud tippu.

Teoreem 2.20 Igas graafis on koigi tippude astmete summa vordne servade arvu kahe-
kordsega.

TOESTUS. Olgu G = (V, E) graaf. Me peame néitama, et
> d(v)=2-|E|.
veV

Selle summa leidmisel vaatleme iithekaupa koiki graafi tippe ja loeme kokku selle tipuga
intsidentsed servad. Nii tehes oleme iga serva arvesse votnud kaks korda: iiks kord iihe
otstipu juures ja teine kord teise otstipu juures. Seega peab tippude astmete summa olema
kaks korda suurem kui servade arv. O

Jareldus 2.21 Igas graafis on paaritu astmega tippe paarisarv.

TOEsTUS. Kui paaritu astmega tippe oleks paaritu arv, siis summa
D>_dw)
veV

oleks paaritu arv, mis on vastuolus teoreemiga [2.20| Jérelikult peab paaritu astmega tippe
olema paarisarv. O

Definitsioon 2.22 Graafi nimetatakse regulaarseks, kui tema koigi tippude astmed on
vordsed. Kui koigi tippude astmed on vordsed naturaalarvuga k, siis oeldakse, et graaf
on k-regulaarne.
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Niide 2.23 1. Téisgraaf K, on (n — 1)-regulaarne.
2. Nullgraaf O,, on 0-regulaarne.

3. Naide 3-regulaarsest graafist:

Jareldus 2.24 n-tipulises k-requlaarses graafis on % serva.

TOESTUS. Olgu G = (V, E) k-regulaarne graaf. Teoreemi [2.20] pohjal

|E| = (Z d(v)) /2 = ”2—1“

veV

Ulesanne 2.25 Kas leidub 5-tipuline 3-regulaarne graaf? Miks?
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2.2 Ahelad ja tsiiklid

Definitsioon 2.26 Ahel] graafis G on selline tippude jirjend vg, vy, . . ., vy, kus iga kaks
jéarjestikust tippu on ithendatud servaga. Tippe vy ja vi nimetatakse ahela otstippudeks,
iilejadnud tipud on ahela sisetipud. Ahela vy, vy, ..., v, pikkuseks loetakse arv k.

Niisiis, ahela pikkus on vordne servade arvuga (mitte tippude arvugal) selles ahelas.
Muuhulgas on olemas ka ahel pikkusega 0 (see sisaldab ainult iihte tippu vp). Tihti kirju-

tatakse vg, v1,. .., v asemel lihtsalt vovy ... vp.
Kui meil on ahel vy, vy,..., v, siis oeldakse, et see ahel 1abib tippe vy, vq,...,v; ja
servi vgvi, V1Va, . . . , Up_1Vk.

Ahelas v6ib moni tipp voi isegi moni serv esineda mitu korda.
Definitsioon 2.27 Lihtahe]E] on ahel, mille ko6ik tipud on erinevad.

Kuna lihtahelas ei saa tipud korduda, siis on selge, et lihtahelas ei saa ka iikski serv
esineda mitu korda.

Mirkus 2.28 Graafide puhul on erinevates keeltes ja erinevates raamatutes kasutusel
iisna erinev terminoloogia, seetottu tuleb hoolega jélgida, mida mingi termin mingis allikas
tdhendab. Siin oleme &ra toonud monede terminite ingliskeelsed vasted, nii nagu neid on
kasutatud raamatus [2].

Teoreem 2.29 Kui graafis G leidub tippude u ja v vahel ahel, siis leidub nende vahel ka
lihtahel.

TOESTUS. Eeldame, et tippude u ja v vahel leidub ahel
U = Vg,V1,V2y...,V_1,V = V.

Oletame, et selles ahelas esineb mingi tipp w viahemalt kaks korda. Otsime iiles selle tipu
esimese ja viimase esinemise ahelas:

Vo, U1y -+« + 5 Vim1, W; Vjp1, -« -5 Vj—1, Wy Vjp15 - - o Uk
Siis
Vo, V1, .-+, Vi—1, W, Vj41,y . - -, Uk

on ahel, milles tipp w esineb ainult ithe korra. Analoogilise lithendamise viime 1&bi koigi
kordselt esinevate tippude korral. Tulemuseks on tippe u ja v ithendav lihtahel. a

Graafis voib kahe tipu vahel leiduda mitmeid ja erineva pikkusega lihtahelaid.

Definitsioon 2.30 Graafi tippude u ja v, kus u # v, vaheliseks kauguseks loetakse
miinimumi nende tippude vaheliste lihtahelate pikkustest. Kui nende tippude vahel ahelaid
ei leidu, siis loetakse kokkuleppeliselt, et u ja v vaheline kaugus on I6pmatus. Tipu kaugus
iseendast on 0.

4ahel = walk
Slihtahel = path
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Definitsioon 2.31 Kinnine ahel on ahel, mille esimene ja viimane tipp langevad kok-
ku. Kinnise ahela pikkus on tema servade arv.

Definitsioon 2.32 Kinnist ahelat, milles on vadhemalt kolm serva ja mis ei l&bi {ihtegi
tippu kaks korda, kutsutakse tsiikliks'|

Niisiis, tsiikkel on ahel vy, vy, ..., vi_1,v0, kus k > 3 ja tipud vy, vy, ..., v5_1 on paari-
kaupa erinevad.

Tsiikli (ja kinnise ahela) puhul ei ole oluline, millisest tipust me alustame selle kirja
panemist. Seega néiteks uvwu, vwuv ja wuvw tahistavad iihte ja sama tsiiklit.

Teoreem 2.33 Kuil > 2 ja graafi iga tipu aste on vihemalt 1, siis selles graafis leidub
1. lLihtahel, mille pikkus on vihemalt [,
2. tsiikkel, mille pikkus on vihemalt [ 4 1.

TOESTUS. 1. Eeldame, et graafi G iga tipu aste on vahemalt [, kus [ > 2. Olgu vpvy ... vy
selline lihtahel graafis GG, mille pikkus on maksimaalne (s.t. pikemaid lihtahelaid ei leidu).
Siis tipu v, koik naabertipud peavad ka kuuluma sellesse ahelasse, sest muidu saaksime
neid vy, jérele lisades ahelat pikendada (vt. joonist). Kuna vy naabertippe on vihemalt [,
siis ka k > [, s.t. ahela pikkus on vidhemalt (.

PN

Vo (A | Vg—1 Vg

2. Olgu v; selline tipu v naaber, mis on tipule vg koige lahemal. Siis v;v;11 ... vxv; on
tsiikkel, kusjuures tema pikkus on vahemalt [ + 1, sest ta sisaldab tippu v, ja koiki vy
naabertippe. O

Jareldus 2.34 Kui graafis on servi vihemalt sama palju kui tippe, siis selles graafis leidub
tstikkel.

TOESTUS. Paneme tédhele, et 1- ja 2-tipulises graafis on servi vihem kui tippe. Vahim
graaf, milles on servi vihemalt sama palju kui tippe, on 3-tipuline taisgraaf Kj.

Olgu niiiid G = (V, E) suvaline graaf, kus |E| > |V|. Kustutame iithekaupa graafist
isoleeritud ja rippuvaid tippe, niikaua kuni neid leidub (ka neid, mis selle protsessi kdigus
juurde tekivad). Selle protsessi kéigus on graafil alati servi vihemalt sama palju kui tippe.
Lopuks jaab jarele alamgraaf G' = (V' E'), kus servi on vihemalt sama palju kui tippe.
Lisaks sellele |V’| > 3 ja G’ iga tipu aste on vdhemalt 2. Teoreemi pohjal leidub
graafis G’ tsiikkel, mille pikkus on vihemalt 3. O

Naide 2.35 Niites vaadeldud graafis on 6 tippu ja 7 serva. Selles leidub néiteks
tsiikkel wvzyu pikkusega 4. Selles graafis veel uvwyzvu on kinnine ahel, mis ei ole lihtahel
ega tsiikkel, ning uvwyz on lihtahel, mis ei ole kinnine.

6kinnine ahel = closed walk
"tsiikkel = cycle
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2.3 Graafi sidusus

Definitsioon 2.36 Graafi nimetatakse sidusaks, kui selle iga kahe tipu vahel leidub
ahel.

Mairkus 2.37 1. Muuhulgas loetakse ka iihetipuline graaf sidusaks.

2. Sidusas graafis saab mistahes tipust liikuda servipidi mistahes teise tippu.

3. Kui u ja v on sidusa graafi kaks erinevat tippu, siis tdnu teoreemile leidub u ja
v vahel lihtahel.

Kui graaf ei ole sidus, siis jaguneb ta sidusate alamgraafide 16ikumatuks ithendiks.

Definitsioon. Graafi sidususkomponentideks ehk sidusateks komponentideks ni-
metatakse selle graafi maksimaalseid sidusaid alamgraafe.

Maksimaalsus selles definitsioonis tdhendab seda, et mistahes tipu lisamisel antud
sidusale alamgraafile saame mittesidusa alamgraafi. Graaf on sidus parajasti siis, kui tal
on iiks sidususkomponent.

Naiide 2.38 Jargmisel graafil on kolm sidususkomponenti:

Definitsioon 2.39 Graafi serva nimetatakse sillaks, kui tema eemaldamisel graafist si-
dususkomponentide arv suureneb.

On selge, et serv uv on sild parajasti siis, kui parast tema eemaldamist on otstipud «
ja v erinevates sidususkomponentides.

Definitsioon 2.40 Kui tipu u ja temaga intsidentsete servade eemaldamisel graafi si-
dususkomponentide arv suureneb, siis 6eldakse, et v on eraldav tipp.

Naiide 2.41 Graafis

on iiks sild e ja kolm eraldavat tippu u, v ja w.
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Teoreem 2.42 Graafi serv on sild parajasti siis, kui ta ei kuulu tiihesseqi tstklisse.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu serv wv sild. Oletame vastuvditeliselt, et leidub tsiikkel
C, mis sisaldab serva uwv. Siis serva uv eemaldamisel on ikkagi voimalik tsiikli C' iilejaanud
servi pidi liikkuda tipust u tippu v. Seega u ja v on uues graafis samas sidususkomponendis,
mis on vastuolus sellega, et uv oli sild. Jéarelikult uv ei kuulu tsiiklitesse.

P1isavus. Eeldame, et serv uwv ei sisaldu iiheski tsiiklis. Siis iga ahel tipust u tippu v peab
sisaldama serva uwv, sest muidu sellele ahelale serva uwv lisades saaksime kinnise ahela,
millest saab vilja eraldada tsiikli kasutades samasugust mottekdiku nagu teoreemi [2.29
toestuses. Kui niitid serv uv eemaldada, siis ei jad enam iihtegi ahelat u ja v vahele. Seega
u ja v on erinevates sidususkomponentides ning jarelikult on serv ww sild. O

Teoreem 2.43 Kui n-tipulisel graafil on m serva ja k sidususkomponenti, siis kehtivad

vorratused L _

n—k)(n—
TOESTUS. 1. Téestame vorratuse n — k < m. Teeme seda induktsiooniga graafi servade
arvu jargi.

Alus. Olgu m = 0. Siis on tegemist nullgraafiga O,,, milles sidususkomponente on n tiikki.
Vorratus on kujul n —n < 0 ja see kehtib.
Samm. Olgu m > 0, olgu graafis G n tippu ja k sidususkomponenti ning eeldame, et
véaide kehtib koigi graafide korral, kus on vihem kui m serva. Valime graafis G vélja iihe
serva e (see leidub, sest m > 0) ning kustutame selle dra, nii et tulemuseks saadav graaf
on GG'. On kaks voimalust.

a) e on sild. Siis graafis G’ on m — 1 serva ja k + 1 sidususkomponenti. Kasutades
induktsiooni eeldust G’ jaoks saame vorratuse n — (k+1) < m — 1, kust n — k < m.

b) e ei ole sild. Siis graafis G’ on m — 1 serva ja k sidususkomponenti ning induktsiooni
eelduse pohjal n — k < m — 1. Siis aga kan — k < m.

2. Toestame vorratuse
(n—Fk)(n—k+1)

5 .

Selleks uurime, mitu serva saab maksimaalselt olla n-tipulisel graafil k£ sidususkompo-
nendiga. [lmselt peavad koik sidususkomponendid olema téisgraafid. Kui votame koige
viiksema tippude arvuga sidususkomponendist iihe tipu koos intsidentsete servadega dra
ja lisame koige suurema tippude arvuga komponenti iihe tipu juurde koos servadega
koigisse teistesse selle komponendi tippudesse, siis saadud graafis ei ole vihem servi kui
esialgses. Korrates seda protsessi jouame 16puks graafini, milles on

m <

1. k — 1 ihetipulist sidususkomponenti,

2. iiks (n — k + 1)-tipuline téisgraafist sidususkomponent.
Vastavalt mérkusele on sellises graafis servi
(n—k+1)n—k+1-1) (n—Fk)(n—-k+1)

2 2
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Jareldus 2.44 Kui n-tipulisel graafil on vihem kui n — 1 serva, siis see graaf on mitte-
sidus.

TOEsTUS. Olgu n-tipulisel graafil k£ sidususkomponenti ja m serva, kusjuures m < n — 1.
Teoreemi [2.42[ pohjal n —k < m <n—1, kust 1 < k. Kuna sidususkomponente on rohkem
kui 1, siis on graaf mittesidus. a

Jareldus 2.45 Kui n-tipulisel graafil on rohkem kui (n—1)(n—2)/2 serva, siis see graaf
on sidus.

ToOrsTus. Kui n = 1, siis graaf on sidus. Kui n = 2, siis peab graafil olema rohkem
kui 0 serva ja seega on ta sidus. Edasises eeldame, et n > 3. Kui servade arv on m ja

m > ("71)2&, siis teoreemi tottu
(n—1)(n—2) _ (n—Fk)(n—Fk+1)
2 2 '
Jarelikult
n*—3n+2<n®—kn+n—kn+k*—k,
kust

k> —(2n+ 1)k +4n —2 > 0.

Vaadeldes seda ruutvorratusena k suhtes ja leides vastava ruutvorrandi lahendid 2 ja
2n — 1 saame vorratuse

(k—2)(k—2n+1) > 0.

Arvestades seda, et 2 < 2n — 1 (sest n > 3) ja ruutparabooli omadusi peab k < 2 voi
k>2n—1. Kuik>2n—1,siis k > n+n—1 > n, mis ei ole voimalik (sidususkomponente
ei saa olla rohkem kui tippe). Seega k < 2 ehk k = 1. Seda oligi tarvis toestada. a
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2.4 Graafide isomorfism

Definitsioon 2.46 Graafe G = (V, F) ja G’ = (V', E') nimetatakse isomorfseteks, kui
leidub selline bijektiivne kujutus ¢ : V. — V| et

uwv € E parajasti siis, kui p(u)p(v) € E'.

Naiide 2.47 Graafid

Uus Uy Uy V2 w3 Wy

o—o o— @
U2 I

U1 o——©

U1 U3 w1y W2

on omavahel isomorfsed.

Graafide isomorfismi kontrollimiseks tuleb konstrueerida iiks sobiv kujutus tipuhulka-
de vahel. Kui on vaja néaidata, et kaks graafi ei ole isomorfsed, siis harilikult ndidatakse,
et iihel graafidest on mingi omadus, mis isomorfismi all siilib, aga teisel seda ei ole. (Sel-
liseid omadusi nimetatakse monikord invariantideks.) Toome siin kaks néidet sellistest
omadusest.

Lause 2.48 Kui kaks graafi on isomorfsed, siis on neil sama palju servi.

TOESTUS. Olgu ¢ isomorfism graafide G = (V, E) ja G’ = (V', E’) vahel. Siis voime
vaadelda kujutust ¢ : £ — E’, mis on defineeritud vordusega

Y(uv) = p(u)p(v)

iga uv € F korral. Néitame, et ¢ on injektiivne. Selleks oletame, et ¢ (uv) = ¥ (u'v"). Siis
p(u)p(v) = o(u)p(v') ehk {p(u), p(v)} = {pW), ¢(v')}. On kaks voimalust.

a) p(u) = e(u') ja p(v) = p(v'). Siis ¢ injektiivsuse tottu u = v’ ja v = v, kust uv = u'v'.
b) p(u) = (V') ja p(v) = p(u'). Siis u = v’ ja v =/, kust uv = v'v’ = u'v'.

Sellega on néaidatud, et ¢ on injektiivne.

Veendume, et ¢ on siirjektiivne. Olgu zy € E’. Ténu ¢ siirjektiivsusele leiduvad tipud
u,v € V onii, et x = p(u) jay = p(v). Kuna p(u)p(v) € F', siis uv € E. Jérelikult
Y(uwv) = p(u)p(v) = xy. See tahendab, et ¥ on siirjektiivne.

Kuna kujutus ¢ on bijektiivne, siis on graafides G ja G’ sama palju servi. a

Lause 2.49 Kui graafid G = (V, E) ja G' = (V' E') on isomorfsed ja graafis G leidub
tipp, mille aste on r, siis ka graafis G' leidub tipp, mille aste on r.
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TOEsTUS. Olguv € V jad(v) = r. Eelduse pohjal leidub isomorfism ¢ graafist G graafi G'.
Kui v naabertipud on vy, . .., vy, siis p(v)p(v1), ..., p(v)p(v,) € E'. Tdnu ¢ injektiivsusele
on tipud p(v1),...,¢(v,) € V' paarikaupa erinevad. Seega d(¢(v)) = r.

Kui oletada, et veel ka p(v)z € E', kus x € V' ja x & {p(v1),...,¢(v,)}, siis tdnu
¢ stirjektiivsusele leidub tipp v € V nii, et x = p(vg). Kuna p(v)p(vy) € E', siis ka
vug € E. Jarelikult leidub selline ¢ € {1,...,7}, et vg = v;. Siis aga x = p(vg) = @(v;) €
{e(v1),...,¢(v.)}, vastuolu. Sellega oleme nédidanud, et ¢(v) ainsad naabertipud graafis
G’ on p(v1),...,p(v,.). Jarelikult d(e(v)) = r. O

Naiide 2.50 Graafid

ei ole isomorfsed, sest teises graafis leidub tipp astmega 1, aga esimeses mitte.

Lisaks kahele toestatud lausele saab veel nédidata, et isomorfsetel graafidel on

e sama palju sidususkomponente,

samasugune tipuastmete mittekasvav jarjend,

sama lithima tsiikli pikkus,
e sama pikima tsiikli pikkus,

® jne.
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2.5 Euleri ja Hamiltoni graafid

Definitsioon 2.51 Euleri ahel on ahel, mis sisaldab graafi iga serva tépselt iithe korra.
Kinnine Euleri ahel on Euleri ahel, mille esimene ja viimane tipp langevad kokku.

Definitsioon 2.52 Euleri graaf on sidus graaf, milles leidub kinnine Euleri ahel.

Maiarkus 2.53 “Kinnise Euleri ahela” asemel oeldakse monikord “Fuleri tsiikkel”. Sel-
le kursuse terminoloogias ei pruugi Euleri tsiikkel olla tsiikkel, sest selles voivad tipud
korduda. Seetottu me valdime termini “Euleri tsiikkel” kasutamist.

Naiide 2.54 Graafis

leidub Euleri ahel uvyurvwzy.

Euleri ahela leidmise vajadus tekib praktikas néiteks siis, kui on vaja lumest puhastada
teed mingis piirkonnas voi laiali kanda post mingis linnas nii, et iga tdnavat labitaks iiks
kord.

Millistes graafides leidub kinnine Euleri ahel? Sellele kiisimusele annab vastuse jargmine
teoreem.

Teoreem 2.55 Graaf on Euleri graaf parajasti siis, kut ta on sidus ja tema iga tipu aste
on paarisarv.

TOEsTUS. TARVILIKKUS. Olgu G Euleri graaf. Siis ta on sidus ja sisaldab kinnist Euleri
ahelat. Olgu v selle graafi suvaline tipp. Iga kord kui ahel 1édbib seda tippu, kasutab ta dra
kaks selle tipuga intsidentset serva (iihe sisenemiseks, teise véljumiseks). Et ahel saaks
dra kasutada koik tipu v juures olevad servad, peab tipu v aste olema paarisarv.

Prisavus. Toestame, et kui sidusa graafi tippude astmed on paarisarvud, siis on see graaf
Euleri graaf. Teeme seda induktsiooniga graafi servade arvu jargi.

Induktsiooni alus. Vaatleme juhtu, kus graafis on 0 serva. Sidususe tottu tdhendab see,
et graafis on iiksainus tipp v ja sobivaks kinniseks Fuleri ahelaks on sellest ainsast tipust
koosnev ahel, milles on 0 serva.

Induktsiooni samm. Olgu G = (V| F) sidus graaf, mille tippude astmed on paarisarvud,
ning olgu |E| > 0. Eeldame, et toestatav véide kehtib koigi graafide puhul, mille servade
arv on viiksem kui |E|.

Graafi G iihegi tipu aste ei ole 0, sest muidu poleks ta sidus. Seega iga tipu aste on
vihemalt 2. Teoreemi pohjal sisaldab G mingit tsiiklit C. Kui C' sisaldab koiki graafi

G servi, siis ongi ta ise kinnine Euleri ahel ja toestus on loppenud.
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Vastasel juhul vaatleme graafi G alamgraafi G’ = (V, E’), mis on saadud koigi tsiiklisse
C kuuluvate servade kustutamisel. Graafis G’ on viahem servi kui graafis G. Samuti on G’
koigi tippude astmed paarisarvud, sest kustutades tsiiklisse C' kuuluvaid servi vihendame
G iga tipu astet 0 voi 2 vorra. Graaf G’ ei pruugi olla sidus, kiill aga on seda tema
sidususkomponendid. Induktsiooni eelduse pohjal leidub G’ iga sidususkomponendi jaoks
kinnine Euleri ahel.

Konstrueerime niiiid GG jaoks kinnise Euleri ahela jargmiselt. Hakkame liikuma mooda
tsiikli C' servi. Kui jouame tipuni vy, mille aste graafis G’ ei ole 0 (s.t. mille aste graafis
G on viahemalt 4), siis ldbime tippu v; sisaldavas G’ sidususkomponendis leiduva kinnise
Euleri ahela ning jouame 16puks tippu v; tagasi. Siis jatkame tsiikli C' ldbimist kohast,
kus see pooleli jii, kuni jouame jargmise tipuni vo, mille juures on veel libimata G’ servi.
Tippu vy sisaldavas G’ sidususkomponendis libime jallegi Euleri ahela ja jouame tagasi
tippu v9. Protseduuri korrates ldbime niimoodi tsiikli C'. Tulemuseks on kinnine Euleri
ahel G jaoks. O

Definitsioon 2.56 Tsiiklit, mis ldbib graafi koiki tippe tédpselt iihe korra, nimetatakse
Hamiltoniﬁ tsiikliks. Hamiltoni graaf on graaf, milles leidub Hamiltoni tsiikkel.

Naiide 2.57 Graafis

U Y
leidub Hamiltoni tsiikkel vuxyv. Seega on tegemist Hamiltoni graafiga.

Jargmine, Diraciﬂ poolt toestatud teoreem annab piisava tingimuse Hamiltoni tsiikli
leidumiseks.

Teoreem 2.58 (Diraci teoreem) Olgu G n-tipuline graaf, kus n > 3 ja iga tipu aste
on vihemalt 5. Siis G on Hamiltoni graaf.

TOEsTUS. Rahuldagu graaf G = (V, E) teoreemi eeldusi. Oletame, et G ei ole sidus. Siis
on temas viahemalt kaks sidususkomponenti ja minimaalse tippude arvuga sidususkom-
ponendis on tippude arv < 7, mistottu iga tipu aste on < . See on vastuolus eeldusega.
Jérelikult G on sidus graaf.

Olgu P = oz ...z, maksimaalse pikkusega lihtahel graafis G (s.t. pikemaid lihtahe-
laid ei leidu). Siis koik z¢ naabertipud ja koik zj naabertipud asuvad ahelal P, sest muidu
saaksime ahelat pikendada. Seega o, ...,z hulgas on vihemalt 7 tipu x, naabertippu
ja x1,...,r; hulgas on vihemalt % tipu zo naabertippu. Néitame, et

(Fi € {0,1,...,k —1})(zxx € E ja zozri41 € E).

8William Rowan Hamilton (1805-1865) — iiri matemaatik, astronoom ja fiiiisik
9 Gabriel Andrew Dirac (1925-1984) — ungari-briti matemaatik
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./_\ .
Ty I TiN_ Ti+1 Tp—1 /Tk

Oletame vastuviiteliselt, et see tingimus ei kehti. Siis leidub ahelal P vdhemalt d(z)
tippu, mis ei ole x; naabrid (need on z naabritele eelnevad tipud ja voib-olla veel moned
tipud). Lisaks sellele on ahelal P koik d(xy) tipu xy naabrit ja tipp xj ise ka. Seega peaks
ahelal olema véhemalt d(zo) + d(zx) + 1 tippu. Aga

n o n
d(xg) +d(zg) +1 > §+§+1:n—|—1,
mis ei ole voimalik, sest graafil on n tippu ja ahela P tipud on koik erinevad.
Vaatleme niiiid tsiiklit

C = LoXi41Li42 - - - Lp—1X|L;T5—1 - - - L1XQ-

Paneme téhele, et selles tsiiklis on k + 1 tippu (zg,x1,...,2x) ja seega ka k + 1 serva.
Oletame, et see ei ole Hamiltoni tsiikkel. Siis hulk V' \ {zo,..., 2z} on mittetiihi. Kuna
G on sidus, siis hulgas V' \ {zo,..., 2} peab leiduma mingi tipp v, mis on serva abil
thendatud mingi tipuga x;, kus j € {0,1,...,k}. Siis aga ldbides serva vz; ning seejérel
alustades tipust z; koik tsiikli C' servad peale viimase saaksime lihtahela pikkusega &+ 1.
See on vastuolus P maksimaalsusega. Jarelikult C' peab sisaldama koiki G tippe ja olema
Hamiltoni tsiikkel. O

Hamiltoni tsiiklid on seotud jérgmise tuntud matemaatilise probleemiga.

Randkaupmehe iilesanne. On antud n linna koos nende vahel eksisteerivate teede ja
nende pikkustega. Leida lihim marsruut, mis labib koiki linnu tdpselt tihe korra ja jouab
alguspunkti tagast.

Sellise iilesande lahendamiseks vaadeldakse graafi, mille tippudeks on linnad, servadeks
nendevahelised teed ja igale servale on omistatud kaal, mida véljendab vastava tee pikkus.
Ulesande lahendamiseks tuleb leida selles graafis Hamiltoni tsiikkel, mille puhul on servade
kaalude summa vahim. Arvutuslikult loetakse selline iilesanne raskeks.
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2.6 Puud

2.6.1 Puude pohiomadused

Puud moodustavad iihe olulise graafide klassi, millel on isedranis palju rakendusi arvuti-
teaduses (néiteks andmestruktuuridena).

Definitsioon 2.59 Graafi nimetatakse puuks, kui ta on sidus ja ei sisalda tsiikleid.
Definitsioon 2.60 Mets on graaf, mille kéik sidususkomponendid on puud.

Naiide 2.61 Jargneval joonisel on mets, mis koosneb neljast puust:

Meenutame, et rippuvad tipud on need, mille aste on 1.

Definitsioon 2.62 Puu rippuvaid tippe nimetatakse lehtedeks ja mitterippuvaid tippe
nimetatakse sisetippudeks.

Teoreem 2.63 Vdihemalt kahetipulisel puul on vihemalt kaks lehte.

TOESTUS. Olgu meil antud n-tipuline puu, kus n > 2. Valime graafis vilja suvalise tipu,
olgu see vy, ja hakkame sellest tipust servi mooda liikuma nii, et me ei ldbiks iihtegi tippu
kaks korda. Tekkiv lihtahel peab kindlasti 16ppema tipus, mille aste on 1. Kui see nii ei
oleks, siis jouaksime mingil sammul tipuni v, millest ei leidu enam serva iihtegi libimata
tippu, aga mille aste on vidhemalt 2. Jarelikult peab tipust vy leiduma serv juba moénda
labitud tippu v;, kus ¢ # k—1. See aga tdhendab, et graaf sisaldab tsiiklit, mis on vastuolus
eeldusega. Seega graafis leidub vdhemalt {iks tipp v, mille aste on iiks.

Votame niiiid tipu v ja korrates sama mottekéiku konstrueerime lihtahela alates te-
mast. Ka see peab 16ppema mingis tipus u, mille aste on 1. Jarelikult on graafis vihemalt
kaks lehte. O

Leidub kuitahes suure tippude arvuga puid, millel ongi ainult kaks lehte, nendeks on
n-tipulised ahelad.
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Teoreem 2.64 Igal n-tipulisel puul on n — 1 serva.

Seda teoreemi on voimalik toestada vihemalt kahel viisil. Annamegi siin kaks erinevat
toestust.

TOEsTUS. Jérelduse pohjal ei saa puul olla vihem kui n — 1 serva. Jarelduse
tottu ei saa puul olla rohkem kui n — 1 serva. Seega peab puul olema n — 1 serva. a

TOESTUS. Téestame viite induktsiooniga puu tippude arvu jargi.

Alus. Kui n = 1, siis on tegemist puuga, mille servade arv on 0.

Samm. Eeldame, et véide kehtib koigi puude korral, millel on & tippu. Olgu G puu, millel
on k+ 1 tippu (k > 1). Kuna graafil G on vihemalt kaks tippu, siis teoreemi [2.63) pdhjal
leidub tal leht. Kustutame selle &ra koos intsidentse servaga. Jérele jadvale k-tipulisele
graafile saame rakendada induktsiooni eeldust, seega on temas k£ — 1 serva. Jérelikult
graafis G on k serva. O

Teoreem 2.65 Graafi G puhul on jirgmised vdited samavddrsed:
1. G on puu;
2. G on sidus, kuid tikskoik millise serva kustutamisel muutub maittesidusaks;

3. G ei sisalda tsikleid, kuid tikskoik millise serva lisamisel tekib tsiikkel.

TOESTUS. 1 = 2. Eeldame, et G on puu. Siis on ta definitsiooni tottu sidus. Oletame
vastuviiteliselt, et mingi serva e kustutamise jérel jadb G sidusaks. Siis serv e ei ole
sild. Teoreemi [2.42] pdhjal kuulub e mingisse tsiiklisse. See on aga vastuolus eeldusega.
Jarelikult parast mistahes serva kustutamist muutub G mittesidusaks.

2 = 3. Eeldame, et GG rahuldab tingimust 2. Oletame, et GG sisaldab mingit tsiiklit.
Siis sellest tsiiklist ithe serva kustutamisel sidusus ei kao, mis on vastuolus eeldusega.
Jérelikult G ei saa sisaldada tsiikleid.

Olgu u ja v graafi G suvalised tipud, mille vahel pole serva (seega nende vahele on
voimalik serva lisada). Sidususe tottu peab leiduma lihtahel tippude u ja v vahel. Siis
serva uv lisamisel tekib tsiikkel.

3 = 1. Eeldame, et G rahuldab tingimust 3. Siis ta ei sisalda tsiikleid. Oletame vas-
tuviiteliselt, et G ei ole sidus. Siis leiduvad tipud u ja v, mis asuvad erinevates sidususkom-
ponentides. Serva uv lisamisel tsiiklit tekkida ei saa, mis on vastuolus eeldusega. Jarelikult
GG peab olema sidus. Sidusa tsiikliteta graafina on ta puu. a

Jareldus 2.66 Graafi G puhul, millel on n tippu ja m serva, on jargmised vdited sa-
mavddrsed:

1. G on puu;

2. G on sidus jam <n—1;

3. G ei sisalda tsiikleid ja m > n — 1.
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TOEsTUS. Kui GG on puu, siis teoreemi pohjal m =n — 1. Seega 1 = 2 ja 1l = 3.

2 = 1. Eeldame, et G on sidus ja m < n— 1. Siis jarelduse pohjal saame mistahes
serva kustutamisel mittesidusa graafi. Kuna G rahuldab teoreemi tingimust 2, siis
peab ta olema puu.

3 = 1. Eeldame, et G ei sisalda tsiikleid ja m > n — 1. Siis mistahes serva lisamisel
saame graafi, milles on servi vihemalt sama palju kui tippe. Vastavalt jareldusele
peab selline graaf sisaldama tsiiklit. Kuna G rahuldab teoreemi tingimust 3, siis peab
ta olema puu. O

Teoreem 2.67 Graaf G on puu parajasti siis, kui tema iga kahte erinevat tippu ihendab
tapselt tiks lihtahel.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu G puu ja u,v selle kaks erinevat tippu. Sidususe tottu
leidub u ja v vahel vahemalt iiks lihtahel. Oletame vastuviiteliselt, et leidub kaks erinevat
lihtahelat u ja v vahel:

U= T, L1, Th_1,Tp = U,

U="Yo,Y1,---Y-1,Y91 = V.

Toestuse lopetamiseks naitame, et graafis G leidub tsiikkel, mis annab vastuolu eeldusega,
et G on puu.
Olgu r suurim indeks, mille korral

To =Y, T1 = Y1y, Tpr = Yr
ning olgu
m = min(k, ).

Veendume, et r < m. On selge, et r < m. Oletame vastuviiteliselt, et » = m. Siis on kolm
voimalust.

1. m = k ja |l > k. Siis peame teist ahelat pidi tipust y, = x, = v edasi liikuma ja
16puks joudma uuesti tagasi tippu y; = v. Seega tipp v esineb teises ahelas kaks
korda, mis on vastuolus eeldusega, et tegemist on lihtahelaga.

2. m =1ja k> [. See juhtum annab vastuolu analoogiliselt eelmisega.

3. m = k = [. Sellisel juhul vaadeldavad ahelad ei ole erinevad, mis on vastuolus
eeldusega.

Niisiis 7 < m. See tdhendab, et tipud x,.1 ja y,.1 on erinevad. Liigume niiiid tipust z,
alustades mooda esimest ahelat, kuni jouame esimese tipuni, mis asub ka teisel ahelal
(varem voi hiljem peab see juhtuma, sest ahelad 1opevad samas tipus v). Tollest tipust
liigume teist ahelat pidi tagasi tippu x,. Nii oleme saanud tsiikli, sest

a) meie kinnine ahel sisaldab vdhemalt kolme erinevat tippu (x,, z,11 ja y,41) ning
seega ka vihemalt kolme serva,

b) vastavalt konstruktsioonile me ei lébi iihtegi tippu kaks korda.
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Prisavus. Eeldame, et graafi GG iga kahte erinevat tippu iihendab tépselt iiks lihtahel.
Siis G on sidus. Oletame vastuviiteliselt, et graafis GG leidub tsiikkel ja valime selles
tsiiklis vélja iithe serva wv. Siis tippe u ja v ithendab vdhemalt kaks lihtahelat: servast
uv koosnev lihtahel ja tsiikli iilejdédnud osast koosnev lihtahel. See on vastuolus eeldusega
ning jarelikult G ei saa sisaldada tsiikleid. Seega on ta puu. a

2.6.2 Toespuud

Definitsioon 2.68 Sidusa graafi toespuukg”|ehk aluspuuks nimetatakse sellist alam-
graafi, mis sisaldab koiki tippe ja on puu.

Niide 2.69 Jirgneval joonisel on iiks graaf ja selle toespuu (toespuu servad on joonis-
tatud paksema sinise joonega):

Lause 2.70 Igal sidusal graafil leidub toespuu.

TOESTUS. Olgu G sidus graaf. Hakkame {ihekaupa kustutama selle graafi servi nii, et
graaf ei kaotaks sidusust. Selle protsessi 16puks jaab meile alles alamgraaf T', mis

e sisaldab koiki G tippe,
e on sidus,
e iikskoik millise serva kustutamisel muutub mittesidusaks.

Vastavalt teoreemile on 71" puu ja vastavalt definitsioonile on ta graafi G' toespuu.
O

Igal puul on ainult iiks toespuu — see on ta ise. Kui sidus graaf ei ole puu, siis on tal
mitu toespuud.

Toespuude leidmine on tihti kasulik sellises olukorras, kus graaf on kaalutud. Kaa-
lutud graafi all peetakse silmas sellist graafi, mille igale servale on omistatud nn. kaal,
mida véljendatakse harilikult positiivse reaalarvu abil. Formaalselt voib kaalutud graafi
defineerida jargmiselt.

Definitsioon 2.71 Kaalutud graafiks nimetatakse kolmikut (V, E,w), kus (V, E) on
graaf ja w : E — R™ on kujutus. Positiivset reaalarvu w(e) nimetatakse serva e kaaluks.

10toespuu = spanning tree
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Tiiiipiline néide kaalutud graafist on maanteede kaart, kus tippudeks on linnad, ser-
vadeks linnade vahelised maanteed ja servade kaaludeks teede pikkused.

Definitsioon 2.72 Kaalutud graafi G' toespuu 7" kaaluks w(7') loetakse tema servade
kaalude summat. Oeldakse, et graafi G toespuu 7' on minimaalse kaaluga, kui G iga
toespuu T” korral w(7T) < w(T").

Naiide 2.73 Oletame, et riik tahab ehitada vélja valguskaablivorgu, mis jouaks iga Festi
linna, alevi ja alevikuni. Voime vaadelda graafi, mille tippudeks on asulad, servaga on
ithendatud need asulad, mille vahele on pohimotteliselt voimalik maéistliku kuluga kaabel
paigaldada, ja serva kaaluks on vastava kahe asula vahele kaabli paigaldamise maksumus
eurodes. Minimaalse kaaluga toespuu annab koige odavama ehituskuluga vorgu.

Analoogiline iilesande piistitus tekib siis, kui on vaja vélja ehitada elektri korgepingelii-
nid, veevorgud voi kanalisatsioonitrassid.

Hulgaliselt niiteid toespuude rakenduste kohta voib leida ingliskeelse Vikipeedia ar-
tiklist Minimum spanning tree.

Igal sidusal kaalutud graafil leidub minimaalse kaaluga toespuu. Kuna vaadeldavad
graafid on 16plikud, siis voime antud graafi puhul leida koik tema toespuud, arvutada
vilja koigi toespuude kaalud ja leida kaalude hulgast minimaalse. Selliseid minimaalse
kaaluga toespuid voib graafil olla mitu.

Graafi koigi toespuude leidmine on viga téomahukas ja arvutuslikult ebaefektiivne.
Onneks on olemas ka paremaid algoritme. Selles paragrahvis toome #ra kaks algoritmi
antud sidusa kaalutud graafi minimaalse kaaluga toespuu leidmiseks. Esimese neist pakkus
vilja Joseph KruskalT] 1956. aastal.

Kruskali algoritm.

Antud: n-tipuline sidus kaalutud graaf G = (V, E,w).
Leida: minimaalse kaaluga toespuu.
Idee: lisame minimaalse kaaluga servi nii, et ei tekiks tsiikleid.

1. Vali servaks e; graafi G minimaalse kaaluga serv.

2. Igai=2,3,...,n — 1 korral vali servaks e; graafi G minimaalse kaaluga serv, mis
erineb servadest eq,...,e; 1 ja ei moodusta koos servadega ey, ..., e;_; tsiiklit.

3. Tagasta graaf T'= (V,{e1,e9,...,€n_1}).

Mairkus 2.74 Lause “Serv e; koos servadega eq, ..., e;_1 el moodusta tsiiklit” all moista-
me seda, et G alamgraaf, mis koosneb servadest ey, ..., e;_1,€; ja nende otstippudest, ei
sisalda iihtegi tsiiklit.

" Joseph Kruskal (1928-2010) — ameerika matemaatik
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Naide 2.75 Leiame kaalutud graafi

g
S
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N

minimaalse kaaluga toespuu Kruskali algoritmi abil. Esimesel sammul valime minimaalse
kaaluga serva uw. Jargnevatel sammudel valime servad vy, vw, uz. Tulemuseks on toespuu

u (%

g
&
@

Niitame, et Kruskali algoritm tootab korrektselt.

Teoreem 2.76 Kui G on sidus kaalutud graaf, sits Kruskali algoritm leiab graafi G mi-
nimaalse kaaluga toespuu.

TOESTUS. Koigepealt veendume, et sammul 2 on toesti alati voimalik valida serv e;, mis
erineb servadest e, ..., e;_1 ja ei moodusta koos nendega tsiiklit. Selleks vaatleme graafi
G alamgraafi G' = (V,{e1,...,e;_1}). Graafis G’ on n tippu ja vdahem kui n — 1 serva
(i—1 < n—1). Vastavalt jz'irelduseleon graaf G' mittesidus. Jarelikult peab tal leiduma
vahemalt kaks sidususkomponenti. Votame kaks tippu u ja v, mis asuvad G’ erinevates
sidususkomponentides. Kuna G on sidus, siis peab graafis G' leiduma ahel u ja v vahel. See
ahel peab sisaldama vihemalt iihte serva e;, mille otstipud on erinevates komponentides.
Selline serv e; ei saa langeda kokku iithegagi servadest eq,...,e;_1 ja samuti ei saa ta koos
servadega ey, ..., e;_1 moodustada tsiiklit.

Olgu graafi G alamgraaf T = (V,{ey,eq,...,€,_1}) leitud Kruskali algoritmi abil.
Kuna T ei sisalda tsiikleid ja tema servade arv on n — 1, siis jiarelduse pohjal on T
puu. Et ta sisaldab koiki G tippe, siis on tegemist G' toespuuga. Tuleb veel niidata, et T’
on minimaalse kaaluga toespuude hulgas.

Oletame vastuviiteliselt, et T" ei ole minimaalse kaaluga toespuu. Siis leidub toespuid,
mille kaal on vaiksem kui puul 7'. Olgu 1" graafi G toespuu, mis

e on minimaalse kaaluga ja

e omab minimaalse kaaluga toespuude hulgas puuga 7" maksimaalset arvu iihiseid
servi.
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Siis w(7T") < w(T') ning jarelikult ka 77 # T. Olgu k € {1,...,n — 1} v&him arv, mille
korral serv ey ei kuulu puusse 7" (see leidub, sest 77 # T'). Olgu S graafi G alamgraaf,
mis saadakse serva e, lisamisel puule 7”. Siis vastavalt teoreemile peab S sisaldama
mingit tsiiklit C. See tsiikkel C' peab sisaldama serva e, kuid ta peab sisaldama ka mingit
serva e, mis ei kuulu puusse 7" (sest vastasel korral sisaldaks puu T tsiiklit C'). Kustutame
graafist S serva e ja tdhistame saadud graafi T7”. Siis 7" on ka G toespuu, sest ta on sidus

ja temas on n — 1 serva (vt. jareldust [2.66)).

Vastavalt k valikule kuuluvad servad ey, ..., e,_1 ka puusse T”. Serv e
e ci ole vordne iihegagi servadest ey, ..., ez (sest e ei kuulu puusse 7') ja
e ei moodusta koos servadega ey, ..., e, tsiikleid (sest 77 on puu ja ey,...,ex_1,¢€

on tema servade hulgas).

Vastavalt serva ej konstruktsioonile Kruskali algoritmis peab w(ex) < w(e). Kuna 7" on
saadud puust 7" serva e, lisamisel ja serva e kustutamisel, siis w(7”) < w(7"). Et T" oli
minimaalse kaaluga toespuu, siis w(7”) = w(T"), mis tdhendab, et ka 7" on minimaal-
se kaaluga toespuu. Samas puul 7” on puuga T rohkem {ihiseid servi kui puul 7”7, mis
on vastuolus 7" valikuga. Saadud vastuolu naitab, et 7" peab olema minimaalse kaaluga
toespuu. O

Tutvustame ka teist minimaalse toespuu leidmise algoritmi, mille to6tas 1930. aastal
véilja tSehhi matemaatik Vojtéch Jarnik. Hiljem taasavastasid selle algoritmi ameerika
matemaatik ja arvutiteadlane Robert Prim (aastal 1957) ja hollandi arvutiteadlane Edsger
Dijkstra (aastal 1959). Kuigi seda algoritmi oleks 6igem kutsuda Jarniku algoritmiks,
kasutame kéesolevas kursuses rahvusvaheliselt enam levinud nimetust Primi algoritm.

Primi algoritm.

Antud: n-tipuline sidus kaalutud graaf G = (V, £, w).

Leida: minimaalse kaaluga toespuu.

Idee: Konstrueerime alamgraafi 7. Alustame suvalisest tipust ja ithendame puule jérjest
servi, mis viivad uude tippu (mis veel ei kuulu graafi T'), valides igal sammul minimaalse
kaaluga serva.

1. Vali graafist G viilja suvaline tipp v. Olgu Ty graaf ainsa tipuga v jaolgu U := V' \{v}.
2. Igai=1,...,n—1 korral:

(a) leia graafist G vdhima kaaluga serv e;, mis ithendab mingit graafi T;_; tippu
mingi U tipuga w;
(b) lisa alamgraafile T;_; serv e; ja tema teine otstipp w;, tahista saadud graafi Tj;

(c) eemalda tipp w; hulgast U.

3. Tagasta graaf T}, ;.
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Naide 2.77 Vaatleme jille kaalutud graafi
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Leiame selle graafi minimaalse kaaluga toespuu Primi algoritmi abil. Esimesel sammul
valime tipu v. Jargnevatel sammudel valime tipud y, u, w, x koos servadega vy, vu, uw, ux.
Tulemuseks on toespuu
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Paneme tédhele, et selles niites ja niites leitud minimaalse kaaluga toespuud on
erinevad. Nende molema kaal on 2 +2+4+ 344 = 11.

Teoreem 2.78 Kui G on sidus kaalutud graaf, siis Primi algoritm leiab graafi G mini-
maalse kaaluga toespuu.

TOESTUS. Kuna G on sidus, siis igal sammul leidub serv, mis {thendab alamgraafi T;
moéne hulka U kuuluva tipuga.

Olgu Primi algoritmi abil leitud servad ey, ..., e, ;. Kuna iihelgi sammul ei saa serva
e; ja tipu w; lisamisel tekkida tsiikkel, siis koik graafid T; (servadega ey,...,e;), kus
i€{l,...,n— 1}, on tsiikliteta. Samas on nad konstruktsiooni tottu sidusad. Jérelikult

T; on puuigai € {0,1,...,n— 1} korral. Muuhulgas 7,,_; on puu. Ta sisaldab ka koiki G
tippe ning seega on toespuu. Tdestame, et T,,_; on minimaalse kaaluga toespuude hulgas.
Olgu k € {0,1,...,n — 1} maksimaalne arv, mille korral puu T} sisaldub mingis
minimaalse kaaluga toespuus. (Paneme téhele, et Ty kindlasti sisaldub igas minimaalse
kaaluga toespuus, seega on voimalik selline & leida.) On kaks voimalust.
a) k = n — 1. Kuna T,,_; sisaldub mingis minimaalse kaaluga toespuus 7" ja kdigil toes-
puudel on n — 1 serva, siis T,,_1 =T, s.t. T,,_1 on minimaalse kaaluga toespuu.
b) k < n — 1. Néitame, et sel juhul tekib vastuolu. Niisiis 7} sisaldub mingis minimaalse
kaaluga toespuus T'. Seega T sisaldab servi ey, ..., e, aga mitte serva ey (vastavalt k
maksimaalsusele). Lisame puule 7" serva ey, ;. Saadud alamgraaf S sisaldab tdnu teoree-
mile mingit tsiiklit C'. See tsiikkel peab aga sisaldama serva ej ;. Tsiikkel C' peab
sisaldama ka mingit serva, mis ei kuulu puusse Ty, (sest Ty ei saa tsiiklit C sisaldada).
Olgu ep11 = up1Wy1, siis vastavalt konstruktsioonile on tipp uy, 1 alamgraafis T, ja tipp
w41 véljaspool seda.
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Alustame tipust w1 lilkumist mooda tsiiklit C, aga mitte tipu wy,; suunas, vaid
vastupidises suunas. Nii jouame mingi servani e, mis ei kuulu graafi Ty 1, mille iiks otstipp
on graafis T}, ja teine véljaspool seda. Moodustame graafi 7" kustutades graafist S serva e.
Siis w(er+1) < w(e), sest hetkel kui Primi algoritm valis serva ey, oli valitavate servade
hulgas ka e. Seega w(T") < w(T). Et T" on sidus graaf n — 1 servaga, siis jarelduse
tottu on ta puu. Samuti sisaldab ta koiki G tippe ja on seega GG toespuu. Kuna T oli
minimaalse kaaluga toespuu, siis w(7”) = w(T') ja ka 7" on minimaalse kaaluga toespuu.
Samas T" sisaldab puud T} 1, mis on vastuolus k valikuga. O
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2.7 Suunatud graafid

2.7.1 Suunatud graafide péohiomadused

Siiani oleme vaadelnud graafe, kus servade suund pole oluline, s.t. me ei ole teinud vahet,
milline tipp on serva algtipp ja milline lopptipp. Vaatleme niiiid graafe, mille servadel on
suund.

Definitsioon 2.79 Suunatud graaf’] on jirjestatud paar G = (V, E), kus V on mit-
tetiihi hulk ja E on hulga V' x V alamhulk.

Seega hulga E elementideks on jarjestatud paarid (u,v), kus w,v € V. Suunatud
graafi puhul réadgitakse servade asemel harilikult kaartestE] ning joonistel kujutatakse
neid tavaliselt nooltena. Tippu u nimetatakse kaare (u,v) algtipuks ja tippu v selle
kaare 16pptipuks. Ocldakse, et kaar (u,v) viljub tipust u ja siseneb tippu v.

Kui edaspidises tahame mingil hetkel rohutada, et vaatleme graafi definitsiooni
mottes, siis {itleme, et vaatleme suunamata graafi. Nii nagu suunamata juhulgi vaatleme
selles kursuses ainult 16plikke suunatud graafe.

Mirkus 2.80 Suunatud graafis voib definitsiooni jérgi kahe tipu vahel olla kas 0, 1 voi 2
kaart. Meie definitsiooni jéargi on lubatud ka silmused, s.t. kaared kujul (v, v). (Mdnikord
silmuseid suunatud graafi definitsioonis ei lubata.) Kui u ja v on erinevad tipud, siis kaared
(u,v) ja (v,u) on erinevad. Monikord téhistatakse suunatud graafi kaarte hulka tdhega A
(sonast are, vt. néiteks monograafiat [1]).

Markus 2.81 Meenutame, et binaarseteks seosteks hulgal V' nimetatakse hulga V' x V'
alamhulki. Seega binaarne seos ja suunatud graaf on sisuliselt sama asi.

Niide 2.82 Olgu meil antud mingi linna tdnavate kaart. Seda voib vaadelda suunatud
graafina, mille tippudeks on ristmikud ja kahe ristmiku u ja v vahel on kaar (u,v), kui
need on ithendatud tédnavaga, millel on lubatud séita ristmikult w ristmiku v suunas.
Seega kahesuunalise liiklusega tédnavad annavad graafi kaks kaart ja ihesuunalise liiklusega
tdnavad iihe.

Definitsioon 2.83 Olgu G = (V, E) suunatud graaf tippude hulgaga V' = {vy,...,v,}.
Siis G naabrusmaatriksiks nimetatakse n x n-maatriksit A = (a;;), kus

1, kui (v,v) € B,
%= 0, kui (vi,v5) € E.

Naiide 2.84 Suunatud graafi

2gyunatud graaf = directed graph, digraph

Bkaar = arc
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Nagu néha, suunatud graafi naabrusmaatriks ei pea olema siimmeetriline ning tema pea-

diagonaalil v6ib olla iihtesid.

Kui asendame suunatud graafis koik kaared suunamata servadega (nii-6elda unustame
suuna dra), jatame vilja koik silmused ja kordsetest servadest jatame alles iihe, siis saame
graafi, mida kutsutakse esialgse suunatud graafi alusgraafikg"]

Definitsioon 2.85 Suunatud graafi tipu sisendastmeks™| (tihistus d, (v)) nimetatakse
sellesse tippu sisenevate kaarte arvu ning véljundastmeks | (tihistus d_ (v)) nimetatakse

sellest tipust véljuvate kaarte arvu.

Naiide 2.86 Suunatud graafis

Malusgraaf = underlying graph
5sisendaste = indegree
16yviljundaste = outdegree
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Teoreem 2.87 Suunatud graafis on tippude sisendastmete summa vordne tippude vdil-

Jundastmete summaga:
D di(v) =) d_(v).

veV veV

TOEsTUS. Tippude sisendastmete summa on vordne graafi kaarte arvuga, sest selle sum-
ma leidmisel arvestame iga kaart iihe korra. Samamoodi on véljundastmete summa vordne
kaarte arvuga. Jarelikult on need summad vordsed. a

Definitsioon 2.88 Suunatud graafi sisend on tipp, mis pole iihegi kaare l6pptipp. Suu-
natud graafi valjund on tipp, mis pole {ihegi kaare algtipp.

Definitsioon 2.89 Suunatud graafi tippu nimetatakse isoleerituks, kui ta ei ole iihegi
kaare alg- ega lopptipp.

Seega iga isoleeritud tipp on samaaegselt nii sisend kui véljund.

Naide 2.90 Niites vaadeldud suunatud graafi sisendiks on tipp vs ning valjunditeks
on tipud vy ja vs.

Ulesanne 2.91 Kuidas saab naabrusmaatriksi abil kindlaks teha, kas suunatud graafi

mingi tipp on sisend voéi véljund?

Definitsioon 2.92 Suunatud graafi tippude jéarjendit vy, vy, ..., vx, kus iga kaks jérjes-
tikust tippu v; ja v;41 on ithendatud kaarega (v;,v;11), nimetatakse suunatud ahelaks.
Kui iikski tipp suunatud ahelas ei kordu, siis on tegemist suunatud lihtahelaga. Kin-
nine suunatud ahel on suunatud ahel, mille esimene ja viimane tipp langevad kokku.

Definitsioon 2.93 Suunatud tsiikkel on kinnine suunatud ahel, milles on vidhemalt
kaks kaart ja mis ei ldbi iihtegi tippu kaks korda.

Mairkus 2.94 Niisiis suunatud tsiikkel on ahel vy, vy, ..., 0%, kus & > 2, vg = v ja
tipud vp, vy, ...,v,_1 on erinevad. Definitsiooni jéargi ei loe me silmuseid tsiikliteks, kuid
suunatud graafides voib olla kahest kaarest koosnevaid tsiikleid kujul v, u, v:

T

Selline terminoloogia on kooskdlas raamatus [I] kasutatavaga (vt. lk. 11). Mdnes teises
allikas voidakse lubada ka silmust suunatud tsiiklina.

Naiide 2.95 Vaatleme suunatud graafi

V2 p U3

Us
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Selles graafis
® vy, Uy, Vs, U1, vy on suunatud ahel, mis ei ole suunatud lihtahel,
® 1, V9, Us, U1, Vs, U1 ON Kinnine suunatud ahel,
® U5, U3, Uy, U1, Vg on suunatud lihtahel,

® Vs, U3, Uy, U5 On suunatud tsiikkel.

Teoreem 2.96 Kui suunatud graafis pole suunatud tsikleid, siis leidub graafil vihemalt
tiks sisend ja vihemalt ks valjund.

TOEsTUS. Kui suunatud graafis leidub isoleeritud tippe, siis on need korraga nii sisendid
kui valjundid.

Vaatleme suunatud graafi GG, milles pole suunatud tsiikleid ega isoleeritud tippe ja
néditame, et selles graafis leidub véaljund. Valime selles graafis vilja iihe tipu v. Kui v on
valjund, siis on vajalik tipp leitud. Vastasel korral leidub kaar, millele v on algtipuks.
Liigume mooda seda kaart naabertippu vy. Kui v; on véljund, siis I6petame. Vastasel
korral peab leiduma mingi kaar (v, vy). Jitkame samamoodi. Paneme téhele, et iikski
jargnev tipp v; ei saa vorduda varem valitud tippudega v, vy, ..., v;_1, sest graaf ei sisalda
suunatud tsiikleid. Kuna graafis on loplik arv tippe, siis péarast 16plikku arvu samme
peame joudma tippu u, kust ei valju iihtegi kaart. Seega u on valjund.

Sisendi leidmiseks saame kasutada analoogilist arutelu liikudes kaari pidi 16pptipu
poolt algtipu poole. O

Definitsioon 2.97 Suunatud graafi nimetatakse tugevalt sidusaks, kui iga kahe tipu
u ja v korral leidub suunatud ahel tipust u tippu v.

Ka iihetipuline suunatud graaf on tugevalt sidus.

Definitsioon 2.98 Suunatud graafi nimetatakse norgalt sidusaks, kui tema alusgraaf
on sidus.

Kui suunatud graaf G on tugevalt sidus, siis on ta ka norgalt sidus. Tdepoolest, kui
mistahes tippude u ja v korral leidub suunatud ahel tipust u tippu v, siis ka G alusgraafis
on u ja v iihendatud ahelaga.

Naide 2.99 Suunatud graaf

o r— 0>

on norgalt sidus, kuid mitte tugevalt sidus. Suunatud graaf
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on tugevalt sidus.

Naide 2.100 Vaatleme linnatdnavate suunatud graafi néitest [2.82] Liikluse planeerimisel
on loomulik nouda, et see graaf oleks tugevalt sidus, sest liiklejad tahavad, et igalt rist-
mikult saaks liikluseeskirja rikkumata soita igale teisele.

Lause 2.101 Kui G on vihemalt kahetipuline tugevalt sidus graaf, siis tal ei ole sisendeid
ega viljundeid.

TOESTUS. Olgu u graafi G mingi suvaline tipp. Valime veel iihe tipu v, mis erineb tipust
u. Tugeva sidususe tottu peavad leiduma suunatud ahelad tipust u tippu v ja tipust v
tippu u. Jérelikult peab leiduma nii tipust u véljuvaid kui ka tippu u sisenevaid kaari. See
tdhendab, et u ei saa olla ei sisend ega véljund. a

Seega kui vdhemalt kahetipulises suunatud graafis leidub sisend v6i véljund, siis see
graaf ei saa olla tugevalt sidus.

Kui suunatud graafis puuduvad sisendid ja valjundid, siis sellest veel ei jareldu tugev
sidusus.

Naiide 2.102 Suunatud graafis
o« X o« N
U oF »—»U x\—/. Yy

ei ole sisendeid ega viljundeid. See graaf ei ole tugevalt sidus, sest tipust z ei leidu
suunatud ahelat tippu v.

Teoreem 2.103 Kui sidusas suunamata graafis ei leidu tihtegi silda, siis saab graafi ser-
vadele mddrata suunad nii, et tekkinud suunatud graaf on tugevalt sidus.

TorsTUS. Uhetipulise graafi puhul on viide ilmne. Ainuke kahetipuline sidus suunamata
graaf (isomorfismi tdpsuseni) on

o —0

ja selle ainus serv on sild. Edasises vaatleme suvalist teoreemi eeldusi rahuldavat graafi
GG, milles on vidhemalt kolm tippu. Kuna iikski serv pole sild, siis tdnu teoreemile [2.42
peab iga serv sisalduma mingis tsiiklis. Valime suvalise serva e (see leidub sidususe tottu)
ja vaatleme tsiiklit C, mis seda serva sisaldab. Orienteerime selle tsiikli koik servad iihes
suunas, siis saab igast tsiikli tipust liikkuda igasse teise. On kaks voimalust.

1) Kaik G tipud kuuluvad tsiiklisse C'. V6ib juhtuda, et moni G serv ei kuulu tsiiklisse
C'. Siis voime talle méérata suvalise suuna. Saadud suunatud graaf on tugevalt sidus.

2) Moni G tipp ei kuulu tsiiklisse C. Siis leidub sidususe tottu G serv, mis ithendab
tsiikli C' mingit tippu v mingi tipuga u véljaspool tsiiklit. Ka serv vu peab sisalduma
mingis tsiiklis ja seega peab lisaks ahelale v, u leiduma veel {iks suunamata ahel tippude
u ja v vahel.
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- Q@<«——————@
w

Liigume seda pikemat ahelat pidi tipust v tippu v ja olgu w esimene ahela tipp, mis
kuulub tsiiklisse C'. Madrame ahela v, u, . .., w servadele suuna tipu v poolt tipu w poole.
Omavahel kaartega ithendatud tippude hulgas pi#seb niiiid endiselt igast tipust igasse
teise. Nii jatkame kuni koik G tipud on iihendatud mingisse suunatud tsiiklisse. Kui moéni
G serv jaab protsessi kdigus kasutamata, siis voime talle anda suvalise suuna, sest see
tugevalt sidusust &ra ei kaota. O

Suunamata graafide korral saime réadkida sidususkomponentidest. Ka suunatud graa-
fide korral on see voimalik, aga olukord on veidi keerulisem. Anname koigepealt moned
definitsioonid.

Definitsioon 2.104 Suunatud graafi G' = (V’, E’') nimetatakse suunatud graafi G =
(V, E) alamgraafiks, kui V' C V ja E' C E.

Definitsioon 2.105 Olgu G = (V, E) suunatud graaf ja U C V. Tippude hulga U
poolt tekitatud G alamgraafiks nimetatakse suunatud graafi Gy = (U, Ey), kus

EU:{(x7y) | T,y € U)(Iay) EE}

Seega hulga U poolt tekitatud alamgraaf saadakse, kui kaarteks voetakse koik kaared,
mis hulka U kuuluvate tippude vahel graafis G' olemas on.

Definitsioon 2.106 Suunatud graafi tugevalt sidus komponent on maksimaalne tu-
gevalt sidus alamgraaf.

Seega suunatud graafi G = (V, E) tugevalt sidus alamgraaf G' = (V', E’) on selle
graafi tugevalt sidus komponent, kui mistahes tugevalt sidusa alamgraafi G” = (V" E")
korral

VCV'&E CE'"—= V' =V"&FE =FE".

Muuhulgas alamgraafile G’ = (V’, E’) mistahes tipu v € V' \ V' ja seda tippu G’ tippudega
iithendavate GG kaarte lisamisel saame alamgraafi, mis ei ole enam tugevalt sidus.

Olgu G = (V, E) suunatud graaf. Kui tipust u leidub suunatud ahel tippu v, siis
kirjutame u ~» v. Defineerime hulgal V' binaarse seose = jargmiselt:

U=V U~ vV]jav~suU.

Lihtne on veenduda, et seos = on ekvivalentsiseos.
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Lause 2.107 FEkvivalentsiklassid seose = jirgi tekitavad suunatud graafi alamgraafid, mis
on selle suunatud graafi tugevalt sidusateks komponentideks.

TorsTUS. Olgu G = (V, E) suunatud graaf ja vaatleme suvalise tipu v € V' ekvivalentsi-
klassi

K={veV]u=uv}
poolt tekitatud alamgraafi Gx = (K, Ex). See alamgraaf on tugevalt sidus, sest vastavalt
seose = definitsioonile saab ekvivalentsiklassi piires liikuda igast tipust igasse teise mocda
suunatud ahelat.

Niitame, et G on maksimaalne tugevalt sidus alamgraaf. Oletame vastuviiteliselt,
et Gk ei ole seda. Siis peab leiduma mingi tipp vg € V'\ K nii, et tipu vy lisamisel saadav
alamgraaf G g, on ka tugevalt sidus. Muuhulgas u ~» vy ja vg ~ u. Siis aga u = vy,
mis tdhendab, et vy € K, vastuolu.

Sellega oleme néidanud, et G on graafi G tugevalt sidus komponent. O

Kuna ekvivalentsiseos = tekitab hulga V tiikelduse, siis G' tugevalt sidusad komponen-
did on loikumatud ja G iga tipp peab kuuluma mingisse tugevalt sidusasse komponenti.
Lisaks sellele voime 6elda, et tugevalt sidusate komponentide arv on vordne ekvivalentsi-
klasside arvuga seose = jérgi.

Jareldus 2.108 Suunatud graaf on tugevalt sidus parajasti siis, kui tal on ks tugevalt
sidus komponent.

TOESTUS. Suunatud graaf on tugevalt sidus parajasti siis, kui seose = jargi on ainult iiks
ekvivalentsiklass, milleks on hulk V. Viimane on samavaérne sellega, et tugevalt sidusaid
komponente on iiksainus. g

Lause toestuse pohjal saab anda ka algoritmi tugevalt sidusate komponentide
leidmiseks. Valime suunatud graafis G vélja suvalise tipu u. Otsime iiles koik tipud v, mille
korral u ~» v ja v ~ u. Need tipud tekitavad G esimese tugevalt sidusa komponendi. Siis
valime iilejadnud tippude hulgast vélja suvalise ja kordame protsessi niikaua kui see on
voimalik.

Naiide 2.109 Suunatud graafi

U7 Us
vz\
[
U3 Vg
U1
Us Ve
tugevalt sidusad komponendid on
U7 Ug

V2

[ ]
/3 Uy
U1

Vs Vg
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2.7.2 Lithima tee leidmise iilesanne

Praktilistest iilesannetest tekkivates suunatud graafides on tihti kaartele omistatud mingid
positiivse arvuna viljendatavad kaalud.

Definitsioon 2.110 Kaalutud suunatud graaﬁkﬂ nimetatakse kolmikut (V, F,w),
kus (V, E) on suunatud graaf ja w : £ — RT on kujutus. Positiivset reaalarvu w(e)
nimetatakse kaare e kaaluks ehk pikkuseks.

Definitsioon 2.111 Kaalutud suunatud graafi suunatud ahela kaaluks ehk pikkuseks
nimetatakse selle ahela kaarte kaalude summat.

Kui T' = vg,v1,...,v; on mingi suunatud ahel, siis tema kaalu tdhistame w(7T") voi
w(vg, v1, - .., vk). Niisiis

w(T) = Zw(vi—la v;).
i=1

Liihima tee leidmise iilesannd| seisneb selles, et antud kaalutud suunatud graafi
G kahe tipu puhul leida minimaalse kaaluga suunatud ahel iihest tipust teise (juhul kui
see olemas on).

Edasises iitleme “minimaalse kaaluga suunatud ahela” asemel lithidalt ka “lithim tee”.

Niisiis tee T tipust u tippu v on lithim, kui iga tee T" korral tipust w tippu v on
w(T) < w(T").

Definitsioon 2.112 Kaalutud suunatud graafi tippude u ja v vaheliseks kauguseks]
(tdhistus d(u,v)) nimetatakse minimaalse kaaluga suunatud ahela pikkust tipust u tippu
v, kui tipust u leidub suunatud ahelaid tippu v. Kui selliseid ahelaid ei leidu, siis loetakse,
et d(u,v) = oo.

Seega lithima tee leidmise iilesande lahendamise kéigus leitakse graafi tippude vahelisi
kaugusi.

Niide 2.113 1. Vaatleme jélle linnaténavate suunatud graafi néitest 2.82] Omistame
selle graafi kaartele kaalud, mis néitavad, kui palju aega kulub keskmiselt iihelt ristmi-
kult naaberristmikule joudmiseks. Lithima tee leidmine tdhendab sellisel juhul minimaalse
ajakuluga marsruudi leidmist.

2. Olgu meil graafi tippudeks linnad, servadeks nendevahelised maanteed ja kaaludeks
maanteede pikkused. Lithima tee leidmine tdhendab sellisel juhul sona otseses mottes
lithima tee leidmist linnast A linna B.

3. Olgu graafi tippudeks linnad ja servadeks iihistranspordiliinid. Kui servade kaalu-
deks on ajakulu, siis lithima tee leidmine tdhendab minimaalse ajakuluga marsruudi
leidmist. Kui aga servade kaaludeks on piletihinnad, siis lithima tee leidmine tdhendab
voimalikult odava marsruudi leidmist.

"kaalutud suunatud graaf = weighted directed graph
18]ithima tee leidmise iilesanne = shortest path problem
Dkaugus = distance
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Lithima tee leidmise iilesannet voib soltuvalt silmas peetavast rakendusest piistitada
véga erinevatel viisidel. Konkreetsest piistitusest séltub ka see, milline peaks olema {iles-
ande lahendamiseks kasutatav algoritm. Ulesande piistitus voib soltuda niiteks jargmistest
asjaoludest.

e Kas graaf on suunatud voi suunamata?

e Kas servade kaalud peavad olema positiivsed arvud voi on lubatud ka negatiivsed
kaalud?

Kas tahame leida lithimat teed tipust a tippu z, tipust a koigisse teistesse tippudesse,
voi hoopis koigi tipupaaride vahel?

Kas meid huvitab ainult lithima tee pikkus vo6i ka sinna teesse kuuluvad tipud?

Kas tahame leida iihe lithima tee voi kéikvoimalikud lithimad teed kahe tipu vahel?

Enne algoritmide juurde minekut teeme moned lihtsad tdhelepanekud lithimate teede

kohta.

Lemma 2.114 n-tipulises kaalutud suunatud graafis kehtivad jargmised vdited.
1. Liihim tee e tohi sisaldada silmuseid ja peab olema suunatud lihtahel.
2. Liihim tee sisaldab tlimalt n — 1 kaart.

3. Liihima tee iga osatee on ka liihim oma otspunktide vahel.

TOESTUS. 1. Ahelast silmuse vilja jatmisel saame samuti ahela, mis ei ole pikem kui
esialgne. Kui ahelas on korduvaid tippe, siis saame korduvate tippude vahele jadva osa
véilja jatta ning pikkus kahaneb.

2. Kuna lithim tee peab olema lihtahel, siis on temas iilimalt n tippu ning jarelikult
iilimalt n — 1 kaart.

3. Vaatleme lithimat teed

tippude u ja v vahel. Kui osatee z,...,y ei oleks minimaalse pikkusega tippude x ja y
vahel, siis saaksime ta asendada lithema teega ning tulemuseks oleks ka u ja v vahel lithem
tee kui T a

Jargnevalt vaatleme kolme lithima tee leidmise algoritmi. Koéigis nendes algoritmides
kasutame jargmisi kokkuleppeid.

e Eeldame, et kaalutud suunatud graafi G tippude hulgaks on

V=A{12,...,n}.
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e Meil on olemas kujutus w : E — R™ ja me tdhistame kaare (7, j) kaalu w(i, j) asemel
stimboliga w;;.

e Kui tipust 7 ei ole kaart tippu j (s.t. (i,j) € E), siis algoritmides me loeme, et
wi; = 0o. Praktikas on moistlik oo ossa votta mingi hésti suur arv, néiteks n - r, kus
n on tippude arv ja r on G servade kaaludest maksimaalne. Kuna lithimas tees on
iilimalt n — 1 kaart, siis {ikski lithim tee ei saa olla pikkusega n - r.

e Soltumata sellest, kas graafis G on silmuseid voi mitte, me loeme, et iga tipu ¢ korral
wi; = 0 (s.t. lithim tee tipust ¢ tippu ¢ on pikkusega 0).

Laias laastus on nende kolme algoritmi idee selline, et leiame mingid esialgsed hinnan-
gud voimalikele lithimate teede pikkustele ja hakkame siis neid samm-sammult paranda-
ma.

Maérgime veel, et kuigi algoritmid on sonastatud suunatud graafide jaoks, saab neid
kasutada ka suunamata juhul. Nimelt suunamata graafi voib muuta suunatuks asendades
iga serva kahe kaarega (mdolemas suunas).

Liihima tee laiuti otsimise algoritm

Antud: kaalutud suunatud graaf G = (V, F,w).

Leida: lithimad teed koigi tipupaaride vahel.

Idee: Moodustame kaks n x n-maatriksit A ja B. Otsime jarjest lithimaid 1,2,...,n—1-
kaarelisi teid tipust ¢ tippu j. Maatriksi A element a;; néitab seni leitud lithima tee kaalu
tipust ¢ tippu j. Maatriksi B element b;; néitab tippu, kuhu tuleb selles lithimas tees
tipust ¢ esimese sammuga minna (s.t. lithima tee esimest vahetippu).

comment: Algvaartused

Clij = wz-j

bij = ]

comment: Téaidetakse 4-kordne tsiikkel
fors=2,...,n—1do (vaatleme s-tipulisi teid)

fori=1,...,ndo (i on algtipp)
forj=1,...,ndo (j on ldpptipp)
for k=1,...,n do (k on eelviimane tipp tees)
if a;x + Wi < Qi then
Q5 = Qg + W

bij := bux

Asenduse idee on jargmine: kui tipust ¢ tippu k ja sealt ithe sammuga tippu j liikudes
on lithem tee kui seni leitud lithim tee tipust ¢ tippu 7, siis liigume tipust ¢ tippu £ ja sealt
tippu j. Olukorda enne a;; ja b;; véértuste uuendamist illustreerib jéargnev joonis. Sellel
on pidevate joontega téhistatud kaared ja katkendlike joontega suunatud ahelad.
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Toestame teoreemi laiuti otsimise algoritmi korrektsuse kohta.

Teoreem 2.115 Pdrast lihima tee laiuti otsimise algoritmi tdaitmist kehtivad iga i, €
{1,...,n} korral jargmised vdited.

1. Kui leidub suunatud ahel tipust ¢ tippu j, siis a;; vddrtuseks on lihima tee pikkus
tipust © tippu j ja b;; vddrtuseks sellise tee teise tipu number.

2. Kui el leidu suunatud ahelaid tipust © tippu j, siis a;; = o0.

TOESTUS. Selles toestuses nimetame s-ahelateks tipust ¢ tippu j koiki suunatud ahelaid
tipust 4 tippu j, milles on iilimalt s kaart (s on naturaalarv). Teoreemi toestamiseks
niitame, et kehtib jairgmine viide (nn. tsiikli invariant):

(*) iga s € {1,2,...,n—1} jai,j € {1,2,...,n} korral pirast etapi s labimist

(1) kui leidub s-ahelaid tipust i tippu j, siis a;; vadartuseks on minimaalse s-ahela pikkus
tipust @ tippu j ja b;; vddrtuseks on mingi sellise minimaalse s-ahela teise tipu
number,

(2) kui ei leidu s-ahelaid tipust i tippu j, siis a;; = 00.

Kui oleme véite (*) dra toestanud, siis teame, et parast etappi n — 1 annab maatriks A
meile minimaalsete (n — 1)-ahelate pikkused koigi tipupaaride vahel. Samas lemma [2.114
pohjal me teame, et iga minimaalne ahel peab olema (n — 1)-ahel. Seega oleme leidnud
minimaalsete ahelate pikkused tipupaaride vahel ning maatriks B annab minimaalsetes
ahelates teised tipud, s.t. oleme néidanud, et teoreem kehtib.

Viite (*) tdestamiseks kasutame matemaatilist induktsiooni s jirgi, kusjuures etapi
s = 1 all peame silmas algvaartustamist.

Alus. Olgu s = 1. 1-kaarelised ahelad tipust ¢ tippu j on olemas siis, kui leidub kaar
tipust ¢ tippu j. Sellise ahela pikkus on w;; ja see arv omistatakse a;j-le. Kui leidub kaar
(i,7) € E, siis ahela i, j teine tipp on j ning see omistatakse b;;-le. Kui aga (i, 7) € E, siis
omistatakse a;; = 0o. Seega (*) kehtib s = 1 korral.

Samm. Eeldame, et (*) kehtib pérast etapi s labimist ja olgu maatriksite A ja B elemendid
sellised, nagu nad on parast etapi s labimist. Uurime, mis juhtub etapil s + 1. Olgu

T:Z'Jx7y7"'7z7j

minimaalne (s+1)-ahel tipust i tippu j. Siis 7" =i, x,y, . .., z peab tédnu lemmale 2.114)3)
olema minimaalne s-ahel tipust ¢ tippu z. Induktsiooni eelduse pdhjal on w(T") = a;, ja
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seega w(T') = a;; + w,;. Kuna a;; on minimaalse s-ahela pikkus ja iikski (s + 1)-ahel
(muuhulgas iikski s-ahel) tipust ¢ tippu j ei ole lithem kui 7', siis

Qir + W, < Q5.

On kaks voimalust.
a) a;; + w,j = a;;. Siis k = z korral a;;-le uut véértust ei omistata.
b) a;, +w.; < a;;. Siis k = z korral omistatakse a;;-le uus viértus a;, + w,;. Lisaks sellele
omistatakse b;; 1= b;,.

Ulejadnud tippude k € V' \ {2} korral peab ag +wg; = a;, +w,;, sest T' on minimaalne
(s + 1)-ahel. Seega pérast k-ga seotud tsiikli ldbimist on a;; védrtuseks w(7") ning b;;
védrtuseks on tipust ¢ tippu j viiva minimaalse pikkusega (s+ 1)-ahela teise tipu number.
See tdhendab, et (1) kehtib pérast etapi s + 1 1dbimist.

Oletame niiiid, et (s 4 1)-ahelaid tipust ¢ tippu j ei leidu. Siis ei leidu ka s-ahelaid ja
seega induktsiooni eelduse pohjal a;; = oco. Lisaks sellele iga tipu z korral kas a;, = oo voi
w,j = 00 (vt. joonist). Jarelikult vorratus

Uiz + Wzj < Ay

ei kehti ja a;;-le uut véartust ei omistata. Seega (2) kehtib pérast etappi s + 1. O

Naiide 2.116 Rakendame lithima tee laiuti otsimise algoritmi suunatud kaalutud graafile
(kaalud on mérgitud kaarte juurde)
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Siis maatriksite A ja B elemendid muutuvad s vadrtuste 1 (algvéértustus), 2 ja 3 kor-
ral jargmiselt (punasega on mérgitud elemendid, mis on vorreldes eelmise maatriksiga
muutunud):

0 oo 5 1 0 6 3 1 0 4 3 1
A oo 0 oo 3 _)ooO53_>ooO53
' o 1 0 o© oo 1 0 4 oo 1 0 4
oo oo 2 0 oo 3 2 0 oo 3 2 0

1 2 3 4 1 3 4 4 1 4 4 4

B 1234_>1244H1244

1 2 3 4 1 2 3 2 1 2 3 2

1 2 3 4 1 3 3 4 1 3 3 4

Maatriksi A viimane vadrtus annab meile lithimate teede pikkused koigi tipupaaride vahel.
Niiteks ndeme, et lithim tee tipust 2 tippu 3 on pikkusega 5. See, et moned maatriksi
elemendid on oo, néitab, et vastavate tippude vahel suunatud ahelaid ei leidu. Néiteks
tipust 2 ei ole voimalik litkuda tippu 1.

Maatriks B annab meile ka liithima tee tipud. Konstrueerime néiteks lithima tee tipust
1 tippu 2 maatriksi B pohjal. Kuna b5 = 4, siis tipust 1 peame liikuma tippu 4. Et
by = 3, siis jargmine tipp on 3. Kuna b3y = 2, siis viimane tipp on 2 ja kogu suunatud
ahel on 1,4, 3, 2.

Floydi—Warshalli algoritm

Antud: kaalutud suunatud graaf G = (V, E,w).

Leida: lithimad teed koigi tipupaaride vahel.

Idee: Moodustame kaks n x n-maatriksit A ja B. Otsime lithimaid teid tipust ¢ tippu j.
Maatriksi A element a;; néitab seni leitud lithima tee kaalu tipust ¢ tippu j. Maatriksi B
element b;; nditab lithima tee esimest vahetippu. Vaadatakse lébi koik tipud k ja uuritakse,
milliste tipupaaride (1, j) korral saab k kaudu tipust ¢ liikuda tippu j lithemini kui varem
leitud lithimat teed pidi ¢ ja j vahel.

comment: Algvaartused
Aij = Wij
bij =17
comment: Téaidetakse 3-kordne tsiikkel
fork=1,...,ndo
fori=1,...,ndo
forj=1,...,ndo
if air + ar; < a;; then
Qij = Qig + Ay

bij == bi
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Asenduse idee on jargmine: kui tipust ¢ tippu k ja sealt tippu j liikudes on lithem tee
kui seni leitud lithim tee tipust ¢ tippu j, siis liigume tipust ¢ tippu £ ja sealt tippu j.

Paneme veel téhele, et kui ¢« = k, siis vorratus ay, + ap; < ag; ei kehti ja seega
omistamist ei toimu. Sama kehtib j = k korral. See tdhendab, et etapil & maatriksite A
ja B k-s rida ja k-s veerg ei muutu.

Naide 2.117 Rakendame Floydi-Warshalli algoritmi juba varem vaadeldud suunatud
kaalutud graafile

Siis maatriksi A elemendid muutuvad k véadrtuste 1, 2, 3 ja 4 korral jargmiselt:

0 o0 5 1 0 o0 5 1 0 oo 5 1
A_ooOooS_>ooOOOB_>000003_>

Tl o 1 0 o oo 1 0 oo oo 1 0 4
oo oo 2 0 oo oo 2 0 oo oo 2 0

0 6 5 1 0 4 3 1

_>000m3_>00053

co 1 0 4 1 0 4

oo 3 2 0 oo 3 2 0

Sinisega on dra mérgitud k-s rida ja k-s veerg enne k-ndat etappi. Nagu eespool 6eldud
k-nda etapi kdigus need kindlasti ei muutu. Tingimuse a;; + ar; < a;; kontrollimisel
liidetakse element k-ndast veerust (a;;) elemendiga k-ndast reast (ay;). Elemendid ax, =
0, arj, aij, a;, asuvad maatriksis n.o. ristkiiliku tippudes, kusjuures a;; ja ay; on teineteise
vastandtipud ning axi ja a;; on teineteise vastandtipud.

Paneme téhele, et teine maatriks (see, mis vastab viédrtusele & = 1) on sama, mis
esimene. Pohjuseks on see, et ei leidu tipupaare (i,7), mille vahel saaks tipu 1 kaudu
liikuda.
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Teoreem 2.118 Pdrast Floydi- Warshalli algoritmi taitmist kehtivad iga i,j € {1,...,n}
korral jdrgmised vdited.

1. Kui leidub suunatud ahel tipust @ tippu j, siis a;; vddrtuseks on lihima tee pikkus
tipust © tippu j ja by; vddrtuseks sellise tee teise tipu number.

2. Kui ei leidu suunatud ahelaid tipust © tippu j, siis a;; = o0.

Anname ka selle algoritmi korrektsuse toestuse, kuigi eksamil ei ole selle toestuse
teadmine vajalik.

TOESTUS. Selles tdestuses nimetame k-ahelateks tipust ¢ tippu j koiki suunatud ahelaid
tipust ¢ tippu j, mille vahetipud kuuluvad hulka {1,...,k} (k on naturaalarv). Paneme
tahele, et iga (k— 1)-ahel on ka k-ahel. Teoreemi toestamiseks néitame, et kehtib jargmine
véaide:

(*) iga k € {0,1,...,n} jai,5 € {1,2,...,n} korral pdrast etapi k libimist

1. kui leidub k-ahelaid tipust i tippu j, siis a;; vidrtuseks on minimaalse k-ahela pikkus
tipust © tippu j ning b;; vddrtuseks on mingi sellise minimaalse k-ahela teise tipu
number,

2. kui ev leidu k-ahelaid tipust i tippu j, siuis a;; = oo.

Kui oleme viite (*) dra toestanud, siis teame, et parast etappi n annab maatriks A
meile minimaalsete n-ahelate pikkused koigi tipupaaride vahel ning maatriks B annab
minimaalsetes ahelates teised tipud, s.t. oleme nédidanud, et teoreem kehtib.

Viite (*) toestamiseks kasutame matemaatilist induktsiooni & jargi, kusjuures etapi
k = 0 all peame silmas algvéaartustamist.

Alus. Olgu k = 0. Sellisel juhul loeme k-ahelateks selliseid ahelaid, millel ei ole vahetippe.
Selline ahel on lihtsalt kaar tipust ¢ tippu j ja selle ahela pikkus on w;;, mis omistatakse
a;;-le. Kui leidub kaar (4, j) € E, siis ahela 4, j teine tipp on j ning see omistatakse b;;-le.
Kui (i,7) € E, siis omistatakse a;; := 0o. Seega (*) kehtib k& = 0 korral.
Samm. Eeldame, et (*) kehtib pérast etapi k& — 1 libimist ja olgu maatriksite A ja B
elemendid sellised, nagu nad on pérast etapi k — 1 ldbimist. Néitame, et (*) kehtib ka
pérast etapi k ldbimist.

Olgu T mingi minimaalne k-ahel tipust ¢ tippu j. Siis w(7) < aix + agj. Kuna iga
(k — 1)-ahel on ka k-ahel ja induktsiooni eelduse pohjal on a;; mingi minimaalse (k — 1)-
ahela pikkus, siis w(7") < a;;. On kaks voimalust.
a) T ei sisalda tippu k. Siis 7" on (k — 1)-ahel. Kuna ta on minimaalne k-ahel, siis on ta
ka minimaalne (k — 1)-ahel. Induktsiooni eelduse pohjal on a;; minimaalse (k — 1)-ahela
pikkus. Seega a;; = w(T'). Jarelikult

aij < ik + Qg

mistottu etapil £ a;j-le uut vadrtust ei omistata.
b) T sisaldab tippu k. Siis ta sisaldab tippu k tépselt iihe korra, sest minimaalne ahel
peab olema lihtahel. Olgu

T=1uu,...,0,kx,...;y,7J.
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Siis Ty = 4,u,...,v,k jaTy = k,z,...,y,j on (k — 1)-ahelad, kusjuures nende pikkused
peavad olema minimaalsed, sest muidu ei oleks 7" minimaalne k-ahel. Induktsiooni eelduse
tottu peab

W(T) = W(Tl) + w(Tg) = Q;; + Q-

Teame, et w(T) < a;. Kui w(T') = a;, siis a;;-le uut védrtust ei omistata. Kui aga
w(T) < ajj;, siis omistatakse a;;-le védrtus w(7) ehk minimaalse k-ahela pikkus. Samuti
omistatakse b;;-le mingi sellise k-ahela teise tipu number.

Jarelikult pérast k-ga seotud tsiikli labimist on a;; vadrtuseks ahela T" pikkus ning b;;
vadrtuseks on tipust ¢ tippu j viiva minimaalse pikkusega ahela teise tipu number. See
tahendab, et (1) kehtib pérast etappi k.

Oletame niitid, et k-ahelaid tipust ¢ tippu j ei leidu. Siis ei leidu ka (k — 1)-ahelaid
ja seega induktsiooni eelduse pohjal a;; = oo. Lisaks sellele kas a;, = oo voi ap; = oo.
Jarelikult vorratus

Qi + Qg < Q4

ei kehti ja a;;-le uut védrtust ei omistata. Seega (2) kehtib pérast etappi k. O

Dijkstra algoritm

Antud: kaalutud suunatud graaf G = (V, E,w), algtipp a ja lopptipp z.
Leida: lithim tee tipust a tippu z.

Andmed: S — selliste tippude hulk, kuhu on juba leitud lithim tee tipust a,
L[i] — seni leitud vahim tee pikkus tipust a tippu 4.

Idee on jargmine.

1. Votame kasutusele hulga S, kuhu hakkame lisama tippe, millesse on juba leitud
lithim tee tipust a. T66 alguses loeme, et S on tiihi hulk.

2. Igale tipule omistame esialgse kauguse algtipust: algtipu a korral loeme, et see kaugus
on 0, iilejadnud tippude korral loeme, et see on lopmatus.

3. Igal sammul valime vélja {ihe seni vaatlemata tipu ja lisame hulka S. Esimesel
sammul votame selleks algtipu a.

4. Tga viljavalitud tipu u korral vaatleme tema naabreid v, kuhu saab kaart méoda
lilkuda ja mis ei ole veel vaadeldud tippude hulka S lisatud. Iga sellise v korral
uurime, kas teekond a-st u kaudu v-sse on lithem, kui varem teada olnud lithim tee
pikkusega L[v]. Kui on, siis omistame L[v]-le uue véértuse. Vastasel korral jaab L{v]
muutmata.

5. Kui kéik u naabrid on 1dbi vaadatud, siis me valime uue tipu u nende hulgast,
mida me ei ole veel hulka S lisanud. Valimisel vaatame, millise tipu korral on seni
leitud kaugus algtipust koige véiksem. Uue tipu u jaoks kordame eelmises punktis
mainitud samme.

6. Lopetame siis, kui 16pptipp z saab hulka S lisatud.
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7. Algoritmi t66 16pus annab L[z] meile lithima tee pikkuse tipust a tippu z. Kui
L[z] = o0, siis see tdhendab, et tipust a ei leidu suunatud ahelaid tippu z.

Algoritm ise ndeb vilja nii:

comment: Algvaartused

Lla] :=0

iga i€V \ {a} korral L[i] := oo

S:=10

comment: Téidetakse tsiikkel

while z ¢ S do
u:= selline i € S, et L[i] on minimaalne
S :=SU{u}
for v € S do

if L{u] + wyw < L[v] then L[v] := L{u] + wyy

Mirkus 2.119 1. Algoritm lopetab t66, sest while-tsiikli igal sammul lisatakse hulka S
iiks tipp, mis seni sinna ei kuulunud. Kuna tippude arv graafis on 1oplik, siis mingil hetkel
lisatakse ka tipp z hulka S.

2. Vaib juhtuda, et u valimisel on koigi vaadeldavate tippude ¢ ¢ S korral L[i] = oo.
Siis me valimegi iihe neist tippudest.

3. Kui wy, = o0, siis tingimus L[u]+w,, < L[v] ei ole tdidetud (isegi siis, kui L[v] = 00).
Seega for-tsiiklis on motet vaadelda vaid neid tippe v € S, mis on tipu u naabrid, s.t.
mille korral leidub kaar (u,v) € E.

4. Paneme téhele, et kui mingi tipp v on juba hulka S lisatud, siis L[u] véértust
edasistel sammudel enam ei muudeta.

5. Kui me tahaksime leida lithimad teed kdigisse teistesse tippudesse (mitte ainult
tippu z), siis tuleks while-tsiiklis tingimus 2z € S asendada tingimusega V' \ S # ). Nii
vaadatakse u osas ldbi koik graafi tipud.
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Naiaide 2.120 Rakendame Dijkstra algoritmi suunatud kaalutud graafile
(4)—3
10 \@\
2
5
1

1 @

2

1 2
7

olukorras, kus a = 1 ja z = 7, s.t. otsime lithimat teed tipust 1 tippu 7. Algoritmi t66
kéigus lisatakse hulka S tippe ja lopetatakse siis, kui on tipp 7 lisatud. T66 loppedes on

S ={1,2,3,5,6,7}.

Jargnevas tabelis on dra toodud L[i]-de vairtused igal sammul (sammu 0 all on moeldud
algvaartustamist). Tabeli iga veeru pohjal valitakse uus element u nende tippude 7 hulgast,
mis ei ole veel hulka S lisatud ja mille korral L[i] vAdrtus on minimaalne (tabelis méargitud
punase vérviga). Naiteks sammul 1 on meil S = {1} ja meil on minimaalse vaértusega 1
nii L[2] kui ka L[3]. Antud juhul oleme u-ks valinud tipu 2, aga sama hésti oleks voinud
valida ka tipu 3.

samm 0 | samm 1 | samm 2 | samm 3 | samm 4 | samm 5
L[1] 0 0 0 0 0 0
L[2] 00 1 1 1 1 1
L3 00 1 1 1 1 1
L4 00 10 10 10 8 7
L[5] 00 00 8 3 3 3
LI6] 00 00 00 00 4 4
L7 00 00 00 00 7 6

Tabelist ndeme, et lithima tee pikkus tipust 1 tippu 7 on 6. See tee on 1,3,5,6,7.
Naiaide 2.121 Rakendame Dijkstra algoritmi suunatud kaalutud graafile
(NS
@—C—=~©

olukorras, kus a = 1 ja z = 3. Algoritmi kéigus lisame hulka S esimesena tipu 1, siis tipu
2 ja lopuks tipu 3. Lisaks sellele arvutame

‘ samm 0 ‘ samm 1 ‘ samm 2

I 0 0 0
L2l | oo 7 7
L[3] 00 00 00
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T66 1oppedes on L[3] = oo, mis tdhendab, et tipust 1 ei leidu suunatud ahelat tippu 3.

Hakkame niiiid uurima Dijkstra algoritmi korrektsust. Alustuseks toestame iihe abi-
tulemuse.

Lemma 2.122 Dijkstra algoritmi t66 igal etapil iga tipu v korral kui L[v] # oo, siis
leidub suunatud ahel tipust a tippu v, mille pikkus on L[v].

TOEsTUS. Toestame induktsiooniga, et iga k korral pérast algoritmi t66 k-ndat etappi
vaide kehtib.
Alus. Pérast etappi 0 (s.t. parast algvadrtustamist) on ainuke tipp, mille korral L véértus
ei ole 0o, tipp a, kusjuures L]a] = 0 ja 0 on ka lithima tee pikkus tipust a tippu a.
Samm. Eeldame, et viide kehtib pérast etappi k, s.t. parast while-tsiikli k-ndat 1dbimist,
ja vaatleme suvalist tippu v. Olgu pérast etappi k+1 L[v] # oco. Kui L[v] vadrtust etapil
k + 1 ei muudetud, siis juba pérast etappi £ L[v] # oo ning ahel pikkusega L[v] tipust a
tippu v leidub tdnu induktsiooni eeldusele.

Kui aga etapi k£ 4 1 kéigus toimub omistamine

Lv] := L[u] + Wy,

siis enne omistamist peab kehtima vorratus L{u| + wy, < L{v]. Jarelikult L{u] + wy, < oo,
kust Llu| # 00 ja wy, # 0o. Kuna L{u] véértust etapil k + 1 el muudeta, siis L{u| # oo
juba pérast etappi k£ ja seega induktsiooni eelduse pohjal leidub suunatud ahel pikkusega
L[u] tipust a tippu u. Lisades sellele ahelale kaare (u,v) (see leidub, sest w,, # o) saame
ahela pikkusega L[u] + w,, tipust a tippu v. See on sama viirtus, mis on L[v]-1 pirast
etappi k + 1. O

Sellest lemmast jéreldub, et alati kui L]v] # oo, siis

d(a,v) < Lv]. (2.1)

Teoreem 2.123 Pdrast Digkstra algoritmi tditmaist kehtivad iga tipuv € S korral jiargmised
vdited.

1. Kui leidub suunatud ahelaid tipust a tippu v, siis

Lv] = d(a,v).

2. Kui ei leidu suunatud ahelaid tipust a tippu v, siis

L(v) = oc.

TOESTUS. Viide 2 jiareldub lemmast 2.122] Tdestame véite 1.
Ténu vorratusele (2.1]) piisab meil ndidata, et kui v € S ja tipust a leidub suunatud
ahelaid tippu v, siis
L[v] < d(a,v).

Teeme seda induktsiooniga selle jargi, kuidas tippe hulka S lisatakse.
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Alus. Esimesena lisatakse hulka S alati tipp a. Tipu a korral d(a,a) = 0 = Llal.

Samm. Vaatleme tippu v, mis pérast algoritmi tditmist kuulub hulka S ja kuhu leidub
tipust a suunatud ahelaid. Olgu 7" minimaalse pikkusega suunatud ahel tipust a tippu
v, seega w(T') = d(a,v). Vaatleme seda hetke algoritmi t66s, kui tipuks u valitakse v, ja
eeldame, et varem hulka S lisatud tippude ¢ jaoks vorratus L[i] < d(a, ) kehtib. Sel hetkel
a €S, agav ¢ S. Seega peab ahelas T' leiduma mingi kaar e = (z,y), kusx € Sjay & S.
Niisiis

Teeme jargmised téhelepanekud.

e Ténu lemmale [2.114{3) peab kehtima vorratus d(a,y) < d(a,v).
e Kunaa,...,z,y ja a,...,r on minimaalsed ahelad, siis
d(a,z) + wey =w(a,...,z)+w(z,y) =w(a,...,z,y) =d(a,y).

e Kuna tipp x lisati hulka S mingil varasemal etapil, siis tema jaoks kehtib indukt-

siooni eeldus: L{x] < d(a, ). Jérelikult

Liz] 4+ wyy < d(a,x) + wyy.

e Kuna tipp z lisati hulka S mingil varasemal etapil, siis koik temast véljuvad kaared

(muuhulgas e = (z,y)) on for-tsiiklis 14bi vaadatud. Seega L[y| # oo ja

Lly] < L[z] + wyy-

e Samal etapil, kus u vaédrtuseks valiti v, jéeti valimata gy, mis oli ka véljaspool hulka

S. Seega valiku hetkel peab kehtima vorratus

L[v] < L[yl.

e Eelnevat kokku vottes nédeme, et

L[U] < L[y] < L[I] +wmy < d((l,l‘) ""Wry = d(a’v y) < d<auv>7
mida oligi vaja.

O

Mairkus 2.124 Dijkstra algoritm leiab ainult lithimate teede pikkused tipust a hulka
S kuuluvatesse tippudesse. Kui soovime leida ka lithimatesse teedesse kuuluvaid tippe,
siis tuleks algoritmi pisut modifitseerida vottes iga tipu i jaoks kasutusele suuruse P[i],
mis néitab, milline on lithimas tees tipust a tippu i eelviimane tipp. Algva#rtustamisel
voib lugeda, et Pli] := a ja kui if-lauses toimub L[v] uuendamine, siis tuleks lisada ka
omistamine P[v] := u. Pérast algoritmi t66 16ppu saame tipust a tippu z viiva lithima tee
tipud vialja lugeda niidelda vastupidises jéarjekorras:

z, P[z], P[P[Z]],...,a.
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Mairkus 2.125 Millises jarjekorras lisatakse tipud hulka S7 Olgu péarast Dijkstra algo-
ritmi taitmist
S = {'Ul,UQ, . ,’UT},

kusjuures esimesena on lisatud v; (s.t. v; = a), teisena vy jne. Tuleb vilja, et
d(a,v1) < d(a,v) < ... < d(a,v,),

s.t. tippe lisatakse hulka S tipule a ldheduse jarjekorras. Selle néditamiseks vaatleme iga ¢ €
{1,...,r—1} korral seda hetke, kui u-ks valitakse v;. Sel hetkel kehtib iga j € {i+1,...,r}

jaoks vorratus

Algoritmi edasises t66s L[v;] el muutu, kuid L[v;1;] voib viheneda. Nimelt kui kehtib
vorratus L{v] + wWy,e,,, < L{vit1], siis toimub omistamine

L[Ui-i-l] = L[Ul] + Woviyq -

Kuna aga kaarte kaalud on positiivsed, siis ka pérast seda omistamist jadab kehtima
vorratus L{v;] < L[v;y1]. while-tsiikli jargmisel 1dbimisel valitakse u ossa v;y1 ja L{viq]
vadrtust enam ei muudeta. Seega

d(a,vi) = L[UZ] < L[UZ‘+1] = d(a,’l)i+1).

Toestatud omadust voib kasutada néiteks sellises olukorras, kus iilesandeks on teha
kindlaks, kas tipust a leidub suunatud ahel tippu z, mille pikkus on véiksem kui etteantud
positiivne konstant 0. Kui pérast i-ndat sammu z ei ole veel hulgas S, aga d(a,v;) > ¢,
siis voib algoritm t66 16petada ja teatada, et sellist teed ei leidu.
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