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Peatukk 1
Pohimoisted

1.1 Jarjestatud hulgad

Olgu A mingi hulk. Binaarse seose p C A x A korral voib vaadelda jargmisi tingimusi:

e (VacA)apa (refleksiivsus),
o (Va,b,ce A)(apbNbpc=apc), (transitiivsus),
e Va,be A)(apbANbpa=a=10), (antisimmeetria),
o Va,be A)(apb=bpa), (siimmeetria),
o (Va,be A)(apbVbpa), (lineaarsus).

Meenutame, et

e eeljirjestus’ on refleksiivne ja transitiivne seos,

2

e jirjestusseos” on antisiimmeetriline eeljirjestus,

3

e ekvivalentsiseos® on siimmeetriline eeljéirjestus.

Jéarjestusseoseid tdhistatakse reeglina siimboliga < vO1 mone sarnase slimboliga. Kui < on
jarjestusseos, siis kirjutis @ < b tdhendab seda, et a < b ja a # b. Kirjutis b > a tdhistab sama
asja mis a < b.

Jarjestatud hulk* on paar (A, <), kus A on hulk ja < on mingi jirjestusseos sellel hulgal.

Ahel® on jirjestatud hulk, mille jirjestusseos on lineaarne.

Jérjestatud hulga (A4, <) elemente a ja b nimetatakse vorreldavateks®, kui kas a < b voi
b < a. Vastasel korral deldakse, et a ja b on mittevorreldavad’ ja kirjutatakse a || b. Seega ahel
on jarjestatud hulk, kus koik elemendid on vorreldavad.

Oeldakse, et element b katab® elementi a (ja kirjutatakse <), kui a < b ja ei leidu sellist
elementi ¢, et a < ¢ < b. Me kirjutame a < b, kui a < b v6i a = b.

Leeljérjestus = preorder

Zjarjestusseos = order relation

3ekvivalentsiseos = equivalence relation

4jarjestatud hulk = ordered set = poset

Sahel = chain

Svorreldavad elemendid = comparable elements
"mittevérreldavad elemendid = incomparable elements
8katab = covers
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Niide 1.1 1. Jérjestatud hulgas (N, <) katab element n + 1 elementi n iga n € N korral.
2. Jérjestatud hulgas (Q, <) ei ole selliseid elemente, mis kataks monda teist elementi.

Loplike jarjestatud hulkade esitamisel on mugav kasutada diagramme. Sellistel diagrammidel
tahistatakse hulga elemente tédppide abil ning tdppide vahele tdmmatakse joon, kui neile vas-
tavad elemendid on katmisseoses. Seejuures kattev element peab diagrammil asuma kaetavast
elemendist korgemal. Néiteks diagrammilt

o

u

voib lugeda, et © < b < v ja u < a < ¢ < v, kuid elemendid a ja b ei ole vorreldavad, nii nagu ka
cjab.
Kui (A, <) on jarjestatud hulk, siis seos

{(a,b) e Ax A|b<a}

on samuti jarjestusseos ning seda seost me téhistame stimboliga >. Seega ka (A, >) on jérjestatud
hulk, mida nimetatakse esialgse jirjestatud hulgaga duaalseks jirjestatud hulgaks® ning mida
me tahistame siimboliga AP.

Kui ® on mingi jarjestatud hulkade kohta kdiv viide, siis viite ®°P all peame silmas sellist
viidet, mis on saadud esialgsest koigi siimbolite < asendamisel siimboliga >.

Duaalsusprintsiip'®. Kui viide ® kehtib koigi jirjestatud hulkade korral, siis ka véiide ®°P
kehtib koigi jarjestatud hulkade korral.

1.2 Vore definitsioon

Definitsioon 1.2 Olgu (A, <) jarjestatud hulk ja X C A. Elementi ¢ nimetatakse hulga X
iilemiseks tokkeks!', kui < c iga 2 € X korral. Analoogiliselt saab defineerida alumised
tokked!'2.

Mingil hulgal voib olla iiks iilemine toke, mitu iilemist toket voi hoopis mitte iihtegi iilemist
toket.

Niide 1.3 Olgu A koigi hetkel elusolevate inimeste hulk. Vaatleme sellel hulgal seost <, mis on
defineeritud jargmiselt:
a < b<= a=>v0iaon b jareltulija.

Siis (A, <) on jérjestatud hulk, kus iilemised ja alumised tokked voivad nii leiduda kui puududa.

9duaalne jarjestatud hulk = dually ordered set
10 duaalsusprintsiip = duality principle
1iilemine téke = upper bound

12alumine toke = lower bound
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Definitsioon 1.4 Olgu (4, <) jirjestatud hulk ja X C A. Hulga X {ilemiseks rajaks!? nime-
tatakse selle hulga vihimat {ilemist toket. See tdhendab, et hulga X iilemine toke c on selle hulga
iilemine raja, kui selle hulga iga iilemise tokke d korral ¢ < d. Analoogiliselt saab defineerida
alumised rajad'?.

Alamhulga X iilemist raja tahistatakse VX ja alumist raja AX. Juhul, kui X = {a, b}, siis
tahistakse iilemist raja harilikult a V b ja alumist raja a A b.

Definitsioon 1.5 Vore!® on jirjestatud hulk, mille igal kahe-elemendilisel alamhulgal leidub
iilemine ja alumine raja.

Matemaatilise induktsiooni abil on lihtne nédidata, et kehtib jirgmine véide.

Lemma 1.6 Jdrjestatud hulk on vére parajasti sivs, kue selle igal loplikul mittetihjal alamhulgal
on olemas tilemine ja alumine raja.

Definitsioon 1.7 Téielik vore'S
raja ja alumine raja.

on jirjestatud hulk, mille igal alamhulgal on olemas iilemine

Muuhulgas peab téielikus vores ka tiihjal alamhulgal leiduma iilemine raja. Kuna tiihja hulga
iilemiseks tokkeks on kéik vaadeldava jarjestatud hulga elemendid, siis see iilemine raja peab
olema koigist elementidest viiksem, s.t. ta on selle hulga vahim element. Analoogliselt on tiihja
hulga alumine raja vaadeldava jérjestatud hulga suurim element. Vahimat elementi tdhistatakse
harilikult siimboliga 0 ja suurimat siimboliga 1. Kui jarjestatud hulgas leiduvad vihim ja suurim
element, siis 6eldakse, et see jarjestatud hulk on tokestatud. Seega tiielikud vored on tokestatud.

Lemmast 1.6 jareldub kohe, et iga 16plik vore on téielik. Lopmatu vore ei pruugi tiielik olla.

Lause 1.8 Jdrjestatud hulga L korral on jirgmised vdited samavddrsed.
1. L on tdielik vore.
2. Hulga L igal alamhulgal on olemas alumine raja.

3. Hulga L igal mittetihjal alamhulgal on olemas alumine raja ning hulk L sisaldab suurimat
elements.

TOESTUS. 1 = 2 = 3. See on ilmne.

3 = 1. Peame niitama, et mistahes alamhulgal leidub {ilemine raja. Olgu A C L ja vaatleme
selle hulga kaigi iilemiste tokete hulka A®. Kuna 1 € L, siis A2 # () ja sellel hulgal peab leiduma
alumine raja. Olgu z = AA® € L. Kui A = 0, siis A® = L ja x on hulga L viihim element. Kui
A # (), siis < ¢ hulga A iga iilemise tokke ¢ korral. Jadb veel veenduda, et x ise on ka hulga
A iilemine toke. Kui a € A, siis iga d € A® korral a < d. Seega a < z, sest = on alumine raja
hulgale A®. See tihendab, et 2 on hulga A iilemine toke. Jarelikult z = VA. O

Toestatud lause on viga kasulik, sest tihti on tingimust 3 lihtsam kontrollida kui tingimust

134ilemine raja = join = the least upper bound = supremum
Malumine raja = meet = the greatest lower bound = infimum
15y6re = lattice

16complete lattice
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Niide 1.9 1. Hulga A koigi alamhulkade hulk P(A) koos sisalduvusseosega C on vore. Selles
vores A alamhulkade X ja Y alumiseks rajaks on X NY ja {ilemiseks rajaks on X UY. See vore
on ka taielik.

2. Hulga A koigi loplike alamhulkade hulk Pp;n(A) koos sisalduvusseosega C on vore. Ka
selles vores A alamhulkade X ja Y alumiseks rajaks on X NY ja iilemiseks rajaks on X UY.

3. Iga lineaarselt jarjestatud hulk (s.t. ahel) on vore, kus a Ab = min(a, b) ja aVb = max(a, b).
Ahel (N, <) ei ole téielik, sest selles puudub suurim element.

4. Vektorruumi V koigi alamruumide hulk A(V') on vore, kus alamruumide V; ja V5 alumine
raja on V3 N V5 ja iilemine raja on Vi 4+ Va. See vore on téielik, sest suurim element on V ja
mistahes mittetiihja hulga alamruumide {ihisosa on ka alamruum.

5. Eelmise paragrahvi joonisel kujutatud 5-elemendiline jarjestatud hulk {a, b, ¢, u, v} on vore.

6. Hulk N x N on vore jérjestusseose suhtes, mis on defineeritud komponenthaaval, s.t.

(a,b) < (¢,d) <= a<cAb<d.

7. Hulk Z jaguvusseose suhtes on vore.
8. Hulk {1,2,3,12,18,36} koos jaguvusseosega ei ole vore. Siin on elementidel 2 ja 3 olemas
kolm tilemist toket (12, 18 ja 36), kuid neis iikski ei ole vihim tilemine toke.

Tuleb vélja, et voret on voimalik defineerida ka algebralise struktuurina.

Definitsioon 1.10 Vore on mittetiihi hulk L, millel on defineeritud kaks kahekohalist algebra-
list tehet + ja - (liitmine ja korrutamine) nii, et mistahes a, b, c € L korral

(a+b)+c = a+(b+c) (ab)e = a(bc) (assotsiatiivsus)
a+b = b+a ab = ba (kommutatiivsus)
ata = a aa = a (idempotentsus)

(a+bla = a ab+a = a (neelduvus).

On lihtne aru saada, et esimese tulba omadused on duaalsed teise tulba omadega selles mottes,
et kui liitmine asendada korrutamisega ja vastupidi, siis saame esimese tulba omadusest samas
reas asuva teise tulba omaduse.

Lemma 1.11 Olgu (L,+,-) vore definitsiooni 1.10 méttes. Siis mistahes a,b € L korral
a=ab <= b=a+0.

TOEsTUS. TARVILIKKUS. Kui a = ab, siis neelduvuse ja kommutatiivsuse tottu a+b=ab+b =
ba+b=".
Pusavus. Kui b = a + b, siis jéllegi neelduvust kasutades saame, et ab = a(a + b) = a. O

Teoreem 1.12 1. Kui (L, <) on vore, definitsiooni 1.5 mottes ja defineerime

a+b:=aVh,
ab:=aAb,

siis (L, 4+, ) on vore definitsiooni 1.10 méttes.
2. Kui (L,+,-) on vore, definitsiooni 1.10 mdottes ja defineerime

a < b<= a=ab,
siis (L, <) on vore definitsioons 1.5 mattes. Selles vores
a<b = ac<bc ja a+c<b+c (1.1)

mistahes a,b,c € L korral.
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TOESTUS. 1. Néiitame, et kehtivad definitsiooni 1.10 parempoolses tulbas toodud samasused.
Vasakpoolse tulba omaduste kontroll on sarnane.

Assotsiatiivsus. Veendume, et (ab)c = a(bc) ehk (aAb)Ac = aA(bAc). Téhistame d := (aAb)Ac
jae:=aAN(bAc). Siisd < aAbjad<ec, jarelikult ka d < a ja d < b. Seega d < b A ¢ ning
koos vorratusega d < a saame, et d < a A (bAc) = e. Vorratuse e < d tdestus on analoogiline.
Antisimmeetria pohjal e = d.

Kommutatiivsus. On selge, et a Ab=0bA a.

Idempotentsus. On ilmne, et a A a = a.

Neelduvus. Toestame vorduse a = ab+a ehk a = (a Ab) Va. KunaaAb < ajaa <a,siis a
on elementide a A b ja a iillemine toke. Olgu niiiid a Ab < z ja a < z. Vorratus a < z iitleb kohe,
et a on viiksem voi vordne elementide a A b ja a iga iilemise tokkega. Seega a = (a A b) V a.

2. Veendume, et < on jarjestusseos.

Refleksiivsus. Kuna aa = a, siis a < a.

Antisiimmeetria. Olgu a < b ja b < a. Siis @ = ab ja b = ba. Jérelikult a = ab = ba = b.

Transitiivsus. Olgu a < b ja b < c. Siis a = ab ja b = be. Jarelikult a = ab = a(bc) = (ab)c =
ac, kust a < c.

Toestame niiiid, et a A b = ab, s.t. et ab on elementide a ja b alumine raja. Kasutame selleks
alumise raja definitsiooni.

1) Kuna (ab)a = a(ba) = a(ab) = (aa)b = ab, siis ab < a. Et (ab)b = a(bb) = ab, siis ab < b.

2) Oletame, et x < a ja x < b. Siis x = xa ja z = zb. Jarelikult x(ab) = (za)b = b = = ehk
x < ab. Sellega on néidatud, et a A b = ab.

Kasutades seda, et a < b parajasti siis, kui b = a + b, saab tdestada, et a Vb= a + 0.

Toestuse lopetamiseks néitame, et kehtib implikatsioon (1.1). Olgu a < b. Siis a = ab, kust
(ac)(bc) = abee = ace = ac ehk ac < be.

Vorratusest a < b jareldub ka, et b = a+b, kust (a+c¢)+(b+c¢) = a+b+c+c=b+c+c=b+c
ehka+c<b+ec. O

1.3 Alamvored

Definitsioon 1.13 Vore L alamhulka L’ nimetatakse alamvéreks!”, kui
(Va,be L'Y(anbe L' jaavbe L.

Naide 1.14 1. Py;,,(A) on vore P(A) alamvore.
2. Mistahes vores on iihe-elemendiline alamhulk alamvore.
3. Antud definitsiooni jirgi on alati L ja () vore L alamvored.

Definitsioon 1.15 Vore L alamvoret L' nimetatakse kumeraks®®, kui
(Vo,y,z€ L)(z,z e 'a<y<z=yel).

Niide 1.16 Reaalarvude vores R (hariliku jérjestusega) on nii 16ik [0, 1] kui ka vahemik (0,1)
kumerad alamvored.

Definitsioon 1.17 Olgu a ja b jérjestatud hulga A elemendid, kusjuures a < b. Hulka
[a,b] :={z € Ala<z<b}

nimetatakse 16iguks'® otspunktidega a ja b.

17alamvére = sublattice
18 umer alamvore = convez sublattice
19151k = interval
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Lause 1.18 Vore L iga loik on kumer alamuvdre.

TOESTUS. ... O

Lause 1.19 Lopliku vore iga kumer alamvore on loik.

ToEesTUs. Kui L' = {by,...,b,} on lopliku vore L kumer alamvore, siis saab nédidata, et L' =
[b1 Ao Abp, by V..oV by O

Ulesanne 1.20 Téestada, et vore L on ahel parajasti siis, kui iga mittetihi alamhulk A C L on
alamuére.

1.4 Homomorfismid

Definitsioon 1.21 Olgu L ja Ly vored. Kujutust f : Ly — Lo nimetatakse

¢ A-homomorfismiks?’, kui
(Va,b € L1) flaAb) = f(a) A f(b);
¢ V-homomorfismiks?!, kui
(Va,b € L1) flaVb) = f(a)V f(b);
e homomorfismiks??, kui f on A-homomorfism ja V-homomorfism;
e isomorfismiks??, kui f on bijektiivne homomorfism.
Lause 1.22 A-homomorfism, V-homomorfism ja homomorfism sdilitavad jdrjestust.
ToesTUS. Olgu f: L1 — Ly A-homomorfism ja a < b, kus a,b € Ly. Siisa=a Ab ja
fla) = flanb) = f(a) A f(D),
millest jireldame, et f(a) < f(b). O
Lause 1.23 Olgu Ly ja Lo vored. Siis jirgmised tingimused on samaovddrsed:
1. f on vorede isomorfism,

2. f on vorede homomorfism ja leidub vorede homomorfism g : Ly — Ly nii, et gf = 11, ja
fog=1L,.

3. f on bijektitvne kujutus ja
(Va,b € Ly)(a < b= f(a) < f(b));
4. f on sirjektisvne kujutus ja
(Va,b € L1)(a < b<= f(a) < f(b)).
TOESTUS. ... O

Kui leidub isomorfism f vorest L; voresse Lo, siis iitleme, et vored L ja Lo on isomorfsed?
ja kirjutame L; ~ Lo.

20 Achomomorfism = meet homomorphism
2ly-homomorfism = join homomorphism
*?homomorfism = homomorphism
Zisomorfism = isomorphism
Hisomorfsed vored = isomorphic lattices
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1.5 Kongruentsid

Definitsioon 1.24 Olgu L vore. Ekvivalentsiseost p hulgal L nimetatakse vore L kongruent-
siks?®, kui mistahes a,b,c,d € L korral

(a,b),(c,d) € p= (aNc,bAd),(aVc,bVd) € p.

Lause 1.25 Olgu L vore ja p selle vire kongruents. Siis mistahes elemendi a € L korral on
kongruentsiklass

[a], ={be L] (a,b) € p}
vore L kumer alamuore.
TOESTUS. Vaatleme mingit kongruentsiklassi K ja olgu a,b € K. Siis (a,b) € p ja (a,a) € p.
Kongruentsi definitsiooni pohjal ka (a A a,a Ab) € p ehk (a,a Ab) € p. Seega a Ab € [a], = K.
Analoogiliselt saab niidata, et K on kinnine {ilemise raja votmise suhtes.

Olgu niitid a,b € K ja x € L selline, et a < & < b. Kuna (a,b) € p ja (x,z) € p, siis
(aNz,bAx) € pehk (a,x) € p. Jarelikult = € [a], = K. O

Definitsioon 1.26 Vérede homomorfismi f : L1 — Lo tuumaks?% nimetatakse binaarset seost
ker f := {(a,b) € Ly x Ly | f(a) = f(b)}

hulgal L;.

Lause 1.27 Vérede homomorfismi tuum on kongruents.

TOESTUS. Selle jatame lugejale libimotlemiseks. a

Lause 1.28 Olgu p vore L kongruents. Siis
(Va,b € L)((a,b) € p<= (aANb,aVb) € p).
TOEsTUS. Olgu (a,b) € p. Et ka (a,a) € p, siis (a,a V) € p ja (a,a Ab) € p. Transitiivsuse
tottu (a Ab,aVb) € p.
Vastupidise nditamiseks eeldame, et (a Ab,aVb) € p. Kuna ka (a, a), (b, b) € p, siis saame, et
(aV(anb),aV(aVvb)ep ja (bV(aAD),bV (aVb))e€np.
Neelduvuse tottu voime delda, et

(a,aVb),(b,aVb)enp.

Ténu transitiivsusele (a,b) € p. O

Olgu L vore ja p selle vore kongruents. Defineerime kongruentsiklasside hulgal

L/p={ld,|ac L}

Zkongruents = congruence
2
Stuum = kernel
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kaks tehet vordustega

[a]p A [b}p =[aA b}m

[a]p v [blp = [a V0],

Lihtne on veenduda, et need tehted on korrektselt defineeritud ja et hulk L/p on nende tehete
suhtes vore. Seda voret nimetatakse vore L faktorvoreks?’ kongruentsi p jirgi.

Nii nagu mistahes teistegi algebraliste struktuuride korral saab ka vorede jaoks toestada
homomorfismiteoreemi.

Teoreem 1.29 Olgu f : L1 — Lo siirjektiivne vorede homomorfism. Siis
Ll/ ker f ~ LQ.

Vore L koigi kongruentside hulka tdhistame siimboliga ConL. Lihtne on aru saada, et see
hulk on jarjestatud hulk sisalduvusseose suhtes.

Lause 1.30 Vére kongruentside hulk on tdielik vore.

TOESTUS. Olgu L vore. On selge, et L x L on vore L kongruents ning see on jarjestatud hulga
(ConL, C) suurim element. Kui I on mittetiihi hulk ja p; € ConL, i € I, siis ka N;crp; € ConL.
Lihtne on kontrollida, et N;crp; on kongruentside p;, ¢ € I alumine raja jérjestatud hulgas
(ConL, C). Lause 1.8 pohjal on ConL téielik vore. O

Maérgime veel, et vore ConL vihimaks elemendiks on vordusseos
A ={(a,a)|a€ L}.

Ulesanne 1.31 Teha kindlaks, millised on vore

v

kongruentsid.

Ulesanne 1.32 Millised on ahela kongruentsid?

1.6 Ideaalid ja filtrid

Definitsioon 1.33 Jirjestatud hulga (A, <) alamhulka B nimetatakse allapoole kinniseks?®
kui
(Vz € A)(Vb € B)(x < b= x € B).

Duaalselt defineeritakse iilespoole kinnised alamhulgad?’.

*Tfaktorvore = quotient lattice
28 allapoole kinnine alamhulk = down-closed subset
2iilespoole kinnine alamhulk = up-closed subset
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Definitsioon 1.34 Vore ideaal®® on tema allapoole kinnine alamvore. Vore filter?! on tema
iilespoole kinnine alamvore.

Mirkus 1.35 Definitsiooni jargi on ka tiihi hulk nii ideaal kui filter. Mittetiihjade ideaalide
ithisosa on alati mittetiihi. Oletame, et I, J on vore L mittetiihjad ideaalid. Siis leiduvad mingid
elemendid ¢t € I'jaje J. NitidiAj <ijaiN] <7, kust jareldub, et iANj €T jatAj € J, ning
seega kaiANjelNnd.

Lemma 1.36 Vore L alamhulk I on ideaal parajasti siis, kui
1. Ma,bel)aVvbel,
2. Mael)VeeL)anx e l.

TOEsSTUS. TARVILIKKUS. Olgu I ideaal. Kuna I on alamvore, siis kehtib tingimus 1. Oletame,
etaeljaxe L EtaAz <ajalon allapoole kinnine, siis a Ax € I. Seega kehtib ka tingimus
2.

Piisavus. Rahuldagu hulk 7 tingimusi 1 ja 2. Siis I on alamvore. Oletame, et a € [ ja x € L,
kusjuures a < z. Siis a = a A ¢ € I ning seega I on allapoole kinnine. Definitsiooni pdhjal I on
ideaal. O

Niide 1.37 Vores (N, <) on ideaalideks N ja koik alamhulgad {1,2,...,n}, kus n € N. Selle
vore koik mittetiihjad filtrid on lopmatud.

Lause 1.38 Kui K on vore L alamvore, sits hulk
IK={xeL|3FkeK)x <k}
on vore L ideaal ja hulk
TK={zxeLl|3BkeK)k<ux}

on vore L filter.

TOESTUS. ... O

Meenutame, et kui L on vore ja a € L, siis iihe-elemendiline hulk {a} on alamvore.

Jareldus 1.39 Kui a on vore L element, siis hulk
la={zxel|z<a}

on vore L ideaal ja hulk
ta={reL|a<uz}

on vore L filter.

Ideaali | a nimetatakse elemendi a poolt tekitatud peaideaaliks’? ja filtrit 1 a vore L pea-
filtriks?3.
Stimboliga |dL tdhistame vore L koigi ideaalide hulka. See on jirjestatud hulk sisalduvusseose
suhtes.
3ideaal = ideal
3Mfilter = filter
32peaideaal = principal ideal
33peafilter = principal filter
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Lause 1.40 Kui L on vore, siis jarjestatud hulk (1dL, C) on tdielik vore.

TOEsTUS. Ideaal L on jarjestatud hulga (IdL,C) suurim element. Lihtne on veenduda, et mit-
tetiihja hulga ideaalide {ihisosa on ideaal ja et see on vaadeldavate ideaalide alumine raja. Seega
IdL on tiielik vore lause 1.8 pdhjal. O

Jargmine tulemus {itleb, et iga vore on sisestatav tdielikku voresse.
Teoreem 1.41 Vire L on isomorfne taieliku vore |dL mingi alamuvorega.

TOEsTUS. Kui L = (), siis IdL on iihe-elemendiline (ta koosneb tiihjast ideaalist) ja L on isomorfne
IdL tiihja alamvorega. Edasises vaatleme olukorda, kus L ei ole tiihi.
Vaatleme peaideaalide hulka

P={la|lae L} CIdL.
See hulk on kinnine alumiste ja tilemiste rajade votmise suhtes, sest

l/aAib:\L(a/\b)a
lav]b=1](aVb).

Defineerime kujutuse
f:L—P, a— la.

Ténu eelpoolmainitule on f vérede homomorfism. Kuna mistahes a,b € L korral
a<b <= laClb,

siis kujutus f sdilitab ja peegeldab jérjestust. Ilmselt on f ka siirjektiivne ja seega vorede iso-
morfism ténu lausele 1.23. a

Lause 1.42 Vére ideaali ja filtri ihisosa on kumer alamuvore. Iga mittetihi kumer alamvore on
thesel viisil esitatav ideaali ja filtri dhisosana.

TOESTUS. Esimene viide on ilmne. Teise viite toestamiseks vaatame vore L mittetiihja kumerat
alamvoret C'. Siis vastavalt lausele 1.38 on | C ideaal ja1C filter. Veendume, et

C=1lCn10.

Sisalduvus C' C [ C' N 1C on ilmne. Oletame, et x € [ C' N TC. Siis leiduvad sellised ¢, ¢ € C,
et x < c1 ja cg < x. Kumeruse tottu « € C. Seega ka |C N 1TC C C.

Esituse iihesuse nditamiseks oletame, et C'= I N F, kus I on ideaal ja F on filter. Toestame,
et I =1C.

Kuna C C I ja I on allapoole kinnine, siis J|C' C I. Olgu niitid ¢ € I. Valime hulgast C'
suvalise elemendi ¢ (C' on mittetiihi!). Siis a V ¢ € I, sest I on alamvore. Kuna aVe > c € F
ja F on {ilespoole kinnine, siis aVe € F. SeegaaVece INF =C. Et agaa < aVce (| siis
a € |C. Seega I C [C ja kokkuvottes I = | C. Duaalselt saab niidata, et F' = 1C. |



Peatukk 2

Tailelikud vored

2.1 Piisavaid tingimusi taielikkuseks

Meenutame, et vore on tiielik, kui tema mistahes alamhulgal leidub alumine ja iilemine raja.
Selles paragrahvis anname moned piisavad tingimused, mille abil saab kindlaks teha, kas vaa-
deldav vore on taielik. Selleks toome sisse jadade kasvamise ja kahanemisega seotud tingimused
(DCC) ja (ACCQC).

Lause 2.1 Mistahes jarjestatud hulga (A, <) korral on jargmised tingimused samavddrsed:

e (Minimaalsuse tingimus'.) Hulga A igal mittetiihjal alamhulgal on olemas minimaalne
element.

¢ (Kahanevate jadade stabiliseerumise tingimus? ehk (DCC).) Hulga A elementide
iga kahaneva jada
a1 Zaz zag = ...

korral leidub selline indeks n, et ap = apny1 = Gpy2 = . . ..

TOESTUS. On ilmne, et minimaalsuse tingimusest jareldub (DCC). Néitame vastupidist.
Rahuldagu (A4, <) tingimust (DCC). Olgu B hulga A mittetiihi alamhulk ja valime sellest
mingi elemendi by. Siis b; on hulga B minimaalne element voi leidub mingi element by € B nii,
et by > ba. Kui peab paika teine voimalus, siis by on alamhulga B minimaalne element voi leidub
alement b3 € B nii, et by > by > bs. Samal moel edasi arutades saame kas 16pmatult piken-
dada rangelt kahanevat B elementide jada voi satume selle alamhulga minimaalsele elemendile.
Tingimuse (DCC) tottu rangelt kahanevat jada tekkida ei saa, seega peab leiduma minimaalne
element. O

Eelmise lause duaalne versioon iitleb jargmist.
Lause 2.2 Mistahes jarjestatud hulga (A, <) korral on jirgmised tingimused samavddrdes:

e (Maksimaalsuse tingimus?®.) Hulga A igal mittetiihjal alamhulgal on olemas maksimaal-
ne element.

Yminimaalsuse tingimus = minimality condition
2kahanevate jadade stabiliseerumise tingimus = descending chains condition
3maksimaalsuse tingimus = mazimality condition

13
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e (Kasvavate jadade stabiliseerumise tingimus* ehk (ACC).) Hulga A elementide iga
kasvava jada
a1 <az<a3 < ...

korral leidub selline indeks n, et ap = apy1 = Gpy2 = .. ..
Lemma 2.3 Kui ahelas letdub maksimaalne element, siis on see ahela suurim element.

TOEsTUS. Kui C on ahel, m selle maksimaalne element ja ¢ on ahela C suvaline element, siis
kas ¢ < m voi m < c. Teisel juhul ei ole maksimaalsuse tottu voimalik, et m < c. Seega m = c.
Niisiis iga ¢ € C korral ¢ < m, mis tdhendab, et m on ahela C suurim element. |

Lause 2.4 Jdrjestatud hulk ei sisalda [6pmatuid ahelaid parajasti siis, kui ta rahuldab tingimusi

(ACC) ja (DCC).

TogrsTUS. Tarvilikkus on ilmne.

Piisavuse toestamiseks eeldame, et A on jarjestatud hulk, mis rahuldab tingimusi (ACC)
ja (DCC). Oletame vastuviiteliselt, et A sisaldab lopmatut ahelat C'. Olgu B C C mittetiihi
alamhulk. Lause 2.2 pohjal sisaldab B mingit maksimaalset elementi m. Kuna C' on ahel, siis ka
B on ahel ja lemma 2.3 pohjal on m hulga B suurim element. Niisiis hulga C' igas mittetiihjas
alamhulgas leidub suurim element. Muuhulgas ka hulgas C leidub suurim element x;, hulgas
C'\ {z1} leidub suurim element 2 ja nii edasi. Nii tekib meil rangelt kahanev jada

X1 >T2>T3> ...,

mis on vastuolus tingimusega (DCC). O

Teoreem 2.5 Vore L on tdielik jargmistel juhtudel:

1. wvores L on olemas vihim element ja see vore rahuldab tingimust (ACC);
2. vore L ei sisalda lopmatuid ahelaid.

TOrsTUS. 1. Olgu vores L olemas vihim element ning rahuldagu ta tingimust (ACC). Ténu
lausele 1.8 piisab tiielikkuse naitamiseks sellest, kui veendume, et igal mittetiihjal alamhulgal
A C L leidub iilemine raja. Vaatleme hulka

B={VF|0+#F CA,F onloplik} C L.

Kuna B # () (sest vottes suvalise a € A kehtib a = V{a} € B), siis lause 2.2 pdhjal leidub hulgas
B maksimaalne element m = VF', kus F' on hulga A mingi 16plik mittetiihi alamhulk. Nditame
iilemise raja definitsiooni kasutades, et
m = VA.

a) Olgu a € A. Siis V(F U {a}) € B jam = VF < V(F U {a}). Kuna m on maksimaalne

element hulgas B, siis
m=VF =V(FU{a}),

millest jareldub, et a < m. Seega m on hulga a iilemine toke.

b) Olgu x € L hulga A mingi iilemine toke. Kuna F' C A, siis x on ka hulga F' iilemine toke
jaseegam = VF < .

2. Kui vore ei sisalda [6pmatuid ahelaid, siis on temas olemas vihim element ning ta rahuldab
tingimust (ACC). Seega eeleneva pohjal on vore téielik. O

“kasvavate jadade stabiliseerumise tingimus = ascending chains condition
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2.2 Taielikud vored ja piisipunktid

Selles paragrahvis anname téielike vorede kirjelduse jarjestust siilitavate teisenduste piisipunkti-
de abil.

Definitsioon 2.6 Hulga A teisenduse f piisipunktideks® nimetatakse selliseid elemente a,
mille korral f(a) = a.

Meil 1dheb vaja Zorni lemmat.

Lemma 2.7 (Zorni lemma) Kui mittetihja jarjestatud hulga iga alamahel on ilevalt tokesta-
tud, siis selles hulgas leidub vihemalt iiks maksimaalne element.

Jirjestatud hulga A alamhulga S korral tihistab S sellle hulga iilemiste tokete hulka ja SV
selle hulga alumiste tokete hulka.

Teoreem 2.8 (Alfred Tarski, Anne Davis) Vire L on tdielik parajasti siis, kui tema igal
jarjestust sdilitaval teisendusel lerdub piisipunkt.

TOESTUS.
TARVILIKKUS. Olgu L téieliku vore L jirjestust séilitav teisendus. Téielikkuse tottu peab hulgal

P={zel|z< f(x)} L
leiduma tilemine raja; olgu
a=VP.

Siis iga x € P korral z < a ja z < f(x) < f(a), mis tdhendab, et f(a) on hulga P iilemine toke.
Jarelikult a < f(a) ning samuti f(a) < f(f(a)). See tdhendab, et f(a) € P. Et a = VP, siis
f(a) < a. Antisimmeetria tottu f(a) = a.

Piisavus. Oletame, et L ei ole tiielik. Meie eesmirk on ndidata, et leidub L jarjestust siilitav
teisendus, millel puuduvad piisipunktid. Selleks me konstrueerime kaks ahelat C, D C L nii, et

<
<

(1) ahelal C pole alumist raja;
(2) (Vd € D)(Ve e C)(d < ¢);
(3) ei leidu sellist elementi x € L, et (Vd € D)(Vec € C)(d < z < ¢).

Oletame, et 1 € L (s.t. vores L leidub suurim element). Kuna L ei ole taielik, siis leidub
alamhulk S C L, millel puudub iilemine raja. (Mérgime, et S voib olla ka tiihi hulk, sellisel juhul
puudub vores L vihim element.) Vaatleme hulka

P ={C C S° | C on ahel, mis rahuldab tingimust (ACC)}.

See hulk on mittetiihi, sest niiteks {1} € S* ja {1} on ahel, mis rahuldab tingimust (ACC).
Jarjestame hulga P jargmiselt:

C1 < Oy <= (1 on filter vores Cs.

Me soovime hulgale P rakendada Zorni lemmat. Selleks kontrollime lemma eeldust.

Spiisipunkt = fized point
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Vaatleme hulgas P suvalist ahelat {C; | ¢ € I}. Me tahame néaidata, et sellel ahelal leidub

iilemine toke. Olgu
C .= U Ci - L.
i€l

Niitame, et C' € P. Kuna C; C S iga i € I korral, siis ka C C S2. Veendume, et C' on ahel.
Olgu z,y € C. Siis leiduvad 4,j € I nii, et € C; jay € C;. Kuna {C; | i € I} on ahel, siis kas
C; < Cj voi C; < C;. Esimesel juhul z,y € Cj, teisel juhul z,y € C;. Kuna C; ja C; on ahelad,
siis molemal juhul on = ja y vorreldavad. Sellega on toestatud, et C' on ahel.

Niitame veel, et C rahuldab tingimust (ACC). Vaatleme hulgas C' kasvavat jada

TIST2ST3S - (2.1)

Siis iga n € N jaoks leidub 4, € [ nii, et z,, € C;,. Vaatleme elemente z; € C;, ja 2 € Cj,. On
kaks voimalust:
a) Cy, on filter vores Cj,. Siis vorratusest x; < zo jireldub, et xo € Cj;.
b) C;, on filter vores Cjy,. Siis o € C;, C Cj,.
Seega molemal juhul xo € Cj,. Analoogiliselt saab ndidata, et iga n € N korral z,, € (;,. Kuna
C;, rahuldab tingimust (ACC), siis ahel (2.1) stabiliseerub. Sellega on toestatud, et C € P.
Zorni lemmat kasutades saame, et hulgas P leidub vidhemalt iiks maksimaalne element, mida
tahistame C,,.

Viide. Ahelal Cp, puudub alumine raja.

Oletame vastuviiteliselt, et a = AC),. Niitame, et sellisel juhul
a=VS,

mis annab meile vastuolu eeldusega, et hulgal S puudub iilemine raja. Kontrollime iilemise raja
definitsiooni tingimusi.
a) Kuna C,, C S%, siis
(Vs € S)(Vee Cp) s <c.

Seega iga s € S korral s on hulga C), alumine toke ning seega s < AC,, = a. Jérelikult a on
hulga S iilemine toke.

b) Olgu ka t € L hulga S iilemine toke. Oletame vastuvéiteliselt, et a € t. Siis a # a At. On
selge, et ka a At on hulga S iilemine toke, s.t. a At € S©. Seega

Cm CCpU{ant} C S5,

Kuna a At < a < zxiga x € Cy, korral, siis C,,, U {a At} on ahel. Samuti on selge, et kui lisame
elemendi aAt hulgale C),, siis saame hulga, mis rahuldab tingimust (ACC). Seega C,,U{aAt} € P
ja Cp < Cpy U {a A t}, mis on vastuolus sellega, et Cp, pidi olema P maksimaalne element.
Jérelikult peab olema a < t.

Oleme saanud vastuolu a = V.S, mis niitab, et ahelal C), ei saa leiduda alumist raja.

Defineerime niiiid hulga
o Cm, kuilel,
0, kui 1¢ L.

Siis C' on ahel, millel puudub alumine raja, s.t. kehtib vdide (1).
Asume konstrueerima ahelat D. Selleks vaatleme hulka

Q ={D C CV | D on ahel, mis rahuldab tingimust (DCC)}
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koos jdrjestusega
D1 < Dy <= D7 on ideaal vores Ds.

See hulk Q v6ib pShimdtteliselt olla tithi. Aga kui ta on mittetiihi, siis sarnaselt hulgaga P saab
veenduda, et ta rahuldab Zorni lemma eeldust. Seega leidub selles hulgas maksimaalne element
D,,,. Defineerime

[ Dy, kui Q#0,
D'—{@, kui Q = 0.

Siis on selge, et kehtib ka tingimus (2).
Olgu x € L. Defineerime hulgad

Clr) ={ceClzLc},
D(x)={de D |d«x}.

Niitame, et

(Vz € L)(C(z) # 0 voi D(z) # 0), (2.2)

mis on samavadrne tingimusega (3). Selleks oletame vastuvéiteliselt, et leidub selline z € L, et
igace Cjade D korral x < ¢ ja d < . Sellisel juhul z on hulga C alumine toke. Kuna hulgal
C puudub alumine raja, siis leidub C alumine toke y nii, et y € x. Siis aga

(VMdeD)d<z<zVy).
Lisaks sellele iga ¢ € C korral x V y < ¢, mis tiéhendab, et x Vy € CV ja
D,, C D,,U{xVy} € Q,

mis on vastuolus ahela D,, maksimaalsusega. Sellega on tdestatud (2.2).

Niiiid saame defineerida kujutuse f : L — L vordusega

Fz) = hulga C(z) suurim element, kui C'(z) # 0,
" | hulga D(z) vihim element, kui C(z) = 0.

Miérgime, et selliste elementide leidumise garanteerib see, et C' rahuldab tingimust (ACC) ja D
rahuldab tingimust (DCC) (vt. lauset 2.2, lauset 2.1 ja lemmat 2.3). Definitsiooni pohjal

(Ve € L)(z £ f(x) voi f(z) £ x),

seega f ei oma piisipunkte.

Toestuse lopetamiseks jadb veel ndidata, et f sdilitab jarjestust. Selleks oletame, et = < y,
x,y € L. Vaatleme kahte juhtu.

a) C(x) # 0. Siis f(z) € C jax £ f(z). Jarelikult y € f(z), sest vastasel juhul z < y < f(z).
Seega f(z) € C(y) ja C(y) # 0. Kuna f(y) on hulga C(y) suurim element, siis f(z) < f(y).

b) C(x) = 0. Siis f(z) € D(z) ja f(x) on hulga D(x) vihim element. On kaks voimalust.

bl) Kui C(y) # 0, siis f(y) € C ja f(z) < f(y), sest koik D elemendid on vdikemad D
elementidest (vt. (2)).

b2) Kui C(y) = 0, siis f(y) € D(y), seega f(y) € D ja f(y) € y. Kui oletaksime, et f(y) < z,
siis f(y) < x < y, mis on vastuolus sellega, et f(y) € y. Seega f(y) € x, mis tdhendab, et
f(y) € D(x). Et f(x) on D(z) véhim element, siis f(x) < f(y).

Sellega on ndidatud, et f siilitab jarjestust. O
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2.3 Sulundioperaatorid ja taielikud vored

Selles paragrahvis nideme, kuidas sulundioperaatorite abil tekivad loomulikul viisil téielikud vo6-
red.

Definitsioon 2.9 Olgu X mingi hulk. Alamhulka £ C P(X) nimetatakse sulundisiisteemiks®
hulgal X, kui

L. ﬂieIAi€£iga@7é{Ai]ie]}gﬁkorralja
2. X el

Niide 2.10 Kui L on vore, siis Sub(L) ja Id(L) on sulundisiisteemid hulgal L ja Con(L) on
sulundisiisteem hulgal L x L.

Lause 2.11 Iga sulundististeem L hulgal X on sisalduvusseose suhtes tdaielik vore, milles

N{Ai|ieT}=()Ai kuii+#0 ja

i€l
\/{Ai|iel}:ﬂ{B€£|UA¢§B}.
el

ToesTUs. Olgu () £ {A; | i € [} C L. Téhistame

P::ﬂ{B€£|UAi§B}.

i€l

Kuna £ on kinnine iihisosade votmise suhtes, siis ();c; A; € £ ja P € L. On selge, et (,.; 4; on
hulga {A; | i € I} alumine raja. Veendume, et P on selle hulga iilemine raja. Selleks kontrollime
definitsiooni tingimusi.

1) Kui B € £ on selline, et (J;c; A; C B, siis iga j € I korral A; C B, seega ka A; C P. See
tahendab, et P on hulga {A; | i € I} iilemine toke.

2) Oletame, et @ € £ on hulga {A; | i € I} {ilemine toke. Siis J;c; Ai € @, kust hulga P
definitsiooni tottu P C Q. O

Definitsioon 2.12 Olgu X hulk. Kujutust ¢ : P(X) —P(X) nimetatakse sulundioperaato-
riks”, kui mistahes A, B C X korral

1. ACc(A);

2. kui A C B, siis ¢(A) C ¢(B);

3. c(e(A)) = c(A).

Alamhulka A C X nimetatakse kinniseks® (c suhtes), kui c(4) = A. Koigi kinniste hulkade
hulka tdhistame
L.={AC X |c(A) = A}

Ssulundisiisteem=-closure system
"sulundioperaator=closure operator
8kinnine alamhulk—closed subset
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Paneme téhele, et kuna X C ¢(X) C X, siis ¢(X) = X ja X on kinnine, s.t. X € L.. Samuti
on selge, et iga B C X korral ¢(B) € L.

Niide 2.13 Olgu V vektorruum iile korpuse K. Siis kujutus
span: P(V) —P(V), A+ span(A)

on sulundioperaator. Selle operaatori suhtes kinnised V' alamhulgad on parajasti vektorruumi V
alamruumid.

Sulundisiisteemide ja sulundioperaatorite vahel on iiksiihene vastavus.

Teoreem 2.14 1. Kui ¢ on sulundioperaator hulgal X, siis L. on sulundististeem hulgal X .
2. Kui L on sulundisiisteem hulgal X, siis vordusega

ce(A):=({BeL|ACB} (2.3)

defineeritud kujutus on sulundioperaator hulgal X .
3. L. ja co on teineteise pédrdoperatsioonid:

ceo=c¢ ja L., =L

tga sulundioperaatori c ja sulundisiisteemi L korral hulgal X.
4. Hulk L. on tdielik vore, kus dlemised rajad on leitavad reegliga

V{diliel}=c (U Ai> (2.4)

i€l
ning mittetihjade alamhulkade alumised rajad on leitavad reegliga
N{Ailiel}=[)A
el
5. Sulundioperaator ¢ hulgal X ahendub koiki dlemisi rajasid sdilitavaks kujutuseks

c: P(X)—L..

TOESTUS. 1. Olgu ¢ sulundioperaator hulgal X. Kuna X C ¢(X) C X, siis ¢(X) = X ja X € L..
Olgu {A; | i € I} C L. mittetiihi alamhulk. T&histame A := (,.; A; € X. Siis iga j € I korral
c(A) C c(Aj) = Aj, millest jareldub, et ¢(A) € (;c; Ai = A. Sulundioperaatori defintsiooni
tottu A C ¢(A) ning kokkuvottes A = ¢(A) € L.. Definitsiooni 2.9 pdhjal on £, sulundisiisteem.
Ténu lausele 1.8 on L. téielik vore.

2. Kontrollime sulundioperaatori definitsiooni tingimusi.

1) On selge, et A C cp(A).

2) Kui A, A/ C X jaACA, siis{BeL|ACB}D{BeL|A C B}, millest jareldub, et

ce(A)=({BeL|ACBYC[({BeL|A CB}=cp(A).

3) Olgu A C X. Tingimustest 1) ja 2) jéreldub, et cz(A) C cre(ce(A)). Néditame, et ka
ce(ee(A)) Cep(A). Tahistame
Y:={BeL]|cs(A) C B},
Z.={BeL|ACB}.
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Meil oleks vaja niidata, et

celec(A) =Y €[ 2 = cc(A).

Selleks piisab, kui nditame, et Z C Y. Olgu By € Z, s.t. By € L ja A C By. Siis ¢p(A) = Z C
By, mis tdhendab, et By € Y. Seega toesti Z C Y, nii nagu vaja.

3. Olgu ¢ sulundioperaator hulgal X ja olgu A C X. Kuna ¢(A4) € L. ja A C ¢(A), siis ¢(A)
on hulgas Z := {B € L. | A C B} ja seega

ce(A) =B €L |ACB}Cc(A).

Samas

e (A)=(BeL.|AC B} Dc(A),
sest iga hulga Z elemendi B korral A C B, mistottu

c¢(A) C¢(B)=B.

Seega ¢z, (A) = ¢(A) iga A C X korral ehk kujutustena ¢, = c.
Olgu £ mingi sulundisiisteem hulgal X. Toestame, et £.. = £. Peame néitama, et

VACX)Ae L= cc(A)=A4).
Kui A € L, siis
ce(A)=({{BeL|ACB}CACc(A)),

millest ¢z (A4) = A.
Kui A on selline, et c(A) = A, siis A =(|{B € L | A C B}, mis on sulundisiisteemi £
elementide mittetiihja hulga iihisosa, seega A € L.

4. Lause 1.8 pohjal on L, tiielik vore, kus alumised rajad on iihisosad. Kasutades samas
lauses antud reeglit {ilemiste rajade jaoks, saame

\/{Ai]ieI}:ﬂ{Beﬁc\UAigB}

el
=cr, (U AZ-) (vordus (2.3))
el
=c (U Ai> (eelmises punktis toestatud) .
i€l

5. Vaatleme kujutust ¢ : P(X)— L., A — c(A). Kontrollime iilemiste rajade siilitamist.
Vores P(X) on tilemisteks rajadeks ithendid ja vores L. on iilemised rajad antud vordusega
(2.4). Peame néitama, et

e [iery=c(iBilie})

suvaliste alamhulkade A; C X korral. Eelmine punkt rakendatud juhule A; = ¢(B;) annab meile,

et
View) lieny=c((UteB) lie D)) .
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Ilmselt kehtib
(U{B yzef}) cC<U{c |z€[})

Vastupidise sisalduvuse jaoks paneme téhele, et iga i € I korral | J{B; | i € I} D ¢(B;). Seega

c(UtBilien) 2en)

iga ¢ € I korral, mistottu peab kehtima ka

c(U{BmeI}) UteBy) lie1}.

Rakendades selle sisalduvuse molemale poole sulundioperaatorit ¢, saame arvutada

C(U{Bi i e I}) :c<c (U{Bi i e I})) > C(U{C(Bi) i e I}) ,
c(U{BZ-UeI}):(U{c \zel}) \/{e(By) i eI},

mida oligi tarvis nédidata. O

seega

Mirkus 2.15 Nagu nigime eelmises teoreemis, ¢ séilitab {ilemisi rajasid. Osutub, et alumisi
rajasid ta ei pruugi séilitada.

Olgu X := R ja vaatleme sellel hulgal sulundioperaatorit ¢, mis viib hulga A tema topoloo-
giliseks sulundiks, s.t. vahimaks kinniseks hulgaks, mis hulka A sisaldab. Siis

c<ﬂ R\{x}) = c(0) = 0,

z€R

aga

(c@®\{z})=[|R=R.

z€R z€R

2.4 Algebralised vored

Definitsioon 2.16 Sulundioperaatorit ¢ hulgal X nimetatakse algebraliseks?, kui iga A C X
korral
= J{c(B) | B C A, B on loplik}.

Niide 2.17 Olgu V' vektorruum ja vaatame sulundiioperaatorit span : P(V) — P(V). Kui
A CV, siis

span(A) = U span({ay,...,an})

neN,ay,...,anEA

(hulga A lineaarne kate koosneb tema loplikesse alamhulkadesse kuuluvate vektorite lineaarkom-
binatsioonidest). Seega span on algebraline sulundipoeraator.

Definitsioon 2.18 Tiieliku vore L elementi a nimetatakse kompaktseks'?, kui sellest, et a <
VX mingi X C L korral, jareldub, et leidub 1oplik alamhulk X; C X nii, et a < VX;.

9algebraline sulundioperaator = algebraic closure operator
Okompaktne = compact
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Definitsioon 2.19 Tiielikku voret nimetatakse algebraliseks'!, kui iga tema element on kom-
paktsete elementide iilemine raja.

Teoreem 2.20 Olgu c algebraline sulundioperaator hulgal X . Siis L. on algebraline vore, mille
kompaktsete elementide hulgaks on

{c(F) | F C X on loplik alamhulk}.

TOEsTUS. Esmalt paneme tédhele, et iga element A vores L. on esitatav elementide ¢(F'), kus
F C X on loplik, iilemise rajana. Kui A € L., siis ¢(A) = A. Seega saame arvutada

A=c(A)

= c(c(A)) (sulundioperaatori def. punkt 3.)

=c (U{C(B) | BC Aja B on 16plik}> (c on algebraline)

= \/{c(B) | B C Aja B on loplik} (vordus (2.4)). (%)
Seega on A toepoolest {ilemine raja elementidest ¢(F'), kus F' on 16plik. Jirgmisena néitame, et
elemendid kujul ¢(F') on parajasti vore L. kompaktsed elemendid.

Esimesena néitame, et vore L. iga kompaktne element on kujul ¢(F) mingi 16pliku hulga

F C X jaoks. Selleks kasutame esitust () juhul, kui A € £, on kompaktne. See esitab vore

L. elemendi A mingi hulga vore L. elementide iilemise rajana. Elemendi A € L. kompaktsus
tdhendab, et peab leiduma 16plik arv 16plikke alamhulki B; C A, i = 1,...,n, mille korral

Tegelikult on see sisalduvus vordus, kuna
n
AC\/e(Bi) € \/{c(B)| BC Aja B on loplik} = A.
i=1

Seega saame teoreemi 2.14 punkti 5. kasutades, et
n n
A= \/C(BZ) ZC<UBi> N
i=1 i=1

mis annabki meile kompaktse elemendi A jaoks soovitud esituse, kuna J; ; B; on 16plik hulk.
Teiseks kontrollime, et ¢(F) on iga 16pliku hulga F' C X korral kompaktne element tdielikus
vores L.. Oletame, et ¢(F) C \/Y mingi Y C L. korral. Siis iga = € F' korral

reF
Cc(F) (sulundioperaatori def. punkt 1.)

c\y
=c (U Y) (vordus (2.4))
= U {c(B) | B C UY ja B on 16plik} (c on algebraline),

Halgebraline vore = algebraic lattice
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millest hulkade iihendi definitsooni abil saame, et 2 peab kuuluma mingi 16pliku B C (Y korral
hulka ¢(B). Fikseerime iga x € F korral iihe 16pliku By C |JY, nii et © € ¢(Bg). Kuna B, on
16plik, siis peab leiduma 16plik alamhulk Y, C Y, nii et B, C |JY,. Seega saame

F=J{z}

zeF

C U ¢(By) (kuna z € ¢(By))
zeF

- U c (U YJC) (kuna B, C UYI)
zeF

= U \/ A. (vordus (2.4))
zeF A€Y,

Rakendades selle sisalduvuse molemale poolele sulundioperaatorit ¢, saame

c¢(F)Cec (U \/ A) (sulundioperaatori def. punkt 2.)
zeF A€Y,

= \/ \/A (vordus (2.4))

xeF AcY,

— \/ A
$€F,A€Yz

=\/4.

A€U,er Yo

Kuna F on l6plik ja iga Y, on I6plik, siis |J,cpr Yz on hulga Y 16plik alamhulk. Et ¢(F) C
V (U,ep Yz), siis oleme ndidanud, et ¢(F) on kompaktne. O

Definitsioon 2.21 Ulemine poolvore!?

alamhulgal leidub iilemine raja.

on jarjestatud hulk, mille igal kahe-elemendilisel

Definitsioon 2.22 Oeldakse, et iilemised poolvored L ja M on isomorfsed!?, kui leiduvad
jarjestust siilitavad kujutused f: L—M ja g: M — L nii, et gf = 11 ja fg = 1.

Definitsioon 2.23 Olgu S iilemine poolvore. Alamhulka I C S nimetatakse poolvore .S alam-
poolvoreks'™, kui
(Va,beI)avbel.

Definitsioon 2.24 Olgu S iilemine poolvore. Mittetiihja hulka I C .S nimetatakse poolvore S
ideaaliks'®, kui
(Va,be S)(avbel <= a,bel).

Lemma 2.25 Hulk I C S on dlemise poolvore S ideaal parajasti siss, kui ta on allapoole kinnine
alampoolvore.

124ilemine poolvére = upper semilattice
13isomorfsed poolvored = isomorphic semilattices
HMalampoolvére = subsemilattice

5ideaal = ideal
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TOESTUS. On lihtne kontrollida, et tingimus aVb € I = a,b € I on samavaarne allapoole kinni-
susega ning ilmselt on tingimus a,b € I = a V b € I samavddrne viitega, et I on alampoolvore.
O

Jargmise teoreemi toestust voib vorrelda teoreemi 1.41 toestusega, kuna need on {ildjoontes
sarnased.

Teoreem 2.26 Mittetiihi vore L on algebraline parajasti siis, kui ta on isomorfne mingi nulliga
tilemise poolvére ideaalide vorega.

TOEsTUS. P1isavus. Esmalt nditame, et iga nulliga tilemise poolvore S ideaalide vore on algeb-
raline. Null tdhendab siin kontekstis vdhimat elementi.

Et I C S on ideaal parajasti siis, kui see on allapoole kinnine alampoolvdre, siis see té-
hendab, et ideaali mdiste on sama, mis vorede korral, kuna nullelemendi olemasolu ning alumiste
rajade suhtes kinnisus ei méngi ideaalide allapoole kinnisuse tottu mingit rolli. Seega saame
analoogiliselt lausega 1.40 n&idata, et nulliga poolvore ideaalid moodustavad taieliku vore.

Naitame, et nulliga iilemise poolvore S ideaalide vore on algebraline. Tdhistame

la={seS|s<a}.

Ilmselt on tegu iilemise poolvore S ideaaliga.
Iga ideaali I C S ja elemendi a € I korral kehtib |a C I. Seega

\/ng.

ael

See sisalduvus on ilmselt vordus, kuna b € I korral

belb<\/ la.

a€el

Seega iga ideaalide vore element I on ideaalide | a, a € [ iilemine raja, mistottu vore IdS
algebralisuseks piisab ideaalide | a kompaktsusest.
Néitame, et ideaalid L a C S on kompaktsed. Olgu J C IdS selline ideaalide hulk, et

tac\/J

Paneme téhele, et \/ J peab sisaldama koik elemendid < a; V...V ay, kus a; € I; mingite
I; € J korral. Samas on selge, et koik sellised elemendid moodustavad ideaali poolvores S. Seega

\/Jzi{al\/...\/an|aiEIi,Ii€J}
ning kuna a €la € \/ J, peab olema
a<alV...Vay

mingite a; € I; € J, i =1,...,n korral. See tdhendab aga, et

n
ClG\/Ii,
=1

nii et Ja C \/!", I;, mis tdhendab, et | a on tdepoolest kompaktne. Oleme niidanud, et 1dS on
algebraline vore.
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TARVILIKKUS. Naitame, et iga algebraline vore on isomorfne mingi nulliga tilemise poolvore
ideaalide vorega. Olgu antud mingi algebraline vore L ning olgu S selle vore kompaktsete ele-
mentide hulk. Niitame, et S on nulliga iilemine poolvore, mis périb oma jirjestuse ja tilemised
rajad vorelt L. Kuna vore L on téielik, leidub selles vihim element 0, mis on ilmselt kompaktne.
See saab olema nullelement poolvores S.

Néitame, et hulk S on vores L iilemise raja votmise suhtes kinnine. Olgu a,b € S, ehk
teisisonu, olgu a ja b kompaktsed. Niitame, et siis on ka a V b kompaktne vores L.

Olgu aVvb <\ X mingi X C L korral. Siis ilmselt ka a,b < \/ X. Kuna a ja b on kompaktsed,
siis leiduvad 16plikud alamhulgad X,, X, € X, nii et a </ X, ja b <\/ Xp. Seega kehtib ka

avb<(\/Xo)Vv(\/X) =\(XaUXs).

Kuna X, U X, C X on loplik, siis on a V b toepoolest kompaktne. Seega on S nulliga iilemine
poolvdre.
Defineerime kujutuse
f:L—IdS, a—{seS|s<a}.

(Seda voib vorrelda kujutusega f teoreemi 1.41 toestuses.) Ilmselt on f korrektselt defineeritud
jirjestust sdilitav kujutus.
Defineerime jarjestust siilitava kujutuse

g:dS—1L, I—\/I

ning néitame, et f ja g on teineteise poordkujutused.
Olgu I € 1dS. Siis

flath) ={sesls<\/1}.

Nmselt I C f(g(I)), kuna iga a € I korral a < \/ I. Teistpidise sisalduvuse nditamiseks eeldame,
et s € S ning s < \/I. Kuna s on hulga S definitsiooni jérgi kompaktne, siis leidub 16plik hulk
elemente a; € I C S, i€ {1,...,n} nii, et s < a1 V...Va,. Kuna I on loplike iilemiste rajade
suhtes kinnine ning samuti allapoole kinnine, siis tdhendab see, et s € I. Seega f(g(I)) C I ning
oleme niidanud, et fg = 1j4g-

Néitame, et samuti kehtib gf = 1. Olgu a € L. Siis

g(fla)=\/{seS|s<a}.

Kuna a on hulga {s € S | s < a} iilemine tdke, siis ilmselt a > \/{s € S | s < a}. Samas, kuna L
on algebraline, siis @ on mingi hulga kompaktsete elementide a; € S, i € J iilemine raja. Kuna
ilmselt a; < a iga ¢ € J korral, siis

a:\/aig\/{seiﬂsga}ga.

icJ

Antistimmeetria tottu saame vorduse a = \/{s € S | s < a} ning seega g(f(a)) = a. Niisiis L ja
IdS on toepoolest isomorfsed taielikud vored. O
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2.5 Dedekindi-MacNeille’i taield

Selles paragrahvis niitame, kuidas saab jarjestatud hulga sisestada téielikku voresse.
Olgu (P, <) jarjestatud hulk ja A C P. Tdhistame

A ={zx e P|(Va€ A) a <z},
Al={zeP|(Vaec A z<a}.
Seega A" on hulga A iilemiste tokete hulk ja A! on hulga A alumiste tokete hulk.
Lemma 2.27 Olgu (P, <) jarjestatud hulk ja A C P. Siis
A% ={ze P|(Vbe P)(AC|lb= z <b)}.
TOEsTUS. Toepoolest,

{reP|(WeP)AClb=z<b}={xecP|(VbeP)(bec A" = x <)}
={zeP|zec A}
= A",

Lemma 2.28 Kui A ja B on jarjestatud hulga (P, <) alamhulgad, siis
1. AC A% jg A C Al
2. kui A C B, siis B* C A% ja B' C Al;
3. Ault = A% jg Al = Al
4. A" on idlespoole kinnine ja Al on allapoole kinnine.
TOEsTUS. 1. Olgu a € A. Siis iga b € P korral
AClb=a<b.

Lemma 2.27 pohjal a € A%, Seega A C A*. Analoogiliselt saab tdestada, et A C Al
2. Olgu A C B jaxz € B*. Siis iga b € B korral b < . Muuhulgas ka iga a € A korral a < z.
Seega x € A" ning oleme tdestanud, et B* C A*. Analoogiliselt saab toestada, et B! C Al
3. Viidetest 1 ja 2 jireldub, et A" C Al. Veendume, et ka A" C A", Selleks rakendame
lemmat 2.27 hulgale A C P. Vétame = € A'. Olgu b € P selline, et A' C|b. Kuna z € Al, siis
x €lbjax < b Seega
(Vb e P)(A' Clb = x < b),

mistottu z € (AW = Al
4. See on ilmne. O

Teoreem 2.29 Olgu (P, <) jdarjestatud hulk. Siis hulk
DM(P) :={AC P | A% = A}

on sisalduvusseose suhtes tdielik vore.
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TOESTUS. Lemmast 2.28 jareldub, et kujutus ¢ : P(P)—P(P), mis on defineeritud vordusega
c(A) = AU,

on sulundioperaator hulgal P. Hulk DM(P) on selle sulundioperaatori suhtes kinniste alamhulka-
de hulk. Teoreemi 2.14 pohjal on DM(P) téielik vore, kus iilemisi ja alumisi rajasid arvutatakse
jargmiselt:

NAilieny =4,

el
ul
\VA{diliel} = (U&-) .
i€l
O
Anname veel iihe kirjelduse kinnistele hulkadele A%,
Lemma 2.30 Olgu (P, <) jdrjestatud hulk ja A, B C P. Siis
1. B'=Nyep d2;
2. AUZ == meA“ \l/l‘.
TOEsTUS. 1. Toepoolest, kui y € P, siis
yeB <= (WeB)y<be (WeB)yelbeyec (]l
reB
2. Votame B = A" ja kasutame viidet 1. O

Lemma 2.31 Olgu (P, <) jdarjestatud hulk.
1. Kui A C P ja \/ A leidub hulgas P, siis A" =| (\/A).
2. Iga x € P korral |z € DM(P).

ToEsTUS. 1. Olgu z € A¥. Kuna A C | (\/A), siis lemma 2.27 tottu o < \/A ehk x €] (\/A).
Sellega on niidatud, et A% C | (\VA).

Oletame niiiid, et = €] (\/A), s.t. < VA. Kui b € P ja A C|b, siis b on hulga A {ilemine
toke. Jarelikult z < \/A < b, kust = < b. Seega z € A% ja | (\JA) C A%,

2. On selge, et  on hulga |z {ilemine raja. Seega lemma esimese viite pohjal (| z)" =|z ja
Lz € DM(P). O

Pohiteoreemi sonastamiseks on meil veel vaja moningaid definitsioone.

Definitsioon 2.32 Olgu L ja M téielikud vored. Kujutust f : L — M nimetatakse tdielike
vorede homomorfismiks'®, kui f siilitab koiki iilemisi ja alumisi rajasid.

Definitsioon 2.33 Téielikke voresid L ja M nimetatakse isomorfseteks, kui leiduvad tdielike
vorede homomorfismid f: L—=M ja g: M — L nii, et gf =1 ja fg = 1);.

6tsielike vorede homomorfism = homomorphism of complete lattices
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Lihtne on veenduda, et kehtib jargmine tulemus.

Lemma 2.34 Olgu L ja M tdielikud vored. Siis L ja M on isomorfsed tdielike voredena parajasti
sits, kui nad on isomorfsed jirjestatud hulkadena.

Definitsioon 2.35 Kujutust f : A — B jirjestatud hulkade A ja B vahel nimetatakse sises-
tuseks'”, kui
(Va,a’ € A)(a < d' <= f(a) < f(d)).

Lihtne on néha, et kui f : A—B on sisestus, siis jirjestatud hulgad A ja f(A) on isomorfsed,
s.t. B sisaldab jirjestatud hulgaga A isomorfse alamhulga.

Definitsioon 2.36 Olgu (P, <) jarjestatud hulk. Téielikku voret L nimetatakse P tdieldiks'®,
kui leidub sisestus f: P— L.

Definitsioon 2.37 Oeldakse, et jirjestatud hulga (P, <) alamhulk A on sup-tihe!?
(inf-tihe??), kui hulga P iga element on mingite hulka A kuuluvate elementide iilemine raja
(alumine raja).

Niide 2.38 Vaatleme vektorruumi V' alamruumide voret (Sub(V'), C). Selles vores on hulk
A = {span(a) |a € V}

sup-tihe, sest V' iga alamruum on esitatav ithemootmeliste alamruumide iilemise rajana (sum-
mana).

Niilid saame sonastada selle paragrahvi pohiteoreemi.
Teoreem 2.39 Olgu (P, <) jarjestatud hulk ja vaatleme kujutust
f: P—DM(P), z~luz.
Siis
1. vore DM(P) koos kujutusega f on hulga P tdield;
kujutus f sdilitab kéiki hulgas P leiduvaid alumist ja tdlemisi rajasid;

hulk f(P) on sup-tihe ja inf-tihe vores DM(P);

e

kui P on tdielik vore, siis P = DM(P).

TOesTUS. 1. Teoreemi 2.29 tottu on DM(P) téielik vore. On lihtne veenduda, et kujutus f on
sisestus.

2. Niitame, et f siilitab hulgas P leiduvaid iilemisi rajasid. Olgu A C P ja oletame, et
jarjestatud hulgas P leidub \/A. Vaja on néiidata, et f(\/A) =\ f(A), s.t. et

VA =\idalae 4} (2.5)

Ysisestus=order-embedding
18tsield=completion
Ysup-tihe = join-dense
20inf-tihe = meet-dense
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vores DM(P). Selleks kasutame iilemise raja definitsiooni.

1) Kuna |a C|(\/A) iga a € A korral, siis | (\/A) on hulga {/a | a € A} iilemine toke.

2) Oletame, et B € DM(P) on ka hulga {] a | a € A} iilemine toke. Kuna a €l a C B iga
a € A korral, siis A C B. Seega lemma 2.31 ja lemma 2.28(2) tottu

i/(\/A) — AW - B = B,

s.t. J (VA) C B. Sellega on néidatud, et kehtib vordus (2.5).
Kontrollime niitid alumiste rajade siilitamist. Oletame, et jirjestatud hulgas P leidub AA,
kus A C P. Vaja on niidata, et

HAA) = Nfbalae A},
Teoreemist 2.29 teame, et vores DM(P) arvutatakse alumisi rajasid reegliga
NialaeAy={) la,
ac€A
seega tuleb kontrollida hulkade vordust

LA = La

a€A

Olgu = €] (AA), s.t. x < A\A. Siis iga a € A korral x < AA < a, seega x €] a. Jarelikult
T € Ngea taja L(NA) S Nyea La

Vastupidise sisalduvuse néitamiseks oletame, et x € [,c4 Ja. Siis iga a € A korral z < a.
Kuna x on hulga A alumine toke, siis z < AA ja seega z €] (AA). Sellega on tdestatud ka

sisalduvus (),c4 @ CL(AA).
3. Naitame, et hulk f(P) on sup-tihe véres DM(P). Olgu A € DM(P), s.t. A C P ja A% = A.
Niitame, et

ul
A=\/la=\/ fla) ehk A= <U w) :
acA acA acA

(vt. teoreemi 2.29). Iga b € A korral b € J,c 4 4@ C (Upea La)m, seega A C (U,en ia)Ul.
Niitame ka vastupidist sisalduvust. Oletame, et x € (UaeA ia)uz. Siis

(W)GP)(U wgw:mgb).

acA
Paneme tihele, et
| laClb= (Vac A) laClb<= (Vac A)a<b> AC|D.
acA

Jarelikult
(Vbe P)(AClb=— z <),

mis tihendab, et x € A = A. Sellega on tdestatud, et (UaeA ia)ul C A
Veendume veel, et f(P) on inf-tihe vores DM(P). Toepoolest, mistahes A € DM(P) korral

A=A= (Y de= N\ Joe= A\ f@)

TEAY TEAY TEAY
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tanu lemmale 2.30.

4. Olgu P tiielik vore. Isomorfismi néitamiseks tuleb toestada, et kujutus f on siirjektiivne.
Toepoolest, kui A € DM(P), siis tdnu lemmale 2.31 kehtib

= A" =L (\/4) = r(\/A).

Definitsioon 2.40 Teoreemis 2.39 konstrueeritud téieldit DM(P) kutsutakse jarjestatud hulga
(P, <) Dedekindi-MacNeille’i tiieldiks?!.

Osutub, et DM(P) on jérjestatud hulga P téieldite hulgas vihim selles mottes, et P iga téield
sisaldab vorega DM(P) isomorfse alamvore.

Teoreem 2.41 Olgu (P, <) jdarjestatud hulk, vaatleme kujutust f : P —= DM(P),z —] z ning
olgu L koos sisestusega g : P—L jirjestatud hulga P taield. Siis leidub sisestus h : DM(P)—L
nit, et hf =g.

P pmp)
|
|
g Ih
\
L

TOrsTUS. Defineerime kujutuse h : DM(P) — L vordusega

= \/g(4)"

(see iilemine raja leidub tédnu L téielikkusele). Kuna
AC B=g(A) C g(B) = g(A)" C g(B)" = \/g(A)" < \/g(B)"

siis h sailitab jirjestust. Niitame, et h ka peegeldab jérjestust. Selleks oletame, et A, B € DM(P)
ja h(A) < h(B) vores L. Oletame vastuviiteliselt, et A € B. Siis leidub a € A\ B. Muuhulgas
leidub y € B* nii, et a % y. (Kui see nii ei oleks, siis tdnu lemmale 2.30 a € () cgu {7 = B = B,
mis annaks vastuolu.) Kuna y on B iilemine toke ja g siilitab jarjestust, siis g(y) on g(B) tilemine
toke ehk g(u) € g(B)". Jarelikult

a) < \/g(A)" = h(A) < h(B) = \/g(B)" = \/ ﬂ Vo] <\/oly) =

z€g(B

Kuna g on sisestus, siis a < y, mis on vastuolu. Seega A C B ja h peegeldab jirjestust.
Et iga a € P korral

h(f(@) = h(la) = \/ g(ta)" = \/(Lg(a))" = \/(Lg(a) = g(a),

2'Dedekindi-MacNeille’i tiield = Dedekind-MacNeille completion
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siis hf = g. |

Dedekind-MacNeille téieldi iihe erijuhuna saab ratsionaalarvude abil konstrueerida reaalar-
vud. Tapsemalt 6eldes DM(Q) =2 R U {—o0, 00}. Teatavasti on reaalarve voimalik saada mitmel
erineval moel. Dedekindi meetod seisneb niinimetatud Dedekindi 16igete kasutamises. Naitame,
et tegelikult saab neid 16ikeid kasutada ka iildisemal juhul kui ratsionaalarvude lineaarselt jér-
jestatd hulk.

Definitsioon 2.42 Olgu (P, <) jirjestatud hulk ja A, B C P. Jarjestatud paari (A, B) nimeta-
takse Dedekindi 16ikeks??, kui
A"=B ja Bl = A.

Olgu D(P) koigi Dedekindi 16igete hulk jarjestatud hulgas P. Vaatleme sellel hulgal seost
(A,B)< (A,B") <= AC A"

Lihtne on veenduda, et see on jirjestusseos hulgal D(P). Saab niidata, et D(P) on téielik vore,
kus

iel iel
I
\ie1(As, Bi) = (ﬂ Bi) () Bi
i€l i€l

Lause 2.43 Kui (P, <) on jdrjestatud hulk, siis tdielikud vored DM(P) ja D(P) on isomorfsed.

TOESTUS. Kui A € DM(P), siis A" = A ja seega (A, A*) € D(P). Kui (A, B) € D(P), siis A" =
B! = A, seega A € DM(P). Defineerime kujutused f : DM(P) —=D(P) ja g : D(P) —= DM(P)
jargmiselt:

f(A) = (A, AY),
g(A, B) := A.

On selge, et f ja g siilitavad jarjestust ning et gf = lpm(p) ja fg = lp(p). Jérelikult DM(P) =
D(P). O

Ulesanne 2.44 Leida 3-elemendilise diskreetselt jarjestatud hulga Dedekindi-MacNeille’i téield.

Ulesanne 2.45 Leida jirgmise diagrammi abil defineeritud jérjestatud hulga P = {a,b,c,d}

Dedekindi-MacNeille’i taield:
c d

2Dedekindi 16ige=Dedekind cut



32

PEATUKK 2. TAIELIKUD VORED



Peatikk 3

Modulaarsed vored

Selles peatiikis uurime modulaarsete vorede klassi.

Lause 3.1 Mistahes vére L ja elementide a,b,c € L korral

1.
aV(bAec)<(aVb)A(aVc),

a<c=aV(bAc)<(aVb)Aec.

TOEsTUS. 1. Téhistame u := (aVb) A (aVc). Kuna a < u ja bAc < u, siis u on elementide a ja
b A ¢ tilemine toke. Jarelikult

aV(bhc)<u=(aVb)A(aVec).

2. See jareldub esimesest viitest, sest a V ¢ = ¢, kui a < c. |

Definitsioon 3.2 Voret L nimetatakse modulaarseks', kui mistahes a,b, ¢ € L korral
a<c= (aVbAc=aV (bAc).

Niide 3.3 1. Vektorruumi V koigi alamruumide vore (V,+,N) on modulaarne.

2. Viie-elemendiline vore
:

u

ei ole modulaarne. Toepoolest, selles vores a < ¢, (aVb) Ac=vAc=cja

aV (bAc)=aVu=a,sega (aVb ANc# aV (bAc). Seda voret tahistatakse siimboliga
Ns ja ménikord kutsutakse pentagoniks?. See vore mingib tihtsat rolli modulaarsete vorede
kirjelduses, mille anname jéargmises teoreemis.

!modulaarne vore = modular lattice
2pentagon = pentagon

33
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Teoreem 3.4 Vore L jaoks on jargmised viited samavddrsed.

1. L on modulaarne.

2. Mistahes a,b,c € L korral

((anb)Ve)ANa=(aNb)V(cAa).

3. Mistahes a,b,c € L korral, kui a > b, aVc=bVcjaaAc=bAc, siisa=Db.

4. L ei sisalda vorega Ny isomorfset alamuvéret.
TorsTUS. 1. = 2. Olgu a,b,c € L. Siis a A b < a ja modulaarsuse tottu ((a Ab) V) Aa =
(aNb)V(cAa).

2.= 1. 0lgua,bce Ljaa<c Siisa=aAcja

(avb)Nec=((anc)Vb)Ne=(aNc)V(bAc)=aV (bAc).

1.=3.0lgua,b,ce L,a>b,avVc=>bVcjaahc=bAc. Siis kasutades eeldusi ja neelduvust
saame, et

a=aAN(aVe)=aNn(bVe)=bVe)ANa=bV(cNha)=bV (bAc)=b.

3. = 1. Olgu a,b,c € L ja a < c. Siis a on alumine toke elementidele a V b ja ¢ ning seega
a < (aVb)Ac. Jarelikult

avVb< ((avb)Ae)vb< ((aVb)Ace)V(aVd)=aVb,
ning samuti

bAc=(aV(bAc)ANDAc)<(aV(bA)AbD<(cV(bAc)ANb=((bAc)Vc)ND
=cANb=0bAc.

Ténu jarjestusseose antisiimmeetriale saame vordused

((avb)ANe)Vb=aVb,
(avV(bAc)ANb=bAec.

Lisaks sellele

(avV(bAc)Vb=aV ((bAc)Vb)=aVb,
((avb)ANe)Ab=(aVb)A(cAb)=((aVb)Ab)Ac=DbAc.

Seega

((avb)Ae)Vb=(aV (bAc)) Vb,
(@V(bAc)) ANb=((aVb)Ac)Nb.

Ténu lausele 3.1(2) kehtib vorratus
aV(bAc)<(aVb)Ac.

Kasutades niiiid tingimust 3 saame jireldada, et (a Vb) Ac=aV (bAc).
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1. = 4. Kui vore L sisaldaks vorega N5 isomorfset alamvoret, siis ta ei saaks olla modulaarne.

4. = 3. Oletame vastuviiteliselt, et leiduvad elemendid a, b, ¢ € L nii, et
a>=2b, aVe=bVce ja aNc=bAc,

kuid a # b. Sellisel juhul @ > b. Vaatleme elemente a,b,c,a V ¢,a A ¢ € L. Kui nad oleksid
paarikaupa erinevad, siis L sisaldaks vorega N5 isomorfset alamvoret

aVec
[ )

a/\c

mis annaks meile vajaliku vastuolu. Toestuse I6petamiseks néitame, et tdesti need viis elementi
on paarikaupa erinevad.

1) Eelduse pohjal a # b.

2) Oletame, et a = ¢. Siisc=cAc=aAc=>bAc, kust ¢ < b ehk a < b, mis on vastuolus
vorratusega a > b.

3) Oletame, et a = a V c. Siis
c<a = c=aNc=bAc = ¢c<b = b=bVc=aVc=a,
mis on vastuolus vorratusega a > b.

4) Oletame, et a = a A c. Siis vorratustest b < a ja a < ¢ jireldub, et b < c¢. Seega b=bAc =
a A\ ¢ = a, vastuolu vorratusega a > b.

5) Oletame, et b=c. Siis aVc=cV c= ¢, kust a < ¢ ehk a < b, vastuolu.
6) Oletame, et b=a V c. Siis a < a V ¢ = b, vastuolu.
7) Oletame, et b=a Ac. Siis b=a A c=0>bAc, kust b < c. Jarelikult
aVe=bVe=(aNc)Ve=c,
millest a < ¢. Siis aga a = a A ¢, mis on vaadeldud juhus 4).

8) Oletame, et c =aAec. Siisc=aAc=bAc<b kust b=>bVc=aVec. See olukord on
vaadeldud juhtumis 6).

9) Oletame, et ¢ =a V c. Siis a < ¢ ja a = a A c. See on vaadeldud juhtumis 4).

10) Oletame, et a A c = a V c. Siis ka a = b, mis pole voimalik.

Meenutame, et kui L on vore ja c¢,d € L, siis 16ik
[e,d]={ze€L|c<x<d}

on vore L alamvore, seega on ta ise ka vore. Jargmine teoreem {itleb, et modulaarses vores on
teatud 16igud isomorfsed.
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Teoreem 3.5 (Modulaarsete vorede isomorfismiteoreem) Kui L on modulaarne vore, siis
mistahes a,b € L korral on kujutus
filanbja]—=[b,aVbd], —axVb
vorede isomorfism.
TOESTUS. Kui a Ab < z < a, siis
b=(aNb)Vb<axVb<aVb,
s.t. x Vb€ [b,aVb|ja voime vaadelda kujutust f. Kuiy € [b,a Vb, siisb<y<aVbja
aNb<yAa<aA(aVb)=aq,
seega, saab defineerida ka kujutuse
g:[b,aVb—=[aAbal, y—yAa.
Kujutuste f ja g definitsioone illustreerib jargmine joonis:

aVb

z Vb

yNa

alAb

Ilmselt nii f kui ka ¢ siilitab jarjestust. Kuna iga € [a A b,a] korral a Ab < x < a ja
modulaarsuse tottu
g(f(x))=(xVvb)ANa=zV(bAa) =z,

siis gf = Ljgnp,q- Samuti iga y € [b,a V b] korral b < y < a V b ning seega
flg(y)) = (yAa)vb=0bV(ahy)=(bVa)Ay=y,

mis tdhendab, et fg = 1 o). Jérelikult f ja g on isomorfismid. a

Jiareldus 3.6 Olgu L modulaarne vore ja a,b € L. Siis iga x,x’ € [a A b,a] korral
(x A )YVb=(xVb)A(x V).

TOESTUS. Kuna teoreemis 3.5 defineeritud kujutus f on vorede isomorfism, siis f siilitab alumisi
rajasid. Seega
(A2 YVb=flxnz')=f(x)A f(@") = (xVb)A (2 VD).

|

Meenutame, et vores L element b katab elementi a (simbolites a < b), kui 16ik [a, b] koosneb
tdpselt kahest elemendist a ja b. Kirjutatakse

a=b<+= a=0b voi a<b.
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Lause 3.7 Modulaarses vores kehtib ilemine katmistingimus’

(Va,b,ce L)(a=b=aVc=<bVc)

ja sellega duaalne alumine katmistingimus®.

ToEsTUS. Olgu a = b. Kui a = b, siis ilmselt a V¢ < bV c. Eeldame, et a < b. SiisaVe<bVe.
On 2 véimalust.

l)ave=bVe SiisavVe=bVe.

2) aV e # bV . Niitame, et siis b € aV c. Kui oletaksime, et b < aVe, siisbVe<aVeVe=
aVe<bVe kust bV e=aVc, vastuolu. Kuna a < b, siis bV a = b ja seega

bV(aVe)=(bVa)Ve=0bVe.

Veendume, et
bA(aVe)=a.

Téhistame x := bA (aV ). Kuna a on b ja aV ¢ alumine toke, siis alumise raja definitsiooni tottu
a < z. Samas ka x < b. Katmise tottu on kaks voimalust: a = x voi z = b. Kuna b € a V ¢, siis
el ole voimalik, et x = b. Seega a = x ehk a =b A (a V ¢).

bVc

b aVe

a

Teoreemi 3.5 tottu voime Gelda, et kaheelemendiline 16ik [a, b] on isomorfne 16iguga [a V ¢, bV ¢].
Seega ka 16ik [a V ¢, bV ¢] on kaheelemendiline, mis tdhendab, et a Ve < bV c. O

Niide 3.8 Loplikumodtmelise vektorruumi V' alamruumide vores Sub(V') tdhendab katmine
seda, et alamruumide mootmed erinevad 1 vorra. Seega lause 3.7 jarelduseks on jargmine fakt:
Kui A ja B on vektorruumi V' alamruumid, A C B ja dim(B) = dim(A) + 1, siis mistahes
alamruumi C korral
dim(B+ C) =dim(4A+ C) + 1.

Definitsioon 3.9 Ahela ag < a; < ag < ... < a, pikkuseks® nimetatakse arvu n.

Definitsioon 3.10 Lopliku vore L pikkuseks len(L) nimetatakse tema maksimaalse ahela pik-
kust. Seega len(L) = n, kui vores L leidub ahel pikkusega n ja koigi teiste ahelate pikkused on
<n.

Niide 3.11 1. Vore Ny pikkus on 3.
2. Kui V on n-mootmeline vektorruum baasiga ey, ..., ey, siis alamruumide vore Sub(V')
pikkus on n. Téepoolest, selles vores leidub ahel

{0} C span(e;) C span(ej,ez) C ... C span(ey,...,e,) =V

ja saab veenduda, et iihegi teise ahela pikkus ei saa olla suurem kui n.

3iilemine katmistingimus = Upper Covering Condition
*alumine katmistingimus — Lower Covering Condition
Spikkus = length
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Niiiid saab teha iihe huvitava jarelduse isomorfismiteoreemist.
Lause 3.12 Kui V on léplikuméstmeline vektorruum ja A, B on selle alamruumid, siis
dim(A + B) = dim(A) + dim(B) — dim(A N B).
ToOEsTUS. Ténu isomorfismiteoreemile on meil 16ikude isomorfism
[ANB,A] = [B,A+ B].

A+ B

ANB

Saab veenduda, et
len([AN B, A]) = dim(A) — dim(A N B),
len([B, A+ B]) = dim(A + B) — dim(B).
Kuna isomorfsete vorede pikkused on vordsed, siis
dim(A) — dim(A N B) = dim(A + B) — dim(B)

ehk
dim(A + B) = dim(A) + dim(B) — dim(A N B).
g

Meie jargnev eesmirk on toestada Kurosh-Ore teoreem modulaarse vore elementide esitami-
sest teatud elementide iilemise rajana. Selleks vaatleme sup-taandumatuid elemente vores ja vore
elementide esitamist nende iilemiste rajadena. Sellel on sarnasusi sellega, kuidas naturaalarvu
saab esitada algarvude astmete korrutisena voik kuidas vektorruumi saab esitada baasivektorite
lineaarse kattena.

Definitsioon 3.13 Voére L elementi a nimetatakse sup-taandumatuks®, kui
1. a ei ole vore L viahim element ja

2.
(Vb,ce L)(a=bVc= (a=0bv0ia=c)).

Kui leiduvad sellised b,c € L, et a # b, a # ¢ ja a = b V ¢, siis 6eldakse, et a on sup-taanduv’.

Definitsioon 3.14 Vire L elementi a nimetatakse inf-taandumatuks®, kui

1. a ei ole vbre L suurim element ja

Ssup-taandumatu = join irreducible
"sup-taanduv = join reducible
8inf-taandumatu = meet irreducible
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(Vb,ce L)(a=bAc= (a=0bV0i a=c)).
Kui leiduvad sellised b,c € L, et a # b, a # c ja a = b A ¢, siis eldakse, et a on inf-taanduv®.

Maérgime, et kui element a € L on sup-taanduv, s.t. kui
(3b,ce L)(a=bVc ja a#b ja a#c),

siis b # ¢, sest vastasel korral oleks a = bV b = b. Samuti ei ole véimalik, et b = 0, sest kui b = 0,
siis a = 0V ¢ = ¢. Samamoodi ¢ # 0. Seega vore koik aatomid (s.t. nulli katvad elemendid) on
sup-taandumatud.

Niide 3.15 1. Vaatleme voret (N, |), kus V = VUK ja A = SUT. Tingimus
(Vb,c € N)(a = VUK(b,¢) = (a = b vdi a = ¢)).

on rahuldatud iga algarvu astme p* korral, seega algarvude astmed on selles vores sup-taandu-
matud.

2. Vores Sub(V'), kus V on vektorruum, on sup-taandumatuteks elementideks 1-mo6otmelised
alamruumid.

3. Ahelas (lineaarselt jirjestatud hulgas) on iga 0-st erinev element sup-taandumatu ning iga
1-st erinev element inf-taandumatu.

Lemma 3.16 Loplikus vores saab iga nullist erineva elemends esitada sup-taandumatute ele-
mentide tlemise rajana.

TOEsTUS. Toestame viite induktsiooniga vore L pikkuse jirgi.
Alus. Kui len(L) = 1, siis L on kaheelemendiline ahel {0,1}. Siis element 1 on sup-taandumatu
ning ta on iiheelemendilise hulga {1} {ilemine raja.
Samm. Eeldame, et n > 1 ja viide kehtib vorede korral, mille pikkus on < n. Olgu len(L) = n
ja a € L. On kaks voimalust

1) a on sup-taandumatu. Siis ta on hulga {a} iilemine raja.

2) a on sup-taanduv. Siis leiduvad elemendid b,c¢ € L nii, et a = bV ¢, b # a ja ¢ # a. Siis
vored b ja | c on pikkusega < n (vastasel korral leiduks vores L ahel, mille pikkus oleks suurem
kui n). Rakendades induktsiooni eeldust voredele | b ja | ¢ saame leida esitused

b=x1V...Var ja c=y1V...Vy,

kus x1, ...,z on sup-taandumatud vores | b ja yi1,...,y; on sup-taandumatud vores | c. Need
elemendid on siis sup-taandumatud ka vores L ja

a=bVe=xz1V..VxrVy1 V... Vy.

%inf-taanduv = meet reducible
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Definitsioon 3.17 Olgu a vore L element. Tema esitust kujul
a=x1V...Vxy
nimetatakse mitteminimaalseks!?, kui leidub selline i € {1,...,n}, et
a=x21V..VTi1VZiy1 V... VI
Vastasel korral 6eldakse, et see esitus on minimaalne'!.

Teoreem 3.18 (Kurosh'2— Ore'®) Olgu L modulaarne vére jo a € L. Kui a =1V ...V z, ja
a=1y1V...Vyn on elemendi a kaks minimaalset esitust sup-taandumatute elementide tilemise
rajana, Siis

1. igai € {1,...,n} korral leidub j € {1,...,m} nii, et

a=2z1V.. VT 1 VYy; Vi V...V,

2. n=m.

TOEsTUS. 1. Kuna tlemise raja votmine on kommutatiivne, siis iildisust kitsendamata voime
viite toestada ¢ = 1 jaoks. Olgu
1 =22 V...V,

Kunazi<ajaa=y; V...V yn, siis
a=TIVa=TIVYy V.. Vyn=@1Vy) V(TIVy2) V...V (TTV Yn),
kus 71 V y1,...,T1 V Ym € [T1, a]. Isomorfismiteoreemi (teoreem 3.5) pohjal
(71, a] = [x1 ATT, 2],
kusjuures see isomorfsim viib elemendi a elemendiks x;.

a

Zq Z

1 NT1

Aga 1 on sup-taandumatu vores L, seega ka 16igus [z1 A ZT1,z1]. Isomorfismi tottu on a sup-
taandumatu 16igus [Z7, a]. See téihendab, et esituses

a=@IVy)V(@IVy2)V...V(ZTLV Yn)

ei saa koik elemendid 77 V y; elemendist a erineda. Jarelikult leidub selline j, et 77 V y; = a,
millega on esimene viide toestatud.

YOmitteminimaalne esitus = redundant representation
"minimaalne esitus = irredundant representation

12 Aleksandr Kurosh (1908-1971), vene matemaatik
13 (ystein Ore (1899-1968), norra matemaatik
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2. Olgu niilid @ = 2z V ... V 2z, elemendi a esitus sup-taandumatute elementide iilemise
rajana, kusjuures k£ on vihim selline naturaalarv. Siis k£ < n ja k < m. Rakendame esimest véidet
lahutusele a = z1 V...V zk, elemendile z; ja lahutusele a = z1V...Vx,. Siis leidub j; € {1,...,n}
nii, et @ = x;, V 22 V...V z;. See lahutus on minimaalne, sest vastasel korral k ei oleks vahim.
Korrates seda argumenti jouame olukorrani a = z;, V...V z;,. Kuna aga a = 21 V...V x, on
minimaalne esitus, siis ei ole voimalik, et k < n. Jérelikult k¥ = n. Analoogiliselt saame vérduse
k = m ning seega m = n. |

Jareldus 3.19 Loplikumaoitmelise vektorruumi mistahes kahes baasis on sama palju vektoreid.

ToEsTUS. Olgu V 16plikumdotmeline vektorruum ning 1, ..., %, ja y1, .- ., Ym selle kaks baasi.
Siis ithemodtmelised alamruumid span(x1), ..., span(x,),span(y1), . . ., span(y,, ) on sup-taandu-
matud elemendid alamruumide vores Sub(V'). Selle vore element V' (V on iseenda alamruum) on
esitatav kujul

V =span(z1 + ...+ x,) = span(z1) + ... + span(z,) = span(x1) V...V span(z,)

ning samuti kujul
V =span(y1) V... Vspan(ym).

Need esitused on minimaalsed, sest kui néiteks
span(xi, ..., Ty) = Span(Ti, ..., Ti—1, Titl,---,Tn),

siis vektor x; avalduks siisteemi x1, ..., x, iilejddnud vektorite lineaarkombinatsioonina, mis té-
hendaks, et siisteem z1, ..., z, on lineaarselt séltuv ja ei ole baas. Kasutades teoreemi 3.18 saame
jareldada, et n = m. |
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Peatukk 4

Distributiivsed vored

4.1 Distributiivsete vorede kirjeldus

Distributiivsed vored moodustavad {ihe olulisema ja paremini uuritud vorede klassi. See klass
sisaldub koigi modulaarsete vorede klassis.

Definitsioon 4.1 Voret L nimetatakse distributiivseks!, kui mistahes a, b, c € L korral
(avb)ANe=(aNc)V (bAc).

Lemma 4.2 Iga distributiivne vore on modulaarne.

TorsTUS. Olgu L distributiivne vére ja a < ¢, a, b, c € L. Siis

(avb)Ac=(anc)V(bAc)=aV (bAc).

Niide 4.3 1. Hulga M alamhulkade vore (P(M),N,U) on distributiivne.
2. Iga ahel on distributiivne vore.
3. Vore

ei ole distributiivne, sest
(aVb)Ac=vAc=c#u=uVu=(aAc)V(bAc).

Seda voret tihistatakse lithidalt siimboliga M3 ja mdnikord nimetatkase teemandiks?.

! distributiivne vore = distributive lattice
2teemant = diamond

43
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4. Vektorruumi V' alamruumide vore (A(V),N,+) ei ole {ildjuhul distributiivne. Vaatleme
néiteks tasandi vabavektorite vektorruumis [E9 kolme mittekollineaarset vektorit a, b, ¢ ja nende
poolt tekitatud alamruume A, B, C. Siis

ANB=ANC=BNC = {0}

ja
A+B=A+C=B+C=E,.

Seega [Eo alamruumide vore sisaldab vorega M3 isomorfset alamvoret

Eo

{0}
ja ei saa olla distributiivne.
Ulesanne 4.4 Niidata, et vore (N, |) on distributiivne.
Lemma 4.5 Mistahes vore L suvaliste elementide a, b, c korral
(aNb)V (bAC)V(echa)<(aVD)ADVe)A(cVa).

TOESTUS. Tahistame

Kuna

aNb<aVb aNb<b<bVe, aNb<a<cVa,

<
siis alumise raja definitsiooni tottu a A b < v. Analoogiliselt saab ndidata, et ka b Ac < v ja
cN\a < v. Kuna v on elementide a A b, b A ¢ ja ¢ A a iilemine tdke, siis u < v. O

Distributiivsete vorede kirjeldus on mingis mottes sarnane modulaarsete vorede kirjeldusega.

Teoreem 4.6 Vore L jaoks on jargmised viited samavddrsed.
1. L on distributiivne.

2. Mistahes a,b,c € L korral
(anb)Ve=(aVe)A(bVe).
3. Mistahes a,b,c € L korral
(aNb)V (bAc)V (ecNa)=(aVb)A(DVe)A(cVa).

4. Kuia,bjce L,aVc=bVcjaaANc=bAc, siis a =Db.
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TOEsTUS. 1. = 2. Olgu a, b, c € L. Siis

(aVe)AN(bVe)=((avVe)Ab)V((aVe)Ac) (distributiivsus)
=((aVe)Ab) Ve (neelduvus)
=(aNb)V (c Ab) Ve (distributiivsus)
=(aNb)V (neelduvus)

2. = 3. Olgu a,b € L ja kehtigu tingimus 2. T&histame
=(bAc)V(cAa).

Siis

(aANb)V(bAc)V(ecNa)=(aNb)Vu

=(aVu)A(bVu) (eeldus)
=(@aV(cha)V(bAc)ANDBV(bAc)V (cNa)) (kommutatiivsus)
=(aV(bAc)ANDV(cAa)) (neelduvus)
=((bAc)Va)A((cANa)VDd) (kommutatiivsus)
=((bVa)A(cVa)A(cVb)A(aVb) (eeldus)
=(aVb)ANDVa)A(cVa)A(cVb) (kommutatiivsus)

(@aVbO)AN(DVe)A(cVa) (idempotentsus)

3.=> 1.0lgua,b,ce Ljaa<c SiisaAb<cAb,seegabANc=(aANb)V (bAc)ja

(anc)V(bAc)=(aANb)V(bAc)V (cAa)
=(@Vb)ADVe)A(cVa) (eeldus)
=(aVbANDVe)Ac (a < c)
=(aVb)Ac (neelduvus)
Niisiis oleme toestanud, et
(Va,b,ce L)(a<c= (aNc)V (bAc)=(aVb)Ac). (4.1)

Olgu niiiid a, b, c € L suvalised ja tdhistame

Eelduse 3 tottu v = v, millest jareldub vordus u Ac=vAc. KunabAc < cjacAa<ec,siis ka

(bAc)V(cha) <ec. (4.2)
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Jarelikult
uANc=((aANbD)V(bAc)V(cNa))Ae
=(aANbA)V(((bAc)V(ecNa))Ac) (omadus 4.1)
=(cANaNnb)V(bAc)V(cAha) (vorratus 4.2)
=bAcNhNa)V(bAc)V(aNc) (kommutatiivsus)
=({bAc)V(aNc) (neelduvus)
=(aNnc)V(bVe), (kommutatiivsus)
vAc=(aVb)ANDbVe)A(cVa)Ac
=(aVbADVe)Ace (neelduvus)
=(aVb)Ac (neelduvus)

Jérelikult (a Vb)) Ac=(aNc)V (bAc).
3. = 4. Teame juba, et tingimus 3 on samavéirne distributiivsusega, millest jareldub modu-
laarsus. Oletame, et a Ac=bAcjaaVc=>bVc Kuna kehtib tingimus 3, siis

(@Vb)A(DBVe)=(aNnb)V(bAc).

Siis
Vavb)A(bVe)]=aV(anb)V(bAc)
V(bAc)
=aV(aNc)
Jérelikult
a>(aVvVb)A(bVec)
=(bVa)A(bVe)
=bV(an(bVec)) (b < bV ¢, modulaarsus)
=bV(aA(aVb)) (eeldus)
=bVa (neelduvus)
Z a,

kust a = a V b ehk b < a. Analoogiliselt saab tdestada, et @ < b ning seega a = b.

4. = 3. Teoreemi 3.4 pohjal jareldub tingimusest 4 vore L modulaarsus. Olgu niitid a,b,¢c € L
ja téhistame

T =T« R R
I
/‘\AE\/-\/—\
>
&
< < < > <

Mirgime, et
bA(aVe)<b<aVhb. (4.3)
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Seega
pVr=(anc)V(bA(aVe)V(aAb)V(cA(aVb))
=[bA(aVe)V(cA(aVvDd)]V(aAc)V(aAd) (kommutatiivsus)
=[((bA(aVe)Ve)A(aVD]V(aAc)V (aAb) ((4.3), modulaarsus)
=[cV(bA(aV)A(aVD]V(aAc)V(aAb) (kommutatiivsus)
=[(cVb)A(aVe)A(aVb)]V(ane)V(and) (¢ < aV ¢, modulaarsus)
=vV(aAc)V(aADb)
= . (aNc<vjaaAb< o)

Analoogiliselt saab niidata, et gV r = v.
Paneme téhele, et

aNb<bA(aVe) <(aNc)V(bA(aVc)) =p.

Niiiid saame arvutada

pAT=T7TAp

= ((aAd) V(cA(aVD))Ap

=(aNnb)VcA(aVDb)Ap] (a A b < p, modulaarsus)

=(aNnb)VI](aVb)ApAd (kommutatiivsus)

=(anb)V[(aVb) A(larnc)V(bA(aVe))) A

=(anb)VaVb) A(lanc)V(bA(aVc)Ac))] (a A ¢ < ¢, modulaarsus)
(anb)VaVvb)A(lanec)V(bAc))] (neelduvus)

=(aNnb)V[((anc)V (bAc)) A(aVDd)] (kommutatiivsus)

=(anb)Vanc)V(bAcA(aVD))] (a A e < aV b, modulaarsus)

=(aNnb)Vanc)V(cANbA(aVD))] (kommutatiivsus)

=(aAnb)VaAc)V(cAD) (neelduvus)

Analoogiliselt saab niidata, et ¢ Ar = u.
KunapVr=qVrjapAr=qAr, siis eelduse pohjal p = ¢q. Analoogiliselt saame néidata,
et p = 7. Seega
u=pAr=p=pVr=u.

Teoreem 4.7 Vére on distributiivne parajasti siis, kui ta et sisalda voredega N5 ja Ms isomorf-
seid alamuoresid.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Kui vore sisaldaks vérega N5 voi vorega Ms isomorfse alamvore, siis
ta ei oleks distributiivne.

Prisavus. Oletame, et L ei ole distributiivne. Kui L ei ole ka modulaarne, siis teoreemi 3.4 pGhjal
sisaldab ta vorega N5 isomorfse alamvore. Oletame, et L on modulaarne, kuid mittedistributiivne.
Niitame, et sel juhul sisaldab ta vorega Ms isomorfse alamvore.
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Kuna L ei ole distributiivne, siis leiduvad sellised a, b, c € L, et
A(bVe)#(anb)V(aAc).

Tahistame

u:=(aANb)V(bAc)V(cAa),
v:=(aVb)ADVc)A(cVa),
a = (aAv)Vu,
V= (bAv)Vu,
d = (cAv)Vu.

Lemmast 4.5 teame, et u < v. Paneme tihele, et
a = (aVu)Av,
b =(bVu)Aw,
d = (cVu)Av.

Toepoolest, kuna u < v, siis modulaarsuse téttu

(aVu)ANv=(uVa)A\v=uV(aAv)=(aAv)Vu=ad

ning iilejaddnud kahe vorduse tdestus on analoogiline. Nendest vordustest jareldub, et

u<ad <v, u<b <v, u<d <.

Lisaks sellele

ahNv=aA(bVc),

sest

aANv=aA(aVb)A(DbVc)A(cVa)
=aAN(bVe)A(cVa)
=aAN(cVa)A(DbVec)
=aAN(bVe)

ning analoogiliselt

bVu=>bV(cAa).

(neelduvus)
(kommutatiivsus)

(neelduvus)

(4.6)
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Niitd

ad ANV = ((anv)Vu)AY

u
u
u

u.

u Vv
u Vv
uV
uV
u 'V
u 'V

= (uV(aAb)AY
V(aAvAY)

(aNvA(bVu)Av)
(aNvA(bVu))
AbVe)A(bV(cAa))
ADV (e a) A BV
AV (eNaN(bVe)))]
AV (cAa))
((cAa)Vb)Ad]
(

cha)V(bAa)

a
a
a
a

[
[
[
[
[
[
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(u < V', modulaarsus)

(idempotentsus
(vordused (4.5), (4.6)
(kommutatiivsus

(b < bV ¢, modulaarsus
(cha<e<bVe
(kommutatiivsus

(¢ A a < a, modulaarsus

e e e e e N e

(idempotentsus

Analoogiliselt saab toestada vordused b’ A ¢ = u ja ¢ A a’ = u ning duaalselt @’ Vb =b VvV =
dva =wv.

Taoestuse 16petamiseks tuleb veel ndidata, et alamvore {a’, V', ¢/, u, v} elemendid on paarikaupa
erinevad. Vaatleme voimalikke juhte.
1) u =v. Siis

aN(bVe)=aAv (vordus (4.5))

=alu (u =)
=ula (kommutatiivsus)
=[(aAb)V(bAc)V(cha)Aa

=(@NAb)VI[((bAc)V(cAa))Aa] (a A'b < a, modulaarsus)
=(anb)V[((cAha)V (bAc)) Ad] (kommutatiivsus)
=(aAb)VcAa)V (bAcAa) (¢ A a < a, modulaarsus)
=(aNb)V(aNc), (cha=bAcAha)

mis on vastuolus tingimusega (4.4).
2Yad =V (void =d voit =).Siisv=dVV =d'Vd' =d jau=ad AV =d Nd' =d. Seega
u = v, mis viib vastuoluni, nagu nigime juhul 1). Juhtumid o’ = ¢’ ja b’ = ¢ on analoogilised.
3)ad =u. Siisv=d Vb =uVvd=Vjav=dVd=uVvd =<, milest b = . Seda tiilipi
juht on juba vaadeldud punktis 2). Koigil iilejdénud juhtudel saame vastuolu analoogiliselt. O

Jareldus 4.8 Distributitvse vore 1ga alamvore on distributitvne.
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Muuhulgas kui X on hulk, siis vore (P(X), C) koik alamvored on ka distributiivsed. Hiljem
(vt. teoreemi 4.19) tuleb vilja, et isomorfismi tépsuseni teistsuguseid distributiivseid voresid
polegi.

4.2 Ideaalid

Selles paragrahvis uurime distributiivsete vorede ideaale. Meenutame (vt. definitsiooni 1.34),
et vore L ideaalid on allapoole kinnised alamvored. Koigi ideaalide hulk Id(L) on tdielik vore
sisalduvusseose suhtes (vt. lauset 1.40), kus alumisteks rajadeks on iihisosad. Anname selles
vores iilemiste rajade kirjelduse.

Lause 4.9 Olgu L vore ja I1,J selle vore mittetihjad ideaalid. Siis vores |d(L)
IvJ={ivjliel,jeJ}.
ToOEsTUS. Tahistame
K:=|{ivjliel,jeJ}.
On selge, et K on allapoole kinnine ning seega ka kinnine alumiste rajade suhtes. Kui z, 2’ € K,
siis leiduvad 4,7’ € I ja 7,7’ € Jnii, et z <1V jjax’ <4 V. Siis
v <ivivivyi=Gvi)v(Gvi),

kusjuures 1 Vi’ € I ja jVj € J. Seega xVz' € K ja K on kinnine iilemiste rajade suhtes. Sellega
on naidatud, et K € Id(L).

Olgu jo € J mingi fikseeritud element. Siis iga ¢ € I korral ¢ < @V jp ja seega i € K. See
tdhendab, et I C K. Analoogiliselt J C K. Seega K on [ ja J iilemine toke.

Olgu K’ € Id(L) selline, et I C K’ ja J C K'. Kuna K’ on alamvore, siis iga i € I ja iga
jeJkorraliVvje K Kuiz<iVj,siisz e K', sest K’ on allapoole kinnine. Seega K C K'.

Kokkuvottes oleme niidanud, et K on [ ja J iilemine raja vores Id(L). O

Niilid saame anda distributiivsete vorede kirjelduse ideaalide abil.

Teoreem 4.10 Mittetiihi vore L on distributitvne parajasti sits, kui iga kahe mittetihja ideaals
I,J C L korral
IvJ={ivj|liel,jeJ}.

TOEsTUS. TARVILIKKUS. Olgu L distributiivne vore ning I, J mittetithjad ideaalid. Lause 4.9
tottu {ivyj|ie€ l,j € J} CIV.J. Niitame vastupidist sisalduvust. Olgu x € IV J. Siis leiduvad
i €I jayj’ € Jnii et x <4 Vyj. Distributiivsuse tottu

r=x A V)= (@ANi)V(xnF).

KunazANi' <i'€ljaxNj <j e siiseANi’ eljaxNj €J Seegaxe{ivjliel,jeJ}
Piisavus. Oletame, et L ei ole distributiivne. Siis teoreemi 4.6 pohjal sisaldab L alamvoret, mis
on isomorfne ithega jargmisest kahest vorest:
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Olgu I :=|bja J :=]c. Kuna mélemal juhul a < i = bVg, siis a € IV J. Oletame vastuviiteliselt,
et IVJ={ivjliel,jeJ}. Seljuhula=V Vv, kust <bjacd <ec. Siisd <a. Etd onc
ja a alumine toke, siis ¢ < a A ¢ = o. Jarelikult

a=bvd<bvo<ghb.
Kummaski alamvores ei ole a < b, seega oleme saanud vastuolu. See vastuolu néitab, et IV J #

{ivjliel,jeJ}. 0

Mirkus 4.11 Tinu lausele 4.9 on tingimus IVJ = {iVj | i € I,j € J} samavéérne tingimusega,
et hulk {i Vv j|i€ I,j € J} on allapoole kinnine.

Hakkame niitid uurima teatud eriomadustega ideaale.
Definitsioon 4.12 Vore L ideaali I nimetatakse algideaaliks®, kui
(Ve,ye L)(zNhyel = xelviiyel).
Vore L filtrit F' nimetatakse algfiltriks*, kui
(Ve,ye L) (zVye F= ze€ FvoiyeF).
Vore L koigi algideaalide hulka tdhistame siimboliga Prld.

Niide 4.13 1. Vore L ise on enda algideaal.
2. Vores

0

on J = {0} ideaal, mis ei ole algideaal (a Ab € J, aga a,b & J). Hulk I = {0, a} aga on algideaal.
3. Ahelas on koik ideaalid algideaalid.

Lause 4.14 Vore algideaali tdaiend on algfilter.

TOESTUS. Olgu P vore L algideaal ja tdhistame F' := L\ P. Niitame, et F' on filter.

1) Olgu a € F, b € L jaa < b. Kui oletada, et b € P, siis ka a € P, sest P on allapoole
kinnine. Siis aga a € F N P = (), mis pole voimalik. Seega b € F ja oleme naidanud, et F' on
iilespoole kinnine.

2) Olgu a,b € F. Kuna a,b ¢ P ja P on algideaal, siis a Ab & P. Seega a Ab € F ja F on
kinnine alumiste rajade suhtes.

Kui a,b € P, siis ka a V b € P, seega F' on algfilter. |

Teoreem 4.15 (Distributiivse vore algideaali omadus) Olgu L distributiivne vore, I selle
ideaal ja F filter, kusjuures I N F = (. Siis leidub selline vore L algideaal P, et I C P ja
PNF=0.

3algideaal = prime ideal
Yalgfilter = prime filter
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TOESTUS. Vaatleme hulka
X={JCL|Jonideaal, ICJ INF =0}

jarjestatud hulgana sisalduvusseose suhtes. Niitame, et hulk X rahuldab Zorni lemma (lem-
ma 2.7) eeldusi.
Kuna I € X, siis X # (). Olgu C = {J; | k € K} mingi ahel hulgas X ning téhistame

M = UJk.

keK

Niitame, et M € X.
1) Kuna I C Ji iga k € K korral, siis I C M.
2) Kuna iga k € K korral J, N F = {), siis ka

MNF = <U Jk>ﬂF: Unr)={Jo=0.

keK keK keK

3) Veendume, et M on ideaal vores L. On selge, et M on allapoole kinnine, sest ta on allapoole
kinniste hulkade iihend. Néitame, et M on kinnine tilemiste rajade votmise suhtes. Olgu a,b € M.
Siis leiduvad k,l € K nii, et a € Ji ja b € J;. Kuna C' on ahel, siis kas Jp C J; voi J; C Jg.
Vaatleme juhtu Ji C J; (teine juhtum on analoogiline). Siis a,b € J; ja kuna J; on ideaal, siis
aVbe J,C M.

Seega M € X ning on selge, et M on ahela C iilemine toke jérjestatud hulgas (X, C). Zorni
lemma kohaselt leidub hulgas X maksimaalne element P. See P on vore L ideaal, I C P ja
PNF=0.

Jadb veel toestada, et P on algideaal. Oletame vastuviiteliselt, et a,b & P, aga a Ab € P.
Siis P V L a on vore L ideaal ja I C P V | a. Veendume, et P C P V | a. Olgu p € P suvaline
element ja oletame, et pVa € P. Kuna a < pVa ja P on allapoole kinnine, siis a € P, mis annab
vastuolu. SeegapVa € PehkpVae (PV]a)\P.

Kuna P on hulga X maksimaalne element, siis P V | a € X ehk (P V L a)NF # 0.
Analoogiliselt (P V [ b) N F # . Jarelikult leiduvad p,q € P, a’ < aja b/ <bnii,et pVad € F
jagvb e F. Etpvd <pVa,qVb <qVbja F on filter, siis ka pVa,qVbe F. Kuna F on
alamvore, siis x = (p V a) A (¢ V b) € F. Samas distributiivsuse tottu

r=((pPAqQV(pAbV(aAng)V(aADb).

Kuna (pAq), (pAb),(aAq) € P (sest P on allapoole kinnine) ja aAb € P (eeldus), siis ka z € P,
sest P on kinnine iilemiste rajade suhtes. Jarelikult z € P N F = (), vastuolu. O

Jédreldus 4.16 Olgu L distributiivne vore ja olgu I selle vore ideaal. Siis iga elemendi a € L\ I
korral leidub selline algideaal P, et I C P jaa & P.

TOEsTUS. Kasutame teoreemi 4.15 filtri F' = 1 a korral. |

Jareldus 4.17 Olgu L distributiivne vore ja a,b € L, a # b. Siis leidub selline véore L algideaal
P, eta€ P jab¢g P voi vastupidi.
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TOESTUS. On kaks voimalust.

1) a <b.Siis La Nt b=10, kus | a on ideaal ja1 b on filter. Teoreemi 4.15 pohjal leidub
algideaal P nii, et la C P jath N P = (). Siis on selge, et a € P ja b & P.

2) a £ b. Siis b N1 a = 0. Toepoolest, kui x €[b N1 a, siis a < z < b, mis annaks vastuolu
a < b. Teoreemi 4.15 pohjal leidub algideaal P nii, et b C P ja PNT a = (. Seega b € P ja
aé P. O

Jireldus 4.18 Olgu L distributiivne vére ja I selle ideaal. Siis

I= ﬂ{P | I C P, P on vore L algideaal}.
ToOrsTUS. Tahistame

I = ﬂ{P | I C P, P on vore L algideaal}.

Hulk {P | I C P, P on vore L algideaal} ei ole tiihi, sest sisaldab algideaali L. On selge, et
I C I. Oletame, et I # I;. Siis leidub a € I; \ I C L\ I. Jarelduse 4.16 pohjal leidub vore L
algideaal P nii, et I C P ja a ¢ P. Siis iihisosa definitsiooni t&ttu I; C P ning jirelikult a & I,
vastuolu. O

4.3 Stone’i teoreem

Selles paragrahvis anname distributiivsete vorede kirjelduse alamhulkade vorede abil. Jargneva
teoreemi toestasid Stone® ja Birkhoff® 1930-ndatel aastatel.

Teoreem 4.19 (Stone’i teoreem) Vore on distributitune parajasti siis, kui ta on isomorfne
mings hulga koigi alamhulkade véore alamvérega.

TOEsTUS. TARVILIKKUS. Olgu L distributiivne vore ja olgu X vore L kdigi algideaalide hulk.
Defineerime kujutuse r : L —P(X) vordusega

r(a) :={P € X |a¢gP}.
Vore L iga algideaali P korral
(Va,be L)(a,b¢g P<= aNb¢gP).
Jarelikult mistahes a,b € L korral

r(a)Nrb)={PeX|agP}N{Pec X |b¢gP}
={PeX|ab¢ P}
={PeX|aNnbg P}
=r(aAD).

On lihtne nédha, et kui P on ideaal, siis

(Va,be L)(ae Pjabe P<=aVbeP).

®Marshall Harvey Stone (1903-1989) — ameerika matemaatik
SGarrett Birkhoff (1911-1996) — ameerika matemaatik
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Seega
(Va,be L) (ag Pvoibg P <= aVb¢ P)
ja
r(a)Ur(b)={Pe X |ag PtU{Pe X |b¢ P}

={PeX|agPvoib¢g P}

={PeX|aVb¢ P}

=r(a VD).
Sellega on toestatud, et r on vorede homomorfism.

Niitame, et r on sisestus. Olgu a < b, a, b€ L. Kui P € X jaa & P, siiska b & P, sest P on
allapoole kinnine. Seega

r(a)={PeX|agP}C{PeX|b¢P}=r(b),

millega on toestatud jirjestuse siilitamine.
Oletame niiiid, et 7(a) C r(b), kus a,b € L. Siis

(VPeX)agP=>bgP) ehk (VPeX)(beP=>acP). (4.7)

On kaks voimalust.

1) a < b. Siis on koik korras.

2) a £ b. Nii nagu jirelduse 4.17 toestuse osas 2) nideme, et leidub P € X nii, et b € P ja
a ¢ P. See on aga vastuolus tingimusega (4.7). Seega olukord a € b esineda ei saa.

Sellega on niidatud, et r on sisestus. Jarelikult on vore L isomorfne vore (P(X),N,U) alam-
vorega (L) = {r(a) | a € L}.

P1isavus. On hésti teada, et hulga X koigi alamhulkade vore (P(X),N,U) on distributiivne.
Jarelduse 4.8 pohjal on ka koik selle vore alamvored distributiivsed. O

4.4 Loplikud distributiivsed vored

Selles paragrahvis anname loplike distributiivsete vorede kirjelduse sup-taandumatute elementide
abil. Stimboliga J (L) tahistame vore L sup-taandumatute elementide hulka.

Jérjestatud hulga P koigi allapoole kinniste alamhulkade hulka t&histame siimboliga D(P).
See hulk on vore, milles alumiseks rajaks on iihisosa ja iilemiseks rajaks iihend, seega D(P) on
vore (P(P),N,U) alamvore. Muuhulgas D(P) on distributiivne vore.

Teoreem 4.20 (Birkhoff) Iga loplik distributiivne véore L on isomorfne vorega D(J(L)).
TOrsTUS. Defineerime kujutuse o : L—="D(J (L)) vordusega
ola):=LanJ(L)={xe J(L)|x<a}.

On selge, et 16plikus vores L leidub vihim element 0 ja suurim element 1. Kuna 0 ei ole sup-
taandumatu, siis o(0) = {0} N J(L) = 0.

Et L on 16plik, siis lemma 3.16 pohjal on iga tema nullist erinev element a esitatav sup-
taandumatute elementide iilemise rajana. Sellest tuleb vélja, et o(a) = 0 parajasti siis, kui
a = 0. Samuti kehtib a # 0 korral vordus

a= \/a(a).
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Kujutus o sdilitab alumisi rajasid, sest
gla)No) =lanJL)NIbNJT(L) =lanldbNIT(L)=4(aNb)NT(L)=0c(a D).

Veendume, et mistahes elementide a,b € L korral ka o(a) U o(b) = o(a V b). Kuna vore
D(J(L)) on distributiivne ja La U [b C | (a V b), siis

o(@) Uo(s) = (Lan J(L) U(LbN T (L)) = (bau 1) N T(E) € LaV ) 1T (L) = oaV b).
Olgu niitid = € o(a VvV b). Siis < a V b ja distributiivsuse tottu
x=xzA(aVb)=(xAa)V(xAD).

Kuna z on sup-taandumatu, siis kas x = x Aa voi x = x A b, kust x < a voi x < b. Jarelikult
x € o(a) voi x € o(b) ning seega = € o(a) Ua(b).

Néitame, et o on siirjektiivne. Nagu eespool négime, ) = ¢(0). Olgu 0 # A € D(J(L)),
kusjuures A = {ay,...,a,}. Votame a :=ay V...V a, ja niitame, et

o(a) = A.

Imselt A C o(a). Olgu x € o(a). Siis < a ning distributiivsuse tottu

r=xzNa=xAN(a1V...Vay)=(@ANa)V...V(zAap).

Kuna x on sup-taandumatu, siis leidub ¢ € {1,...,n} nii, et z = x A a; < a;. Et A on allapoole
kinnine, siis € A, millega on toestatud ka sisalduvus o(a) C A.
Lopuks veendume, et o on sisestus. Kui a < b vores L, siis

o(a) =lanJ(L) C1bNJ(L) = a(b),

seega o siilitab jarjestust. Oletame, et o(a) C o(b). Vaatleme erinevaid véimalusi.
1) a,b# 0. Siis

a=\/o(a)<\/a()=0.

2)a=0,b+#0.Siis o(a) =0 C o(b).
3) a # 0, b = 0. Sellist olukorda esineda ei saa, sest o(a) # 0, kuid o(b) = 0.
4) a =0, b=0. Siis a = b. O

Mirkus 4.21 Hulka o(a) = |a N J(L) nimetatakse monikord elemendi a spektriks’.
Teeme niiiid moned jareldused teoreemist 4.20.

Lause 4.22 Olgu L loplik distributiivne vore. Siis iga nullist erineva elemendi a € L jaoks
letduvad diheselt madratud sup-taandumatud elemendid uq, ..., u, ni, et

a=uLV...Vuy

on minimaalne esitus.

"spekter = spectrum
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TOEsTUS. Olgu {uy,...,u,} jarjestatud hulga o(a) maksimaalsete elementide hulk. Siis hulga
o(a) iga elemendi z jaoks leidub i € {1,...,n} nii, et z < u;. Seega

JuiU...Ulu,) NJ(L)
JuinJL)U...Ulu, NJT(L))
=o(up)U...Uoc(up)

=o(up V...Vuy),

o(a) =

sest o on vorede homomorfism. Kuna kujutus o on injektiivne, siis a = u1 V...V Uy.

Veendume, et saadud esitus on minimaalne. Oletame néiteks, et a = ug V ... V uy. Siis
up < u2 V...V u, Kuna o on vorede homomorfism, siis o(u;) C o(uz) U...U o(uy). Et
uy € o(uy), siis leidub ¢ € {2,...,n} nii, et w1 € o(u;) = L u; N J(L). Jarelikult u; < u; ja
kuna elemendid w1, us9,...,u, on paarikaupa erinevad, siis u; < wu;. Viimane on vastuolus wu
maksimaalsusega.

Lopuks néitame, et esitus a = uy V ...V u, on ihene (loomulikult elementide jirjekorra
tapsuseni). Selleks oletame, et meil on veel teine minimaalne esitus

a=v1V...VUp,

kus vy, ...,vy, € J(L). Teoreemi 3.18 pohjal peab n = m. Vordusest u1 V... Vu, =v; V...V,
jareldub, et

Hut, .. yun )N IJ(L) =0(ur V...Vuy) =c(v1 V...Vo,) =L{v,...,u,} N T(L).

Seega iga i € {1,...,n} jaoks leidub j; € {1,...,n} nii, et u; < vj,. Tdnu elementide u; maksi-
maalsusele peavad kehtima vordused u; = vj,, i € {1,...,n}. |

Lause 4.23 Lopliku distributiivse vore L iga maksimaalne ahel on pikkusega | J (L))

ToestTus. Olgu C' = {ag,a1,as,...,a,} maksimaalne ahel pikkusega n 16plikus distributiivses
vores L, kusjuures ag =0, a, =1 ja

g <ar <ag <...<ap.

Iga x € J(L) korral olgu m(x) vihim element ahelas C, mille korral x < m(z). Defineerime
kujutuse ¢ : J(L) —={a1,az,...,a,} vordusega

o(x) == m(x).

Niitame, et ¢ on bijektiivne.

Injektiivsuse néitamiseks oletame, et z,y € J(L) ja m(z) = m(y). Kuna z,y # 0, siis
m(z) = m(y) > 0. Seega ahelas C leidub element a; (i € {0,1,...,n}) nii, et a; < m(z) = a;41.
Et a; < m(x) ja x < m(x), siis a; V& < m(x). Oletame, et a; Vo < m(z). Siis © # m(z), sest
muidu a; Vz < z < a; V x, mis pole voimalik. Kui oletada, et a; = a; V x, siis a; < z. Vordus
a; = x pole voimalik m(z) definitsiooni tottu, seega a; < x < a;4+1, mis on vastuolus eeldusega,
et a; < a;y+1. Seega a; # a; V x ehk a; < a; V x. Siis aga

a<ar <...q; <GVITr<ag <...<ap,

mis tdhendaks, et C' ei ole maksimaalne ahel. Seega a;Vx = m(x) ja analoogiliselt a; Vy = m(y).
Jarelikult
a; Ve =m(z)=m(y) =a; Vy,
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kust neelduvuse ja distributiivsuse tottu
r=xAN(@;Vz)=zA(a; Ny)=(xANa;)V(zANy).

Kuna x on sup-taandumatu, siis x = zAa; voi x = Ay, s.t. < q; voi < y. Vorratusest « < a4
jareldub, et m(z) < a; < m(x), vastuolu. Seega peab kehtima vorratus z < y. Analoogiliselt saab
néidata, et y < z ja seega kehtib vordus x = y.
Kujutuse ¢ siirjektiivsuse nditamiseks vaatleme elementi a; € {a1,...,a,}. Kuna a;—1 < a;,
siis tdnu teoreemile 4.20
o(ai—1) C o(a;).

Vottes x € o(a;) \ o(a;—1) kehtib vordus a; = m(z) ehk ¢(z) = a;. O
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Peatukk 5

Kongruentsid

5.1 Lihtsamad omadused

Selles paragrahvis uurime vorede kongruentside lihtsamaid omadusi. Meenutame, et ekvivalent-
siseost p vorel L nimetatakse vore L kongruentsiks, kui mistahes elementide a, b, ¢, d € L korral

(a,b),(c,d) € p= (aNec,bAd),(aVec,bVd)Ep.
Anname kaks alternatiivset kongruentside kirjeldust.
Lemma 5.1 FEkvivalentsiseos p C L X L on vore L kongruents parajasti siis, kui
(Va,b,c € L)((a,b) € p= (aNc,bAc),(aVe,bVe) e p).

TOESTUS. TARVILIKKUS. See on ilmne.
Pusavus. Olgu (a,b), (c,d) € p. Eeldust kasutades saame, et

(aNc,bAce)€p, (bAc,bAd) € p,
kust transitiivsuse tottu (a A ¢,b A d) € p. Analoogiliselt (a V ¢,bV d) € p. O
Lause 5.2 Refleksiivne ja stimmeetriline binaarne seos p vorel L on vore L kongruents parajasti
sus, kui iga x,y,z,t € L korral kehtivad jargmised tingimused:
(1) (x,y) € p parajasti siis, kui (x ANy,x Vy) € p;
(2) kuix <y <z (x,y) €pja(y,z) € p, siis ka (z,2) € p;
(8) kui x <y ja (z,y) € p, siis ka (x ANt,y ANt),(zVit,yVi)E p.

TOEsTUS. TARVILIKKUS. Olgu p vore L kongruents. Siis p rahuldab tingimust (1) tanu lause-
le 1.28. Tingimus (2) jareldub seose p transitiivsusest. Tingimus (3) kehtib lemma 5.1 tottu.
Prisavus. Eeldame, et refleksiivne ja siimmeetriline seos p rahuldab tingimusi (1)-(3). Toestame,
et

(Va,b,c,d € L)(a < djab,c€a,d ja(a,d) € p = (b,c) € p). (5.1)

Kui a < d, b,c € [a,d] ja (a,d) € p, siis bA ¢ € [a,d] ja tdnu tingimusele (3)
bAc=(aV (bAc))p(dV (bAc)) =d.

59
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KunabAe<bVe<dija(bAcd) € p,siis tinu tingimusele (3)
bAc=(bAc)AN(bBVe)p(dAN(bVe)=DbVe.

Tingimusest (1) jareldub, et (b,c) € p.
Toestame niitid, et seos p on transitiivne. Olgu (z,y), (v, 2) € p. Tingimusest (1) jareldub, et
(xANy,zVy)Epja(yAzyVz) € p Kasutades tingimust (3) saame, et

yVz=((zAy)V(yVz)p((zVy VyVvz)=zVyVz

ning analoogiliselt (z Ay A z,y A z) € p. Jarelikult

(@AyAz)p(ynz)pyVz)p@VyVz)

ning
TANYyNz<yNz<yVz<zVyVz.

Kasutades kaks korda tingimust (2) saame, et (z Ay Az,zVyV z) € p. Vottes viites (5.1)
a=zANyANz, b=z, c=2, d=xVyVz

saame jareldada, et (z, z) € p.
Niitame 1opuks, et kui (x,y) € p, siis ka (z At,y At) € p. Kul (z,y) € p, siis tingimuse (1)
pohjal (z Ay, zVy) € p. Tingimusest (3) jareldub, et (x Ay At,(xVy)At) € p. Kuna

cANt,yANt ez AyAt, (xVy) At

siis véite (5.1) pohjal (x At,yAt) € p. Analoogiliselt saab nédidata, et (zVt,yVt) € p. Lemma 5.1
tottu on p kongruents. |

5.2 Vore kongruentside vore

Selles paragrahvis uurime vorede kongruentside voresid.
Me teame, et kui L on vore, siis ConL on téielik vore, milles alumised rajad on iihisosad (vt.
lauset 1.30). Samas iilemiste rajade kirjeldus selles vores on monevorra keerulisem.

Lause 5.3 Kui L on vére ja p,o € Con(L), siis pV o wvores Con(L) on defineeritud jargmiselt:
(z,y) € pV o parajasti siis, kui leiduvad n € N, z1,...,2,_1 € L nii, el

TANYy=20<2n< ... <1< =2VYy ja

(Vi € 10,....n— 11) (25, 2i01) € p 067 (25, 201) € ). (5.2)

TOESTUS. Defineerime seose 6 hulgal L jargmiselt: (z,y) € 0 parajasti siis, kui leiduvad n € N,
21,y 2n—1 € L nii, et kehtib tingimus (5.2). Veendume, et 6 on kongruents. Selleks kasutame
lauset 5.2. On selge, et € on refleksiivne ja siimmeetriline ning rahuldab tingimust (1). Naitame,
et kehtivad ka (2) ja (3).

(2) Olgu x <y < z, kus (z,y) €0ja(y,z) €6.SlisxANy=x,zVy=y=yAz,yVz==z
jaleiduvad n,m € N, wy, ..., Wnp—1, Wpt1, ..., Wp—1 € L nii, et

W= <W ... < Wp-1 Y =Wy SWpt1 < ... S W1 < 2= Wy, Ja
(Vi € {0,. co,m o — 1})((wi,wi+1) € p voi (wi,wi+1) S J).
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Jarelikult (z,z2) € 6.
(3) Olgu = < y ja (x,y) € 0. Siis leiduvad n € N, z1,...,2,-1 € L nii, et

r=2<2<...< 2 1< =Y ja
(Vi € {0, e, — 1})((Z¢,Zi+1) € p voi (Zi,Zi+1) € 0‘).

Mistahes ¢t € L korral siis

TAt=200 Nt Nt .. K21 ANt 2o ANE=Yy ATt Ja
(Vie{0,...,n—=1})((zi At,zig1 At) € p VOL (2 At zig1 At) € 0).

Jarelikult (z At,y At) € 6. Analoogiliselt saab toestada, et (zVt,yVt) € 6.

Lause 5.2 pohajl on 6 kongruents. Néitame, et ta on p ja o iilemine raja.

Kui (z,y) € p, siis lause 1.28 pohjal ka (z A y,z V y) € p. Seega (z,y) € 0 ja p C 6.
Analoogiliselt o C 6.

Olgu 7 € ConL selline, et p C 7 ja o C 7. Olgu (z,y) € 6. Siis leiduvad elemendid, mis rahul-

davad tingimust (5.2). Iga ¢ € {1,...,n — 1} korral (z;, z;+1) € 7 ja kongruentsi 7 transitiivsuse
tottu (x Ay,z Vy) € 7. Lause 1.28 pohjal ka (z,y) € 7. Seega 6 C 7 ning oleme néidanud, et
f=pVo. O

Teoreem 5.4 Iga vore kongruentside vore on distributiivne.
TOEsTUS. Olgu 6, p,0 € ConL. Siis
OAp)V(ONT) CON(pVo).

Niitame, et
ON(pVa)l(OAp)V(BAN0).

Olgu (z,y) € 0N (pVo)=0N(pVo).Siis (x,y) € 0 ja (z,y) € pVo. Ténu lausele 5.3 leiduvad
elemendid, mis rahuldavad tingimust (5.2). Kuna (x,y) € 6, siis ka (zAy,zVy) € 6. Et lause 1.25
on vore kongruentsiklassid kumerad alamvored, siis

T ANYy=200210...0 2,1 2z, =2 VY.
Seega iga i € {0,...,n — 1} korral
(Zi7zi+1) €O Np voi (Zi72'i+1) EONO

ning jarelikult
(z,y) € (OAp)V (O A0).
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5.3 Kongruentside laiendamine

Selles paragrahvis tahame toestada, et distributiivsete vorede alamvorede kongruentse saab laien-
dada terve vore kongruentsideks.

Definitsioon 5.5 Oeldakse, et vorel L on kongruentside laiendamise omadus!, kui iga
alamvore K C L ja iga kongruentsi p € Con(K) korral leidub kongruents 6 € Con(L) nu, et

(Vz,y € K)((z,y) € p = (2,y) €0).
Viimase tingimuse v6ib lithidalt kirja panna kujul
0N (K x K) =

Lemma 5.6 Olgu f : M — L vorede homomorfism. Siis vére L iga algideaali P korral on
f_l(P) vore M algideaal.

TOrsTuUs. Niitame, et hulk
fH(P)={a€M]|f(a) € P}

on vore M ideaal.

1) Olgu a,b € f~1(P). Siis f(aVb) = (a) V f(b) € P, sest f(a), f(b) € P ja P on kinnine
iilemiste rajade suhtes. Jérelikult a Vb € f~1(P).

2) Olgu a € f~1(P) ja x < a. Siis f(x) < f(a) € P ja seega f(z) € P, sest P on allapoole
kinnine. Jirelikult z € f~1(P).

Veendume veel, et f~1(P) on algideaal. Olgu z,y € M \ f~1(P). Oletame vastuviiteliselt, et

xAy € f~1(P). Siis f(z)A f(y) = f(x Ay) € P. Samas f(z), f(y) € P, mis on vastuolus sellega,
et P on algideaal vores L. Seega x Ay & f~1(P) ja f~!(P) on algideaal vores M. O

Teoreem 5.7 Distributiivsetel véredel on kongruentisde laiendamise omadus.

TOEsTUS. Vaatleme distributiivse vore L alamvoret K, selle kongruentsi p ja loomulikku pro-

jektsiooni
7: K—K/p, z~ [z,

Kui P on faktorvore K/p algideaal, siis lemma 5.6 pohjal on 7~ (P) vore K algideaal. Ténu
lemmale 4.14 on K \ m~1(P) vore K filter. Siis aga hulk I = | 7~1(P) on vore L ideaal ja hulk
F =1 (K\ 7 YP)) on vore L filter. Toepoolest, I on allapoole kinnine ja kui a < , b < y, kus
m(xz) € Pjan(y) € P, siis

m(aVb) <m(xVy)=n(x)Vr(y) €P,

seega aVb € w1 (P) = I ja I on kinnine iilemiste rajade suhtes. Analoogiliselt saab kontrollida,
et F' on L filter.

Oletame, et © € I N F. Siis leiduvad a,b € K nii, et b < x < a, 7(a) € P ja w(b) € P. Kuna
P on allapoole kinnine, siis vorratusest m(b) < m(a) saame, et W(b) € P, mis on vastuolu. Seega
INF=0.

Teoreemi 4.15 pohjal leidub vore L algideaal P nii, et

Y P)CP ja (K\n YP))NnP=0. (5.3)

'kongruentside laiendamise omadus = congruence eztension property
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Nii saame vore K/p iga algideaali P jaoks konstrueerida vore L algideaali P.
Defineerime hulgal L binaarse seose 8 jirgmiselt:

(a,b) € 0 < (VP € Prld(K/p))(a,b € P voi a,b¢ P).

Lihtne on ndha, et # on ekvivalentsiseos. Veendume, et ta on vore L kongruents. Selleks kasutame
lemmat 5.1. Olgu (a,b) € 0, c € L ning P € Prld(K/p).

1) Kui a,b € P, siis ténu lemmale 1.36 ka a A c,bAc € P. Kui a,b ¢ P ja c € P, siis samal
pohjusel a Ac,bAc € P.Kuia,bg Pjacd P, siisaAc,bAc& P, sest P on algideaal. Seega
(ane,bAhc)eb.

2) Kasutades seda, et L\ P on algfilter (vt. lauset 4.14) saame niidata, et (a Vc,bV c) € 6.
Niisiis # € Con(L). Veendume, et

0N (K x K) = p.

Olgu (z,y) € p, z,y € K. Siis [z], = [y],. Kui P € Prld(K/p) ja [z], = [y], € P, siis
z,y € 7 Y(P) C P. Kui aga [z], = [y], € P, siis z,y € K\ 7 }(P) ja seega z,y ¢ P ténu
tingimusele (5.3). See néitab, et (z,y) €0 jap CoN (K x K).

Vastupidise sisalduvuse niitamiseks olgu (z,y) € 6N (K x K). Siis iga P € Prld(K/p) korral

r,y€ P voi z,y¢&P. (5.4)

Oletame, et [z], # [y], vores K/p. Siis jarelduse 4.17 pohjal leidub vore K/p algideaal P nii, et
kehtib tks kahest juhust.

1.[z], € Pjalyl, & P.Sisz e n ' (P)C Pjaye K\7 !(P), kust y & P. See on vastuolus
tingimusega (5.4).

2. [z], € P jaly|, € P. Sellisel juhul saame analoogiliselt vastuolu.
Seega [z], = [y, ehk (z,y) € p. O

5.4 Distributiivse vore kongruentsid

Selles paragrahvis toome dra veel moned faktid distributiivse vore kongruentside kohta.
Olgu L vore ja H C L x L. Siis leidub vdhim hulka H sisaldav vore L kongruents, selleks on

6(H) :=(){p € Con(L) | H C p}.

Oeldakse, et §(H) on hulga H poolt tekitatud kongruents?.
Kongruentse (a,b) := 0({(a,b)}), kus a,b € L, nimetatakse vore L peakongruentsideks?.

Lemma 5.8 Kui L on vére ja a,b € L, siis 0(a,b) =0(a Nb,aVb).

TOErsTUS. Olgu p = 6(a,b). Kuna p on kongruents, siis (a Ab,aVb) € p. Seega O(a Ab,aVb) C p.
Naitame ka vastupidist sisalduvust. Paneme tihele, et

(a,aVvVb)=((anb)Va,(aVb)Va)eblanbaVb)

ning analoogiliselt (b, aVb) € 8(aAb, aVb). Simmeetria ja transitiivsuse tottu (a, b) € 6(aAb, aVb),
kust p C 6(aAb,aVDb). O

2hulga H poolt tekitatud kongruents = congruence generated by H
3peakongruents = principal congruence
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Jédreldus 5.9 Vore L koigil peakongruentsidel on kuju 6(u,v), kus u,v € L, u < v.
Distributiivse vore korral saab peakongruentsidele anda lihtsa kirjelduse.

Teoreem 5.10 Olgu L distributitune vore, a,b € L ja a < b. Siis iga x,y € L korral

(z,y) € 0(a,b) <= zANa=yANa ja xtVb=yVbh.
TOESTUS. Defineerime hulgal L seose p jargmiselt:

(r,y) ep<= zNa=yANa ja xVb=yVb.
Lihtne on niha, et p on ekvivalentsiseos. Toestame, et p on kongruents. Kui (z,y) € p ja z € L,
siis
(xVz)ha=(xANa)V(zANa)=(yANa)V(zANa)=(yVz)Aa

ja

(xVz)Vb=zV(zVb)=zV(yVvb) =(yVz) Vb

Jérelikult (xVz,yVz) € p. Analoogiliselt saab niidata, et (zAz,yAz) € p. Seega p on kongruents.
KunaaAa=a=bAajaaVb=>b=>bVb,siis (a,b) € p. Seega p on kongruents, mis sisaldab
paari (a,b), ning jarelikult 6(a,b) C p.
Niitame, et ka p C 6(a,b). Olgu (z,y) € p. Siisx Aa = yAajazxzVb=yVb Kuna
(a,b) € 6(a,b) ja 8(a,b) on kongruents, siis ka

(xVa)b(a,b) (xVvb) ja (xAD)0(a,b) (xAa).

Nitd
x=zV(@Aa)=zV(yNa)=((zVy A(xVa))bab) (xVy)A(xVDd))
=(@Vy)Aynd)=(yV(znbd))bab) (yVv(rAa)=yV(yae) =y,
kust transitiivsuse tottu (x,y) € 6(a,b). Seega p C 6(a,b). O

Lemma 5.11 Kui L on vore ja H C L x L, siis
0(H) = \/{0(u,v) | (u,v) € H}.

ToEstUS. 1) Kui (u,v) € H, siis 6(u,v) C 6(H).
2) Oletame, et 0 € Con(L) on hulga {0(u,v) | (u,v) € H} iilemine toke. Siis iga (u,v) € H
korral
(u,v) € O(u,v) Co

Seega H C o, millest jareldub, et 6(H) C o. |
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Lemma 5.12 Olgu L vére ja
p=\/{p| ke K}

vores ConL. Siis (x,y) € p parajasti siis, kui leiduvad n € N, z1,...,2p—1 € L ja ky,...,k, € K
nii, et
T =20 Pky T1 Pky T2 -+ Phy_q Tn—1 Pk, Tn =Y.

Seega kui (x,y) € p, siis leiduvad n € N ja ky, ..., k, € K nui, et (x,y) € \[{pry,s---, Pk, }-

TOESTUS. Selle toestuse jatame lugejale iseseisvaks labimotlemiseks. O

Teoreem 5.13 Distributiivse vore iga mittetiihi ideaal on kongruentsiklass.

TorsTUS. Olgu L distributiivne vore ja I selle mittetiihi ideaal. Olgu p; = 6(I x I) vdhim
kongruents, mis sisaldab hulka I x I C L x L. Niitame, et

(x,y) €pr<= (T el)(xVy=(xAy)Vi).
Tarvilikkus. Lemma 5.11 pohjal

pr = \/{6(u, ) | w0 € I}.
Kuna mistahes u, v, u,v; € L korral

uAN(uAvAur Avy) =v A (uAvAup Avy),
uV(uVoVu Vo) =vV(uVoVu Vo),

siis teoreemi 5.10 tottu (w,v) € (u A v Aup Avi,uVoVu Vor) ning seega peab kehtima
0(u,v) C (uAvAui Avi,uNVoVug Vor). Analoogiliselt 6(u1,v1) C O(uAvAug Avi,uNVoVugVor)
ja seega

O(u,v) VO(up,v1) COuAvAu Avi,uVoVu Vo).

Jarelikult lemma 5.12 pohjal

pr = U O(u,v).

u,wel

Olgu (x,y) € py. Siis leiduvad a,b € I nii, et (z,y) € 6(a,b). Téhistades u:=aAbjav:=aVb
on meil u,v € I, u < v ja ténu lausele 5.8 kehtib vordus 6(a,b) = 0(u,v). Seega (z,y) € 0(u,v).
Teoreemi 5.10 pohjal x Vv =y Vov. Kunaz <yVvjay <yVo, sisxVy < yVo. Jarelikult

(xAy)V(wA(xVy)=(xVo)A(zVaVy AlyVu)A(yVzVy)
=y Vu)A(zVy AlyVo)AzVy)
=(@Vvy A(wVy)
=z Vy,

kusjuures v A (x Vy) € I.
Piisavus. Olgu zVy = (x Ay)Vi= (z Vi) A(y Vi), kus i € I. Kuna

(xVi)A@yVi)=(xAy)Vi=(zAy)ViVi=(zVy Vi=(xVi)V(zVi),
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siis x Vi = y V i. Lisaks sellele
cA(@AYyNi)=yA(xAyNi),

ning seega teoreemist 5.10 jareldub, et (z,y) € O(x Ay Ai,i) C py. Jarelikult (z,y) € pr.

Votame mingi 49 € I ja néitame, et
I = T[io) ;-

Kui i € I, siis (i,i9) € I x I C pr. Seega I C [ig],,. Vastupidi, olgu = € [ig],,. Siis leidub j € I
nii, et x Vig = (x Adg) V j. Jarelikult

x=xA(@xVig)=xA(xANig)Vj) e,

sest (z ANig)Vj €l jax<(xAig)Vj. Seega ka [ig],, C I. O



Peatukk 6

Boole’1 vored

Definitsioon 6.1 Véret L nimetatakse tokestatuks', kui temas leidub suurim element 1 ja
vahim element 0.

Definitsioon 6.2 Téokestatud vore L elementi b nimetatakse elemendi a tdiendiks?, kui
aNb=0 ja aVb=1.

Definitsioon 6.3 Oeldakse, et tokestatud vore L on tdienditega®, kui selle igal elemendil lei-
dub téaiend.

Lemma 6.4 Tokestatud distributiivses vores on igal elemendil dlimalt ks tdiend.

TOESTUS. Olgu L tokestatud distributiivne vore. Oletame, et by ja bs on elemendi o téiendid.
Siis

b1 :bl/\1:b1/\<a\/b2) :(bl/\a)\/(bl/\bg) :O\/(bl/\bg) = by A by,
kust b1 < be. Analoogiliselt saab niidata, et by < by ja seega by = bs. O

Tokestatud distributiivses vore elemendi a iiheselt médratud taiendit tdhistame siimboliga
a'. SeegaaNad =0jaaVad =1.

Definitsioon 6.5 Boole’i vore* on tiienditega distributiivne vére.

Niide 6.6 Kui X on hulk, siis (P(X),N,U) on Boole’i vore. Selles vores hulga A C X téiend
on A= X\ A

Lause 6.7 Olgu L Boole’i vore. Siis
1. 00=1ja 1 =0;
2. d" =aiga a € L korral;
3. kehtivad de Morgani reeglid®: iga a,b € L korral

(avbd) =d AV ja (anb) =d VI

Ltokestatud vore = bounded lattice
2taiend = complement

3taienditega vore = complemented lattice
4Boole’i vére = Boolean lattice

®de Morgani reeglid = de Morgan laws
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4. iga a,b € L korral
aNb=(d V) ja avb=(d ANV);

5. 19a a,b € L korral
a<b<=aAb =0.

ToEsTUS. 1. Kuna 0A1=0ja 0V 1=1,siis 0' = 1. Analoogiliselt 1’ = 0.
2. Kui d’ on a tiiend, siis @’ taiend on a, s.t. a”’ = a.
3. Olgu a,b € L. Siis

(aVO)A(d AY)=(and ANY)V(BAd AY)=(0AY)V(0Ad)=0V0=0,
(aVvb)V(d Ab)=(avbVd)A(avbVE)=(1VbA(aV]1)=1V1=1,

seega (a V b) = a’ Ab. Teise vorduse kontroll on analoogiline.
4. See jareldub viidetest 2 ja 3.
5. TARVILIKKUS. Olgu a < b. Siis a A b = a ja seega

aNb =aANbAb =an0=0.
Puisavus. Olgu a A Y = 0. Siis
aNb=(aAb)VO=(aAb)V(aAV)=aA(bVV)=arl=a

ja seega a < b. O

Jargnev teoreem annab iihe Boole’i vorede kirjelduse.

Teoreem 6.8 Tokestatud vore L on Boole’i vore parajasti sius kui L 1gal elemendil leidub tapselt
tiks taiend ja vores L kehtivad de Morgani seadused.

TOESTUS. TARVILIKKUS. See on ndidatud lemmas 6.4 ja lauses 6.7.
Piisavus. Peame niitama, et vore L on distributiivne. Selleks tahame kasutada teoreemi 4.6
tingimust 4.

Koigepealt néitame, et

Ve,ye L)z <y = z=(xzVy)Ay ja y=aV (2 Ny). (6.1)
Toepoolest, kui x < y, siis z V (' Ay) < v,
12 (Vv @ Ay)Vyz (V@ Ay)vvE Ay) =1,
@V (@ Ay) Ay=2'A@E Ay Ay= (" Ay A Ay) =0,
mis tdhendab, et (z V (2/ Ay)) = ¢ ja seega ténu lause 6.7 teisele osale
V(2 ANy)=y.

Kuna x = x Ay, siis 2’ = (x Ay) = 2/ V. Jarelikult 4 < 2/ ning vastavalt eespooltoestatule
' =y VvV (y A2'), millest tinu de Morgani seadustele

= VvVynrd) =yryrs) =yn@y Vz)=(zVy)Ay.

Sellega on omadus (6.1) toestatud.
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Oletame niitid, et a,b,c € L ja
aNc=u=D>bAc,
aVec=v=>bVec
Siis @ = a V u ning tdnu omadusele (6.1) kehtib vordus ¢ = u V (u’ A ¢), mistottu
aVv @ V@ Ae)=(aVvu)Vv @V Ac))

=aVv'V(uV @ Ac)
=aVv Ve
=aVeVv

=oVvv
=1

ning analoogiliselt
bv (W' V@ Ae))=1.

Kuna ¢ A v/ < ¢ < v, siis tingimuse (6.1) pohjal

chu' = ((end) V')A

ning seega
aN@ V@ Ae)=arvA @V (uAC))
=aAcAhu
=uAnu
=0.
Analoogiliselt

bA (W V(W Ac)) =0.

Kuna nii a kui b on elemendi v' V (u’ A ¢) tiiendid, siis peavad a ja b eelduse kohaselt vordsed
olema. Teoreemi 4.6 tingimuse 4 pohjal on vore L distributiivne. O

Uurime niilid Boole’i vorede kongruentse. Meil laheb vaja jirgmist abitulemust.
Lemma 6.9 Kui L on vore, a,b € L ja p € ConL, siis
(aNbya) € p<= (baVb)c€np.
TOESTUS. Kui (a Ab,a) € p, siis neelduvuse tottu ka
(byaVb)=((anb)VbaVbd)ep.

Vastupidise implikatsiooni toestus on analoogiline. O

Teoreem 6.10 Boole’s vore kongruentsid on iksiiheses vastavuses selle vore ideaalidega.
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TOEsTUS. Olgu L Boole’i vore. Defineerime kujutuse f : Con(L) —1d(L) vordusega

Ténu lausele 1.25 on [0], vore L kumer alamvore. Kui a € [0],, b € L ja b < a, siis kumeruse
tottu jéreldub vorratustest 0 < b < a, et b € [0],. Seega [0], on allapoole kinnine ja [0], € Id(L).

Teoreem 5.13 iitleb, et kui I € Id(L), siis I on hulga I x I poolt tekitatud kongruentsi py
klass. Et 0 € I, siis

Flpr) = [0),, =1

ja seega kujutus f on siirjektiivne.
Naitame, et f on injektiivne. Selleks oletame, et f(p) = f(o), p,o € Con(L), ehk [0], = [0],-
Elementide a,b € L korral vaatleme elementi ¢ = (a A b)’ A (a V b). Siis

cA(anb)=(aAb)A(aAb) A(aVb)=0A(aVb)=0,
cV(aAb)=((anb) A(aVb)V(aAnb)=((aAb)V(aAb)A((aVb)V(aAb))
=1A(aVb)=aVh.

Seega on vores L alamvore

aVb
c alNb
0
Niiiid
(a,b) € p<= (aNb,aVb)ep (lemma 1.28)
<= (0,c) € p (lemma 6.9)
<= c€[0],.

Analoogiliselt (a,b) € o parajasti siis, kui ¢ € [0],. Kuna [0], = [0],, siis p = 0. O



Peatukk 7

Poolmodulaarsed vored

Definitsioon 7.1 Voret L nimetatakse poolmodulaarseks!, kui ta rahuldab iilemist katmis-
tingimust, s.t.
(Va,b,ce L)(a <b=aVc=bVec).

Niide 7.2 1. Iga modulaarne vore on poolmodulaarne tinu lausele 3.7.
2. Iga lopmatu vore, kus ei leidu iihtegi katvat paari (a < b), on poolmodulaarne.

3. Vore
1

0

on poolmodulaarne vore, mis ei ole modulaarne, sest ta sisaldab alamvoret {0, a,d, e, 1}, mis on
isomorfne vorega Nj.

Definitsioon 7.3 Oeldakse, et vore on 16pliku pikkusega?®, kui kdik tema maksimaalsed ahe-
lad on loplikud.

Lemma 7.4 Mittetihi lopliku pikkusega vore on tékestatud.

TOESsTUS. Olgu L mittetiihi lopliku pikkusega vore ja olgu ag € L suvaline element. Kui oletada,
et vores L ei leidu suurimat elementi, siis leidub a1 > ag, leidub as > a; jne. Seega tekib l6pmatu
ahel

ap<ayp <ag<...,

mis on vastuolus eeldusega. Seega L sisaldab suurimat elementi ja analoogiliselt saab toestada,
et L sisaldab vihimat elementi. |

! poolmodulaarne vére = semimodular lattice
216pliku pikkusega vore = lattice of finite length
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Niide 7.5 Tokestatud vore ei pea olema 16pliku pikkusega. Néiteks vore NU{oo} on tokestatud,
kuid mitte 16pliku pikkusega.

Teoreem 7.6 Lopliku pikkusega poolmodulaarses vores on mistahes kaks maksimaalset ahelat
mistahes kahe elemend: vahel sama pikkusega.

TogrsTUS. Olgu L 1opliku pikkusega poolmodulaarne vore ja x,y € L. Me toestame, et kui
r=ayg<a1 <...<am1<an=21y, (7.1)

r=by<b <...<bp1<b,=y (7.2)

on maksimaalsed ahelad, siis m = n. Me teeme seda induktsiooniga min(m,n) jargi.

Alus. Kui min(m,n) = 1, siis < y on maksimaalne ahel, s.t. ei saa leiduda iihtegi elementi ¢

nii, et r < c < y. Seegam=n=1.

Samm. Olgu niiiid £ = min(m,n) > 1 (s.t. ahelates (7.1) ja (7.2) on vihemalt kolm elementi)

ning eeldame, et viide kehtib elementide ja ahelate puhul, millest lithema pikkus on viiksem kui

k. Oletame, et k = m ehk m < n (kui k = n, siis on toestus analoogiline). Vaatleme kahte juhtu.
1) a; = b;. Siis elementide a; ja y vahel on maksimaalsed ahelad

ap <ax<...<apm=1Y,

ag <bs<...<b,=y

pikkustega vastavalt m — 1 ja n — 1. Induktsiooni eelduse pohjal m — 1 =n — 1, kust m = n.
2) a1 # by. Vaatleme elementi a; V b. Ilmselt a; V by # by, sest vastasel korral a1 < by, kust
saaksime ahela
r<ap <b <...<bp_1<b, =y,

mis on vastuolus ahela (7.2) maksimaalsusega. Seega b1 < aj V by ja analoogiliselt a1 < aj V b;.
On selge, et a1 V by < y. Vaatleme niitid mingit maksimaalset ahelat

apVep<cg<ceg<...<cp1<cp=y.

Selline ahel leidub ténu L 16plikule pikkusele.

a9 bg

ay b1
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Kuna L on poolmodulaarne ja x < a1, < by (tdnu ahelate (7.1) ja (7.2) maksimaalsusele), siis
bi=xzVb 2a1Vb ja ai=xzVa b Va.
Et b1 # a1 V by ja a; # b1 V ay, siis
b1 <a1 Vb ja a; <byVar.
Siis a; ja y vahel on kaks maksimaalset ahelat
g <ax<...<op-1<am=1Y,

ap<apVer<ez<ey<...<cp1<c=1Y,

kusjuures min(m — 1,p — 1) = min(m,p) — 1 < m = k. Induktsiooni eelduse pohjal m = p.
Kasutades veelkord induktsiooni eeldust elementide b; ja y vahel olevate ahelate jaoks saame, et
m=p=n. o

Lopliku pikkusega vores L defineerime korgusfunktsiooni® h : L —NU {0} jérgmiselt:
h(a) = pikima maksimaalse ahela pikkus 0 ja a vahel = len([0, a]).
Muuhulgas h(0) = 0.
Lause 7.7 Olgu L lopliku pikkusega vore, a,b € L ja a < b.
1. Kui h(b) = h(a) + 1, siis a < b.
2. Kui L on poolmodulaarne ja a < b, siis h(b) = h(a) + 1.

TorsTus. 1. Olgu h(a) = m ja kehtigu vordus h(b) = m + 1. Siis a # b ja leidub maksimaalne
ahel

O=ay<a <...<a, =a.

Kui oletada vastuvéiteliselt, et a £ b, siis leidub ¢ € L nii, et a < ¢ < b. Seega leidub ahel
O=ap<a<...<ap=a<c<hb,

mis téhendab, et h(b) > m + 2, vastuolu. Jarelikult a < b.
2. Eeldame, et L on poolmodulaarne ja a < b. Kui

O=agy<an<...<apn=a
on maksimaalne ahel 0 ja a vahel, siis
O=ar<a1 <...<am=a<b

on maksimaalne ahel 0 ja b vahel. Poolmodulaarses vores on koik maksimaalsed ahelad 0 ja b
vahel sama pikkusega (vt. teoreemi 7.6), jarelikult h(b) = m + 1 = h(a) + 1. O

Jireldus 7.8 Olgu L lopliku pikkusega poolmodulaarne vore, a,b € L ja a < b. Siis

len([a, b]) = h(b) — h(a).

3kérgusfunktsioon = height function
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ToOrsTUS. Olgu
O=agy<a1 <...<ap=a
ja
< Aptl = Q42 < .. < Gmin =b

maksimaalsed ahelad. Siis len([a, b]) = n ja lause 7.7 pohjal

h(b) = h(am+n—1) + 1 = h(amin—2) +2=... = h(a) + n = h(a) + len([a, b]).

Osutub, et selle korgusfunktsiooni abil saab kirjeldada poolmodulaarseid voresid.

Teoreem 7.9 Olgu L lopliku pikkusega vore. Siis jargmised viited on samavddrsed.
(1) L on poolmodulaarne.
(2) Mistahes a,b,c € L korral, kui a Nb < a jaaNb=<b, siisa<aVbjab=<aVb.

(8) Kui a,b,c € L, a < b ja C on maksimaalne ahel loigus [a,b], siis {xVc |z € C} on
maksimaalne ahel loigus [a V ¢,bV ¢].

(4) Mistahes a,b € L korral

h(a Ab) + h(aV b) < h(a) + h(b).

TOEsTUS. (1) = (3). Olgu C maksimaalne ahel 16igus [a, b]. Ténu poolmodulaarsusele, kui < y
ahelas C, siis z V¢ <y V ¢ jaseega {z V¢ | x € C'} on maksimaalne ahel.

(3) = (1). Eeldame, et (3) kehtib ja a,b,c € L. Kui a < b, siis {a,b} on maksimaalne ahel
16igus [a, b]. Eelduse pohjal {aV ¢, bV} on maksimaalne ahel 16igus [aV e, bV ). Seega aVe < bVe
voiaVe=bVe

(3) = (4). Eeldame, et kehtib (3). Siis, nagu ndgime, L on poolmodulaarne. Olgu a,b € L
ja olgu C' maksimaalne ahel 16igus [a A b, b]. Jarelduse 7.8 pohjal on len(C) = h(b) — h(a A D).
Tingimusest (3) saame, et D = {a V z | x € C} on maksimaalne ahel 16igus [(a Ab) V a,bV a] =
[a,a V b]. Tlmselt

len(D) < len(C) = h(b) — h(a A D).

Jareldusest 7.8 saame, et len(D) = h(a V b) — h(a). Seega h(a V b) — h(a) < h(b) — h(a A b) ehk

h(a Ab) + h(aV b) < h(a) + h(b).

(2) = (1). Olgu a,b,c € L ja a < b. Peame néitama, et a V ¢ = bV c. Vaatleme erinevaid
juhtumeid.

l)e<a.SiisaVe=a<b=bVe

2)b<aVe. Kunac < aVe,siis bVe < aVe. Samas vorratusest a < b jireldub, et aVe < bVe.
Seega aVec=>bVec.

3)cgLajabg aVe Olgu

a=dp<di<do <...<dp_1<d,=aVc
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maksimaalne ahel 16igus [a, a V c|.

bVve

aVec

Kuna b € a V¢, siis b # dy. Samas a < b, a < dy ja b A dy = a. Tingimuse (2) pohjal b < bV dy
jad; < bVdy. Niid bV dy 75 ds, sest b % aVcning di < bV dy, di < da, (b\/dl)/\dg =d.
Tingimuse (2) tottu bV d; < bV ds ja do < bV dy. Analoogiliselt jitkates jouame selleni, et
dp, < bV dy, kust

aVe=d, <bVd,=bVaVvVec=>bVe

(4) = (2). Eeldame, et kehtib tingimus (4). Néitame, induktsiooniga h(x) jérgi, et tingimus
(2) kehtib vore L igas alamvores | x, kus « € L. Siis vottes # = 1 néeme, et (2) kehtib vores
11=1L.

Alus. Kui h(z) = 0, siis z = 0 ja ilmselt alamvore |0 = {0} rahuldab tingimust (2).
Samm. Olgu h(x) > 0 ning eeldame, et tingimus (2) kehtib igas alamvores |y, kus y < z. Olgu
a,belx,aNb<a,aNb=<bjaa#b.

Kui oletada, et @ = x, siis b < * = a jab = aAb < b, mis on vastuolu. Seega a < z ja
analoogiliselt b < x. Induktsiooni eelduse pohjal rahuldab vore | a tingimust (2). Nagu eespool
néidatud, jareldub sellest, et vore | a on poolmodulaarne. Kuna selles vores aAb < a, siis lause 7.7
pohjal h(a) — h(a A b) = 1. Tingimusest (4) jareldub, et

h(aVb) < h(a) + h(b) — h(a Ab) = h(b) + 1.

Kui oletada, et a = a V b, siis b < a, mis annab sarnaselt eelnevaga vastuolu. Seega a < a Vb ja
analoogiliselt b < a V b. Sellest jareldub, et h(b) < h(a V) ehk h(b) + 1 < h(a V b). Kokkuvottes
h(b) +1 = h(a V b), mis tédnu lausele 7.7 tdhendab, et b < a V b. Analoogiliselt a < a V b. O

Definitsioon 7.10 Tokestatud vore L 1oplikku aatomite hulka I nimetatakse soltumatuks?,
kui
VLK CHWINK=0= (\/J)r(\/K)=0).

Teoreem 7.11 Olgu I = {ay,...,a,} mingi aatomite hulk lopliku pikkusega poolmodulaarses
vores. Siis on jargmised viited samavddrsed.

1. I on séltumatu.

4s6ltumatu aatomite hulk = independent set of atoms
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2. (@ V...Vaj)Najy1 =014ga i € {1,...,n— 1} korral.
3. h(a1 V...Vay) =n.

TOESTUS. 1. = 2. See on ilmne.

2. = 3. Kuna 0 < as, siis a1 = a1 V0 < a1 V as. Kuna a1 = a; V ag pole voimalik, siis
a1 < a1V as.

Kuna 0 < ag, siis a1 V as =X aj V as V ag. Kui oletada, et a1 Vas = a1 V as V ag, siis
ag < ay V ag, millest jareldub, et (a1 V az) A as = ag # 0. Viimane on vastuolus eeldusega.
Jarelikult a; V as < a1 V as V as. Nii jitkates saame ahela

0<ai<aiVay<aiVayVaz<...<aiV...Van,.

Kuna see on maksimaalne ahel 0 ja a; V...V a, vahel, siis h(a; V...V a,) =n.
3. = 1. Olgu J, K C I sellised, et JN K = (). Veendume, et

h(\/J) = |J].
Oletame tldisust kitsendamata, et J = {a1,...,ax}, kus k < n. Poolmodulaarsuse tottu
0<a;=a;Vaya;VaaVaz=2...2a1V...Va,.
Kui mingil kohal selles ahelas oleks vordus, siis ei kehtiks vordus h(a; V...V a,) = n. Seega
O<ap<aiVars<aVasVaz<...<a1V...Vap<...<a1 V...Vay.

Seega
h\/J)=h(aV...Va)=k=|J|.

Analoogiliselt h(\/ K) = |K]| ja h(\/(JU K)) = |J U K|. Tdnu teoreemile 7.9

Jarelikult h ((\/ J) A (V K)) =0 jaseega (\/ J)A(V K)=0. O

Niide 7.12 Viimasest teoreemist jareldub néiteks fakt, et 1oplikumootmelise vektorruumi vek-
torid ai,...,a, on lineaarselt sdltumatud parajasti siis, kui dim(span(ay,...,a,)) = n.



Peatukk 8

(Geomeetrilised vored

Nii nagu algebralised véred tekivad loomulikul viisil seoses algebraliste struktuuridega nii tekivad
geomeetrilised vored seoses geomeetriatega.

Definitsioon 8.1 Voret L nimetatakse geomeetriliseks', kui
GL1. L on poolmodulaarne,
GL2. L on algebraline,

GL3. L kompaktsed elemendid on parajasti L aatomite 16plikud iilemised rajad.

Definitsioon 8.2 Oeldakse, et vore L on atomistlik?, kui selle vore iga nullist erinev element
on mingi aatomite hulga iilemine raja.

Lause 8.3 Vore on geomeetriline parajasti sits, kui L on
(1) poolmodulaarne,
(2) taielik,
(8) atomustlik,
(4) wore, mille aatomid on kompaktsed.

TOEsTUS. TARVILIKKUS. Olgu vore L geomeetriline. Algebralisusest jareldub téielikkus.
Iga aatom a on hulga {a} iilemine raja. Ténu tingimusele GL3 on aatom a kompaktne.
Jaab veel ndidata, et L on atomistlik. Kui x € L, siis tdnu algebralisusele leiduvad kompaktsed
elemendid a;, ¢ € I nii, et
T = \/ a;.

el
Tingimuse GL3 tottu on iga a; mingite aatomite iilemine raja. Seega on ka z aatomite lilemine
raja.
Prisavus. Eeldame, et kehtivad tingimused (1)—(4) ja néitame, et L on geomeetriline vore.
GL1. See kehtib triviaalselt.
GL2. Teame, et L on téielik. Tanu tingimustele (3) ja (4) saab iga L elemendi esitada kompaktsete
elementide lilemise rajana. Seega L on algebraline vore.

lgeomeetriline vore = geometric lattice
Zatomistlik vore = atomistic lattice
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GL3. Oletame, et x € L on kompaktne element. Kuna L on atomistlik, siis leiduvad aatomid
ai,i € I nii, et z = \/;_; a;. Kompaktsuse t6ttu leidub 16plik alamhulk I; C I nii, et x < V¢, ai-

Kuna
\/ai=$< \/aié\/ai,

el icly icl

el

siis = /¢y, @i ehk x on aatomite 16plik iilemine raja.
Vastupidi, oletame, et x on aatomite 16plik iilemine raja:

r=ai1V...Vay,

kus ai,...,a, on aatomid. Néitame, et x on kompaktne. Selleks oletame, et x < \/ X, kus X C L
on mingi hulk. Siis ka a; < \/ X iga i € {1,...,n} korral. Et aatomid on kompaktsed, siis iga
i€ {l,...,n} jaoks leidub 16plik alamahulk X; C X nii, et a; < \/ X;. Siis aga

z<(\V/X)v... v\ X =\ (X1U...UX,),
kus hulk X; U...U X, on loplik. Seega x on kompakte. |

Definitsioon 8.4 Hulka A koos sulundioperaatoriga ~ : P(A) —=P(A), X + X nimetatakse
geomeetriaks?, kui on tiidetud jirgmised tingimused.

G1. 0 =0 jaiga a € A korral {a} = {a}.
G2. Kui v € X U{y}, aga = ¢ X, siis y € X U {x}.
G3. Kui z € X, siis leidub 16plik alamhulk X; C X nii, et z € X;.

Niide 8.5 Niiteks 7 punkti ja 7 sirgega Fano tasand* rahuldab neid geomeetria aksioome.

Lemma 8.6 Kui ~ on sulundioperaator hulgal A ja X,Y C A, siis XUY = X UY.

TOrsTUS. Kuna X UY C X UY,siis XUY C XUY.
Vastupidi, kuna X C X UY jaY C X UY, siis X UY C X UY ja seega

XUy CcxXuyY=XUuUY.
0

Kui hulgal A on antud geomeetria, siis voib vaadelda sulundioperaatori ~ suhtes kinniste
alamhulkade voret
L={XCA|X =X},

kus alumisteks rajadeks on iihisosad, iilemised rajad on antud valemiga
XVY=XUY

ning jirjestusseoseks on sisalduvusseos. Tanu aksioomile G1 sisaldab vore L vihimat elementi ()
ning alamhulgad {a}, a € A on vore L aatomiteks.

Kinniseid alamhulki geomeetrias kutsutakse alamruumideks®. Oeldakse, et alamruum X
on tekitatud hulga X poolt.

3geomeetria = geometry
4Fano tasand = Fano plane
Salamruum = subspace
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Teoreem 8.7 Iga geomeetria kinniste alamhulkade vére on geomeetriline.

TorsTUS. Olgu (A4, 7) geomeetria ja vaatleme voret L = {X C A | X = X}. Selle vore geomeet-
rilisuse kontrollimiseks kasutame lauset 8.3.
(1) Néitame, et vore L on poolmodulaarne. Toestame koigepealt, et mistahes X, Y € L korral

X <Y< Qe A\ X)(Y =XU{y}). (8.1)
Eeldame, et X <Y. Siis X C Y ja seega leidub y € Y\ X. Siis aga X € X U {y} C Y, kust
XCcXu{ylCcYy =Y.

Kuna X U{y} € L ja X <Y vores L, siis X U{y} =Y.

Vastupidi, eeldame, et Y = X U {y}, kus y ¢ X. Oletame, et X C Z C Y, kus Z € L. Siis
leidub mingi z € Z\ X. Kuna z ¢ X = X, kuid 2z € X U{y} =Y, siis aksioomi G3 pohjal
yeXU{z}CZ=7Z Siisaga XU{y} C Zja

Y=XU{ylCZ=2CY.

Jarelikult Y = Z ja X < Y. Sellega on toestatud omadus (8.1).
Veendume, et L rahuldab ilemist katmistingimust. Olgu X,Y,U € L ja X < Y, kusjuures
Y =XU{y},y & X. Siis

XvU=XUU,
YVU=XUUU{y}.

On kaks véimalust.
)ye XUU.Siis XvVU=YVU.
2) y¢ X UU. Lemma 8.6 tottu

(XVO)U{y}=XUUU{y}=XuUU{yl=YVU.

Ténu tingimusele (8.1) peab kehtima X VU <Y VvV U.
Sellega on toestatud vore L poolmodulaarsus.

(2) Tanu teoreemile 2.14 on vore L téielik.
(3) Kui X € L, siis

X=X=|J{a} =V {a}.

reX reX
Seega iga L element on aatomite iilemine raja ja vore L on atomistlik.

(4) Néitame, et elemendid {a}, a € A on kompaktsed vores L. Oletame, et
{a} < \/ xi =X,
i€l i€l
kus X; € L iga ¢+ € I korral. Siis tingimuse G3 tottu leidub loplik alamhulk Iy C I nii, et
Uiell X; C UiEI X; ja a € Uieh X; ehk

{a}c Jxi=V x,

i€l i€l

kus X; € L iga i € I; korral. Seega {a} on kompaktne. O
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Teoreem 8.8 Iga geomeetriline vore on isomorfne mingi geomeetria kinniste alahulkade vorega.

TOgrsTUS. Olgu L geomeetriline vore ja olgu A selle vore koigi aatomite hulk. Kui X C A, siis
tahistame
X={acA|la<\/X}CA

Veendume, et nii tekib sulundioperaator hulgal A. On selge, et X C X ja et kui X C Y, siis
X C Y. Niitame, et

vxca\/x=\VX). (8.2)
Vorratus \/ X < VX on ilmne. Kui a € X, siis a < \/ X, see tdhendab, et \/ X on hulga X

iilemine toke. Seega \/ X <\ X.
Tingimusest (8.2) saame, et

X={acAla<\/X}={acAla<\/X}=X.

Seega ~ on sulundioperaator hulgal A. Niditame, et meil tekib geomeetria.

G1. On selge, et

@:{aeA\ag\/Q)}:{aeA]cng}:@
ja L
{a}={peajp<\/{a}} ={peAlb<a} = {da}

iga a € A korral.

G2.Olguz,y€ A, X CA v e XU{yljar g X.Siisz € VX jar <\V(XU{y}) =
(V X) V y. Kasutades seda, et 0 < y, ja poolmodulaarsust saame, et

Vx=Nx)vo=<(\/X)vy. (8.3)
Kuna (\/ X) Vy on iilemine toke elementidele = ja \/ X, siis (V X)Va < (V X)Vy. Et z £ \V X,
siis VV X # (V X) Va. Jarelikult \/ X < (VX) Ve < (VX)Vy. Katmise tottu (vt. 8.3) peab

kehtima vordus
VX ve=(N\X) vy

Seegay < (VX)vy=(VX)Vz=\(XU{z}), kust y € X U{x}.

G3. Kuna L on algebraline vore, siis koik tema aatomid on kompaktsed tdnu lausele 8.3. Kui
niiiid a € X, siis a € A ja a < \/ X, kust kompaktsuse tottu saame, et a < \/ X7 mingi 16pliku
alamhulga X; C X korral. Seega a € X.

Niisiis (A, ~) on geomeetria. Vaatleme selle geomeetria kinniste alamhulkade voret
LI'={XCA|X=X}.
Defineerime kujutuse f : L' — L vorduega
fx)=\/x.

Siis f(0) = 0. Kui « € L\ {0}, siis leidub alamhulk B C A nii, et = \/ B. Kasutades tingimust
(8.2) saame, et f(B) =\/ B =\/ B = x, mis tihendab, et f on siirjektiivne.

On selge, et f siilitab jérjestust. Olgu X, Y € L' ja \/ X < Y. Siis iga x € X korral
r< VX <VY,milet z €Y =Y. Seega X C Y. Kuna f on bijektiivne sisestus, siis on ta
vorede isomorfism. O
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