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Diferentsiaalvorrandid
VI PTK HARILIKUD DIFERENTSIAALVORRANDID

6.1. SISSEJUHATUS

Tehniliste lilesannete matemaatiline analiilis koosneb kolmest etapist:
1) ilesande tingimuste esitamine matemaatika keeles,

2) matemaatilise iilesande lahendamine,

3) saadud tulemuste tdlgendamine.

Oletame, et funktsioon y = f(x) kirjeldab mingi nédhtuse kvantitatiivset kiilge. Sageli ei ole néhtuse
vaatlemisel vdimalik kindlaks teha x ja y vahelist soltuvust, kuid saame maéérata suuruste x,y,y’,y", ...
vahelise seose, ehk saame koostada diferentsiaalvorrandi. Saadud seosest muutujate x, y ja tuletiste vahel on
vaja tuletada otsene seos x ja y vahel ehk soltuvus y = f(x) ehk tuleb integreerida diferentsiaalvorrand.

Niide 6.1. Mingilt korguselt visatakse alla keha, mille mass on m. Leida seaduspérasus, mille jargi muutub
keha langemiskiirus v = f(t), kui kehale mojub peale raskusjou veel Shutakistus, mis on vdrdeline kiirusega
(vordetegur on k).

Newtoni II seaduse pdhjal

dv dv
dt’ dt
a on liikuva keha kiirendus (kiiruse tuletis aja jargi), F on kehale liikumise suunas mojuv joud. See joud
koosneb kahest komponendist: raskusjoust mg ja Shutakistusest—kwv, see on keha litkumisele vastassuunaline
dv

e

kus v = f(t) on otsitav funktsioon. Saime seose otsitava funktsiooni ja tema tuletise vahel ehk
diferentsiaalvorrandi funktsiooni v suhtes. See viljendab mdningat tiiiipi langevarjude langemise seadust.
Lahendada diferentsiaalvdrrand, tdhendab leida selline funktsioon v = f(t), mis samaselt rahuldab

diferentsiaalvorrandit. Selliseid funktsioone on Idpmata palju. Osutub, et antud diferentsiaalvdrrandit rahuldab
funktsioon

F=m a,

=mg — kv, (D

k m
v=_Ce m+ Tg (2)

kus C on mistahes arv (integreerimiskonstant). Kontrollime lahendi Gigsust, leides lahendist (2) tuletise ja
asendades vorrandisse (1) eraldi vasakule ja paremale poolele.

dv c _k, ( k) dv c _k, ( k) Ck _k,

—_—= m | —— —_— = . m | ——|] = — m

I e —) v.p. m—_-=m-Ce — e m,
_k,  mg Ky

p.Dp. mg—kvzmg—k(Ce m +T)=—Cke m’,

Parem pool ja vasak pool on vordsed, jarelikult avaldis (2) rahuldab vorrandit (1).
Milline neist funktsioonidest annab otsitava seose v ja t vahel?
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Selle leidmiseks kasutame lisatingimust: keha allaviskamisel anti talle algkiirus v, . Siis funktsioon v vorrandis
(2) peab rahuldama algtingimust. Liikumise alghetkel aeg t = 0 ja kiirus v(0) = v,. Asendame mdlemad
suurused valemisse (2) ja avaldame C

UOZCB mO+T:C+T = C:UO—T.

Seega konstant C on leitud ja soltuvus v ja t vahel avaldub kujul
_ mg\ _k, mg
(UO — K ) e m + T .

6.2. DIFERENTSIAALVORRANDI MOISTE, CAUCHY ULESANNE
Definitsioon. Diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vorrandit, milles on otsitavaks {ihe v0i mitme muutuja
funktsioon, vorrand seob otsitavat funktsiooni ja tema tuletisi soltumatute muutujatega.
Naited diferentsiaalvorrandite kohta:
2 8
'=2x—1, Y +-y +5y=0,
y yory tzY
kus otsitavaks on funktsioon y = f(x).

Definitsioon. Harilikeks diferentsiaalvorranditeks nimetatakse diferentsiaalvorrandeid, kus otsitav
funktsioon y = f(x) soltub iihest argumendist x.

Definitsioon. Osatuletistega diferentsiaalvorranditeks nimetatakse diferentsiaalvorrandeid, kus otsitavaks
on mitme muutuja funktsioon ja vorrand sisaldab osatuletisi.

Definitsioon. Diferentsiaalvorrandi jarguks nimetatakse temas sisalduvate tuletiste korgeimat jarku.
Hariliku diferentsiaalvérrandi iildkuju on jargmine

(D(x,y, y,y", ...,y(")) = 0.

Esimest jirku hariliku diferentsiaalvérrandi iildkujuks on

D(x,y,y)=0.

Definitsioon. Diferentsiaalvorrandi lahendiks nimetatakse sellist funktsiooni, mille asetamine vorrandisse
muudab vorrandi samasuseks sdltumatu muutuja suhtes.

Definitsioon. Diferentsiaalvorrandi integraalkdveraks nimetatakse diferentsiaalvdrrandi lahendile y =
y(x) vastavat joont xy-tasandil.

Niide 6.2. Olgu antud diferentsiaalvorrand
2 2
"——y'+—=y=0.
YooY T2y

Niitame, et funktsioon y = 2x + x? on antud diferentsiaalvorrandi lahend. Selleks vdotame lahendist esimese
ja teise tuletise ning asendame need esialgsesse vorrandisse.

2 2 4 4
y' =2+ 2x, y'=2 =2 2-=-Q+20)+=5Cx+x*)=2-=--4+-+2=0.
X X X X
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Niide 6.3. Olgu antud diferentsiaalvorrand
y' =2x—-1
Lahendiks on y = x? — x, aga ka funktsioonid y = x? — x + C, kus C on suvaline konstant.

Definitsioon. Diferentsiaalvorrandi iildlahendiks ehk {ildintegraaliks nimetatakse diferentsiaalvrrandi
lahendit, mis sisaldab suvalist konstanti €. Vorrandi iildlahendis sisalduvate suvaliste konstantide arv on
vOrdne vOrrandi jarguga.

n —jarku diferentsiaalvérrandi iildlahendiks on funktsioon, mis sisaldab n suvalist konstanti

y = f(x, Cl' Cz, . Cn),
ilmutamata kujul @(x,y, C4,C,, ...,C,) = 0.

Niiteks diferentsiaalvorrandi y’ = 2x — 1 iildlahendiks on y = x? — x + C. Nende paraboolide haripunktid
asuvad sirgel x = 1/2. Uldlahend esitab paraboolide parve. Niiteks, kui

1 1 1 3
€=l x=gy=373%1=y
1 1 1
C=0, X=E,y=z—z+0=—z,
Co—1 1 11 5
R A A R R TRy .
Et leida selle parve hulgast niisugune, mis ldbib punkti -

A(1; 2), tuleb médrata konstant C:
2=1-1+4+C = C=2.
Punkti A(1; 2) 1ibib integraalkdver y = x2 — x + 2.

Diferentsiaalvorrandi erilahendiks nimetatakse diferentsiaalvorrandi lahendit, mis on saadud iildlahendist
konstantidele arvuliste vdédrtuse andmisel. Esimest jarku diferentsiaalvorrandi iildlahendist saame erilahendi,
kui rahuldame algtingimuse y(xq) = ¥q, Kus xg, ¥ 0n etteantud arvud. Kuna n-jarku diferentsiaalvorrandi
tildlahend sisaldab n suvalist konstanti, siis on konstantide maiaramiseks vaja n algtingimust.

Definitsioon. Cauchy iilesandeks nimetatakse iilesannet, kus on vaja leida diferentsiaalvorrandi

(D(x, yv,y,y"', ...,y(")) =0
lahend y, mis rahuldab algtingimusi

y(x0) = ¥0,¥ (x0) = ¥1, ., YV (x0) = Y1

Algtingimusi nimetatakse ka Cauchy tingimusteks. Algtingimusi voib esitada ka teisiti.

Esimest jirku hariliku diferentsiaalvorrandi Cauchy iilesanne on {ilesanne, kus on vaja leida
diferentsiaalvorrandi y' = f(x,y) selline lahend, mis argumendi véartusel x = x, omandab véirtuse y = y,
ehk rahuldab algtingimust

y(x0) = yo.

Teoreem 6.1. Cauchy teoreem. Olgu f(x,y) ja df (x,y)/0y miiratud ja pidevad muutujate x, y piirkonnas
D. Siis iga punkti (xg, o) € D korral on Cauchy iilesandel

y, = f(x»J’), J’(xo) =Yo
parajasti iiks lahend y = y(x).
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6.2.1. CAUCHY ULESANDE LAHENDAMINE ASTMERIDADE
ABIL

Kui funktsioon f(x,y) on antud analiiiitiliselt muutujate x, y piirkonnas D, siis iga punkti (x,,v,) € D
korral on funktsioon arendatav astmeritta

Fy) =) Y ayle =5y = o),

i=0 j=0

mis koondub punkti (x,,V,) teatavas timbruses. Sellisele funktsioonile vastava diferentsiaalvérrandi y' =
f (x,y) lahend on samuti arendatav astmeritta iga x, korral madramispiirkonnast y(x)

oo

y() = Y e x = x0)",

k=0
mis koondub punkti x, teatavas timbruses. Rea kordajad c;, avalduvad kujul

_ y(k) (%)

Ck = k=0,12,...

Niide 6.4. Olgu antud Cauchy tilesanne
y'=x*+y%  y(0)=0

Lahendame tilesande astmeridade abil. Vorrandi diferentseerimisel saame, arvestades, et funktsioon y on
sOltuv argumendist x

yr — x2 + yz’ yu — ZX + Zyy’, ylll — 2 + z(yr)z + Zyy”,

! I, 1.,

Yy =4y'y" +2y'y" + 2yy" = 6y'y" + 2yy",
y=6(")?+6y'y" +2y'y" +2yy" = 6(y")? +8y'y" + 2yy",
y'=12y"y" +8y"y" +8y'y" +2y'y" + 2yy¥ = 20y"y"" + 10y'y" + 2yy",
Y =20(y"")? + 30y"y" + 12y"" + 2yy"L.
Siit arvutame
y(0)=0, y'(0)=0, ¥"(0)=0, y"(0) =2,
y"(©) =0, ¥"(0)=0, y'(0) =0, y""(0) = 80.
Seega iilesande y' = x? + y2, y(0) = 0 lihislahendiks vdib votta funktsiooni
2 80 1 1

— a3 N7 — N3 N7
y—3!x +7!X —3X +63x.
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6.3. ESIMEST JARKU HARILIKUD
DIFERENTSIAALVORRANDID

6.3.1. ERALDATUD JA ERALDUVATE MUUTUJATEGA
DIFERENTSIAALVORRANDID

Vaatleme diferentsiaalvorrandit kujul f(x)dx + g(y)dy = 0, kus dx ja dy on vastavalt muutujate x ja y
diferentsiaalid ja f(x) ja g(y) on antud funktsioonid.

Definitsioon. Eraldatud muutujatega diferentsiaalvorrandiks nimetatakse diferentsiaalvorrandit kujul

f(x)dx + g(y)dy = 0,
milles dx kordaja f (x) sdltub ainult muutujast x ja dy kordaja g(y) soltub ainult muutujast y.

Uldlahendi saamiseks tuleb vorrand integreerida, leida méiramata integraalid kordajatest f(x) ja g(y)

[ reodx+ [ gmay=c,

kus C on suvaline konstant. Uldlahend avaldatakse kujul y = F(x, C).
Kui vorrand on antud kujul y' - g(y) + f(x) = 0, siis lahendamisel esimese sammuna asendame
,_dy

)’:a

ja korrutame vorrandi 14bi diferentsiaaliga dx.

Definitsioon. Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandiks nimetatakse diferentsiaalvorrandit kujul

f1(x)g1(¥)dx + f(x)g.(y)dy = 0. 3)

Vorrandis (3) on funktsioonid f; (x), f> (x) argumendi x funktsioonid, g, (y), g, (y) argumendi y funktsioonid.
Diferentsiaalvorrandi lahendamiseks peame muutujad eraldama. Selleks jagame vorrandi (3) mdlemaid
pooli jargmise avaldisega (tuleb jagada 14bi nende funktsioonide korrutisega, mis sisaldavad teist muutujat,
kui diferentsiaal) |: g1(y) - f2(x)

f1(x) 92(y)

dx + dy = 0.
@ T m™
Integreerime litkmeti, saame vorrandi (3) iildlahendi
f1(x) j g:(y)
dx + dy = C.
f2() RGO

Niide 6.5. Leida diferentsiaalvorrandi iildlahend (ehk lahendada diferentsiaalvorrand) e¥ - y' = 2x + 1.

Kdigepealt asendame tuletise diferentsiaalide jagatisega, siis korrutame 1ébi diferentsiaaliga dx . Tegemist on
eraldatud muutujatega diferentsiaalvorrandiga, ildlahendi saamiseks integreerime vorrandit. Lahenduskéik on
jérgmine:

, _dy dy

jeydy = J(2x+ Ddx, e’=x*+x+C. |In
Selleks, et avaldada iildlahendis muutuja y, votame molemast vorrandi poolest naturaallogaritmi.
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y =In(x?+x + C).
Kontrollime vastuse digsust, leides iildlahendist tuletise ja asendades esialgsesse vorrandisse:

2x +1 2x +1 2x +1
r_ In(x?+x+C0) _ 22 7 7 (32 4 x4 () — = 2x + 1.
Y x2+x+C’ ¢ x2+x+C (% +x )x2+x+C x

Niide 6.6. Leida jargmise eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi iildlahend

X
2 _
Tyzdx + 2y(2 + x )dy = 0.
Vorrandi lahendamiseks peame kdigepealt muutujad eraldama. Antud vorrandis on diferentsiaali dx kordajaks
muutujat y sisaldav funktsioon kujul 1/(1 + y?) ja diferentsiaali dy kordajaks on muutujat x sisaldav
funktsioon kujul (2 + x?). Muutujate eraldamiseks peame vorrandit libi jagama mdlema funktsiooniga.

2 + x?

X
d 2y(2 Ady =0, —
x +2y(2 +x%)dy 1+ y? 2+ x?

dx + 2y(1+ y?)dy =0,

X
1+ y?

f ad dx+f2 (1+yHdy=C, mv.u=2+x% du=2xdx d—u—xdx
2+ x2 yizwyey==% mv.u= o= roTp T

fdu+2f d +2f 3dy =C 11 12+ x?| + 2+2 t=(, |2
U yay y-ay =¢, P X yorzy =6

In |2 + x2| + 2y% + y* = 2C, ¢, = 2C, In |2+ x2| + 2y*(1 + y?) = C;.
Niide 6.7. Lahendada diferentsiaalvdrrand y - y' = x - e**Y algtingimusel y(0) = —1.

dy_

L —x-eX-eY. |-d
ydxxeelx

ex+y:ex-ey’ y.y’:x.ex-ey,
ydy =x-e*-e¥dx, |:e¥ elydy=x-exdx, y-eYdy= x-e*dx.

Jy-e‘ydy— Jx-e"dx=C.
Mbdlemad integraalid integreerime ositi.
Jy-e‘ydy= —e‘yy+je‘ydy= —eYy—e™Y, Jx-e"dx=xe"—fexdx=xex—ex,

—eVy—eV —xe*+e* =, —eV(y+1)—e*(x—-1) =C.
Erilahendi saamiseks kasutame rajatingimust, et iildlahendist avaldada C véértus.
y(0)=—-1: —e=V(-14+1)-€e0-1)=C = C=1.
Erilahend:
—eV(y+1)—-e*(x—1)=1.
Niide 6.8. Leida jirgmise diferentsiaalvdrrandi y' = y? + 1 erilahend algtingimusel y(0) = 1.

d
y =y%+1, %=y2+1, dy = (y?>+ 1dx, |:y*+1
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d
fyz_)ll_l—fdsz, arctany —x = C, arctany = x + C.

Seega vorrandi iildlahendiks on

y = tan (x + C).
Erilahendi saamiseks avaldame konstandi C algtingimusest jargnevalt:
/[
y(0) = 1: arctanl —0 = C, C=7

Saime vOrrandi erilahendi

y = tan (x +%)

6.3.1.1. ERALDUVATE MUUTUJATEGA VORRANDID KEEMIAS

Keemilise reaktsiooni voib kirja panna tildise valemiga kujul
aA+bB+ ..=pP+qQ + ..,

kus suurtdhtedega A, B,... on tdhistatud keemilise reaktsiooni lahteaineid (reagente) ja paremal pool
vordusmarki tihistavad tdhed P, Q, ... keemilise reaktsiooni kéigus tekkivaid produkte. Vidiksed téhed a, b, ...
jap,q, ... tdhistavad vastava keemilise aine molekulide arvu. Seega tdhendab vorrand, et 1dhteainet A voetakse
a molekuli ning ldhteainet B vdetakse b molekuli, keemilise reaktsiooni tulemusena tekib p molekuli ainet P
ning g molekuli ainet Q. Vaatame néiteks keemilist reaktsiooni

ZHZ + 02 = 2H20,

siin reageerib 2 molekuli vesinikku ja iiks molekul hapnikku ning reaktsiooni tulemuseks on kaks molekuli
vett.
Termodiinaamikas ja kineetikas kirjutatakse iildine keemiline reaktsioon kujul

0= ZVBB,
B

kus voetakse summa iile koigi ainete. Nii ldhteainete kui ka saaduste jaoks on molekulide arvud miératud
kordajaga vg, kusjuures ldhteainel ja saadusel on erinev méark. Seega saame antud valemi kirjutada kujul

0=-aA—-bB+pP+qQ+ ..=v4A+vgB+vpP +v,0 + ..
Keemilise reaktsiooni vesiniku ja hapniku jaoks voime kirjutada kujul
0 = —2H, — 0, + 2H,0.
Keemilise reaktsiooni Kiirus.

Olgu n,, algne ainehulk aine A jaoks ajahetkel t = 0 ning olgu n, ainehulk ajahetkel t. Reaktsiooni hulka aja
t jooksul antuna reaktsioonimééra ¢ kaudu jargmiselt

Ny = Nyo + V4S$.
Reaktsiooniulatus r saadakse reaktsiooniméddra muutumise kiirusest aja jargi ehk

d§

T:E.
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See Kkiirus on esitatav ka ainehulga muutumise Kiirusena iga aine jaoks, kui leiame tuletise n, avaldisest ja
arvestame, et ny, ja v4 on konstandid:

dny,  d¢
dc ~ Ade
Seega saame avaldada:
_d§ ldny

r= ar ZE
Fiitisikalises keemias kasutatakse ainehulga asemel reaktsiooni kiiruse avaldamisel aine kontsentratsiooni, mis
tahistatakse nurksulgudega: aine A kontsentratsioon ruumala V jaoks on esitatav:
ny
[A] = 7
Siis reaktsiooni kiiruse aine A kontsentratsiooni jaoks saame:
r  1d[A]

V_VA dt

Uldise keemilise reaktsiooni jaoks vdime kirjutada reaktsiooni kiiruse jirgmiselt:

1d[A] __1dIB] _1d[P] _1dlQ] _

adt bdt pdt gq dt
Keemilise reaktsiooni Kiiruse vesiniku ja hapniku néite jaoks saame Kirjutada kujul

1d[H,]  d[0,] 1d[H,0]
2 dt dt 2 dt

Keemilise reaktsiooni toimumise mehhanism on iildiselt keeruline, meie vaatleme ainult lihtsamaid
reaktsioone, mille kiirus sdltub ainult 1dhteainete kogustest, sellise reaktsiooni kiirus on avaldatav jargmiselt:

v = k[A]¢[B]” ...,

kus k on reaktsiooni Kiiruskonstant ja suurused «, S, ... defineerivad reaktsiooni jargu. Konstant a annab
reaktsiooni jargu vastavalt ldheaine A kogusele, konstant f annab reaktsiooni jargu vastavalt ldheaine B
kogusele jne. Summa a + £ + ... annab kogu reaktsiooni jargu.

Niéiteks kui reageerib iiks molekul ldhteainet A, siis on tegemist esimest jarku reaktsiooniga, kui reageerib
kaks molekuli ldhteainet A, siis on tegemist teist jdrku reaktsiooniga. Kui reaktsioonis osaleb kaks ldhteainet
A + B, mida mdlemat on liks molekul, siis reaktsiooni jirgu annab nende ainete molekulide summa ehk
tegemist on teist jarku reaktsiooniga.

Esimest jirku keemilise reaktsiooni kiirus, kui reageerib liks molekul 1dhteainet A:

d[A]
v=-— = k[A].
Lihtsuse mottes tédhistame aine A kontsentratsiooni [A] ajahetkel t muutujaga x,
dx
I = —kx, | X
1dx
s N
dx
— = —kdt.
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Niitid on tegu eraldatud muutujatega vorrandiga. Integreerides saame:

In|x| = —kt + C,
jarelikult

x = Ce ¥kt

Leiame C vaartuse, olgu alghetkel t = 0 aine kontsentratsioon vordne konstandiga: x(0) = x,, Siis

xo=Ce 0 =,
Siit saame, et
C = x,.

Seega saab aine A kontsentratsiooni arvutada igal ajahetkel kahaneva eksponentfunktsiooni kaudu:
x = xge ¥, [A] = [A]ge .

Teist jairku keemilise reaktsiooni kiirus, kui reageerib kaks molekuli léhteainet A:

1d[A] 5
V=g - kAl
ehk
dx
X o2 2
It 2kx=, |x
Lde_ ok | (—dt)
x2dt ’
dx
—— = 2kdt.
X

Niitid on tegu eraldatud muutujatega vorrandiga. Integreerides saame:

= 2kt + C.

R =

Leiame C viartuse algtingimusest: olgu alghetkel ¢ = 0 aine kontsentratsioon vdrdne konstandiga x(0) = x,
siis

1
—=0+C.
X0
Siit saame, et C = 1/x, ja
1 1
— =2kt +—.
X Xo

Seega saab aine A kontsentratsiooni arvutada igal ajahetkel jargmiselt:

X0 [A]o
X=——7—, [Al=—F—+7
1+ 2ktx, 1+ 2kt[A],
Teist jarku keemilise reaktsiooni A + B — saadused jaoks reaktsiooni kiirus avaldub:
d[A] _  d[B]
= — = — = k[A][B].
v It 7t~ klAllB]

Olgu algtingimused ldhteainete esialgsete kontsentratsioonide jaoks jargmised: [A], = a,[B], = b. Siis
ajahetkel t on ainete kontsentratsioonid vastavalt [A] = a — x, [B] = b — x ja vastav reaktsiooni kiirus on
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dla—x) dx
_T_ E_ k(a—x)(b —x).
Lahendus soltub algtingimustest. Vaatame koigepealt juhtu, kus a = b.
dx (a —x)?
—_— —_ 2  —
dt k(a = )% dt
WXk
(a—x)2"

Niiiid on tegu eraldatud muutujatega vorrandiga. Integreerides saame:

1
—— =kt + C.

Leiame C viirtuse algtingimusest, ajahetkel t = 0 on aine A kontsentratsioon a — x vdrdne [A], = a, sest
x(0)=0

1
-=0+C.
a

Seega

1
=kt +-—.
a—x a

Aine A kontsentratsiooni saame arvutada igal ajahetkel jargmiselt:

a A
a—x=g [A] = H[k—i(EA]o'
Vaatame niiiid juhtu, kus a # b. Siis
%=k(a—x)(b—x), :(“_xc)iib”)
ke
(a—x)(b—x)
Integreerimiseks peame lahutama murru osamurdude summaks ja leidma méédramata kordajad:
1 A B A(b—x)+B(a—x)

@—00b-x) a-x b2  G@-—00-2

Saame asendades x = b ja x = a leida kordajad A ja B:

Saime
dx dx

@—00b-a) @a=bb-x

Integreerime molemat vOrrandi poolt, saame

1
b_aln(a—x)—a_b

1 b—x
(ln )=kt+C,
b—a a—x

kdt.

In(b —x) =kt +C,
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Algtingimusest x(0) = 0, saame

C=—2 1(b)
_b—ana'
: (1 b_x)—kt+ : 1(b)
b—a na—x B b—ana'

1 a(b—x)\ _ [Alo[B]\
b—a" (b(a = x>> =k B, ln([B]o[A]> =kt

Seega tildlahend on kujul

ehk

6.3.2. HOMOGEENSED DIFERENTSIAALVORRANDID
6.3.2.1. HOMOGEENSED FUNKTSIOONID

Olgu D mingi piirkond xy- tasandil, mis koos iga punktiga (x, y) € D sisaldab ka kiire (tx, ty),t > 0.

Definitsioon. Sellises piirkonnas maéédratud funktsiooni f(x,y) nimetatakse k-astme homogeenseks
funktsiooniks, kui iga (x,y) € D jaigat > 0 korral kehtib vordus

ftx, ty) = t*“ f(x,y),
kus k on reaalarv jat > 0.

Uldjuhul, n-muutuja funktsiooni Kkorral, k-astme homogeenseks funktsiooniks nimetatakse funktsiooni
f(x1, %2, ..., x,,), kui kehtib vordus

F(txy, txy, .., txy) = tFf(xy, Xp, oo, X))

koikide x4, x5, ..., X, védrtuste ja iga t vadrtuse korral.

Niide 6.9. Leida jargmiste homogeensete funktsioonide jaoks aste k.
a) f(x,y) = ax + by; f(tx,ty) = atx + bty = t(ax + by) = tf(x,y).
Antud funktsioon on esimese astme homogeenne funktsioon ehk k = 1.
b) f(x,y,z) = x* + y? + z%;
ftx, ty, tz) = (tx)? + (ty)? + (t2)? = t>(x% + y? + z%) = t*f (x,y, 2).
Tegemist on teise astme homogeense funktsiooniga ehk k = 2.

+y tx+ty  tlx+y)

x _
c) flx,y) = T f(tx, ty) = ) — () =5 t3f(x, y).

Tegemist on (-3). astme homogeense funktsiooniga, k = —3.

Euleri teoreem. Kui funktsioon f (x;, x5, ..., X,,) on k-astme homogeenne funktsioon, siis

X[, t X2f %, + oo + X f5, = Kf (X1, X2, ..., Xp).

Niide 6.10. Niidata Euleri teoreemi viite kehtivust homogeense funktsiooni f(x,y, z) = x* + y? + z? jaoks.
k=2 fi=2x, f,=2y, f; =2z xfy +yfy +zf; = 2f(x,y,2).
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Niide 6.11. Niidata Euleri teoreemi viite kehtivust, kui

feoy) =1
xX,y) =—.
y
tx x
(tx, ty) =—=1t"—
! ty y
0. jarku ehk k = 0, siis saame
.1 , X , , X X
fxz;r fyz_}?) xfx+yfy=;_y}7=0f(x'yrz)'
Niide 6.12. Nédidata Euleri teoreemi véite kehtivust, kui
x+y
flx,y) = prpy k =-3.
,_x4—y4—4x3(x+y) ,_x4—y4—4y3(x+y)
fx - (x4 _ y4)2 v Jy T (x4 _ y4)2 ’
) ) x*—yt—4x3(x +y) x*—y*—4y3(x+y)
xfx +yfy =x 4 _ a2 -y 4 _ a2 =
(x* —y%) (x* —y%)
o xP—xyt—axt(x+y) —yxt +yS Hayt(e+y) =3+ y)(xt -yt 3f(x.y,)
) G =y G =y e

6.3.2.2. HOMOGEENSED DIFERENTSIAALVORRANDID

Definitsioon. Homogeenseks esimest jirku diferentsiaalvorrandiks nimetatakse diferentsiaalvorrandit y’ =
f(x,y), kui f(x,y) on 0-astme homogeenne funktsioon:

ftx, ty) = f(x,y),t > 0.
Homogeenne diferentsiaalvorrand on esitatav kujul

y=r(%), @

kus f(y/x) sdltub muutujate y ja x suhtest.
Homogeenseks diferentsiaalvorrandiks taandub vorrand

P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0,

kus P(x,y),Q(x,y) on iihe ja sama astme homogeensed funktsioonid. Selleks tuleks vorrandit lidbi jagada
argumendi x sellise astmega x%, mis on vordne vorrandis oleva argumendi y kérgeima astmega.

Homogeense diferentsiaalvorrandi lahendamine iildkujul. Homogeenne diferentsiaalvorrand taandub
eralduvate muutujatega vorrandiks, kui teha jairgmine muutuja vahetus
y

;zz, y = ZX,

kus z = z(x) on argumendi x funktsioon.
Muutuja vahetusega peame leidma uue muutuja diferentsiaali, selleks leiame tuletise argumendi x jargi
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d d
Asendame saadud seose vorrandisse (4), saame vorrandi uue muutuja z = z(x) kaudu jargmiselt:
dz
zZ+x T f(2).
Saadud diferentsiaalvorrand on muutuja z suhtes eralduvate muutujatega vorrand, lahendades saame
dz dx dz dx
Mz = (@ -Dix, x(@-0 =T[5 [F
Y ol +c
———=1In|x :
f(2) -z

Kui teostame integreerimise ja asendame otsitava z tagasi suhtega y/x, jduame esialgse diferentsiaalvdrrandi
tildlahendini. Kuna tegemist on jagatisega, siis valem ei kehti juhul f(z) —z = 0 ehk f(z) = z. Vaatleme
seda juhtu eraldi

f@=2 f(2)=2

Tegemist on eralduvate muutujatega vorrandiga, esialgne vorrand saab kuju
dy y y dy dx dy dx
i dy—;dx, |:y —_=— j__JY' In|y|=In|x|+ InC.

Juhul, kui koikides liikmetes esineb naturaallogaritm, on mdistlik votta naturaallogaritm ka
integreerimiskonstandist, sellega asendame konstandi teise konstandiga InC,C > 0. Jargnevalt saame
kasutada naturaallogaritmi omadusi ja teisendada summa korrutiseks voi vahe jagatiseks. Edasi tuleks
modlemad vorrandi pooled tdsta arvu e astmeks (vaib kirjutada kujul T e), et avaldada otsitav funktsioon y.

In|y|= In|xC|,Te emPl=¢nxl y=Cx.

Niide 6.13. Leida homogeense diferentsiaalvorrandi iildlahend

LY y B dy dz
_X (x) A\ x—Z, y = ZX, dx—z-i-xd
dz
z+xa—z—z2 zdx + xdz = (z — z?)dx, xdz = (z — z% — z)dx, |: xz2
dz dx 1
—+ J =C, ——+In|x| = InC, |- (—1)
Z Z
= In|x| + InC ~ = In|xC| -
= In|x nC, y—nx , y_lnGCI'
Niide 6.14. Leida diferentsiaalvdrrandi (y? — x2)dx — 2xydy = 0 erilahend, mis rahuldab algtingimust
y(1) =2
2 2 2
y'—x ydy y ydy
2 _ x2) dx — 2 -  x2 —222 o —1-2-—2=
(y*—x%)dx —2xydy =0, |:x*dx 2 ~ dx 0, 7 < dx 0
Y_ - Y b x 212<+dz)—0|d
m.v x_Z' y = zX, dx_z xd, Z z\z xdx_' b
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dx 2z
(=z% — 1)dx — 2zxdz = 0, ’: —(z%2+ 1x

B P )
x —(z24+1) z
dx )
f f > dz=C mv. u=z+1 du=2zdz
z+1
In|x| +1In|z2 + 1| =InC, In|]x(z?+1)|]=InC, Te x(z*+1)=C
Vo) = AN 2 2 2 _ o 92 _
x((x—) +1>—C, (;) =—-1 ?* y=Cx-x%, yD=2 22=C-1 C=5.

y? = 5x — x2.
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6.3.3. DIFERENTSIAALVORRAND, MIS SISALDAB
MURDLINEAARSET AVALDIST

Diferentsiaalvorrand, mis sisaldab murdlineaarset avaldist, on kujul

y’ —F (alx + a,y + a3>
blx + bzy + b3 '

Kui a; = b; = 0, siis on tegemist homogeense diferentsiaalvorrandiga. Vorrandit,
y' =g(xy)

kus g(x,y) on kas murdlineaarne avaldis x ja y suhtes voi selle funktsioon

9(x,y) =F(

ax + ayy + a3>
byx + b,y + b3/’

saab taandada homogeenseks vorrandiks (voi eralduvate muutujatega vorrandiks) muutuja vahetusega, see
oleneb determinandi D véartusest:

_ a; a, _ _
D—b1 b2|¢0, mv. x=X+u y=Y+v,
_ aq 2| _ _

Kui D # 0, muutuja vahetuses sisalduvad konstandid u ja v tuleb méérata nii, et muutujatele X ja Y iile minnes
on vabaliikmed saadavas murdlineaarses avaldises vordsed nulliga. Selleks tuleb lahendada lineaarne
vorrandisiisteem tundmatute konstantide u ja v suhtes:

{alu +av+az; =0
biju+b,y+b;=0
Seega funktsiooni F argument peale muutuja vahetust on kujul
a X +ayY
b:X + b,Y

Kui D = 0, ei saa u, v liheselt médrata ja kasutatakse muutuja vahetust z = a,x + a,y. Peale muutuja vahetust
saame eralduvate muutujatega vorrandi.

Niide 6.15. Leida diferentsiaalvdrrandi erilahend, mis rahuldab tingimust y(0) = —2.
dy 2x—y+1
dx —2x+y+2

D=|_§ _1|=O, mv. z=2x—-vy, z' =2-y, %=2 ji]
dz z+1 dz z+1 dz —-2z+4-z-1 dz —32+3
Z_E:—Z-I-Z’ dx ‘T =z+72 dx —z+2 ’ dx  2-2z |- dx
—3z4+3 —-3z4+3 2—z 2—z
dz=ﬁdx, lﬁ dede, Jg(l_z)dz—jdx

jl_z“d —jd 1J1_Zd 1J Jd 1|1 l=x+C. |3
) z= | dx, 3 1_Zz T, X, Z n zl=x
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z—In|1—-2z|=3x+C, z=2x—-y, 2x—y—In|1-2x+y|=3x+C.
y(0)=-2:2-0+2—-In[1-2-0-2|=3-0+C, C=2-In|-1|=2.

2x—y—In[1-2x+y|=3x+2, —x—y—-In|l1-2x+y|—-2=0,
x+y+In|l-2x+y|+2=0.

Niide 6.16. Lahendada diferentsiaalvorrand
/ xX=Yy

=——F+1
x+y—3+

y

Viime vorrandi paremal pool oleva murru ithisele nimetajale, saame

!

x—y+x+y—3 2x—3
y = =

x+y—3 Cx+y-3

Teeme muutuja vahetuse vastavalt determinandi vairtusele

D=|i 2=2¢0, mv.x=X+u, y=Y+v, dx=dX, dy=dY.

2X+2u-—3 _2— 3 3
Y = Y vusv+v=3 {zfl-ll-v3—3io S u=5, v=3-u=3
Saadud vorrand on homogeenne diferentsiaalvorrand kujul:
dy 2X 2X Y dy dz
d_X:X+Y:X(1+§)’ mv.oy=%4  ax ity
dz 2 2 2
Z+Xﬁ=m' |- dX ZdX+Xdz=1—+ZdX, Xdz=<1—+z—z)dX,
XdZ=—<ZZ+Z_2>dX |:X<ZZ+Z—2> 1+z dz=—d—X
14z ’ 14z z2+z-2 X’
fidzz—fd—x z224+z-2=0z+2)(z-1)
z24+z—-2 X’ )
1+z A B 1 2
j—zz+z_2dz=jz+—2dz+jz_1, 1+z=A(z-1D)+B(z+2), A=3, B=z
lf = +E_f “ :_j'd_X, lln|Z‘|'2|+Eln|z—1|=—ln|X|+lnC, |- 3
3J)z+2 3)z-1 X 3 3
In|z+2/+2In|z—1]=-3|X|+InC, In|z+2)(z-1? =In % e
Tt [ A
X3 \x X X3’ X % X3
2
(Y+2X))(§Y—X) =%, Y +20)(Y = X)? = C, szJr; y=v+5

(y—;+2<x—%))<y—;—<x—;)>z=C-
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Diferentsiaalvorrandi tildlahend on kujul

(y+2x—;)(y—x)2=6.

6.3.4. LINEAARSED DIFERENTSIAALVORRANDID

Definitsioon. Lineaarseks esimest jirku diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vorrandit, mis on lineaarne
otsitava funktsiooni y ja selle tuletise y' suhtes.

Lineaarses diferentsiaalvarrandis on nii otsitav funktsioon kui ka otsitava funktsiooni tuletis esimeses astmes.
Hariliku esimest jérku lineaarse diferentsiaalvorrandi iildkujuks on

Py(x)y' + P1(x)y = Q(x),
kus Py (x), P;(x) ja Q(x) on antud funktsioonid ja y = y(x) on otsitav.

Teoreem 6.2. Olgu vorrandi Py(x)y’ + P, (x)y = Q(x) kordajad P, (x), P,(x) ja Q(x) pidevad funktsioonid
vahemikus (a, b), kusjuures Py(x) # 0 koigi x € (a, b) korral. Olgu x, € (a,b) ja y, € (—o0, ) mingid
etteantud arvud. Siis on vorrandil Py(x)y’ + P;(x)y = Q(x) olemas parajasti iiks lahend y = y(x), mis
rahuldab tingimust y(x,) = y,.

Kui kordaja Py(x) erineb nullist, saab vdrrandi sellega 1dbi jagada, tulemuseks on lineaarne esimest jarku
diferentsiaalvorrand kujul

dy _
T P@y = (), ©)

kus P(x),Q(x) on funktsioonid, mis soltuvad muutujast x. Funktsiooni Q(x) nimetatakse vdorrandi
vabaliikmeks. Kui Q(x) =0, siis nimetatakse vorrandit (5) lineaarseks homogeenseks
diferentsiaalvorrandiks. Siin omab sdna “homogeenne” teistsugust tdhendust (vorrelda voib homogeensete
ja mittehomogeensete lineaarvorrandisiisteemidega). Vorrandi (5) lahendamiseks vaatame kahte erinevat
meetodit.

1. Muutuja vahetusega lahendus
Muutuja vahetus on kahe argumendi x funktsiooni u ja v korrutis:
y=uv, u=ulx),v=rv).
Leiame tuletise

dy du+ dv
dx Vdx  Yax

Asendame vorrandisse (5) ja toome muutuja v sulgude ette:

(6)

du dv
—+u—+ P(x)uv = Q(x),

v dx dx

d d
v(£+ P(x)u) + ud—z = Q(x).

Funktsioonide u ja v kohta pole midagi eeldatud.
Nouame, et sulgudes olev avaldis vorduks nulliga, siis saame kahest vorrandist koosneva siisteemi:
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du
—+ P(x)u=0, (7
dx
dv
X
Vorrand (7) on eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrand u = u(x) suhtes. Eraldame muutujad
du
— =~ P()dx, Infu| = - f P(x)dx, u=e /PWix 9)
Asendame saadud u avaldise vorrandisse (8), saame
e‘fp(x)dx% =Q(x), g = Q(x)e/ Pax, v= f Q(x)e/ P@dx gy 4 .

Me otsime lahendit kujul y = u - v, seega lahend on
y = e~/ P()dx (J Q(x)e/ PWdx gy 4 C).

Vorrandi praktilisel lahendamisel voib korrata iga kord seda mottekéiku.
2. Konstandi varieerimise meetod.

Kdigepealt lahendatakse vastav homogeenne vorrand:

dy
—+ P =0.
e TP@y=0
See on eralduvate muutujatega vorrand:
d
7}] = —P(x)dx, Inly| = — j P(x)dx +InC, In |%| = —JP(x)dx, %= e~/ P(ax,
yp, = Ce™JP@dx, (10)

Lineaarse mittehomogeense diferentsiaalvdrrandi (5) lahendit otsime kujul (10), kus konstanti C loeme
argumendi x funktsiooniks. Seega

d dC(x
y = C(x)e—fP(x)dx, d_i: — % e—fP(x)dx + C(x)e—fP(x)dx(_P(x))_
Asendame y ja dy/dx mittehomogeensesse diferentsiaalvdrrandisse, saame
dC(x
% e~ [POIx 4 C(x)e~/PWax . (—p(x)) + P(x)C(x)e~ I PP = Q(x),
dC(x
dgc ) - Q(x)el PWax, Cx) = J Q(x)el PO gy 4 ¢,

Asendame saadud C(x) avaldise lahendisse (10), saame
y= (f Q(x)el Pdxgy | C) e~/ P(dx,

Saime lineaarse vorrandi ildlahendi jaoks sama valemi.
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Niide 6.17. Lahendada vorrand y' +y = x.
1) vastav lineaarne homogeenne vorrand on kujul y' + y = 0, mille lahendamisel saame

d d
d—i}+y=0, 7y+dx=0, In|y| + x = InC, ln|%|=—x, —=e™ y,=Ce™*

2) erilahendit otsime kujul y, = C(x)e™. Asendades y;, esialgsesse vorrandisse y' + y = x, Saame
yhn=C(x)e™* —C(x)e™™, C'x)e ™™ —Cx)e™ +C(x)e™ =x, C'x)e*=x, C(C'(x)=xe"

C(x) = J.xex dx =e*(x—1)+ (4, y=(€*(x—-1)+Cle*=x—-1+Cie™.

Lahendamiseks v0ib ka kohe funktsioonid asendada lahendivalemisse. Selles tilesandes

P(x) =1,Q(x) = x,
Seega

y = (f Q(x)efp(x)dxdx+C)e‘fp(x)dx = (fxefdxdx+C)e_fdx = (fxexdx+C>e_x =
=(*x-D+Ce*=x—1+Ce™

Niide 6.18. Lahendada lineaarne diferentsiaalvorrand

y' 2x =xyx2+1.

_x2+1y

Lahendame vorrandi muutuja vahetusega:

_ dy du+ dv
Y=w T Ve T tax

Asendame vorrandisse, saame

du dv 2x du 2x dv
UE+u—— uv = xy/x% +1, v( u)+u—=x\/x2+1,

dx x2+1 dx x2+1 dx
du 2x du 2x 5 .
a—mu: , 7=x2+1dx, ln|u|=ln|x +1|, u=x"+1.
dv xVx2 +1 X
(P +1)—=x/x%2+1, dv=——dx, dv= dx, v=+x2+1+C.
dx X2+1 X2+1

Lahendiks on u ja v korrutis, seega y = uv = (x? + 1)(Vx2 + 1+ C).

Mirkus. Moned diferentsiaalvorrandid kujul
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0,

mis on mittelineaarsed iihe muutuja suhtes, voivad osutuda lineaarseks teise muutuja suhtes. Siis voib vaadelda
néiteks soltumatu muutuja osas suurust y, siis dy # 0 ning jagades vorrandit suurusega dy, jduame lincaarse
vorrandini, kus otsitavaks on funktsioon x = x(y).

Niide 6.19. Lahendada vorrand dx — (x cos(y) + 2 sin(2y))dy = 0.

Jagame vorrandit suurusega dy, saame lineaarse vorrandi kujul
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dx

a (cos(¥))x = sin(2y).

Lahendamiseks asendame funktsioonid lahendivalemisse. Selles iilesandes

P(y) = —cos(y),Q(y) = sin(2y),
seega

¥ U Q)+ el PO dy 4 ¢ ) e~ IPO = ( f Sin(2y) - e/ =S dy 4 ¢ eI ~eosOy

= ( f sin(2y) - e~ dy + C) eSin®)

Leiame integraali

f sin(2y) - e~sin®) gy,

Selleks teeme muutuja vahetuse t = sin(y), dt = cos(y) dy. Kuna sin(2y) = 2 sin(y) cos(y), saame peale
muutuja vahetust ja ositi integreerimist

fsin(Zy) ce~sind) gy = 2 f t-e tdt =2(—te ") +2 J e tdt = —-2te t —2e7t =

= —2sin(y) e~ SI"0) —2¢=snO) 4 ¢,

kus C; on suvaline konstant, mille votame C; = 0, sest lahendivalemis on konstant C juba olemas. Asendame
saadud tulemuse lahendivalemisse, saame vorrandi lahendiks jargmise avaldise

x = (=2sin(y) e st —2¢=sin0) 4 C)esnO) = (eSO — 2(1 + sin(y)).

6.3.4.1. LINEAARSED DIFERENTSIAALVORRANDID KEEMIAS

Enamus keemilisi reaktsioone toimuvad mitmes elementaarses jargus ja nende kirjeldus protsessi kiiruse kohta
hdlmab esimest jarku diferentsiaalvdrrandit. Esimest jarku protsess on kirjeldatav jargmise skeemiga:

k, k,
A > B C

Aine A koosneb alghetkel (¢t = 0) a molekulist ehk [A], = a ja tema kontsentratsioon ajahetkel t on a — x
ehk [A] = a — x. Aine B tekib ainest A keemilise reaktsiooni kédigus ja tema molekulide arv alghetkel on 0:
[B]o = 0 ja ajahetkel t on molekulide arv y ehk [B] = y. Aine C tekib ainest B keemilise reaktsiooni kdigus
ja tema molekulide arv alghetkel on 0: [C], = 0 ja ajahetkel t on x — y : [C] = x — y. Sellist protsessi saab
modelleerida kahe esimest jdrku diferentsiaalvorrandiga, millest esimene on eralduvate muutujatega
diferentsiaalvdrrand ja teine on lineaarne.

(d[A] (d(a—x)
! F__kl[A] JT——M(G—X)
d(B] dy
|5 = Fal4] - K [B] |55 = Fala—x—kyy
Lahendades esimese vorrandi siisteemist, saame
a—x = ae k1t
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seejarel asendame saadud suuruse teise vorrandisse, saame muutuja y suhtes lineaarse vorrandi:

d
d—jt’ + kyy = kyae Rt 1)

Lahendame selle vorrandi konstandi varieerimise meetodil. Lahendamiseks peame eeldama, et ki # k.
Koigepealt lahendame vorrandile (11) vastava homogeense diferentsiaalvorrandi:

dy dt

—+ky,y = 12
d
Y _k,dt.
_ y
Integreerides saame:
lnlyl = _kzt + Cl'
Homogeense diferentsiaalvorrandi (12) tildlahendiks on sellisel juhul
y = Cie kat, (13)

Otsime niilid esialgse diferentsiaalvorrandi (11) lahendit kujul
y = Cy(t)e ™,

asendame konstandi C; uue otsitava funktsiooniga muutujast t. See lahend peab rahuldama ka
diferentsiaalvorrandit (11). Asendame lahendi vorrandisse (11) ja teeme jargmised teisendused:

d(C,(t)e k2t
dGWe ™) | k,Cy(H)e 2t = kyaeHat,

dt
d(C,(t
%())e—kzt GOt 4 k€ (et = kygetat,
() )
%e kzt el klae klt,
d(C, (1))
_— = (kz_kl)t
. dt klae .
Integreerides saame:
ak
C,(t) = - _1 elk)t 4 ¢
2 1

kus C5 on integreerimiskonstant.
Asendame saadud C, (t) vorrandisse (13), saame diferentsiaalvorrandi (11) lahendi kujul:

y = (a—kle(kz‘kl)t + C3> ekt (14)
ka —kq
Leiame C; vaartuse kasutades algtingimust y(0) = 0, saame:
ak,
C3 =— :
’ ko —kq
Asendame saadud konstandi C; véirtuse vorrandisse (14) ja saame lahendiks:
ak, X
— ~kyt _ ,—kat
y kz _ k1 (e e )
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Lahendist on niha, miks pidime eeldama, et k; # k,. Kui k; = k,, saame lahendiks y = [A]yk,te *1¢. Saime
ainete A4, B ja C kontsentratsioonid ajahetkel t:

([A] = [Alpe™"t,

Alok
[A]ok te ™1t ki = ks,

\ [C] = [A]o — [A] - [BI.

6.3.5. BERNOULLI DIFERENTSIAALVORRAND

Definitsioon. Bernoulli diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vorrandit kujul

dy B a
ax T P(x)y = Q(x)y*, (15)

kus P ja Q on teadaolevad argumendi x funktsioonid, mis on pidevad vahemikus (c,d) ning a on mingi
reaalarv. Eeldame, et a # 0 ja a # 1 (sest siis on tegemist lineaarse vorrandiga).

Bernoulli vorrand on teisendatav lineaarseks vérrandiks muutuja vahetusega z = y'~%, seejuures
eeldame, et y # 0.

Lahendamiseks korrutame vorrandit (15) suurusega y~—“ ja teeme muutuja vahetuse:

dy -a 1-a — — l-a dz — -a dy dy -a = dz 1
LY POy =00), 2=yt =0yt oyt =
dz 1 dz
Tt Pz=Qw), T A-aP(z=01-a)Q).

Saime z suhtes lineaarse vorrandi. Kui a > 0, siis on vorrandi lahendiks ka y = 0.

Niide 6.20. Lahendada Bernoulli vorrand y’ — 2xy = 2x3y?2,
Jagame vorrandit suurusega |: y2, saame
y' 2x 1 dz  1dy

——-—=2x3, a=2 z=y"?=-, -— —z' —2xz=2x3, Z' + 2xz =—2x5.

y2 'y y  dx y2dx'
Saime lineaarse diferentsiaalvorrandi, mille iildlahendiks on

z= (J Q(x) - el PWaxgy 4 C) e/ Pdx.

3

1
1—x2+ Ce™**

Lisaks sellele rahuldab vdrrandit konstantne funktsioon y = 0, mida ei ole vdimalik saada iildlahendist
konstandi C mitte mingil konkreetsel vaartusel.

z= (J(—2x3) ce*dx + C) e = (—x2e¥ + e +C)e™ =1-x2+Ce™™, y=

Niide 6.21. Lahendada vorrand x2(x — 1)y’ —y? — x(x — 2)y = 0.

Jagame vorrandit suurusega |: x2(x — 1)y?
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y' o ox(x—2) 1 1 dz  1dy

_— = = = yl-2 _ _ - = —

y2 yx2(x—1) x*(x—-1) a=2 z=y y’'  dx y2dx
x—2 1

g = = . IP(x)dx ) —fP(x)dx

z x(x—l)z 2= 1)’ z (J.Q(x) e dx+C|-e ,

1 [-X22 g Y 2 x—2 A B
— - . x(x-1)"(d C)- x(x—1) , 'l-_—d — f_d f d ,
z (J.xz(x—l) € X+ ) € x(x—1) x x X+ x—1 x

x—2 A B

_ =4 ——  —(x=2)=Ax—-1)+B A=-2, B=1.
x(x—1) x+x—1’ (x ) (x )+ Bx, ’

x—2 -2 1 x—1 Wl -1
j—x—(x_l)dx:dex+fx_1dx:—21n|x|+ln|x—1|zlnx_z, " ==

_(J‘ 1 x—1d +C> x? _( 1 +C) x? B x?
Z= x?(x—1) x? * x—1 \ 3x3 x—1’ y_1+C(x—1)'
Niide 6.22. Lahendada vorrand 3x2dx — (x3 + y + 1)dy = 0.

Jagame vorrandit kdigepealt suurusega dy, saame vorrandi

SXZE—x3—y—1=O,

Jagame vorrandit suurusega 3x2, saame
dx 1 y+1

_ -2
dy 3 3 '

X

Tegemist on Bernoulli vorrandiga, kus x = x(y) on otsitav funktsioon ja a = —2. Lineaarse vorrandi
saamiseks teeme muutuja vahetuse

dz dx
z=x1"0D =yx3 —=3x2—.
dx dy
Lineaarne vorrand on kujul
zZ'—z=y+1

Lineaarse vorrandi lahendiks saame funktsiooni
z=Ce¥—y—2,

Asendame muutuja z avaldisega x?, saame iilesande lahendiks funktsiooni

1
x = (Ce¥ —y—2)3.

6.3.6. EKSAKTNE DIFERENTSIAALVORRAND

Definitsioon. Diferentsiaalvorrandit kujul M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 nimetatakse eksaktseks ehk
taisdiferentsiaaliga vorrandiks, kui leidub kahe muutuja funktsioon u(x,y), nii et vdrrandi vasak pool on

vordne selle funktsiooni tdisdiferentsiaaliga:

M(x,y)dx + NGx,y)dy = du = P dx + 2%
x,y X x,y y— u—ax ay
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Kui teadaolevad funktsioonid M ja N ning nende osatuletised dM/dy ja dN/dx on pidevad muutujate
x, y mingis piirkonnas D, siis vorrandi eksaktsuseks piirkonnas D on tarvilik ja piisav, et iga (x,y) € D
korral kehtib vordus
oM _ON
dy ox
Eksaktse vorrandi voib kirjutada ka kujul du(x, y) = 0, millest
u(x,y) =C.

Saadud vordus miirab eksaktse vorrandi iildlahendi muutujate x,y piirkonnas, milles M?(x,y)dx +
N?%(x,y)dy # 0. Eksaktse vorrandi mistahes lahend on saadav iildlahendist konstandi C mingil konkreetsel
védrtusel (konstant C saab omada ainult niisuguseid véartusi, mis kuuluvad funktsiooni u(x,y) véirtuste
piirkonda). Funktsiooni u(x, y) leidmiseks on mitmeid meetodeid. Vaatleme ldhemalt neist kahte.

1) Léahtume vordusest (16) ja leiame funktsiooni u(x, y) jargmise vorrandisiisteemi abil:

au_M au_N
ax_ (x'y)' ay_ (x'y)

Koigepealt integreerime esimese vorduse molemaid pooli muutuja x jargi, kusjuures loeme muutuja y
konstantseks.

u(x,y) = J M(x,y)dx + C(y), 17)
kus C (y) on suvaline funktsioon muutujast y. Valime C(y) nii, et oleks tiaidetud ka teine pool seosest:
ou N

Selleks diferentseerime vorduse (17) molemal poolel olevat avaldist muutuja y jirgi ja vordsustame tulemuse
funktsiooniga N (x, y).
Saadavast vorrandist leiame C(y) ja seejarel vorduse (17) abil kirjutame vélja funktsiooni u(x, y).

2) Léhtume valemist

X y
u(x,y) = f M(x,y)dx + f N(xo, y)dy

X0 Yo
vO1 valemist

x y
u(lx,y) = fM(x,yO)dx+ fN(x,y)dy.
X0 Yo

Arvud x, ja y, voib valida vabalt, kuid nii, et punkt (x,,y,) kuuluks muutujate x,y piirkonda, milles
funktsioonid M, N, dM /0y ja dN /dx on pidevad.

Niide 6.23. Lahendada vorrand (x3 + xy?) dx + (x%y + y3) dy = 0.

M N
Antud vorrand on eksaktne, sest
6M_6(3+ 2) = 2 6N_6(2+3)_2
ay oy YT Gy T YT YT Ay
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Jarelikult (x3 + xy?)dx + (x%y + y3)dy = du(x, y). Uheaegselt peavad kehtima vordused

loeme y parameetriks ja integreerime x jargi

x4- 2,2

uGoy) = [ MG ydx+C0) = [ 6+ xydn + 60) =+ 2+ C),

a x4- x2y2 , 5 5 ) 5 y4-
ay\z +CWy) |=x2y+y3, x*y+C'(y) =x*y+y3 C'(y)=y3 C(y)=T+C1' C, =0.

dy 2

4 x4 xZZ
A

4 2

Xt x%y?
u(x,y)=z+ >

4
Y
+—=_C.
4

Niide 6.24. Lahendada vorrand (x + 2y) dy + (v + 3x2?) dx = 0.

N M
Kontrollime eksaktsuse tingimust:
oM 0 ON 0
—=— =1, —=—@kx+2y)=1
3y ay(y+3ac) il G5

Vorrandi lahend avaldub kujul

u(x,y) = j(x +2y)dy + C(x) = yx + y? + C(x).

a 2 2 2
&(yx+y +C(x))=y+3x, y+C'(x) =y+ 3x2, C(x) = x3,

u(x,y) = yx + y? + x3. Uldlahendiks on yx + y? + x® = C.
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6.4. NUMBRILISED MEETODID

Analiiiitiline lahendus on alati parem kui numbriline, sest analiiiitilist lahendit saame kasutada mistahes
sOltumatu muutuja numbriliste vaartuste korral, numbriline lahend arvutatakse tabelina konkreetsete muutuja
védrtuste korral.

6.4.1. EULERI MEETOD

Vaatleme esimest jarku diferentsiaalvorrandit

dy
o= fGy), (18)

mis rahuldab algtingimust y(xq) = y,, otsitavaks funktsiooniks on y = y(x). Vorrandi (18) parem pool
f(x,y) olgu pidev muutujate x, y piirkonnas D ning arvud x, ja y, olgu sellised, et (xy, yy) € D.

Tahame teada funktsiooni véartust punktis x = b, seega vdtame 13igu [x,, b] ja jaotame n vordseks osaks

X, X1, X2, i, Xn = b, xg < X1 < Xy < .. < Xpy.
Tahistame vahed
X1 —Xg =Xy — X1 = .. =X, —Xp_1 =Ax = h.
b — x,

h = :
n

Olgu mingi funktsioon y = ¢(x) vorrandi (18) mingi ligikaudne lahend ja

Yo = @(x0), y1 = @(x1), e, Yo = @ ().
Tahistame
Ayo =y1 = Y0, 8y1 = Y2 = Y1, s AYn-1 = Yn — Yn-1:
Asendame vorrandi (18) tuletise igas punktis xg, x4, X3, ..., X, 10plike vahede suhtega

Y o ey, Ay =fOny)a
Ax_fx'y' y_fx'y X.
Kui x = x,, siis
Ay,
E = f(x0,Y0), Ayo = f(x0,¥0)Ax, y1—Yo = f(x0,Y0)h, ¥1 =¥+ f(x0,Y0)h.
Teada on y,, xo, h. Kui x = x4, siis
Ay,

E = f(x1,¥1), Ay, = f(x,y)Dx, Yy, —y1 = f(x,yD)h,  Y2=y1+ f(x,y)h
Teada on y4, x4, h. Analoogiliselt leiame y3 = y, + f(x2, ¥2)R, ..., ¥n = Yno1 + f(Xn_1, Yn_1) h.
Saime valemi diferentsiaalvorrandi lahendamiseks Euleri meetodil

Yn=DYn-1 + f(xn—lﬂ yn—l)h-

Seega on lahendi ligikaudsed viirtused punktides xq,xq, X5, ..., X, leitud. Uhendame koordinaattasandil
punktid (xg, ¥o), (x1, V1), -, (X, y). Saame integraalkdvera ligikaudse kujutisena murdjoone. Seda
murdjoont nimetatakse Euleri murdjooneks. Mida viiksemad sammud me teeme, seda ldhedasem on Euleri
murdjoon integraalkdverale.
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Ulesannet voib lahendada ka graafiliselt, konstrueerides Euleri murdjoone. Joonistame punkti M, (x, o)
labiva joonelemendi, see on joon tousuga f (X, o). Liigume modda joont argumendi x kasvavate vadrtuste
suunas punktist M, paremale punktini M, (x,,y,). Kordame sama tegevust: joonistame punkti M;(xy,y;)
labiva joonelemendi ja liigume selle sihis paremale jargmise punktini M, (x5, y,) jne.

Niide 6.25. Leida vorrandi y' = y + x ligikaudne lahend kohal x = 1, mis rahuldaks algtingimust y(0) =
1.
Jaotame 16igu [0,1] kiimneks osaks. x;, = 0;0,1;...;1, h=0.1, f(x,y) =y + x.

dy
o y+x, y1=yo+ f(x0,Y0)h

Xg Yk fxyi) =xk+yi | e yidh = (X +Yidh | Yiyr =y + (e + yi)h
0 1 1 0.1 11
0.1 11 1.2 0.12 1.22
0.2 1.22 1.42 0.142 1.362
0.3 1.362 1.662 0.1662 1.5282
0.4 1.5282 1.9282 0.1928 1.721
0.5 1.721 2.221 0.2221 1.9431
0.6 1.9431 2.5431 0.2543 2.1974
0.7 2.1974 2.8974 0.2897 2.4871
0.8 2.4871 3.2871 0.3287 2.8158
0.9 2.8158 3.7158 0.37158 3.1874
1.0 | 3.1874 Ligikaudne lahend y(1) ~ 3,1874 |

Tépse lahendi (analiiiitilise lahendi) saamiseks lahendamine vorrandi y' = y + x. Tegemist on lineaarse
vorrandiga, mille lahendame muutuja vahetusega.

y=uv y =uv+vy, uvv+vu=w+x vu' —u)+uv ==x.
Lahendame kahes osas: 1) (u' —u) =0, 2)uv' =x,
du du
1) W —-u)=0, —=u, du=udx, —=dx, Inlul=x, u=e"
dx u

dv
2)uv' =x, ve* =x, aex =x, dv=xe *dx, fdv = fxe‘xdx.

Ositiu=x, dv=e%dx, du=dx, v=—e

Jxe‘xdx = —xe ¥ — j —e¥dx v=—xe*—-e*+C=—e*(x+1)+C,

—-X

y=uw=e*-[(—e™)(x+1)+C]=—x—1+ Ce~,
y(0)=1: 1=-0—-1+Ce", C=2.

Uldlahend: y = —x — 1 + Ce”*, erilahend y = —x — 1 + 2e”*.

Arvutame niiiid erilahendi viirtuse kohal x = 1: y(1) = —1 — 1 + 2e! = 2e — 2 = 3,43656.

Ligikaudne lahend on tdpsem, kui suurendame osaldikude arvu, sellisel juhul on mdistlikum kasutada tabelar-
vutusprogrammide abi, et viltida arvutusvigade tekkimist.
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Meetodid on algoritmide pere harilike diferentsiaalvorrandite (ja harilike diferentsiaalvorrandite slisteemide)
ilmutatud voi ilmutamata ligikaudse lahendi numbriliseks leidmiseks algtingimustega iilesande korral. Nad
pohinevad iteratsioonil. Meetodi algse kuju tootas vilja Saksa matemaatik Carl Runge aastal 1895 ning seda
tildistas Martin Wilhelm Kutta aastal 1901. Kdige suurema tdapsusega on 4. jarku klassikaline Runge-Kutta

meetod, see meetod on nii laialt levinud, et seda nimetatakse sageli lihtsalt Runge-Kutta meetodiks.
Olgu meil Cauchy iilesanne
Y o fy)
dx fxy),

Siis funktsiooni véartus jargmises punktis arvutatakse jargmise valemi jargi:

y(x9) = ¥o

h
Yn+1 =Yn + r (k1 + 2k, + 2k3 + ky),

h h
ko= G ) ke =f(xut 5,90+ 5 k1),

h h
k3 =f<xn+5'yn+5k2>' k4- =f(xn+h;yn+hk3),

h on sammu suurus x jérgi.

Niide 6.26. Leida vorrandi y’ = y + x ligikaudne lahend Runge-Kutta meetodiga kohal x = 1, mis
rahuldaks algtingimust y(0) = 1.

Jaotame 16igu [0,1] viieks osaks: x;, = 0;0,2;...;1, h=0.2, f(x,y)=y+x.

h h
k1=f(xn,yn)=xn+yn, k2=f(xn+_;J’n+§k1)=Xn+

d
dx

2

h
—y=y+x, y1=y0+g-(k1+2k2+2k3+k4),

2

h
+y7l +§k1,

h h h h
ks = f(xn +§,yn +§k2> =X, +E+y" +§k2, ki, = f(x, + h,y, + hk3) = x,, + h + y, + hk;.
3 h
Xn Yn k4 k; ks k4 Ynt1 = Int g
) (kl + 2k2 + 2k3 + k4)
0 1 1 1,2 1,22 1,444 1,2428
0,2 1,2428 1,4428 1,68708 1,711508 1,9851016 | 1,583636
0,4 | 1,583636 | 1,983636 | 2,281999512 | 2,311835871 | 2,646003094 | 2,044212913
0,6 | 2,044213 | 2,644213 | 3,008634204 | 3,045076333 | 3,453228179 | 2,651041652
0,8 | 2,651042 | 3,451042 | 3,896145817 | 3,940656233 | 4,439172898 | 3,436502273
1,0 3,436502 Ligikaudne lahend y(1) = 3,436502
Tépne lahend oli y=-x—1+2e* (1)=2e—2=343656. Kuna tegemist oli tipsema
arvutusmeetodiga, on lahend ka poole vidhema osaldikude arvu korral tdpsem.
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Arvutustabeli voib teha kasutades ka monda tabelarvutusprogrammi (Microsoft Excel voi muud). Tuleb kirja
panna valemid esimese rea jaoks ja teises reas valem, mis viitab esimese rea viimasele veerule (y,4+1),
ilejadnud valemid tuleb kopeerida soovitud arvu kordi.

0 1 1 1,2 1,22 1,444 1,2428
0,2 1,2428 1,4428 1,68708 1,711508 1,985102 1,583636
0,4 1,583636 1,983636 2,282 2,311836 2,646003 2,044213
0,6 2,044213 2,644213 3,008634 3,045076 3,453228 2,651042
0,8 2,651042 3,451042 3,896146 3,940656 4,439173 3,436502

1 3,436502
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6.5. TEIST JARKU DIFERENTSIAALVORRANDID

6.5.1. KONSTANTSETE KORDAJATEGA LINEAARSED
HOMOGEENSED DIFERENTSIAALVORRANDID

Konstantsete kordajatega lineaarseks homogeenseks teist jirku diferentsiaalvérrandiks nimetatakse
vorrandit kujul
d’y dy
—+a—-—+by =0, 19
_ dxz " Pax T (19)
kus a, b on konstandid.

Teoreem 6.3.
Lineaarse homogeense vorrandi (19) erilahendite summa on samuti selle vorrandi lahend.

Teoreem 6.4.
Kui y;(x) on lineaarse homogeense vorrandi (19) lahend, siis on lahendiks ka Cy4(x), kus C on suvaline
konstant.

Jareldus.

Kui y4(x) ja y,(x) on lineaarse homogeense varrandi (19) lahendid, siis on lahendiks ka nende erilahendite
lineaarne kombinatsioon y = C,y1(x) + C,y,(x). Kui y{(x) ja y,(x) on lineaarselt sdltumatud erilahendid,
siisony = C1y1(x) + C,y,(x) vorrandi (19) tildlahendiks.

Kaht funktsiooni y,(x) ja y,(x) nimetatakse lineaarselt soltuvateks , kui leiduvad mingid nullist erinevad
reaalarvud C; ja C, nii, et kehtib samasus C,y(x) + C,y,(x) = 0.

Kaht funktsiooni y; (x) ja y, (x) nimetatakse lineaarselt séltumatuteks , kui C{y4(x) + C,y,(x) = 0 kehtib
vaid C; = C, = 0 Korral. Kahe lineaarselt soltuva funktsiooni suhe on konstantne

y1(x) _ G _
y2(x) Cq
Vorrandi (19) lahendit on loomulik otsida selliste funktsioonide seast, mille tuletised on sarnased

lihetefunktsiooniga, nii et pérast vorrandisse asendamist voiksid kdik liikmed vilja koonduda. Uheks selliseks
funktsiooniks on

C.

y = ekx’

kus k on parameeter. Leiame selle funktsiooni tuletised:
yr — kekx,yn = k2ekx,
Kui funktsioon on vorrandi lahendiks, siis vorrandisse asendamisel peame saama samasuse, seega

k?e** + ake** + pe** =
ehk
e®*(k? + ak + b) = 0.

Kuna e** = 0, siis samasuse kehtimiseks peab olema null teine tegur:
k? + ak +b = 0.

Saime ruutvdrrandi, mille lahendid avalduvad kujul
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Definitsioon. Diferentsiaalvorrandile (19) vastavaks karakteristlikuks vorrandiks nimetatakse ruutvorrandit
k*+ak +b = 0.

Diferentsiaalvdrrandi (19) tildlahendi leidmisel tuleb vaadelda 3 eri juhtu vastavalt karakteristliku vorrandi
lahenditele:

1)  reaalsed ja erinevad,

2) reaalsed ja vordsed,

3)  komplekssed.

1) Reaalsed ja erinevad karakteristliku vorrandi lahendid.
Olgu vorrandi k% + ak + b = 0 lahendid k4, k,. Diferentsiaalvorrandi (19) erilahendid on
y1 = e“1* jay, = eke*,
Kontrollime, kas erilahendid rahuldavad vorrandit:
(M%) = kyehi%, (k) = kpeex, (M%) = kPekix, (eh)" = kFek,
(e*1*)" + a(ef1¥)’ + be*1* = k2ek1* + gk e*1* + bef1* = e*1*(k? + ak, + b) = 0.

Erilahend rahuldab vdrrandit, sest kZ + ak; + b = 0, sest k; on karakteristliku vorrandi k% + ak + b =0
lahend. Samasuguse tulemuse saame teise erilahendi jaoks:

(e*2*)" + a(e*?*)’ + bek2* = k2e*2* + ak,e2* + bek2* = e*2*(kZ + ak, + b) = 0.

Seega
(e*1X)" + a(e*1®)" + be*1* =0, (e*2¥)"” + a(e*2¥)’ + be*2* = 0,

soltumata x viirtustest. Jarelikult on e*1*, e¥2¥ vgrrandi (19) erilahendid. Leiame y; (x) ja y,(x) suhte
yi(x)  ef¥
v, (x)  ekex

Kuna funktsioonid y; (x) ja y,(x) on lineaarselt sdltumatud, siis diferentsiaalvérrandi (19) iildlahend on
esitatav kujul

= ek1¥ —k2X £ copst.

y = C,ef1* + C ek2*¥,
kus C; ja C, on suvalised konstandid.

2)  Reaalsed ja vordsed karakteristliku vorrandi lahendid.

a
k1=k2=—E; a2—4-b=0,

siis diferentsiaalvorrandi (19) tildlahendiks on funktsioonide (erilahendite)
_a _a
yL=e€ 2x,y2 = xe Zx
lineaarne kombinatsioon. Uldlahend on

_a _a _a
y=C,e 2"+ Cyxe 2" = (Cq + Cyx)e 2"

Niitame, et y; ja y, rahuldavad diferentsiaalvorrandit (19):

@ a _a N
(e Zx) :—Ee 27, (e Zx) :Zaze 27,

138



IIT 0sa DIFERENTSIAALVORRANDID

1 a a _a a a (a? a? a a? 1 _a
Zaze_7x+a(—§e_?x)+be7x=e_5x<z—?+b>=e 2x<—z+b>:—ze Zx(a2—4b)=0,
N a a _a _a N a ¢ a _a a® _a _a_(a?
(xe_fx) =e_7x—§xe 2* (xe Zx) =-ze ZX—Ee 2x+zxe ¥ =e¢ 2x<zx—a ,

2 2 2
a (a a a _a _a a (a a
e 2x<—4x—a +a(e 2x—5xe 2x)+bxe ¥ =e¢ 2x<—4x—a+a——2 x+bx>=

Eelduse kohaselt a? — 4b = 0, jérelikult erilahendid
_a _a
y1=e 2%y, = xe 2%,
rahuldavad diferentsiaalvorrandit (19). Vaatame, kas nad on lineaarselt soltumatud

a
x) et 1
1) _ — = — = const.
Ya(x) o

Kuna funktsioonid y; (x) ja y,(x) on lineaarselt sdltumatud, siis diferentsiaalvdrrandi (19) tildlahend on
esitatav kujul

a
y = (€1 + Cy;x)e 2%,
3) Komplekssed karakteristliku vorrandi lahendid.

Komplekssete lahendite korral peab ruutvorrandi lahendivalemi ruutjuure alune avaldis olema negatiivne
a’*—-4b <0,

a 1 a 1
k1,2=—EiE\/aZ—4b=—zizv—1'\/4b—az-
{
Téahistame
a 1 ] .
az_i» ﬁzi 4b—a?, ki =a+ip, k, =a—ip.

Avaldame a ja b
1 1 1
a=—2a 32=1(4b—a2), b=p*+—a*=p*+~—-4a* = >+ a?,

4 4
b = B? + a?.
Diferentsiaalvorrandi (19) erilahendid on
y1 = e**cos Bx, y, = e**sin Bx.

Naitame erilahendite kehtivust. Leiame tuletised

d
% = aecos fx — fe™sin fx = e*™ (acos Bx — Bsin Bx),
d
% = ae™sin Bx + fe cos fx = e™ (asin Bx + Bcos fx),
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2
@ = ae® (acos fx — Bsin Bx) + e**(—afsin fx — B2cos fx) =

dx?
= e*(a?cos fx — afsin fx — afsin fx — B?cos fx) =
= e*(a?cos fx — 2apfsin fx — B?cos Px),
d2y2 = ae%(asi ) ax 2 ) =
dxZ ae™ (asin fx + fcos Bx) + e*™ (aBfcos fx — B*sin fx) =

= e®™(a?sin fx + afcos Bx + afcos Bx — B2sin fx) =
= e*(a’sin Bx + 2afcos Bx — B?sin fx).

Asetame funktsioonid y; (x) ja y,(x) vorrandisse (19), asendame a = —2a, b = 2 + a?.

e (a?cos fx — 2afsin fx — B2cos Bx) + ae** (acos fx — fsin fx) + be* cos fx =

= e (a?cos fx — 2afsin fx — B?cos Bx + a(acos Bx — Psin fx) + bcos fx) =

= e%(cos px(a? — B2 + aa + b) + sin fx(—2af — aB)) =
= e%(cos fx(a? — B — 2a% + B% + a?) + sin fx(—2af + 2af)) = 0.

e (a?sin Bx + 2afcos Bx — B2sin Bx) + ae® (asin fx + Bcos fx) + be™ sin fx =

= e*(a?sin Bx + 2afcos Bx — B?sin fx + a(asin fx + Pcos fx) + bsin fx) =

= e“x(cos Bx(2af + ap) + sin fx(a? — B? + aa + b)) =
= e%(cos fx(2ap — 2ap) + sin Bx(a? — f? — 2a? + f? + a?)) = 0.

Jarelikult funktsioonid y; = e**cos fx, y, = e**sin fx on diferentsiaalvorrandi (19) lahendid. Vaatame,
kas nad on lineaarselt soltumatud
y1(x) e cos fx
y,(x)  e%sin Bx

Kuna funktsioonid y;(x) ja y,(x) on lineaarselt sdltumatud, siis diferentsiaalvérrandi (19) tildlahend on
esitatav kujul

= cot fx # const.

y = e“*(Cycos Bx + C,sin Bx).

Niide 6.27. Lahendada diferentsiaalvorrand y'' + 4y’ + 3y = 0.

Karakteristlik vorrand k? + 4k + 3 =0, k; = —3, k, = —1. Lahendid on reaalsed ja erinevad, seega on
tildlahend

y = Cief1* + C,e*2¥ = Cle 3% + C e,

Niide 6.28. Lahendada diferentsiaalvorrand y'' + 6y’ + 9y = 0.

Karakteristlik vorrand on k2 + 6k + 9 = 0, k; = k, = —3.
Lahendid on vordsed, seega on iildlahend

y = (C; + Cyx)e 2" = (Cy + Cyx)e™3*.

Niide 6.29. Lahendada diferentsiaalvérrand y'' + 6y’ + 13y = 0.

Karakteristlik vorrand k? + 6k + 13 = 0, k; = —3 + 2i, k, = —3 — 2i. Lahendid on komplekssed, seega
on iildlahend ¢ = =3, = 2:
y = e 3*(Cycos 2x + C,sin 2x).
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6.5.2. KONSTANTSETE KORDAJATEGA LINEAARSED
DIFERENTSIAALVORRANDID

Konstantsete kordajatega lineaarse mittehomogeense teist jarku diferentsiaalvorrandi tildkuju:

d’y dy

W+aa+by—F(x), (20)
kus a, b on konstandid ja F (x) on argumendi x funktsioon.
Vorrandi (20) tildlahend on esitatav kujul

y=y.+tY,
kus y, on vastava homogeense vorrandi
d’y dy
ﬁ + aa +by=0

tildlahend ja Y on vorrandi (20) mingi erilahend. Erilahendit tuleb otsida sarnaselt funktsiooni F(x) kujule.

1)  F(x) on konstant F(x) = C.
Esitame erilahendi samuti konstandi kujul ¥ = C,. Kuna tegemist on konstandiga, siis tuletised Y’ =Y" =0
ja vorrandisse (20) asendades saame

C C
bCy, = C, CO:E’ Y=E'
Kui vorrandis (20) b = 0, siis tuleb erilahendit otsida kujul ¥ = Cyx. Tuletised Y' = C,, Y = 0.
C C
aC0=C, COZE, Yzzx.

2)  F(x) on poliinoom.

Vorrandi (20) erilahendit otsitakse sama astme poliinoomina, niiteks kui F(x) = px? + gx + r, kus p,q ja
r on etteantud. Otsime erilahendit kujul Y = Ax? + Bx + C. Tuleb méirata konstandid 4, B ja C nii, et Y oleks
vorrandi (20) erilahend. Selleks leiame tuletised Y' = 24Ax + B,Y" = 2A. Asendame vorrandisse (20), saame:

2A+a(Ax +B)+ b(Ax?* + Bx+C) = px? +qx + .
Korrastame vasakul pool vordusmérki olevad liikmed:
Abx? + x(2Aa + Bb) + 2A + aB + bC = px? + qx + 1.

Arvestame, et x sama astmete kordajad peavad olema vordsed molemal pool vordusmaérki.

*. ab=p a=" . cq pe(o-2)
x“: Ab =p, A—b, x: 2da+Bb=gq, B= > )%
1 2p a 2ap
0. — — |l _Z(, 22
x": 2A+aB+bC =T, C b[r 2 b( 5 )]

Kui vorrandis (20) b = 0, siis tuleb erilahendit otsida kujul ¥ = x(4x? + Bx + C).

3) Eksponentkujul F(x) = pe™.
Erilahendit otsime kujul ¥ = Ae™. Leiame tuletised Y' = Ane™,Y" = An%e™ ja asendame vdrrandisse.
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p
nZ4+an+b
Kui n? + an + b = 0 ehk n on karakteristliku vorrandi lahend, siis otsime iildlahendit jargnevalt: kui n on
ithekordne lahend, siis ¥ = Axe™: kui n on kahekordne lahend, siis Y = Ax2?e™*.

An?e™ + aAne™ + bAe™ = pe™  |.e™ Am?*+an+b)=p, A=

4)  Trigonomeetrilisel kujul: F(x) = sin wx, F(x) = cos wx, F(x) = p sin wx + q cos wx.

Erilahendit otsime alati tihesugusel kujul ¥ = Asin wx + Bcos wx.
Olgu F(x) = sin wx. Leiame tuletised ja asendame vdrrandisse:

Y’ = Awcos wx — Bwsin wx, Y" = —Aw?sin wx — Bw?cos wx,
—Aw?sin wx — Bw?cos wx + a(Awcos wx — Bwsin wx) + b(Asin wx + Bcos wx) = sin wx.

Vordsustame sin wx ja cos wx kordajad mdlemal pool vordusmaérki, saame vorrandisiisteemi kordajate A ja
B leidmiseks:
{—sz —aBw+bA=1
—Bw? + aAw + bB =0

Kui vorrandis (20) a = 0, siis otsitakse erilahendit kujul Y = x(Asin wx + Bcos wx).

Mirkused.

1. Kui (20) paremal pool esineb eespool vaadeldud funktsioonide summa, siis erilahendi saame, kui otsime
teda samade funktsioonide summana.

2. Ulalkirjeldatud meetod sobib ka juhul, kui vdrrandi (20) parem pool osutub korrutiseks, siis otsitakse
erilahendit korrutise kujul.

Niide 6.30. Leida vorrandi y”' + 2y’ — 8y = 2x + 1 tildlahend.
Alguses leiame homogeense vorrandi iildlahendi

k?+2k—8=0, k; =—4, ky =2, y, = Cie ™ + C,e?.
Erilahendit otsime antud iilesande paremal pool asuva funktsiooni kujuga samasugusel kujul.

Y=Ax+BY =A4,Y"=0, 2A—-8Ax—8B =2x+1,

) 1! ) 15}
)/_ _(' —4x (' 2x
__x__’ y e _|_ e —_——_X ——.

Niide 6.31. Leida vorrandi y” — 2y’ = x? + 4x iildlahend.
Vastava homogeense vorrandi tildlahend
k? =2k =0, k; =0, k, =2, y.=C, + Ce®*.
Erilahendit otsime kujul (b = 0) Y = x(Ax? + Bx + C) = Ax3 + Bx? + Cx.
Y =3A4x%2+2Bx+C, Y" = 6Ax + 2B: 6Ax + 2B — 2(3Ax? + 2Bx + C) = x? + 4«x.

1
6Ax + 2B — 6Ax? — 4Bx — 2C = x? + 4x, x?: —6A =1, Az—g

)

5 5
x: 6A—4B =4, B=—Z, x°: 2B—=2C =0, C=_Z'
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1 5 5
Y = —8x3 —ZXZ —Zx,
5 5
y =C, + C,e** —€x3 —sz — 7%

Niide 6.32. Leida diferentsiaalvorrandi y'' + 3y’ — 10y = 16e3* iildlahend.
Vastava homogeense vorrandi iildlahend
k? +3k—10=0, k;=-5 = k, =2, y.=Cie > + (C,e?".
Erilahendit otsime kujul Y = Ae3*, Y’ = 34e3%, Y"' = 94e3*.
9A4e3* + 3-34e3* — 104e3* = 16e3¥, 8A =16, A=2.
Y =2e%, y=C(Ce %+ (e + 2e3,
Niide 6.33. Leida vorrandi y'' + 4y = 12cos 2x tildlahend.

Vastava homogeense vorrandi iildlahend k% + 4 = 0, k; = 2i, k, = —2i, y. = C,cos2x + C,sin 2x.
Erilahendit otsime kujul Y = x(Asin 2x + Bcos 2x), sest a = 0.

Y’ = Asin 2x + Bcos 2x + x(2Acos 2x — 2Bsin 2x)
Y'" = 2Acos 2x — 2Bsin 2x + 2Acos 2x — 2Bsin 2x + x(—4Asin 2x — 4Bcos 2x) =
= 4Acos 2x — 4Bsin 2x — 4Axsin 2x — 4Bxcos 2x
4Acos 2x — 4Bsin 2x — 4Axsin 2x — 4Bxcos 2x + 4(Axsin 2x + Bxcos 2x) = 12cos 2x
cos 2x(4A — 4Bx + 4Bx) + sin 2x(—4B — 4Ax + 4Ax) = 12cos 2x
cos2x: 4A =12 A=3 sin2x: —4B=0 B =0

Y = 3xsin 2x, y = C;cos2x + C,sin 2x + 3xsin 2x.

6.5.3. TEIST JARKU VORRANDID FUUSIKAS.
MEHAANILISED VONKUMISED

Olgu koormus massiga m elastsel vedrul, mis on kinnitatud mingis punktis A. Koormuse kdrvalekallet
tasakaaluasendi suhtes tdhistame y. Korvalekallet alla loeme positiivseks ja iiles negatiivseks.
Tasakaaluasendis koormus on tasakaalus vedru elastsusega. Oletame, et joud F;, mis pilitiab koormust viia
tasakaaluasendisse on vOrdeline siirdega y:

F, = —ky, k = const,k > 0,

k on vedru jaikus. Koormuse liikumist takistab vastupanujoud F,, mis on suunatud litkumise vastassuunas ja
on vordeline massi litkumise kiirusega

dy
F, =—Av = _AE' A = const, 1> 0.
Newtoni II seaduse pdhjal
d*y d*y dy
ma=F, +F,, a=ﬁ, mﬁ=—ky—/1%, A>0k>0.

Saime II jarku konstantsete kordajatega lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi
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d’y dy
T tPg =0, p= 21)

k
—

S|~

q =

Vorrandit (21) nimetatakse vabavonkumiste vorrandiks.
Oletame, et vedru alumine punkt A liigub vertikaalselt vastavalt seadusele z = ¢(t). Vedru alumine ots on
kinnitatud rulli kiilge, mis koos vedru ja koormusega liigub médda konarusi. Sellisel juhul on taastav joud

Fy = —ky = ko(®),
ning takistav joud
F, = —Av—1¢'(t) = —1y' — 1¢'(¢).
Vorrandi (21) asemel saame

my" = —ky — ko(t) — 1y’ — A9’ (1), my" + Ay' + ky = —ko(t) — 1¢'(t),
., , ko(t) + A’ () A k
y'+py +tqy=f0), f(O)=- —  PEq = (22)

Vorrandit (22) nimetatakse sundvonkumiste vorrandiks.

6.5.3.1. VABAVONKUMISED
Vabavonkumiste vorrand, kus otsitav funktsioon on y = y(t)

Ty oD ay=0 p=tg-k (23)

Lahendame vorrandi, moodustame karakteristliku vorrandi ja analiiiisime vdimalikke lahendeid.

) _ - __p_ [P’
k‘+pk+q=0, k;= 2+ 2 q, k, = > 2 q.

Lahend soltub karakteristliku vorrandi lahendist:
1.Kui p?/4 > gq, siis lahendid on reaalsed ja negatiivsed ning iildlahend

y = Cleklt + Czekzt, k1 <0, kz <0.

Jarelikult y = 0, kui t — oo, jarelikult vonkumist ei teki, kuna takistavad joud on suured vorreldes vedru
elastsuskoefitsendiga k.

2.Kuip?/4 = q,k; = k, = —p/2,siisiildlahend y = (C; + Czt)e_gt, siisy — 0, kuit = oo, ainult mitte
nii Kiiresti.
3.0lgu p = 0, takistusjoud puudub, siis k2 + q = 0, k; = Bi, k, = —Bi, f = \/E
Uldlahend
y = Cqcos Bt + C,sin ft.

Téhistame C; = A sin @, C, = Acos @, kus A, ¢, on suvalised, avaldame 4, ¢,.

C
A= /Clz +C2, @ = arctanc—l,
2

y = A sin @ycos Bt + Acos @gsin ft = Asin (¢, + Bt),
y = Asin (¢, + Bt).
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Sellist vOonkumist nimetatakse harmooniliseks vonkumiseks. Integraalkdoveraks on sinusoidid.
Vonkeperioodiks nimetatakse ajavahemikku T, mille jooksul siinuse argument muutub suuruse 27w vorra.
Antud juhul

T_Zn
ik

Vonkesageduseks nimetatakse vongete arvu aja 27 jooksul. Antud juhul on sagedus f.
Vonkeamplituudiks nimetatakse suurimat hélvet tasakaaluasendist. Suurim hélve tasakaaluasendist on A.
Suurust ¢, nimetatakse algfaasiks.

6.5.3.2. SUNDVONKUMISED

Vaatame vorrandit

., , ko(t) + A’ (t) A k
y'+py +ay=fO), f(O=- - » P=q = (24)
Praktikas on sage juhtum, kus vonkeid pohjustav vilisjoud on perioodiline ja muutub vastavalt seadusele
. . p®
f(t) = asinwt, y"+py +qy = asinwt, p # 0, T <4q,

q vedru jdikus, p vedru takistus, vordeline kiirusega. Karakteristliku vorrandi lahendid on siis komplekssed

k2 +pk+q=0, ki =a+ip,

. p ’pz p p?
k,=a—-ip, k R i X B z Ta

y = e*(C{cosft + C,sin Bt).
Tahistame C; = A sin ¢, C, = Acos @y,
y = Ae“'(sin @ycospft + cos @,sin Bt) = Ae“sin (@, + Bt).
Mittehomogeense vorrandi erilahendit otsime kujul
Y = Nsin wt + Mcos wt, Y' = Nwcos wt — Mwsin wt, Y’ = —Nw?sin wt — Mw?cos wt
—Nw?sin wt — Mw?cos wt + p(Nwcos wt — Mwsin wt ) + q(Nsin wt + Mcos wt) = a sinwt
sinwt : —Nw? — pMw + gN = q, coswt: —Mw?+pNw + qM =0,

—apw _alg—w?)

(W2 = )2+ prw? (a— w7 + pr?

M =

Uued konstandid A,, ¢,, M = A,sin ¢,, N = A,cos ¢,.

a2p2w2 + aZ(q — 0)2)2 a
A, =M? + N2 =\/

[(q — w2)2 + p2w?]2 Ja2(q — 022 + p2w?

oM
, = arctan —,
¢ N

Y = Nsin wt + Mcos wt = A,cos ¢,sin wt + A,sin ¢@,cos wt =
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a
Ja2 (g - w2 + pra?

sin(wt + @,).

Uldlahend

a
y = Ae*'sin (@, + Bt) + sin(wt + ¢@,).
Ja? (q— oD)? + pa?
Esimene liidetav kujutab sumbuvat vonkumist, aja t kasvades see liige kahaneb ja teise liidetava osatihtsus
suureneb. Teine liidetav médrab sundvonkumise. Vongete sagedus w on vdrdne vilisjou f(t) sagedusega.

Sundvdnkumiste amplituud on seda suurem, mida viiksem on p ja mida lihemal on suuruse w? viirtus q
védrtusele.

6.5.3.3. SOOJUSE LEVIMINE VARDAS

Horisontaalselt paigutatud metallvarras on paigutatud otstega tugedele. Tugede vaheline kaugus on L. Vasakus
otsas on konstantne temperatuur t,. Parem tugi hoiab konstantset temperatuuri t, < t;. Varda materjal on
soojusjuhtivusega A. Varda ristldikepindala on A ja ristldike imbermdot on P. Soojuse draandmise koefitsient
varda pinnalt iimbritsevasse keskkonda on konstantne

( kcal ) A
¢ m?2 - h-grad/’ a_ts—t'

Umbritseva keskkonna temperatuur on t.

Ulesanne: leida seos varda suvalise punkti temperatuuri ja kauguse vahel soojemast otsast.

Oletame et varras on nii peenike, et temperatuur on ristloike ulatuses konstantne, siis on t = t(x), x on kaugus.
Votame elementaarldigu kaugusel x pikkusega dx. Soojushulk, mis 1dbib aja dt jooksul varda ristldiget
kaugusel x, on vordne

—1A—dr.
dx t

Soojushulk, mis 1dbib aja dt jooksul varda ristldiget kaugusel x + dx, on vordne

1A dt+d2td d
dx dx? x|at

Varda piirkond, mis ristldigete vahel x ja x + dx saab ajavahemiku dt jooksul soojushulga, mis on vordne
nende soojushulkade vahega

2

/'lAd td d
72 dxar.

Sama aja jooksul soojuskadu sellelt vardaosalt aPdx(t — t)dt.
Kuna vaadeldav protsess on statsionaarne, siis

d*t
A —dxdt = aPdx(t — t,)dr,

_ dx?
millest
d*t aP f—t)=0
dx2 1A oo

Saime II jérku konstantsete kordajatega lineaarse mittehomogeense diferentsiaalvorrandi.
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6.5.4. LINEAARSED HOMOGEENSED
DIFERENTSIAALVORRANDID

Lineaarne homogeenne teist jirku diferentsiaalvorrand tildkujul on

y' +p1(0)y + p2(x)y = 0,
kus p1, p2 on pidevad funktsioonid.

Kui on teada lineaarse homogeense vdrrandi kaks lineaarselt sdltumatut lahendit y, (x), y,(x), siis selle
vorrandi iildlahendiks on

y = C1y1(x) + C2y2(x). (25)
Vorrandi erilahendi saame iildlahendist konstantide C;, C, sobiva fikseerimise teel.

Lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi jirgu alandamine.

Lineaarse homogeense vOrrandi saab lahendada nii, et leiame kdigepealt selle vorrandi n lineaarselt soltumatut
lahendit ja kirjutame vastuse kujul (25) selleks iildine meetod puudub. Sellepdrast tuleb vorrandi
lahendamiseks sageli kasutada jargu alandamise votet. Kui me teame vorrandi mingit lahendit y; (x) # 0,
siis voime vorrandi jarku alandada vorrandi lineaarsust sdilitades. Seda saame teha kahe asendusega: esiteks
asendame vorrandis y"' + p;(x)y' + p,(x)y =0

y=Y12
ning siis alandame vorrandi jarku asendusega
zZ'=u, z=2z(x),u=ulx).

Kui peame lahendama teist jirku vorrandi y” + p;(x)y’ + p,(x)y = 0, mille jaoks teame iihte lahendit
y1(x) # 0, siis on mugavam kasutada valemit (Liouville’i- Ostrogradski valem):

yIZ "Y1 —y'1 "y, =C- e‘flh(x)dx’
kus y; ja y, on teist jarku lineaarse vorrandi mistahes kaks lahendit. Vaatleme lahendit y; kui teadaolevat

erilahendit ja leiame valemist erilahendi y,. Punktis 6.6.1 on ndidatud, et Liouville’i-Ostrogradski valemist
leitav teine erilahend y, avaldub valemiga

7@ =0 [

e~ /p1®)dx
——d
(J’1(x))

Niide 6.34. Lahendada diferentsiaalvdrrand (x2 + 1)y”" — 2xy’ + 2y = 0.

X.

Vorrandi kordajateks on poliinoomid:

Po(x) = x%+1, p1(x) = =2x,p,(x) = 2.

On vaja leida iiks vorrandi lahend, et saaks Liouville’i-Ostrogradski valemit kasutada. Selleks tuleb proovida
kordajatega sarnaseid funktsioone, alustades kdige lihtsamast p, (x) = 2 ehk proovime y,; (x) = C, asendame
vorrandisse, saame y; = 0, seega see lahend ei sobi, vitame jargmise:

pl(x) =-2: yl(X) = Ax + B, y{ :A’yi' =0.
—2Ax+2Ax+2B=0, B=0.

Otsitavaks erilahendiks sobib y; (x) = Ax, kus A on suvaline konstant. Votame erilahendiks y, (x) = x.
Lahendame vorrandi kdigepealt Liouville’-Ostrogradski valemi abil
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144 2x I+
Y x2 +1y

Valemi jargi leiame erilahendi y

= I, N _ o d
x2+1y_0' y yi—y1ry=C-e fp1(x)x.

2x , - _Z_xd
x2+1 yx—y=C-e ) ma®,

Saime esimest jarku lineaarse vorrandi.

, Y x?+1
y x_C < . )
1 Z+1 1 241
y = e~ <fC-<x . )ef_idxdx+C0> = el (fC-(x ~ )e‘1n|x|dx+C0> =
x2+1\1 1 1
=x Cf —dx + C, =x(Cf(1+—2)dx+Co>=x(C(x——>+CO>=C(x2—1).
x J)x x x

Tulemuseks on teine vorrandi erilahend, mille lineaarne kombinatsioon esimesena leitud lahendiga
annab meile vorrandi tildlahendi.

p(x) = —

y1 =%y, = (x* - 1), y =C(x* — 1) + Cyx.

Lahendame sama iilesande erilahendi y; = x Korral, kasutades jargu alandamise votet y = y,z,z' = w.
Siis y = xz ja tuletised on kujul
y' =z+xz',y" =2z"+xz".

Diferentsiaalvorrand saab peale asendust kuju
(x?2+ 1)z +xz")—2x(z+x2') + 2xz = 0,

millest saame
(x3+x)z" + 2z =0.

Teise sammuna teeme asenduse z' = u, z"’ = u’, saame
(3 +x)u' +2u =0,

saime esimest jirku lineaarse diferentsiaalvorrandi. Vorrandi jark on alandatud ning saadud madalamat jarku
vorrand on samuti lineaarne. See ongi lineaarsuse sdilitamine. Kuna tegemist on lineaarse homogeense
vorrandiga, saame selle lahendada muutujate eraldamise teel:

du_ —2dx
u  x3+x

Integreerimiseks peame vorrandi paremal pool asuva murru teisendama osamurdude summaks:

-2 _A+Bx+C_A(x2+1)+Bx2+Cx
x(x2+1) x x24+1 x(x?+1)

Konstandid 4, B ja C leiame, asendades vorrandisse
—2=x*(A+B)+Cx+A

argumendi viirtuseks x = 0, siis A = —2. Edasi vordsustades x? kordajad vasakul ja paremal pool
vordusmirki, saame seose A + B = 0, sest vasakul pool vastav liige puudub, see tdhendabki, et ruutlitkme
kordaja on vOrdne nulliga. Asendades juba leitud kordaja A = —2, saame B = 2. Viimaks kordaja C
leidmiseks vordsustame x kordajad molemal pool vordusmérki, tulemuseks € = 0. Kokkuvottes oleme saanud
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2 -2
x(x2+1) x  x241

du —2dx -2 2x
f—=f =f—dx+f—dx,
u x3+x X x2+1

In|u| = —=21In|x| + In|x? + 1] + InC,

xZ+1
u=_C = |-
x
Lopuks asendame u = z' ja leiame z avaldise

) x?+1
Z=Cl xz )

X2+1 1 Cl
Z=JC1 x2 dx=leldx+cljpdx=clx+7+cz’

Integreerime vorrandit

Kuna yx = z, siis

R

1
=C1(x+;)+C2, y = Ci(x%? 4+ 1) + Cyx.

6.5.5. LINEAARSED MITTEHOMOGEENSED
DIFERENTSIAALVORRANDID

Vaatleme lineaarset mittehomogeenset diferentsiaalvdrrandit

y'+p1(0)y +p(x)y = f(x).

Kui on teada homogeense vorrandi y" + p;(x)y’' + p,(x)y = 0 kaks lineaarselt sdltumatut lahendit y, =
Ciy1(x) + C,y,(x) ja mittehomogeense vorrandi liks erilahend Y, siis iildlahend avaldub kujul

Y=Y+ C1y1(x) + C2y,(x). (26)
Vorrandi (26) mistahes lahend on saadav tildlahendist konstantide C;, C, vaértuste fikseerimisel.

Erilahendi leidmine konstantide varieerimise meetodiga.
Kui on leitud lineaarse homogeense vorrandi y'' + p;(x)y’ + p,(x)y = 0 kaks lineaarselt soltumatut
lahendit, siis erilahendit Y (x) otsitakse kujul

Y(x) = C1(x0)y1(x) + C,(x)y(x).

Homogeense vdorrandi {ildlahendisse (20) asendame suvalised konstandid C;,C, funktsioonidega
C;(x), C,(x). Funktsiooonid C;(x),C,(x) madratakse nii, et Y (x) rahuldaks mittehomogeenset vorrandit.
Funktsioonide C; (x), C,(x) leidmiseks peab lahendama siisteemi

Ciy1 + C3y, =0,
! ! 1A A 27
{ 1Y1 + C2y; = f(x). @7)

See on suuruste C;(x),C;(x) suhtes lineaarne mittehomogeenne vdrrandisiisteem. Siisteem on {iheselt
lahenduv:

Cl(x) =gi(x),i=12 Cx)= Jgi(x) dx+C, ,i =1,2.

Kuna meid huvitab ainult iiks erilahend, siis vdime votta C; = C, = 0.

Korgem matemaatika II, Ella Puman 149



Ci(x) = f 9:(x) dx.

Niide 6.35. Lahendada diferentsiaalvdrrand (x? + 1)y"" — 2xy’ + 2y = (x? + 1)2.
2x 4
2+1) Txzt1”
Vastav homogeenne diferentsiaalvorrand on juba lahendatud eelmises néites (ndide 6.34), lahendiks on
Y. = C(x% — 1) + Cyx.
Jérelikult antud vorrandi tildlahend avaldub kujul
y =Y(x)+ C;(x? — 1) + Cyx.
Leiame erilahendi Y (x) siisteemist (26) Y (x) = C;(x)(x? — 1) + C,(x)x,

n

y =x? + 1.

y1=x*=1Ly,=xy =2x,y, = 1.
Stisteemist (27)

{ Ciy, + Cyy, =0, {C{(xz —1)+Cx =0,
Ciyi + CGyz = f(x) 2xCl 4 Ch = x% + 1.
Leiame suurused C; ja Cj:
! ! x2 - 1
CZ = _Cl
Asendame selle siisteemi teise vorrandisse, saame
x? -1
2xC; — Cj =x%+1, Cix2—x*+1)=x*+1x, C{(x*+1)=(x*+Dx.
x? -1
C| = x, Céz—C{%z—(xz—l)zl—xz.
Integreerime
x? x3
C1(x)=7+c1: Cz(x)=x_?+cz.
kus C; ja C, konstandid. Piisab iihest erilahendist, votame C;=C, = 0. Saime
x? x3
Ci(x) = DX Co(x) =x 3
Erilahend avaldub kujul
X2 x4
Y(x) = 7(952 —1) + x2 -3
Uldlahend
x%(x? -1 x*
y =C(x%— 1)+C2x+¥+x2 -3

6.5.6. SPETSIAALSED LINEAARSED VORRANDID
1. Legendre vorrand on lineaarne vorrand Kujul
(1—x3)y" —2xy' +1l(l+ 1)y =0,
kus I on reaalarv.
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Legendre vorrandi tildlahend avaldub kujul

y(x) = agy;(x) + a1y, (x),
kus a, ja a; on konstandid ja y; sisaldab ainult paarisarvulisi muutuja x astmeid ja y, sisaldab ainult
paarituarvulisi muutuja x astmeid. Kui [ on paarisarv, siis a; =0 ja kui [ on paaritu, siis a, = 0.
Loodusteadustes pakuvad huvi sellised vorrandi lahendid, mis asuvad vahemikus —1 < x < 1. Selle vorrandi
erilahenditeks on [ astme poliinoomid, mida nimetatakse Legendre poliinoomideks:

1'3'5'---'(21—1){1 (=1 ., A-DA=20=3) ., }

Pi(x) = T -0t T zaa-na-» "

1 1
Py(x) =1, P (x)=x, P,(x) = E(sz —-1), P;(x)= E(Sx3 —3x),

1 1
P(x) = 5(35x4 —30x2+3), Ps(x)= 3 (63x° — 70x3 + 15x).
Legendre poliinoomide vahel kehtib rekursiivne seos:

L+ DPy(x) — QL+ DxPy(x) + 1P _1(x) = 0,

ette andes P,(x) = 1 ja P;(x) = x, saab leida koik kdrgemat jarku poliinoomid.
Kui l = 1, siis

1 1
2P2_'3xfﬁ'+}% = O, FE(X)::§(3x[H'_Fb)::§(3x2__1)
Kuil ::Z,S”S 3;% _'SXFE +‘2PH ::O,
1 1 1 1
Py(x) = = (5xP, — 2P,) = = <5x— (3x2 —1) — 2x> = 2 (5% — 3x),
3 3 2 2
Niide 6.36. Niitame, et P;(x) on Legendre vorrandi lahend [ = 3 korral, (1 — x2)y"” — 2xy’ + 12y = 0.

1 3 , 1 ) 3 ) " 1
P;(x) = E(Sx —3x), P3(x) = E(le -3) = E(Sx -1), P'(x) = 5(309() = 15x,

3 1
(1 —x2?)15x — 2x§(5x2 -1+ 125(5x3 —3x) = 15x — 15x3 — 15x3 + 3x + 30x3 — 18x = 0.

Legendre poliinoomid on vahemikus —1 < x < 1 ortogonaalsed:

1

JPl(x)Plr(x) dx=0, l+1I.

-1

Niide 6.37. Niitame, et P; (x) on ortogonaalne P, (x)ja P;(x) suhtes.

1 1
P (x) = x, P,(x) = 5 (Bx2-1), Py(x)= > (5x3 — 3x).

1

: 4 2\ |1
jpl(x)Pz(x)dx = Jx%(sz —1)dx =%<3%—x7> =

21 21
1 1

b P e — [ L5253y — L[5F° 3x%\|'
[ rwrwar= [ 25650 -3 dr=3(5 -3

-1 -1 -1

=2(1-1-(-D+ (D) =0
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2. Hermite vorrand on lineaarne vorrand kujul
y' —2xy +2ny =0,
kus n on reaalarv. Vorrandi tildlahend on kujul
y(x) = agy1(x) + a;y,(x),

kus a, ja a; on konstandid ja y; sisaldab ainult paarisarvulisi muutuja x astmeid ja y, sisaldab ainult
paarituarvulisi muutuja x astmeid. Kui n on paarisarv, siis a; = 0 ja kui n on paaritu, siis a, = 0. Selle
vorrandi erilahenditeks on n astme poliinoomid, mida nimetatakse Hermite poliinoomideks

-1 -1 -2)(n-3
n(n“ )(Zx)n_2+n(n )(nz! )(n—3)

Hy(x) =1, H;(x) = 2x, Hy(x) = 4x? — 2, Hs(x) = 8x3 — 12x,
H,(x) = 16x* — 48x? + 12, Hs(x) = 32x> — 160x3 + 120x.
Kehtib ka rekursiivne seos

Hy, (x) = (2x)" — ()% — ..

Hpy1(x) = 2xHy (x) + 2nHy 1 (x) = 0,

ette andes Hy(x) = 1, H,(x) = 2x, saab leida kdik kdrgemat jarku poliinoomid.

x2
y() = e TH (x), n=012,.. /

on lahendiks diferentsiaalvorrandile, mis on kujul

Hermite funktsioonid

y" + (1 —x%+2n)y =0,
o4
Legend
2 eM-x"2f21"HO
et 212" H1

y(x) = e T (x).

Hermite funktsioonid on ortogonaalsed. Nad on seotud kvantum-mehaanika iilesannetega ja ka Schrodingeri
vorrandiga.

lahendamiseks tuleb teha muutuja vahetus

3. Laguerre vorrand on lineaarne vorrand kujul
xy"+(1—-x)y'+ny =0,

kus n on reaalarv. Selle vorrandi erilahenditeks on n astme poliinoomid, mida nimetatakse Laguerre

poliinoomideks
2 2 2
n n“n-1
Ln(x) = (_1)n x" — —1| x"_l + —( 21 ) x"_z

— ..+ (—1)"n!|.
Lo(x)=1, Li(x)=1-x, Ly(x) =2—4x+x%, L3(x) =6—18x + 9x% — x5.
Kehtib jargmine rekursiivne seos
Lpy1(x) = (1 = 2n —x)Lp(x) + n?Ly_1(x) = 0,
millest saab leida kdik korgemat jarku poliinoomid, andes ette Ly(x) = 1jaL,(x) =1 — x.
4. Besseli vorrand on lineaarne vorrand kKujul

x%y" +xy' + (x? —n?)y =0,
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kusn on reaalarv. Kasutatakse membraanide vibratsioonide leidmisel ja ka Schrodingeri vdorrandi

lahendamisel ringis ning sféddril. Selle vOrrandi erilahenditeks on n astme poliinoomid, mida nimetatakse
Besseli funktsioonideks, I liiki

(0]

x n (D™  x\2m
— _ m
I =(3) _0< D i (3)
1 /x\? 1 x\* 1 /x\® 13
]O(x) =1- (1|)2 (E) + (2')2 (E) - (3|)2 (E) + .. ygg:
044
x 1 /x\3 1 /x\° 1 /x\7 004
10 =5-15) +a5 ) ~5al) - - i N YL
Suurte x véadartuste korral kehtib gg
( 2 ( nm N n) '“_-?:
]n X) X Stx 2 47 Legend
A0
Besseli funktsioon J,, 1/, (x) jaoks J

]1(x)—\/zsmx ]%(x)= %(Sizx—cosx)

Kehtib ka rekursiivne seos
2n
S () === Jn ) + Juma () = 0.

Kasutusel on sfaarilised Besseli funktsioonid jarguga n

Jn(x) = \/%]nﬂ/z(x), n = 0.

Sfairilised Neumanni funktsioonid avalduvad jargmiselt:

nn(x) = (_1)n+1\/§]—n—1/2(x). n = 0.
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6.6. KORGEMAT JARKU DIFERENTSIAALVORRANDID

Olgu vorrandis koige kdrgem tuletise jark n, siis on n-jarku diferentsiaalvorrandi iildkujuks

F(x, yv,y,y", ...,y(")) = 0.

Definitsioon. Olgu funktsioon F = F(x,y,y1, Y2, ..., ¥,) madratud muutujate x, y, y;, y,, ..., ¥ piirkonnas G.
Vahemikus (a,b) maidratud funktsiooni y = y(x) nimetatakse vorrandi F (x, v,y,y", .., y(n)) =0
lahendiks selles vahemikus, kui
1) funktsioon y(x) on n korda pidevalt diferentseeruv vahemikus (a, b);
2) iga x € (a, b) korral punkt koordinaatidega (x, y(x),y’' (x),y" (%), ..., y™ (x)) kuulub funktsiooni F
madramispiirkonda G;
3) funktsiooni y(x) asetamisel vorrandisse F (x, vy, y", .., y(n)) = 0 otsitava y kohale saame samasuse
x € (a, b) suhtes:

F (x,y(x),y’(x),y”(x), ...,y(n)(x)) = 0igax € (a, b) korral.
Siis oeldakse ka, et funktsioon y = y(x) rahuldab vorrandit vahemikus (a, b).

Definitsioon. Varrandit kujul
Y =flxyy.y" .. y" ) (28)
nimetatakse n-jarku hariliku diferentsiaalvorrandi normaalkujuks.

Vorrandi lahendi all mdistame funktsiooni, mille asetamisel vorrandisse saame samasuse séltumatu muutuja
suhtes.

Definitsioon. Normaalkujulise n-jarku diferentsiaalvdrrandi iildlahendiks nimetatakse vorrandi (28) lahendit
y=¢x,Cq,Cs ..., Cp),
kus C4, C,, ..., C,, on suvalised konstandid.
Suvalised konstandid voib méairata algtingimustest
y(x0) = ¥0,¥'(x0) = y1,¥" (X0) = ¥2, .., y" P (x0) = Yn-1. (29)

Kui n > 2, siis vdivad n-jarku diferentsiaalvorrandiga kaasneda ka tingimused, mis seovad otsitava
funktsiooni y = y(x) ja tema tuletiste viirtusi integreerimisldigu [a, b] rajapunktides x = a ja x = b.
Niisuguseid tingimusi nimetatakse rajatingimusteks, diferentsiaalvorrandit koos rajatingimustega aga
rajaiilesandeks.

Teoreem 6.6. Cauchy teoreem. Olgu funktsioon f(x, y, ¥4, V2, ..., Yn—1) Pidev muutujate x, y, y1, Y2, -, Yn—1
piirkonnas D ning olgu tal olemas esimest jarku osatuletised argumentide y,y;, V5, ..., Yn—1 jargi, mis olgu
samuti pidevad piirkonnas D. Siis iga punkti (xg, Yo, V1, ---» Yn—1) € D korral on Cauchy iilesandel (28), (29)
olemas parajasti iiks lahend y = y(x).

Definitsioon. Normaalkujulise n-jarku diferentsiaalvorrandi iildlahendiks piirkonnas D nimetatakse seost

y = y(x, Cl, Cz, ey Cn),

kus Cy,Cs,...,C, on suvalised konstandid, mille puhul iga (xo, Vo, yd, ...,y 1) € D jaoks leiduvad
konstantide vdirtused nii, et neile vaértustele vastav lahend rahuldab algtingimusi (29).

Definitsioon. Normaalkujulise n-jarku diferentsiaalvorrandi erilahendiks nimetatakse lahendit, mis saadakse
iildlahendist konstantide C;, C,, ..., C,, Konkreetsete véartuste korral.
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Niide 6.38. Lahendada vorrand y™ = f(x).
Leiame iildlahendi algtingimustel y(xy) = Vo, ¥’ (x0) = y1, V"' (X0) = Vo, e, YV (x0) = ypp_1.

Integreerime vorrandi mdlemat poolt, saame

X
yo = [ fdx+ G,

kus x, on argumendi mistahes fikseeritud vadrtus ja C; on integreerimiskonstant. Integreerime veelkord,

X X

y-2) = f ff(x)dx + Cy(x — x) + Cy.

Xo LXo
Jatkame protsessi, saame

X

(x — xp)" (x — xo)" 72
f ff(x)dx +C1(—01)!+C2T02)!+ N o

X0 X0

Kui meil on algtingimused

y(x9) = Yo, v (x0) = y1, ¥ (%) = Y2, e, YD (x0) = yp_1,
siis saame
Ch=Y0,Ch1 =Y1,Ch2 =Y., 01 = Yn_1.
Niide 6.39. Lahendada vdrrand y””’ = e***1, kus k on mingi nullist erinev reaalarv.

Integreerime vorrandi mdlemaid pooli muutuja x jargi, saame

yu — %ekx+1 +C,

kus C on suvaline konstant. Integreerides veel kaks korda, saame lahendi avaldiseks

1
Y =13 —ef*tl 4 Cx% + Cox + C3,

kus C;, C, ja Cson suvalised konstandid.

Diferentsiaalvorrand kujul
F(x,y®,yt+D), | ym) =,

on lahendatav jargu alandamise teel muutuja vahetusega
y =z,

lugedes suuruse z muutuja x funktsiooniks z = z(x). Uue otsitava funktsiooni kaudu
diferentsiaalvorrand on n — k- jarku

F(x,z72, ...,Z("‘k)) = 0.
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Niide 6.40. Lahendada vorrand y® = [y’

Alandame vorrandi jarku asendusega

nr

y =2z
lugedes suuruse z muutuja x funktsiooniks z = z(x). Siis saame diferentsiaalvorrandi kujul
Vz=17'
ehk esimest jarku eralduvate muutujatega vorrandi, lahendame selle vorrandi
dz
a = \/E;
% =dx
7 )

2Vz =x+C,ehk 4z = (x + Cy)2.

Kuna muutujate eraldamisel jagades libi suurusega vz eeldame, et vz # 0, seetdttu vorrandi lahendiks on ka
z = 0. Asendame tagasi z avaldise, saame vorrandi

" 1 2
y =Z(X+C1) ]

mille lahendamiseks integreerime kolm korda jérjest, saame

124 1 3
y =E(X+CI) +CZ'

1
yl = E(x + C1)4 + sz + C3,

1 x?
y = m(x + C1)5 +7C2 + C3x+ C4_.
Lahendades vorrandist z = 0 saadava vorrandi y"' = 0, saame lisaks iildlahendi kujul
y = Csx? + Cex + C.
Vorrand kujul
F(y:y’:--;y(n))zo: nZZ,
mis ei sisalda sdltumatut muutujat x, on lahendatav jargu alandamise teel muutuja vahetusega
y' =z
kus z = z(y) on muutuja y funktsioon, mitte argumendi x funktsioon. Siis
p_ 200 _dzQ) _dzdy
Y dx dx dy dx ’
b A" d(Z'z) d(Z'z)dy
y_dx_dx_dydx_

z"'z% + (z")2z.

Jargnevate tuletistega séilib saadud seaduspérasus: iga jairgmine y tuletis sisaldab uue muutuja z tuletisi, alates
esimest jarku tuletisest kuni iihe vorra viiksema jarguni: y(k) sisaldab uue muutuja z tuletisi z’, z", ..., zk-1)
2<k<n
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Niide 6.41. Lahendada vorrand y'? + yy'' = 0.

Alandame vorrandi jarku asendusega

y' =z,
lugedes suuruse z muutuja y funktsiooniks z = z(y). Siis y"' = z'z ja diferentsiaalvdrrand saab kuju
z2+yz'z=0
ehk
dz
e zy = —z
z 1
Z_Zdz = — ;dy

Lahendame saadud esimest jarku vorrandi, saame

In|z| = —In|y| + InC;,

|z| = —.

Asendame z = y’, saame esimest jarku vorrandi

mille lahendiks on
yZ = Clx + Cz.

6.6.1. KORGEMAT JARKU LINEAARSED VORRANDID

Lineaarne homogeenne diferentsiaalvorrand iildkujul on

y® +p;(0)y®V + 4 p, 1 ()Y +pa(x)y =0, (30)

kus p1(x), ..., pn(x) on pidevad funktsioonid. Seda vorrandit nimetatakse lineaarseks homogeenseks n-
jirku diferentsiaalvorrandiks.

Wronski determinant.
Vaatleme algul kahte funktsiooni y; = y,(x),y, = y,(x), mis on pidevalt diferentseeruvad ning lineaarselt
soltuvad vahemikus (a, b). Siis leiduvad arvud k4, k, € R, millest vdhemalt iiks on nullist erinev, et iga x €
(a, b) korral kehtiks vordus

kiy1(x) + kzy,(x) = 0.
Diferentseerime saadud vordust, saame

kiy1(x) + kzy,(x) = 0.

Neid kahte samasust vOoime vaadelda lineaarse homogeense vorrandisiisteemina suuruste k; ja k, suhtes.
Siisteemi determinant vdrdub nulliga, kui tegemist on lineaarselt sdltuvate funktsioonidega ehk iga x € (a, b)
korral

W(x) =0,
kus
y1(x)  y2(x)

W) = yi(x)  y,(x)

= y1(X)y; — y1Y2-
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Determinanti W (x) nimetatakse funktsioonide y; ja y, Wronski determinandiks.
Funktsioonide y; ja y, Wronski determinandi vOrdumine nulliga on tarvilikuks tingimuseks nende
funktsioonide lineaarseks sdltuvuseks antud vahemikus.

Definitsioon. Olgu y; = y;(x) (i =1,2,...,n) vahemikus (a,b) maiédratud ja n—1 korda pidevalt
diferentseeruvad funktsioonid. Determinanti

y1(x) y2(x) . yn(x)
W= M0 R
YV P .y P )

nimetatakse funktsioonide y; (x), y,(x), ..., ¥, (x) Wronski determinandiks ehk wronskiaaniks (punktis x).

Wronski determinanti téhistatakse ka W (y;(x),y,(x), ..., ¥,(x)), kus argument nditab, millitest
funktsioonidest on Wronski determinant voetud.

Teoreem 6.7. Olgu y; =y;(x) (i =1,2,..,n) vahemikus (a,b) méiratud ja n—1 Kkorda pidevalt
diferentseeruvad funktsioonid. Kui funktsioonid y;, y,, ..., ¥, on lineaarselt soltuvad vahemikus (a, b), siis
nende funktsioonide Wronski determinant W(x) on vérdne nulliga iga x € (a, b) korral.

Vastupidine véide tldiselt ei kehti: Wronski determinant v3ib vorduda nulliga, kuid funktsioonid voivad olla
lineaarselt sdltumatud antud piirkonnas.

Naide 6.42. Funktsioonid
_(x3, x<0,
yi(x) =

0, x=0

ja
0, x <O,
yZ(x)_{x3, x>0

on lineaarselt sdltumatud vahemikus (—oo,0), kuid nende funktsioonide Wronski determinant W (x) on
vordne nulliga iga x € (—oo, ) korral.
Kui arvutame funktsioonidest Wronski determinandi, saame x < 0 korral

_|x® 0] _
W(x)—|3x2 O|_o

jakax = 0 korral
0 x3|=

we =) 5

Samas tingimusest
kix3,x <0,
0=kyy;(x) + ky,(x) = {k2x3,x >0

jareldub, et k; = k, = 0 ehk funktsioonid y; ja y, on lineaarselt sdltumatud.

Teoreem 6.8. Kui lineaarse homogeense n-jarku diferentsiaalvorrandi (30) lahendid y; (x), v, (x), ..., Y, ()
on vahemikus lineaarselt soltumatud, siis nende funktsioonide Wronski determinant W(x) on nullist
erinev iga x € (a, b) korral.

Definitsioon. Oeldakse, et n-jirku lineaarse homogeense diferentsiaalvdrrandi (30) mis tahes n lineaarselt
soltumatut lahendit moodustavad selle vorrandi lahendite fundamentaalsiisteemi.
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Teoreem 6.9. Olgu lineaarse homogeense n-jarku diferentsiaalvorrandi (30) kordajad pidevad funktsioonid
vahemikus (a, b). Olgu y4(x),y2(x), ..., yn(x) vorrandi lahendite fundamentaalsiisteem, siis vorrandi (30)
iildlahend avaldub kujul
n

Y =C1y1(0) + Gy, () + .+ Cuyn(x) = ) Cryp(x). (31)
k=1
Uldlahendiga on méiratud dra vorrandi (30) kdik lahendid, st vorrandi (30) mistahes lahendi saame
ildlahendist konstantide C;, Cs, ..., C,, Sobiva fikseerimise teel.

Lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi jirgu alandamine.

Lineaarse homogeense vOrrandi saab lahendada nii, et leiame kdigepealt selle vorrandi n lineaarselt soltumatut
lahendit ja Kirjutame vastuse kujul (31), selleks iildine meetod puudub. Sellepérast tuleb vd&rrandi
lahendamiseks sageli kasutada iildist jirgu alandamise votet.

Kui me teame vorrandi mingit lahendit y; (x) # 0, siis voime vdrrandi jarku alandada vorrandi lineaarsust
sdilitades. Seda saame teha kahe asendusega: esiteks asendame vorrandis

Y 4+ p1 (YT 4 et o ()Y + Pa(0)y =0,
Yy=XY12
ning siis alandame vorrandi jarku asendusega
z'=u, z=2z(x),u=u(x).
Liouville’i-Ostrogradski valem.

Olgu p;(x),p2(x), ..., p(x) mingid pidevad funktsioonid, kui a < x < b, ning oletame, et funktsioonid
y1(x), y2(x), ..., yn(x) moodustavad lahendite fundamentaalsiisteemi lineaarse homogeense n-jarku
diferentsiaalvorrandi

Y® +p1 (Y™ + it Pra (DY + Pa(0)y =0

jaoks. Siis funktsioonide y;(x),y,(x), ..., y,(x) Wronski determinant W (x) on vahemikus (a, b) nullist
erinev iga x € (a, b) korral.
Siis vorrandist

W' +p,(x)W =0

saame Wronski determinandi W jaoks avaldise, mida nimetatakse Liouville’i-Ostrogradski valemiks
(monikord ka Abeli valemiks)

W(x) = CeJP1(®dx a<x<h,
kus C on suvaline konstant, mis ei saa olla null.

Kuigi vorrandi (30) lahendite fundamentaalsiisteem y;(x),y,(x), ..., ¥n(x) s0ltub selle vorrandi kdigist
kordajatest p; (x), po(x), ..., pn(x), sdltub lahendite Wronski determinant W (x) ainult kordajast p; (x).
Vaatame Liouville’i-Ostrogradski valemini joudmise mottekdiku n = 2 korral, siis on lineaarne homogeenne
diferentsiaalvorrand kujul

y"' +p1()y" +pa(x)y = 0.
Olgu y;(x) ja y,(x) vaadeldava vorrandi mingid kaks lahendit, mis on lineaarselt sdltumatud vahemikus
(a,b). Siisiga x € (a, b) korral
_ y1' (%) + p1(0)y1(x) + p2(x0)y1(x) = 0
ja
y2 () + p1(0)y2(x) + p2 (1) y, (x) = 0.
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Korrutades esimest vordust suurusega (—y,(x)) ja teist vordust suurusega y; (x) ning liites tulemused, saame:

—y1' ()y2(x) +y3' (0)y1(x) + p1()(y2 (D)1 (x) = y1(R)y2 (%)) = 0.
Siin p, (x) kordaja on vordne lahendite y; (x) ja y,(x) Wronski determinandiga

y1(x) Yo (x)

y1(x)  y2(0F

esimese kahe liikme vahe aga on Wronski determinandi tuletis W'(x)

_d _ i) |, (1) v _ (30 ya(x)
delyi() y;()l yi(x) y2(01  lyf' () ¥yl lyf' () y (Ol

Seega iga x € (a,b) korral kehtib vordus W'(x) + p;(x)W(x) = 0. Selle vorrandi lahendiks saame
Liouville’i-Ostrogradski valemi. Rakendades Liouville’i-Ostrogradski valemit C = 1 korral, saame

W(x) =

W’(X) )’1(35) yZ(x)

y1(x)  y2(x) — e~ P1(®)dx
y1(x) ¥z (x)

Y1 ()5 (%) — yi(x)y,(x) = e~ [P1()dx,

Saime esimest jdrku lineaarse diferentsiaalvorrandi teise erilahendi y, leidmiseks. Jagame mdlemad vorrandi

pooled lébi suurusega (y; (x))z, esitame vorrandi kujul

i(yZ(x)> _ e~ [ p1(x)dx
dx\yi(0)/)  (y,(0)°

Integreerides mdlemaid vorrandi pooli saame

yz(x) _ -]' e_fpl(x)dx
y1(x) B (yl(x))z

dx+ C,

vottes C = 0, saame avaldada otsitava funktsiooni

e_fpl(x)dx
— dx
(J’1(x))

Lineaarne mittehomogeenne diferentsiaalvérrand on vorrand kujul
Y® +p1(0y" Y + ot pu (DY + Py = f(X).
Kui on teada lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi
Y™+ iy + o+ po ()Y + pa()y =0
jaoks n lineaarselt sdltumatut lahendit

Y = Ciy1(x) + Gy, (%) + oo+ Cryn(x)

ja mittehomogeense vorrandi iiks erilahend Y, siis mittehomogeense diferentsiaalvorrandi iildlahend
avaldub kujul

v = 1) |

Y=Y+ C1y1(x) + C2y,(x) + ...+ Cr,y,(x) (32)

Lineaarse mittehomogeense diferentsiaalvorrandi mistahes lahend on saadav tildlahendist (32) konstantide
Ci, G5, ..., C, véirtuste fikseerimisel.
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Erilahendi Y leidmine konstantide varieerimise meetodiga.
Erilahendit Y (x) otsitakse jargmisel kujul

Y(x) = C1(0)y1(x) + C(0)y2(x) + ... + G () yn (),

homogeense vorrandi iildlahendisse (31) asendame suvalised konstandid Cy,C, ..., C, funktsioonidega
C;(x),Cy(x), ..., Cp(x). Funktsiooonid C;(x),C,(x),...,C,(x) maidratakse nii, et Y(x) rahuldaks
mittehomogeenset vorrandit. See on ainult iiks tingimus n funktsiooni mééramiseks. Puuduvad tingimused
vOime vabalt ette anda, need anname ette nii, et lahendi y, (x) tuletised kuni jadrguni n — 1 oleksid voimalikult
lihtsa kujuga.

Diferentseerime Y (x) avaldist, saame

Y= i)y (x) + C(0)y2(0) + .o+ Gy (1) +
+C(0)y1(x) + G0y (1) + o+ Cr(x) yp ().

Esimese vabalt valitud tingimusena nduame, et viimase avaldise paremal pool olev esimene summa oleks
vordne nulliga:

C1()y1(x) + G (0)y2 () + ...+ )y (x) = 0.
Siis
Y= G0y () + )y, (0) + .+ Cu()yn (),
mille diferentseerimisel saame
Y" = Ci(0)y1(0) + G()yz(0) + .4 G yn(x) +
+C (01 () + G(0)y7 () + ..+ G () yn ().
Teise tingimusena nduame, et
Ci()y1(x) + C3(0)y2(x) + ...+ () yn(x) = 0.
Siis
Y =G0y () + C()yy () + o 4+ Cu()ym' ().
Sarnaselt diferentseerime edasi ja toome sisse uued lisatingimused kuni saame
Y = 10y 0 + Gy @)+ e+ Gy ) +

+C ()Y (1) + )Y () + o Cu ()Y ().

Niiid kasutame tingimust, et Y(x) peab rahuldama mittehomogeenset diferentsiaalvorrandit. Selleks
asendame Y esialgsesse diferentsiaalvorrandisse, kust saame

D GV @+ ) Gy () + i) ) Gy () +
k=1 k=1 k=1

AP ) Gy @) = FQ).
k=1

Kirjutame vorduse iimber

D G @+ ) 6@ (K + iy TV W + et a0 = £,
k=1 k=1
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Kuna y, on vorrandi lahend (k = 1, 2, ..., n), siis sulgudes olev funktsioon on nullfunktsioon. Jérelikult on Y
vorrandi lahendiks, kui kehtib tingimus

CiyI P + Gy TP + e+ Gy P () = F().

Vaottes kokku kdik sisse toodud tingimused ja viimase vorduse, saame funktsioonide C; (x), C3(x), ..., Cp(x)
leidmiseks siisteemi

Ci(0)y1(x) + C2(X)y2(x) + ...+ CL()yp(x) = 0,

CLYLE) + C(0Y5 () + ot YR = 0, a9
L @y 00 + 60yd V@) + ot Gy V() = £(0).

See on suuruste Cy(x), C;(x), ..., Cy(x) suhtes lincaarne mittehomogeenne vorrandisiisteem n vorrandi ja n

tundmatuga. Siisteem on iheselt lahenduv. Siisteemi lahendamisel avaldame koigepealt tuletised
C{(x),C5(x), ..., Cy(x) jasiis funktsioonide avaldised saame integreerimisel:

C/(x) =gi(x),i=12,..,n, Ci(x) = fgi(x) dx+¢C, ,i=12,..,n.
Kuna meid huvitab ainult iiks erilahend, siis vdime votta C; = C, = ... = C, = 0.

Cx) = f 9:(x) dx.

Korgemat jirku lineaarse konstantsete kordajatega diferentsiaalvorrandi tildkuju on
y® +ayy® D+t @y + ayy = f(2), (34)

kus a4, ..., a, on konstandid ja f(x) antud vabaliige ja y = y(x) otsitav funktsioon. Vérrand on erijuht
vorrandist (30).

Vorrandi lahendamiseks tuleb lahendada kdigepealt vastav homogeenne vorrand kujul

Y +ay™ V4t a, gy +azy =0, (35)
selleks koostame karakteristliku vorrandi

K"+ a; k" '+ ..+a,1k+ta,=0 (36)

ja leiame lahendina karakteristlikud vaartused ky, ..., k.

Definitsioon. Vérrandit (36)
K"+ a;k" 1+ . +a, k+a,=0

nimetatakse diferentsiaalvorrandi (35) karakteristlikuks vorrandiks, vorrandi (36) lahendeid nimetatakse
karakteristlikeks viirtusteks. Vorrandi (36) vasakul poolel olevat poliinoomi

Pk)=k"+a,k"'+ ..+a, 1k+a,
nimetatakse vorrandi (35) karakteristlikuks poliinoomiks.

Karakteristlike védrtuste iseloomule vastavalt (reaalsed voi komplekssed, kordsed) kirjutame vélja vdrrandi
lineaarselt sdltumatud erilahendid y4, ..., y;, ja nende lineaarkombinatsioonina ka vdrrandi tildlahendi.

a) ligale reaalsele iihekordsele karakteristlikule vaartusele k; vastab erilahend kujul

kix.
)

Yi=e
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b) igale m-kordsele reaalsele karakteristlikule véartusele k; vastab m erilahendit kujul

eklx' xeklx' xZeklx' o, xm—leklx;
c) igale komplekssete karakteristlike vadrtuste paarile kj; = a + i vastab kaks reaalset erilahendit kujul
e cos fx,e"* sin fx;

d) igale m-kordsele komplekssete karakteristlike véértuste paarile k;j; = a + i vastab 2m reaalset
erilahendit kujul

e“*cos Bx,x e“*cos Bx, ..., x™ e cos Bx,

e“*sin Bx,xe"*sinBx, ..., x™ e gin Bx.

Teoreem 6.10. Kui funktsioon y = u + iv on lineaarse homogeense diferentsiaalvdrrandi kompleksseks
lahendiks, siis selle reaalosa u ja imaginaarosa kordaja v on samuti vorrandi lahendiks.

Teoreem 6.11. Kui konstantsete kordajatega lineaarse homogeense n-jarku diferentsiaalvorrandi (35)
karakteristlikud vasrtused ki, ...,k, on paarikaupa erinevad, siis funktsioonid y; = e¥* moodustavad
diferentsiaalvorrandi (35) lahendite fundamentaalsiisteemi ja seega tema tildlahendiks on

y = C.ef* + C e*2* + . + C, e,
kus —oo < x < o0 ja Cy, Cy, ..., C, On suvalised konstandid.

Teoreem kehtib ka kompleksarvuliste karakteristlike véértuste korral k; = a + i, k; = a — i, kuid sellisel
juhul vastab komplekssetele lahenditele kaks reaalset lahendit, milleks on kompleksse lahendi reaalosa ja
imaginaarosa kordaja. Niiteks kui

y, = ek1* = e(@+iB)x = X co5 Bx + [ sin fx
ja
y, = eke¥ = ¢(@~if)X — paX co5 By — ¥ sin Bx,
siis sellest, et y; on vorrandi kompleksseks lahendiks, jareldub teoreemist 6.10, et ka lahendi reaalosa

Re(y;) = e* cos Bx ja imaginaarosa kordaja Im(y,) = e® sin Bx on selle vorrandi lahenditeks. Seega
komplekssetele lahenditele y, ja y, vastab kaks reaalset lahendit kujul

¥, = Re(y,) = e™* cos Bx, ¥, = Im(y,) = e** sin Bx.

Niide 6.43. Leida uldlahend vorrandile

nr

y'—=2y

II

—3y'=0.
Vastav karakteristlik vorrand on kujul
k3 —2k? -3k =0

ning karakteristlikud véaértused on

ki =0k, =—-1,k; =3.
Vorrandi erilahendid on

Y1 = er = LyZ = e_x'yB = e3x

ja vorrandi tildlahendiks on

y = C; + Cre™ + Cze3*.

Niide 6.44. Lahendada diferentsiaalvorrand

nr

y'"'=y"—y'+y=0.
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Vastav karakteristlik vorrand on kujul
k3—k?*—k+1=0
ja selle lahendid on
ki =-1k, =k; =1.
Vorrandi erilahendid on
y1=e %y, =e¥,y; = xe*
ja vorrandi iildlahendiks on
y = Cie ™ + C,e* + C3xe*.

Niide 6.45. Lahendada diferentsiaalvorrand

y =2y 4 2y —4y® 4y 2y =,
Vastav karakteristlik vorrand on kujul

k7 —2k® + 2k> — 4k* + k3 —2k? = k?(k—2)(k? + 1)? =0

ja selle lahendid on

ki=ky,=0k3=2ky =ks=1ikg =k, =—I.
Vorrandi erilahendid on

yi=1,y,=x7y; =e?* y, = cOSX,ys = XCOSX,yg = Sinx,y, = xsinx.

ja vorrandi tildlahendiks on

y = C; + Cyx + C32%* + (C4 + Csx) cosx + (Cg + C,x) sin x.

Mittehomogeense vorrandi lahend avaldub vastava homogeense vorrandi lahendi ja iihe mittehomogeense
vorrandi erilahendi summana:

y=Ciy1+ ..+Cy,+Y,

kus Y on mittehomogeense vorrandi {iks erilahend.

Niide 6.46. Leida erilahend vorrandile
yIII _ yu = e¥.
Kuna vastava karakteristliku vorrandi k3 —k? =0 lahendid on k; = 1,k, = k3 = 0, siis vastava

homogeense vorrandi {ildlahendiks on
y = Cl + sz + C3ex.

Seega tiks karakteristliku vorrandi lahenditest k; = 1 on vdrdne arvu e* astmes oleva argumendi x kordajaga.
Seetdttu otsime erilahendit kujul
Y = Axe”,
siis
Y' = Ae* + Axe”*, Y'" = Ae* + Ae* + Axe* = 24e* + Axe”,
Y"' = 2Ae* + Ae* + Axe* = 3Ae* + Axe*.

Tundmatu kordaja A méairamiseks asetame vorrandisse otsitava y tuletiste asemele vastavad Y tuletiste
avaldised. Saame
3Ae* + Axe* — 2Ae* — Axe* = e*
ehk
Ae* = e*,
Siit saame, et A = 1 ja otsitavaks erilahendiks on
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6.7. DIFERENTSIAALVORRANDITE SUSTEEMID

Paljude iilesannete lahendamisel tuleb leida funktsioonid y; = y;(x),y, = y,(x), ..., ¥ = yp(x), mis
rahuldavad diferentsiaalvorrandite siisteemi argumendi x, otsitavate funktsioonide y,, y,, ..., y, ning nende
tuletiste suhtes. Harilike diferentsiaalvdrrandite siisteemi iildkujus voib olla otsitavate funktsioonide korgemat
jarku tuletisi. Korgemat jarku tuletised on voOimalik uute muutujate sissetoomise teel asendada temaga
samavairse normaalkujulise siisteemiga.

Definitsioon. Normaalkujuliseks siisteemiks (normaalsiisteemiks) nimetatakse diferentsiaalvdrrandite
stisteemi, kus vorrandite vasakuteks poolteks on otsitavate funktsioonide esimest jarku tuletised, paremad
pooled aga tuletisi ei sisalda:

(dy,

E:Fl(x'ylﬂ"'yn)'
dy;

<E:F2(x'y1ﬂ"'yn)' (37)
dy

kd_;: Fn(x'ylt"wyn)'

kus Fy(x,y4, ..., ¥Yn) On antud funktsioonid k = 1, 2, ..., n, y;, = y,(x) on otsitavad funktsioonid.

Niide 6.47. Leida jargmise siisteemi normaalkuju

{y’ —2zz' =0,

sinx +y" —z? =

Avaldame teisest vorrandist suuruse y'' ja esimesest suuruse z', saame siisteemi kujul

!

Y
2z’
y" =2z% —sinx.
Votame kasutusele uue funktsiooni
w=y,
saame siisteemi asendada kolmandat jarku normaalkujulise siisteemiga otsitavate y, z ja w suhtes:

!

y =w,

w' =z? —sinx.
Normaalsiisteemi jarguks nimetatakse normaalsiisteemis sisalduvate vorrandite arvu. Siisteem (37) on n-
jarku.

Definitsioon. Normaalsiisteemi (37) lahendiks vahemikus (a, b) nimetatakse suvalist kogumit n funktsioonist
y1 = v1(x), v, = y2(x), ..., ¥n = y,,(x), mis on méératud ja pidevalt diferentseeruvad vahemikus (a, b), kui
ta muudab samasuseks siisteemi (37) iga vorrandi iga x € (a, b) Kkorral.
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Definitsioon. Diferentsiaalvorrandite siisteemi (37) jaoks Cauchy iilesanne seisneb jargnevas: leida siisteemi
lahendite hulgast niisugune y; = y1(x),y2 = y2(x), ..., ¥n = ¥,(x), mis rahuldab tingimusi
Y1=Y1Y2=Y2 - ¥n=Yn

Kui x = xg, kus y2,v2, ..., y2 on ette antud arvud ehk algviirtused

¥1(x0) = ¥3,¥2(x0) = ¥3, ..., yn(x0) = ¥5.
Arv x, on sdltumatu muutuja x algviirtus. Algtingimused on kujul y,(xo) = y2, k=1,2,..,n.

Definitsioon. Normaalsiisteemi (37) iildlahendiks (piirkonnas D) nimetatakse n suvalisest konstandist
Ci, C5, ..., C, soltuvat siisteemi lahendit

Y1 =f1(x,€1,Cy, ..., Cy)
Y2 = fZ(x' Clﬂ CZ' L] Cn) (38)

Yn = fn(x' Clﬂ CZ' ] Cn)
millel on jirgmine omadus: iga punkti (xo,yY, v, ..., ¥Y) € D leiduvad sellised konstantide viirtused C; =

CP,C, =0C3,...,C, = C, et vastav lahend (integraalkdver) (35) kulgeb libi mainitud punkti, st rahuldab
tingimusi

(v1 = Fa(x0,€3.C3, ... CY)

J Y2 = fZ(x(); CO’ CO, ey C?l)

Wn = fn(x0,€3,CY, ..., CY)
Uldlahendist (38) konstantide C;, Cs, ..., C,, viirtuste fikseerimisel saadavaid lahendeid nimetatakse siisteemi
(37) erilahenditeks.

Niide 6.48. Niidata, et jargmise diferentsiaalvorrandite siisteemi

{y’ =y-z
z'=z—4y
lahendiks on

{y = Cie ™ + (e,

z = 2C,e ™™ — 2C,e3*,
kus C; ja C, on suvalised konstandid.

Leiame lahenditest tuletised (vorrandite vasakud pooled) ja nditame, et need on vordsed vorrandite paremate
pooltega.
y' = —Cie™ + 3C,e3*,

y—z=—Ce ™™+ 3C,e>*,
Z, = —che_x - 6C2€3x,

z—4y = —2Ce™* — 6C,e3*.
Jarelikult funktsioonid y ja z on tdepoolest siisteemi lahendid konstantide C; ja C, mis tahes vaartuste korral.

Madnikord ei sdltu siisteemis olevad vorrandid teistest muutujatest, siis on voimalik lahendada vorrandid eraldi
diferentsiaalvirranditena.  Jargnevas ndites koosneb  siisteem kahest teineteisest sOltumatust
diferentsiaalvorrandist ja siisteemi lahendamine taandub kahe eraldi vorrandi lahendamisele.
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Niide 6.49. Leida jargmise normaalsiisteemi erilahend

(dy 'y
Jaﬁ
|dz 2
ldx ~ x

algtingimustel y(1) = 2 jaz(1) = 3.

Tegemist on sellise silisteemiga, mille mdlemad vorrandid on eraldi lahendatavad, nad ei sdltu teisest
muutujast. Kdigepealt korrutame molemat vorrandit suurusega dx ja seejirel jagame esimest vorrandit
suurusega y ja teist vorrandit suurusega z, Saame

dy dx
s
|dz dx
\z = %
Integreerides mdlemaid vorrandeid, saame

{lnlyl =In|x|+InCy,

In|z| =In|x| +InC,.
Uldlahend avaldub jirgmiselt

{y = Clxi

zZ = sz.

Erilahendi saamiseks rakendame rajatingimusi, saame konstantide C; ja C, véirtused jargmiselt:
Cl = 2, Cz = 3

Seega erilahendiks on
y = 2x,z = 3x.

6.7.1. UHELE VORRANDILE TAANDAMISE MEETOD

Diferentsiaalvorrandite siisteemide iiks pohilisi lahendusmeetodeid seisneb nende taandamises iihele kdrgemat
jirku diferentsiaalvorrandile. Lahendades selle vorrandi, leiame iihe otsitavatest funktsioonidest. Ulejéinud
otsitavad funktsioonid leiame ldhtesiisteemi vdrrandite ja silisteemi teisendamise kdigus saadud seoste abil.
Kuna diferentsiaalvorrandite siisteemi iihele korgemat jiarku vorrandile taandamisel on pdhilisteks
operatsioonideks vdrrandite diferentseerimine ja muutujate elimineerimine, nimetatakse iihele muutujale
taandamise meetodit tihti ka elimineerimismeetodiks.

Niide 6.50. Kasutades elimineerimismeetodit, lahendada diferentsiaalvorrandite siisteem

y =z z'=y,
kus y = y(x) ja z = z(x) on otsitavad funktsioonid.

Diferentseerime esimest vorrandit, saame y'' =z’ ja asendame teise vOrrandisse, saame teist jarku
diferentsiaalvorrandi kujul
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yll — y,
uldlahendiks saame

y = Cie ™ + Cye”™.
Esimesest vorrandist saame otsitava funktsiooni z:

z=—Cie ™" + Cye*.

Niide 6.51. Kasutades elimineerimismeetodit, lahendada diferentsiaalvOrrandite siisteem
y—2zz' =0, sinx+y" —z%2=0,
kus y = y(x) ja z = z(x) on otsitavad funktsioonid.

Diferentseerime teist vorrandit, saame cos x + y'"’ — 2zz' = 0 ja elimineerime Korrutise 2zZ', liites vorrandid
kokku, saame kolmandat jarku konstantsete kordajatega lineaarse vorrandi

!

y"' —y = —cosx,
mille iildlahend avaldub kujul
y = Cy; + Gy, + C3y3 +Y,

kus Y on vorrandi erilahend ja {y,, y,, y3} vastava homogeense vorrandi lineaarselt sdltumatud erilahendid.
Vastava homogeense vorrandi y"’ —y = 0 karakteristlik vorrand on kujul k® — 1 = 0, Kkarakteristliku
vorrandi lahenditeks on

V3 1 @i

1
k1:1,k2:_§+7l,k3:_§_ 2 )

seega homogeense vorrandi tildlahendiks on

x V3 V3
Y. =Cie*+e 2 <CZCOSTX + C3sin7x>.

Mittehomogeense vorrandi erilahendit otsime samal kujul funktsiooniga (— cos x), ehk trigonomeetriliste
funktsioonide summana:
Y =Asinx+Bcosx,Y =Acosx — Bsinx,

Y'"=—Asinx —Bcosx,Y" = —Acosx + Bsinx.
Asendame erilahendi vorrandisse, saame:
—Acosx + Bsinx — Asinx — Bcosx = — cos x.

Konstantide A ja B méddramiseks peavad sin x ja cos x kordajad molemal pool vordusmaérki olema vordsed,
siit saame kaks vOrrandit:
—A—B=—1, B—A:O’

ehk
1
A=B=E
Saime erilahendiks
Y—l' +1
= > Sinx > COS X

ja tildlahendiks

1 1 _x V3 V3
y=§smx+§cosx+C1ex+e 2 Czcos7x+6'35m7x .
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Niilid on vaja leida teine otsitav funktsioon z, selleks kasutame teist vorrandit ja leiame iildlahendist y teise
tuletise:

2 _ . . X — .
z“ =sinx —=sinx —=cosx + C;e* +—e 2| C,cos—x + C3Sin—x
2 2 1 4 SR 3

1 1 1 x( V3 d§>
2

x( 3 v3 3 \3
+e 2 —ZCzcos7x—ZC3sm7x .

6.7.2. INTEGREERUVATE KOMBINATSIOONIDE MEETOD

Teiseks meetodiks, mida sageli kasutatakse diferentsiaalvorrandite siisteemide lahendamisel, on
integreeruvate kombinatsioonide meetod ehk kombineerimismeetod. See meetod seisneb siisteemi
vorrandite teisendamisel kujule, millest on lihtne leida vdrrandeid kujul ¢(x,yy,..,¥y,) = C. Siisteemi
vorrandite teisendamisel kasutatakse sageli jargmiseid votteid: liidetakse vorrandid omavahel, lahutatakse
tthest vorrandist teine. Nendele votetele voib lisaks kasutada ka vorrandite labikorrutamist sobivate
funktsioonidega enne liitmist voi lahutamist, et oleks voimalik integreerida.

Niide 6.52. Kasutades integreeruvate kombinatsioonide meetodit, lahendada diferentsiaalvorrandite siisteem

[
y_Z!

z' =y,
kus y = y(x) ja z = z(x) on otsitavad funktsioonid.

Tegemist on {ilesandes 6.50 oleva siisteemiga, mille lahendasime elimineerimismeetodil. Lahendame sama
ilesande teisel meetodil. Liites antud vorrandite vasakud ja paremad pooled, saame

y+z =z+y

ehk
dly +z)
dx

See ongi iiheks integreeruvaks kombinatsiooniks, mille lahendamiseks teeme asenduse u = y + z ja saame
diferentsiaalvorrandi

y+z

u' =u,
mille lahendiks on u = C;e”*, edasi asendades u avaldise
y+z=_C(Ce*

ja avaldades integreerimiskonstandi, saame
Ci=e*(y+2).

Teise integreeruva kombinatsiooni saamiseks lahutame siisteemi esimesest vorrandist teise:

y' -z =z-y
ehk
d(y —z)
BT

See ongi iiheks integreeruvaks kombinatsiooniks, mille lahendamiseks teeme asenduse u = y — z ja saame
diferentsiaalvdrrandi
u' = -—u,
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mille lahendiks on u = C,e™*, edasi asendades u avaldise

X

y—z=_Ce"

ja avaldades integreerimiskonstandi, saame
Cz = ex(y - Z).

Stisteemi tildlahendi voib esitada kujul
{e‘x(y +z) =C(,
e*(y —z) = C,.

Kui avaldada saadud seostest otsitavad funktsioonid y ja z, saame siisteemi iildlahendi kujul:
{y = C,e* + Ce™%,

zZ = Clex - Cze_x.

Saime sama tulemuse, mis iilesandes 6.50.

Niide 6.53. Kasutades integreeruvate kombinatsioonide meetodit, lahendada diferentsiaalvorrandite siisteem

(dx x—y
at  z-t’
]y _x=y
dt z-—t’
dz
\E:x_y-l_l’

kus x = x(t),y = y(t) jaz = z(t) on otsitavad funktsioonid.
Lahutame siisteemi esimesest vOorrandist teise, saame
dix—-y) 0
- - - - dt ,
millest integreerimisel saame
x—vy=C(.
Asendades saadud avaldise siisteemi teise ja kolmandasse vorrandisse, saame teist jdrku silisteemi
fdy Cl
! dt  z-—t’

dz C;+1
Ldt R
Selle siisteemi teisest vorrandist saame integreerides avaldada z:

Z=t+C1t+C2

Asendades saadud avaldise uue siisteemi esimesse vorrandisse, saame
dy (1 Cy
dt t+Cit+C,—t Cit+C,

Saadud vorrandi lahendamisel saame
y - lnlClt + Czl + C3.

Siisteemi iildlahend on kujul
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fx = 11’1|C1t + C2| + Cl + C3,

|
4 y:1n|C1t+Czl+C3,

L z=t(1+C) + C,.
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VII PTK OSATULETISTEGA DIFERENTSIAALVORRANDID

7.1. OSATULETISTEGA DIFERENTSIAALVORRANDI MOISTE

Definitsioon. Vorrandit, mis seob otsitavat mitme muutuja funktsiooni tema osatuletistega ja soltumatute
muutujatega, nimetatakse osatuletistega diferentsiaalvorrandiks.
Kahe soltumatu muutuja x ja y korral on esimest jiarku osatuletistega diferentsiaalvorrandi tildkujuks

)

F( Jdu 6u)
x' y; uP ax ) ay
kus u = u(x, y) on otsitav funktsioon.

Tahistades
ou u

EYi ) Y ) F yJr Y = 0-

x P gy (¥, u,p,q)
Olgu funktsioon F (x, y, u, p, ) maéaratud muutujate x, y, u, p, q piirkonnas G.

Definitsioon. Osatuletisega diferentsiaalvdrrandi lahendiks muutujate x, y piirkonnas D nimetatakse sellist
funktsiooni u = u(x, y), kui ta on pidevalt diferentseeruv ning

du(x,y) du(x,
usy) W) g
0x dy

(x, y,u(x,y),
ja

du(x,y) du(x, y)) _0
ox ' oy /)

iga (x,y) € D korral, ehk mis sellesse vorrandisse asetatuna muudab vorrandi samasuseks.

Oluline erinevus harilike ja osatuletistega diferentsiaalvorrandite vahel seisneb selles, et harilike
diferentsiaalvorrandite iildlahendites sisaldusid suvalised konstandid, osatuletistega diferentsiaalvorrandites
aga suvalised funktsioonid. Seega vorrandi lahend u = u(x, y) voib soltuda tihest suvalisest funktsioonist.

F (x, y,u(x,y),

Niide 7.1. Vorrandi

ou_Ou_,
dx OJy
tiheks lahendiks on funktsioon u = x + y, kuna tema osatuletised on
ou_, o ow_, ow du_ . L,
ox dy ' 0dx 9y '

ehk saame samasuse 0 = 0.

Niide 7.2. Lahendada osatuletistega diferentsiaalvdrrand
Ju
vl 0
Integreerime vorrandit argumendi x jargi, nagu harilikku diferentsiaalvdrrandit, saame u = C. Kuna u on kahe

muutuja funktsioon, siis C ei sdltu argumendist x, aga voib sdltuda argumendist y, vorrand on ikka rahuldatud.
Vorrandi tildlahendiks on suvaline funktsioon argumendist y:

u=_CcQ).
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Niide 7.3. Lahendada osatuletistega diferentsiaalvorrand

ou

— =0.
b 3y +u
Vaatleme muutujat x parameetrina ja lahendame vastava hariliku diferentsiaalvdrrandi
1du 1 y
o2l =-Z4mic@l u=Ce .
udy X X

Selle vorrandi lahendis olev integreerimiskonstant voib sdltuda argumendist x. Kontrollime lahendit,
asendades selle esialgsesse vorrandisse:

Y
xa(#)ex)+6(x)e%= 0, x-(—l)-C(x)e_%+C(x)e_%= 0.
y X

Geomeetriliselt vastab vorrandile u = u(x, y) pind ruumis, seda pinda nimetatakse integraalpinnaks. Kuna
tildlahendis on suvalised funktsioonid, sisaldab vorrand 1dpmata palju integraalpindu.

Definitsioon. Osatuletistega diferentsiaalvorrandi jarguks nimetatakse vorrandis leiduvat kdrgeimat
osatuletise jarku.

Teist jarku osatuletistega diferentsiaalvorrand on kujul
v ou du 0’u *u ’u)
LYW X ay axt’ ay? axdy)
Teist jarku osatuletistega diferentsiaalvorrandi tildlahend sisaldab kaht suvalist funktsiooni.
Loodusteadustes kasutatavad teist jarku osatuletistega diferentsiaalvorrandid:
a) Lainevorrand, mis kirjeldab laine levikut, niditeks pillikeele vonkumist, on kujul
0% f 1 0% f
dx2  aZot?’
kus a on konstant. Pillikeele jaoks on a? = T /g, kus T tihistab keele otstes mdjuvat tdmbejoudu ja o lineaarset
tihedust ehk massi pikkusiihiku kohta.

b) Difusioonivorrand, mis on kujul

ou b 0%u

ot ox?
kus otsitav funktsioon u = u(x, t) voib tdhistada nditeks gaasi kontsentratsiooni voi osardhku, mis muutub
ajas. Konstant D tdhistab difusioonikordajat.

Niide 7.4. Lahendada teist jarku osatuletistega diferentsiaalvorrand
0°u 0
oxdy

0 (6u> —0

dx \dy/)
Koigepealt integreerime argumendi x jéargi (nagu harilikku diferentsiaalvorrandit), Seejdrel integreerime
argumendi y jérgi

Kirjutame antud vorrandi kujul
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du _ _
o=CO)  us [coray+ .

Kuna integreerisime muutuja y jargi, voib integreerimiskonstant sdltuda suvalisest argumendi x funktsioonist.
Téhistades

fC(y) dy = G, (y),
saame tildlahendi, mis sisaldab kaht suvalist funktsiooni

u=C(y) + ().

Seega teist jarku osatuletistega diferentsiaalvorrandi tildlahend sdltub kahest suvalisest funktsioonist. Kui jark
on korgem, siis samuti suvaliste funktsioonide arv, millest tildlahend sdltub, on vordne vorrandi jarguga.

7.2. CAUCHY ULESANNE

Cauchy iilesanne osatuletistega diferentsiaalvorrandi jaoks on jdrgmine: leida integraalpind, mis libib
etteantud koverat. Selle kdvera vorrandid voivad olla antud ristkoordinaatides

F(x,y,z)=0
{G(x,y,z) =0

voi parameetrilisel kujul: leida integraalpind, mis ldbib etteantud kdverat
x=@),y =9(),u=x(®),
kus parameeter t muutub mingis vahemikus (¢4, t,). Tuleb leida selline vorrandi lahend, mille korral
®(o®), (), x(®) = 0.
Kui etteantud kdver asub mingil tasandil x = x, vdi y = y,, Kus x, ja y, on mingid etteantud arvud

x = xp,u = x(y)
vOi

y = yO)u = llj(x)l
siis algtingimuse saab kirjutada vastavalt

u(xo,y) = x(y),

u(x,yo) = P (x).

vOi

Niide 7.5. Lahendada Cauchy iilesanne

Ju
x—+u=0, u(x, 1) = x2.
dy

Uldlahendi leidsime niites 7.3, algtingimusest asendame iildlahendisse vastavad suurused, saame
Y 1 1
u=Cx)ex, x*>=C(x)e"x, C(x)=x?ex,

1y 1-y
u = x%exe x = x%e x .
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Niide 7.6. Lahendada Cauchy iilesanne

ou
iR Uly2py221 = 1.

Loeme parameetriks argumendi y ja lahendame vastava hariliku diferentsiaalvorrandi

du x?

o u=sy —+C0)

Uldlahendis C(y) on muutuja y funktsioon. Leiame € (y) nii, et oleks rahuldatud antud tingimus

—y2 — 2
Sl +CW), C(y)=1—y—(12y),

1=y-
seega otsitav lahend Cauchy iilesandele on

Niide 7.7. Lahendada Cauchy tilesanne
Ju

a p—
Integreerime argumendi x jargi, iildlahend on
u(,y) =xy +Cy)u(l,y) =1y + ),y + C(y) = y>
Avaldame C(y): C(y) = y? — . Erilahend on

y, u(ly) =y>

u(x,y) =xy +y*—y.

au_ (1 )_
ax—u, u y,y =y.

Jagame suurusega u ja integreerime x jargi

Niide 7.8. Lahendada Cauchy iilesanne

du
—= 0x, Inlul=x+1InC(y), ulx,y)=C(y)e*

1 1 1 1
Erilahend C(y)e¥ = y; C(y) = ye>. Uldlahend on: u(x, y) = yeve* = ye* .

Cauchy iilesanne ei ole alati lahenduv: voib juhtuda, et 14bi etteantud kovera ei ldhe iikski integraalpindadest.
Samas voib 14bi ldhtekdvera minna rohkem kui tiks integraalpindadest.

Teist jirku osatuletistega diferentsiaalvérrandi erilahendi leidmiseks peab olema teada ka otsitava
funktsiooni u esimest jarku osatuletiste vadrtus lahtekdvera punktides, sest vaja on teada kahe suvalise
funktsiooni vaartust C; (x), C2 ().

Niide 7.9. Lahendada Cauchy iilesanne
0%u ou

_— . 1 = 2. _— = .
oz = 0 uLy) =y5 =y

Integreerime argumendi x jérgi kaks korda
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a (0 0
(55)=0 Z=G0) u=[CEdxtGO)=2GO)+ GO

ax \ox 0x
Erilahendi saamiseks teisest tingimusest, asendades eelnevasse vorrandisse
ou
—=00), GO =
Pl S1¢)) 1=y

ja esimesest tingimusest saame asendades iildlahendisse x = 1,u = y?:

1-G+ GO =y% y+6O)=y4 GO)=y* -y
Erilahend u(x,y) = xy + y* — y.

7.3. LINEAARSED OSATULETISTEGA
DIFERENTSIAALVORRANDID

Lineaarne osatuletistega diferentsiaalvorrand on varrand kujul

d 0
Py g+ Ay 5 =) (39)

Kvaasilineaarne osatuletistega diferentsiaalvorrand on vorrand kujul

x5y, 2+ gy, 2 = r(xyw)
Py, u ox qx,y,u ay—rx,y,u.

Lineaarse homogeense esimest jarku osatuletistega diferentsiaalvorrandi iildkuju on
Jdu Jdu
_— —=0. 4
p(x,y)ax+q(x.y)ay 0 (40)

Diferentsiaalvorrandi lahendamiseks tuleb lahendada temaga stimmeetriline harilik diferentsiaalvorrand
dx  dy
r(xy) q(xy)

Osutub, et osatuletistega diferentsiaalvorrandi (40) ja vorrandi (41) lahendamise tilesanded on ekvivalentsed.
Sellise siimmeetrilise diferentsiaalvorrandi lahendi ¥ (x,y) = C korral osatuletistega diferentsiaalvorrandi
iildlahendiks on u = P (x,y).

Kui otsitav funktsioon on kolme muutuja funktsioon

(41)

( )au+ ( )au+ ( )au_o 42
p(x,y z Fpe qx,y,z 3y rx,y z FPialY (42)

tuleb lineaarse homogeense osatuletistega diferentsiaalvorrandi lahendamiseks lahendada harilike

diferentsiaalvOrrandite stisteem
dx dy dz

p(x,y,z) q(x,y,z2) r(xy2)

Sellise simmeetrilise diferentsiaalvorrandi lahendi ¥ (x,y, z) = C korral osatuletistega diferentsiaalvorrandi
erilahendiks on u = Y (x, y, z).

(43)

Lause 7.1. Kui valem ¥ (x,y,z) = C esitab diferentsiaalvdrrandite siisteemi (43) lahendit (integraali), siis
funktsioon

u=9yxyz)
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on diferentsiaalvorrandi (42) liheks erilahendiks.
Toestus. Olgu Y (x,y,z) = C siisteemi (43) lahend. Diferentseerime lahendit:

azp oY 01p
Stisteemis (43) tdhistame suhte

dx  dy  dz
p(x,y,z) q(x,y,z) r(xYyz)

siis
dx = Ap,dy = Aq,dz = Ar.
Asetame need vorrandisse (44), seejirel jagame lébi liikkmega A, saame

ap oy 0y
a—p Eq+a—r—0

Tulemuseks saime vorrandi (42), kus otsitava u asemel on funktsioon . See aga tdhendab, et funktsioon ¥

rahuldab vorrandit (42), mistdttu on vorrandi liheks erilahendiks.
]

Kehtib ka vastupidine vdide: Kui ¥ = ¥(x, y, z) on vorrandi (42) erilahend, siis ¥(x, y, z) = C on siisteemi
(43) lahend.

Lause 7.2. Kui ¥;(x,y,z) =C; ja ¥,(x,y,z) = C, on kaks lahendit (integraali) vastavale harilike
diferentsiaalvorrandite siisteemile (43), siis

u=@1,9;)
ehk suvaline funktsioon funktsioonidest i, ja ¥, rahuldab vastavat osatuletistega diferentsiaalvorrandit (42).
Toestus. Arvutame osatuletised funktsioonist u = @ (4, y,)
(')_u: ¢ 61/)1+ dg 0y,
ox 0y, dx 0P, dx’
(')_u: ¢ 61/)1+ dg 0y,
dy 0y, 0y 0y, 0y’

du  0d¢ 0y, n dp 0y,
0z oY, 0z 0y, 0z’

seejarel asetame saadud osatuletised vorrandisse (42). Saame

e Bt )22

<P(X y,Z)i+q(x y,z)£+r( X, Y, )£>W_O

Tulemus on samaselt null, sest lause 7.1 pdhjal on mdlemad sulgudes olevad avaldised on samaselt nullid.
Seega on vorrandi (42) lahendiks funktsioon

u= q)(d)l' lpZ)

Saadud lahend on vorrandi (42) tildlahend, kui funktsioonid v, (x, v, z) = C; jay,(x,y,z) = C, on lineaarselt
sOltumatud.
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Niide 7.10. Lahendada diferentsiaalvorrand

Jdu du 0
Yaox 7" dy
Vastav harilik diferentsiaalvorrand on
dx dy
y =X
Lahendamiseks korrutame vorrandit suurusega xy, saame
x? y2 C
_ A __ Yt 2 2 _
xdx = —ydy, > 2+2, x“+y C.
Osatuletistega diferentsiaalvorrandi tildlahend on suvaline funktsioon leitud lahendi vasakust poolest
u =P +y?).
Niide 7.11. Lahendada diferentsiaalvorrand
Ju au au

— — = 0.
x dx Ty ay az
Vastav diferentsiaalvorrandisiisteem on
dx dy dz

x y oz

)

dx dy X
—=—, In |x| =In|y|+InC;, x=Cy, - = (.
* y
dx dz X
—_—=—, In |x|=ln|Z|+1nC2, x=C2Z, _=C2_
X z ~
Seega
Xy 2k
lpl - y lez - Z’
ildlahend on
=o(52)
u=g9 y'7)

Kui tundmatuks on n muutuja funktsioon wu(xq, x5, ..., x;,), Siis esimest jarku lineaarse osatuletistega
diferentsiaalvorrandi lahendamine toimub analoogiliselt. Varrand on kujul

u
p1(x, y,z) + p2(x, y,z) + ~+pa(x,y, z)— =0 (45)

n

ja temale vastav harilike diferentsiaalvorrandite siisteem on kujul
dx,  dx;  dx,
pl(x'yrz) pZ(x'y'Z) pn(x'y'z).

Siisteem sisaldab n — 1 sdltumatut vorrandit, jérelikult saame leida siisteemile n — 1 sdltumatut iildlahendit

1’[)1(.7(1, xZ, ...,xn) = Cl,

1’[)2(.7(1, xZ, ...,xn) = Cz,

¢n—1(x1;x2; ---:xn) = Cp-1-
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Vorrandi (45) iildlahend on suvaline funktsioon, mis sdltub leitud lahenditest:

u= (P(lplf IIJZ) ""lpn)-

Kvaasilineaarse mittehomogeense vorrandi kujul

u N ou _
p(x,y,u) Fpe q(x,y,u) 3y r(x,y,u)

lahendamise saab viia lineaarse homogeense vorrandi lahendamisele. Kuna vorrandi kordajad p, g ja r voivad
soltuda ka otsitavast funktsioonist u, on vorrand kvaasilineaarne. Vorrandi lahendit otsime ilmutamata kujul
Vix,y,u) =0,

otsitavaks on funktsioon kujul V. Leiame funktsioonist VV osatuletised argumentide x ja y jargi (ilmutamata
funktsiooni tuletise valemi pohjal)

v av
ou ox Ou dy

ox v’ a9y v

ou ou
ning asetame vorrandisse (39):
v v
_0x _ 9y _
p(x,y,u) v +q(x,y,u) v + r(x,y,u) = 0.
Ju Ju

Korrutame suurusega —dV /du, saame

av av av
p(x,y,u) ™ +q(x,y, u)@ +r(x,y,u) FYi 0.
Tulemuseks on lineaarne homogeenne osatuletistega diferentsiaalvorrand funktsiooni V suhtes. Moodustame
vorrandile vastava harilike diferentsiaalvorrandite siisteemi:
dx  dy  du
pixyw) qxyw rxyuw

Sellele susteemile saame leida kaks s6ltumatut ildlahendit

l/)l(X,y, u) = C1;
l/JZ(x,y,u) = CZ'
Vorrandi tildlahend on
V= <p(l/)1' lpZ)'
kus ¢ on suvaline funktsioon. Seega esialgse vorrandi (39) lahendiks on funktsioon
o(W1,,) = 0.

Samal meetodil saab lahendada kvaasilineaarset homogeenset vorrandit, sellisel juhul tekib siisteemi

viimases vorrandis nulliga jagamine. Saame siisteemi kahe vorrandiga, millest teine vorrand on du = 0, mille
lahend on u = C; (ndide 7.13).

Niide 7.12. Lahendada diferentsiaalvorrand

ou N ou B
xu 2 yu 3y = xy.
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Vastav diferentsiaalvorrandisiisteem on
dx dy du
xu  yu  xy

Saime harilike diferentsiaalvorrandite siisteemi kahe vorrandiga, millest lahendame kodigepealt esimese:

dx dy
xu yu
dx dy
-y

y = Cix, kust x = y/C;.
Teise vorrandi lahendamisel saame

dy du
yu
dy udu
y xy’
udu
dy = —

Asendame argumendi x esimeses siisteemis saadud avaldisega

p Cyudu
y = )
y

ydy = Cyudu,

2 u®> C
A
2 2 2
yZ = C1u2 + Cz.

Viimaks on vaja leitud lahendid viia kujule ¥, (x,y,z) = C; ja ¥,(x,y,z) = C,, et suvalised konstandid
oleksid molemal juhul paremal pool vordusmérki:

2
y u
Z=0¢, ——) =0
X 1 y<y X) 2

o(350-5))-

u au_

”ax dy

Uldlahendiks on

Naiide 7.13. Leida diferentsiaalvorrandi

lahend, mis lébib sirget x = y = u.

Siin on tegemist kvaasilineaarse vorrandiga, mis on homogeenne. Selle vOrrandi lahendamiseks saame
kasutada antud meetodit. Vastav diferentsiaalvorrandisiisteem on Kujul

dx dy du
u -1 0’
millest saame siisteemi kahe vorrandiga. Kui nimetajas on null, siis vordsustame lugeja nulliga.
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dx d
—=—y,du=0.
u -1

Teisest vorrandist saame leida otsitava funktsiooni u avaldise:
u=~=_C,
asendame esimesse vorrandisse ja lahendame, saame
Ciy = —x + Cy,
asendades esimesena saadud C; avaldise, saame vorrandi paremale poole konstandi

uy +x = Cy.
Vorrandi tildlahendiks on
pu,uy +x)=0.

Erilahendi leidmiseks asendame iildlahendisse y = u ja z = u, Saame

C,=u, C; = u?+u.
Seega
C, =C(1+C)).
Sellest saame avaldada erilahendi
uy +x =u(1l+u).

7.4. DIFERENTSIAALVORRANDITE SUSTEEM KAHEST
OSATULETISTEGA VORRANDIST

Diferentsiaalvorrandite siisteemi iildkuju:

du

Ja = f(x,y,u)
d

ka_l; = g(x:J’:u)

Otsitav funktsioon u = u(x, y), funktsioonid f ja g olgu pidevalt diferentseeruvad mingis muutujate x, y, u
piirkonnas D.

Teoreem 7.1. Siisteem on tdielikult integreeruv parajasti siis, kui piirkonnas D kehtib samasus

af_l_af _ag+ag
ay oud = ox Tou’

Sellisel juhul on stisteemil tiks lahend, mis 1dbib etteantud punkti.

Jireldus. Kui on tiidetud samasuse tingimus, siis on siisteemil olemas iihest parameetrist soltuv lahendite
parv u = u(x,y, b), kus b on parameeter.

Niide 7.14. Lahendada siisteem

Ju N Ju N y

ox Ty dy T
Integreerumise tingimus on tdidetud:

aof o 9] 9]

_f _f = = _‘g + 9 f’

Jdy Odu d Ju
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Y e ax+ _ Ykt C)
dx—ax v, u = > yx y)

Wooveo =2+ =L coy=Lotb
dy'x y)=xTy V)= BT T

_ax2+ +yz+b—1
w= yx a " 2a

2
> > (y + ax)* + b.
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